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RESUMO

Este estudo tem como objetivo geral analisar, com base na resolucdo de problemas, uma
proposta didatica para o contetido “Sistemas de Equagdes de 1° grau” direcionada a alunos do
oitavo ano do Ensino Fundamental. Para tanto, analisou-se a potencialidade significativa do
material e os aspectos do desenvolvimento do pensamento algébrico na aprendizagem de uma
estratégia algébrica a partir de estratégias aritméticas de resolugdo de problemas. A sequéncia
didatica, composta por seis atividades e aplicada pelo pesquisador em suas aulas normais,
caracterizou a chamada “pesquisa do professor”, tendo sido observados e anotados os didlogos
produzidos e verificadas as respostas escritas pelos alunos as tarefas solicitadas. Concluiu-se
que a sequéncia didatica produzida tinha caracteristicas de um material potencialmente
significativo, sendo analisados a estrutura logica de organizagdo das atividades, os
conhecimentos prévios evidenciados na resolu¢dao de problemas, as relagdes com a estratégia
aprendida e a atividade docente na aprendizagem de procedimentos. Houve indicios de que os
alunos, em sua maioria, avancaram no desenvolvimento do pensamento algébrico, ja que
tiveram bom desempenho no emprego da estratégia algébrica aprendida, tendo sido
identificadas algumas agdes referentes as distintas dimensdes da algebra, que sdo: Aritmética
Generalizada, Algebra de Equacdes e Algebra Estrutural. Nas tarefas, foram identificadas,
também, as Atividades Geracionais ¢ Transformacionais. Além de considerar a contribuicao
desta pesquisa para a formacgdo deste professor, espera-se que o produto educacional oriundo
do trabalho possa auxiliar os docentes na fase introdutdria do conteudo “Sistemas de Equacdes

de 1° grau”.

Palavras-chave: Pensamento algébrico. Sistema de equacgdes de 1° grau. Sequéncia didatica.

Aprendizagem significativa. Resolucdo de problemas.



ABSTRACT

The following academic study aims to analyze a didactic proposal for 1st degree Equation
Systems headed to 8+ year Elementary School students, based on problem solution. There has
been analyzed 1) the significant potentiality of the material and ii) the aspects of the algebraic
thinking development when learning an algebraic strategy as from arithmetic problem-solving
strategies. The learning sequence, composed by six exercises and applied by the researcher
during ordinary classes, gave rise to the teacher’s research. From there on dialogues among
students were observed and notes were taken, and the students’ written down answers for the
exercises were checked. It was concluded that the produced didactic sequence showed
characteristics of a significant potential material, by the analyze of the logical structure of
activities organization, prior knowledge evidenced in problem solving, the relation with the
strategy learned and the teaching intermediation in the learning procedures. There were
indications that most of the students advanced in the algebraic thinking development once they
achieved a good performance when they used the algebraic strategies learned and it was
possible to identify some actions referring to algebra distinct dimensions. In addition to
considering the contribution of this research to this teacher’s educational background, it is
expected that the result of this work might help other teachers in the introductory phase of the
Ist degree Equation System subject.

Key words: Algebraic thinking. 1st degree Equation Systems. Didactic sequence. Significant

learning. Problem solving.
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INTRODUCAO

Ao menos duas justificativas podem ser dadas para a presenca da disciplina
Matematica nos curriculos oficiais educacionais. Uma delas refere-se a importancia da
matematica na vida cotidiana, ja que, independentemente de férmulas, calculos e operagoes, ela
esta presente nas decisoes do cidaddo, desde a compra de um simples pao até a aplicagdo no
setor financeiro. Neste aspecto utilitario da Matematica, inclui-se seu valor instrumental para
outras areas do conhecimento, o que contribui para o avanco da ciéncia e o desenvolvimento de
tecnologias. Outra justificativa ¢ a relevancia da matematica na formagao intelectual do aluno
e no desenvolvimento de formas de pensamento, como o numérico, o algébrico e o geométrico.

Quanto ao conteudo elencado para ser ensinado e aprendido, este € normatizado
atualmente pela Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018), documento
normativo que rege os curriculos da Educag@o Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio.
A BNCC define, de forma substancial e gradual, o conjunto de conhecimentos que os alunos
precisam aprender no decorrer desses ciclos e modalidades da Educagdo Basica, de forma que
seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento sejam garantidos conforme o que estabelece
o Plano Nacional de Educacdo — PNE (BRASIL, 2014). A BNCC ¢ apresentada como uma
referéncia para os sistemas educacionais dos Estados, Distrito Federal e Municipios, de modo
a ajudar na superagdo da fragmentacdo das politicas educacionais e fortalecer o sistema de
colaboragdo entre as trés esferas de governo, podendo resultar em uma melhor qualidade da
educacao.

As aprendizagens essenciais estabelecidas na BNCC devem contribuir para que os
estudantes desenvolvam competéncias gerais que concretizem na esfera pedagogica os direitos
de aprendizagem e desenvolvimento. O documento utiliza a nogdo de competéncia no sentido
da mobilizagdo e aplicacdo dos conhecimentos escolares que envolvem os conceitos, 0s
procedimentos, os valores e as atitudes. Dessa forma, ser competente significa ser capaz de
resolver problemas e indagacdes da vida cotidiana, demonstrando preparo para o exercicio da
cidadania e qualificagdo no campo do trabalho.

Nos anos finais do Ensino Fundamental — nivel em que este pesquisador atua ha alguns
anos — os estudantes estdo em transi¢ao entre a infiancia e adolescéncia, fase marcada por
transformagdes bioldgicas, psicoldgicas, sociais e emocionais. De acordo com a BNCC, ¢
importante fortalecer a autonomia desses estudantes, proporcionando-lhes condi¢des e meios

para interagir criticamente com diferentes conhecimentos e fontes geradoras de informacgoes, ja
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que eles irdo se deparar com desafios de maior complexidade na vida profissional, pessoal e/ou
académica. Para tanto, considera-se importante, nas diversas areas, retomar e ressignificar as
aprendizagens dos anos iniciais do Ensino Fundamental, objetivando o aprofundamento ¢ a
ampliacao do repertoério dos estudantes.

Diretamente a matematica no Ensino Fundamental, a BNCC (2018) indica:

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento do letramento
matematico, definido como as competéncias e habilidades de raciocinar, representar,
comunicar e argumentar matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de
conjecturas, a formulacdo e a resolucdo de problemas em uma variedade de contextos,
utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas matematicas. (BRASIL,
2018, p. 266).

Nesse ambito, entre as competéncias especificas da matematica para o Ensino
Fundamental, destacam-se aquelas que indicam que o aluno deve conseguir compreender a
matematica como uma ciéncia viva, que colabora na solu¢do de problemas e embasa
descobertas e construgdes nos diversos campos da disciplina. O documento também indica a
competéncia do aluno para interagir com seus pares cooperativamente, respeitando o modo de
pensar dos colegas e buscando os aspectos consensuais ou ndo na discussao de questdes e na
resolugdo de problemas. Ainda segundo a BNCC (2018, p. 266), atividades envolvendo a
resolugdo e a elaboracdo de problemas “sdo formas privilegiadas da atividade matematica,
motivo pelo qual sdo, a0 mesmo tempo, objeto e estratégia para a aprendizagem ao longo de
todo o Ensino Fundamental”.

Virias vertentes de ensino da matematica que utilizam problemas t€ém por base os
trabalhos de Polya (1995), que, entre outras indicacdes, estabelece etapas do processo de
resolugdo (compreensdo, dados e condi¢des, elaboracdo, execugdo e verificagdo do problema).
Segundo Onuchic e Allevato (2011), aqueles professores que se utilizam da metodologia
Resolucao de Problemas se mostram empolgados e geralmente optam por ndo voltar a ensinar
de forma tradicional.

Para trabalhar com essa metodologia, o professor deve ter clareza quanto ao
significado de “problema”. Van de Walle (2001) indica que um problema ¢ definido como
qualquer tarefa ou atividade para a qual ndo se tem métodos ou regras prescritas ou
memorizadas, nem a no¢ao de que haja uma maneira especifica para chegar a solugdo correta.
A resolucdo de problemas sempre foi objeto de interesse deste pesquisador, ja que, pautado pela
experiéncia de 12 anos como professor de Matematica, sendo trés no Ensino Fundamental, foi
possivel verificar como a aplicagdo de problemas na sala de aula pode favorecer uma melhor

compreensdo dos conceitos e procedimentos matematicos.
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Entre os contetidos matematicos indicados pela BNCC (BRASIL, 2018) para o Ensino
Fundamental — dispostos em cinco unidades tematicas: Numeros, Algebra, Geometria,
Grandezas ¢ Medidas e Probabilidade e Estatistica —, foi escolhido, para este estudo, o tema
Algebra, visto que a experiéncia tem mostrado a dificuldade dos alunos em realizar calculos

literais e resolver problemas valendo-se do pensamento algébrico. O documento explica que:

A unidade tematica Algebra, por sua vez, tem como finalidade o desenvolvimento de
um tipo especial de pensamento — pensamento algébrico — que ¢ essencial para utilizar
modelos matematicos na compreensdo, representacdo e andlise de relagdes
quantitativas de grandezas e, também, de situacdes e estruturas matematicas, fazendo
uso de letras e outros simbolos. Para esse desenvolvimento, € necessario que os alunos
identifiquem regularidades e padrdes de sequéncias numéricas e ndo numéricas,
estabelecam leis matematicas que expressem a relacdo de interdependéncia entre
grandezas em diferentes contextos. (BRASIL, 2018, p. 270).

Na unidade tematica definida para esta pesquisa, destacou-se o assunto Sistemas de
Equacdes do 1° grau e justifica-se a opcao pelo tema com base na experiéncia relatada a seguir.
No segundo semestre letivo de 2018, pela primeira vez, este pesquisador trabalhou com o
conteudo Sistemas de Equacdes com alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental. Na ocasio,
havia um cenario caracterizado por trés situagdes: a pouca experiéncia deste professor com o
ensino deste contetdo, o que restringiu a iniciativa por metodologias diferenciadas; alunos
considerados, pela direcdo da escola, como de baixo rendimento, acarretando, assim,
inseguranca quanto aos resultados a serem alcangados; e uma restricao no nimero de aulas para
desenvolver o tema, dado que a execucdo do cronograma planejado no inicio do ano se
encontrava em atraso e havia receio de que ndo houvesse tempo para explorar outros contetidos
também importantes para aquele ano. Diante desse cenario, optou-se por desenvolver o
conteudo da seguinte maneira: partiu-se da definicdo de sistema de equacdes como um conjunto
de duas ou mais equacdes; a seguir, apresentou-se o método de resolugdo por substituicao,
dando varios exemplos, e, finalmente, foram passados exercicios de fixagdo. Finalizado o ano
letivo, com base nas avaliagdes realizadas, este pesquisador constatou indicios de que os alunos
nao haviam aprendido o contetido de maneira significativa.

Aprender conteudos algébricos com significado refere-se, por exemplo, a dar sentido
aos valores numéricos das varidveis em uma expressao com letras, a calcular mentalmente o
valor de uma incognita, a generalizar uma propriedade por meio de uma expressao algébrica
etc. A constatacdo de que essas competéncias ndo foram formadas — tampouco aquelas
habilidades mencionadas pela BNCC relativas a resolu¢do de problemas —, aliada a inquietagao

por obter entendimento acerca do desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos, levou



18

este pesquisador a questionar como empregar uma metodologia de modo a promover uma
aprendizagem significativa do contetido Sistemas de Equacdes do primeiro grau.

No ambito da Psicologia Educacional, buscou-se apoio na teoria de David Ausubel
(1918-2008) sobre aprendizagem significativa. Para Ausubel (2003), aprender
significativamente ¢ ampliar e reconfigurar ideias ja existentes na estrutura cognitiva, e com
isso, tornar-se capaz de relacionar e acessar novos conteudos. O autor indica as condigdes
necessarias para que a aprendizagem seja significativa: as que sdo relativas ao material
(logicamente organizado e apresentado em linguagem adequada) e as que se referem ao
aprendiz (conhecimentos prévios, motivagao etc.).

No caso do contetido Sistemas de Equagdes, acreditou-se ser possivel organizar um
material na forma de uma sequéncia de atividades, de modo a favorecer a mobilizagdo de
conhecimentos prévios e também o estabelecimento de relacdes entre as ideias ja estabelecidas
€ 0s novos conceitos a serem aprendidos. Para além do entendimento do conceito de sistemas
de equacgdes, colocou-se foco nas estratégias de resolucdo dos sistemas, o que motivou o0s
estudos acerca da aprendizagem significativa de procedimentos. Estes, de acordo com Coll e
Valls (1998), sao aprendidos por reconstru¢do da propria pratica como produto de uma reflexao
e da tomada de consciéncia sobre o que fazer e como fazer — e do pensamento algébrico — este
manifestado na capacidade de interpretar, representar e resolver problemas usando
procedimentos algébricos e de utilizar estes conhecimentos e capacidades na exploragdo e
modelagdo de situagdes em contextos diversos (GROSSMANN; PONTE, 2011) (PEREIRA;
PONTE, 2011).

Buscando mais elementos para subsidiar a elabora¢cdo de um material de aprendizagem
potencialmente significativo, foram encontrados alguns estudos que relacionaram o
pensamento aritmético e o pensamento algébrico (LINS; GIMENEZ, 2001) (KIERAN, 2004)
e destacaram que a discussdo e a reflexdo dos alunos acerca de diferentes estratégias
empregadas na resolugdo de problemas podem ser uma oportunidade para enriquecer o
pensamento algébrico (WINDSOR, 2010).

Diante do contexto ora descrito, formulou-se a seguinte pergunta de pesquisa: Como
uma sequéncia didatica sobre o conteiido Sistemas de Equacdes, direcionada a alunos do
oitavo ano do Ensino Fundamental e com base na Resolu¢io de Problemas, pode
contribuir para a aprendizagem significativa do tema?

Em especial, pretendeu-se trabalhar com os alunos um método de resolucdo de
sistemas com base nas estratégias aritméticas de resolugcdo de problemas. A sequéncia foi

elaborada no ambito do Programa de P6s-Graduagdo em Ensino de Ciéncias e Matematica,
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PPGECM/UFU, Mestrado Profissional, e aplicada a alunos do oitavo ano do Ensino
Fundamental da escola em que este pesquisador atua como professor.

Pretende-se analisar a potencialidade do material com base na teoria de Ausubel
(2003), em especial quanto a aprendizagem significativa de procedimentos (COLL; VALLS,
1998), bem como evidenciar aspectos do desenvolvimento do pensamento algébrico na
aprendizagem de uma estratégia algébrica a partir de estratégias aritméticas de resolucao de
problemas (KIERAN, 2004) (USISKIN, 1995). Assim, este trabalho esta vinculado a linha de
pesquisa que enfoca os fatores psicoldgicos cognitivos que influenciam o processo de ensino e
aprendizagem da matematica.

Trata-se de um trabalho oriundo da pratica deste docente no exercicio da profissao, o
que caracteriza a chamada pesquisa do professor (CARNEIRO, 2008). Concorda-se com a
autora quando esta evidencia o carater instrumental e utilitario desse tipo de pesquisa para a
compreensdo dos processos de aprendizagem e desenvolvimento de seus proprios alunos, sem
buscar generalizagdes para outros contextos. Assim, todas as etapas ocorridas no
desenvolvimento da presente pesquisa, desde a elaboragdo da proposta didatica a partir dos
estudos realizados, as aplica¢des da sequéncia em dois momentos, a verificagdo das adaptacdes
das estratégias empregadas pelos alunos durante as atividades até as proprias mudangas de
atuacdo na sequéncia de suas aulas, fazem parte da proposta maior de formagdo continuada
deste profissional do ensino.

O produto desta pesquisa, vinculado ao PPGECM/UFU, serd constituido por uma
proposta de ensino na forma de uma sequéncia didatica — cujas atividades serdo descritas de
modo a auxiliar os professores no desenvolvimento de suas aulas — seguida de uma breve
fundamentagdo teorica, além das reflexdes oriundas da experiéncia de sua aplicagdo. A
sequéncia didatica, assim planejada e aplicada, constituira o produto educacional exigido
conforme o regimento deste programa (UFU, 2018). Com isso, espera-se que este estudo possa
contribuir para a formag¢ao continuada deste pesquisador, bem como servir de apoio para outros

professores de matematica do Ensino Fundamental.
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2 ALGEBRA E SISTEMAS DE EQUACOES

Neste capitulo, apos serem apresentadas algumas diretrizes gerais para o ensino basico
no Brasil e no estado de Minas Gerais, por meio de documentos oficiais, sdo destacadas as
defini¢des de algebra e de pensamento algébrico, e, em especial, as habilidades que se referem
aos sistemas de equacdes no Ensino Fundamental. A seguir, sdo apresentadas as defini¢des de
equagoes lineares e de sistemas de equacdes, sao comparados os métodos mais comuns de
resolucao e, ¢ explicado e exemplificado o método sugerido na sequéncia didatica deste

trabalho.

2.1 A algebra nos documentos oficiais

A BNCC (BRASIL, 2018), documento que estabelece regras e diretrizes essenciais
para aquilo que deve ser ensinado aos alunos, ¢ referéncia para a construgao dos curriculos de
todos os sistemas e redes de ensino, dos estados, Distrito Federal e municipios brasileiros. Este
documento foi construido por defini¢do do § 1° do Artigo 1° da Lei de Diretrizes e Bases da
Educacdo Nacional — LDB, Lei n.° 9.394/1996 (BRASIL, 1996), “e estd orientado pelos
principios éticos, politicos e estéticos que visam a formag¢ao humana integral e a construgdo de
uma sociedade justa, democratica e inclusiva, como fundamentado nas Diretrizes Curriculares
Nacionais da Educagdo Bésica (DCN)” (BRASIL, 2018, p. 7).

As regras e diretrizes definidas na BNCC buscam garantir aos alunos o
desenvolvimento de competéncias gerais que unificam, no campo pedagogico, “os direitos de
aprendizagem e desenvolvimento” (BRASIL, 2018, p. 8). Essas competéncias sdo definidas na
BNCC (BRASIL, 2018, p. 8) “como a mobilizagdo de conhecimentos (conceitos e
procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para
resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo
do trabalho”.

A BNCC ¢ fundamentada em alguns documentos como, por exemplo, a Constitui¢ao
Federal de 1988, que em seu Artigo 205 legitima a educagao como direito imprescindivel, sendo
dever do Estado e da familia promover e incentivar, sempre com o auxilio e contribui¢do da
sociedade, o individuo para desempenhar a cidadania e a capacitacao para o trabalho. A LDB

(BRASIL, 1996), no Inciso IV de seu Artigo 9°, aponta para a ligacao entre dois importantes
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pontos, que s3o o basico-comum e o diverso em matéria curricular. Sobre estes dois pontos, a
LDB continua, no Artigo 26:
os curriculos da Educacao Infantil, do Ensino Fundamental e do Ensino Médio devem
ter base nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de ensino ¢ em cada
estabelecimento escolar, por uma parte diversificada, exigida pelas caracteristicas

regionais ¢ locais da sociedade, da cultura, da economia e dos educandos. (BRASIL,
1996, p. 9).

Reafirmando a LDB e entendendo a autonomia dos entes federados, a BNCC possui
papel imprescindivel na busca pela igualdade, equidade e diversidade, ja que o Brasil dispde de
profunda diversidade cultural e demasiada desigualdades sociais. Perante isso a BNCC orienta

que:

os sistemas e redes de ensino devem construir curriculos, e as escolas precisam
elaborar propostas pedagdgicas que considerem as necessidades, as possibilidades e
os interesses dos estudantes, assim como suas identidades linguisticas, étnicas e
culturais. (BRASIL, 2018, p. 15).

Diante das indica¢des da LDB (BRASIL, 1996) e da BNCC (BRASIL, 2018), que sdo
documentos construidos com base nos fundamentos educacionais expostos na Constitui¢ao
Federal de 1988, foi elaborado o Curriculo Referéncia de Minas Gerais (MINAS GERALIS,
2019), para orientar na elaboragio dos planos e a¢des educacionais em Minas Gerais!, buscando
adequar o diverso em matéria curricular do Estado a cada localidade, haja vista suas diferengas
culturais, sociais, étnicas e renda.

O Curriculo Referéncia de Minas Gerais (MINAS GERAIS, 2019), como ¢ de se
esperar, apresenta o mesmo entendimento sobre a importancia da matematica e as competéncias
especificas idénticas as da BNCC, ja que esta ¢ a base comum e que deve ser seguida em todos
os sistemas e redes de ensino. Estes dois documentos seguem, também, alinhados no tocante a
divisdo do contetido em cinco unidades tematicas: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e
Medidas e Probabilidade e Estatistica.

A unidade temadtica da algebra tem como objetivo o desenvolvimento do pensamento
algébrico, que ¢ importante na utilizacdo de modelos matematicos e para compreender, analisar
e representar relacdes quantitativas de grandezas. Seu uso também ¢ essencial em situacdes e
estruturas matematicas, valendo-se de letras e outros simbolos. A BNCC (2018) prossegue,

dizendo que

! A opgdo por citar o documento deve-se ao fato de a pesquisa ter sido realizada em escola da rede piblica do
estado de Minas Gerais.
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Para esse desenvolvimento, é necessario que os alunos identifiquem regularidades e
padrdes de sequéncias numéricas e ndo numéricas, estabelecam leis matematicas que
expressem a relacdo de interdependéncia entre grandezas em diferentes contextos,
bem como criar, interpretar e transitar entre as diversas representagdes graficas e
simbolicas, para resolver problemas por meio de equagdes e inequagdes, com
compreensdo dos procedimentos utilizados (BRASIL, 2018, p. 270).

A BNCC (2018) continua apontando, seguida pelo Curriculo Referéncia de Minas
Gerais (MINAS GERAIS, 2019), que o ensino da algebra nos anos finais do Ensino
Fundamental ¢ momento de aprofundamento e ampliagdo do que foi trabalhado nos anos
iniciais. Os alunos precisam assimilar os variados significados das varidveis numéricas em uma
expressdo, “‘estabelecer uma generalizagdo de uma propriedade, investigar a regularidade de
uma sequéncia numérica, indicar um valor desconhecido em uma sentenca algébrica e
estabelecer a variag@o entre duas grandezas” (BRASIL, 2018, p. 271).

Nos supracitados documentos, tém-se os mesmos objetos de conhecimento quando se
observa a unidade tematica da algebra para o oitavo ano. A diferenca fica por conta das
habilidades, ja que no Curriculo Referéncia de MG sdo acrescentadas as habilidades cujos
codigos sao acrescidos da sigla “MG” (Quadro 1). Foram inseridas cinco habilidades, das quais
quatro sdo iniciadas com as palavras “reconhecer” e “identificar”. Este pesquisador entende ser
uma forma de reafirmar as demais habilidades ja existentes na BNCC, ja que, para desenvolvé-
las, o aluno precisa reconhecer um sistema de equacdes e uma equacdo do primeiro grau e

identificar suas solugdes.

Quadro 1 - Objeto de Conhecimento e Habilidades para a Unidade Tematica Algebra de
acordo com a BNCC
8% ano

Objetos do conhecimento Habilidades

(EFO8MADAA) Resolver problemas gue envalvam
calculo do valor numérico de expressoes algébricas,

Valor numérico de expressaes utilizandao as propriedades das operacoes.

algébricas (EFO8MADAB) Elaborar problernas que envolvam
calculo do valor numérico de expressdes algébricas,

utilizando as propriedades das operacoes.

Associacdo de uma equacdo
(EFOBMAD?) Associar uma equacio linear de 1° grau
linear de 1° grau a uma reta : : .
com duas incognitas a uma reta no plano cartesiano.
no plano cartesiano




Sistema de equacdes
polinomiais de 1% grau:
resolucac algébrica e
representacan no plano

cartesiano

Equacao polinomial de 2°

grau do tipo ax2 = b

Sefuéncias recursivas e nao

recursivas

[EFD8MAZIMG) Reconherer um sistema de duas

equacoes lineares e utiliza-lo para modelar problemas,

[EFO8MAIZMG] Identificar a(s) solucao [Des} de um

sistema de duas equacdes lineares.

[EF08MAIZMG) Resolver um sistema de equactes do

primeiro grau.

[EF08MACBA) Resolver problemas relacionados ao
sel contexto praximo. gue possam ser representados
por sistemas de equactes de 1° erau com duas
incégnitas e interpreta-los, utilizando, inclusive, o

plano cartesiano como recurss,

[EFC8MAQERB) Elaborar problemas relacionados ao seu
contexto praximo, que possam ser repiresentados por
sistermas de eguacBes de 1° grau com duas incdgnitas

e interpreta-los, utilizando, inclusive, o plano

[EFO8MAZAMG] Reconhecer uma equacdo de
sepundo grau do tipo ax2 = b,

[EF08MAISMG) Identificar als) raiziizes) de uma

efuacic do segundo grau.

[EFOaMADYA] Resolver, com e sem uso de
tecnologias, problemas que possam ser representados

por equactes polinomiais de 2° grau do tipo ax2 = b.

[EF08MAGTIB) Elaborar, com e sem uso de techologias,
problemas gue possam ser representados por

equagoes polinomiais de 2° grau do tipo ax2 = b.

[EF08MAL0] Identificar a regularidade de uma
sequéncia numerica ou figural nao recursiva e

construir um algoritmo por meio de um fluxograma
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Variacio de grandezas:
diretamente proporcionais,
inversamente proporcionais

ou Nao proporcionais

Variacdo de grandezas:

diretamente proporcionais,

ou nao proporcionais

(EFO8MA11) Identificar a regularidade de uma
Sequéncias recursivas e nao sequéncia numérica recursiva e construir um algoritmo
recursivas por meio de um fluxograma que permita indicar os

nimeros seguintes.

(EFOBMAL2) Identificar a natureza da variacdo de
duas grandezas, diretamente, inversamente
proporcionais ou ndo proporcionais, expressando a
relacao existente por meio de sentenca algébrica e

representé-la no plano cartesiano.

(EFOBMAL3A) Resolver problemas que envolvam
grandezas diretamente ou inversamente

proporcionais, por meio de estratégias variadas.

inversamente proporcionais (EFOBMA13B) Elaborar problemas que envolvam
grandezas diretamente ou inversamente

proporcionais, por meio de estratégias variadas.

Fonte: Curriculo Referéncia de Minas Gerais (MINAS GERALIS, 2019).
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O Curriculo Referéncia de Minas Gerais (MINAS GERAIS, 2019) orienta que no

oitavo ano do Ensino Fundamental devem ser estudados sistemas de equagdes de primeiro grau

com duas incognitas que admitem uma tnica solugdo? (solugdo particular). As habilidades

exigidas nos documentos oficiais a serem desenvolvidas com este conteudo podem ser

verificadas no Quadro 2.

Quadro 2 - Habilidades a serem desenvolvidas com sistema de equagdes de 1° grau

Sistema de equacoes

polinomiais de 1% grau:
Algebra resolucio algébrica e

representacao no plano

cartesiano

(EFOBMA31MG) Reconhecer um sistema de duas

equacoes lineares e utiliza-lo para modelar problemas.

(EFOBMA32MG) Identificar a(s) solucdo (Ges) de um

sistema de duas equacdes lineares.

(EFOBMA33MG) Resolver um sistema de equacoes do

primeiro grau.

{EFOBMADBA) Resolver problemas relacionados ao
seu contexto proximo. que possam ser representados
por sistemas de equacdes de 17 grau com duas
incégnitas e interpreta-los, utilizando, inclusive, o

plano cartesiano como recurso,

(EFOBMAOD8B) Elaborar problemas relacionados ao seu
contexto proximo, que possam ser representados por
sistemas de equacoes de 1° grau com duas incognitas
e interpreta-los, utilizando, inclusive, o plano

cartesiano como recurso.

Fonte: Curriculo Referéncia de Minas Gerais (MINAS GERAIS, 2019, p. 720).

2 Os sistemas lineares podem ser classificados como: Sistema Possivel e Determinado (SPD); Sistema Impossivel
ou Incompativel (SI); Sistema Possivel e Indeterminado (SPI).
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O que pode ser um ponto de critica aos dois documentos ¢ ndo haver referéncia, em
nenhum deles, ao modo como devem ser desenvolvidas certas habilidades nos alunos, por
exemplo, como levar o aluno a “reconhecer” uma equacao e, consequentemente, um Sistema
de Equacgdes. Este pesquisador entende que os documentos apostam na autonomia do professor
em empregar metodologias e elaborar seus planejamentos; assim, considera-se que a proposta
de trabalho aqui apresentada constitui uma sugestdo metodologica para levar o aluno a
“reconhecer” e resolver um Sistema de Equacgdes a partir do dominio de estratégias aritméticas

de solucdo de problemas.

2.2. Os sistemas de equacoes

Uma equacao linear nas incdgnitas, x;, x2, ..., x» € R ¢ uma equacao que pode ser escrita
na seguinte forma: a; x; + a2 x> + ...+ a, x, = b, em que ay, a, ..., a, € b sdo nimeros reais
chamados de constantes. Dizemos que a constante ay ¢ o coeficiente de xxe b € o termo constante
da equacao.

Uma solu¢do da equagdo linear ¢ uma lista de valores sy, s>, ... 5y, tais que, ao substituir
X1 =81, X2 =52, ..., Sn = Xn, tem-se a seguinte afirmac¢do: a; s; + az s> +...+a, s, = b. Dizemos,
nesse caso, que a equacao ¢ satisfeita.

Para evitar o uso de indices, sem perda de generalidade, costumamos usar x, y para
duas incognitas; x, y, z para trés incognitas; € x, y, z, ¢ para quatro incognitas. Estas grandezas
sao sempre ordenadas dessa forma.

Um sistema de equagdes lineares € uma lista de equagdes com as mesmas incognitas.

Em particular, um sistema de equacdes lineares e incognitas pode ser escrito na seguinte forma:

A1 X1 + QX5 + o QypXy = by
g =14 A1 X1+ Aypx; + -+ AgpXy = by

Am1 X1+ QaXo + - Ay Xy = by

onde a; je b; sdo constantes.

O conjunto de todas as solugdes do sistema ¢ chamado de conjunto solucao ou solucao

geral do sistema.
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Conforme consta no Quadro 2, no oitavo ano do Ensino Fundamental sdo estudados
os sistemas de equacdes de 1° grau com duas incognitas, que admitem uma tUnica solugao.
Convém acrescentar que um sistema linear possui obrigatoriamente: uma solugdo; nenhuma
solucdo; infinitas solugdes. Os sistemas lineares sdo classificados, respectivamente, como:
Sistema Possivel e Determinado (SPD), Sistema Impossivel ou Incompativel (SI), Sistema
Possivel e Indeterminado (SPI). Quanto as técnicas de resolucdo, em geral, sdo ensinados os
métodos da substituicdo, da adicdo e o da comparacdo. O Quadro 3 exemplifica os

procedimentos para cada um dos métodos.

Quadro 3 - Métodos de resolugdo de sistemas

. x+y=10
Resolver o sistema {Zx +4y =32
Método de substituicao Método da adicao Meétodo da comparacdo
{x+y=10 0))] {x+y=10 0))] {x+y=10 0))]
2x+4y =32 (1) 2x+4y =32 (1) 2x+4y =32 (1)
Isolando x na equagao (1) Multiplicando a equag@o (1) por -2 ¢ | Isolando x nas equagdes (1) e (11)
Dx+y=10 ox=10—-y somando as equagdes temos: Dx+y=10x=10—-y (4)
Substituindo em (7), temos: (ID2x + 4y =32
{—Zx—2y=—20 0] 2x=32—-4y o
2x +4y =32 (1)

(IN2x + 4y = 32 32 —4y
X = R d

< 2(10—-y)+4y =32 2
o 20— 2y + 4y = 32 2y=12oy=6 x =16 -2y (B)

o2y=120y=6 Igualando as expressoes (4) e (B):

Substituindo y=6 em (1), temos x + | 10—y = 16 — 2y &
Substituindo y=6 em (I), temos x + y=10ox+6=100x=4 yt2y=16-10cy=6

y=100x+6=100 x =4 Logo a solugdo ¢ S= (4, 6) Substituindo y=6 em (I), temos x +

Logo a solugédo é S= (4, 6) y=10ex+6=10cx=4

Logo a solugdo ¢ S= (4, 6)

Fonte: Elaborado pelo pesquisador.

4

O método que o presente trabalho sugere difere desses e € caracteristico para os
chamados ‘Sistemas Aditivos’, isto é, aqueles sistemas possiveis, determinados e de equagdes’
do primeiro grau em que: (a) os coeficientes sdo numeros naturais; e (b) o primeiro membro de
uma das equacdes pode ser inteiramente substituido na outra equagdo, de modo que esta passe

a ter apenas uma incognita.

3 A maioria dos sistemas constantes na sequéncia didatica é formada por sistemas de duas equagdes, mas ha alguns
com trés equagdes e trés incognitas em que € possivel utilizar o método aqui apresentado.
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Um exemplo desse método ¢ mostrado no Quadro 4, em que pode ser constatada a
manipulagio algébrica referente aos mondmios*, ou seja, a expressdo 3x + 5y da segunda
equagao ¢ decomposta de modo a permitir o agrupamento dos termos na forma da expressao (x
+ y) — que serd substituida pelo valor indicado na primeira equagdo. Chamamos esse

procedimento de Estratégia® da Substituigdo por Agrupamento (ESA).

Quadro 4 - Resolucdo de sistema por ESA
x+y=8 ()
3x +5y =42 (I

Resolver o sistema {

() 3x +5y=42 o xtx+x+y+ty+ty+ty+y=L2 o x+y) +tx+y +@x+y +2y=42
Substituindo x + y pelo valor 8 (conforme indica a primeira equagao), encontra-se o valor da incognita y:
(I)8+8+8+2y=42-24+2y=422y=18y=9

Substituindo y = 9 em (1), temosx+y =8 o>x+9=8 - x =-]

Logo a solugdo ¢ S= (-1, 9)

Fonte: Elaborado pelo pesquisador.

E importante ponderar que ESA nio é apresentada como uma estratégia mais relevante
ou mais simples que as outras trés mencionadas. Na verdade, aconselha-se sua utilizacao na
etapa de introdugcdo do contelido Sistema de Equacgdes, pois, ela requer procedimentos
algébricos relativos a estratégias aritméticas ja conhecidas, o que pode favorecer a atribuigao

de significados as agdes empregadas pelos alunos.

4 No Ensino Fundamental, é comum os alunos simplificarem expressdes algébricas somando os mondmios, por
exemplo: dada a expressdo 3x+y+x+4y, o aluno deve reduzir os termos semelhantes e encontrar 4x+5y.
Dificilmente ¢ solicitado o contrario, ou seja, decompor a 4x+5y em x+3x+2y+3y ou 2x+x+x+y+2y+2y ou
X+x+x+x+y+y+y+y+y etc., nem agrupar alguns termos, como (x+2y)+(3x+y)+2y, por exemplo.

5 Para manter coeréncia com os fundamentos tedricos, sera utilizado o termo “estratégia”, em vez de “método”.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, composto por trés segdes, a primeira delas busca apresentar as ideias
de pensamento algébrico de varios autores. Muitas dessas ideias convergem para a importancia
da articulagdo entre a aritmética e o pensamento algébrico, sendo exatamente o que se busca no
presente trabalho.

A secdo seguinte inicia-se com uma descricao de competéncias conforme a BNCC, o
que serve para introduzir a ideia de aprendizagem significativa de Ausubel (2003), e também o
entendimento de Moreira (2010) a respeito deste tema. Na continuidade, a se¢do adentra na
aprendizagem significativa de procedimentos, em que ¢ apresentada, entre outros autores, a
ideia de Coll e Valls (1998) acerca do ensino e da aprendizagem de técnicas e estratégias.

Por fim, a ltima se¢do discorre sobre as defini¢des de “problema” dadas por varios
autores e o entendimento de alguns aspectos da metodologia resolugdo de problemas, acrescidos
de consideragdes sobre sua importadncia para o processo de ensino e aprendizagem da

matematica.

3.1 O pensamento algébrico

Ao relatar aspectos da historia da Algebra, Ponte (2006) afirma que suas origens
remetem para a formalizagdo e a sistematizagdo de certas técnicas de resolucao de problemas.
Com o passar do tempo, a “Algebra passa a ser entendida como o estudo da resolugdo de
equacdes (“algébricas”)” (PONTE, 2006, p. 9). Buscando um conceito mais usual, o autor
resume que: “A visio mais habitual da Algebra é que se trata simplesmente de regras de
transformagao de expressdoes (mondmios, polindmios, fracdes algébricas, expressdes com
radicais) e processos de resolugdo de equacdes” (PONTE, 2006, p. 10).

Ao criticar muitos programas de ensino bésico que reduzem a nomenclatura “Algebra”
a “célculo algébrico”, o autor afirma que ocorre certo desprezo a muitos aspectos importantes
desta area da Matematica, sejam aqueles relativos a Antiguidade (resolugcdo de problemas),
sejam 0s mais atuais, tais como as relacdes, estruturas algébricas, estudo de funcgdes e da

variagdo, em geral (PONTE, 2006).
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Quanto aos objetivos do estudo da Algebra no nivel escolar, Ponte (2006) indica que
se deve visar o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos. Este pensamento diz
respeito ao estudo das estruturas, a simbolizagdo, a modelacao e ao estudo da variagao.

Vale et al. (2006) entendem que o pensamento algébrico se relaciona substancialmente
com a manipulag¢do simbolica e com a resolugdo de equagdes; os autores, em linha similar a
Ponte (2006), destacam a importancia de o aluno conhecer e compreender as concepgdes
algébricas, as estruturas e fundamentos que orientam as manipulagdes simbdlicas e as formas
como esses simbolos podem ser empregados para interpretar o conhecimento matematico. Eles
apontam ainda que muitos conhecimentos algébricos podem ser concebidos com base nas
experiéncias com os numeros, ja que a identificagdo de padrdes ¢ uma forma de desenvolver o
pensamento algébrico. De forma genérica, os autores apontam que: “padrao ¢ usado quando
nos referimos a uma disposi¢ao ou arranjo de niimeros, formas, cores ou sons onde se detectam
regularidades” (VALE et al., 2006, p. 194). A identificagdo de regularidades pode ser
incentivada por meio de atividades investigativas, e assim promover uma aprendizagem mais
significativa da algebra.

Em linha similar, Vale et al. (2006) apontam que os alunos precisam ter vivéncias
concretas por meio das quais seja possivel estruturar um pensamento algébrico significativo.
Para isso, os autores acreditam que a bagagem do aluno com a aritmética favorece sua
preparagdo para o estudo da algebra. Para a iniciacdao a algebra, sugerem atividades em que
constem as sequéncias numeéricas e a procura de padrdes e generalizagdes.

Arcavi (2006) também destaca a importancia da passagem da aritmética para a algebra
e a compreensao do sentido dos simbolos para o desenvolvimento do pensamento algébrico. O
autor cita alguns elementos importantes para o entendimento dos simbolos; por exemplo, utiliza
a expressao simpatia do simbolo, sendo a compreensao de como os simbolos podem e devem
ser utilizados para exibir relagdes, generalidades e demonstragdes. As habilidades de ler e de
manipular as expressoes simbolicas seriam pecas complementares na resolucao de problemas
algébricos.

No ambito escolar, alguns autores tratam dos tipos de atividades algébricas. Usiskin
(1995) determina quatro diferentes concepgdes da algebra. A primeira concepg¢ao ¢ chamada
Aritmética Generalizada, em que se evidenciam as generalizacdes que acontecem a partir das
propriedades das operacdes e da descoberta de padrdes aritméticos em sequéncias numéricas e
geomeétricas. Por exemplo, generaliza-se 3 +5=5+3 comoa +b =>0 + a.

J& na sequéncia:
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3.5=15

2.5=10

1.5=5

0.5=0

¢ possivel dar continuidade aplicando nimeros negativos e obter:

-1.5=-5

-2.5=-10

-3.5=-15

Com os modelos acima, pode-se generalizar a relacdo entre os nimeros € obter uma
propriedade: (-x). y = -xy. Outro exemplo de generalizagao acontece na descoberta de padroes,
tais como: obter uma expressao que designe o numero de cadeiras que contém o desenho com

n mesas, na sequéncia:

1 2 3 4 N

O OO OJON©)

O O O O 0O

4 cadeiras 6 cadeiras & cadeiras 2.44+2 2.n+2

Na segunda concepcio, denominada Algebra de Equagdes, as letras sdo vistas como
incognitas e aparecem nas equagdes, nas inequagdes € nos sistemas do primeiro e segundo
graus, utilizados especialmente na resolucao de problemas. Por exemplo, a equacdo 5x + 3 =
40 ¢ a traducao do problema: “adicionando 3 ao quintuplo de um certo nimero, a soma ¢ 40.
Achar o numero”. Usiskin (1995) alerta que, ao se chegar a equacdo que reproduz o problema
acima, o mesmo ¢ finalizado, pois, 0 modelo geral ja foi encontrado e a resolucdo prossegue
utilizando procedimentos: 5x + 3 —3 =40 -3 => 5x = 37 => x = 7,4. As orientagoes centrais
para o uso das incognitas enquanto generalizadora de modelos sdo “traduzir e generalizar”. Ja
para a utilizagdo das varidveis em procedimentos, as ideias essenciais sdo ‘“‘simplificar e
resolver”.

A terceira concepcio indicada por Usiskin (1995) é a Algebra Funcional, em que as
letras sdo usadas como variaveis para expressar relacdes e fungdes entre grandezas. Formulas
geométricas, como 4 = b.h, utilizada no calculo da area do retangulo, sdo um exemplo da
utilizacdo das letras para expressdo de uma relacdo, neste caso, entre trés grandezas. Nesta

dimensao, hé ainda o uso das letras como variaveis nas fungdes, por exemplo, y = 3x + 5 ou



31

f(x) = 3x + 5, onde elas denotam “um argumento, isto ¢, representa os valores do dominio de
uma fungiio ou um parametro, isto &, representa um niimero do qual dependem outros niimeros”®
(USISKIN, 1995, p. 16).

Finalmente, a Gltima concepgio é a Algebra Estrutural, ou a algebra como estudo das
estruturas, onde as varidveis ndo se apresentam como incégnitas € nenhum modelo precisa ser
generalizado. No ensino superior, sdo estudadas as estruturas como grupos, anéis, dominio de
integridade, corpos e espagos vetoriais. Na educagdo basica, ¢ estudado o calculo algébrico —
como operagdes com mondmios € polindmios, simplificacdo de expressoes, fatoragao etc. —
sendo orientado pelas propriedades das operagdes com numeros reais. Como exemplo, ao
simplificar a expressio x2 - 2x + I, encontrando como resposta (x - /)°, niio existe uma equacio
a ser resolvida. Assim, a varidvel ndo atua como incognita e também nao hd modelo matematico
algum, a ser generalizado. A varidvel tornou-se um objeto arbitrario de uma estrutura
estabelecida por certas propriedades.

Nessa mesma perspectiva, Blanton e Kaput (2005) consideram o pensamento algébrico
como um tipo de pensamento em que os alunos generalizam ideias matematicas advindas de
um conjunto de instancias particulares, estabelecem essas generalizagdes por meio do discurso
da argumentacao e as expressam de forma cada vez mais formal e adequada a idade. Os autores
listaram quatro formas que o pensamento algébrico pode assumir:

(a) o uso de aritmética como dominio para expressar ¢ formalizar generaliza¢Ges
aritméticas; (b) generalizar padrdes numéricos para descrever relagdes funcionais
(pensamento funcional); (¢) modelar como um dominio para expressar ¢ formalizar

generalizagdes; e (d) generalizago sobre sistemas matematicos abstraidos de célculos
e relagdes. (BLANTON; KAPUT, 2005, p. 413).

Os autores reconhecem que, das quatro formas listadas, a aritmética generalizada e o
pensamento funcional sdo os tipos mais comuns na iniciacdo do desenvolvimento do
conhecimento algébrico. Eles esclarecem que, dependendo da experiéncia, a generalizagao
pode ser expressa em palavras ou em simbolos. Assim, independente de formalizacao
simbdlica, os autores apresentaram categorias de atividades que podem favorecer o pensamento
algébrico. Dentre estas categorias, estdo aquelas que exploram propriedades e relacionamentos
de numeros inteiros. Por exemplo, ao propor que os alunos expliquem os deslocamentos (a
direita, a esquerda, abaixo ou acima) em um quadro contendo numeros de 1 a 100 dispostos em

dez linhas e dez colunas (com nimeros crescentes de cima para baixo), o aluno pode generalizar

6 O autor explica como as nogdes de varidvel dependente e independente podem ser complexas quando o aluno se
depara com questdes do tipo: ache a equacdo da reta que passa pelo ponto (6,2) com inclinagdo 11. Partindo da
equagdo da reta y = mx + b, nota-se que m ¢ uma constante e b transformou-se em incognita. Substitui-se o par de
valores (6,2) na expressdo y = mx + b porque esta relagdo descreve um modelo geral entre nimeros.
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que, para ir do 22 ao 45, sdo necessarios os deslocamentos ¥4 —>—— ou »>—— i, 0 que
sugere o entendimento do sistema de numeracdo decimal e a conclusdo acerca da adi¢ao de
duas dezenas e trés unidades. Outros exemplos referem-se as conclusdes que os alunos
concretizam quanto as somas e aos produtos de nimeros pares e impares, quanto a utilizagao
da igualdade como expressao de uma relacao entre quantidades (e ndo apenas como resultado
de uma operagao) e quanto a determinagao de termos desconhecidos em uma igualdade. Assim,
considera-se que Blanton e Kaput (2005) ampliam o entendimento da dimensao da Aritmética
Generalizada proposta por Usiskin (1995).

Lew (2004, p. 88) argumenta que o pensar algébrico ¢ muito mais que procedimentos,
mas estd relacionado a algumas habilidades como “generalizagdo, abstragdo, pensamento
analitico, pensamento dindmico, modelagem e organizagdo”.

Por sua vez, Kieran (2004, p. 142) categoriza o ensino da algebra escolar em
“atividades geracionais, atividades transformacionais e atividades globais de meta-nivel”.

A atividade geracional estd relacionada a formacdo das expressdes e equacdes
correspondentes a situagdes-problema e a generalizagdo de relagdes numéricas e de padroes em
sequéncias numéricas ou geométricas. Conforme a autora, “grande parte da construgdo de
significado para objetos algébricos ocorre dentro da atividade geracional da algebra” (KIERAN,
2004, p. 142). As atividades de transformacdo compreendem a redugdo de termos semelhantes
e operagdes com expressdes polinomiais, também estdo relacionadas a resolugdao de equacdes
e a simplificacdo de expressoes. Esta atividade constitui, em grande parte, oportunidades de
buscar equivaléncia para expressdes e equagoes.

Finalmente, as atividades globais de meta-nivel sdo atividades matematicas mais
amplas, ndo exclusivas a dlgebra, por exemplo, analisar, justificar, provar e prever. Envolvem
aresolugdo de problemas, a modelagem, a generalizagdo, entre outras. Kieran (2004) alega que
este tipo de atividade, em que as letras sdo utilizadas como ferramenta, fornece o contexto em
que o aluno se sente motivado a se engajar nas atividades de geracdo e de transformacao,
demonstrando o verdadeiro pensamento algébrico. A autora ainda pondera que os alunos
envolvidos em uma atividade de nivel meta-global devem ser estimulados a realiza-la de varias
maneiras, e que a decisdo de usar o aparato algébrico deve surgir como escolha dos alunos. Ou
seja, os alunos devem sentir a necessidade de utilizar as letras para resolver os desafios
propostos.

Estudando as dificuldades dos alunos em empregar o pensamento algébrico, Gil (2008)
identificou que, se o aluno ndo ¢ qualificado em apoderar-se dos conceitos e métodos

algébricos, ele ndo consegue empregar este conhecimento na resolu¢ao de problemas, gerando
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desprazer e afastando-o do estudo da algebra. A autora entende que muitas das dificuldades
decorrem da relagdo com a aritmética, em que se confunde o significado das letras. Ao contrario
do que muitos pregam, nem sempre na algebra as letras estdo associadas a variagao (USISKIN,
1995). Gil (2008) também indica que o uso da simbologia gera embarago, ja que “grande parte
da simbologia utilizada no contexto algébrico ja foi anteriormente utilizada no estudo da
Aritmética e, em alguns casos, com significados diferentes” (GIL, 2008, p. 37).

Em seu trabalho, Lew (2004, p. 88) considerou que “a algebra parece ser muito mais
dificil para os alunos do que o esperado”. Ele indica que, para os alunos e, até mesmo para os
professores, os conceitos de varidveis e fungdes geram sérios obstaculos epistemoldgicos’. O
autor aponta também que, muitas vezes, a algebra ¢ vista como sem sentido, pois “lida apenas
com simbolos abstratos” (LEW, 2004, p.105).

Booth (1995) encontrou que os erros dos alunos em atividades algébricas podem estar
ligados ao significado atribuido as letras e aos tipos de relagdes ¢ de métodos usados em
aritmética. O autor exemplifica: “a letra m pode ser utilizada em aritmética para representar
metros, mas ndo para representar o nimero de metros, como em algebra” (BOOTH, 1995, p.
30). Considerando a aritmética como um dos pontos de origem das dificuldades na algebra,
Lins e Gimenez (2001) entendem que a diferenca entre esses dois campos ¢ a forma como sao
tratados, e sugerem que um depende do outro. Assim, criticam o senso comum que leva a
aritmética a ser ensinada primeiro, € a algebra a iniciar-se tardiamente, e entendem que as duas
devem ser ensinadas de forma unica e que € necessario compreender onde elas se ligam e o que
possuem em comum. Quando os autores afirmam “que a propria atividade aritmética envolve,
naturalmente, um certo nivel de generalidade” (LINS; GIMENEZ, 2001, p. 113), acabam por
oferecer um caminho para o ensino da algebra.

Blanton e Kaput (2005) e Kaput (1998; 1999) reforcam, em partes, a ideia anterior, ja
que eles defendem a utilizagdo da aritmética para expressar e formalizar generalizagdes.
Também corroborando com a importancia da aritmética no ensino da algebra, Canavarro
(2007), indica:

E a partir da estrutura da Aritmética que se podem construir os aspectos sintacticos da
Algebra, o que implica analisar as expressdes aritméticas nio em termos do valor
numérico obtido através do calculo, mas em termos da sua forma (por exemplo,
concluir que 33 + 8 = 8 + 33 ndo porque ambos representam 41, mas porque na adi¢ao
a ordem das parcelas ¢ indiferente). (CANAVARRO, 2007, p. 89).

7 Citando Brousseau (1983), Paias (2019) afirma que obsticulos epistemoldgicos sdo as limitagdes ou
impedimentos que afetam a capacidade do aluno em construir um conhecimento.
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Van de Walle (2009) compartilha destas ideias e argumenta ser com base nas
experiéncias com o0s numeros € operagdes que se desenvolve o entendimento das
generalizagdes, que faz parte do pensamento algébrico. O autor também se refere ao simbolismo
utilizado para expressar as generalizagdes aritméticas e a estrutura do sistema numérico. Ao
exemplificar que a generalizag¢do (a + b) = (b + a) garante que 83 + 27 = 27 + 83 sem precisar
calcular as somas em cada lado da igualdade, o autor considera que “as generalizagdes mais
importantes no coracdo do pensamento algébrico sao aquelas realizadas sobre os numeros e
calculos aritméticos” (VAN DE WALLE, 2009, p. 287). Ele argumenta ainda, que ao passo em
que as criangas compreendem as operagoes, elas conseguem compreender as regularidades.

Jogos e as atividades ludicas devem ser também mecanismos de ensino da algebra, ja
que os alunos possuem imaginagdo muito fértil e desde muito pequenos demonstram
entusiasmo em jogar, brincar e manusear objetos. Batllori (2006, p. 16) aponta que ¢ esse
“entusiasmo que eles demonstram por jogar que pode ser usado para adquirir novos
conhecimentos, habilidades ou atitudes ou consolidar o que ja possui”. Seguindo em linha
similar, Ribeiro (2008) fala dos jogos e também da modelagem como importantes ferramentas
para o ensino da matematica e, consequentemente, da algebra. Com relagao aos jogos nas aulas
de matematica, a autora evidencia sua significancia em razao da capacidade para desenvolver
0 pensar matematico, a criatividade e a independéncia dos alunos. Ja a modelagem torna-se
importante em razao “de seu carater de atividade de formulagao e resolugdo de problemas para
o desenvolvimento de ideias e conceitos matematicos” (RIBEIRO, 2008, p. 12).

Nesta perspectiva de resolu¢do de problemas, Kieran (2007) apresenta o resultado de
pesquisas em que sdao aplicadas tarefas sequenciadas, chamadas pela autora de “tarefas
numéricas estruturadas” (KEIRAN, 2007, p. 16). A respeito da forma como as perguntas sao
feitas aos alunos pelos professores durante as discussdes em sala de aula, a autora concluiu que
“se bem concebidas, podem incentivar os alunos para explicitar suas abordagens de solugao de
problemas e generalizagdes” (KEIRAN, 2007, p. 16). Salientando a importancia da escolha de
problemas a serem aplicados em sala de aula — estes precisam superar processos rotineiros —,
ela conclui também que:

(...) pode-se argumentar que sequéncias gerais sdo um motor e um aspecto integrante
do desenvolvimento do pensamento algébrico e que a generalizagdo tem o poder de
elevar o pensamento dos alunos a partir de nimeros aplicaveis, operagdes especificas

e abordagens especificas de resolugdo de problemas para um nivel mais alto que
prefiguram variaveis, equagdes e métodos gerais de solucao (KEIRAN, 2007, p. 22).
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Reforgando a importancia da resolugao de problemas, Onuchic e Allevato (2011)
destacam alguns pontos importantes dessa metodologia, entre eles, “o dar sentido (...)
desenvolve a crenga de que os alunos sdo capazes de fazer matematica e de que a Matematica
faz sentido; a confianca e a autoestima dos estudantes aumentam” (ONUCHIC; ALLEVATO,
2011, p. 82), sdo afirmagdes que podem sugerir uma pratica pedagdgica que avance para superar
as dificuldades de grande parte dos alunos quando aprendem conteudos algébricos.

Lew (2004) cita a modelagem como um método fundamental no ensino da algebra.
Ele argumenta que este processo € utilizado para investigagdao e representagdao de situagdes
complexas por meio de expressdes, € permite solucionar problemas. Bassanezi (2010) indica
que a modelagem como estratégia de ensino da matematica tem sido eficiente, e afirma que: “a
modelagem matematica consiste na arte de transformar problemas da realidade em problemas
matematicos e resolvé-los interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real”
(BASSANEZI, 2010, p. 16).

Nessa linha, Ponte, Brocado e Oliveira (2003) entendem que a investigacao
matematica e a resolucao de problemas sdao importantes atividades que se associam ¢ que podem
auxiliar os alunos no processo de ensino e aprendizagem da algebra. Os autores citam quatro
momentos para o desenvolvimento de investigacdes matematicas, onde se percebe similaridade
com a resolugdo de problemas: (1) Exploragdo e formulacao de questdes investigativas ou
problematicas; (2) Organizagdo de dados e elaborag¢do de conjecturas; (3) Realizacdo de testes,
refinamento e sistematizacao das conjecturas; e (4) Construgao de justificativas, argumentagdes
ou demonstracdes, tendo em vista a validacao dos resultados. Além disso, nesta associa¢ao da
investigacao matematica e resolucao de problemas, os autores apontam para a importancia dos
procedimentos e representacdes matematicas, auxiliando, assim, o aluno na “apresentacao de
resultados e na discussdo e argumentacao com os colegas e o professor” (PONTE; BROCADO;

OLIVEIRA, 2003, p. 23).

3.2 Aprendizagem significativa

A BNCC (BRASIL, 2018) apresenta competéncias gerais que visam assegurar aos
estudantes o desenvolvimento e a aprendizagem de contetido. A Competéncia ¢ definida “como
a mobiliza¢do de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas
e socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do

pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho” (BRASIL, 2018 p. 8). Entre outros pontos
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importantes envolvendo as competéncias, o documento sugere que sejam valorizados e
utilizados os conhecimentos historicos sociais e estimuladas a curiosidade, a investigacdo e a
reflexao, de modo que novos conhecimentos sejam aprendidos de maneira significativa.

A aprendizagem significativa ¢ definida por Ausubel (2003) como sendo o processo
que permite que uma informagao, ideia ou conceito recém-adquirido pelo sujeito se relacionem
com um aspecto relevante de sua estrutura cognitiva®.

Para que se concretize a aprendizagem significativa, o autor indica duas condigdes: a
primeira ¢ referente ao material de aprendizagem, que deve ser potencialmente significativo; e
a segunda refere-se ao aluno, que deve ter predisposicdo para relacionar, de maneira nao
arbitraria e ndo literal, a nova informacao aquelas pertencentes a uma estrutura de conhecimento
especifico, na qual existem os chamados subsuncores’ e, dessa forma, modificar, ampliar ou
complementar o conhecimento ja existente.

Ausubel (2003) aponta que as varidveis da estrutura cognitiva — como a
disponibilidade, a clareza, a estabilidade e a capacidade de discriminacdo das ideias relevantes
— sdo reflexos daquilo que o aprendiz ja sabe e que influenciam a aquisi¢do e a retencdo do
conhecimento. Os chamados conhecimentos prévios sdo bastante estdveis e resistentes a
mudanga e diferenciam-se quanto a area e a sua natureza, pois, de acordo com Pozo (1998, p.
39), “alguns conhecimentos sdo mais conceituais € outros, mais procedimentais; uns mais gerais
e outros, mais especificos etc.”.

Moreira (2010) indica que o tema ¢ utilizado em muitos trabalhos, mas, na pratica,
verifica-se uma aprendizagem mecanica, e ndo significativa, na maioria deles. A aprendizagem
mecanica acontece, segundo Ausubel (2003), quando as relagdes se dao de maneira arbitraria e
literal, ou seja, o individuo obtém a informacao na forma memorizada e verbal, sem conexao
com conhecimentos preexistentes; como efeito, ocorre pouca retengdo do conhecimento na sua
estrutura cognitiva. O conhecimento adquirido por memorizagao ¢ algo relativamente isolado,
discreto e, ademais, relaciona-se com as ideias preexistentes facultativamente, isto ¢, ndo ¢
ancorado a algo significativo da estrutura cognitiva — o que deixa esse conhecimento suscetivel
ao esquecimento. Por sua vez, a situacdo em que as novas ideias sdo ancoradas em conceitos
subsuncores facilita a compreensao e a apreens@o do aluno até mesmo de novos conhecimentos

correlatos, isto €, ocorre a retengcdo dos novos conhecimentos quando se identifica um processo

8A estrutura cognitiva pode ser definida como o contetido total e organizado das informagdes, ideias, fatos, dados,
conceitos, procedimentos etc. que o sujeito possui a respeito de uma determinada area de conhecimento.
°Conceitos subsungores sdo aqueles existentes na estrutura cognitiva do aprendiz e que, sendo relevantes e estaveis,
podem favorecer a aprendizagem significativa.
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de conexdo entre os significados recém-adquiridos com os conhecimentos prévios, a partir de
um material potencialmente significativo que, em antagonismo a aprendizagem mecanica, ¢
colocado por meio de uma relagao nao arbitraria e nao literal.

Quando se fala em aprendizagem significativa, ¢ importante discorrer sobre as
estratégias para que de fato ela ocorra. Segundo Ausubel (2003), as estratégias de aprendizagem
percorrem um caminho que vai da aprendizagem por recep¢do até a aprendizagem por
descoberta.

Sobre a aprendizagem por recepcao, Ausubel (2003) indica que ela acontece,
principalmente, quando os novos significados sdo adquiridos com base na apresentacdo de um
material que seja potencialmente significativo e que esteja conectado com relevantes
subsuncores de cada individuo. Para que esse tipo de estratégia ndo produza uma aprendizagem
memorizada e nem passiva, ele deve atender a alguns principios a serem observados pelo
professor, como: (1) uma andlise cognitiva, que deve ser realizada para constatacdo de quais
sd0 os aspectos mais relevantes presentes na estrutura cognitiva do aprendiz, para que o novo
material seja potencialmente significativo; (2) reconhecimento de semelhangas e de diferencas,
e também a resolugdo de contradi¢des reais ou aparentes entre as ideias novas e as ja enraizadas;
e (3) reformulagdo do material em termos de antecedentes intelectuais particulares e do
vocabulario do aprendiz.

No que lhe concerne, na aprendizagem por descoberta, o aluno precisa descobrir sobre
o conteudo a ser estudado, apoiado na criagdo de proposi¢des que representam solugdes para os
problemas criados ou nas etapas sucessivas para a resolugdo dos mesmos. Mas, nem por isso,
salienta o autor, essa estratégia ndo se torna necessariamente ativa ou significativa, ja que
precisa ser adaptada as condi¢des da aprendizagem significativa.

Ausubel (2003) refor¢a que, em ambas as estratégias, o professor deve estimular em
seus alunos a ativagdo dos conhecimentos prévios, ou seja, conscientiza-los acerca das proprias
ideias e leva-los a estabelecer relagdes entre os conhecimentos prévios e a 16gica conceitual do
conteudo e, assim, proporcionar aos estudantes condi¢des para darem sentido as tarefas que
executam.

Para o desenvolvimento da aprendizagem significativa, seja ela por recep¢do ou por
descoberta, um vocabuldrio especifico e adequado aos alunos deve ser introduzido

progressivamente. Sobre isso, Ausubel (2003) esclarece:

A linguagem ¢ um importante facilitador da aprendizagem significativa por recepgao
e pela descoberta. Aumentando-se a manipulagdo de conceitos e de proposicdes,
através das propriedades representacionais das palavras, e aperfeicoando
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compreensdes subverbais emergentes na aprendizagem por recepgdo e pela descoberta
significativas, clarificam-se tais significados e tornam-se mais precisos e transferiveis.
(AUSUBEL, 2003, p. 5).

Nessa perspectiva, a linguagem nao exerce apenas o papel de comunicagao, pois, ela
influencia a natureza e o produto dos processos cognitivos envolvidos na aquisi¢do de novas
ideias abstratas. Sendo assim, a linguagem do professor ¢ um fator essencial no processo de

aprendizagem significativa de qualquer area (MOREIRA, 2010).

3.2.1 Aprendizagem significativa de procedimentos

A teoria de Ausubel (2003) se aplica a todos os tipos de contetido, sejam eles
conceituais, atitudinais ou procedimentais. Sobre as diferencas entre esses conceitos, Pozo e

Gomez Crespo (2009) apresenta o Quadro 5.

Quadro 5 - Composi¢ao dos contedos no curriculo

Tipos de contelidos Mais especificos > Mais gerais
Conceituais Fatos/Dados Conceitos Principios

Procedimentais Tecnicas Estrategias
Atitudinais Atitudes Normas Valores

Fonte: POZO; GOMEZ CRESPO (2009, p. 28).

Conforme os autores, para o desenvolvimento de habilidades cognitivas,
experimentais e de resolucdo de problemas, ¢ fundamental que os conteudos procedimentais
cumpram um papel de destaque no desenvolvimento dessas habilidades. Espera-se que os
alunos, na medida do possivel, entendam sua responsabilidade no préprio processo de
constru¢do e posse do conhecimento. Para tanto, ¢ necessario que as atividades sejam
desenvolvidas de forma que sejam acionados os conhecimentos prévios dos alunos. Assim
sendo, busca-se que o aluno aprenda os procedimentos de forma compreensiva, intrinseca, util
€ permanente.

Pozo (2008, p. 77) define que “os procedimentos implicam sequéncias de habilidades
ou destrezas mais complexas e encadeadas que um simples hébito de conduta” e que estdo
relacionados a aquisi¢do e ao progresso das habilidades, destrezas ou aptiddes em desempenhar
acoes concretas.

O autor sugere que na aprendizagem de técnicas ou sequéncias — que sdo execugoes

realizadas costumeiramente de modo a obter o mesmo objetivo e muito eficazes quando nos
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deparamos com exercicios, tarefas rotineiras, sempre iguais a si mesmas — ndo basta
compreender as técnicas, mas ¢ imprescindivel ser capaz de adapta-las em meio a acdo de
moldar as novas premissas. As técnicas precisam ser seguidas de uma aprendizagem de
estratégias. Segundo o autor, elas podem ser “estratégias para planejar, tomar decisdes e
controlar a aplicagdo das técnicas para adapta-las as necessidades especificas de cada tarefa”
(POZO, 2008, p. 78). O autor salienta a importancia da reconstru¢do da propria pratica para o
desenvolvimento das estratégias, que ¢ resultado de reflexao e conscientizagdo acerca do que
fazemos e como fazemos. Por fim, Pozo (2008) apresenta estratégias de aprendizagem, sendo
outro tipo especifico de aprendizagem que se refere ao manejo pessoal do processo de
aprendizagem: ao ter o dominio do conhecimento estratégico, o aluno passa a controlar e a ter
melhores possibilidades ao se deparar com novas situagdes e, bem como, a mudanga de rumos
diante de reveses.

Seguindo em linha similar, Coll e Valls (1998) destacam as técnicas ¢ as estratégias.
A aprendizagem de técnicas refere-se a encadeamentos complexos que requerem uma série de
treinamentos explicitos baseados numa aprendizagem associativa, por repeticao: esta resulta
em uma automatizagao da cadeia de acdes, fazendo com que a propria acdo seja mais rapida e
menos dispendiosa em matéria de recursos cognitivos. Ja a aprendizagem de estratégias implica
em reconstruir a propria pratica como produto de reflexdo e de tomada de consciéncia sobre o
que fazer e como fazer; isto significa a aquisi¢do do controle da aplicacdao das técnicas, para
adapta-las as necessidades especificas de cada tarefa.

Ao considerar que a aprendizagem de procedimentos se fortalece com a pratica, Coll
e Valls (1998) realcam trés funcdes que determinam a esséncia da atividade docente: (a) a
exposicao; (b) a pratica guiada; e (c) a pratica autdbnoma ou independente.

Na exposic¢do, o professor executa a atividade e solicita aos alunos a reproducdo de
modelos, verbalizando o pensamento envolvido naquela técnica a ser aprendida. J& a pratica
guiada ¢ o momento que requer do aluno a aten¢do, a memoria e assimilacdo das etapas a serem
realizadas, e também a busca de significados. Do professor, exige-se clareza na explicacdao da
execucdo, dos elementos da acdo, da disposi¢do a ser seguida e da natureza do procedimento.
Nesta modalidade de ensino, o professor precisa referir-se as condi¢des da execu¢do, aos
eventuais erros e obstaculos, indicar pistas pertinentes para o aluno prosseguir, encorajando-o
a analisar e refletir a respeito dos métodos aprendidos. Finalmente, o professor leva os alunos
a refletir sobre suas agdes, com o objetivo de favorecer o controle das atuagdes e a condugao de

maneira autonoma e independente.
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Obviamente, devera o professor determinar o momento de apresentar os passos do
procedimento, de modo que os alunos possam segui-lo, e decidir quando gerar situagdes em
que os proprios alunos tenham autonomia para tragar as acoes.

Considera-se, no que se refere a aprendizagem de procedimentos, que os alunos devam
ter autonomia ao desempenha-los, ou seja, que eles ndo sejam dependentes de diretrizes, mas
que possam replicar, de modo auténomo, os conhecimentos adquiridos em novas situagdes e na
resolucao de problemas. Em linha similar, Echeverria e Pozo (1998) indicam que, ao final da
educacdo basica, o aluno deve ter desenvolvido habilidades de estruturar e desenvolver
estratégias pessoais, no sentido de identificar e resolver problemas por meio de praticas de
pensamento de forma autonoma.

Para tanto, podem ser tomadas as indicacdes de Ausubel (2003): a aprendizagem
significativa tem como um dos seus pilares o material a ser trabalhado, isto ¢, para que a
aprendizagem significativa, de fato, ocorra, é necessario, ao lado da disposicao do aprendiz,
que o material seja potencialmente significativo.

Ausubel (2003) sugere que, para que o material de aprendizagem (por exemplo, uma
sequéncia didatica) seja potencialmente significativo, ¢ fundamental que tenha suas partes
estruturadas de forma logica, e ndo postas de forma arbitraria. Este material precisa mobilizar
ideias 4ncoras pertinentes na estrutura cognitiva do aprendiz. E imprescindivel que este material
instigue os conhecimentos prévios e, dessa forma, favoreca uma interagdo entre estes e os
recém-adquiridos. O material deve também permitir que sejam reconhecidas as diferengas entre
as ideias ja enraizadas (diferenciag¢do progressiva), para que estas possam ser relacionadas com
as novas (reconciliacdo integradora) e, para isso, a linguagem deve estar adequada ao
vocabulario do aluno.

Nesta perspectiva, optou-se por elaborar um material potencialmente significativo,
com foco na aprendizagem dos procedimentos algébricos, com base no conhecimento de
estratégias aritméticas empregadas na resolu¢do de problemas. Echeverria e Pozo (1998)
apontam que a resolucdo de problemas exige uma sequéncia de etapas conforme o plano
desenvolvido para se alcancar uma meta. Por isso, a op¢do de utilizar problemas aritméticos, ja
que se trata de um contetdo escolar, ja aprendido em anos anteriores € com caracteristicas de

conhecimento procedimental.

3.3 Resolucio de problemas
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Para entender a importancia da resolugdo de problemas no ensino e aprendizagem da
matematica, convém verificar as defini¢des para problema.

Segundo Van de Walle (2001), pode-se definir um problema como qualquer dever ou
atividade para a qual ndo se tem estratégias, ou normas estabelecidas, ou ja apreendidas, nem a
ideia de que se tenha um método especifico para chegar a solugdo correta. Mayer (1992) define
problema como um processo que, diante da existéncia de uma situa¢do sem solucdo aparente, ¢
necessario que o individuo busque competéncias para compreender tal problema, apoiando-se
em decisoOes pertinentes quanto a aplicacdo de mecanismos para a sua resolucao.

Buscando sintetizar as fases de solu¢do de problemas, amplamente discutidas por
estudiosos da psicologia, Brito (2006) indicou algumas etapas que sao reproduzidas a seguir,

com comentarios de Souza, Santos e Viana (2013):

a) compreensdo do texto: habilidade verbal que permite ler e compreender o problema
para entender a natureza matematica do mesmo; b) representacdo do problema:
imagem mental que se forma a partir do momento em que o cérebro recebe uma
informagdo, organiza ¢ a transforma em uma representagdo coerente (codificacdo e
retencdo); c) categorizagdo do problema: em que o mesmo pode ser classificado em
um determinado tipo, ou relativo a um determinado contetido; d) estimativa de
solugdo: quando, por exemplo, € possivel apresentar um resultado numérico com valor
aproximado ao da solugdo correta; ¢) planejamento de solugdo: em que podem ser
planejadas as estratégias, técnicas e/ou algoritmos que serdo empregados; f)
monitoramento do procedimento: que pode conduzir a uma mudanga nos objetivos ou
nas estratégias; g) monitoramento do resultado: que pode ser entendido como
validacdo dos resultados e h) resposta: que pode levar o aluno a uma nova leitura da
proposi¢ao do problema e compreensao do texto (SOUZA; SANTOS; VIANA, 2013,

p-5).

Para Onuchic e Allevato (2011), o ensino—aprendizagem realizado por Resolugdo de
Problemas exige novas posturas do professor e dos alunos. Por parte do professor, exige-se bom
planejamento das aulas e uma escolha de métodos apropriados ao contetido trabalhado. Os
alunos, por sua vez, precisam ser o centro deste processo, isto €, necessitam entender sua
importancia e responsabilidade com a aprendizagem que desejam adquirir.

Para as autoras, assim como para Van de Walle (2001), ha boas razdes para se trabalhar

com esta metodologia:

* Resolucdo de problemas coloca o foco da atengdo dos alunos sobre as ideias
matematicas e sobre o dar sentido; * Resolu¢do de problemas desenvolve poder
matematico nos alunos, ou seja, capacidade de pensar matematicamente, utilizar
diferentes e convenientes estratégias em diferentes problemas, permitindo aumentar a
compreensdo dos contelidos e conceitos matematicos; ¢ Resolugdo de problemas
desenvolve a crenga de que os alunos sdo capazes de fazer matematica e de que a
Matematica faz sentido; a confianca ¢ a autoestima dos estudantes aumentam;
Resolugdo de problemas fornece dados de avaliagdo continua, que podem ser usados
para a tomada de decisdes instrucionais e para ajudar os alunos a obter sucesso com a
matematica; ¢ Professores que ensinam dessa maneira se empolgam e ndo querem
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voltar a ensinar na forma dita tradicional. Sentem-se gratificados com a constatacdo
de que os alunos desenvolvem a compreensdo por seus proprios pensamentos; * A
formalizag¢@o dos conceitos e teorias matematicas, feita pelo professor, passa a fazer
mais sentido para os alunos. (VAN DE WALLE, 2001, p. 82).

Onuchic e Allevato (2011), afirmam que nao existe forma rigida para se trabalhar com
Resolugao de Problemas, mas sugerem algumas importantes etapas: formar grupos e entregar
uma atividade; registrar os resultados na lousa; realizar uma plenaria; analisar os resultados;
buscar um consenso e fazer a formalizagao.

Na presente pesquisa, apesar de a resolugdo de problemas ndo figurar como uma
metodologia adotada na etapa especifica de ensino dos procedimentos para resolver os sistemas
de primeiro grau, alguns aspectos tedricos aqui apontados devem ser utilizados para analisar as
estratégias empregadas pelos participantes. Os alunos foram convidados a empregar
procedimentos aritméticos proprios para resolver os problemas constantes na primeira atividade
da sequéncia didatica e pretende-se analisar como os alunos avangaram nas diversas etapas do

Pprocesso.
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4 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Na literatura, é possivel encontrar diversas pesquisas'® direcionadas ao processo de
ensino e aprendizagem da algebra de alunos dos anos finais do Ensino Fundamental. Para a
selecdo dos trabalhos apresentados neste capitulo, foram estabelecidas trés expressdes-chaves:
sistemas de equagdes de primeiro grau, equacdes de primeiro grau e pensamento algébrico, pois
se entendeu que eles representam o tema desta pesquisa.

No periodo de leitura e selecdo dos trabalhos a serem descritos aqui, constatou-se que
grande parte deles se orientam por meio de uma sequéncia didatica para estruturar suas
atividades. Esses trabalhos, em sua grande maioria, buscam a exploracdo de padrdes e
regularidades, almejando promover a capacidade de generalizar e compreender a linguagem
algébrica.

Para uma melhor identificacdo das pesquisas a serem descritas neste capitulo, elas
estdo dispostas no Quadro 6. Este quadro se inicia com o trabalho que amparou a elaboragao
dos principais problemas utilizados na presente pesquisa. Os trabalhos seguem em ordem de
publicacdo. Como foram encontrados poucos trabalhos publicados nos ultimos cinco anos,
optou-se por alargar o periodo de busca, de modo a identificar os aspectos que se assemelham

ao trabalho apresentado.

Quadro 6 - Identificacao dos trabalhos que compdem a revisao bibliografica dessa pesquisa

Titulo da Pesquisa Autor Ano
Representagdes na aprendizagem de sistemas de equagdes Nobre, S; et al. 2011
O estudo de padroes e regularidades no desenvolvimento do pensamento Branco, N. C. V. 2008
algébrico

Uma abordagem pratica no estudo de sistemas de equagdes lineares para o Souza, E. T. 2009

ensino fundamental

O ensino de sistemas de equacdes do primeiro grau com duas incognitas no  Antoniassi, K. R. 2013
oitavo ano do ensino fundamental através de situagdo-problema.

Introdugdo ao estudo da algebra no ensino fundamental Pinheiro, P. A. 2013

Uma abordagem de sistema de equagdes do 1° grau com duas incognitas. Silva, M. R. P. 2017

10A revisdo bibliografica foi feita a partir do Google Académico e de repositorios institucionais de programas de
mestrado em ensino de matematica.
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Software Matlab no ensino-aprendizagem da matematica no 8° ano do Silva, R. R; et al. 2017
fundamental: uma analise analitica e geométrica no ensino de expressdes
algébricas e sistemas de equagdes do 1° grau

O ensino de fungdes no 9° ano: construindo significados para fungéo a Marques, A. P. 2019
partir de generalizagdes

Fonte: Elaborado pelo pesquisador.

Evidencia-se, primeiramente, o trabalho realizado por Nobre, Amado e Ponte (2011),
ja que a sequéncia didatica do presente estudo se baseou nos problemas propostos por estes
autores. A sua pesquisa tinha como objetivos: 1) verificar se os alunos, diante de uma tarefa
envolvendo sistemas de equagdes do 1° grau, recorreriam ou ndo ao simbolismo; e ii) analisar
quais os tipos de relagdes entre os dados poderiam ser realizados por eles, ¢ iii) buscar entender
como esta tarefa seria capaz de dar apoio a aprendizagem das técnicas algébricas, favorecendo
o desenvolvimento do pensamento algébrico.

Para os alunos participantes, do 9.° ano do Ensino Fundamental, foram apresentados
quatro situagdes-problemas com gradativo grau de dificuldade. Os alunos foram divididos em
duplas, para a resolucdo das tarefas e toda aula foi transcrita. Deste modo, os pesquisadores
puderam analisar ndo somente as resolucdes, mas também as falas dos alunos e da professora.
Eles concluiram que quase todos os alunos atingiram o resultado correto dos problemas e que
grande parte se valeu da representagdo aritmética, “conjugando a linguagem natural com o
modo de representacao pictorico” (NOBRE; AMADO; PONTE, 2011, p. 18). Eles conseguiram
organizar relagdes corretas de dependéncia, de forma que alcangaram as solugoes.

A pesquisa de Branco (2008), aplicada aos alunos do sétimo ano do Ensino
Fundamental, consistia em entender de que modo o estudo de padrdes e regularidades poderia
colaborar para desenvolver e mobilizar o pensamento algébrico. Para sua proposta pedagogica,
a autora se ampara principalmente em Kaput (1999), Kieran (2004) e Usiskin (1995).

Foram realizadas dez atividades que, divididas em 35 aulas, foram executadas pelos
alunos em grupos, duplas e também individualmente. As quatro primeiras tarefas relacionavam-
se, fundamentalmente, a andlise de padrdes e observacao de regularidade. Nas tarefas 5 e 6,
além de seguir a mesma ideia das tarefas anteriores, os alunos eram instigados a verificar a
existéncia de vdarias expressdes algébricas que representassem uma mesma relacdo e,
consequentemente, reconhecer expressoes algébricas equivalentes. Nas tarefas 7 e 8, a autora
inicia o estudo das equagdes. Na primeira delas, amparando-se em expressdes aritméticas,
busca-se dar o sentido de equivaléncia ao sinal de igual. J4 na segunda, utilizando uma balanga,

os alunos precisavam traduzir, com suas proprias palavras, situagdes referentes a balanca e,
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posteriormente, representar essas situagdes em linguagem algébrica. Ja nas tarefas 9 e 10, sdo
apresentados problemas que tinham como objetivo a correta interpretacio por parte dos alunos
e o emprego adequado de estratégias de resolugdao. Os problemas propostos tiveram gradativo
grau de complexidade, da tarefa 9 para a 10.

Para além do significativo crescimento profissional da autora, como a préopria conclui,
ela faz referéncia a relagdo de cumplicidade e amizade estabelecida com os alunos. No que
tange as atividades, ela conclui acerca da importancia das primeiras tarefas, em que os alunos
puderam se familiarizar com as letras, promovendo a compreensdao das mesmas. Com relagao
as atividades de resolucdo de problemas, a autora realiza uma interessante analise, transcrita
pelo pesquisador na integra:

Quando os alunos conseguiam resolver os problemas usando estratégias aritméticas,
eram capazes em seguida de os representar por uma equacdo ¢ resolvé-la depois

estabelecendo uma correspondéncia entre as operagdes aritméticas e as operagdes
relativas a resolucdo formal dessa equacdo. (BRANCO, 2008, p. 188).

Diferentemente do que acontecia em atividades aplicadas em outros contextos, a autora
salienta o empenho e envolvimento dos alunos durante as tarefas concernentes a sua pesquisa.
Dessa forma, ela conclui que “esta proposta contribuiu para o desenvolvimento, nos alunos, da
capacidade de generalizacdo, da compreensdo da letra como numero generalizado e como
incognita e das expressdes” (BRANCO, 2008, p. 189).

Souza (2009) desenvolveu sua pesquisa no ambito do programa de desenvolvimento
educacional da Universidade Estadual do Centro-Oeste com duas turmas do sétimo ano do
Ensino Fundamental. O trabalho da autora estd baseado nos principios de Polya (1995) a
respeito da resolugao de problemas e na teoria sociocultural. Apos a aplicagdo de uma avaliagao
diagnostica em que se verificava: a capacidade de interpretagdo de problemas que envolviam
operagdes basicas da matematica, o desenvolvimento do pensamento ldgico matematico, a
compreensdo de nimeros inteiros, o calculo do valor desconhecido numa Equagdo do 1° Grau,
a tradugdo para a linguagem matematica, a resolucdo de problemas que envolviam equagdes do
1° grau e a localizagdo de pontos no Referencial Cartesiano, a professora avaliou que as turmas
possuiam conhecimentos distintos e desenvolveu um trabalho especifico para aqueles alunos
que desconheciam equagdes do 1° grau.

Enfrentando ainda dificuldades relativas a indisciplina e a falta de hdbitos de estudo, e
entendendo que o ensino da matematica na sala de aula deve estar vinculado a realidade social
para se construir seus conceitos e suas significacdes, a professora utilizou problemas ligados a

realidade dos alunos: ela comeca a substituir os objetos da situacdo-problema por uma
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linguagem simbdlica (x, y). Souza (2009) complementou as atividades levando os alunos ao
laboratério de informatica e utilizando o software “régua e compasso”.

Foi possivel perceber a mudanga de comportamento ¢ o interesse dos alunos, que
passaram a questionar € a equacionar os problemas, a encontrar solugdes e até a construir
graficos pelo software. Foram aplicadas atividades como brincadeira desafiadora (caca aos
tesouros escondidos) e fatos da realidade (parque de diversdes), utilizadas para introduzir o
estudo de Sistemas de Equagdes de 1° Grau, de forma algébrica e geométrica. A autora
considerou os resultados satisfatorios, ponderando que se tratou apenas de um inicio de
aplica¢do de uma nova metodologia, que a aplicagdo desta ndo ¢ suficiente para transformar a
realidade completamente, mas que ¢ uma iniciativa indispenséavel e imprescindivel.

Pensando na utilizagdo de situacao-problema no ensino de sistemas de equagdes de
primeiro grau, Antoniassi (2013), incomodado com as dificuldades dos alunos em trabalhar a
matematica, em especifico o sistema de equagdes utilizando-se de situagdo-problema, baseou
sua pesquisa na metodologia da Engenharia Didatica, segundo a concepgao de Carneiro (2005).
J4 o entendimento de resolucdo de problemas, ele busca em Smole, Diniz e Candido (2000),
Onuchic (1999) e Polya (1995). Dessa forma, ele propde a utilizacdo da resolucdo de situagdes-
problemas, e para isso, se vale de algumas etapas. Primeiramente, Antoniassi (2013) aplicou
um questionario aos alunos, acerca do que pensam sobre o estudo da matematica. Em seguida,
o autor propde uma sequéncia didatica, em que os primeiros exercicios ndo eram
contextualizados, seguidos de situagdes-problema, a partir dos quais, foram identificadas as
dificuldades na leitura, interpretacdo e compreensdo dos enunciados. Finalizou-se com as
representacdes graficas valendo-se do material pedagogico Prancha de Graficos!! e o software
Geogebra.

A pesquisa do autor foi realizada com alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental.
O autor conclui sua pesquisa defendendo a metodologia de resolu¢do de problemas e a
constru¢do de uma proposta didatico-pedagogica para o ensino e aprendizagem de matematica.
Conclui também que as intervengdes pontuais do professor durante a aplicacao foram de grande
importancia, pois foi possivel identificar alguns erros que, se fossem ignorados, levariam ao
resultado errado. O autor ainda constatou que na avaliagdo bimestral e no simulado, aplicados
apos o trabalho, os alunos tiveram aumento consideravel no percentual de acerto, o que ajudou

a corroborar suas conclusoes.

"Prancha de graficos ¢ um material que representa o plano cartesiano e é impresso em prancha de EVA coberta
de PVC, 3 retas em acetato e 1 parabola.



47

Destaca-se também a pesquisa de Pinheiro (2013), que, em suas aulas para alunos de
9.° ano da rede publica de Cravinhos/SP, percebia a defasagem nos conhecimentos algébricos
e identificava pouco significado atribuido ao contetido. Diante deste cenario, idealizou um
trabalho para o 8.° ano, tendo como objetivo levantar as dificuldades apresentadas pelos alunos,
discutir possiveis causas, € assim elaborar uma sequéncia didatica constituida, inicialmente, por
um texto histdrico sobre o tema, apresentado e discutido com os alunos, utilizando recursos
audiovisuais. A seguir, recorrendo a geometria, a autora introduziu a ideia da letra como
incognita e como variavel, iniciando a transi¢ao da aritmética para a algebra. A definicao de
equacdes ¢ a ideia de incognita foram introduzidas para resolver calculos simples, por
tentativas, e também recorrendo ao material concreto. Por fim, foram apresentados varios
problemas que envolviam generalizagdes de areas e perimetros de alguns quadrilateros.

A autora afirma que se baseou em suas reflexdes enquanto docente, € como era um
trabalho que focava na fase introdutdria do conhecimento algébrico, principiou o tema com um
texto sobre a histéria da matematica. Ela buscou apoio em autores que versavam sobre os
conceitos de aritmética e algebra, e sobre os erros dos alunos, como Booth (1995), Teles (2004)
e Vailati e Pacheco (2009), citados por Pinheiro (2013). A pesquisadora concluiu que iniciar o
conteido com um texto histdrico despertou o interesse dos alunos para o prosseguimento das
atividades. O resultado foi considerado positivo, porém, ressaltou-se que a indisciplina e o fato
de os alunos ndo terem a pratica de estudos em casa foram fundamentais para que o resultado
ndo fosse mais satisfatorio.

Em sua pesquisa, Silva (2017) recorre a sequéncia didatica para estruturar seu trabalho.
Em sua trajetoria como docente, ele sempre identificou grandes dificuldades dos alunos em
assimilar o contetido de sistema de equagdes com duas incognitas do primeiro grau. Diante
disso, seu trabalho foi dividido em duas partes: na primeira, ele propds uma analise do material
didatico da Secretaria Municipal do Rio de Janeiro; e, na segunda, sugeriu uma proposta de
ensino daquele conteudo. Na forma de uma sequéncia didatica, a proposta buscava privilegiar
o conhecimento pré-existente do aluno e também auxiliar os professores quanto a sua pratica
na sala de aula. Para a primeira parte do objetivo, o autor se apoia em Ausubel (2003); ja na
segunda parte, ele recorre a Booth (1995) e Polya (1995).

O trabalho foi aplicado a alunos do 7.° ano do Ensino Fundamental do municipio do
Rio de Janeiro. Apds a andlise do material didatico, a sequéncia didatica foi composta pelas
seguintes tarefas: 1 — Localizagdo no plano cartesiano — Par Ordenado; 2 — Introduzindo as
equacdes de 1° grau com duas incognitas e sua representacdo no plano cartesiano, utilizando

situagdes-problemas e o software Geogebra; 3 — Definindo Sistema; e 4 — Resolvendo o sistema,
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por meio de problemas contextualizados, utilizando-se de tentativa e erro, pensamento logico e
calculos e, por fim, pelo processo algébrico.

Na andlise que ele desenvolveu acerca do material didatico disponivel, o autor
constatou que o mesmo era ultrapassado e que ndo preparava o aluno para a algebra do 8.° ano.
Com relacdo a sequéncia proposta, o autor identificou que as tarefas aproximaram o assunto
abordado a realidade do aluno e que as situacdes-problemas deixaram os alunos mais
envolvidos e interessados em resolvé-las, favorecendo o desenvolvimento e a compreensao do
conteudo de sistema de equagdes, em consideravel parte dos alunos.

Ainda no sentido de conhecer e buscar estudos para o ensino da algebra, ¢ apresentado,
a seguir, o trabalho de Silva et al. (2017), no qual os autores buscaram uma forma diferenciada
na tecnologia para assimilacdo do conhecimento e desenvolvimento de estratégias de resolugdo
de sistemas lineares de 1° grau, para alunos do 8.° ano. Dessa forma, eles analisaram o software
Matlab, que ¢ uma ferramenta de facil manuseio e linguagem simples, e que desenvolve e
formula rapidamente problemas analiticos, como em expressdes algébricas e sistemas lineares
de 1° grau.

O trabalho teve como participantes o professor ¢ alunos do 7.° periodo do curso de
graduagdo em Matematica, da Faculdade do Maranhdo — FACAM, e foi executado com base
em um planejamento coletivo, isto €, entre professor e alunos. Os autores se basearam em
pesquisas bibliograficas, buscando subsidios para a formaliza¢do da arquitetura da proposta de
trabalho. A defini¢do do tema proposto, metodologia e a aplicagdo no Matlab foram sempre
realizadas em conjunto, planejadas em encontros entre as partes, de modo que cada um tinha
uma tarefa.

Apos as analises computacionais das solucdes encontradas graficamente de resolugdo
de expressoes algébricas e sistemas lineares de 1° grau, os autores puderam constatar o
desenvolvimento desses contetidos de forma diferenciada para os alunos. Eles concluiram que
as analises virtuais permitiram aos alunos a compreensao e desmistificagdo dos conceitos dos
livros didaticos, constituindo novas ideias e hipdteses.

Ressalta-se também a pesquisa de Marques (2019), que desenvolveu o trabalho com
base em sua trajetéria como estudante e enquanto professora da Educagdo Basica.
Especificamente nos contetidos algébricos, apesar de utilizar varias metodologias de ensino, ela
percebeu que persistiam as dificuldades de compreensao, ja que os alunos pareciam nao atribuir
significado ao conteudo. Diante deste cenario, a autora questionou se era possivel construir o
conceito de fungdo com base em tarefas envolvendo sequéncias e problemas contextualizados

com foco na generalizagdo de padrdes. Para a ideia e o conceito das relagdes funcionais e da
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generalizacdo, a autora recorre a Carraher (2000, 2006 e 2008), Kieran (2004), Blanton e Kaput
(2004), Schlieman et al. (2001) e Carraher e Schliemann (2008), citados por Marques (2019).

O trabalho foi desenvolvido com turmas de 9.° ano de uma escola publica, das quais a
autora era professora titular. O trabalho foi dividido em duas atividades, compostas por
diferentes tarefas, individuais e em grupos. Em uma delas, denominada de “investigando
sequéncias”, ¢ apresentada a ideia de sequéncias e padrdes. Ja a segunda atividade,
“Introduzindo Fungao a partir de generalizagdes”, teve o objetivo de colaborar com a construgao
do conceito de funcdo, por meio de sequéncias, padroes e situacdes-problema, buscando o
desenvolvimento do pensamento algébrico.

A autora avalia que ela poderia ter elaborado uma quantidade maior de tarefas e que
seria interessante realizar uma retomada de algumas tarefas e assim promover novas discussoes,
percepcoes e conclusdes dos alunos. Apesar disso, as atividades geraram discussdes relevantes,
ndo somente relacionadas diretamente ao conteido, mas sim, para situacdes de vida
extraescolar, houve grande participagdo dos alunos nas tarefas, incluindo aqueles que
apresentavam fraco desempenho até entao. Notou-se também mudanga de postura, aumento da
autoconfianga e, consequentemente, melhores resultados a partir desse trabalho.

Assim como dito na introdugdo do capitulo, com a apresentagao destes oito trabalhos,
procurou-se verificar e conhecer as diferentes possibilidades para o desenvolvimento e
aprendizagem do pensamento algébrico.

O Quadro 7 apresenta um resumo dos trabalhos descritos.

Quadro 7 - Resumo dos trabalhos da revisdo bibliografica

Pesquisa | Qual Faz Apresenta Apresenta | Quais conclusdes?
conteudo? diagnoéstico? | problemas? outros
recursos?

1 Sistemas Nao Sim, no inicio, | Ndo Solugdo correta dos problemas
problemas com com representacdo aritmética,
representacoes organizagdo das relagdes
pictoricas corretas de dependéncia

2 Generalizagdo | Nao Sim, articulando | Nao Motivagdo, compreensdo da

de  padroes, 0s letra como namero

expressdes e conhecimentos generalizado e como

equacdes1® aritméticos e incognita, relacdo  entre

grau algébricos solucdes aritméticas e
algébricas

3 Equagdes 1° | Sim Sim, utilizou | Sim, Aprenderam a questionar,

grau problemas software equacionar e  encontrar
ligados a | para solugdes para os problemas
realidade dos | graficos
alunos,
substituindo
objetos por
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linguagem
algébrica
Sistemas Sim Sim, com | Prancha de | Melhoria no desempenho na
intervengao graficos avaliagdo bimestral
pontuais do
professor
Geometria e | Nao Sim. Inseriu | Texto A utilizacdo do texto histérico
equagodes problemas histérico permitiu o interesse dos
envolvendo a alunos para o prosseguimento
Geometria para das atividades. O resultado foi
realizar a considerado positivo, porém,
transigdo da a indisciplina ¢ a falta da
aritmética para a pratica de estudo em casa,
algebra foram empecilhos para o
impedimento de um resultado
melhor
Equagdes e | Néo Sim. Apresenta | Material A analise do material didatico
Sistemas problemas didatico da | considerou-o como
contextualizados, | Sec. ultrapassado e este ndo
utilizando-se de | Municipal preparava o aluno para a
tentativa e erro, | do RJ e o | algebra do 8° ano. A proposta
pensamento Software didatica envolveu os alunos,
logico e calculos, | Geogebra favorecendo 0
at¢é chegar ao desenvolvimento e a
processo compreensdo do conteudo de
algébrico sistema de equagdes, em
consideravel parte dos alunos
Sistemas Nio Sim. Problemas | Matlab Compreensdo e
computacionais desmistificagdo dos conceitos
envolvendo dos livros didaticos,
expressoes constituindo novas ideias e
algébricas e hipoteses
sistemas
Funcgédo - | Nao Sim. Problemas | Nao Grande participagdo  dos
Generalizagio contextualizados, alunos, mudanga de postura,
de padrdes e introduzindo o aumento da autoconfianca e
sequéncias conceito de consequentemente melhores
fungdes, a partir resultados a partir do trabalho,
de generalizacdo incluindo alunos que, até
de padroes e entdo tinham desempenho
sequéncias fraco

Fonte: Elaborado pelo pesquisador.

Conclui-se que a apresentacdo de problemas parece ser um procedimento 1util para
aprendizagem de equagdes, sistemas e, at¢ mesmo, no desenvolvimento do conceito de fungoes.
Verifica-se a preocupagdo em articular o pensamento aritmético com o algébrico, buscando
generalizagdes de padrdes e sequéncias, mediante problemas contextualizados e ligados a
realidade dos alunos. Em alguns casos, a pesquisa utiliza-se do diagndstico que, para os autores,
favoreceram os resultados positivos. Nota-se, em todos os trabalhos, a importancia do
planejamento e o cuidado com as atividades propostas, favorecendo ndo somente o
desenvolvimento do pensamento algébrico, mas também a motivagdo, o interesse e a mudanca

de comportamento, contribuindo para a aprendizagem.
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Desse modo, o planejamento da sequéncia didatica aqui apresentada partiu da
resolugdo de problemas aritméticos, tendo como hipdtese que as estratégias empregadas pelos
alunos poderiam servir como ancoradouro para a aprendizagem de uma estratégia algébrica

para resolver sistemas de equacdes do 1° grau.
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5 A PESQUISA

Quatro sao as segdes que compreendem este capitulo. Na primeira delas, sdo
apresentados o objetivo geral e os especificos; a segunda se¢do expressa o tipo de pesquisa que
mais se identifica com este estudo. Na terceira se¢ao ¢ exposta, brevemente, a caracteristica do
ambiente e dos participantes do presente trabalho. Por fim, a quarta se¢do retrata o contexto
geral da conducao da pesquisa por parte deste pesquisador, isto €, a aplicacao do Piloto e,

depois, a aplicagdo definitiva.

5.1 Objetivos

Esta pesquisa tem por objetivo geral analisar uma proposta didatica para o contetido
Sistema de Equagdes de 1° grau, direcionada a alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental,
com base na resolugdo de problemas.

Especificamente, pretende-se:
a) Analisar a potencialidade significativa do material; e
b) Analisar aspectos do desenvolvimento do pensamento algébrico na aprendizagem de
uma estratégia algébrica a partir de estratégias aritméticas de resolugao de problemas.

A analise da potencialidade significativa do material estd embasada em Ausubel
(2003) e em Coll e Valls (1998) e segue os itens de andlise: (i) a estrutura ldgica de organizagado
das atividades; (i1) os conhecimentos prévios evidenciados na resolucdo de problemas e as
relagdes com a estratégia aprendida; e (iii) a atividade docente na aprendizagem de
procedimentos.

J& a analise dos aspectos do desenvolvimento do pensamento algébrico consistird na
identificacdo de: (1) as dimensoes da algebra (USISKIN, 1995); e (i1) as agdes de geragao e de
transformagao (KIERAN, 2004) evidenciaveis nas atividades, nos registros dos alunos e nos

didlogos promovidos.
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5.2 Tipologia da pesquisa

Carneiro (2008), ao se referir a “pesquisa do professor”, busca diferencia-la, em parte,
da pesquisa cientifica. Enquanto a segunda tem o compromisso € a preocupagdo em autenticar
seus resultados diante de uma comunidade cientifica, a primeira se apoia na compreensdo da
realidade, visando modifica-la, na busca pela evolugdo das praticas pedagdgicas. Na
perspectiva de Fiorentini e Lorenzato (2006), a agao investigadora realizada pelo professor em
suas comunidades desenvolve e aprimora os conhecimentos e praticas docentes, auxiliando seu
crescimento profissional e refletindo em novos modelos do ensinar e aprender.

Neste sentido, este pesquisador identifica semelhanca da presente investigacdo com os
estudos dos autores supracitados, ja que este trabalho ¢ proveniente de suas aflicdes como
educador, resultando em uma proposta de uma nova conduta pedagdgica, apoiada em uma
pergunta orientadora, uma revisao bibliografica e em uma teoria que permita analisar a pratica.
Diante dessa nova conduta, ¢ possivel analisar os resultados e chegar as consideracdes finais.

Acrescentam-se as ideias de Liidke (2001), que trata da relevancia da pesquisa no
processo de desenvolvimento profissional do professor. Assim, esta investigacdo adota uma
perspectiva qualitativa e descritiva, ja que o presente trabalho tem o cuidado de identificar e
descrever situacdes e comportamentos dos alunos em sala de aula, diante de uma pratica um

tanto diferente da qual eles estavam acostumados.

5.3 Campo de pesquisa e participantes

Toda a pesquisa foi realizada em uma escola estadual da cidade de Uberlandia/MG.
Essa escola ndo tem um perfil de comunidade definido. A escola recebe alunos de bairros e
realidades distintas e possui cerca de 1.000 alunos.

Trata-se de uma escola centendria e possui aproximadamente 20 salas de aulas, conta
com quadra poliesportiva, laboratério de informatica, matematica, historia, quimica e uma sala
de video.

A sequéncia didética foi aplicada aos alunos do oitavo ano, em sua maioria, de baixa
renda. Muitos possuem como principal alimenta¢do do dia o lanche da escola. A turma possui
alunos ja fora da faixa etdria para o ano em questdo, o que a torna ainda mais heterogénea

quanto a dominio de contetidos e ao interesse na aprendizagem.
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5.4 Contexto das aulas e procedimentos

Inicialmente, foi aplicado um piloto em uma escola da rede municipal da mesma
cidade. A decisao de realizar este piloto foi na intencao de aprimorar e verificar eventuais falhas
nas atividades que integravam a sequéncia, seja no conteudo das questdes, seja na forma
trabalhada com os alunos. Neste piloto, o professor pdde, por exemplo, ajustar o espago deixado
na folha para os alunos desenvolverem os calculos em cada situacdo-problema, pois, se
verificou ser insuficiente para alguns alunos. Na atividade 6, em que havia cinco exercicios, o
professor observou a necessidade de incluir mais dois e resolvé-los previamente na lousa,
explicando os mesmos, ja que seria a primeira atividade que eles realizariam sem imagens.

O resultado deste piloto foi satisfatorio, os alunos se envolveram efetivamente: até
mesmo aqueles alunos desinteressados nas demais aulas demonstraram estar motivados em
todas as atividades. A preparagdo deste professor na condugdo da aplicagdo desta sequéncia e
os ajustes nas atividades foram de grande relevancia para a fase adiante.

Ja na fase de aplicacdo definitiva — que sera analisada neste trabalho —, o professor, ja
familiarizado com as atividades e com alguma no¢do das possiveis reagdes dos alunos, sentiu
mais seguran¢a no desenvolvimento da proposta didatica e tornou o trabalho mais produtivo.

Os alunos foram muito receptivos com as atividades e se envolveram de forma
satisfatoria, o que facilitou o desenvolvimento da sequéncia. Assim como na turma da aplicagao
piloto, nesta também havia alunos que normalmente ndo participavam das aulas. No entanto,
diante de um formato diferente de se iniciar o contetdo, eles acabaram se empenhando nas
atividades e discussoes promovidas. Eles tiveram bons resultados nas tarefas e, por
consequéncia, boas notas no bimestre.

Nas atividades em que as explicacdes eram apresentadas na lousa, o envolvimento era
intenso por parte dos alunos. O professor buscava a todo momento a participacdo deles,
realizava constantes questionamentos acerca das estratégias, dos calculos e simbolos a serem
empregados. No decorrer das demais atividades, os alunos demonstravam ter iniciativas e certa
dose de autonomia. As aulas foram mais silenciosas no sentido de haver menos conversas
paralelas e de serem mais movimentadas quanto a participacao dos alunos.

Todos os registros dos alunos foram realizados em folhas avulsas recolhidas pelo
professor ao término das aulas. Foram tiradas algumas fotos da lousa. Além disso, o professor
anotou, ao final de cada aula, os principais didlogos produzidos durante a execugdo das

atividades e alguns comportamentos observaveis dos alunos e do proprio docente.
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6. RESULTADOS DA APLICACAO E ANALISE

Este capitulo ¢ compreendido por duas seg¢des. A primeira delas apresenta, por meio
de um quadro, todas as etapas da sequéncia didatica, e segue com a descrigao e os resultados
de cada uma delas. J4 a segunda traz a analise de dois importantes pontos: (a) a potencialidade
significativa do material; e (b) aspectos do desenvolvimento do pensamento algébrico na
aprendizagem de uma estratégia algébrica a partir de estratégias aritméticas de resolucao de
problemas. Para melhor analise e apresentacao dos pontos citados, esta segunda secao revela-

se em duas subsegoes.

6.1 A Sequéncia didatica: descricio e os resultados da sua aplicacio

A sequéncia didatica'? ¢ formada por seis atividades, mostradas no Quadro 8.

Quadro 8 - Atividades constantes da sequéncia didatica

Atividades Descricao Objetivo Duracio
1*: Desafio  de Problemas Apresentagdo de quatro Aplicar estratégias 50 min
problemas com imagens aritméticas de resolucao
para serem resolvidos de problemas.
aritmeticamente.
2% Desafio I de Problemas Correcdo dos problemas Entender a aplicacdo de 90 min
¢ estratégia aritmética anteriores, com uma estratégia aritmética
orientacdo do professor especifica de resolugdo de
para a estratégia problemas.
aritmética.
3% Desafio Il de Apresentagdo de quatro Aplicar a  estratégia 40 min
Problemas e Estratégia problemas com imagem aritmética da 2* atividade
Aritmética. para serem resolvidos em problemas similares.
aritmeticamente.
4% Desafio I de Problemas Orientacdo do professor Entender uma estratégia 100 min
e Sistema para que os problemas do algébrica (sistema) a
Desafio I sejam partir da equiparagdo com
resolvidos algebricamente a estratégia aritmética.
(sistema).
5% Desafio Il de Apresentacdo dos Aplicar a  estratégia 100 min
Problemas e Sistema problemas do Desafio II algébrica (sistema) a

12Sequéncia didética é um “conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizagdo de certos
objetivos educacionais, que tém um principio € um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos”.
(ZABALA, 1998, p. 18).
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(3 atividade) para serem
resolvidos algebricamente
(sistema).

partir da equiparagdo com
a estratégia aritmética.

6" Desafio III de Orientagdo do professor Entender a estratégia 20 min
Problemas sem imagens — para que problemas sem algébrica (sistema) para
1* Etapa. imagens sejam resolvidos problemas sem imagens
por sistemas.
6" Desafio Il de Apresentagdo de cinco Aplicar a  estratégia 100 min

Problemas sem imagens —

problemas sem imagem

algébrica (sistema) para

2% Etapa. para serem resolvidos problemas sem imagem
algebricamente (sistema).

Fonte: Elaborado pelo pesquisador!?.

A maneira de aplicagdo de cada atividade mencionada, o desempenho dos alunos e
alguns exemplos de registros produzidos pelos alunos nas folhas de papel e pelo professor no
quadro serdo descritos a seguir. Nos apéndices dessa dissertacdo podem ser verificados todos

0s anexos, isto €, todas as folhas que foram entregues aos alunos.

1* ATIVIDADE - DESAFIO I DE PROBLEMAS

Na primeira atividade, foram distribuidas 23 coépias da Folha 1 (Figura 1), contendo
quatro problemas. O professor orientou os alunos para que os resolvessem livremente, ou seja,
que utilizassem seus conhecimentos e estratégias proprias, individualmente. Ele informou
também que os alunos ndo deveriam utilizar letras, somente nimeros. Apesar da solicitacdo
para eles deixarem todos os cdlculos na folha, mesmo que errados, muitos realizaram as
tentativas em um papel a parte e colocaram na folha apenas os calculos que julgavam corretos.

Os alunos tiveram cerca de uma hora para a realizagdo dessa atividade.

130 quadro consta em Viana e Rodrigues (2021).
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Figura 1 - Folha 1 da 1* atividade
Nne FOLHA 1
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Fonte: Adaptada de Nobre et al (2011).

Problema 1

Foi verificado que 17 alunos chegaram ao resultado correto, ou seja, 74% da turma.
Como era esperado, eles realizaram a divisdo utilizando a primeira informagao (27 + 3 =9) para
determinar o pre¢o de um cachorrinho. Como na segunda informagao havia dois cachorrinhos,
eles subtrairam o valor 2 x 9 do total (34 — 18 = 16) e efetuaram nova divisdo (16 + 2 = 8),
chegando, assim, ao pre¢o do coelhinho. A Figura 2 ilustra como dois alunos utilizaram essa

estratégia.
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Figura 2 - Estratégia aritmética correta para o Problema 1
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Os demais alunos obtiveram o prego correto do cachorrinho a partir da primeira
informacao. No entanto, eles ndo procederam corretamente na sequéncia. Eles realizaram
calculos errados ou deixaram o procedimento incompleto. Observando a Figura 3, nota-se que

o aluno responde com dois valores: aquele encontrado no céalculo e o valor correto, talvez obtido

por outra estratégia nao representada no papel.

Figura 3 - Estratégia aritmética para o Problema 1
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 2

Dez alunos responderam corretamente ao problema, todos eles se utilizando de
tentativas, isto €, adotando por hipdtese algum valor e testando nas informagdes do problema.

A Figura 4 ilustra dois registros de alunos.
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Figura 4 - Estratégia aritmética por tentativa para o Problema 2
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Note-se, na Figura 4 (a), que o aluno utiliza os valores 20 e 3, para o elefante e o jacaré,
respectivamente, somando 20 + 20 + 3 =43. Talvez ele tenha desistido desses valores ao testar
a segunda informagao realizando calculo mental; se assim o fez, teria obtido 4 x 20 = 80, 93 —
80=13¢e 13 +2=6,5, valor que ndo satisfaria a primeira informagao. Verifica-se que ele testou
o niumero 21 e também o 18. Neste caso, o valor 7 deve ter sido mais uma tentativa, desta vez
exitosa. No caso mostrado na Figura 4 (b), o aluno desenhou “pauzinhos” em suas tentativas.
Ele mostrou ao professor seu rascunho com sua estratégia, onde ele aumentava ou diminuia os
“pauzinhos”, ajustando a quantidade de maneira a satisfazer as duas informacdes.

Observando os registros dos outros alunos, verificou-se que eles deixaram em branco
ou realizaram calculos, parcial ou totalmente errados. A Figura 5 ilustra um procedimento

incorreto.

Figura S - Estratégia aritmética incorreta para o Problema 2

24,5-4 = 86

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.
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Verifica-se, na Figura 5, que o aluno parece adotar uma estratégia correta ao subtrair
93 — 86 = 7, e responde corretamente o preco do jacaré. Entretanto, o calculo para a obtengao

do valor 86 nao foi executado corretamente.

Problema 3
Cinco alunos chegaram ao resultado correto nas trés informagdes. Dois exemplos sdo

mostrados na Figura 6.

Figura 6 - Estratégias aritméticas para o Problema 2: (a) por tentativas e (b) por agrupamento
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Na Figura 6(a), nota-se que o aluno parece ter obtido os nimeros por tentativas. O
aluno se equivoca ao realizar as equivaléncias, por exemplo, ao realizar o calculo 6 + 6 + 6 =
18 +2 +2 =22, isto ¢, ele escreve 6 + 6 + 6 e finaliza “= 22", quando o correto seria: 6 + 6 +
6=18¢ 18 +2 +2=22. Esse fato chamou a aten¢@o do professor e o levou a trabalhar a ideia
de equivaléncia quando, posteriormente, realizou os calculos aritméticos na lousa. Ja a Figura
6(b) ilustra uma estratégia mais elaborada, utilizando agrupamento: o aluno realiza 34 — 22 =
12 e parece entender que este valor corresponde ao preco das duas lagartas, pois, ele indica a
divisdo 12 + 2 = 6. Na sequéncia do procedimento, ele parece ter obtido mentalmente o preco
2 da abelha e ainda confere a segunda informagao com a adi¢dao 30 + 2 + 2 = 34. Nesta linha de
pensamento aritmético, ele utiliza a terceira informagdo para encontrar o valor 5,

correspondente ao grilo.
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Na Figura 7(a), observam-se calculos errados na divisdo e ndo ¢ possivel apontar o
porqué da divisdo por 2. Observa-se o erro cometido ao efetuar o algoritmo da divisao 22 +2 e
obter quociente 101, o que parece indicar a ndo conceitualizagdo do sistema de numeragao

decimal. Ja em (b), ndo se identifica a estratégia utilizada.

Figura 7 - Estratégias aritméticas incorretas e calculos errados para o Problema 3
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 4

Apenas trés alunos chegaram a solugdo correta. Eles utilizaram a estratégia de
tentativas e as operacdes adi¢do e multiplicacdo, conforme pode ser constatado na Figura 8.
Nesta mesma figura, € possivel verificar a utilizagao das equivaléncias erradamente, ao se fazer,
por exemplo: 7+5=12+5=17+ 5=22. O correto deveriaser: 7+ 5=12,aseguir 12 +5 =
17e17+2=22.

Figura 8 - Estratégias aritméticas de tentativas para o Problema 4
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.
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Oito alunos deixaram o espago do problema totalmente em branco, sem nenhum sinal
de calculo. J& os outros 12, realizaram alguns poucos calculos, porém, sem resultado correto.
Na figura 9, verifica-se exemplo de calculos errados. Pode-se observar que o aluno realizou a
divisdo do valor total de cada informacao por todos os animais, independente da espécie. A

considerar os calculos matematicos, o aluno nao deu prosseguimento aos mesmos.

Figura 9 - Estratégias aritméticas erradas para o Problema 4
Problema 4:
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

2* ATIVIDADE - DESAFIO I DE PROBLEMAS E ESTRATEGIA ARITMETICA

Nesta atividade, o professor distribuiu 24 coépias da Folha 2, contendo os mesmos
problemas da Atividade I, e apresentou uma breve analise dos resultados da atividade anterior,
comentando com os alunos que havia resultados corretos, mas que o objetivo foi verificar os
conhecimentos e as estratégias utilizadas por cada um deles. Informou que resolveria os
mesmos quatro problemas, utilizando uma estratégia que envolvia agrupamentos e solicitou que
os alunos prestassem atencdo a resolucdo e depois copiassem da lousa na folha que haviam
recebido. Esta atividade foi realizada em aproximadamente 90 minutos.

Antes de iniciar, o professor refor¢ou a ideia de que em todos os problemas havia
sempre duas ou trés informagdes relativas aos bichinhos e que sempre seria solicitado o valor

de cada um deles.

Problema 1
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Como a maioria dos alunos havia resolvido corretamente o problema, a explicagdo
pareceu ser simples. O professor se valeu de desenhos, esquemas e legendas na lousa e explicou
que, como a primeira informagao referia-se ao valor dos trés cachorrinhos entao para determinar
o valor de cada um, bastava requerer a divisdo 27 = 3 =9, ou seja, cada cachorrinho valia 9.
Como na segunda informagao constava o valor 34 de dois cachorros e dois coelhos, entdo era
preciso concluir que os dois cachorros valiam 18 (ja que 2 x 9 = 18) e o valor dos dois coelhos
seria obtido pela subtracao 34 — 18 = 16; este corresponderia a soma de dois coelhos. Logo,
cada coelho valia 16 +2 = 8. Assim, cada cachorro valia 9 e cada coelho 8.

O professor, entdo, apresentou a verificagdo dos valores encontrados, em cada uma das
informagdes deste problema, garantindo, assim, que os valores encontrados estavam corretos.

Verificagao:

Na primeira informagao do problema: 9+ 9+ 9 =27=>3x9=27=27=27.

Na segunda informacao do problema: 9 +9+8+8=34=>(2x9)+(2x8)=34=
18 + 16 =34 =>34 =34,

Problema 2

O professor chamou a aten¢do dos alunos para observarem que na primeira informacao
o valor 43 correspondia a dois elefantes e um crocodilo, e que na segunda informagao ¢ possivel

realizar duas vezes o mesmo agrupamento.
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A partir da representacao do agrupamento na lousa, as operagdes aritméticas parecem

evidentes e os proprios alunos verbalizam ser possivel realizar a soma 43 + 43 = 86. Neste



64

momento, o professor salienta que ele pode também expressar essa operacdo aritmética,
utilizando a multiplica¢do 43 x 2 = 86 e, consequentemente, a subtragdo 93 — 86 = 7, chegando-
se assim ao valor de um crocodilo.

Neste instante, como ¢ sua caracteristica, o professor busca o envolvimento dos alunos,
indagando-os se ¢ possivel encontrar o valor de cada elefante. Varios alunos se manifestam,
dizendo que pode substituir o valor do crocodilo na primeira informagao, ou seja, 43 — 7 = 36
e que este ¢ o valor de dois elefantes. Deste modo, 36 + 2 = 18 e, entdo, cada elefante vale 18.

Assim como no problema anterior, o professor ressalta a relevancia de se fazer a
verificagdo dos resultados nas duas informagdes, sempre mostrando os calculos aritméticos na
forma de adigdo e/ou multiplicagdo.

Verificagao:

Na primeira informag¢ao do problema: 18 + 18 + 7=43 => (2 x 18) + 7=43 => 36 +
7 =43 =>43 =43,

Na segunda informacao do problema: 18 + 18 + 18 + 18 + 7+ 7 +7=93 => (4 x 18)
+(3x7)=93=>72+21=93=>93=93.

Problema 3
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Neste problema, o professor salienta que existem trés informagdes e chama a atencao
dos alunos para as duas primeiras informacdes. A vista disso, eles mencionam ser possivel
realizar um agrupamento na segunda informagao utilizando a primeira, ou seja, o grupo de trés

lagartas e duas abelhas estava contido na segunda informagao e ainda valia 22.
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Utilizando-se da aritmética, os alunos sugerem as operagdes 34 —22=12¢12+2=6
e encontram o valor de 6 para cada lagarta. Os alunos demonstram grande envolvimento com a

resolugdo do problema e rapidamente sugerem substituir o valor de cada lagarta na primeira
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informagado, ficando com o seguinte calculo aritmético: 6 + 6 + 6 =18 ou (3 x 6) =18 que é o
valor das trés lagartas; a seguir, 22 — 18 =4 ¢ 4 + 2 = 2; portanto, cada abelha vale 2.

Indagados pelo professor sobre como descobrir o valor de cada grilo, os alunos
sugerem substituir os valores da abelha e da lagarta na terceira informacao, ficando: 6 + 6 + 6
+6+2=260u(4x6)+2=26, consequentemente, obtendo 41 —26 =15 e 15+ 3 =5. Desta
forma, obtendo que cada grilo vale 5.

Como no problema anterior, o professor realiza a verificagdo dos valores encontrados
em cada uma das informacdes.

Verificagao:

Na primeira informagao do problema: 6 +6+6+2+2=22=>3x6)+(2x2)=22
=>18+4=22=>22=22.

Na segunda informag¢do do problema: 6 +6+6+6+6+2+2=34=>(6x5)+(2x
2)=34=>30+4=34=>34=34,

J& na terceira informag@o do problema: 6+ 6+6+6+2+5+5+5=41=(6x4)
+2+(5x3)=41=>24+2+15=41=>41=41.
Problema 4

BT FEES

5. 8
& 9
€
® 1

No ultimo problema desta atividade, o professor ressalta a impossibilidade de se
realizar o agrupamento, ja que as caracteristicas diferem das anteriores, € comenta que sera
necessario buscar outra estratégia. Entdo, mostra aos alunos que ¢ possivel juntar as duas
informacdes, ja que a quantidade de macacos ¢ igual a de ledes. Assim, 26 + 22 = 48 bichinhos.
Estes poderiam ser agrupados de varias maneiras, mas seriam formadas quatro duplas (cada

dupla formada por um ledo e um macaco). O valor de cada dupla é, entdo, 48 +4 =12.
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Nesta ocasido, um aluno pergunta se seria possivel substituir o valor da dupla na

primeira informagao.
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O professor responde que sim, e realiza o calculo 26 — 12 = 14; portanto, 14 +2 =7,
chegando, assim, ao valor de cada macaco. Na continuidade, outro aluno sugere substituir o
valor do macaco na segunda informagdo, descobrindo o valor do gato, com o seguinte calculo
aritmético: 22 — 7 = 15; realizando a divisdo 15 + 3 =5, chegou-se ao valor de cada gato. Agora,
o professor parabeniza a atengdo e participacao dos alunos e os questiona se haveria uma
alternativa para se chegar ao valor de cada gato. Eles ficaram em siléncio por alguns segundos
e, logo em seguida, outro aluno disse que, na mesma segunda informacao, se cada dupla de
diferentes animais era 12, poder-se-ia também realizar o calculo 22 — 12 =10e 10 + 2 =5,
chegando, assim, ao mesmo valor para o gato.

Neste instante, o professor propositalmente estava deixando de realizar a verificagao;
rapidamente, dois alunos perguntam se ndo seria realizada a verificagdo, o que demonstrou o
envolvimento da turma com a aula.

Verificagao:

Na primeira informagdo do problema: 7+7+7+5+5=26=>3x7)+5=26=
21 +5=26=>26=26.

Ja na segunda informacao do problema: 7+5+5+5=22=>7+(5x3)=22=>7+
15=22=>22=22.

A Figura 10 mostra as resolugdes dos problemas 2 e 3, que possuem quantidade de
informagdes distintas, realizadas na lousa pelo professor. Essa imagem (da lousa) e as demais
ao longo da descrigao dessa proposta didatica, foram colocadas para aproximar e introduzir o

leitor, de maneira mais proxima possivel, a aplicacao e exposicao do professor para os alunos.

Figura 10 - Resoluc¢des dos problemas 2 e 3
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3* ATIVIDADE - DESAFIO II DE PROBLEMAS E ESTRATEGIA ARITMETICA

Foram distribuidas 20 copias da Folha 3, contando com quatro problemas com
imagens diferentes dos anteriores, com a orientacdo para que os alunos resolvessem o0s
problemas conforme o seu entendimento da atividade anterior — que foi realizada pelo
professor na lousa. O professor salienta também que eles deveriam ter aten¢ao ao que se pedia
nos problemas, ou seja, o preco de cada salgado/doce e, assim, responder corretamente.

De uma forma geral, o desempenho dos alunos foi satisfatorio, ja que aplicaram o
agrupamento como estratégia aritmética para a resolucdo dos problemas. O tempo gasto com

essa atividade foi de 40 minutos, sendo que os trés primeiros alunos a terminar gastaram

cerca da metade deste tempo.

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 5: Determinar o prego de cada coxinha e de cada pastel.
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Neste primeiro problema, 16 alunos chegaram ao resultado correto utilizando a
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estratégia de agrupamento e substitui¢do do valor da primeira informacao na segunda, sendo

que alguns realizaram a verificagdo dos resultados, como pode ser verificado na Figura 11.

Figura 11 -. Estratégias aritmética de agrupamento para o Problema 5
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

A Figura 12, a seguir, mostra os calculos realizados pelos alunos que erraram. O
primeiro aluno, apesar de apagar o agrupamento na figura, realiza o agrupamento no calculo da
segunda informagao, de forma correta, porém, se equivoca na primeira informacao, ao subtrair
7, ao invés de 8, ja que € o valor encontrado previamente. O aluno prossegue nas falhas quanto
ao calculo aritmético, ao subtrair 13 — 7 = 12 e, também, na utilizacdo da equivaléncia, quando
coloca 13 —7 =12 +3 =4. Ja o segundo aluno, quando faz 13 x 2 = 26, inicia corretamente,
isto €, utiliza-se da estratégia aprendida, o agrupamento, contudo, se confunde nos demais

calculos e na utilizagdo equivocada da equivaléncia.

Figura 12 - Estratégias aritmética com calculos errados para o Problema 5
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.
Problema 6: Determinar o preco de cada empada e de cada quibe.
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Quinze alunos chegaram ao resultado correto, empregando a estratégia aritmética de

agrupamento. Alguns realizaram também a verificagdo, colocando as expressdes na forma de

adicao e de multiplicacdo, o que pode ser verificado na Figura 13.

Figura 13 - Estratégias aritmética de agrupamento para o Problema 6
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.Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Na Figura 14, podemos observar um exemplo da estratégia aplicada incorretamente.
O aluno até faz uma tentativa de agrupamento na figura, porém, os calculos nao sao condizentes.
A impressao que se tem € que ele multiplica o valor total de cada informagao pela quantidade

de salgados, isto €, 19 x 4 (trés empada e um quibe) e 45 x 9 (seis empadas e trés quibes).
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Figura 14 - Estratégia aritmética de agrupamento aplicada de forma incorreta para o
Problema 6

Problema 6: empadas e quibes
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 7. Determinar o preco de cada brigadeiro, quindim ¢ bolo.
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Este problema envolve trés tipos de doce e trés informagdes. Na figura 15, é possivel
verificar o desenvolvimento de trés alunos e fica evidente a aplicagdo da estratégia. O terceiro
aluno comete erros de equivaléncias, por exemplo, ao fazer o calculo 55 — 45 =10+ 2 =5,
sendo o correto: 55 —45 =10 e 10 + 2 = 5. Assim sendo, 12 alunos conseguiram chegar ao
resultado correto. Trés alunos deixaram em branco e os outros 5 empregaram estratégias

inadequadas e/ou realizaram calculos errados.

Figura 15 - Estratégias aritmética de agrupamento para o Problema 7
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.
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Na Figura 16, observa-se uma estratégia um pouco diferente, mas que ndo impediu o
aluno de chegar ao resultado correto para dois doces. Nota-se que na segunda informagao ele
realiza trés agrupamentos, dois deles com dados da primeira e outro com dados da terceira
informacao. Ele acerta o valor de cada quindim e de cada brigadeiro, mas se equivoca no valor
do bolo, por considerar apenas um, e ndo dois, isto é, deveria ter realizado a divisdo: 10 +2 =

5.

Figura 16 - Estratégia aritmética de agrupamento para o Problema 7. Calculos parcialmente

incorretos
r— —

bl < b iros,bolos e quindins - - €60 - J
ro ema?.brlgadeno? olos 1St 15 Hq = ({? ) §% "l 7 ._j

ec
(5] @&

A ' ,f;,fjl A [
v ?ﬂ"ﬁi?’" ”ﬁt‘b i/ w'w‘:“
- A5 T | Pils Ba'or o RU (D /

oo R %

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 8. Determinar o pre¢co de cada pudim e de cada rocambole.

JUUITT

Este problema possuia caracteristicas do quarto problema da primeira atividade.
Assim sendo, era necessario realizar a adicao das duas informagdes e assim descobrir o preco
de cada dupla de doces diferentes. Alguns alunos logo notaram que nao seria possivel realizar
o agrupamento, o que foi confirmado pelo professor: este pediu que se lembrassem do quarto
problema da atividade anterior. A metade dos alunos conseguiu empregar a estratégia
adequada e realizar corretamente os calculos. A Figura 17 mostra alguns exemplos de
resolucdo. Os dois alunos realizam a soma das duas informagdes e, ao verificarem que o
problema possuia 3 pares de doces iguais, realizam a divisdo: 27 + 3 =9, encontrando, assim,
que cada par de doces vale 9. Dessa forma, os dois alunos encontram os valores corretos,
porém, o segundo deixa evidente os calculos nas duas informagdes, ja o primeiro, na segunda
informacao, mesmo sem deixar o céalculo, deixa entender que ele substitui o valor do pudim,

isto é: 12 — 6 = 6 e, por fim, torna evidente o calculo 6 + 2 = 3.
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Figura 17 - Estratégia aritmética de agrupamento para o Problema 7
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

4* ATIVIDADE - DESAFIO I DE PROBLEMAS E SISTEMA

Nesta atividade, o professor trouxe, pela primeira vez, a ideia de Sistema de Equagdes.
Ele distribuiu a Folha 4 para 22 alunos, contendo os mesmos problemas do Desafio I, isto &,
aqueles utilizados nas duas primeiras atividades, para que eles pudessem aprender uma
estratégia algébrica de resolugdo. O professor informa que utilizard como base os
procedimentos aritméticos ja realizados para solucionar os problemas, mas que, naquele
momento, aplicaria o uso de equacdes. A seguir, como se tratava de uma nova ideia para os
alunos, o professor solicita aos mesmos que acompanhem, com muita atencao, a resolu¢do na
lousa, para s6 depois copiarem nos seus cadernos. Como cada um dos problemas foi resolvido
detalhadamente, e depois, foi dado um tempo para que os alunos copiassem nos seus cadernos.

Foram utilizados dois horarios (100 minutos).
Problema 1
&

B T

Como pode ser verificado na Figura 18, o professor retoma o primeiro problema, e

I

utiliza-se de uma legenda (lado esquerdo da lousa) para a representagdo do cachorro (um
triangulo) e do coelho (um quadrado). Para se chegar a equagdo, o professor explica aos alunos

que ira utilizar a letra x para representar o valor do cachorro e y para o valor do coelho. Em
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seguida, indaga aos alunos como poderia representar a primeira informagao, utilizando-se das
letras previamente acordadas. Quando uma aluna diz que poderia ser x +x +x =27, o professor
recorda haver trés mondmios iguais e que isso permitia reduzi-los, ficando, entdo, 3x =27; esta
expressao foi chamada Equagdo 1. O professor prossegue, questionando como ficaria a segunda
informag¢do do problema, utilizando as letras combinadas. Desta vez, mais alunos se
envolveram e responderam: x + x + y + y = 34; rapidamente, disseram que seria possivel
“juntar” as letras iguais, na forma 2x + 2y = 34, formando a Equacao II.

A seguir, o professor explica que quando temos duas ou mais equagdes, que juntas
respondem a um mesmo problema. Entdo, temos um Sistema de Equagdes. Assim, formou-se

o seguinte Sistema:

3x= 27 )
{Zx +2y =134 ()

Prosseguindo, o professor toma a primeira equagdo (que correspondia a primeira
informacao do problema) e a resolve utilizando a divisao, encontrando, assim, o valor x = 9,
correspondente ao cachorro. Nesta ocasido, o professor lembra os alunos acerca da resolugao
aritmética que foi realizada na segunda atividade, com o mesmo problema. Calculado o valor x
de cada cachorro, o professor demonstra ser possivel substituir na Equacao II, resolvé-la e
chegar ao valor y = 8, de cada coelho. O professor chama a atencdo para a verificagao, no lado
direito da lousa, assim como foi realizada na resolugao aritmética.

Verificacdo: (I) 3x =27=>3.9=27=>27=27.

(I 2x+2y=34=>2.9+2.8=34=>18+16=34=>34=34.
Na Figura 18, € possivel verificar a resolug¢ao do professor na lousa, utilizando-se das

figuras para construir a legenda.

Figura 18 - Resolu¢do algébrica para o Problema 1

Fonte: Elaborada pel(_) pesquisador.
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Problema 2

O professor seguiu a mesma ideia do primeiro problema, ou seja, utilizou figuras
geométricas para representar os animais e letras para construir as equagdes. Com a criagao das
duas equagdes, obteve o seguinte sistema:

{2x+y=43 D
4x + 3y =93 (II)

Prosseguindo, o professor pede aos alunos que, valendo-se do que aprenderam sobre a
estratégia aritmética do agrupamento, observassem as informagdes e verificassem se existia a
possibilidade de realizar a mesma estratégia com as equagdes. Rapidamente, alguns alunos
sugerem aplicar duas vezes o agrupamento da primeira informac¢do na segunda, ou seja, a
equacdo 4x + 3y =93 passaaserescritacomox +x+x+x+y+y+y=93 ou (2x +y) + (2x
+y) +y = 93. Substituindo a expressdo entre parénteses por 43, obteve-se 43 + 43 + y =93,
resultando no valor y = 7 para o crocodilo. Substituindo esse valor na primeira equagao, foi
obtido 2x + 7 = 43, o que resultou em x = 18, correspondente ao elefante. A Figura 19 mostra

a resolu¢do efetuada na lousa.

Figura 19 - Resolugdo algébrica para o Problema 2
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 3
% % % 8586 6%

N nE WS ny NSNS
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O professor alerta os alunos que neste problema ha trés informacdes, com trés animais

diferentes, sendo assim, o sistema teria trés equacdes. Da mesma maneira que aconteceu nos
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casos anteriores, o professor simboliza as trés informag¢des com as figuras geométricas (Figura
20) e determina as letras a serem utilizadas na construgao das equagdes, ou seja, x para a lagarta,
y para a abelha, e por ultimo z para o grilo. Com esses dados, o professor questiona como
ficariam as equacdes e, rapidamente, obtém as respostas: 3x + 2y =22 (I), 5x +2y =34 (Il) e
4x +y + 3z =41 (IlI). Forma-se, assim, o seguinte sistema:

3x + 2y =22 (D
5x + 2y = 34 (1n
4x +y + 3z =41 (1)

Nesta ocasido, o professor questiona os alunos da possibilidade do agrupamento. Em
siléncio, os alunos parecem analisar as informagdes representadas pelos desenhos e pelas
equacdes. Apos um tempo, uma aluna diz que seria possivel agrupar a primeira informacao na
segunda. A vista disso, o professor copia a Equacdo II na lousa e insere a primeira equagio,
questionando os alunos se falta alguma informagao. Ao responderem ser 2x, a equacao ¢ escrita
como (3x + 2x) + 2y = 34 ¢ substituida a expressdo 3x + 2y pelo valor 22 e, na sequéncia,
chega-se ao valor x = 6, de cada lagarta. A seguir, o professor copia a Equacao I e substitui o x
pelo valor encontrado, determinando, entdo, o valor y = 2 de cada abelha. Com os dois valores
encontrados (x e y), ocorre a substituicdo na Equagao III, encontrando o valor z = 5 para o grilo

e finalizando com a verificagao.

Figura 20 - Resolucao algébrica para o Problema 3

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 4
BEBT BEES

Neste problema, o professor salienta haver duas informagdes, com dois animais

diferentes, e que seguird com as figuras geométricas e as letras para representar os animais.
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Dessa forma, utiliza a letra x para simbolizar o macaco e o y para o ledo, conforme legenda na
lousa (Figura 21). A seguir, com a participagdo dos alunos, que antecipam as escritas do

professor, sao construidas as duas equagdes e, logo, o sistema:

{3x+y=26 €))
x+3y =22 (II)

A seguir, o professor questiona os alunos se ¢ possivel realizar o agrupamento; um
aluno entdo responde que ndo ¢ possivel, e que precisaria resolver igual ao problema 8, da

atividade anterior, ou seja, somando as duas informagoes.

{3x+y=26
x+ 3y =22
4x + 4y = 48

O professor, entdo, pergunta aos alunos o que poderia ser feito com essa soma.
Rapidamente, outro aluno diz que, como havia 4 pares de diferentes animais, poderia dividir a
soma das duas informagdes por 4, chegando-se a x + y = 12, ou seja, ao valor de cada par.
Conforme a Figura 21, que mostra a resolugdo na lousa, o professor substitui a equagao
encontrada x + y = 12 na primeira equagdo e encontra o valor x = 7 de cada macaco.

Substituindo este valor na segunda equagdo, determina o valor y = 5, correspondente ao ledo.

Figura 21 - Resolug¢do algébrica para o Problema 4

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Na Figura 22, € possivel verificar como foram os registros de um aluno em suas folhas.
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Figura 22 - Resolucao algébrica para os Problemas 1 a 4
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

5* ATIVIDADE - DESAFIO 11 DE PROBLEMAS E SISTEMA

Nesta atividade, foram entregues 24 copias da Folha 5, contendo os mesmos quatro
problemas da terceira atividade. O tempo para esta atividade foi de 100 minutos (duas aulas).

Os alunos foram estimulados a resolver os problemas algebricamente (na forma de
sistemas de equacgdes), buscando consolidar os conhecimentos adquiridos nas atividades
anteriores. Para que eles pudessem se orientar, foram devolvidas suas folhas da atividade
anterior. Foi solicitado aos dois alunos que ndo estavam presentes na quarta atividade que se
sentassem junto a algum colega; isto foi muito produtivo, ja que conseguiram desenvolver a
atividade, observando a folha do colega e acompanhando as suas explicag¢des. Circulando pela
sala de aula, o professor verificou grande interagcdo entre os alunos que estavam em duplas. Ja

os demais estavam concentrados e gostavam de mostrar ao professor sempre que concluiam um

problema.

Problema 5: Determine o preco de cada coxinha e de cada pastel.
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Vinte alunos chegaram ao resultado correto, ja os demais esbogaram alguns célculos,
porém, ndo deram continuidade ou efetuaram célculos errados. Observando o exemplo
mostrado na Figura 23, € possivel afirmar que os alunos compreenderam o processo de geragao
das equagdes, de agrupamento, de substituicdo e de simplificagdo e, consequentemente, o

conceito de sistema e o procedimento de resolugdo.

Figura 23 - Estratégia algébrica (sistema) de dois alunos para o Problema 5
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Na Figura 24 pode-se observar que o aluno gerou as equagdes e, por consequéncia, o
sistema corretamente; entretanto, falhou na manipulagado algébrica. Na equagao I, ele somou 1x

+ ly e realizou a divisdo 13 + 2, obtendo 6, isto ¢, todo o processo foi feito de forma incorreta,
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desde a soma, até a divisdo. Com o resultado errado, ele deu prosseguimento na equagao II.
Apesar de 8 ser uma das respostas corretas, no caso deste exemplo, o x seria 8, € ndo y. Se o
aluno tivesse realizado o processo de verificagdo que o professor ensinou, ele teria observado

que o resultado estava errado.

Figura 24 - Estratégia algébrica (sistema) com célculos errados para o Problema 5
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 6. Determine o preco de cada coxinha e de cada pastel.

W W@ W W

eB®,
19 45

Conseguiram concluir o problema, de modo correto 19 alunos. Os demais alunos
deixaram em branco ou ndo deram prosseguimento aos calculos iniciados.

Nota-se, na Figura 25 (a), que o aluno monta as equacdes de maneira detalhada, isto &,
valendo-se da reducdo dos mondmios idénticos e, logo depois, o sistema de equagdes. Ja na
Figura 25 (b), pode-se notar que, de modo mais sucinto, o aluno gera o sistema de equacdes e,
a seguir, todos os calculos. Os dois alunos se valem do agrupamento e desenvolvem

corretamente os calculos.



Figura 25 - Estratégia algébrica (sistema) para o Problema 6
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no prosseguimento e nos célculos, e fica evidente o entendimento apenas parcial daquilo que
lhe foi ensinado. J4 em (b), o aluno chega aos resultados corretos, entretanto, apesar de executar

corretamente o agrupamento na imagem e elaborar as equagdes iniciais, ndo se percebe o

Na Figura 26 (a), o aluno gera as equagdes e sistema corretamente, porém, se atrapalha

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

desenvolvimento correto do sistema para se chegar ao resultado satisfatorio.

Figura 26 - Estratégia algébrica (sistema) parcial para o Problema 6
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.
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Problema 7. Determine o prego de cada um dos doces.

°° ede
= =

Para este problema, o professor chama a atencdo dos alunos para o fato de haver,

g

i ®F
—
It e

diferentemente dos anteriores, trés informacdes e trés tipos diferentes de doces, o que resultaria
na geragao de trés equacgdes e trés incognitas, portanto, trés respostas.

Mesmo sendo um problema com maior grau de complexidade que os demais, 19 alunos
resolveram corretamente, ou seja, mesmo numero que o anterior. Andando pela sala de aula, o
professor observou que dois alunos que haviam deixado o problema anterior com calculos
errados, estavam também se confundindo em detalhes. Neste momento, o professor realizou
pequenas intervencdes, questionando os alunos e os levando a observar alguns erros. Dessa
forma, eles conseguiram dar prosseguimento aos calculos corretos. Em um desses erros, o aluno
estava considerando o brigadeiro com a incognita X na primeira informagdo, ¢ essa mesma
incdgnita para o bolo na terceira informagao, e assim ele construiu as equacdes € o sistema; no
entanto, ndo estava conseguindo evoluir. Efetuada a correcdo, ele desenvolveu os célculos
corretamente. J& outro aluno realizou o agrupamento na imagem, construiu as equagdes € o
sistema acertadamente, porém, no momento de substituir a equagdo I, na segunda, que deveria
ser trés vezes, ele estava substituindo apenas duas vezes, ou seja, 15 + 15 + 2z =55, encontrando
o valor z =10, onde o correto era 15 + 15 + 15 + 2z =55, sendo o valor de z = 5. Realizado o
ajuste, prosseguiu corretamente aos demais calculos.

Na Figura 27, pode-se observar que o aluno demonstrara entendimento de todo o
processo, isto ¢, agrupamento na imagem, geracao das equagdes e do sistema. No momento de
realizar o agrupamento da equacdo I, na segunda, os alunos se diferenciaram entre si, ou seja,
o primeiro efetuou o agrupamento, mas a seguir, prosseguiu de forma mais direta. O segundo
aluno conduziu de modo mais detalhado, colocando trés vezes a equacao I, depois seus valores
e, assim, avangou nos demais cdlculos. J& o terceiro aluno, assim como o primeiro, foi mais
objetivo em seus célculos, substituindo, diretamente, os valores da equag¢ao I; porém, foi o inico

dos trés que realizou a verificagao dos valores encontrados nas equagoes.



Figura 27 - Estratégia algébrica (sistema) para o Problema 7
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 8. Descobrir o valor de cada pudim e de cada rocambole.

Como era um problema um pouco diferente dos demais, o professor esperava que

menos alunos apresentassem resposta correta. Percebendo que a turma se mostrava um pouco

cansada e ansiosa pelo fim da atividade, o professor intensificou o trabalho de circular pela sala

e, na tentativa de motiva-los, incentivou-os a buscar, em estratégias apreendidas anteriormente,

mecanismos que pudessem auxilid-los a compreender a situag@o e assim terminar a tarefa. Essa

acdo foi considerada exitosa, ja que, se inicialmente parecia que a maioria dos alunos nao

conseguiria desenvolver corretamente o problema, ao final da atividade verificou-se que 14

alunos (54%) chegaram ao resultado correto. Na Figura 28, € possivel notar a correta resolu¢do

de quatro alunos. Eles montam o sistema de equagdes e desenvolvem os calculos e ¢ possivel

verificar o agrupamento ao valor de x +y.
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Figura 28 - Estratégia algébrica (sistema) para o Problema 8
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Na Figura 29, verifica-se que o primeiro aluno desenvolve apenas a equagdo II.
Contudo, ndo se identifica o desenvolvimento de sistema de equagdes. Este aluno realiza alguns
calculos, mas ndo ¢ possivel certificar como foram obtidos os resultados. Ja o segundo aluno
desenvolve as duas equagdes e até emprega a estratégia de soma-las; a seguir, efetua a divisao

por trés, ja que se trata “3 duplas de diferentes doces”, mas ndo d4 prosseguimento aos célculos.

Figura 29 - Estratégia algébrica (sistema) de dois alunos sem conclusdo para o Problema 8
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

6* ATIVIDADE — DESAFIO III DE PROBLEMAS SEM IMAGENS -2 ETAPAS
Nesta atividade, foram entregues 24 copias da Folha 6, com sete problemas sem

imagens. O professor solicitou aos alunos que resolvessem de forma algébrica, ou seja, por
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sistemas de equagdes. Esta atividade, por ser a primeira com problemas sem imagens, foi
dividida pelo professor em duas etapas: na primeira, os dois primeiros problemas foram
resolvidos na lousa pelo professor; ja na segunda etapa, os problemas foram resolvidos pelos
alunos, individualmente.

Problema 1: Trés empadinhas custam R$12,00. Sabe-se que 2 empadinhas e 3 coxinhas custam
R$ 29,00. Quanto custa cada empadinha e cada coxinha?

Inicialmente, o professor solicita a leitura individual e silenciosa; a seguir, escolhe um
aluno aleatoriamente e pede que ele leia o problema em voz alta. Ao serem questionados do
que se tratava o problema, varios alunos respondem que se pedia o pre¢o de cada empadinha e
de cada coxinha. Desta forma, como nao se sabia o valor de cada salgado, o professor sugere
“chamar” cada um deles de uma incdgnita, ou seja, de uma letra. Entdo, os proprios alunos
sugerem chamar o pre¢o da Empadinha => x e o da Coxinha =>y.

Nesse momento, o professor faz uma leitura do problema, pedindo a atengao de todos
para construir as equagdes de acordo com cada informagdo. Ao ler novamente a primeira
informagdo, “Trés empadinhas custam R$ 12,00, questiona como ficaria a equagdo que
representava a situagdao. Rapidamente, os alunos respondem: 3x = 12, e esta foi chamada
Equacdo 1. Seguindo, o professor faz a leitura da segunda parte: “Sabe-se que 2 empadinhas e
3 coxinhas custam R$ 29,00”; logo, eles falam: 2x + 3y = 29, identificada como Equagéo I1. O
sistema foi entdo formado:

3x=12 ()
{Zx +3y=29 (I

Como pode ser observado na Figura 30, sempre envolvendo os alunos em todo o
processo, o professor desenvolve a Equagao I, substitui o valor de x na Equacao II e encontra o
valor de y. Finalmente, faz a verificacdo dos resultados encontrados.

Figura 30 -Resolucdo algébrica (sistema) para o Problema 1, feita na lousa

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.
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Problema 2: Comprei 2 canetas e uma lapiseira por R$ 28,00. Se tivesse comprado 5 canetas
e duas lapiseiras (iguais as anteriores), teria pago R$64,00. Quanto custa cada uma?

O professor faz a leitura do problema e pede aos alunos que a realizem
individualmente, em siléncio e com muita atencao as informacdes. Em seguida, o professor
utiliza-se das incognitas x e y para representar, respectivamente, o preco da caneta e da lapiseira:
Caneta => x e Lapiseira => y. Diante disso, formaliza as duas equagdes e, consequentemente,

0 sistema:

{Zx +y=28 ()
5x + 2y =64 (I)

Nesse instante, o professor pede aos alunos para observarem as duas equacdes e que
verifiquem a possibilidade do agrupamento. Uma aluna, entdo, diz que a equagdo I, “cabia”
duas vezes na segunda e ainda “sobrava um x”.

Entdo, trabalhando com a Equagdo II, o professor realiza a substituicdo, ou o

“agrupamento” — conforme alguns alunos chamavam — e resolve o sistema, conforme a seguir:

S5x +2y =64 Substituindo na Equagao 1.
2x+y)+(2x+y)+x=064 2x +y=28
28 +28 + x = 64 2.8+y=28
56 +x =064 16 +y=28
X =64-56 y=28-16
x=38 y=12
Em seguida, o professor refor¢a a possibilidade da verificagdo dos resultados
encontrados.
Verificacao:
[-2x+y=28 II-5x +2y =64
2.8+12=28 5.8+2.12=064
16 +12=28 40 +24 =64
28 =28 64 =64

Na Figura 31, é possivel verificar os registros de dois alunos, nos dois primeiros

exercicios.



Figura 31 - Estratégia algébrica (sistema) para os problemas 1 e 2
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Na aula seguinte, quando os alunos ja estavam com a Folha 6, o professor refor¢ou a

importancia da leitura — que deveria ser realizada quantas vezes fossem necessarias — da

interpretacdo dos dados e do que estava sendo pedido em cada situagdo. Outro ponto enfatizado

foi que os alunos deveriam ir “tirando as informacdes” para formar as equagdes, montar o

sistema e resolvé-los. Esta atividade foi realizada por 24 alunos que tiveram 2h/aula (100

minutos) para a resolugao.

Os exercicios 3 e 4 foram elaborados de forma que ficassem parecidos com o 1 e 2,

assim, esperava-se que os alunos, ja familiarizados com o procedimento, pudessem ter mais

confianca em resolvé-los.

Problema 3: Quatro livros custam R$48,00. Sabe-se que 3 desses mesmos livros e 2 revistas

em quadrinhos custam R$50,00. Quanto custa cada livro e cada revista em quadrinhos?

Na Figura 32, € possivel verificar o desenvolvimento de quatro alunos e observar que

conseguiram realizar os procedimentos corretamente, isto €, identificam as equagdes e realizam

todo o processo organizadamente, sendo que dois deles realizam a verificacdo. Acertaram o

problema 21 alunos.



Figura 32 - Estratégia alg
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Ja na Figura 33, temos a tentativa de dois alunos, sendo que o primeiro chega a

construir as equagdes, porém, ndo da prosseguimento. O segundo aluno identifica os itens com

as incdgnitas, mas nao déa continuidade; € possivel observar que ele chegou a construir alguma

equacdo, mas apagou, e, como pode ser visto, ndo deu seguimento ao processo de resolugdo.

Figura 33 - Estratégia algébrica (sistema) sem calculos para o Problema 3
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 4: Fui a uma loja e comprei 3 camisetas e uma bermuda, pagando um total de

R$58,00. Caso tivesse comprado 6 camisetas e 3 bermudas, dos mesmos modelos, teria pago

R$129,00. Quanto custa cada camiseta ¢ cada bermuda?
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Neste problema, vinte alunos chegaram ao resultado correto. Os demais alunos
iniciaram o desenvolvimento, porém, ndo deram prosseguimento ou erraram os calculos. Na
Figura 34, podemos verificar o desenvolvimento de um aluno neste exercicio. Observa-se que
ele identifica os itens com as incognitas, constroi as equagdes € monta o sistema, realizando os

calculos de maneira organizada, inclusive a verificacao.

Figura 34 - Estratégia algébrica (sistema) para o Problema 4
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Na Figura 35, nota-se que ambos os alunos identificam os itens com as incognitas,
constroem as equagoes € o sistema, demonstrando entendimento inicial, para a resolucdo de um
sistema. Nao ¢ possivel entender o raciocinio do primeiro aluno, que realiza poucos calculos,
nao finalizando a solu¢do. Ja o segundo aluno faz o agrupamento da primeira informagao; na
segunda, porém, ele complementa com um X, ao invés do y, de modo que encontra o valor de
x, sendo o correto y. No célculo seguinte, mesmo que ndo cometesse o erro de multiplicacao (3
x 13), seu resultado ndo seria correto.

Figura 35 - Estratégia algébrica (sistema) com célculos incorretos para o Problema 4

4)  Fui a uma loja & comprei 3 camisetas e uma bermuda pagando um total de R$58,00. Caso tivesse comprado 6 camisetas e
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.
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Problema 5: Estdvamos pesando pecas A, B e C. Trés pecas A, junto com a peca B, pesaram
13 kg. Seis pecas A e quatro pecas B juntas pesaram 34 Kg. Finalmente, uma pe¢a A mais uma
peca B e mais duas pegas C pesaram juntas 17 kg. Quanto pesa cada pega?

Este exercicio apresentava trés informagdes, isto é, o sistema teria trés equagdes. Os
alunos questionaram o professor se poderiam “chamar” as pegas pelas proprias letras A, B e C,
o que foi confirmado pelo professor que ainda reforgou a ideia de que facilitaria o entendimento
e aresolucao do exercicio. Alguns alunos se “assustaram” quando viram uma quantidade maior
de informagdes — o que foi rechagado pelo professor — e foram, entdo, orientados a ler os
enunciados dos problemas quantas vezes fossem necessarias, e que deveriam ir “tirando” as
informagdes por etapas. O professor disse que havia uma equagdo até o primeiro ponto final;
outra equacdo até o segundo ponto, e assim por diante. Quinze alunos acertaram o problema,
outros acertaram parcialmente ou ndo realizaram calculos corretos. Na Figura 36, ¢ possivel
verificar que o aluno utiliza as proprias letras dos “nomes” das pegas, monta o sistema com as
trés equacgoes, realiza o agrupamento e, por fim, desenvolve corretamente os célculos. Nota-se
que o aluno demonstra falta de atencdo na leitura da pergunta final do problema, ja que se

questiona o peso de cada peca, isto €, ele ndo coloca “kg” na resposta.

Figura 36 - Estratégia algébrica (sistema) para o Problema 5
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Na Figura 37, observa-se que o primeiro aluno trabalhou com as proprias letras A, B

e C. Ele gerou as equagdes de modo correto. No momento de realizar o agrupamento ou a
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substitui¢ao da equacdo I, na II, o aluno, ao invés de colocar “duas vezes”, inseriu “trés vezes”
a equacao I, na I, o que fez com que o calculo ficasse incorreto, ja que o valor correto era de 4
kg. Ja o segundo aluno realizou todo processo acertadamente e de forma muito organizada.
Entretanto, teve um erro ao final, na equagao III, onde, na operacao 17 - 3 - 4, ele considerou
24 como resultado dessa operagdo, ou seja, realizou uma soma, ao invés de subtracio. E
possivel notar que o aluno realiza a verifica¢do da terceira equagdo, assim como das demais,
porém, ele apaga. Isso leva este pesquisador a pensar que ao realizar os calculos da verificagao
e nao chegar ao resultado satisfatério, o aluno apaga; no entanto, ndo retorna aos calculos de z,
ou, mesmo que tenha retornado, ndo consegue identificar onde que foi seu erro, mantendo-os

da forma com que havia feito.

Figura 37 - Estratégia algébrica (sistema) com célculos parcialmente incorretos para o
Problema 5
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Problema 6: Dois grupos de amigos compraram um ingresso para uma festa em que o ingresso
para mulher € mais barato do que o ingresso para homem. No primeiro grupo, havia trés homens
e uma mulher e o total pago foi R$ 45,00. No segundo grupo, havia um homem e trés mulheres

e o valor pago foi R$ 55,00. Qual o preco do ingresso para homem e para mulher?
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Este exercicio, apesar de se diferir dos demais, foi resolvido corretamente por mais
alunos, se comparado ao problema anterior: 18 alunos desenvolveram corretamente os célculos.
Alguns alunos nao se prenderam as letras x e y e utilizaram as iniciais das variaveis, por
exemplo, & e m, para homens e mulheres, respectivamente. Os demais construiram as equagoes,
no entanto, ndo deram prosseguimento nos calculos. Na Figura 38, ¢ possivel verificar o devido
entendimento e desenvolvimento da estratégia por parte de quatro alunos, chegando ao

resultado correto.

Figura 38 - Estratégia algébrica (sistema) para o Problema 6
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Na Figura 39, o primeiro aluno desenvolveu as equagdes, porém, niao deu
prosseguimento nos célculos. J4 o outro aluno, construiu as equagdes, realizou a estratégia da

soma dessas equagdes, contudo, ndo efetuou a divisao de toda equacdo por 4.

Figura 39 - Estratégia algébrica (sistema) sem resolucao correta para o Problema 6
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6] Dols grupos de amigos compraram um ingresso para uma festa em que o ingresso para muii‘-EI-é mais barato do gue o
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.
Problema 7: Num quintal ha galinhas e coelhos, num total de 10 cabecas e 32 pés. Quantos

sdo os coelhos e quantas sdo as galinhas?

Os alunos tiveram dificuldade em iniciar o processo de resolucao deste problema. Uma
aluna perguntou se o “x e ”” seriam os dois animais. Quando o professor respondeu que x e y
poderiam representar as quantidades de galinhas e coelhos, respectivamente, os alunos
comecaram a tentar gerar as equagoes; alguns usam as iniciais dos animais, isto ¢, G e C. Foi
possivel notar grande interacdo entre os alunos e entre eles e o professor. Um dos alunos
pergunta se seriam duas equagdes, uma para a quantidade de cabecas e outra para a quantidade
de pés; outro, se uma das equagdes seria x +y = 10; finalmente, alguém pergunta se a segunda
equagdo poderia ser 4C + 2G = 32. Ao receberem resposta afirmativa do professor, resolvem
rapidamente o problema. Chegaram ao resultado correto: 18 alunos, como pode ser verificado
na Figura 40, com o desenvolvimento de dois alunos. Os demais identificaram as equagdes, no

entanto, nao deram prosseguimento nos calculos.

Figura 40 - Estratégia algébrica (sistema) para o Problema 7
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

A Tabela 1 mostra os acertos e erros nos problemas constantes da sequéncia didatica
e que foram resolvidos pelos alunos.

De uma forma geral, os dados constantes na tabela demonstram a evolugao dos alunos
a cada atividade realizada, isto €, pode-se associar aos resultados: o planejamento, a conducao,

o envolvimento dos alunos e, especialmente, a potencialidade do material.

Tabela 1 - Distribuicdo dos alunos por acertos e erros nos problemas

Atividade Problema Acertaram Erraram/em Total
branco
1* Atividade Problema 1 17 6 23
Desafio I de Problemas Problema 2 10 13 23
Problema 3 5 18 23
Problema 4 3 20 23
3* Atividade Problema 5 16 4 20
Desafio II de Problemas e  Problema 6 15 5 20
estratégia aritmética Problema 7 12 8 20
Problema 8 10 10 20
Problema 5 20 4 24
5* Atividade Problema 6 19 5 24
Desafio II de Problemas e Sistema Problema 7 19 5 24
Problema & 14 10 24
Problema 3 21 3 24
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6" Atividade — 2? Etapa - Problema 4 20 4 24
Desafio III de Problemas sem  Problema 5 15 9 24
imagens Problema 6 18 6 24

Problema 7 18 6 24

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Da primeira atividade para a terceira, que tratavam de célculos aritméticos, € nitida a
queda na quantidade dos erros, o que leva a entender que os novos conhecimentos foram bem
assimilados pelos alunos, ja que na segunda atividade o professor apresentou aos alunos a
estratégia do agrupamento.

Na quarta atividade, o professor apresenta, pela primeira vez, os Sistemas de Equagdes,
associados a estratégia do agrupamento, o que pode ser entendido como uma intervengao
razoavelmente bem-sucedida, ja que a quantidade de erros na quinta atividade foi cerca de 20%
nos Problemas 5, 6 ¢ 7. O Problema 8, que teve 58% de acerto, necessitava de uma estratégia
inicial, diferente dos demais, o que parece nao ter sido bem compreendida por uma parte dos
alunos. De toda forma, o resultado foi considerado satisfatorio.

Ja na atividade seis, em que os problemas se apresentavam sem imagens, ¢ possivel
verificar que os alunos se sairam bem, demonstrando, mais uma vez, a aquisi¢cao € compreensao
dos novos conhecimentos, ja que empregaram os procedimentos de forma satisfatoria.
Considerando os cinco problemas, verificaram-se 77% de acerto, variando um pouco para
baixo, ou para cima, de acordo com cada problema. O Problema 5, em que se nota um percentual
menor de acerto (62,5%), possuia trés informacgoes, o que levou um ntimero maior de alunos a

se confundir com os célculos e, consequentemente, foram levados ao erro.

6.2 Analises

6.2.1 Analise da potencialidade significativa do material

Conforme mencionado, a potencialidade significativa do material de aprendizagem
que nesta pesquisa esta sob a forma de uma sequéncia didatica, serd analisada seguindo os itens:
(1) a estrutura logica de organizagao das atividades; (i1) os conhecimentos prévios evidenciados
na resolucdo de problemas e as relagdes com a estratégia aprendida; e (iii) a atividade docente

na aprendizagem de procedimentos.
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6.2.1.1 A estrutura légica de organizacao das atividades

Uma das condi¢des indicadas por Ausubel (2003) para que ocorra a aprendizagem
significativa ¢ o material a ser trabalhado: para ser potencialmente significativo, deve possuir
uma estrutura légica de organizacdo das atividades, as quais devem ter objetivos interligados,
e ndo apenas sobrepostos. No planejamento do material de aprendizagem, ¢ necessario analisar
quais aspectos da estrutura cognitiva dos aprendizes sdo mais relevantes para relacionar com o
novo conceito ou procedimento e até que ponto hé clareza e estabilidade naqueles aspectos.

Uma importante particularidade que se buscou neste trabalho, assim como sugerem
Lins e Gimenez (2001), Blanton e Kaput (2005) e Arcavi (2006), entre outros, ¢ fazer a
articulagdo entre o pensamento algébrico e aritmético. Em linha similar a esses autores, a BNCC
(BRASIL, 2018) indica que, nas diversas areas, deve-se resgatar ¢ ressignificar as
aprendizagens dos anos iniciais do ensino fundamental. A vista disso, optou-se por planejar
problemas com duas informacdes e dois valores desconhecidos na forma pictdrica,
considerando relevante o conhecimento de estratégias aritméticas ja aprendidas pelos alunos
nos anos anteriores. Como entre as estratégias utilizadas poderia ndo haver clareza e
disponibilidade quanto a estratégia de agrupamento (os dados mostram que realmente isso
aconteceu com a maioria dos participantes), essa estratégia foi apresentada pelo professor apds
o diagnostico e foi requerida na sequéncia de atividades.

Considera-se que essa primeira parte do material (primeira, segunda e terceira
atividades) pode ser considerada um organizador avangado; no caso, trata-se de um recurso
instrucional que colaborou para estabelecer uma ligacao entre aquilo que os alunos ja sabiam e
a nova estratégia algébrica que seria aprendida na sequéncia.

Na perspectiva de Ausubel (2003), outro principio a ser atendido por um material
potencialmente ¢ o de levar os alunos a estabelecer semelhancas e diferencas entre as ideias
anteriores e as novas e resolver contradi¢des reais ou aparentes. Levando isso em conta, na
quarta atividade, os mesmos problemas iniciais foram utilizados para o professor apresentar a
estratégia algébrica a partir das estratégias aritméticas de agrupamento, buscando as
semelhangas e diferencas entre os métodos empregados; na quinta atividade, os alunos ainda se
apoiavam nos desenhos, com objetivo de favorecer as relagdes de semelhanca entre as
estratégias aprendidas. Finalmente, a Ultima atividade com problemas sem figuras, visava

reconciliar algumas inconsisténcias reais ou aparentes, a combinar ou integrar ideias
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semelhantes que eram logicamente relacionais umas com as outras € a tornar as relacdes mais
claras e transferiveis.

A Figura 41, a seguir, mostra os objetivos das atividades em uma sequéncia logica.

Figura 41 - Sequéncia logica das atividades

Pensamento aritmético Pensamento algébrico

6% (2* etapa) - Aplicar a estratégia algébrica

1* Aplicar estratégias em problemas sem desenhos
o =
=]
&
21 o
& 2% Entender estratégia 6% (1* Etapa) - Entender a estratégia
= aritmética especifica algébrica em problemas sem desenhos
8 -
]
]
N
s |
é‘ U
o 3% Aplicar a estratégia 5 Aplicar estratégia algébrica
o aritmética especifica 4* Entender a estratégia

algébrica a partir da
ﬂ:{) equiparacio com a | ——

estratégia aritmética

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Duas séries de problemas com desenhos foram trabalhadas no ambito do pensamento
aritmético e depois no pensamento algébrico. Note-se um grau crescente de dificuldade na
primeira série de problemas com imagens: eles continham duas informacdes e duas incognitas;
depois, trés informacdes e trés incognitas e, finalmente, apesar de ter duas informagdes e duas
incognitas, estes Ultimos requeriam a estratégia de somar as equagdes para depois realizar o
agrupamento — o que pode ser considerado um pouco mais dificil para os alunos. Estes niveis
de dificuldade podem ser verificados também na terceira série de problemas sem desenhos,
trabalhadas apenas no dmbito do pensamento algébrico. Na Figura 42 constam as séries de
problemas e os referidos sistemas algébricos com trés cores que, partindo da mais clara para a

mais escura, indicam os niveis de dificuldade.

Figura 42 - Séries de problemas e niveis de dificuldade

Pecblema Probiema 3 ProplemaT
882 gpuy s9; 959 LRI dign 2R%
{ 3x =27 {2x+y=43 2x + 3y =22 {3x+y=26
2x+ 2y =34 4x + 3y =93 2x + 5y =34 x+3y =22

x+4y+3z=41
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Problema 3: coxmhas e pastéis

\

{x+y =13
3x +2y =34

problcma 6: empadas e quibes

{3x+y=19
6x + 3y =45

Problema 7- brigadeiros. bolos e quindins

ec

4+
AT
x +y =15

3x+3y+2z=55
x+2z=17

Problema 8: pudins, rocamboles

W Yo e &
{Zx + y=15
x+2y =12

1-Trés empadinhas custam
R$ 12,00. Sabe-se que 2
empadinhas e 3 coxinhas
custam R$ 29,00. Quanto
custa cada empadinha e
cada coxinha?

2-Comprei 2 canetas e uma
lapiseira por R$ 28,00. Se
tivesse comprado 5 canetas e
duas lapiseiras  (iguais as
anteriores) teria pago R$64,00.
Quanto custa cada uma?

3-Quatro livros custam R$48,00. Sabe-
se que 3 desses mesmos livros e 2
revistas em  quadrinhos  custam
R$50,00. Quanto custa cada livro e
cada revista em quadrinho?

4-Fui a uma loja e comprei 3
camisetas e uma bermuda
pagando um total de R$58,00.
Caso tivesse comprado 6
camisetas e 3 bermudas, dos
mesmos modelos, teria pago

{ 3x =12 {2x+y=28
S5x + 2y = 64

2x+ 3y =29

{ 4x =48
3x+ 2y =50

R$129,00. Quanto custa cada
camiseta e cada bermuda?

{ 3x+y =58
6x + 3y =129

5-Estavamos pesando pegas A, B e C. Trés
pegas A, junto com a pega B, pesaram 13 kg.
Seis pegas A e quatro pegas B juntas
pesaram 34 Kg. Finalmente, uma pega A
mais uma peca B e mais duas pegas C
pesaram juntas 17 kg. Quanto pesa cada
pega?

34+B =13
6A + 4B = 34
A+B+2C=17

6-Dois grupos de amigos compraram um
ingresso para uma festa em que o ingresso para
mulher ¢ mais barato do que o ingresso para
homem. No primeiro grupo havia trés homens e
uma mulher e o total pago foi R$ 45,00. No
segundo grupo havia um homem e trés mulheres
e pagou R$ 55,00. Qual o prego do ingresso para
homem e para mulher?

{3H+M =45
H+3M =55

7-Num quintal ha galinhas e coelhos,
num total de 10 cabegas e 32 pés. Quantos
sd0 os coelhos e quantas sdo as galinhas?

{G+C =10
2G +4C =32

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

A organizagdo de varios problemas em niveis de dificuldade procurou atender alguns
principios da aprendizagem significativa de procedimentos. Na aprendizagem de estratégias, o
sujeito deve aprender como, onde e de que forma utilizar as técnicas que domina. Como este
processo envolve tomada de decisdo e o controle da aplica¢do dessas técnicas, planejou-se uma
série de situagdes (com e sem desenhos, com duas ou trés equacdes e incognitas, com letras x,
¥, a, b etc.) que propiciassem aos alunos varias oportunidades para que eles pudessem adaptar
os procedimentos as necessidades especificas de cada problema. A variedade de situagdes —
apesar de manterem certas semelhangas — visava levar os alunos a refletirem sobre os erros e
corrigi-los, ja que, conforme Coll e Valls (1998), a aprendizagem significativa ¢ obtida por
reconstrugdo da propria pratica como produto de uma reflexdo e tomada de consciéncia sobre

o que fazer e como fazer.
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6.2.1.2 Os conhecimentos prévios evidenciados na resolucao de problemas e as relagdes com a

estratégia aprendida

A primeira atividade da sequéncia didatica buscou identificar o conhecimento prévio
dos alunos, ou seja, as estratégias aritméticas de resolucao de problemas ja aprendidas nos anos
anteriores. Assim como sugere Pozo (1998), a resolug¢do de situagdes-problema ¢ uma das
maneiras de se realizar esse diagnostico — que tem, como um dos objetivos, ajudar o professor
a conhecer melhor quais as ideias principais dos alunos a respeito do assunto e assim planejar
o seu trabalho.

Constatou-se, na primeira atividade, que a maior parte dos alunos sabia empreender as
principais etapas do processo de resolucao de um problema, conforme resumidas por Brito
(2011): compreensdo do texto (lembrando que as figuras podem ter colaborado nessa
compreensdo); categorizagdo do problema (as operagdes aritméticas necessarias foram
identificadas); estimativa de solucao (foram utilizadas tentativas, para encontrar os resultados);
planejamento de solugdo (as operacdes foram empregadas na ordem correta, a partir das
informagdes); e monitoramento do procedimento e do resultado (lembrando que a estratégia de
tentativas utilizada requer idas e vindas, durante o processo).

No entanto, a maioria dos alunos ndo utilizou a estratégia de agrupamento e
substitui¢do, considerada ancoradouro para a estratégia algébrica. Na segunda atividade, ¢
possivel verificar, na descri¢do da aplicacdo, que varios alunos participavam ativamente da
apresentacdo do professor, antecipando as ag¢des, sugerindo agrupamentos e substituigdes,
apontando caminhos, dando os valores dos bichinhos etc. Tais comportamentos parecem
demonstrar relagdes entre os conhecimentos anteriores — em que, em tentativas, atribuiam
valores numéricos aos bichinhos e substituiam nas informagdes para validar os resultados — a
esta nova maneira mais organizada de encaminhar a estratégia. O aluno demonstra, entdo, que
mobiliza seus conhecimentos prévios sobre as operacdes bésicas e os utiliza em um
procedimento novo aprendido; o agrupamento realizado na imagem constante nos enunciados
(os alunos circundavam os bichinhos) e a montagem dos algoritmos das operacdes aritméticas
sdo procedimentos que sugerem a ocorréncia de aprendizagem significativa desta estratégia.

Na terceira atividade, outros problemas foram resolvidos pela técnica aprendida, ainda
escopo do pensamento aritmético. O conhecimento dessa estratégia se apresentou com certa
clareza — j& que cerca de 70% dos alunos acertaram os problemas — o que foi considerado como
um aspecto relevante da estrutura cognitiva para servir, em momento posterior, como

ancoradouro para aprendizagem da estratégia algébrica.
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Pode-se identificar, também, a aquisi¢do das técnicas e estratégias apreendidas,
conforme Coll e Valls (1998). Segundo os autores, no ambito da aprendizagem significativa, ¢
esperado do aluno que ele saiba executar com corregdo as agdes, respeitando a ordem e os
passos necessarios, sem cometer erros, seja nas operagdes em particular, seja no conjunto. Pelo
que mostram os dados, a ordem de passos foi seguida e poucos erros foram cometidos nos
agrupamentos, substitui¢des e operagdes efetuadas. Convém notar certa autonomia de alguns
alunos em empregar o procedimento de agrupar os valores e de substitui-los na equagdo
seguindo uma ordem diferente daquela ensinada pelo professor. No Problema 7 (dos doces),
em que havia trés equacdes e trés incognitas, alguns alunos iniciaram o processo de resolugdo
seguindo a ordem de substituir a primeira informagao na segunda; ja outros perceberam que
poderia iniciar com trés agrupamentos, sendo dois deles com dados da primeira, e outro com
dados da terceira informag¢do — diminuindo, assim, o numero de passos (Figura 16).

Segundo os referidos autores, o aluno deve também decidir sobre a adequagdo do
procedimento em um contexto: note-se que o procedimento de somar os valores no Problema 8
foi decidido pela maioria. Os autores indicam também que se espera que os alunos realizem o
procedimento com certo grau de automaticidade, de modo a poder liberar esfor¢o cognitivo
para monitorar suas estratégias. Verificou-se esta automaticidade quando parte dos alunos nao
realizava o agrupamento nas imagens, isto ¢, entendia que uma das informacodes “cabia”, uma,
duas ou trés vezes em outra informacao e, para agilizar os primeiros passos, iniciava os calculos.

Duas ideias enraizadas foram mobilizadas para a aprendizagem significativa da ESA:
a estratégia aritmética de calculo por agrupamento e substituicdo (aprendida nas atividades
anteriores) e as técnicas de resolugdo de equacdes do 1° grau (ja aprendidas nas aulas anteriores
a aplicacdo da sequéncia didatica aqui analisada). Aliado a essas ideias, o professor apresentou,
na atividade 4, a estratégia de transformar as informagdes dos problemas em equacgdes e,
consequentemente, em um sistema de equacdes.

Analisando a descricao dos didlogos estabelecidos durante a aula, verifica-se que os
comentarios, as respostas as perguntas do professor, as antecipacdes de procedimentos, as
observancias de erros propositais efetuados pelo professor e até mesmo o vocabuldrio utilizado
— nota-se que, a principio, os alunos utilizavam-se da palavra “cabia” e, posteriormente,
empregavam o “agrupamento’” —, parecem indicar os processos de diferenciagdo progressiva e
de reconciliagdo integradora presentes na aprendizagem significativa. Os alunos pareciam
diferenciar os procedimentos numéricos dos algébricos; em simultdneo, percebiam as
semelhancas e levantavam questionamentos para resolver contradi¢des e reconciliar as

inconsisténcias reais ou aparentes. Na execug¢ao da tarefa (atividade 5), parecem ter reconhecido
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e entendido a semelhanga entre agrupar os salgados/bichinhos e atribuir seu valor numérico e
agrupar os mesmos salgados/bichinhos e atribuir uma equacdo, ja que muitos empregaram
corretamente este procedimento.

A reconciliagdo integradora entre os procedimentos aritméticos e os algébricos pode
ter tornado as ideias mais claras e transferiveis quando os alunos passaram a resolver os
problemas sem imagens da Atividade 6. Mesmo sem o auxilio das figuras para designar as letras
que constituiriam as incognitas e ajudar na percepcdo do agrupamento, varios alunos
conseguiram aplicar a estratégia nova aprendida nesse novo contexto.

Aprender estratégia de maneira significativa implica, de acordo com Coll e Valls
(1998), em reconstruir a propria pratica, requer reflexdo e tomada de consciéncia sobre o que
fazer e como fazer. Considera-se que os alunos tenham adquirido certo controle para aplicar as
técnicas ja conhecidas (como a resolugdo de equacgdes) para adapta-las as necessidades
especificas de cada problema. A leitura e interpretagdo do enunciado dos problemas sem
imagens evidencia a primeira etapa de solucao, sendo a compreensao do texto, amparada pela
habilidade verbal para ler ¢ compreender o problema e entender a natureza matematica do
mesmo, conforme Brito (2011).

Ancorado nas ideias supracitadas, ¢ importante salientar que em alguns problemas os
alunos nao se prendem as incognitas x e y: utilizam as letras A, B e C para representar as pecas
do Problema 5 (Figura 36), as iniciais das palavras “homem” e “mulher” do Problema 6 (Figura
38), o que indica a constru¢do, por parte dos alunos, de certa autonomia, por meio da reflexdo

sobre procedimentos aprendidos.

6.2.1.3 A atividade docente

Conforme Ausubel (2003), a aprendizagem significativa pode se dar por recepcao
verbal, em que os conceitos, procedimentos e principios sao apresentados aos alunos por um
material potencialmente significativo, ou por descoberta, quando ¢ necessario que o aprendiz
descubra os elementos do contetido a ser estudado, apoiado na criacdo de proposicdes que
representam solugdes para os problemas. No presente trabalho, considera-se que a estratégia
adotada foi a de aprendizagem por recep¢do verbal, em que se evidencia a importancia da
atuacdo do professor no processo. Com base em Coll e Valls (1998) — para quem a

aprendizagem de procedimentos se consolide com a pratica —, puderam ser analisadas algumas
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funcdes da atividade docente no contexto ativo de aprendizagem por recepcdo verbal: a
exposicdo; a pratica guiada e, por fim, a pratica autdbnoma ou independente.

A fungao de exposicdo pode ser verificada na introducao de cada atividade cuja
descri¢do do objetivo se inicia com a palavra “entender” (veja Quadro 8, segunda, quarta e sexta
atividade). Na segunda atividade, o professor exp0s a estratégia aritmética que viria a ser usada
para resolver os problemas daquela e da proxima atividade. O professor valeu-se da lousa para
desenhar legendas na forma de figuras de modo a representar as imagens contidas nos
problemas; com o auxilio dessas legendas e utilizando uma linguagem apropriada, expoe a
técnica a ser aprendida, explicando o procedimento a ser empregado e as operagdes envolvidas,
questionando os alunos a respeito do que estavam percebendo a cada ag¢do executada e acerca
das acdes futuras. Nota-se que, apds resolver os dois primeiros problemas com a estratégia
aritmética de agrupamentos, o professor inicia o terceiro problema expondo a diferenca deste
em relagdo aos primeiros (ja que havia trés informagdes e trés valores desconhecidos), mas ja
¢ antecipado por varios alunos que percebem a possibilidade de realizar um agrupamento na
segunda informagdo a partir da primeira. Isso demonstra a pratica guiada: os alunos executam
algumas agdes de maneira autdbnoma, mas necessitam de orientacdo para os passos seguintes.
Ao término da exposi¢do, o professor solicitou que os alunos replicassem os modelos
aprendidos e incentivou a expressao verbal do raciocinio envolvido na estratégia, o que foi
amplamente atendido.

A exposicao pode ser vista também na quarta atividade, cujo objetivo era levar o aluno
a entender uma estratégia algébrica (sistema) a partir da equiparagdo com a estratégia
aritmética. O professor retoma a sequéncia de agdes pertinentes a estratégia aprendida, compara
as semelhancas (agrupamento, substituicao das figuras) e as diferengas (formagao de equagoes,
substituicdo de expressoes algébricas em vez de valores numéricos) e orienta os procedimentos
a serem empregados. E possivel notar, no decorrer desta ¢ das demais atividades, a pratica
guiada em vdrias situagdes: quando o docente questiona os alunos acerca da quantidade de
informacdes — e consequentemente de equagdes — do problema, quando os faz perceber que nao
seria possivel agrupar os dados antes de somar as equagdes etc. Ainda nessa acao docente, nota-
se que o professor orientou para que realizassem os procedimentos aprendidos, isto €, que
tivessem atengao as informagdes de cada problema e ao que se pedia em cada um deles, fossem
eles com imagens (segunda e quarta atividades) ou sem (sexta atividade) e que resgatassem os
procedimentos na memoria para adequé-los as situacdes propostas com vistas a criagdo de

significados para aquelas agdes.
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Ausubel (2003) considera que a linguagem ¢ um importante facilitador da
aprendizagem significativa por recepcao e pela descoberta. A linguagem adequada do professor
pode ajudar a clarificar os significados e torna-los mais precisos e transferiveis. Nas funcoes de
exposicao e de pratica guiada, houve preocupacao do professor em explicar, sempre com
vocabulério pertinente, a execuc¢do e os elementos da acdo, a ordem a ser seguida e os beneficios
alcangados com a aprendizagem daquela estratégia. Na explicacdo, ndo faltou referéncia aos
possiveis obstaculos (por exemplo, quando o professor faz os alunos perceberem que ndo era
possivel agrupar os valores) e as pistas adequadas para o aluno refletir sobre os procedimentos
empregados (quando repete a escrita da equacdo erroneamente ¢ indaga se estd correta), de
modo a conduzir suas a¢des de maneira independente. Assim, a fun¢do docente para a pratica
auténoma pode ser analisada nas atividades cujos objetivos se iniciam com a palavra “aplicar”
(veja Quadro 8, terceira, quinta e sexta (2.% etapa) atividades. A tarefa de resolver os problemas
proporcionou aos alunos a oportunidade de tracar os caminhos independentemente.

O desempenho na ultima atividade — cerca de 80% de acertos — parece demonstrar
certa autonomia para conduzir e replicar as agdes: os alunos conseguiram adequar a estratégia
aprendida naqueles problemas com representagdes pictoricas aos problemas com enunciados

verbais.

6.2.2 Analise dos aspectos do desenvolvimento do pensamento algébrico a partir de estratégias

aritméticas de resolucdo de problemas

Dimensdes distintas da algebra — conforme anunciadas por Usiskin (1995) — foram
notadas nas atividades da sequéncia: propriedades das operagdes numeéricas puderam ser
generalizadas com escrita algébrica, letras puderam ser vistas como incognitas e operagdes com
monomios e polindmios foram realizadas.

Com relagdo a primeira dimensdo, a Aritmética Generalizada pode ser identificada
quando o aluno generaliza as propriedades das operacdes e descobre padrdes aritméticos. Na
sequéncia didatica apresentada, € possivel identificar a generalizacdo de operacdes aritméticas
na resolucdo de um mesmo problema em momentos diferentes: por exemplo, as operacdes
numéricas do primeiro problema (Figura 43) 27 +3 =9 e 9 + 9 + 9 = 27 puderam ser
generalizadas posteriormente para a escrita algébrica x + x + x =27 => 3x = 27. Nessa situacao,

o aluno teve a oportunidade de se valer de operagdes numéricas na resolu¢do de um problema
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para, depois dos novos conhecimentos, empregar a escrita algébrica para representar os mesmos
procedimentos.

Ainda nessa dimensdo referente a aritmética generalizada, pode-se utilizar algumas
ideias de Blanton e Kaput (2005), quando estes se referem a um inicio de manifestacao do
pensamento algébrico em situacdes aritméticas. Por exemplo, a determinagdo de termos
desconhecidos em uma igualdade pode ser observada ainda no escopo da estratégia aritmética
de tentativas empregada por quase todos os alunos para resolver os problemas da primeira
atividade. Ainda que essa estratégia nao tenha sido utilizada para ser generalizada em uma
estratégia algébrica, fica evidente, com base nos autores, um inicio de pensamento algébrico.
Outra situacao apontada pelos autores refere-se a utilizagdo da igualdade como expressao de
uma relag@o entre quantidades e ndo apenas como resultado de uma operacdo: para empregar
os procedimentos de substitui¢ao de valores (no campo aritmético) e de expressdes (no campo
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algébrico), os alunos devem ter atribuido significado ao sinal de nessa perspectiva.
Evidentemente, parte da generalizacdo aritmética aqui apontada ja havia ocorrido em
aulas anteriores, em que os participantes dessa pesquisa conheciam e resolviam equagdes; no
entanto, o contexto criado, contendo os problemas e a sequéncia de sua apresentagao, pode ter
contribuido para o processo de generalizacdo tdo importante no desenvolvimento do

pensamento algébrico.

Figura 43 - Exemplos de Dimensdo Algebra Generalizada
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Na segunda dimensdo, Algebra de Equacdes, as letras sdo reconhecidas como

incognitas nas equacdes e nos sistemas de equagdes que traduziam os modelos de resolucao dos
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problemas contidos na presente sequéncia didatica. Identificadas as equagdes, e
consequentemente o sistema que representava o problema, a resolugdo prosseguia utilizando-
se os procedimentos aprendidos. Essa dimensao ¢ identificada quando, de forma autonoma, os
alunos resolveram os problemas da quinta e da sexta atividade: além de identificar as incognitas,
representa-las por letras, montar as equagdes e entender e resolver o sistema como um conjunto
de equagdes simultaneas, os alunos relacionavam os valores encontrados com as perguntas do
problema, validando a solugao.

Por fim, a terceira dimensdo — Algebra Estrutural — é notada, nesta pesquisa, quando
surgem as operagdes com mondmios e polindmios. No momento que surgiam esses itens, o
professor recordava essas operagdes e as possiveis simplificagdes — na acao referente a fungao
da pratica guiada — o que facilitou a aprendizagem dos alunos. Essas manipulagdes algébricas
podem ser notadas em todos os problemas da quinta e da sexta atividade; nota-se que grande
parte dos alunos realizou corretamente as operagdes com os mondmios, aplicou a propriedade
distributiva e reduziu os termos semelhantes, o que parece ter contribuido para o
desenvolvimento do pensamento algébrico nessa dimensao.

Na Figura 44, nota-se as dimensdes da Algebra de Equagdes e Estrutural.

Figura 44 - Exemplos das Dlmensoes Algebra de Equagoes e Estrutural
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Quando o aluno identifica as incognitas e o sistema com as duas equagbes, localizamas a dimensBo da Algebra de Equagdes
4 quando o aluna realiza as operagfes com os mondmios e os calculos das equaches que compde o sistemas, notamas a dimensio

Algebra Estrutural,

Fonte: Elaborada pelo pesquisador.

Usiskin (1995) propde, ainda, uma quarta dimensdo — Algebra Funcional — na qual as
letras se apresentam como variaveis, expressando relagdes e funcdes entre grandezas, ou seja,

essa dimensao nao ¢ identificada nas atividades aqui propostas, e por isso ndo foi tratada.
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Quando um aluno formula equagdes e sistemas de equagdes, tem-se um exemplo de
uma atividade geracional e, ao resolver as equagdes, tem-se uma atividade de transformacao,
segundo Kieran (2004; 2007).

A atividade geracional pode ser identificada em todos os problemas da quinta e sexta
atividade da sequéncia didatica. Na quinta atividade, em que os alunos dispunham de
representacdes pictoricas, todos eles nomeavam os elementos dessas representagdes por x € y,
mesmo tendo o professor informado nas primeiras aulas que poderiam utilizar qualquer letra
para designar as incognitas. Ja na sexta atividade, diferentemente da anterior, os problemas nao
tinham imagens, o que poderia ter acarretado maior dificuldade em denominar as incognitas,
pois, exigia leitura e interpretagdo dos enunciados; apesar disso, grande parte dos alunos nao
teve dificuldades e alguns deles ndo se apegaram as letras x e y; utilizaram as iniciais das
palavras, como H e M, para “homem” e “mulher”. Intituladas as incdgnitas, os alunos ndo
demonstraram dificuldade em gerar as equagdes, e, consequentemente, os sistemas de equagdes,
fossem esses formados por duas ou trés incognitas.

A atividade de transformagao pode ser identificada na quinta ¢ na sexta atividade,
quando os alunos realizam os célculos de redugdo de termos semelhantes e a resolucao das
equagdes e os sistemas.

Na figura 45, € possivel verificar as atividades supracitadas, quando o aluno nomeia
as grandezas com as incognitas x € y e produz as equagdes (geracional) e quando o aluno reduz

os termos semelhantes e resolve as equagdes e, em consequéncia, o sistema (transformagao).

Figura 45 - Exemplos das Atividades geracional e de transformagao
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Fonte: Elaborada pelo pesquisador.
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Seja com base nas dimensdes identificadas por Usiskin (1995), seja pelos tipos de acao
apontados por Kieran (2004; 2007), considera-se que as atividades propostas tenham
proporcionado oportunidades para o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos.
Apesar de os estudantes ja terem aprendido equagdes do primeiro grau antes da participagao
dessa pesquisa, eles demonstraram entendimento das agdes referentes a identificar e nomear as
incognitas em problemas com ou sem imagens, a identificar e reduzir termos semelhantes ¢ a
reconhecer, gerar e resolver equagdes ¢ sistemas de equacdes, ja que na quinta e na sexta
atividade tiveram 76% de acertos, mostrando, assim, compreensdo da estratégia de resolugao
aprendida.

Dessa maneira, a analise realizada neste capitulo indica que o objetivo geral das
atividades foi alcancado conforme se pretendia: promover a aprendizagem significativa e

contribuir para o desenvolvimento do pensamento algébrico nos alunos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Inicialmente, precisamos retomar a pergunta introdutéria desta pesquisa: Como uma
sequéncia didatica sobre o contetudo Sistemas de Equacdes, direcionada a alunos do oitavo
ano do ensino fundamental e com base na Resolucio de Problemas, pode contribuir para
a aprendizagem significativa do tema?

Para responder, devemos refletir que, para o desenvolvimento de todo o processo desta
pesquisa, foi necessario um planejamento para a aplicacdo da sequéncia didatica e isso exige
do professor organizacdo, estudo do material e do contetudo a ser trabalhado; requer também
certo conhecimento acerca do comportamento dos alunos.

O trabalho ¢ amparado na teoria de Ausubel (2003), que trata do processo de
aprendizagem significativa e indica duas condigdes: que o material a ser trabalhado seja
potencialmente significativo e que o aprendiz busque relacionar as novas ideias com aquelas
relevantes e presentes em sua estrutura cognitiva. Para a primeira condicao, as atividades desta
pesquisa foram planejadas e organizadas de forma logica, com objetivos interligados, e nao
apenas sobrepostos. Ja para promover a segunda condi¢do, esta pesquisa buscou na aritmética
0 apoio necessario para introduzir a algebra, pois, se entendeu que as estratégias aritméticas
poderiam se constituir em um conhecimento com certa clareza e estabilidade, facilitando, assim,
o entendimento dos alunos no que se refere ao contetido sistemas de equagdes. Esta articulacao
da aritmética com a algebra ¢é sugerida por diversos autores, entre eles, Lins e Gimenez (2001),
Blanton e Kaput (2005), Arcavi (2006) e Van de Walle (2009).

Para citar um pouco das atividades desenvolvidas, ¢ importante mencionar a aplicagdo
desta sequéncia didatica na forma de um estudo piloto em outra escola, da qual este pesquisador
era também professor. A aplicagcdo do piloto foi essencial para €xito final, j& que puderam ser
modificadas uma parte do material e a conducao da aplicagdo. Assim, o material foi amplamente
revisto, sempre com o objetivo de promover o desenvolvimento do pensamento algébrico dos
alunos e facilitar a aprendizagem significativa dos procedimentos empregados.

Apesar de nao ter sido aplicada a metodologia resolucao de problemas, alguns aspectos
tedricos do tema serviram para embasar a organizacdo e os resultados das atividades
apresentadas nessa pesquisa, por exemplo, a relevancia do papel desse professor/pesquisador
no planejamento e organizacdo das atividades pertinentes ao conteudo trabalhado; a
importancia da condugao durante a aplicacdo, sempre envolvendo ativamente os alunos, isto &,

colocando-os como o centro de todo o processo, assim como sugerem Onuchic e Allevato
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(2011). Outra perspectiva teorica relevante e identificada nesta pesquisa ¢ a que se refere as
etapas de resolucao de problemas proposta por Brito (2006), tais como: compreensao do texto;
representacao do problema; categorizacdo do problema; estimativa de solugdo; planejamento
de solu¢do; monitoramento do procedimento; € monitoramento do resultado.

Dessa forma, ndo se pode negar a importancia atribuida aos problemas utilizados ao
longo da sequéncia. Conforme concebido por Echeverria e Pozo (1998), o ensino baseado na
resolucao de problemas pressupde promover nos alunos a utilizagdo do conhecimento prévio e
o dominio de procedimentos adequados ao raciocinio empregado na busca de solu¢do. Mais
que a aplicagdo de conhecimentos, considera-se que os problemas trabalhados ao longo da
sequéncia tenham contribuido para a atribui¢do de significados pelos alunos aos conceitos e
procedimentos relativos aos sistemas de equagoes.

A sequéncia didatica contemplou algumas dimensdes propostas por Usiskin (1995)
para as atividades algébricas, como a Algebra Generalizada — quando os alunos, em uma
atividade, representaram um problema aritmeticamente e, depois, em outra atividade,
representava o mesmo problema em escrita algébrica; a Algebra de Equagdes, quando as letras
foram utilizadas como incognitas nas equagdes e nos sistemas de equagdes, traduzindo, assim,
um modelo para representar uma situagdo-problema ¢ a Algebra Estrutural, quando os
monomios e polindmios foram manipulados para se realizar as transformagdes necessarias nos
procedimentos de resolugdo. Na descricao das producdes dos alunos, foi possivel verificar as
atividades geracionais e transformacionais, expostas por Kieran (2004; 2007). A geracdo ¢
identificada quando os alunos identificam e escrevem as equacdes; as transformagdes sao
observadas ao longo do processo de resolucao das equacdes e dos sistemas.

Todos os trabalhos apresentados na revisao bibliografica desta pesquisa valeram-se da
resolugdo de problemas. Evidencia-se aqui, o trabalho de Branco (2008), que, assim como esta
pesquisa, promoveu a articulagdo entre os conhecimentos aritméticos e algébricos nos
processos de resolucdo e concluiu que esta metodologia contribuiu para que os alunos
atribuissem sentido as situagdes que envolviam as equagdes. A preocupagdao com a criagao de
significados pode ser identificada em outros trabalhos que apresentaram problemas
relacionados a realidade dos alunos (SOUZA, 2009) ou que se valeram de recursos tecnologicos
(SILVA, 2017).

Em todos eles, pode-se verificar a importincia atribuida ao desenvolvimento do
pensamento algébrico, apontando os resultados positivos alcancados pelos alunos, seja na

compreensdo da letra como numero generalizado e como incognita; seja na facilidade de
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resolver problemas, equagdes e sistemas ou mesmo nas mudangas de postura dos alunos, no
aumento da motivacao e da autoconfianga.

Para o desenvolvimento e andlise das atividades desta proposta didatica, foi
fundamental o entendimento das fungdes da pratica docente definidas por Coll e Valls (1998).
Apesar da experiéncia deste professor, identificar as agdes relativas a exposicdo, a pratica
guiada e a pratica autobnoma ou independente colaborou para a seguranga quanto ao trabalho
docente em varias outras situagdes didaticas.

Considera-se que as fungdes supracitadas sao fundamentais no desenvolvimento das
habilidades exigidas no Curriculo Referéncia de MG (MINAS GERAIS, 2019): neste, ha
orientacdes para que, no estudo de sistemas de equagdes de 1° grau, o aluno reconhega e resolva
um sistema de equagdes em situagdes-problema relacionado ao seu contexto proximo.

A sequéncia didatica aqui apresentada foi propositadamente elaborada para atender a
uma turma especifica de alunos, cuja maioria ja dominava as técnicas de resolug¢ao de equagdes
do primeiro grau. Apesar disso, nem todos os alunos conseguiram aplicar a ESA
adequadamente e um dos motivos pode ser o fato de certas estratégias para calculo numérico
ndo fazerem parte do repertorio dos alunos; em outras palavras, a cadeia de agdes no campo
aritmético parecia ndo estar suficientemente automatizada para ser utilizada. Conforme Ausubel
(2003), variaveis da estrutura cognitiva — entre elas, a clareza e a estabilidade — sdo reflexos
daquilo que o aprendiz ja sabe e influenciam a aquisi¢@o e a reten¢cdo do conhecimento.

Ausubel (2003) pondera, ainda como um dos principios de um material potencialmente
significativo, a possibilidade de reformulacdo do material em termos de antecedentes
intelectuais particulares e do vocabuldrio do aprendiz. Assim, a presente sequéncia didatica
pode ser aplicada por outros professores de matematica, desde que seja adequada a sua
realidade, modificando os materiais e acrescentando atividades, por exemplo.

A contribuicdo deste trabalho foi de grande valia para a formacdo deste
professor/pesquisador e, principalmente, para o processo de ensino-aprendizagem dos alunos
envolvidos. Para além do resultado quantitativo, ¢ importante salientar o resultado qualitativo,
que foi o envolvimento dos alunos em todas as atividades, demonstrando interesse e
participagcdo, mesmo nas atividades que eram de exposi¢do do professor. Espera-se que o
produto educacional oriundo deste trabalho sirva como norteador para o desenvolvimento do
pensamento algébrico dos alunos, especificamente na fase introdutoria do conteudo de Sistemas
de Equacdes do 1° Grau, contribuindo, assim, para a pratica em sala de aula. Que seja, também,

caminho para posteriores pesquisas da area da Educagao Matematica.
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APENDICES

APENDICE A: FOLHA 1 - DESAFIO DE PROBLEMAS I

DESAFIO DE PROBLEMAS 1

Em cada um dos problemas, os nimeros indicam precos. Determine o prego de cada bichinho em cada problema.
Problema 1:
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Problema 2:

Resposta:
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Problema 3:
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Problema 4:
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APENDICE B: FOLHA 2 - DESAFIO DE PROBLEMAS I

DESAFIO DE PROBLEMAS I

FOLHA 2

Vamos acompanhar uma forma de resolver os problemas:
Problema 1:
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Resposta:

Problema 2:
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Problema 3:
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APENDICE C: FOLHA 3 — DESAFIO DE PROBLEMAS II

FOLHA 3

DESAFIO DE PROBLEMAS 11

De acordo com o entendimento da atividade anterior. Determine o prego de cada salgado/doce.
Problema 5: coxinhas e pastéis
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34

Resposta:

Problema 6: empadas e quibes
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Resposta:

Problema 7: brigadeiros, bolos e quindins
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Resposta:

Problema 8: pudins, rocamboles
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Resposta:
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APENDICE D: FOLHA 4 - DESAFIO DE PROBLEMAS I E SISTEMA

DESAFIO DE PROBLEMAS I E SISTEMA

Agora vamos resolver os problemas utilizando sistemas de equagdes do primeiro grau.

FOLHA 4

Problema 1:
o
Resposta:
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Resposta:
Problema 3:

W W Gp ap w B4 84 8%
NEAFAE nEnFafnfnf aSafalag

# 9

w 9
@

o
¢ Resposta:

Problema 4:




APENDICE E: FOLHA 5 - DESAFIO DE PROBLEMAS II E SISTEMA

DESAFIO DE PROBLEMAS II E SISTEMA
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FOLHA 5

Utilizando a ideia de sistemas de equacgdes apresentada na atividade anterior. Determine o preco de cada

salgado/doce.
Problema 5: coxinhas e pastéis
\23 .
11
13
34
Resposta:

Problema 6: empadas e quibes

L L L
19
45
Resposta:

Problema 7: brigadeiros, bolos e quindins
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Resposta:

Problema 8: pudins, rocamboles
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Resposta:
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APENDICE F: FOLHA 6 — EXERCICIOS SEM IMAGEM

FOLHA 6

Exercicios
Resolver os seguintes problemas utilizando sistemas:

1-Trés empadinhas custam R$ 12,00. Sabe-se que 2 empadinhas e 3 coxinhas custam R$ 29,00. Quanto
custa cada empadinha e cada coxinha?

2-Comprei 2 canetas e uma lapiseira por R$ 28,00. Se tivesse comprado 5 canetas e duas lapiseiras
(iguais as anteriores) teria pago R$64,00. Quanto custa cada uma?

3-Quatro livros custam R$48,00. Sabe-se que 3 desses mesmos livros e 2 revistas em quadrinhos custam
R$50,00. Quanto custa cada livro e cada revista em quadrinho?

4-Fui a uma loja e comprei 3 camisetas e uma bermuda pagando um total de R$58,00. Caso tivesse
comprado 6 camisetas e 3 bermudas, dos mesmos modelos, teria pago R$129,00. Quanto custa cada
camiseta e cada bermuda?

5-Estavamos pesando pecgas A, B e C. Trés pecas A, junto com a pega B, pesaram 13 kg. Seis pegas A
e quatro pecas B juntas pesaram 34 Kg. Finalmente, uma peca A mais uma peca B e mais duas pegas C
pesaram juntas 17 kg. Quanto pesa cada peca?

6-Dois grupos de amigos compraram um ingresso para uma festa em que o ingresso para mulher ¢ mais
barato do que o ingresso para homem. No primeiro grupo havia trés homens e uma mulher e o total pago
foi R$ 45,00. No segundo grupo havia um homem e trés mulheres e pagou R$ 55,00. Qual o preco do
ingresso para homem e para mulher?

7-Num quintal hé galinhas e coelhos, num total de 10 cabecas e 32 pés. Quantos sdo os coelhos e quantas
sdo as galinhas?
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APRESENTACAO

Caro (a) Professor (a)

Este produto educacional foi elaborado no ambito do Mestrado Profissional de Ensino
de Ciéncias e Matematica da Universidade Federal de Uberlandia, sendo parte da dissertacao
defendida por este pesquisador.

Trata-se de uma proposta didatica na forma de uma sequéncia de atividades
direcionadas a alunos do 8.° ano do ensino fundamental com o tema Sistemas de Equagdes do
1° Grau e visa, especificamente, a aprendizagem de uma estratégia para solucionar os sistemas
— que ¢ diferente dos métodos de substitui¢do, adi¢ao e de comparacao normalmente ensinados
nas aulas de matematica do ensino fundamental. Apresentando varios problemas com figuras,
buscou-se a aprendizagem desta estratégia algébrica a partir de estratégias aritméticas de
resolucdo ja conhecidas pelos alunos.

O trabalho tem fundamentagcdo na teoria da aprendizagem significativa de David
Ausubel e nos tedricos que tratam da resolugdo de problemas nas aulas de matematica e do
desenvolvimento do pensamento algébrico. Um resumo dessas teorias e das indicagdes da Base
Nacional Comum Curricular sera apresentado na primeira se¢ao.

Na segunda secao serd apresentada a estratégia algébrica de resolugdao de sistemas
adotada para este trabalho, aqui chamada de ESA — estratégia algébrica de agrupamento.

A apresentacdo da proposta e sua aplicagdo — feita por este professor/pesquisador em
dois momentos: um estudo piloto em uma escola e uma aplicagdo definitiva em outra — sao
mostradas na terceira se¢do. O estudo piloto foi essencial para o éxito final, ja que puderam ser
modificadas uma parte do material e, também, a conducao da aplicagdo. Assim, o material foi
amplamente revisto, sempre com o objetivo de promover o desenvolvimento do pensamento
algébrico dos alunos e facilitar a aprendizagem significativa dos procedimentos empregados na
estratégia de resolucdo dos sistemas.

Para melhor orientag¢do ao leitor, as atividades desenvolvidas nessa proposta didatica
estdo descritas conforme foram aplicadas nas aulas deste professor/pesquisador, em que
constam: as agdes do professor e a interacdo com os alunos, exemplos dos registros produzidos
pelos estudantes e os resultados obtidos naquela ocasido.

Seguem as consideracdes finais e algumas referéncias utilizadas neste trabalho e, ao

final, as folhas de atividades em anexo.



Espera-se que o presente produto possa trazer contribui¢des para a pratica do professor
de matematica do ensino basico, no que tange ao desenvolvimento do pensamento algébrico,
especificamente na fase introdutéria do objeto do conhecimento: Sistema de Equagdes do 1°
grau. Obviamente as atividades foram planejadas e realizadas para uma turma especifica,
porém, pode ser replicada em sua integralidade e/ou ser adaptada para atender a uma outra

realidade.



1. FUNDAMENTACAO TEORICA E BNCC

Este trabalho se fundamenta na teoria da aprendizagem significativa de David
Ausubel. Para Ausubel (2003), a aprendizagem significativa é o processo que permite que uma
nova ideia, conceito ou procedimento se relacionem com as ideias relevantes ja existentes na
estrutura cognitiva do aprendiz. Essas ideias sdo chamadas de conhecimentos prévios e, neste
trabalho, considerou-se como ideias ja aprendidas as estratégias de resolucao de problemas com
calculos aritméticos.

A resolugdo de problemas nas aulas de matematica tem sido defendida por varios
autores como Brito (2006), Onuchic (2011), Van de Walle (2001) e muitos outros. Entende-se
problema como um processo que, diante da existéncia de uma situacdo sem solugdo aparente,
€ necessario que o individuo busque competéncias para compreender tal problema, apoiando-
se em decisOes pertinentes quanto a aplicagdo de mecanismos para a sua resolu¢do. (MAYER,
1992).

O processo de resolucao de problemas tem varias etapas, desde a compreensao do
texto, a representacdo mental e a categorizacdo do problema até a estimativa de solugdo, o
planejamento das estratégias de solu¢do e o monitoramento do procedimento, seguidos da
resposta e validagdo. Neste trabalho, optou-se por apresentar problemas cujos enunciados eram,
a principio, na forma de desenhos e que foram resolvidos de duas maneiras: utilizando
operagdes (estratégia aritmética) e depois utilizando equagdes que formavam um sistema
(estratégia algébrica).

Vérios autores compreendem que o raciocinio algébrico — este manifestado na
capacidade de interpretar, representar e resolver problemas usando procedimentos algébricos e
de utilizar estes conhecimentos e capacidades na exploragdo ¢ modelagdo de situagdes em
contextos diversos — pode ser desenvolvido em articulagdo com o pensamento aritmético
(KIERAN, 2004; USISKIN, 1995).

A BNCC (BRASIL, 2018) também se refere ao desenvolvimento do pensamento
algébrico, alegando que ele ¢ importante na utilizagdo de modelos matematicos e para
compreender, analisar e representar relagdes quantitativas de grandezas; seu uso também ¢
essencial em situacdes e estruturas matematicas, valendo-se de letras e outros simbolos. Um
dos assuntos a serem trabalhos nos anos finais do ensino fundamental refere-se aos sistemas de

equacdes, tema deste trabalho.



Assim, pressupde-se que a aprendizagem significativa de uma estratégia de resolugdo
de um sistema de equagdes pode estar amparada numa estratégia aritmética ja conhecida pelos
alunos e que a sequéncia de atividades aqui proposta possa contribuir para o desenvolvimento

do pensamento algébrico dos estudantes.



2. A ESTRATEGIA ALGEBRICA DE RESOLUCAO DE SISTEMAS

Conforme consta no Quadro 1 no oitavo ano do ensino fundamental sdo estudados os
sistemas de equagdes de 1° grau com duas incognitas ¢ que admitem uma unica solugdo.
Convém acrescentar que um sistema linear possui obrigatoriamente: uma solu¢do; nenhuma
solugdo; infinitas solugdes. Sdo classificados respectivamente como: Sistema Possivel e
Determinado (SPD); Sistema Impossivel ou Incompativel (SI); Sistema Possivel e

Indeterminado (SPI).

Quadro 1. Objeto de Conhecimento e Habilidades para a Unidade Temética Algebra de acordo com a BNCC

(EFOBMA31IMG) Reconhecer um sistema de dua:

equacoes lineares e utilizi-lo para modelar probl

(EFOBMA3ZMG) Identificar als) solugo (Ges) de

sistema de duas equagdes lineares.

(EFOBMA33MG) Resclver um sistema de equacd

primeiro grau.

Sistema de equagces

polinomiais de 1° grau: (EFOBMADBA) Resolver problemas relacionadas
Algebra resolucao algébrica e seu contexto proximo, que possam ser represent

representa¢ao no plano por sistemas de equacdes de 1° grau com duas

cartesiano incognitas e interpreta-los, utilizando, inclusive, ¢

plano cartesiano como recurso,

(EFOBMAQOBB) Elaborar problemas relacionados :
contexto proximo, que possam ser representado
sistemas de equactes de 1° grau com duas incog
e interpreta-los, utilizande, inclusive, o plano

cartesiano como recurso.

Fonte: Curriculo Referéncia de Minas Gerais (MINAS GERALIS, 2019, p. 720).

Quanto as técnicas de resolucdo, em geral, sdo ensinados os métodos da substituicao,
da adicdo e o da comparagao.

O Quadro 2 exemplifica os procedimentos para cada um dos métodos.



Quadro 2. Métodos de resolugdo de sistemas

. x+y=10
Resolver o sistema {Zx +4y =32
Método de substitui¢do Método da adigdo Método da comparagio
{x+y=10 N { x+y=10 () {x+y=10 €]
2x+4y =32 (1) 2x+4y =32 (I) 2x+4y =32 (1)
Isolando x na equag@o (1) Multiplicando a equagdo (I) por -2 ¢ | Isolando x nas equagdes (1) e (1)
Dx+y=10 &ox=10—-y somando as equagdes temos: Dx+y=10x=10—-y (4)
Substituindo em (71), temos: (ID2x+4y =32
{—Zx—2y=—20 O] 2x=32-4y &
(I D2x + 4y = 32 2x +4y =32 (1D 32 -4y
X = 2 L d

< 2(10—y) +4y = 32

©20-2y+4y =32 2y=120y=6 |x=16-2y(B)

Igual des (4) e (B):
o2y=120y=6 gualando as expressoes (4) e (B)
Substituindo y=6 em (1), temos x + | 10 —y = 16 — 2y &

Substituindo y=6 em (I), temos x + y=10ex+6=10cx=4 —y+2y=16-100y=6

y=106x+6=10cx =4 Logo a solugdo ¢ S= (4, 6) Substituindo y=6 em (I), temos x +

Logo a solucdo € S= (4, 6) y=10ex+6=10cx=4

Logo a solugdo é S= (4, 6)

Fonte: elaborado pelo pesquisador

O método que o presente trabalho sugere ¢ diferente desses e ¢ caracteristico para os
chamados ‘Sistemas Aditivos’, isto é, aqueles sistemas possiveis, determinados e de equagdes'
do primeiro grau em que: (a) os coeficientes sao niimeros naturais e (b) o primeiro membro de
uma das equagdes pode ser inteiramente substituido na outra equagdo de modo que esta, passe
a ter apenas uma incognita.

Um exemplo desse método ¢ mostrado no Quadro 3, em que pode ser vista a

2, ou seja, a expressio 3x + Sy da segunda

manipulagdo algébrica referente aos mondmios
equacao ¢ decomposta de modo a permitir o agrupamento dos termos na forma da expressao (x
+ y) — que serd substituida pelo valor indicado na primeira equacdo. Chamamos esse

procedimento de Estratégia da Substitui¢do por Agrupamento (ESA).

! A maioria dos sistemas constantes na sequéncia didatica é formada por sistemas de duas equagdes, mas ha alguns
com trés equagdes e trés incognitas em que € possivel utilizar o método aqui apresentado.

2 No ensino fundamental é comum os alunos simplificarem expressdes algébricas somando os mondmios, por
exemplo, dada a expressdo 3x+y+x+4y o aluno deve reduzir os termos semelhantes e encontrar 4x+5y.
Dificilmente ¢ solicitado o contrario, ou seja, decompor a 4x+5y em x+3x+2y+3y ou 2x+x+x+y+2y+2y ou
x+x+x+x+y+y+y+y+y etc., nem agrupar alguns termos, como (x+2y)+(3x+y)+2y, por exemplo.



Quadro 3. Resolugao de sistema por ESA
x+y=8 (I)
3x+5y=42 (1)

Resolver o sistema {

() 3x+5y =42 xtx+x+y+ty+ty+y+y=4£2(x+y +x+y +x+y +2y=42
Substituindo x + y pelo valor 8 (conforme indica a primeira equagio), encontra-se o valor da incognita y:
() 8+8+8+2y=42-24+2y=422y=18y=9

Substituindo y = 9 em (), temos x+y =8 —>x+ 9=8 o x =-]

Logo a solugdo ¢ S= (-7, 9)

Fonte: elaborado pelo autor

E importante ponderar que ESA ndo é apresentado como um método mais relevante
ou mais simples que os outros trés mencionados. Na verdade, recomenda-se sua utilizagdo na
etapa de introducdo do contetido Sistema de Equagdes, pois, ele requer procedimentos
algébricos relativos a estratégias aritméticas ja conhecidas, o que pode favorecer a atribuigao

de significados as agdes empregadas pelos alunos.



4. A SEQUENCIA DIDATICA E SUA APLICACAO

A sequéncia didatica® é formada por seis atividades mostradas no Quadro 4.

Quadro 4. Atividades constantes da sequéncia didatica

10

Atividades Descricao Objetivo Duracio
1*: Desafio I de Problemas  Apresentacdo de quatro Aplicar estratégias 50 min

problemas com imagens aritméticas de resolugdo de

para serem  resolvidos problemas.

aritmeticamente.
2% Desafio I de Problemas e Corregdo dos problemas Entender a aplicagdo de uma 90 min
estratégia aritmética anteriores, com orientagdo estratégia aritmética

do professor para a especifica de resolugdo de

estratégia aritmética. problemas.
3% Desafio II de Problemas Apresentagdo de quatro Aplicar a estratégia 40 min
e Estratégia Aritmética. problemas com imagem aritmética da 2a atividade

para serem  resolvidos em problemas similares.

aritmeticamente.
4% Desafio I de Problemas e Orientacdo do professor Entender uma estratégia 100 min
Sistema para que os problemas do algébrica (sistema) a partir

Desafio I sejam resolvidos da equiparagio com a

algebricamente (sistema). estratégia aritmética.
5% Desafio II de Problemas Apresentagdo dos  Aplicar a estratégia 100 min
e Sistema problemas do Desafio II (3* algébrica (sistema) a partir

atividade) = para serem da equiparagdio com a

resolvidos algebricamente estratégia aritmética.

(sistema).
6" Desafio III de Problemas Orientagdo do professor Entender a  estratégia 20 min
sem imagens — 1* Etapa. para que problemas sem algébrica (sistema) para

imagens sejam resolvidos problemas sem imagens

por sistemas.
6" Desafio III de Problemas Apresentagdo de cinco Aplicar a estratégia 80 min
sem imagens — 2° Etapa. problemas sem imagem para algébrica (sistema) para

serem resolvidos problemas sem imagem

algebricamente (sistema).

Fonte: elaborado pelo pesquisador

A maneira de aplicagdo de cada atividade mencionada, o desempenho dos alunos e

alguns exemplos de registros produzidos pelos alunos nas folhas de papel e pelo professor no

quadro serdo descritos a seguir.

1* ATIVIDADE - DESAFIO I DE PROBLEMAS

3Sequéncia didatica é um “conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizagdo de certos
objetivos educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos”
(Zabala, 1998, p. 18).
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A primeira atividade deve ser o momento de instigar os conhecimentos aritméticos dos
alunos, isto ¢, os conhecimentos prévios, conforme sugere Ausubel (2003). Dessa forma, o
professor distribui copias da Folha 1 (Figura 1), contendo quatro problemas e orienta os alunos
para que resolvam livremente, ou seja, que utilizem seus conhecimentos e estratégias proprias,
individualmente; deve informar que eles ndo devem utilizar letras, somente nimeros. Esta ¢
uma atividade para conhecer as habilidades aritméticas dos alunos e os erros devem ser
avaliados nesta perspectiva.

Os problemas, como pode ser verificado, possuem progressivo grau de dificuldade. Na
pesquisa realizada, a estratégia mais utilizada pelos foi a de tentativas, conforme ¢
exemplificado a seguir.

Figura 1. Folha 1 da 1* atividade

FOLHA 1
Wi

I'.II'_ﬁ.I'I.FI'.’.:I DE PROBLEMAS |

Em cada um dos problemas, as ndreros indicary pregos Determine & preca dé cads bechinhe om cada problema

Prablesna 1

stas wu¥¥

& 9
=} L
a0

H

Praftherma 2

Resposial

Pralbema 3

- w r » = 0 R

oAl al kg ed g

T T
T —— -
# 9

TN
P

Prablema 4

BE8F HEE3
x|

B 1

&

RzEposts

Fonte: Adaptada de Nobre et al (2011)
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Problema 1 - Como era de se esperar, grande parte dos alunos chegou aos resultados
corretos, realizando a divisao com a primeira informagao (27 + 3 = 9) e substituindo o resultado
encontrado na segunda informag¢ao. Na Figura 2, é possivel verificar o desenvolvimento de dois

alunos.

Figura 2. Estratégia aritmética para o Problema 1

|
-
|
W
-
M)

Fonte: elaborada pelo pesquisador

Na Figura 3, nota-se o acerto dos calculos aritméticos com a primeira informagao,
porém, o aluno nao realiza o “desconto” do valor do cachorrinho, no total da segunda
informagao. Este ¢ um exemplo de erro, evidentemente outros aconteceram e, em uma nova

aplicacdo, com outra turma, provavelmente diferentes erros ocorrerao.

Figura 3. Estratégia aritmética para o Problema 1

3 22 A
ey gu¥¥ 093 e
mr} ﬂmﬁ WWL‘-‘"’FM ! ‘j I

Fonte: elaborada pelo pesquisador

Problema 2: Este ¢ um problema em que ha um gradativo aumento na dificuldade, ja
que ndo basta apenas uma divisdo para encontrar os resultados. Consideravel parte dos alunos
valeu-se de tentativas, isto €, adotaram por hipotese algum valor e testaram nas informagdes do

problema. A Figura 4 ilustra dois registros de alunos.



Figura 4. Estratégia aritmética por tentativa de dois alunos para o Problema 2
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Fonte: elaborada pelo pesquisador

No Problema 3, prossegue o aumento na dificuldade, j4 que este possui trés
informagdes e trés insetos diferentes. Poucos alunos conseguiram chegar ao resultado correto
Na Figura 6, nota-se estratégias diferentes, sendo que em uma dessas estratégias o aluno ensaia

um agrupamento.

Figura 5. Estratégias aritméticas para o Problema 3: (a) por tentativas e (b) por agrupamento

[a] (VLT TR L ﬁﬁﬁ
e Lisinilibianons Lemsinitimaiis]
Fo
5 o P L G
<
s b G+6 e o= i
= N ;
e = e vk = =1 - - - L 4
tb] LSV 1 Sl \.,.jl J)lﬂ_ﬂ,ﬁ

r—.;"-'rdx rjm;m .ﬂ,,? F; oL wLMg

Fonte: elaborada pelo pesquisador
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Na Figura 7(a), observam-se calculos errados na divisdo e ndo ¢ possivel apontar o

porqué a divisdo por 2. Observa-se falha na manipulacao aritmética, ao obter 101 na divisdo 22

+ 2. Ja em (b), ndo se identifica a estratégia utilizada.

Figura 6. Estratégias aritméticas incorretas e calculos errados para o Problema 3

HAs

M o —— i e | G—

o w AR
. N YO Y b | |

A 2= A

(a)

Fonte: elaborada pelo pesquisador

Problema 4: Os alunos utilizaram rascunhos para realizar estratégia de tentativas e, a

seguir, empreende as operagdes de adigao e multiplicagao, conforme pode ser visto na Figura

8, nesta mesma figura ¢ possivel verificar a utilizacao das equivaléncias de forma errada, ao

fazer, por exemplo: 7+ 5=12+5=17 + 5 =22, quando o correto deveria ser: 7+ 5=12,a

seguir 12+5=17e¢ 17 +2=22.

Figura 7. Estratégias aritméticas de tentativas para o Problema 4

._ 16
B 1! -2
& 1™ <

Fonte: elaborada pelo pesquisador
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Na figura 9 verifica-se exemplo de célculos errados. Pode-se observar que o aluno
realizou a divisdo do valor total de cada informacdo por todos os animais, independente da

espécie. A considerar os calculos matematicos, o aluno nao deu prosseguimento aos mesmos.

Figura 8. Estratégias aritméticas erradas para o Problema 4
Problema 4:

Fonte: elaborada pelo pesquisador

2* ATIVIDADE - DESAFIO I DE PROBLEMAS E ESTRATEGIA ARITMETICA

Nesta atividade o professor distribui copias da Folha 2 contendo os mesmos problemas
da Atividade 1. Ele pode apresentar uma breve analise dos resultados da atividade anterior,
comentando os acertos e erros, mas salienta que o objetivo era verificar os conhecimentos ¢ as
estratégias utilizadas, por cada um dos alunos.

O professor informa, entdo, que ira resolver os mesmos quatro problemas utilizando
uma estratégia que vai envolver agrupamentos.

Convém reforgar a ideia de que em todos os problemas ha sempre duas ou trés
informagdes relativas aos bichinhos e que sempre € solicitado o valor de cada um deles. Ao
final, deve-se fazer a verificacdo, ou seja, os valores encontrados devem ser substituidos para
confirmar e validar a solu¢do. A estratégia de resolu¢do para cada problema ¢ apresentada em

forma resumida na Figura 10, em que constam os problemas 2 e 3 da 2.* Atividade.



Figura 9. Resolugdes dos problemas da atividade 2
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Fonte: elaborada pelo pesquisador

3* ATIVIDADE - DESAFIO II DE PROBLEMAS E ESTRATEGIA ARITMETICA

Na sequéncia das atividades, o professor deve distribuir copias da Folha 3 (Figura
11), contando com quatro problemas com imagens diferentes dos anteriores. Em cada
problema h4 desenhos que se referem a salgados e doces, duas ou trés informacdes e sdo
pedidos os valores desses doces e salgados. Os alunos sdo orientados para que resolvam os
problemas de acordo com o seu entendimento da atividade anterior, realizada pelo professor

na lousa. Este ¢ 0 momento em que os alunos colocam em pratica a estratégia de agrupamento

aprendida.



Figura 10. Folha 3 da 3° atividade
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DESAFIC DE PROBLEMAS I
FOLHA 3

De acordo com o entendimento da atividade anterior. Determine o prego de cada salgado,/doce.

Problema 5: coxinhas e pastéis
by 446

13

34

Resposia:

Problema 6: empadas e guibes

i U g W oEEE

1‘ Ll ol e
LR %)
13
Resposia:
Problema 7- brigadeiros, bolos e quindins
. v .
o as
)
55 17
Resposta:

Problema &: pudins, rocamboles

W @}. i @) @j’
E
Resposta:

Fonte: elaborada pelo pesquisador

Na Figura 12 sdo mostrados exemplos de resolu¢ao dos problemas 5, 6, 7 e 8,
realizados por um aluno, utilizando a estratégia de agrupamento, inclusive, realizando a

verificacao dos resultados — que ¢ a fase da validagao do problema.

Figura 11. Resolugdo dos problemas da folha 3

RS DESAFIO DE PROBLEMAS 11
be atorde com o entendimento da allvidade anterior, Determine o prego de cada salgado/doce
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Fonte: elaborada pelo pesquisador

4* ATIVIDADE - DESAFIO I DE PROBLEMAS E SISTEMA

Nesta atividade o professor trard pela primeira vez a ideia de Sistema de Equagdes
Lineares. Os alunos recebem a Folha 4 que contém os mesmos problemas do Desafio I, isto &,
aqueles utilizados nas duas primeiras atividades para que pudessem aprender uma estratégia
algébrica de resolucao. Com base nos procedimentos aritméticos ja realizados para solucionar
os problemas, agora sao aplicadas as equagoes.

Como pode ser verificado na Figura 13, na pesquisa realizada o professor retoma a
ideia da legenda (lado esquerdo da lousa), para a representacdo das informagdes dos problemas
contidos na folha; para isso, utiliza-se de figuras geométricas conhecidas dos alunos. Para
chegar as equacdes, o professor explica aos alunos que ird se valer de letras. Como forma de
envolver os alunos, o professor instiga os mesmos a verbalizar a representacao das informagdes
de cada problema, utilizando-se das letras previamente acordadas. Este ¢ um momento
importante para o professor recordar as possibilidades de calculos com os monomios, ou seja,
trabalhar a reducdo dos termos iguais.

Na Figura 13, nota-se a exposicdo, na integra, das ideias realizadas pelo professor para

os problemas 2 e 3.



Figura 12. Resolucdo algébrica para os Problemas 2 e 3

Fonte: elaboradalpelo pesquisador

Na Figura 14, é possivel verificar como foram os registros de um aluno em sua folha.

Figura 14. Resolugdo algébrica para os Problemas 1 a 4
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Fonte: elaborada pelo pesquisador

5" ATIVIDADE - DESAFIO II DE PROBLEMAS E SISTEMA
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Nesta atividade, o professor entrega copias da Folha 5, contendo os mesmos quatro
problemas da 3.? atividade.

Os alunos devem ser estimulados a resolver os problemas algebricamente (na forma
de sistemas de equagdes), buscando consolidar os conhecimentos adquiridos nas atividades
anteriores. Para que eles pudessem se orientar, podem ser devolvidas suas folhas da atividade
anterior.

Na pesquisa realizada, o professor circulou pela sala de aula e verificou grande
interacdo entre os alunos que estavam em duplas. Ja& os demais estavam concentrados e
gostavam de mostrar ao professor sempre que concluiam um problema.

Na Figura 15, pode-se observar a resolugdo de um aluno, utilizando-se das
estratégias algébricas, para os problemas 7 e 8. Nota-se que o aluno demonstra entendimento

muito evidente de todo o processo, isto ¢, agrupamento na imagem, geracao das equacdes e do

sistema.

Figura 1513. Estratégia algébrica (sistema)
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Fonte: elaborada pelo pesquisador

6" ATIVIDADE — DESAFIO III1 DE PROBLEMAS SEM IMAGENS -2 ETAPAS
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Esta sexta atividade (Folha 6 — Figura 16), como ¢ a primeira com problemas sem
imagens, pode ser dividida em duas etapas: na primeira, os dois primeiros sdo solucionados na
lousa pelo professor e, na segunda, os demais problemas sao resolvidos pelos alunos, sempre

na forma algébrica, isto €, por sistema de equagoes.

Figura 16. Folha 6 da 6° Atividade

Exercicios

FOLHA B

Resolver os seguintes problemas utilizando sistemas:

1) Trés empadinhas custam RS 12,00. Sabe-se que 2 empadinhas & 3 coxinhas custam RS 29,00. Quanto custa cada
empadinha e cada coxinha?

2) Comprei 2 canetas e uma lapiseira por RS 28,00. Se tivesse comprado 5 canetas e duas lapiseiras (iguais as anteriores) teria
pago R564,00. Quanto custa cada uma?

3) Quatro livros custam RS48,00. Sabe-se que 3 desses mesmos livros & 2 revistas em quadrinhos custam R550,00. Quanto
custa cada livro e cada revista em quadrinho?

4} Fuiauma loja e comprei 3 camisetas e uma bermuda pagando um total de R558,00. Caso tivesse comprado 6 camisetas e 3
bermudas, dos mesmos modelos, teria page R$129,00. Quanto custa cada camiseta e cada bermuda?

5] Estavamos pesando pecas A, B e C. Trés pecas A junto com a pega B pesaram 13 kg. Seis pecas A e quatro pecas B juntas
pesaram 34 Kg. Finalmente, uma peca A mais uma peca B e mais duas pecas C pesaram juntas 17 kg. Quanto pesa cada
peca’

f) Dois grupos de amigos compraram um ingresso para uma festa em que o ingresso para mulher & mais barato do que o
ingresso para homem. No primeiro grupo havia trés homens e uma mulher & o total pago foi RS 45,00. Mo segundo grupo
havia um homem e trés mulheres e pagou RS 55,00, Qual o prego do ingresso para homem e para mulher?

7) MNum quintal ha galinhas e coelhos, num total de 10 cabecas e 32 pés. Quantos sdo os coelhos e quantas sdo as galinhas?

Fonte: elaborada pelo pesquisador

Na pesquisa realizada, o professor solicita a leitura individual, de forma silenciosa; a
seguir escolhe um aluno aleatoriamente e pede que leia o problema em voz alta e, por fim, o
professor realiza uma leitura, pedindo a aten¢do de todos para a construcao das equacdes em
cada um dos problemas. Por exemplo, no problema 1, o professor faz a leitura de cada uma das
informagodes que pode gerar uma equagao - “Trés empadinhas custam R$ 12,00” — questionando

aos alunos como ficaria a equacdo. Dessa forma, busca-se uma ativa participacdo dos alunos,
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mesmo na exposi¢cao do professor.
Como pode ser observado na Figura 17 e, sempre envolvendo os alunos em todo o
processo, o professor desenvolve as equagdes e, consequentemente, os sistemas e suas

resolugdes, realizando a validagao dos resultados.

Figura 17. Resolucao algébrica (sistema) para os problemas 1 e 2 feita na lousa

Fonte: elaborada pelo pesquisador

Na segunda etapa desta atividade, os alunos, j4 com a Folha 6 em maos, ¢ um
momento importante para o professor reforgar a importancia da leitura de cada um dos
problemas, quantas vezes for necessario; a interpretacdo dos dados e do que estava sendo pedido
em cada situacdao. Outro ponto importante foi que, na aplicacdo desta atividade, o professor
enfatizou que os alunos deveriam ir “tirando as informagdes” por etapa, em cada um dos
problemas e, assim, gerando as equagdes e, assim, montando o sistema e resolvé-los. Entende-

se que essas agoes foram relevantes para o resultado final.

Na Figura 18, ¢ possivel observar a resolu¢do de um aluno, para os problemas 4, 5, e
6. Constata-se que, o aluno desenvolve corretamente todo o procedimento das estratégias

apreendidas, mesmo que os problemas ndo possuiam imagens.




23

Figura 18. Resolucdo algébrica (sistema) para folha 6

%) Ful 3 uma loja & compre| 3 camisetas & uma bermuda paganda um total de R$58,00. Caso tivesse comprado 6 eamisetas e
3 bermudas, dos mesmos modelos, teria pago R5129,00. Quanto custa cada camiseta & cada bermuda?

] Vouyrasns
Camezdad . X = R85 0 b3y =199 5 bxe :f:?Q\II
s -y = RO1900 (Brghtonghy=100 — 6r3m =120 Tuip =58
Ix4958 () 52 53 1y=130 6123 150 | 513 =53
' f o1y =199 0x-129-38( ;4.0
6xizy=129/7) - 129186 6% 240340
L;y: “"1 x: 9 6.15t3.13=199
e b 9at+39:179
. X
(X =15] 119129

5] Estavamas pesando pecas A, B e C Trés pucas A junto com & peca B pesaram 13 kg, Seis pegas A e quatro pegas B juntas
pesaram 34 Kg. Finalments, uma peca A mals uma peca B & mals duds pepas C pesatam Juntas 17 kg, Cuanto pesa cada

pegar
Pago b X8 s JEAPRE I:éaﬂ#;jﬂ oW kYrIz =17
I:IJLG I:IJ‘.'H'= 4 I‘g Sxth=13 ij&“‘ Mﬁhi‘gﬁ"i S Z =47
> Bg{sH +1y =54 27475
u;;m;-,z:j@ ;'Ifg fi:igij' ;I_IF_H
' -{3{xl = : JZ=1o
1318y 1% 3 Jg:ﬁi-ﬁﬁ
bkt 34 s 3-8 £ 18
tyrd2 =47 m] . ot 1 .-
i L 38 )

7

7
fe;-
el

6] Dols grupos de amigos corpraram um (ngressa para uma festa em gque o Ingresse para mulher & mais barats do e o
Ingresso para homem, Mo primeiro grupo havia trés homens e uma mulber e o total pago fol RS 45,00 No SegUNdD grupo
havia wm homem & trés malheres ¢ pagau RS 55,00, Cual o preco do ingresso para homem e para mulher?

%H"ﬁm S k1o 00

I.Juc?:% oA =59
fi.wa%lr.“'j“ﬂ} I.li.'l'm ff‘,ﬂf’ I"J‘éy.ilf“} =45 .ﬁgt}g =55
g 25428 =45 345549

J3xey=120" 2X=45-0% 3= 45
|"‘IIHL{|-‘MG =30 C?g
-9s 3 fe
e L’}:fi': 415

Fonte: elaborada pelo pesquisador

Sao mostrados a seguir alguns resultados obtidos com a aplica¢do dessa sequéncia na
ocasido da pesquisa. A Tabela 1 mostra os acertos e erros nos problemas constantes da

sequéncia didatica e que foram resolvidos pelos alunos.




Tabela 1. Distribui¢do dos alunos por acertos e erros nos problemas
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Atividade Problema  Acertaram Erraram/em  Total
branco
1* Atividade Problema 1 17 6 23
Desafio I de Problemas Problema 2 10 13 23
Problema 3 5 18 23
Problema 4 3 20 23
3% Atividade Problema 5 16 4 20
Desafio II de Problemas e Problema 6 15 5 20
estratégia aritmética Problema 7 12 8 20
Problema 8 10 10 20
Problema 5 21 4 24
5% Atividade Problema 6 19 5 24
Desafio II de Problemas e Problema 7 19 5 24
Sistema Problema 8 14 10 24
Problema 3 21 3 24
6 Atividade — 2° Etapa - Problema 4 20 4 24
Desafio III de Problemas sem  Problema 5 15 9 24
imagens Problema 6 18 6 24
Problema 7 18 6 24

Fonte: elaborada pelo pesquisador

De uma forma geral, os dados constantes na tabela demonstram a evolug¢do dos alunos

a cada atividade realizada, isto €, pode-se associar aos resultados, o planejamento, a conducao,

o envolvimento dos alunos e, especialmente, a potencialidade do material.

Da primeira atividade, para a terceira, que tratavam de célculos aritméticos, ¢ nitido a

queda na quantidade dos erros, o que leva a entender que os novos conhecimentos foram bem

assimilados pelos alunos, j& que na segunda atividade, o professor apresentou aos alunos a

estratégia do agrupamento.

Na quarta atividade, o professor apresenta, pela primeira vez, Sistema de Equagdes,

associado a estratégia do agrupamento, o que pode ser entendido como bem-sucedido, ja que a
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quantidade de erros na quinta atividade, foi de aproximadamente 19%, nos problemas 5, 6 e 7.
O problema 8, que teve 58% de acerto, necessitava de uma estratégia inicial, diferente dos
demais, o que ndo foi bem compreendida por uma parte dos alunos. De toda forma, o resultado
nao pode ser tratado como ruim.

J& na atividade seis, onde os problemas se apresentavam sem imagens, ¢ possivel
verificar que os alunos se sairam bem, demonstrando mais uma vez, a aquisicdo € compreensao
dos novos conhecimentos, ja que demonstraram o desenvolvimento dos procedimentos de
forma satisfatoria. Considerando os cinco problemas, verificaram-se 77% de acerto, variando
um pouco para baixo, ou para cima, de acordo com cada problema. O problema 5, onde se nota
um percentual menor de acerto (62,5%), possuia trés informagdes, o que levou um nimero
maior de alunos a se confundir com os célculos e, consequentemente, foram levados ao erro.

Sugere-se que o professor faga uma avaliacao observando os itens aqui analisados para
verificar se ocorreu a aprendizagem da estratégia de agrupamento para resolugdo de sistemas
do primeiro grau.

Evidentemente, essa estratégia ndo se aplica a todos os sistemas. Assim, os métodos
da substituicdo e da adi¢ao devem ser ensinados na sequéncia, conforme o programa adotado

nas escolas.
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5. CONSIDERACOES

Inicialmente, devemos refletir que, para o desenvolvimento de todo o processo desta
pesquisa, foi necessario um planejamento para a aplicagdo da sequéncia didatica e isso exige
do professor uma organizacdo e um estudo do material e do contetido a ser trabalhado; requer
também certo conhecimento acerca do comportamento dos alunos.

O trabalho é amparado na teoria de Ausubel (2003) que nos fala sobre o
desenvolvimento de uma aprendizagem significativa; para isso, o autor indica duas condigdes:
1 — que o material a ser trabalhado seja potencialmente significativo; 2 - que o individuo busque
relacionar as novas ideias com algo presente em sua estrutura cognitiva. Para a primeira
condicdo, as atividades desta pesquisa foram planejadas e organizadas de forma logica, com
objetivos interligados e ndo apenas sobrepostos. Ja para promover a segunda condicdo, esta
pesquisa buscou na aritmética o apoio necessario para introduzir a algebra, pois se entende que
as estratégias aritméticas sdo algo ja formado e conhecido dos alunos, facilitando assim, o
entendimento do sistema de equagdes. Esta articulagdo da aritmética com a algebra, ¢ sugerida
por diversos autores, entre eles, Lins e Gimenez (2001), Blanton e Kaput (2005), Arcavi (2006)
e Walle (2009).

Reflexdes baseadas em Ausubel (2003), Coll e Valls (1998) e Pozo (2008) foram
facilitadoras para estruturar essa sequéncia de atividades, de forma a favorecer a aprendizagem
significativa de procedimentos relativos ao objeto do conhecimento: Sistema de Equacdes do
1° Grau.

Para a aplicagdo desta sequéncia didatica, ¢ importante reforcar a importancia da
aplicagdo Piloto, ja que foi 0 momento de revisdo do material, contribuindo para o resultado.

As atividades aqui expostas pareceram ter contribuido para o desenvolvimento, de
forma significativa, do pensamento algébrico nos alunos, conforme se observou nas dimensdes
anunciadas por Usiskin (1995) e nas atividades geracionais e transformacionais de Kieran
(2004,2007).

Obviamente, a sequéncia didatica aqui apresentada e descrita foi elaborada para
atender a uma turma especifica de alunos, porém, pode ser aplicada por outros professores de
matematica, ficando a cargo de cada um que a utilizar, adequé-la a sua realidade, organizando
o planejamento, recorrendo a outros materiais e acrescentando atividades complementares.

Dessa forma, os leitores desse produto sdo convidados a fazerem uma minuciosa

leitura da dissertacdo que deu origem a esse produto: nela € apresentada essa proposta de ensino,
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assistida de estudos realizados com base em conhecimentos tedricos € em uma revisiao

bibliografica que podem amparar as decisdes do professor no ambiente de sala de aula.
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APENDICE

APENDICE A: Folha 1 — Desafio de Problemas I

DESAFIO DE PROBLEMAS |

Em cada um dos problemas, os nimeros indicam pregos. Determine o preco de cada bichinho em cada problema.
Problema 1:
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Problema 2:

Resposta:
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Resposta:
Problema 3:
W W W W w B4 54 8%
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& &k

Problema 4:

888
o

Resposta:




APENDICE B: Folha 2 — Desafio de Problemas I

DESAFIO DE PROBLEMAS I

Vamos acompanhar uma forma de resolver os problemas:
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FOLHA 2

Problema 1:
f% G9¥¥
o
Resposta:
g 1
¥ 4

Problema 2:
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Resposta:

Problema 3:
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¢ Resposta:

Problema 4:




APENDICE C: Folha 3 — Desafio de Problemas II

DESAFIO DE PROBLEMAS 11

FOLHA 3

De acordo com o entendimento da atividade anterior. Determine o preco de cada salgado/doce.

32

Problema 5: coxinhas e pastéis
TR
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Resposta:

Problema 6: empadas e quibes
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Resposta:

Problema 7: brigadeiros, bolos e quindins
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Resposta:

Problema 8: pudins, rocamboles
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15 12

Resposta:




APENDICE D: Folha 4 — Desafio de Problemas I e Sistema

DESAFIO DE PROBLEMAS I E SISTEMA

Agora vamos resolver os problemas utilizando sistemas de equagdes do primeiro grau.
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FOLHA 4

Problema 1:
o — —
Resposta:
g 1
¥

Problema 2:
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Resposta:

Problema 3:
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Problema 4:
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APENDICE E: Folha 5 — Desafio de Problemas II ¢ Sistema

FOLHA 5

DESAFIO DE PROBLEMAS II E SISTEMA

Utilizando a ideia de sistemas de equagdes apresentada na atividade anterior. Determine o prego de cada

salgado/doce.
Problema 5: coxinhas e pastéis

TR
& &

13

34

Resposta:

Problema 6: empadas e quibes

— @%®
19
45
Resposta:

Problema 7: brigadeiros, bolos e quindins
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Resposta:

Problema 8: pudins, rocamboles
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Resposta:
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APENDICE F: Folha 6 — Exercicios sem Imagem

Exercicios
Resolver os seguintes problemas utilizando sistemas: FOLHA 6

1-Trés empadinhas custam R$ 12,00. Sabe-se que 2 empadinhas e 3 coxinhas custam R$ 29,00. Quanto
custa cada empadinha e cada coxinha?

2-Comprei 2 canetas e uma lapiseira por R$ 28,00. Se tivesse comprado 5 canetas e duas lapiseiras
(iguais as anteriores) teria pago R$64,00. Quanto custa cada uma?

3-Quatro livros custam R$48,00. Sabe-se que 3 desses mesmos livros e 2 revistas em quadrinhos custam
R$50,00. Quanto custa cada livro e cada revista em quadrinho?

4-Fui a uma loja e comprei 3 camisetas e uma bermuda pagando um total de R$58,00. Caso tivesse
comprado 6 camisetas e 3 bermudas, dos mesmos modelos, teria pago R$129,00. Quanto custa cada
camiseta e cada bermuda?

5-Estavamos pesando pecas A, B e C. Trés pecas A junto com a peca B pesaram 13 kg. Seis pecas A e
quatro pecas B juntas pesaram 34 Kg. Finalmente, uma pe¢a A mais uma peca B e mais duas pecas C
pesaram juntas 17 kg. Quanto pesa cada peca?

6-Dois grupos de amigos compraram um ingresso para uma festa em que o ingresso para mulher ¢ mais
barato do que o ingresso para homem. No primeiro grupo havia trés homens e uma mulher e o total pago
foi R$ 45,00. No segundo grupo havia um homem e trés mulheres e pagou R$ 55,00. Qual o prego do
ingresso para homem e para mulher?

7-Num quintal ha galinhas e coelhos, num total de 10 cabecas e 32 pés. Quantos sdo os coelhos e quantas
sdo as galinhas?
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