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RESUMO

Este trabalho tem como finalidade o estudo e a resolucao numérica de problemas estacio-
narios descritos por equagoes diferenciais parciais (EDPs), que podem ser classificadas como
elipticas, parabolicas e hiperbélicas. Tais equagoes modelam diversos fenémenos fisicos de in-
teresse da engenharia sendo que, em especial, problemas fisicos em estado estacionario sao
geralmente descritos por EDPs elipticas.

Assim, o principal objetivo deste trabalho foi resolver EDPs elipticas utilizando métodos de
diferencas finitas (MDF) de segunda ordem para discretizar as equagoes.

Considerando um conjunto de hipoteses, as equacoes de Navier-Stokes foram reduzidas a um
problema estacionario modelado por uma EDP eliptica. Esta equagao foi discretizada via MDF
de segunda ordem em um dominio computacional, resultando em um sistema linear esparso.

Por fim, o conteudo abordado foi ilustrado através de aplicagbes numéricas. A ferramenta
utilizada para resolver o sistema linear resultante foi o método dos gradientes conjugados
(MGC), para estimar o perfil de velocidade e de tensdo de cisalhamento de escoamentos to-
talmente desenvolvidos em tubos com diferentes se¢oes transversais. A implementacao de tal
método foi realizada em linguagem de programacgao C.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais parciais, problemas estacionéarios, métodos de diferen-
¢as finitas, métodos numeéricos iterativos.



ABSTRACT

This work studies the numerical solution of steady-state problems described by partial
differential equations (PDEs), which can be classified as elliptic, parabolic or hyperbolic. These
equations can model several physical phenomena of interest in Engineering, where steady-state
problems often are modelled from elliptic PDEs.

Thus, the main objective of this study was to solve elliptic PDE using a second order finite
difference method (FDM) to discretize this equation.

Considering a serie of assumptions, Navier-Stokes’s equations have been reduced to a steady-
state problem which is modelled by the elliptic PDE. This equation was discretized via second
order FDM on a computational domain, resulting in a sparse linear system.

At last, the content discussed is then illustrated by numerical applications. The tool used
to solve the linear system obtained was the Conjugate Gradient Method (CGM), to estimate
the velocity and shear stress profiles in fully developed flows on pipes of different cross-sections.
Implementation was performed using C language.

Keywords: Partial differential equations, steady-state problems, finite difference methods,
iterative numerical methods.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

As equagoes diferenciais parciais (EDPs) descrevem vérios fenomenos fisicos, de interesse
industrial e nao industrial, que podem ser resolvidas através da aplicacao de algoritmos de
resolugao numérica. Para obter a solucao numérica de uma EDP através dos métodos de
diferencas finitas (MDF), ¢ necessério discretizar as equagoes em um dominio computacional,
para obter pontos onde os célculos serao aplicados.

As EDPs possuem trés classes com caracteristicas diferentes: elipticas, parabdlicas ou hi-
perbolicas [9]. As EDPs elipticas geralmente descrevem problemas em estado de equilibrio, em
que as propriedades fisicas nao se alteram ao longo do tempo. Um exemplo de equacao eliptica
¢ a equagao de Laplace, a seguir

0p?  0¢*  O¢*

2, _
V= Ox? + oy? * 022 0 (1.1)

onde V2 ¢ o operador de Laplace. Outro exemplo de equacao eliptica é a equacao de Poisson.
Considerando uma fun¢do continua em um intervalo [a,b], com derivadas continuas até
a ordem N, e um ponto x pertencente ao intervalo, tém-se o Teorema de Taylor para duas

variaveis, da seguinte forma

0 0
it Ay Bg) = o) £ (o) 5| (o) 5|
- " 1.2
N T 1V N T B T T R i
2l 022, 20 owoy|,, 20 O,

onde Ry é o resto.

Partindo da expansao em série de Taylor e realizando uma série de manipulagoes mate-
méticas convenientes, obtém-se a forma da aproximacao de segunda ordem. Uma forma de
aproximacao de segunda ordem ¢é a formula dos 5 pontos da equacao de Laplace V2f = 0, por

diferencas centrais de segunda ordem, a seguir

>

0a?

a2

i = 2figt ficng | Jige = 2fig+ figa
i Y

(Az)? (Ay)?

+0[(Az?), (Ay?)].  (1.3)

7:7‘7‘

Considera-se a equacao de Laplace discretizada, bidimensional, através da féormula de 5
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INTRODUGAO 2

x
pontos em uma malha regular, com 3 = N e simplificada, como
Yy

fivrj+ fimiy =20+ B%) fig + B*(fijea + fij—1) = 0. (1.4)

Essa aproximagao é comumente utilizada na resolucao da equacao de Poisson.
Essa equacao 1.4 é valida para todos os pontos da malha computacional, resultando em um
sistema linear cujo nimero de equagoes depende do ntimero de pontos discretizados. Na forma

matricial, o sistema linear resultante é descrito por

Ax = b, (1.5)

onde A é a matriz dos coeficientes, x é o vetor da solugao aproximada e b é o vetor de constantes.

Esse sistema linear resultante pode ser resolvido via métodos numéricos. Para as equacgoes
elipticas, a matriz A resultante serd uma matriz esparsa.

Os métodos numéricos diretos, quando aplicados a sistemas grandes ou esparsos, podem
perder consideravelmente a eficiéncia devido & quantidade de operagoes necessarias para chegar
a uma solucao e a propagacao de erros de arredondamento, e nao atingirao a solugao exata do
problema [7].

Ja nos métodos iterativos, a solucao é encontrada com a sucessao de passos de calculo
que convergem para a real solucao do sistema linear. Fornecem bons resultados aproximados
e sao indicados para problemas grandes ou com matrizes mal-condicionadas como as matrizes
esparsas. Assim, para este trabalho, o Método dos Gradientes Conjugados (MGC) seré utilizado
como uma ferramenta de resolugao para o sistema linear obtido pela discretizacao via MDF.

As equagoes de Navier Stokes sao equagoes diferenciais que descrevem o fendémeno do esco-
amento de fluidos, como a equagao da quantidade de movimento, dada por

pD— = Vi — V5 + pg, (1.6)

Dt
U
onde p é a densidade do fluido, ¥ é a velocidade, § a componente gravitacional e DE éa
derivada material de 7.
Sob a hipotese de um escoamento laminar totalmente desenvolvido para um duto, essas
equacoes podem ser simplificadas a equacao de Poisson, uma equacao eliptica, e discretizadas

via MDF', como seré visto no decorrer deste estudo.
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FUNDAMENTAGAO TEORICA 3

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

As equagbes diferenciais parciais modelam diversos fenémenos fisicos de interesse, assim,
torna-se indispensavel entender como as EDPs funcionam.

Para isso, inicialmente é necessario o estudo acerca de suas classificagdes e caracteristicas
matematicas. Estas informacoes serao responsaveis por indicar a categoria a qual o feno-
meno fisico pertence e, desta forma, sabendo-se as caracteristicas do fenémeno fisico, é possivel
descrevé-lo utilizando uma EDP hiperbélica, eliplica ou parabdlica, e, por fim, tracar a melhor

estratégia de resolugao [9].

2.1 CLASSIFICACAO DAS EDPs

Duas caracteristicas matematicas importantes das EDPs sao a linearidade e a ordem. A
ordem refere-se & ordem da maior derivada parcial da equagao, enquanto a linearidade é definida
através dos termos que acompanham as derivadas parciais.

Para entender isso, considera-se a equagao diferencial parcial genérica de 2* ordem, dada
por o 2 o 2 2
ad) + B 3;2;3; * 08¢ aﬁ az

onde A, B, C, D, F, E e G sao coeficientes constantes ou nao.

A

+Fp=G, (2.1)

Se esses coeficientes forem constantes ou fungoes unicamente de x e y, a equacao é uma
equagao diferencial parcial linear. Em contrapartida, se esses termos forem variaveis, a equagao
¢ dita nao linear [9].

Dentro do conjunto das EDPs nao lineares, tém-se, também, equagoes ditas quase lineares
ou semi lineares. As derivadas de maior ordem das EDPs compoem a parte principal da EDP.
Se essa parte principal, em uma equacao nao linear, for linear, entao a EDP é uma equagao
semi linear.

Outro ponto importante para entender o comportamento de uma EDP é sua classificacao
quanto a trés familias distintas: elipticas, paraboélicas ou hiperbélicas. Um conceito importante
para essa classificagao é o conceito de caracteristicas. Este conceito é necessario pois muitas
EDPs podem apresentar comportamento misto, mostrando tanto comportamento eliptico em
um termo, quanto comportamento parabolico em outro, por exemplo.

O processo para obter essa classifica¢cdo pode ser melhor acompanhado em Fortuna [9], e

consiste em encontrar uma curva caracteristica, dentre infinitas, para a equacao em questao.
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Para isso, considera-se a parte principal da equacao genérica (2.1), como a seguir

2 2 2
o¢ +Ba¢ +C 0¢

A
0x? 0xdy 0y?

-G =0.

Considera-se pequenas variagoes com relacao a x e y, da forma

_Op Jp d¢? O¢?
dp = 8xd +8ydy o Sdx +a 5y dy,
_ 09
onde p = B e
oq ,  0q, 0¢ 09>
da = 5,00+ 5,4 = 5% 5.5,
onde 99 E isola-se ig em (2.3) e i em (2.4), obtendo, respectivamente
4= N oz ' Dy e » HESPEEHY

09>  Op  Opdy 09 dy

02 Or ' Oydr Oxzdydz’

(9(;52 (9q dx n @ B Op? dx
Oy?  Odxdy Oy Oxdydy’

dy
Com isso, substitui-se em (2.2) e multiplica-se toda a equagao por —— . , obtendo

dy dy
Al-=2) - B
<dx) (dx) +¢

é determinado ao longo da curva caracteristica. Assim, tém-se

dy dy
Al=Z2Z) - B =
() -5 () +e-o

uma equagao simples de 2° grau de resolucao ja conhecida, que tem por solugao

dy B++B?—4AC
dv 2A ’

9¢* [ drdy | da L dy

0x 0y drdzx O% B de

2
onde

0x 0y

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

Assim, considerando os coeficientes da parte principal da equagao (2.1), A, B e C, pode-se

classificar as EDPs em trés familias: elipticas, paraboélicas e hiperbolicas, da seguinte forma:

- eliptica, se B2 —4AC < 0,
- parabolica, se B2 —4AC =0, ¢
- hiperbolica, se B? —4AC > 0.

Cada uma dessas classificacoes transmite informacao sobre as possiveis solucoes da equacao.
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FUNDAMENTAGAO TEORICA 5

A equacao classificada como eliptica nao possui caracteristicas no plano real, enquanto a equa-
¢ao parabolica apresenta apenas uma caracteristica no plano real, e as equagoes hiperbolicas

possuem duas caracteristicas no plano real.

2.1.1 EQUACOES ELIPTICAS

Equagoes elipticas sao dadas pelo modelo da equacao de Laplace, bidimensional, e possuem
a forma
2 2
Vi = % + %)2 =0, (2.10)
onde V2 é o Laplaciano ou operador de Laplace e x e y sdo coordenadas espaciais. Um exemplo
de equacao eliptica é a equagao de Poisson.

Neste modelo, ¢é possivel notar que a propriedade de interesse independe do tempo. Isto
é, a variavel de estudo nao sofre alteracao com a variacao do tempo. Essa é, necessariamente,
uma caracteristica de problemas estacionarios, também conhecidos por problemas de equilibrio.
Estes problemas de equilibrio, regidos entao por equacoes elipticas, serao objeto de estudo
principal ao longo deste trabalho.

Neste caso, para tratar um problema regido por uma equacao eliptica, é necessario impor
condigoes sobre a fronteira da regiao de estudo. Problemas assim sao chamados Problemas de
Valor de Contorno (PVC)[2]. Nestes problemas, as perturbag¢oes em determinados pontos da
geometria sao propagados de forma radial, resultando em uma influéncia nos demais pontos da
regiao, sendo essa influéncia maior nos pontos préoximos a origem da perturbagao e menor a

medida que distancia-se dessa origem.

2.1.2 EQUACOES PARABOLICAS

Equagoes parabodlicas, por sua vez, possuem um termo dissipativo no modelo, da forma

9 _ 97

onde a ¢é a difusividade térmica do material, sendo um exemplo para este caso a equacgao
transiente de difusao de calor.

Nota-se, neste modelo, o fenémeno da dissipagao de energia, podendo ocorrer através da
dissipacao de calor ou dissipagao viscosa, por exemplo.

Outro exemplo de equagao parabdlica é a equacao de Burgers viscosa, sendo sua versao

unidimensional dada por

v __ o, o
ot~ oz ox2

onde v é a velocidade de transporte e I' é o coeficiente de difusao. No lado direito da equacao

(2.12)

(2.12), nota-se a influéncia do termo difusivo, o segundo termo, em conjunto com o termo

convectivo, primeiro termo, caracterizando o processo como conveccao-difusao.
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FUNDAMENTAGAO TEORICA 6

Nestes problemas, é necessaria a especificacao de uma condicao inicial, sendo chamado,
portanto, de Problema de Valor Inicial (PVI). Este valor inicial é dado a regiao de andlise no
instante de tempo inicial do processo transiente e, nesse caso, as perturbagoes na regiao se

propagam para os instantes de tempo subsequentes.

2.1.3 EQUACOES HIPERBOLICAS

A equagao hiperbdlica, por fim, possui um termo convectivo ou inercial, e é dada pelo

modelo
9 _ 09
ot U@:z:’

onde v é a velocidade do transporte. Este termo convectivo foi observado anteriormente, com-

(2.13)

pondo uma parcela da equagao parabolica (2.12).
Neste modelo, a dissipagao é minima e pode ser desprezada. Geralmente, sao relacionados
a problemas de vibragdo ou convecgao [9]. Um exemplo classico para a EDP hiperbolica ¢ a

equacao da onda de segunda ordem

2 2
00 _ 400 »
gy (2.14)
ot ox
onde c¢ é a velocidade da luz no vacuo.

Outro ponto interessante sobre as equacgoes hiperbdlicas é a permissao de solugoes descon-
tinuas. Isso se deve a auséncia do termo dissipativo na equacao. Com este termo exercendo
influéncia na equagao, como visto anteriormente através da equacao de Burgers viscosa, a equa-

¢ao adquire carater parabdlico.

2.2 CONDICOES AUXILIARES

Como apresentado anteriormente, a resolucao de problemas de equacoes diferenciais parciais
envolve a imposicao de condi¢des ao problema, sejam estas condi¢des de contorno, aplicadas as
fronteiras da geometria, ou condicoes iniciais, aplicadas ao tempo inicial do processo transiente.

Ao conjunto de condigoes, condi¢oes de contorno e condigoes iniciais, da-se o nome de
condicoes auxiliares. Estas condi¢oes auxiliares possibilitam a resolu¢ao do problema e devem
ser especificadas corretamente para que a solugao exista, seja tnica e dependa continuamente
das condigoes impostas.

A seguir é apresentado sobre a condi¢ao inicial e trés condi¢oes de contorno importantes e

comumente utilizadas.

2.2.1 CONDIGAO INICIAL

Os problemas de valor inicial necessitam que seja imposto o valor no instante inicial para
todas as grandezas fisicas, em toda a geometria de estudo, juntamente com as condigoes de

fronteira.
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FUNDAMENTAGAO TEORICA 7

Desta forma, considerando um problema comum de transferéncia de calor, ao se esquentar
uma placa plana a partir de distribui¢oes iniciais diferentes de temperatura, a distribuigao de
temperatura obtida ao longo da placa, para cada passo de tempo, sera diferente entre os dois
casos. Isto é, torna-se possivel obter uma familia de solugoes para o problema, caso nao se
especifique a condic¢ao inicial, mas para obter um tnico resultado esperado ao longo do tempo,

¢ necessaria a indicagao correta desta condicao inicial.

2.2.2 CONDIGOES DE CONTORNO DIRICHLET, NEUMANN E ROBIN

A condigao de contorno do tipo Dirichlet consiste em especificar um valor para ¢ na fronteira
da regiao analisada [9]. Como exemplo de uma condigao de fronteira do tipo Dirichlet, tém-se
a temperatura imposta as paredes de uma placa plana, em um problema de transferéncia de
calor, ou a velocidade imposta igual a zero nas paredes, impermeéveis com caracteristica de
nao deslizamento, de um canal pelo qual passa um escoamento.

Ja a condicao de contorno do tipo Neumann possui a forma

do

o =
ou

99 _

as_g7

ou seja, o gradiente normal ou tangencial é especificado para uma determinada fronteira [9].
Por exemplo, o gradiente de velocidade normal indicado a uma fronteira que representa a saida
livre do escoamento em um canal.

Além disso, caso a func¢ao f = 0 tém-se um caso particular da condigdo de Neumann,
chamado de condi¢ao natural ou homogénea.

Por fim, tém-se a condicao de contorno do tipo Robin, a qual trata-se de uma combinacao

linear das condigoes anteriores 9], como

9¢

“on

+Bo=f
Um exemplo de condicao de contorno do tipo Robin ¢ a radiacao, expressa por
I =eoT", (2.15)

onde [ é a intensidade da radiagao térmica, e é a emissividade do corpo, grandeza adimensional

_w_
m2K4-

Cabe ressaltar, também, que as condi¢oes de contorno podem aparecer e geralmente apa-

com valores entre 0 e 1 e ¢ é a constante de Boltzmann, com valor fixo de 0 = 5,67 x 1078

recem de forma mista, isto é, em forma de combinacao entre os trés tipos apresentados. Para
exemplificar as condi¢oes de contorno apresentadas, olharemos novamente para um problema

comum de transferéncia de calor, como na figura 2.1.
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J_cong  ——>
q_flux —
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—

———
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(a) Geometria do problema (b) Solugao numérica

Figura 2.1: Exemplo de problema de transferéncia de calor com condi¢oes de fronteira de
Neumann.

[fonte: autoral

Para a resolugao deste problema via métodos numéricos é necessario, além de conhecer as
grandezas fisicas do problema, conhecer as condi¢oes de contorno nas paredes da placa.

Na figura 2.1, tém-se uma placa quadrada de dimensao 0.5m, com fluxo imposto s
na parede esquerda, condicao de parede adiabética, sem troca de calor, na parede direita e
CONVeCEao, Geony, Nas paredes superior e inferior.

Neste exemplo é possivel ver as condi¢bes de Neumann impostas as fronteiras da regiao. A
condicao de Neumann ¢ dada pela conveccao e, também, pela imposicao do fluxo de calor gy,
a parede a esquerda e, como um caso especial da condi¢ao de Neumann, a imposi¢ao do fluxo
de calor igual a zero na parede direita adiabéatica.

Por fim, um exemplo com condigoes de contorno combinadas é mostrado na figura 2.2.
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(a) Geometria do problema (b) Solugao numeérica

Figura 2.2: Exemplo de problema de transferéncia de calor com condi¢oes de fronteira
combinadas.

[fonte: autoral

Neste exemplo, a parede superior se manteve como no exemplo anterior, com condigao de
CONVeccao (qony, Mas as paredes esquerda e direita receberam valores de temperatura imposta
de 50°C' e 100°C', respectivamente. A parede inferior, por sua vez, é adiabatica. Neste caso,
tém-se a condicao de Dirichlet aplicada nas paredes laterais, porque, como visto, a temperatura
recebeu diretamente um valor.

Estes exemplos foram formulados e resolvidos com o intuito de exemplificar diferentes con-
digodes de contorno e o resultado grafico que pode ser obtido para a temperatura em estado de
equilibrio.

Partindo da equacao de difusao do calor

0 aT 0 or oT

— (k= |+ k=) +q¢=pc—, 2.16

83:( (93:) ay( 8y> 1P (2.16)
onde p é a massa especifica, ¢ é o calor especifico, k é a condutividade térmica e ¢ é a taxa de
geracao de energia térmica. Para problemas estacionarios, %—f = 0.

Para a resolugao numérica, foram utilizadas as seguintes informagcoes: massa especifica
p = 7900 [kg/m?], calor especifico ¢ = 477 [J/kgK], condutividade térmica k = 15 [W/mK],
coeficiente de transferéncia de calor h = 50 [W/mK]|, T, = 10 [°C], ¢" = 10 [W/m?] e ¢ = 10*
[(W/m?3].

Estes perfis de temperatura e a aplicagao do método sao conhecidos das disciplinas de

transferéncia de calor e calculo numérico, cursadas no curso de engenharia mecatronica.
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2.3 EQUACOES DE DIFERENGAS FINITAS

Para obter a solugao de uma EDP ¢ necessario o processo de discretizagao do dominio de
calculo. Esse processo consiste em escolher um conjunto de pontos nos quais os célculos serao
aplicados. Esse conjunto de pontos pode possuir pontos com espacamento igual entre si ou
pontos com espacamentos diferentes entre si, e recebe o nome de malha. A malha cujos pontos
possuem espacamento Az igual, da-se o nome de malha com pontos uniformemente espagados
ou malha regular. Mas nem sempre a malha regular é aplicada em toda a regiao de interesse.

Em alguns casos cuja geometria de interesse é complexa, utiliza-se a malha de forma mista.
De modo geral, em regioes onde o gradiente sera elevado utiliza-se uma malha mais refinada,
com Az menor, enquanto para regioes com o gradiente menor, uma malha com espagamento
maior se faz suficiente. Esta estratégia é capaz de reduzir os erros referentes ao processo de
expansao das equagoes em série de Taylor, o que sera apresentado a seguir. Entretanto, para
este trabalho serd utilizada a malha com espacamento uniforme por toda a geometria de estudo,

como mostrado na Figura 2.3.

dy

=0 I dx | =4 X

Figura 2.3: Malha com espagamento uniforme a ser utilizada.

[fonte: autoral

2.3.1 EXPANSAO EM SERIE DE TAYLOR

O raciocinio a seguir pode ser acompanhado através das referéncias [9] e [10]. Considerando

f = f(z) uma fungdo continua em um intervalo [a,b|, com derivadas continuas até a ordem N, e

um ponto x pertencente ao intervalo, tém-se o Teorema de Taylor para este ponto, da seguinte
forma

df

[(@) = f(zo) + (Az) &

+ ...+ Ry, (217)

o

(Az)® & f
dz?

(Bt s
21 da3

3!

zo
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onde A x = x - g e Ry é o resto

(BaY i
N!  dxN

Ry =

,C € [a,b].
¢

Considerando uma malha de pontos uniformemente espacados, com espacamento de Ax
entre pontos consecutivos e expandindo a série de Taylor em f(z; + Az) em torno do ponto z;,

obtém-se

df
dx |,

(Az)? d*f
2 da?|,

(Ax)* df

flz; + Ax) = f(x;) + Ax — 3 dad,

+

+ ..+ Ry, (2.18)

Isolando a primeira derivada da equacao (2.18) e dividindo toda a equagao por Az, tém-se

(Az)* d&°f
31 dad|,

U] Serbe oS [ 00 #)
dx Z._ Az 2 da?|,

= RN} , (2.19)

d,

Segundo Fortuna [9], para obter a aproximacao de —f por diferencas finitas pode-se con-
siderar o processo inverso para a obtencao do limite de uma funcao. Entao, considerando o
conceito da derivada de uma funcgao, dado por

af . fle+h) = fx)

dr h ’ (220)

a aproximagao é obtida pelo lado direito da equagao (2.20), sem a aplicac¢ao do limite.

Entao, na equagao (2.19), a primeira derivada é dada pelo termo

flzi + Az) — f(z:)
Ax ’

enquanto o restante da equagao representara o chamado erro local de truncamento (ELT)

(Az) &f|
2 da? |,

(Ax)* d*f
3! da3|,

ELT = [—

- RNl . (2.21)

A equagao (2.21) mostra que esse erro varia com o valor do espagamento Ax e, desta forma,

pode ser reduzido com a reducao desse espacamento.

2.3.2 DIFERENGAS PROGRESSIVAS

A aproximacao de primeira ordem para a primeira derivada de f é de diferencas progressivas

quando o ponto utilizado é f(z; + Ax), ou seja, o ponto adiante de x;, dando forma a equagao

af ferl fz
9l = An O(Ax).

7

(2.22)

Ao olharmos novamente para a (2.19), agora, pode-se ver a aproximagao por diferengas

progressivas, uma vez em que o termo O(Ax), ordem Az, passa a representar o ELT da equagao.
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Nota-se que este termo é de primeira ordem, e, mais a seguir, sera apresentado sobre a influéncia

da ordem na reducao do erro.

2.3.3 DIFERENGAS ATRASADAS

Outra aproximagao de primeira ordem é obtida expandindo em Série de Taylor f(x; — Azx),

em torno do ponto z;, obtendo

of| - fin
or|. Az

)

+O(Ax). (2.23)

Nota-se que a equagao 2.23 é analoga a equagao (2.22), a diferenca é que utiliza o valor da

funcao f avaliada em um ponto anterior ao ponto z;.

2.3.4 DIFERENGAS CENTRAIS

Para obter uma aproximagao de segunda ordem, O(Az?), utiliza-se pontos adiante e anterior

ao ponto x;. Considere a expansao em série de Taylor das seguintes fungoes:

d 2 d2
flzi + Ax) = f(z;) + Az df; ;! 2!) d—;; i+O(Ax3) (2.24)
(§]
d Az)? d?
flr; — Az) = f(z;) — Ax é i + % d—gj; i +O(Az?). (2.25)

Subtraindo a segunda equagao da primeira, elimina-se a segunda derivada de f, obtendo

d
flz; + Ax) — f(z; — Ax) = 2(Ax) Ir + O(Ax?),
e rearranjando a equagao de forma conveniente, segue que
af f2+1 fz
% oAy O(Ax?). (2.26)

Nota-se que, com a equagao (2.26), ocorre a reducao do erro da aproximagao de forma
quadradica, a partir do aumento da ordem de O(Ax) pela redugao do espagamento Az.

Agora deseja-se obter uma aproximacao para derivadas de segunda ordem. Para isso, as
derivadas de segunda ordem, anteriormente eliminadas pela manipulacao das equagoes, devem

ser mantidas. Isso seré feito somando as equagdes (2.24) e (2.25), obtendo

a2
fzs + Ax) + f(z; — Az) = 2(2;) + (Ax)? x—j; + O(Az?),
e, rearranjando de forma conveniente, tém-se
2 . _ . .
OF | Sz 21t oy (a2, (2.27)

ox2| (Ax)?

)
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a aproximacao para derivadas de segunda ordem, com um erro de ordem 2.

Além disso, pode-se obter a aproximacgao para duas dimensoes, isto é, para o incremento
de Ax, na direcao horizontal, i, e para o incremento de Ay, na direcao vertical, j, de forma
simultanea. Estes espacamentos podem ser iguais entre si ou diferentes.

Para isso, supoe-se novamente uma funcao f continua com derivadas parciais continuas até

a ordem N na regiao analisada e parte-se da expansao em série de Taylor para duas varidveis,

dada por
9 9
Flas+ Ay + ) = S(ow) + (30) 5| +an |4
" H 2.2
L2 op| L anGy) o | R or| 229
20 02|, 20 ozdyl, 2 o, "

onde Ry é o resto.
A partir disso, através da manipulacao das equagoes de maneira analoga a feita até aqui e

com a combinacgao de f(x; £ Ax,y; — Ay) e f(z; £ Az,y;+ Ay), obtém-se a equagao procurada

9% f

_ fi+17j+1 - fi+17j—1 - fi—l,j-i-l + fi—l,j—l 9 9
D0y + O[(Ax)*, (Ay)7, (2.29)

4(Az)(Ay)

.3
Mais detalhes sobre o caminho tragado para a obtencao da equagao (2.29) podem ser en-

contrados em [9)].

2.4 DISCRETIZACAO DE DOMINIOS ATRAVES DE MALHAS
COMPUTACIONAIS

Como visto na segao 2.3, a discretizagao do dominio de célculo gera uma malha composta
de pontos, nos quais é possivel realizar os cilculos. Esses pontos sao referenciados a partir do
ponto de anélise, x;, e, portanto, apresentam dependéncia entre si [8|.

Serao apresentadas duas formas no decorrer desta segao, o esténcil de 5 e 9 pontos, e o
desenvolvimento das matrizes de coeficientes para cada uma delas. O raciocinio desta segao
pode ser encontrado com maiores detalhes nas literaturas 8], [9] e [4]. Na Figura 2.4, mostra-se
graficamente essa dependéncia entre os pontos existentes em uma equacgao e a posicao relativa
entre eles.

Considerando um ponto de coordenadas (i, 7), onde ¢ indica sua posi¢ao na linha horizontal
e j sua posicao na linha vertical, é apresentado a seguir a aproximagcao conhecida por férmula

dos 5 pontos da equacao de Laplace V2 f = 0, por diferencas centrais de segunda ordem.

of
0x?

o
0y?

_ Jirg =2+ ficng + Jige1 = 2fi5 + fij—

(Ax)? (Ay)? + O[(Az7), (Ay7)].  (2.30)

1,5 1]

Essa aproximacao é, também, comumente utilizada na resolucao da equacao de Poisson.
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J+1 & J+1 - ® -
(i, j) . (i, j)
j *——o—¢ j >—o—
J-1 L 2 J-1 - ¢ .
i-1 1 P+1 i-1 1 1+1

Figura 2.4: Tlustrac@o do (a) esténcil de 5 pontos e (b) esténcil de 9 pontos.
[fonte: autoral

Conhecendo a forma da matriz dos coeficientes A, podemos olhar para os problemas que
serao foco de estudo, as equacgoes estacionérias. Para isso, considera-se a equagao de Laplace

discretizada, bidimensional, através da formula de 5 pontos em uma malha regular

a_fQ a_fQ s fi+1,j — 2fi,j + fi—l,j + fz',j+1 - 2fi,j + fi,j—l —0
Ox? i\ Iy i.j (Az)? (Ay)?
Simplifica-se a equagao multiplicando por (Ax)? e obtém-se
(Az)? _
Jivrg —2fij+ ficry + W(fi,jﬂ —2fij+ fij-1) =0,
fazendo A—x = [ e organizando os termos de modo conveniente
Y
fivrg + ficrg = 200+ B2) fij + B2 (figer + fij—1) = 0. (2.31)

Considere uma placa de dimensoes conhecidas e com temperaturas mantidas constantes nas
fronteiras, apresentada na Figura 2.5. Considere uma malha regular nas duas diregoes x e v,

com valores de temperatura f; ;, onde 7,7 =0,1,..., 4.
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! 50°C
i=4
100°C fi2,2 100°C
i=0
i=0 i=4 X
50°C

Figura 2.5: Exemplo para formulagao da equagao.

[fonte: autoral

A equagao 2.31 é valida para todos os pontos da malha, nos permitindo escrever um sistema
linear.

Assim, monta-se um sistema matricial Ax = b. A matriz dos coeficientes da equacgao é A,
x & o vetor dos valores das temperaturas f(; ;) no interior da placa e b é o vetor de constantes.
No exemplo, as temperaturas constantes no contorno da regiao caracterizam a condi¢ao de
fronteira de Dirichlet e sao valores armazenados no vetor b, do lado direito da equagao. Assim,

o sistema matricial, para este caso, fica

v L0 20 0 0 0 0] [fu] [—for—B o]
¥y 1 0 B 0 0 0 0] |fu -5 fa0

0 1 ~ 1 0 B2 0 0 0f]|fs1 —fa1 — B*fs0

20 0 v 1 0 B2 0 0 |fie —fo2

0 82 0 1 v 1 0 B2 0| |fon] = 0

0 0 B2 0 1 ~ 0 0 B2 |fs2 —faz2

0 0 0 B 0 0 ~ 1 0f/fis —fos — B*f14

00 0 0 B 0 1 ~ J23 —* f24

00 0 0 0 B 0 1 7] [fsa]l L—fiz—Bfsal

onde v = —2(1 + ?).

Nota-se que ¢ importante a imposi¢ao da condigao de contorno de Dirichlet a regiao de
analise. Com pelo menos uma condicao de contorno desse tipo, informada & fronteira, tém-se
valores conhecidos para o vetor b e o sistema matricial apresenta solugao tnica.

Para este trabalho serd considerada a malha regular para todo o dominio de calculo. Com

isso, tendo Ax = Ay, segue que

A

=%, =
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7= 2L+ 6 = 4,

e a equagao (2.31) torna-se

fiv1; + fic1; —4fi; + fij+1 + fij—1 = 0. (2.32)

Com isso, aplicando os dados conhecidos do exemplo 2.5, o sistema matricial A x = b, pode

ser escrito como

-4 1 0 1 0 0 0 0 O0}/fis —50
1 =4 1 0 1 0 0 0 0] |fu —50
0 1 —4 1 0 1 0 0 0]]fu —150
1 0 0 -4 1 0 1 0 0] |fie —50
0 1 0 1 -4 1 0 1 0| |f2l=]|0

0 0 1 0 1 —4 0 0 1]|]|fe —100
0 0 0 1 0 0 -4 1 01/|fis —50
0o 0 0 0 1 —4 1| |fos —50
0 0 0 0 0 0 1 —4] |fss] [—150]

onde A é uma matriz esparsa, com grande quantidade de zeros.

Outra aproximacao a ser considerada ¢ o Laplaciano de 9 pontos. Essa aproximagao apre-
senta quarta ordem e, portanto, maior precisao nos resultados e maior custo computacional
para a obtencdo deste resultado. E uma aproximacdo que, diferentemente da aproximacio de
5 pontos vista anteriormente, utiliza-se dos pontos com incremento simultaneo nas diregoes 1
e em j, isto ¢, para o ponto de interesse x(; ), pontos da forma x(i11 41y, T(i—1,—j), T(i+1,j-1)
e T(;—1,j+1) sao considerados. Desta forma, totaliza-se 9 pontos com influéncia direta ao ponto
de interesse, apesar de apresentarem pesos distintos sobre o resultado obtido para o ponto. A

aproximacao em questao ¢ dada por

of? af? (Az)? aft of? aft 4
+ + X —| + == + O(Az") =~
x|, Oy* | 12 Oz, xdy|,;  Oy*|;; (Ac)
1 2.33
~ X [Afic1; +4fim; +4 i 4 i+ ficij—1+ ( )

6(Ax)?
+ficij+1 + fivrj-1 + fivr 41 — 20fi 5] =0,

Para atingir estes pontos, retorna-se a segao 2.3.4 e utiliza-se a equagao (2.28), que per-
mite justamente o incremento simultaneo desejado, e a equagao (2.29), também de interesse,

relembrada a seguir

of? _ firrj+1 — Jivrj—1 — ficij + fic1i—1
0xdy i 4(Ax)(Ay)

+O[(Az)*, (Ay)*).
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Expandindo em série de Taylor em torno dos pontos x (i1 ), T(i—1,5), T(i,j+1) € T(ij—1), CON-

siderando Az = Ay e visando a obtencao de uma aproximacao de quarta ordem, pode-se obter

de forma anéloga & vista na se¢ao 2.3.4 para a aproximacao de segunda ordem, as seguintes

equacoes

oft 2fGr1g) T 2f6-15) — 4fug)
— 12 ’ ) ) 2.34
art],, = (A’ (239
4 2 fisiin) + 2oty — 4fiis
af4 _ 12 % f( 7.7+1) + f( 7]4 1) f( 7.7)‘ (235)
Ay i (Ay)

Entao, com as equagoes (2.34) e (2.35) e as demais aproximagoes de segunda ordem vistas,

pode-se obter a equacao (2.33). Retoma-se o exemplo 2.5, para a construgao da forma matricial

Ax = b, a partir da aproximacao por Laplaciano de 9 pontos, a seguir

[—20 4
4 =20
0 4
4 1
1 4
0 1
0 0
0 0

0 0

4 1 0 0 0 0] [fii]

1 4 1 0 0 0| |fou

0O 1 4 0 0 0| |fu
20 4 0 4 1 0| |fio

4 =20 4 1 4 1| |faz| =

0 4 =20 0 1 4| |fso

4 1 0 -20 4 0 ||fis

1 4 1 4 =20 4 | |fos

0 1 4 0 4 —20] |fss

_—4f0,1 —4f10— fo2 — f20— fo,o-
—4f20 = f10— f30
—4f11—4f30 — f20 = fa0 — Ja2
—4fo2 — for — fos
0
—4f12 = fa1 — fa3
—4fo3 —4f1a— foz — foa — fau
—4fou— f1a— f34

__4f4,3 - 4f3,4 - f2,4 - f472 - f4,4_

Anélogo a férmula de 5 pontos, para o mesmo exemplo, os pontos de fronteira com valores

constantes conhecidos compoem o vetor b do lado direito da equacao, e a matriz A apresenta

os coeficientes da equagao de 9 pontos.

Aplicando os dados fornecidos pelo exemplo 2.5, o sistema matricial fica

—20

= R = Tl e Rl T SO o ST

0 4 1 0 0 0 0
4 1 4 1 0 0 0
—-20 O 1 4 0 0 0
0 =20 4 0 4 1 0
1 4 =20 4 1 4 1
4 0 4 =20 O 1 4
0 4 1 0 =20 4 0
0 1 4 1 4 =20 4
0 0 1 4 0 4 =20

fia [ 275
f2a —300
f31 —825
fi2 0

foo| = 0

f32 —600
fi3 —275
f23 —300
| /33 | —825 ]

Nesta forma matricial, nota-se uma matriz A esparsa, semelhante aquela obtida para a

formulagao de 5 pontos.

Outro ponto interessante que pode-se observar é os diferentes pesos exercidos sobre o ponto
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de interesse, pelos demais pontos, para as formulas de 5 pontos e 9 pontos [8]. Para isso,
considere a Figura 2.6, nesta pode-se ver os pesos que cada solugao dos pontos ao redor do

ponto de interesse exerce na solucao deste. Nota-se, também, que a soma de todos estes valores

Sera zero.
1 1 4 1
Jj+1 @ J+1 & r L
1 N ; 4 _20 01, 7) 4
j ——o_—o¢ j r——o—¢
1 1 4 1
j-1 L j-1 & o ®
i-1 i i+1 -1 1 1+1

Figura 2.6: (a) Pesos no esténcil de 5 pontos e (b) pesos na formula de 9 pontos.

[fonte: autoral

A precisao da formula utilizada pode ser observada pela ordem da aproximacgao obtida. O
esténcil de 5 pontos fornece uma aproximacao de segunda ordem, enquanto a férmula de 9
pontos fornece uma aproximacao de quarta ordem.

Sabe-se que quanto maior esta ordem, maior é o espacamento da malha para se atingir
uma mesma precisao. Isto é, para aumentar a precisao pode-se aumentar o nimero de pontos
em uma malha ou aumentar a ordem da aproximacao utilizada. Entretanto, ao aumentar-se a
ordem de uma aproximacao, o custo computacional para gerar os resultados aumenta bastante,
muitas vezes tornando inviavel a escolha de uma ordem muito alta.

Ao escolher a aproximagao a ser usada, deve-se levar em consideragao a precisao obtida
através da equacao mas, também, o custo computacional que sera envolvido em todo o processo.

Em muitos casos, nao se faz necessaria a aproximacgao de quarta ordem, visto que essa
corresponde a um alto custo computacional e uma ordem inferior pode ser suficiente para a
resolucao do problema. Mas, quando necessario, utiliza-se um método para aumentar a ordem

da aproximagao obtida com a férmula dos 5 pontos.

2.5 CONSISTENCIA, ESTABILIDADE E CONVERGENCIA

A solug@o de um problema nao sera exata devido a diversos erros quanto & aproximagao
numérica das condicoes, a discretizacao das equacgoes e também quanto aos arredondamentos

contidos em todo o processo de calculo. Um erro importante que surge, visto anteriormente, é
o ELT.
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O ELT indica quao préxima da solugao correta o resultado da simulacao numérica podera
chegar, ou, em outras palavras, o quanto o resultado obtido através da simulagao consegue
representar a solugao real. Assim, o ELT acaba servindo como um indicador da qualidade da
aproximagao das derivadas parciais. Entao, pode-se olhar para o ELT e observar seu compor-
tamento para obter essa informacao.

Este erro aparece com a aproximacgao por diferencas finitas para as derivadas parciais, a
partir da expansao em série de Taylor da funcao de interesse. Além disso, foi visto que o ELT
é reduzido com o refino da malha, isto é, com a reducao do espacamento entre os pontos, Ax.

Com isso, entao, é esperado que através da reducao de Az a parcela do ELT tenda a zero,
sendo, teoricamente, eliminada da equacao. Esse processo recuperaria a aproximacao continua
original da equacao diferencial parcial, partindo da equacao discreta de diferencas finitas. Neste
caso, ¢ dito que a aproximagao de diferengas finitas é consistente com a equacao diferencial
discretizada por ela [9][1].

Em resumo, o conceito de consisténcia acaba por averiguar a qualidade da discretizacao
realizada na equagao diferencial. Caso consistente, a solugao numérica da equagao de diferencgas
finitas representa a solu¢ao da equacao diferencial parcial de interesse. Caso contrario, a solugao
numeérica nao é representativa da solucao desejada.

Outro conceito importante é o conceito de estabilidade de um método numérico. Esse
conceito também é relacionado aos erros presentes em todo o processo de obtencao das equagoes
até a obtencao do resultado final. O método sera considerado estavel quando, a cada resolucao,
fornecer resultados que se aproximam gradualmente da solugao real das equacoes.

Para isso, erros na especificagao das condigoes auxiliares devem ser evitados e erros de
arredondamento devem ser controlados. Os ultimos sao erros inevitaveis e que, caso crescam
descontroladamente, podem acarretar na divergéncia da solucao. Isto é, a cada passo de tempo
serd fornecido um resultado mais distante da solugao real.

A forma de controlar o crescimento desses erros é estabelecer critérios de estabilidade ao
método numeérico utilizado.

Neste ponto é importante falar sobre os problemas transientes. Estes apresentam uma
restricao quanto ao intervalo de tempo, At, que pode ser usado para gerar uma solugao estavel.

Como exemplo, considere a equacao transiente de difusao, dada por

09 _ .0¢*
ot Ox?’

que discretizada com o método de Euler explicito e por diferencas centrais de segunda ordem,

se torna

/Z'vin+1 o Crln B aﬂfln . 21’;71 + /Ivi+1n
At (Ax)?

Para essa equacao de diferencas finitas, o critério de estabilidade é

+ O[(At), (Az?))]. (2.36)

o ] (237
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Com a equagdo (2.37), nota-se que o refino da malha torna necesséaria a redu¢do também
do parametro At, para que o valor do critério de estabilidade nao extrapole o aceitavel para
gerar uma resposta estavel.

Entretanto, nem sempre é possivel determinar o critério de estabilidade como na equacao
anterior e, com isso, realiza-se a experimentacao numérica e a comparagao com equagoes mais
simples que modelam fendmenos similares ao desejado.

Com o critério de estabilidade tao restrito para as metodologias explicitas aplicadas aos
problemas transientes, o método implicito torna-se viavel em alguns casos, para que um At
maior possa ser utilizado sem desencadear um processo instével, com divergéncia no resultado
final [9].

Em contrapartida, os problemas estacionarios, que sao o principal foco deste trabalho, nao
possuem esta restricao quanto ao tempo At, entao os critérios de estabilidade para os problemas
transientes e suas restricoes nao serao tratados a fundo, enquanto a estabilidade relacionada
aos problemas estacionarios sera melhor apresentada na sequéncia.

Por fim, o conceito de convergéncia baseia-se nos dois conceitos anteriores apresentados.
O método numérico sera convergente se a solugao fornecida por este convergir para a solugao
exata da EDP, com o decorrer dos passos de tempo.

Cabe ressaltar que, para a solugao numérica se aproximar gradualmente da solugao exata,
necessariamente deve-se ser possivel recuperar a EDP original através da redugao do espaga-
mento Ax e consequente reducao do ELT. Entao, a consisténcia é uma condi¢ao necesséria a
convergéncia [9]. Entretanto, a consisténcia ndo é uma condi¢ao tnica para a convergéncia,
sendo possivel ter um modelo consistente porém nao convergente.

Para determinar a convergéncia, portanto, é necessario olhar também para a estabilidade do
método. De modo geral, segundo o Teorema de Equivaléncia de Lax |9], o método numérico sera
convergente caso seja, necessariamente, consistente e estdvel. Em resumo, a consisténcia em
conjunto com a estabilidade de um método é condi¢ao necessaria e suficiente para a convergéncia

do método.

2.5.1 ESTABILIDADE PARA EQUACOES ELiPTICAS

Como visto brevemente na secao anterior, o conceito de estabilidade pode ser dificil de
determinar [5]. Para os problemas envolvendo equagoes elipticas, pode-se limitar o conceito da

estabilidade a relacao

A'E" = -1, (2.38)

onde A é a matriz dos coeficientes associada ao sistema linear gerado pela discretizagao, h =
AxAy, E é o erro global dado por E = Ugprop —Uegata, 15t0 €, 0 erro global é a solugao aproximada
menos a solugao exata, e, por fim, 7 = FLT.

O termo ||(A")~!|| deve ser limitado na expressio acima e essa restricao ira definir a esta-

bilidade para esse caso.
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Portanto, torna-se necessaria a escolha de uma norma para o calculo deste termo. A norma
escolhida, por sua vez, nao pode gerar inconsisténcias no espago considerado, de dimensao finita.
Assim, a limitac@o da estabilidade se torna associada a escolha da norma utilizada [8][14].

Considerando a norma 2, também denotada por [2, tém-se

(A" 72 = p(A") 7, (2.39)

Aqui, para entender isso, torna-se importante olhar para os autovalores da matriz A [3]. Os

autovalores de A tém a forma

Apg = %[(COS(p?Th) — 1) + (cos(gmh) — 1)], (2.40)

onde p,g=1,2,...,m.
Considerando a equagao (2.40), observa-se que os autovalores de A sdo necessariamente
negativos. Entao, o maior valor, mais préoximo a origem, ¢ o autovalor dado por Ay ;.

Para estes indices de p e ¢, tém-se

4
M= ﬁ(cos(wh) —1)

e expandindo cos(h), tém-se

(mh | (zh)

cos(mh) =1 — 5 o
entao
4 2p2
Mi=— 1= 4Oy — 1] = —272 + O(h?)
’ h? 2
E, com isso,

1 1
ANy = ~— <1 2.41
[1(A™) 2 A =2 < (2.41)

assim, o método associado a matriz A é estavel, sendo esta a nossa condi¢cao determinante da
estabilidade.

Além disso, associada aos conceitos de estabilidade, convergéncia e consisténcia, a resolucao
de sistemas lineares também possui como varidvel importante o tempo que se leva a atingir a
convergéncia, devido ao processo computacional envolvido na resolucao do sistema.

Sabendo disso, note o raio espectral de ||A"|], = %, lembrando que o raio espectral ¢ o
maximo dos modulos dos autovalores. Entao, tém-se

h h hy—1 1 8
Ba(A") = (Ao ]|(A") e = 5+ (242

onde ky(A) é o numero de condi¢do na norma [2.

Este namero tende a um - k2(A) — 1 - & medida em que a malha é refinada com a redugao

do valor de h. Este valor é responséavel por informar o quanto uma perturbacao é capaz de
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interferir no resultado final de uma aproximacao.

Quanto menor o nimero de condicao de um problema, diz-se que este é um problema
bem condicionado e uma alteracao nas variaveis independentes do problema nao iréa interferir
fortemente no resultado final. Em contrapartida, um problema com alto niimero de condigao
¢ dito um problema mal condicionado, e uma perturbagao nas variaveis independentes podera
se propagar fortemente e gerar grande alteragao nas varidveis dependentes e no resultado final
[15].
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3. METODOLOGIA

Apoés conhecer as técnicas de discretizagao que podem ser aplicadas para a resolugao de
EDPs, deve-se conhecer as técnicas numéricas. Para resolver o sistema linear originado dessa
discretizacao.

Os sistemas lineares a serem resolvidos possuem a forma

A x =D, (3.1)

onde A é a matriz de coeficientes e b é o vetor das constantes. E x é o vetor das variaveis,
AeR"™ bexeR"

3.1 METODOS DE RESOLUCAO NUMERICA PARA SISTE-
MAS LINEARES

Os métodos podem ser divididos em dois grupos: métodos diretos e métodos iterativos. Os
métodos diretos sao aqueles que obtém uma solugao exata para o problema através de operagoes
realizadas diretamente nas equacoes dos sistemas lineares. Mas apesar de dita exata, o acimulo
dos erros de arredondamento ao decorrer das operagoes, que ocorre na pratica, faz com que
a solucao seja, ainda assim, diferente da solugdo exata [12]. Apesar de existirem formas de
amenizar esse efeito, a propagacao dos erros ao longo das operagoes é inevitavel e pode ser
consideravel dependendo do sistema linear.

J& os métodos iterativos sao esquemas que partem de uma aproximacao inicial x, para
obter-se aproximacgoes X, onde k é a variavel que percorre da iteracao inicial & iteragao na
qual se atinge a convergéncia do método e o resultado final aproximado do sistema linear. A
convergéncia, nesses casos, precisa ser garantida adotando-se algumas condigoes especificas ao
método. Apesar disso, sao métodos eficientes e indicados para a resolucao de sistemas lineares
com matrizes esparsas (com muitos valores iguais a zero)[9]|[11] ou matrizes de banda.

O foco serd mantido nos métodos iterativos para a resolucao dos sistemas lineares esparsos,
nos quais pode-se facilmente resolver um grande sistema com boa economia de armazenamento
de memoria.

Adiante, serao apresentados quatro métodos iterativos comumente encontrados na litera-
tura: Método de Gauss Jacobi (MGJ), Método de Gauss Seidel (MGS), Método de Sobre-
Relaxagao Sucessiva (MSOR) e Método do Gradiente Conjugado (MGC), sendo este o maior
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foco do estudo.

3.1.1 METODO DE GAUSS JACOBI

Para conhecer como o MGJ funciona, primeiramente deve-se conhecer a matriz A dos

coeficientes. Essa matriz pode ser escrita como a soma de trés outras matrizes, na forma

A=L+D+U, (3.2)

onde L é a matriz triangular inferior de A, D é a matriz diagonal e U é a matriz triangular

superior [9], como

ari; Aar2 ... Qaip 0 0 0 ay 0 c. 0 0 Q12 ... Q1n

Gz1 QAg2 ... Q2n a2 1 0 ... 0 0 az9o ... 0 0 0 .. Qon
= . S o R Bl I :

p1 Ap2 ... Qpp Ap1 Qp2 0 0 0 Anon 0 O 0

Assim, o sistema visto anteriormente A x = b torna-se

(L+D+U)x=b
Dx=—-L+U)x+b
x=-D L+ U)x+D'b,

entdo, para um valor inicial x° e k > 0, tem-se

x) = D YL+ U)x® + D 'b. (3.3)

Dessa forma, o processo iterativo para o MGJ possue a forma

) _ 1 ~
z; _@@_Z%%, (3.4)
Jj=1,
J#i
para ¢ = 1,...n. Ao olhar para a equagao (3.4), nota-se que no calculo de cada iteragao

utiliza-se apenas informagoes da iteragao anterior.

3.1.2 MET0ODO DE GAUSS SEIDEL

O Método de Gauss Seidel é semelhante ao MGJ e sua deducgao é analoga e encontrada na

literatura [9][3][7][14]. De forma direta, para um valor inicial x° e k > 0, tem-se

X(k+1) — —(D T L)_IUX(k) + (D + L)*lb. (35)
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E o processo iterativo para o MGS sera da forma

i—1

1 n
k+1 k+1 k
.QTE +):— bi—Zaija:;Jr)— Z (Zl'jl’;) s (36)
Qg — =
j=1 j=i+1
para i = 1,...,n. Observando a equacio (3.6), vé-se que em cada componente de x na iterac¢ao
k + 1 é utilizada informagoes mais recentes obtidas na iteragao atual. Assim, o MGS converge
mais rapido do que o MGJ, desde que as condigbes para se ter convergéncia sejam satisfeitas.
Considere o sistema linear Ax = b possivel e determinado com a;; # 0, para ¢ = 1,2, ..., n.

(i) Se uma matriz for estritamente diagonal dominante, ou seja

;| > a; ; |Vi=1,2,...,n, 3.7
) 7]

j:17

J#i

entao hé garantia de convergéncia para o MGS independente da aproximagao inicial,
(i) se

n

|aii| = Z |ai |, (3.8)

j:17
JF

para quase todo i e existir pelo menos uma linha k£, com 1 < k£ < n, onde

n
el > > lanyl,
j:1’
%k
entao também ha garantia de convergéncia para o MGS independente da aproximagao inicial,

e

(iii) se o método iterativo definido por

x* ) = Bx® 4 g (3.9)

apresentar ||B|| < 1, para alguma norma matricial, ha garantia de convergéncia para o método.

3.1.3 METODO DE SOBRE-RELAXACAO SUCESSIVA

Os métodos iterativos em geral mostram que, com o passar das iteracoes, a diferenca entre
as aproximacoes x*t1) e x(®) diminuem até que seja atingida a convergéncia e obtida a solucéo
adequada. Isso faz com que sejam necesséirias muitas iteragoes para atingir-se a convergéncia
do método, sendo necessaria a resolugao de muitas equagoes ao longo do processo de resolugao,
levando a um maior tempo de processamento.

Esse problema pode ser melhorado através do método apresentado a seguir. O Método SOR
consiste em sobre-relaxar essa diferenca mencionada entre x*+% e x(*) extrapolando o valor
obtido de x**V_ fazendo com que a diferenca nio seja téao reduzida com o passar das iteracoes

(k+1)

[9]]14]. Isso leva a uma convergéncia mais rapida do método pois x se aproximara mais da
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solugao esperada.

k-+1)

Para extrapolar o valor de x{ a cada iteracao, utiliza-se a seguinte equacao

nggé) = ng;fl) + A [ng;l) — x(k)} , (3.10)

onde X(Skgé) é o valor extrapolado pelo MSOR, X(Gk; 2

é o valor pelo Método de Gauss
Seidel, x®) & o valor na iteracdo anterior e A é a constante que sera ajustada, responséavel pela
extrapolacao do resultado obtido por MGS.

Considera-se A um valor entre 0 e 1, pois, para extrapolarmos o resultado, entao A deve ser
maior que zero. Mas, para evitar que o resultado cresca indefinidamente e divirja, restringe-se
A menor do que 1.

A relaxacao do método SOR é definida, usualmente, pelo fator de relaxacao w = 1 + .

Com isso, obtém-se uma nova equacao

XGor = wxgg )+ (1 - w)x®), (3.11)

onde 0 < w < 2. Quando w = 1, tém-se o mesmo resultado obtido por MGS, quando 0 < w < 1,
diz-se que o sistema esté sub-relaxado e, quando 1 < w < 2 o sistema esta propriamente sobre-

relaxado e os valores calculados sao extrapolados [9].

3.1.4 METODO DO GRADIENTE CONJUGADO

O Método do Gradiente Conjugado ¢é o ultimo método abordado aqui e também o método
de maior foco deste trabalho. Para compreendé-lo e entender o porqué de ser o método de
mais rapida convergéncia e melhor resolugao para sistemas lineares esparsos, deve-se primeiro
entender em que consiste o Método dos Gradientes (MG) e o que s@o diregoes conjugadas.

O Método dos Gradientes é aplicavel apenas quando a matriz dos coeficientes A é simétrica
definida positiva [13][7]. Uma matriz simétrica obedece a relagio A* = A ou seja, os elementos
da matriz respeitam a igualdade dos elementos a; ; = a;;, para todos os indices i e j.

Além disso, a matriz é dada como definida positiva quando todas as matrizes em A, a partir
de seu primeiro elemento, possuirem determinante positivo. Isto é, é necessario que:

- o canto superior esquerdo 1x1 de A possua determinante positivo,

- 0 canto superior esquerdo 2x2 de A possua determinante positivo,

- a propria matriz A possua determinante positivo.

Cumpridos esses requisitos, o método pode ser utilizado.

Considerando o sistema linear ja mencionado anteriormente A x = b, em que x é a solugao
almejada, toma-se x*), onde k = 0, como a aproximacéo inicial da solucao do problema. Assim
como os demais métodos vistos até aqui, o MG trabalhara com diversas iteragoes (k) até que
esse vetor x¥) se aproxime gradualmente da solucéo.

Com este raciocinio, é possivel visualizar que entre o resultado fornecido pela iteracao atual

e o resultado da iteracao anterior, existird um residuo. A ideia principal é que este residuo
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reduza gradualmente a cada iteracao, até atingir-se a convergéncia.

Considere o residuo dado por

r® =b — Ax®), (3.12)

o qual quer-se reduzir até o critério de parada, no qual possa ser considerado nulo.
Para a correcio do residuo, toma-se uma determinada direcdo d e corrige-se x*) nesta
direcao, de forma que

—

x*HD) = x®) 4 qd, (3.13)

e, portanto, r*t1) = b — Ax*k+D < p(k)

Assim, o residuo reduz-se a cada iteracao convergindo para zero e a sequéncia x*) converge
para a solucao do sistema.

Para entender melhor a tomada de dire¢ao e a reducao gradual deste residuo, considera-se
a funcdo f(x) originaria do sistema Ax = b.

Sabe-se que o ponto de minimo de f(x) é a solugao do sistema, pois este ponto é um ponto

critico, onde

f(x)=Vfx) =0
Vf(x)=Ax—b=Ax=Db

Desta forma, este ponto é tal que Ax = b. Além disso, sabe-se que o ponto é minimo se A
for uma matriz positiva definida.

Como dito anteriormente, para a possivel aplicacao do método, A é uma matriz positiva
definida e, portanto, o ponto critico é ponto de minimo da funcao.

Com essa informacdo, sabe-se que em um determinado ponto x, o gradiente V f(x) ira
apontar para a direcao de maior crescimento da fungao. Com isso, tém-se uma dire¢ao a tomar
e resta determinar o quanto deve-se caminhar nesta direcao. O coeficiente que daré essa medida,

serd o «, visto na equagao (3.13). Para determiné-lo, considera-se entao

xFHD) = x®) 4 qr® (3.14)
af<x(k+1))
e sabe-se que o coeficiente v ird minimizar a funcao quando a derivada direcional =0.
«
A derivada direcional, por sua vez, pode ser escrita como
af(x(k+1)> T 8X(k+1) T

Entdo, os termos r® e f/(x**1) sio ortogonais, segundo a escolha de a. Para finalmente
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determinar «, entdo, utiliza-se que f/(x* 1) = —r*+D  Agsim, e relembrando as equacoes
(3.12) e (3.14), determina-se «

(e TE®) —

(b =AY 4 ar®)Tr® =g

(b — AxNTe® — o Ar®)Tr®)

(r(kz))Tr(k) - a(r(k))TAI‘(k),
entao

(x0T p(k)

W. (3.16)

o =

Este raciocinio construido até aqui pode ser visto com mais detalhes na literatura [13].

Agora, tém-se todos os termos necessarios ao Método dos Gradientes. Entretanto, um
inconveniente do MG é o fato de uma mesma direcao d poder ser adotada novamente em uma
dada iteragao k, mesmo tendo sido adotada anteriormente em outra iteracao.

Uma forma de evitar que a mesma direcao seja adotada de forma repetida, é proposto,
finalmente, pelo Método dos Gradientes Conjugados.

A proposta consiste em tomar-se um conjunto de diregoes conjugadas (po, p1, ..., Pn—1) €m
até, no maximo, n iteracdes, para a aproximacao inicial x(*). Observe que o MGC convergiré
em, No maximo, n iteragoes.

Para entender isso, relembre que dois vetores x e y sao conjugados quando

x'Ay =y"Ax = 0. (3.17)

Para a aproximacao inicial x considera-se um vetor p*) de forma que

p® — 1) (3.18)

XD — 3 ®) 4 (B pHE) (3.19)

Assim, o valor a®) sera determinado de forma analoga & vista para o Método dos Gradientes,

a seguir

1
WD) _ prnyr =D o (3.20)
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e para minimizar f(x®*+)

rHUTp®) — g 5 p®ETeE+rD — g 5 p®T (b — AxF+D) = 0. (3.21)
Substitui-se x**1) como em (3.19) nessa expressio e determina-se o/F)

(BT 1 (k)

k) — -~ =~
@ pk)T Ap(k)

(3.22)

Entdo, sabe-se o tamanho do passo «, mas ainda precisa-se que r#*t1) = r*) — oF ApK*)

seja ortogonal & uma nova direcao adotada, dada por

pttD) — plbt) | gl (®) (3.23)

Com isso, vé-se necessario determinar um valor para 1 de forma conveniente.

Também anélogo a estratégia anterior, faz-se

(k+1)T ) (k+1) w (k) ' (k+1) | gk+1) (k)
()T (k) (B)T (k)
(k)T ..(k+1) (k41) W (k)T (k) T T (k+1) 1) ()T A T T (k) _
r'r + r — A—r - p _ =0.
B P p p(k)TAp(k) p p(lc)TAp(k) p
Simplicando a expressao de forma a obter-se A**1 | tém-se
E)T A 1.(k+1) E+1)T A (k)
gl _pWTArY | DTAR® (3.24)
p(k)TAp(k) p(k)TAp(k)
Com essa equagdo (3.24) e sabendo que r+1) = pk) — a®Ap®  gimplifica-se ainda mais

5D de forma conveniente. Para isso, inicialmente isolam-se termos de interesse como a seguir

1
(k) — _ (k+1) _ (k)
Ap"W = "G (r r'), (3.25)
1 1
(k+1)T (k) — _ = (WRHD)T (k1) _ LRHDTL(R)y — & (kDT L(k+1)
r Ap NG (r r r r') NG (r ') (3.26)
e
1 1 1
BT ARK) — __— (pWTak+1) _ STk — = (BT — _— (BT (k)
|Y Ap - Oé(k) (p r P r ) - Oé(k)< p r ) - Oé(k)p r. (327>

Por fim, substitui-se (3.26) e (3.27) em (3.24), obtendo uma melhor simplificacdo para 3*+1)

P+ DT R (k+1)

(1) 2 =
2 r(F)Ty(k)

(3.28)

Com este resultado em maos, portanto, tém-se o tamanho do passo [ necessario para a
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definicao da nova diregao p.

Essa estratégia como é proposta, fornece a convergéncia do método de forma mais eficiente
do que os demais, pois como visto, caminha-se na dire¢ao do gradiente de forma a reduzir o
residuo a cada iteracao, sem tomar-se diregoes repetidas entre as iteragoes. Mais informacoes

podem ser vistas nas referéncias [13], [7] e [11].

3.2 ALGORITMO COMPUTACIONAL

Conhecendo o Método do Gradiente Conjugado, torna-se possivel agora a criacao do codigo
em linguagem C referente ao método, para resolver o sistema linear resultante da discretizagao
de uma EDP eliptica via métodos de diferengas finitas (MDF).

O algoritmo a seguir mostra, resumidamente, a estratégia a ser implementada [16]:

(7) inicialmente, determina-se o vetor residuo inicial ry, a diregao inicial p, e o ntumero ini-

cial de iteragoes k

I'Ozb—AXO
Po = To
E=0

(74) com isso, pode-se calcular o passo oy
T

o =
T
P: Ap,,
(i) e, com este resultado, pode-se calcular xj41 e o residuo ryq
Xp+1 = Xk + Py,

I'k+1 =TIy — akApk,
aqui, ¢ conferido se este valor ry;; ¢ menor do que a tolerancia adotada (neste trabalho, de
1 x 10719); se for, o algoritmo pode ser finalizado neste ponto, retornando o resultado xj;

como solucao,

(iv) caso contrario, faz o célculo de fi4; e da nova direcdo p;_;, e atualiza o contador da

iteracao
Besy = Tt
k1 = —r;frk
Pit1 = Tkt1 + Brt1Py
k=k+1

(v) repete-se os itens de (ii) a (v), quantas iteragoes forem necessarias até atingir-se a con-

vergéncia e até no maximo n (tamanho do sistema linear) iteragoes.

Todo o cédigo desenvolvido neste trabalho podera ser encontrado no apéndice A.
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4. VERIFICACAO DO CODIGO

Para validar o algoritmo implementado, utilizou-se um problema de Poisson com solugao

analitica conhecida. A fungao u(z,y) utilizada para validacao foi a seguinte

u(z,y) = sen(x)cos(y). (4.1)

A equagao (4.1) possui forma conhecida e limites superior e inferior conhecidos, sendo
limitada entre -1 e 1. Derivando parcialmente duas vezes com relacao a = e a y, obtém-se o

termo fonte de V2u, como

ou?  ou?
2
Vou(e,y) = fle,y) = 55+ o (4.2)
Aplicando (4.2) em (4.1), tém-se o termo fonte
f(z,y) = —2sen(x)cos(y). (4.3)

Além disso, determina-se as condigdes de contorno para as fronteiras do problema, como
condicoes de Dirichlet da forma de u(x,y) = sen(z)cos(y).

A geometria utilizada para essa validagao sera uma regiao quadrada de dimensoes [0, L] x
[0, L], onde L = 2m. As quantidades de pontos na malha computacional para cada dire¢ao z e
y, sendo Nz e Ny, respectivamente, também sao conhecidas.

Com estes dados, torna-se possivel conhecer os espagamentos Az e Ay da malha, dados por

L
Ax = 4.4
v Nz —1 (44)
(&
L
Ay = ) 4.
Y= Ny 1 (4.5)

Serao testadas 5 malhas com refinamentos diferentes, No = Ny = 21,41,81,161 e 321, e
o resultado numeérico obtido sera comparado com o resultado analitico deste problema. Serao
analisados os erros e a ordem de convergéncia da aproximagcao utilizada.

A Figura 4.1 exibe uma comparacgao entre as solugoes numérica e analitica, com Nx = Ny =
41. Observa-se que as curvas geradas sao visualmente idénticas e, a seguir, sao apresentados os
dados referentes aos erros e & ordem de convergéncia.

Quanto a ordem, devido a aproximacgao pela féormula de 5 pontos, espera-se uma ordem de
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Figura 4.1: Perfis (a) numérico e (b) analitico de u(z,y) = sen(x)cos(y), com Nx = Ny = 41.

[fonte: autoral

convergéncia igual a 2. Para a obten¢ao da ordem considera-se

l Erro Ar
o9 Erroa,
O =
log(2) ’
onde
ETTOAQC _ Huaprom - uexato” ,
| |uexato’ |

(4.6)

(4.7)

¢ o erro relativo em uma malha com espacamento Az, Ugprox € @ solucao numérica, € Uezqaro € a

solugao analitica.

Estes resultados sao obtidos com a escolha e uso de uma determinada norma e, aqui, serao

utilizadas duas: a norma infinita e a norma 2 ou euclidiana. Entao, para cada uma destas, a

equagao (4.7) torna-se, respectivamente

Brrofju, — Mtesres = tesool
~ HuexatoHoo ’
onde
[lulloo = max fui,
(&

||E7,7,0H2 — ||uap7'ox - Uezato||27

I |uemato| |2

(4.8)

(4.9)

(4.10)
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onde

Assim, pode-se calcular a ordem de convergéncia da aproximagao, através da equagao (4.6),

com as normas infinita e euclidiana. Os resultados sao apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Resultados obtidos para o erro e a ordem de convergéncia referentes a validagao.

Malha Nx Ny || Errol|s ||Errol|s Owo O,

1 21 21 8.9968x 1073 6.8821x 1073 — —

2 41 41 2.2374x1073 1.7114%1073 2.0076 2.0077
3 81 81 5.5863x 1074 4.2728x10* 2.0019 2.0019
4 161 161 1.3961x104 1.0679x10~4 2.0005 2.0005
5 321 321 3.4900x107° 2.6694x10~° 2.0001 2.0002

Os erros obtidos sao pequenos e a ordem de convergéncia do método foi proxima de 2, valor
esperado para a ordem dessa aproximacao.

Uma vez realizada a verificagao, torna-se possivel expandir a aplicacao do coddigo desen-
volvido para outros problemas de interesse, com diferentes fungoes e geometrias. Isso sera

trabalhado no proximo capitulo.
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5. APLICACOES

Considere um escoamento laminar totalmente desenvolvido em regime permanente, através
de um duto de geometria conhecida e comprimento longitudinal L na direcao z. O escoamento
é laminar ao possuir pouca agitacao entre as camadas (laminas) do fluido, e é totalmente de-
senvolvido na regiao onde todo campo de velocidade é invariante ao longo de z, apresentando
o perfil de velocidade de interesse deste trabalho [6][10]. A Figura 5.1 exibe as regides do
escoamento em desenvolvimento e totalmente desenvolvido. Sob as hipoteses consideradas, a

velocidade na diregao z é uma fungdo w = w(z,y).

[ —* B : r
[ S ' :
K —— —_—
poefoes S CReaeEEE AR e boenehes s SOSLRSRRRS —_
oo — — s
—_— P e P
Vi LA ——*

| e desenvolviinento . desenvolvido

Figura 5.1: Regioes do escoamento em desenvolvimento e totalmente desenvolvido.
[fonte: autoral

Em escoamentos totalmente desenvolvidos, a pressao é constante em toda segao transversal
do duto e varia linearmente ao longo do comprimento. Nesta regiao, um problema 3D como o
proposto neste trabalho, portanto, pode ser reduzido a um problema 2D [10].

Considere a equacao de quantidade de movimento na dire¢ao z

Qw000 WO g (T Ty Ty O (5.1)
P\ "%z Ty TV ) TP TR G2 Ty T 922 ) T 02 '

onde p é a densidade do fluido, g, é a componente gravitacional em 2z e p é a viscosidade

dindmica do fluido [6]. Por hipotese, as componentes de velocidade nas diregoes x e y sao
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. w . ~ , .
nulas, ou seja, u =0 e v =0, — = 0 e considerando g, = 0, a equagao (5.1) serd resumida em

0z
Pw 0w op
—+—]—-==0. 5.2
M(8x2+8y2) 0z (5:2)
Assumindo que a dimensdo da secao transversal é D [m], as variaveis adimensionais podem

ser escritas como

T

X =—

_D,

Y

y — 2

D’

e
. H
W=y

Assim, a equagao (5.2) se desenvolve da seguinte forma

(5.3)

PW | PW
2
-V W:_(8X2+8Y2):1'

Essa ¢ a equagao principal a ser resolvida, assim o problema se reduz a resolver uma equagao
de Poisson. Vale ressaltar que diferentes perfis de velocidade podem ser obtidos considerando
valores diferentes de viscosidade e gradiente de pressao. O sinal do gradiente de pressao é
responsavel por alterar a orientacao do escoamento.

Define-se as condigoes de contorno para a fronteira como

Wlsq =0, (5.4)

onde () é a regiao de interesse e 0€) representa a fronteira desta regiao. Tal condi¢ao dita que
na parede do duto h& uma caracteristica de nao deslizamento do fluido e, por este motivo, a
velocidade na fronteira é nula.

Com estas informagoes, pode-se obter o perfil de velocidade do escoamento através da secao
transversal escolhida, e, também, pode-se obter outras informagoes sobre o escoamento, como
a vazao do fluido, o coeficiente de atrito « e a tensao cisalhante 7.

A vazao @) é calculada da seguinte forma

Q = / —WdQ = _WmdioQa (55)
Q

onde (2 é a area da regiao. O coeficiente de atrito, por sua vez, é dado por

fRe = a, (5.6)

onde Re é o numero de Reynolds e f é o fator de atrito. Esta relacao é adimensional e utilizada

para informar a perda de carga devido ao atrito, e se aplica a escoamentos laminares como o
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estudado neste trabalho [10].
O fator de atrito f é dado pela equacao

Ap 2
=——D
f= ek

em que Ap é a diferenga entre as pressoes de entrada e saida, U é a velocidade média e Dy,

(5.7)

é chamado diametro hidrdulico, muito utilizado em questoes de escoamentos em dutos. Este

parametro é dado por

_ 419
- Pm’

onde Pm ¢ o perimetro molhado, isto é, o perimetro da regiao pela qual passa o escoamento.

Dy, (5.8)

A velocidade média é dada pela razao entre a vazao e a area

Q

U=—2*, (5.9)
jol
Por fim, o nimero de Reynolds pode ser obtido através da equagao
UD
Re = ——1L. (5.10)
1

Aplicando as equagoes (5.7) e (5.10) em (5.6), tém-se

Substituindo U como dado em (5.9), obtém-se a equagao do coeficiente de atrito de forma

mais simplificada como a seguir

_ 2DR[Q[ Ap
pQ Lo

J& a tensao cisalhante 7, é a forca gerada pela fronteira e aplicada sobre o escoamento em

fRe (5.11)

direcao oposta a este, e é dada por

Ow
Tw = fo (5.12)
onde n é o vetor normal exterior a fronteira. Assim torna-se possivel obter o perfil da tensao
de cisalhamento na se¢ao transversal do duto.

A seguir sera apresentado um estudo numérico sobre escoamentos em dutos com trés for-
matos de secao transversal. Sao representados os perfis de velocidade obtidos para cada caso,
bem como os perfis da tensao de cisalhamento, a vazao e o fato; de atrito gerado para cada

14

geometria. Em todo o estudo numérico, foi considerado =1 e p 1.
z
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5.1 (GEOMETRIA DE SECAO RETANGULAR

A geometria adotada aqui é de secao transversal retangular 2x1, com comprimento Lz = 2

e Ly = 1, como mostrado na Figura 5.2.

R

(a) (b)

Figura 5.2: (a) Geometria do tubo e (b) segao transversal retangular da geometria utilizada.
[fonte: autoral

Com as equagoes (5.5) e (5.6), pode-se calcular a vazdo e o fator de atrito. Aqui serdo
observados resultados para trés malhas, todas regulares, com Nz = Ny = 41,81 e 161. Os

resultados sao apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Resultados de vazao e coeficiente de atrito referentes a geometria retangular.

Nx Ny Vazao (Q)  fRe

41 41 0.11408 62.33215
81 81 0.11428 62.22723
161 161 0.11432 62.20098

O perfil da velocidade W, com Nz = 81, é exibido na Figura 5.3.
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0.12

01 +
0.08 -
0.06 -
0.04
0.02 +

Figura 5.3: Perfil de velocidade do escoamento em duto de secao retangular, com
Nx = Ny = 81.

[fonte: autoral

Com a equagao (5.12), obtém-se o grafico da tensao de cisalhamento aplicada sobre o esco-

amento, exibido na Figura 5.4.

Figura 5.4: Tensao de cisalhamento para escoamento em duto de secao retangular, com
Nx = Ny = 81.

[fonte: autoral

5.2 GEOMETRIA DE SECAO CIRCULAR

As caracteristicas do escoamento proposto em um duto de secao transversal circular cons-
tante sdo conhecidas pela literatura [17]. As equagoes para obter o perfil tedrico de velocidade,
o valor da vazao esperado e o valor para o coeficiente de atrito tedrico sao conhecidas e estes
valores podem ser calculados.

A geometria escolhida aqui é um duto longo de secao transversal circular constante com

raio R = 0.5. O esboc¢o da geometria utilizada é apresentado na Figura 5.5.
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Figura 5.5: (a) Geometria do tubo e (b) secao transversal circular da geometria utilizada.
[fonte: autoral

A equagao de Poiseuille descreve o perfil de velocidade para um duto de secao transversal
circular, que pode ser encontrada em [17|, dada por
R2 _ 7“2
u(r) = — (5.13)
onde r ¢ a coordenada de interesse.

Para o problema em questao, o dominio de célculo é mantido quadrado e em coordenadas
cartesianas, entretanto, as células de interesse, interiores ao circulo, sao indicadas como células
validas, enquanto as células exteriores ao circulo sao indicadas como células de fronteira. Na
Figura 5.5(b) é possivel ver essa estratégia, na qual a regido azul é a regiao vélida para calculo
e a regiao vermelha é dada como fronteira.

Para o célculo, r sera definido por

r:\/<x—%)2+(y—%>2. (5.14)

A vazao também tem forma conhecida para o escoamento laminar totalmente desenvolvido

em duto cilindrico, dada por

O = 1R “”;w (5.15)

onde Upy,q, ¢ 0 valor maximo de velocidade obtido.

Na Figura 5.6(a) ¢ exibido o perfil da velocidade Wobtido numericamente, ja na Figura
5.6(b), é apresentada uma comparagao entre o resultado numérico e o resultado analitico. Nota-
se que o resultado obtido numericamente foi fiel ao esperado e que o perfil de velocidade para
este escoamento é uma superficie paraboélica, como esperado para o escoamento de Poiseuille.

A tensao de cisalhamento exercida sobre o escoamento pode ser vista na Figura 5.7 e também

possui o formato esperado. Além disso, pode-se comparar a vazao e o coeficiente de atrito
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Resultado numérico
Resultado analitico
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Figura 5.6: Perfil de velocidade do escoamento em duto de segao circular, com
Nx = Ny = 128.
[fonte: autoral

numeérico com o analitico.

0.35
03
0.25
0.2
0.15
01
0.05

Figura 5.7: Tensao de cisalhamento para escoamento em duto de secao circular, com
Nz = Ny = 128.
[fonte: autora]

Na Tabela 5.2, foram organizados resultados para trés malhas regulares, sendo estas com
Nz = Ny = 32,64 e 128. Os resultados sao para a vazao e o coeficiente de atrito numéricos,
bem como os erros obtidos em comparagao ao resultado analitico.

Observa-se que os erros referentes ao calculo da velocidade do escoamento sao pequenos e,
de modo geral, os erros diminuem consideravelmente com o refinamento da malha.

O coeficiente de atrito também ¢é conhecido e pode ser obtido com a equagao (5.6). Re-
lembrando, esse coeficiente é dependente da area da secao transversal, da vazao e do diametro
hidraulico. Mas este é dependente do perimetro molhado, que sera diferente para cada geome-

tria.
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Tabela 5.2: Resultados obtidos referentes a geometria de se¢ao transversal circular.

Nx Ny Vazao (@) fRe Erro (Q) Erro (u)

32 32 0.02601 60.3926 0.0599 3.7800x 1072
64 64 0.02539 61.8655 0.0344 1.7260x 1072
128 128 0.02503 62.7505 0.0198 9.9429%x 1073

Para um duto cilindrico, a érea da segao transversal () sera

Q=7R? (5.16)

e o perimetro molhado sera

Pm =27R. (5.17)

Assim, o valor analitico de fRe = 64. Apesar da boa concordancia entre os resultados teo-
ricos e numeéricos, parte do erro na estimativa se deve a préopria forma da segao transversal, que
j& carrega consigo algum erro em decorréncia do sistema de coordenadas utilizado, resultando

em uma malha computacional retangular.

5.3 (GEOMETRIA DE SECAO ANULAR

Semelhante & resolucao para a geometria de se¢ao transversal circular, faz-se agora a re-
solugao para um escoamento laminar totalmente desenvolvido escoando em um duto longo de
secao transversal anular. A coroa circular tera raio externo R, = 0.5 e raio interno R; = 0.15.

A Figura 5.8 mostra a geometria utilizada.

' ' ' ' . '
ecbosbocsbecbanbacbhade

=
-
-

(a) (b)

Figura 5.8: (a) Geometria do tubo e (b) se¢@o transversal anular da geometria utilizada.
[fonte: autoral

A equagao de Poiseuille para este caso também fornece o perfil de velocidade [17], dado por
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ur) = TR = r%) (R~ R%)ﬁ

4n R\’
In =2
! (Rl)

onde p é a viscosidade dindmica do fluido, considerada como p =1, e G é dado por
—dp
G=—
dz '’
sendo G' = 1.

Com estas consideragoes, a equacao de velocidade fica na forma

Lo oy, 1o 2 " <_)
u(r) = Z(Rl—r )+1_1(R2_R1)—' (5.18)

A vazao também é conhecida, dada pela seguinte equacgao

G R% — R?)?
Q:Q Ré—R;l—( 2 R21) ’ (5.19)
In | =2
n(Rl)
emque pu=1eG =1,
1 R2_R22
ng ri_p o W= R (5.20)

1 In @
Ry

O perfil de velocidade é estimado resolvendo a equagao 5.3, podendo ser observado na Figura
5.9(a), e comparado com o perfil de velocidade tedrico, como apresentado na Figura 5.9(b). O
resultado ainda manteve-se fiel ao resultado analitico, mas é possivel observar uma maior dife-
renca entre os perfis numérico e tedrico, quando comparado ao obtido para a se¢ao transversal
circular. Entre os raios externo e interno, na regiao em que ocorre o escoamento, observa-se

um perfil préximo ao parabdlico como esperado.
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Figura 5.9: Perfil de velocidade do escoamento em duto de se¢ao anular, com Nx = Ny = 128.

[fonte: autoral

A tensao de cisalhamento foi obtida e seu perfil pode ser visto na Figura 5.10. Note que
a tensao de cisalhamento agora aparece proxima as paredes externa e interna, sendo exercida

por elas sobre o escoamento.

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Figura 5.10: Tensao de cisalhamento para escoamento em duto de secao anular, com
Nz = Ny = 128.

[fonte: autoral

Anéalogo & anélise para o escoamento em um duto de secao transversal circular, foram
observadas trés malhas regulares, sendo Nx = Ny = 32,64 e 128. Os resultados obtidos
numericamente para a vazao e coeficiente de atrito sao mostrados na Tabela 5.3, bem como os

erros obtidos com relacao a vazao teodrica e aos valores de velocidade tedricos.
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Tabela 5.3: Resultados referentes a geometria de se¢ao transversal anular.

Nx Ny Vazao (Q) fRe Erro (Q) Erro (u)

32 32 8.6531x107%  94.9966 0.1537 1.1088x 1071
64 64 8.2082x 1073 100.1466 0.0944 7.3403x 1072
128 128 7.7881x107%  105.5475 0.0384 3.0037x1072

Os erros reduzem de forma consideravel com o aumento no ntimero de pontos da malha. Para
a velocidade, os erros obtidos foram maiores do que aqueles obtidos para a se¢ao transversal
circular, o que é esperado uma vez em que a se¢ao anular é mais complexa do que a secao
circular, reforcando que a geometria complexa em coordenadas cartesianas acarretara em um
determinado actiimulo de erro nos calculos.

Ainda de forma anéloga ao topico anterior, faz-se o calculo do coeficiente de atrito fRe, e,
para isso, a area e o perimetro molhado serao determinados.

A area para esta geometria é dada por

Q =m(R5— R}, (5.21)

e o perimetro molhado é dado por

Pm = 87R,. (5.22)

Com a equagao do célculo do coeficiente de atrito (5.6) determina-se f Re = 109. Novamente
observa-se que, com o refinamento da malha, o valor deste coeficiente aproxima-se do valor teo-
rico. Mas nesse caso, a discrepancia foi ainda um pouco maior, devido & maior complexidade da
geometria e aciimulo de erros nos resultados obtidos para a velocidade, vazao, area transversal

e diametro hidraulico.
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6. CONSIDERACOES

Os resultados numéricos, apesar de proximos do tebrico, mostraram um actmulo de erros
por diversos motivos. Como observado, estes erros sao mais evidentes nas geometrias de area
transversal de formato circular. Isso se deve ao sistema de coordenadas cartesiano, que ira
representar a geometria circular apenas de forma aproximada.

Na Figura 6.1 pode ser observada a maneira que foi representada a geometria circular,
tomando como exemplo a se¢ao transversal anular. Os pontos em vermelho, como jéa é sabido,
sao considerados pontos de fronteira e nao precisam ser calculados, neles estao impostas as
condi¢oes de contorno. Os pontos em azul sao os pontos de interesse que serao calculados,

chamados de pontos validos.

Figura 6.1: Representacao do dominio de calculo para figuras geométricas nao retangulares.
[fonte: autoral

Uma vez em que a coordenada cartesiana funcionard com base nos indices das diregoes
horizontal e vertical, separados pelos espacamentos Az e Ay, ela nao conseguira representar
a geometria perfeitamente. A geometria, mesmo que se aproxime da geometria circular, ainda
terda o aspecto quadriculado das células.

Quanto mais refinada a malha, menores serao os espacamentos e a regiao mais aproximada
da geometria real. Entao, com uma malha mais refinada, o erro referente a essa questao sera
menor, como pode ser observado nos resultados.

Uma boa forma de corrigir este problema é alterar o sistema de coordenadas utilizado, de
coordenadas cartesianas para coordenadas polares. Este sistema consegue aproximar-se bem de
figuras geométricas circulares, pois nao se baseia apenas nas direcoes retas horizontal e vertical,
mas em uma coordenada linear r e na rotacao de um angulo 6, conseguindo varrer toda a area
de uma regiao circular. A Figura 6.2 mostra como um ponto P qualquer, pertencente a mesma

geometria de segao transversal anular, é representado em coordenadas polares.
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Figura 6.2: Representacao de um ponto em coordenadas polares.
[fonte: autoral

Isto é, em coordenadas cartesianas tém-se um ponto P(z,y), enquanto em coordenadas
polares este ponto tem a forma P(r, ) e o problema pode ser melhorado fazendo uma alteracao
de coordenadas cartesianas para polares, para a resolucao de problemas com area transversal

circular [7]. Com uma nog¢ao basica de trigonometria, sabe-se que

x = rcos(f),

y = rsen(f),

TP

Com isso, fazendo a relacao entre os sistemas de coordenadas, pode-se reescrever as equagoes
relativas aos escoamentos em dutos de se¢ao transversal circular e anular. Essa estratégia me-
lhora a estimativa resultados, no entanto, a matriz do sistema linear resultante da discretizagao
da equacao de Poisson perde a simetria.

Outro topico que pode ser trabalhado para a obtencao de resultados melhores, ¢ o uso de
pré-condicionadores no MGC [11].

O uso de pré-condicionadores reduz consideravelmente o nimero de iteragoes do MGC e,

consequentemente, o tempo de processamento.
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7. CONCLUSOES

Neste trabalho, foram apresentadas as principais classes de equacoes diferenciais parciais,
responsaveis pela modelagem de diversos problemas fisicos encontrados na engenharia, e ver que
cada classe possui caracteristicas a serem consideradas na escolha do método de discretizacao e
método numérico a serem utilizados. No contexto das EDPs elipticas, a discretizacao resultara
em um sistema linear esparso a ser resolvido.

Os métodos iterativos sao comumente aplicados a sistemas lineares grandes com matriz dos
coeficientes esparsa. Dentre esses métodos, destaca-se o Método dos Gradientes Conjugados
(MGC), enfatizado e utilizado neste estudo. Foi visto que o MGC ¢é capaz de fornecer uma boa
aproximacao para a solugao do sistema, com um ntimero méaximo de iteracgoes igual ao niimero
de equacoes do sistema e com boa velocidade de convergéncia.

Toda formulacao foi implementada em linguagem C. Uma validagao computacional foi rea-
lizada, mostrando que a ordem numérica esté de acordo com a ordem teédrica.

Considerando um conjunto de hipoteses para escoamentos em dutos, as equagoes de Navier-
Stokes foram simplificadas em uma equagao de Poisson, para prover o perfil de velocidade em
uma sec¢ao transversal. Foram investigadas numericamente trés se¢oes transversais, em que 0s
resultados obtidos apresentaram boa concordancia com os da literatura. Essa foi mais uma
evidéncia da correta implementagao computacional.

Nao foi mencionado, mas o c6édigo permite resolver a equagao de Poisson com qualquer
condigao de contorno (Dirichlet, Neumann ou Robin).

Por fim, foi discutida a limitagao da formulagao em resolver problemas com dominios com-

plexos.
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A. APENDICE

/ *

Universidade Federal de Uberlandia
Faculdade de Matematica

Disciplina: Trabalho de Conclusao de Curso
Data: 29/04/2021

Autor: Rafael Figueiredo e Daniella Faria

Resolve a equacao de Poisson 2D:

p_xx + p_yy = f(x,y)

em um dominio [0,Lx] x [0, Lyl

usando o metodo de diferencas finitas
e Gradientes Conjugados

*/
// Bibliotecas do sistema

##include<stdio.h>
#include<stdlib.h>

#include <math.h>

// Macros

#define PI acos(-1.0)

#define POINT_INVALID O

#define POINT_VALID 1

#define POINT_DIRICHLET 2 // p = cte

#define POINT_NEUMANN 4 // dp/dx = 0 || dp/dy = O

typedef struct {
int *type; // Tipo de ponto

int *map;
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double *p;

} sv_t; // vetor de estado (state vector)

typedef struct {
int Nx;
int Ny;
int caseMask;
double Lx;
double Ly;
double Rad;
double rad;

} params_t;

params_t *params; // informacao global

// Declaracao das funcoes utilizadas

double *ConjugateGradient (double **A, double *b, double *x, int n);

double ip(double *u, double *v, int n);

double *matVec (double *dest, double **A, double *x, int size);

double *xpay(double #*dest, double *x, double alpha, double *y, int
size);

void freeMatrix(int n, double x*x*xA);

double **allocMatrix (int n);

double *allocVector (int n);

sv_t *sv_alloc();

void sv_free(sv_t *sv);

void sv_set_type(sv_t *sv, int i, int j, int value);

int sv_get_type(sv_t *sv, int i, int j);

double sv_get_p(sv_t *sv, int i, int j);

void sv_set_p(sv_t *sv, int i, int j, double value);

void sv_set_p_BC(sv_t *sv, int i, int j, double value);

double sv_get_p_BC(sv_t *sv, int i, int j);

void sv_set_map(sv_t *sv, int i, int j, int value);

int sv_get_map(sv_t *sv, int i, int j);

int point(int i, int j);

int map_points(sv_t *sv);

void check_boundary(double *v, double P, double hl, double *vC, int
size);

sv_t *SetDomain () ;

sv_t *Poisson(sv_t *sv);

double f(double x, double y);
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double perim(int caseMask, double Lx, double Ly,

rad) ;

double area(int caseMask, double Lx, double Ly,

)

void SaveOutput (sv_t *sv);

int main ( ) {

sv_t *sv;

params = calloc(l, sizeof (params_t)); // Nx,

globais

sV SetDomain () ;

sV Poisson (sv) ;

SaveOutput (sv) ;
sv_free(sv);

free(params) ;

return O;

// Metodo dos Gradientes Conjugados

// Mais detalhes podem ser encontrados em:

double Rad,

Ny, Lx,

double Rad, double

Ly sao dados

// https://en.wikipedia.org/wiki/Conjugate_gradient_method

double *ConjugateGradient (double **A, double *b,

{

int k, 1i;
double rsold, rsnew, alpha;

double *r, *p, *Ap;

// Aloca memoria
r = allocVector (size) ;

allocVector (size);

o)
1]

Ap allocVector (size);

// Calculo do residuo

r = xpay(r, b, -1.0, matVec(Ap, A, x, size),

for (i =0 ; i < size ; i++ )

size);

double *x,

double rad

int size)



115 plil = r[il;

116

117 rsold = ip(r, r, size);
118
119 for (( k = 0 ; k <= size ; k++ ) {

120

121 Ap = matVec(Ap, A, p, size);

122 alpha = rsold / ip(p, Ap, size);

123 x = xpay(x, x, alpha, p, size);

124 r = xpay(r, r, -alpha, Ap, size);

125 rsnew = ip(r, r, size);

126

127 // Criterio de parada

128 if ( sqrt(rsnew) < 1.0e-10 ) break;

129

130 p = xpay(p, r, rsnew/rsold, p, size);

131 rsold = rsnew;

132 }

133 printf ("0 metodo dos GC gastou %i iteracoes\n", k);
134

135 if ( k == size ) {

136 printf ("\n\nAVISO: no metodo dos GC, k == n\n\n");
137 exit (1) ;

138 }

139

140 // Libera memoria alocada

141 free (Ap);
142 free(p);

143 free(r);

144

145 // Imprime a solucao na tela

146 printf ("Solucao de Ax=b via metodo dos GC\n");
147 for (( k = 0 ; k < size ; k++ )

148 printf ("x[%i] = %1f\n", k, x[k]);

149
150 printf ("\n\n") ;

151

152 return Xx;
153 F
1848 // === = m e e e e e -

155 // Produto interno: <u,v>, inner product (ip)
156

157 double ip(double *u, double *v, int size) {



158 double soma = 0.0;

159 int 1i;

160 for (i =0 ; i < size ; i++ )

161 soma += uli] * v[i];

162 return soma;

163 }

164

165 [/ mmmm e e e m e e e e -

166 // matVec = Axx
167
168 double #*matVec (double *dest, double **A, double *x, int size) {

169

170 double soma;

171 int i, j;

172

173 for (i =0 ; i < size ; i++ ) {

174 soma = 0.0;

175 for ( j = 0 ; j < size ; j++ ) {
176 soma += A[i][j] * x[j];

177 }

178 dest[i] = soma;

179 }

180

181 return dest;

182 }

183

184 [/ mmm e e e e e e e -

185 // dest = x + alpha * y
186

187 double *xpay(double *dest, double *x, double alpha, double *y, int

size) {
188
189 int 1i;
190
191 for (i = 0 ; i < size ; i++ )
192 dest[i] = x[i] + alpha * y[il;
193
194 return dest;
195 }
196
A e e e

198 void freeMatrix(int size, double *x*A) {

199
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int 1i;

for (i =0 ; i < size ; i++ )
free(A[i]) ;

free(A);

double **allocMatrix(int size) {

// Aloca memoria para a matriz

double *x*A;

int i;
A = (double **) malloc(size * sizeof (double x*));
for (i =0 ; i < size ; i++ ) {

A[i] = (double *) malloc(size * sizeof (double));

}
// Verifica se a memoria foi alocada com sucesso
if ( A == NULL ) {
printf ("Erro: memoria nao alocadal\n");
exit (1) ;
}

return A;

double *allocVector (int size) {

double *vec;

// Aloca memoria para armazenar vetor
vec = (double *) calloc(size, sizeof (double)); // calloc inicia com
o vetor nulo
// Verifica se a memoria foi alocada com sucesso
if ( vec == NULL ) {
printf ("Erro: memoria nao alocadal\n");
exit (1) ;



242 return vec;

243 }

244

I e T
246 // Aloca memoria para o vetor de estado

247

us sv_t *sv_alloc () {

249 sv_t *sv = calloc(l, sizeof(sv_t));

250 sv->type = calloc(params->Nx * params->Ny, sizeof (int));

251 sv->map = calloc(params->Nx * params->Ny, sizeof (int));

252 sSvV->p = calloc(params->Nx * params->Ny, sizeof (double));

253

254 return sv;

255}

256

257 /) e e e e e e e -

258 // Libera memoria do vetor de estado

260 void sv_free(sv_t *sv) {

261 free(sv->type);

262 free(sv->map);

263 free(sv->p);

264 free(sv);

265 )

266

A B

26s int point(int i, int j) {
269

270 if (1 >= 0 && i < params->Nx && j >= 0 && j < params->Ny ) {

271 return i + params->Nx * j;

272 } else {

273 printf ("Erro: point (%i,%i)\n", i, j);

274 }

275 }

276

A i

278 void sv_set_type(sv_t *sv, int i, int j, int value) {

279

280 if (1 <0 || i > params->Nx || j < O || j >= params->Ny ) {
281 printf ("sv_set_type error: %i %i\n", i, j);

282 exit (1) ;

283 }

284 sv->type [point(i,j)] = value;
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int sv_get_type(sv_t *sv, int i, int j) {

if (1 > 0 && i < params->Nx && j >= 0 && j < params->Ny )
return sv->typelpoint(i,j)]l;

return POINT_INVALID;

void sv_set_p(sv_t *sv, int i, int j, double value) {

if ( sv_get_type(sv, i, j) & POINT_VALID ) {

sv->plpoint(i,j)] = value;

} else {
printf ("sv_set_p error: %i %i\n", i, j);
exit (1) ;

double sv_get_p(sv_t *sv, int i, int j) {

if ( sv_get_type(sv, i, j) & POINT_VALID ) {

return sv->plpoint(i,j)l;

printf("sv_get_p error: %i %i\n", i, j);

exit (1) ;

void sv_set_p_BC(sv_t *sv, int i, int j, double value) {

if ( sv_get_type(sv, i, j) & POINT_DIRICHLET ) {

sv->plpoint(i,j)] = value;

} else {
printf ("sv_set_p_BC error: %i %i\n", i, j);
exit (1) ;



s2s double sv_get_p_BC(sv_t *sv, int i, int j) {

329

330 if ( sv_get_type(sv, i, j) & POINT_DIRICHLET ) {

331 return sv->pl[point(i,j)l;

332 }

333 printf ("sv_get_p_BC error: %i %i\n", i, j);

334 exit (1) ;

335}

336

337 /) m e e e e
338 void sv_set_map(sv_t *sv, int i, int j, int value) {

339

340 if (i <0 || i > params->Nx || j < 0 || j >= params->Ny ) {
341 printf ("sv_set_map error: %i %i\n", i, j);

342 exit (1) ;

343 }

344 sv->map [point (i, j)] = value;

345}

346

R B e et
a4 int sv_get_map(sv_t *sv, int i, int j) {

349

350 if (1 > 0 || i < params->Nx || j >= 0 || j < params->Ny ) {
351 return sv->map[point(i,j)];

352 }

353 printf ("sv_get_map error: %i %i\n", i, j);

354 exit (1) ;

355 }

356

357 /) mmm e m m e e e e e e e e e e -
358 // Termo fonte

359

360 double f (double x, double y) {

361 return -1;

362 // validacao: -2.0 * sin(x) * cos(y);

363}

364

365 /) m e m e e e e e e -
366 sv_t *SetDomain () {

367

368 sv_t *sv;

369 params ->caseMask = 1;

370
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printf ("\n\n# Set Domain: Mask %i\n\n", params->caseMask);

// Definir a geometria de acordo com o problema

if ( params->caseMask == 1 ) {

// Retangulo: [0,Lx] x [0,Lyl]

params ->Nx = 161;

params ->Ny = 161;

params ->Lx = 2;

params ->Ly = 1;

params ->Rad = 0;

params ->rad = 0;

sv = sv_alloc();

double dx = params->Lx / ( params->Nx - 1 );
double dy = params->Ly / ( params->Ny - 1 );

double x, y;

int i, j;

for (i =0

; 1 < params->Nx ; i++ ) {
for ( j = 0 ; j < params->Ny ; j++ ) {

if (1 == 0 || i == params->Nx-1 || j ==
-1 ) {
sv_set_type(sv, i, j, POINT_DIRICHLET);
X = i % dx;

y =3 * dy;
sv_set_p_BC(sv, i, j, 0);
// validacao: sin(x) * cos(y));
} else {
sv_set_type(sv, i, j, POINT_VALID);

¥

} else if ( params->caseMask == 2 ) {

// Cilindro: raio R

int i, j;

params ->Rad = 0.5;
params ->rad = 0;
params ->Nx = 34;

params ->Ny = 34;

params ->Lx = 2.0xparams->Rad;

0

j

== params ->Ny
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params ->Ly = 2.0xparams->Rad;

double dx = params->Lx / ( params->Nx - 1 );

double dy

params ->Ly / ( params->Ny - 1 );

params ->Nx += 2;

params ->Ny += 2;

params ->Lx += 2.0%*dx;

params ->Ly += 2.0%*dy;

SV

sv_alloc ();

double x, y; // Coordenada de cada celula computacional

double Cx, Cy; // Centro do tubo circular

Cx
Cy

for (i =0 ;

¥

params->Lx / 2.0;

params->Ly / 2.0;

i < params->Nx ; i++ ) {
for ( j = 0 ; j < params->Ny ; j++ ) {
x = i x dx;
y = J * dy;
if (1 == 0 || i == params->Nx-1 || j == 0 || j == params->Ny
-1 ) {

sv_set_type(sv, i, j, POINT_DIRICHLET);
} else if ( pow(x - Cx, 2.0) + pow(y - Cy, 2.0) < params->Radx
params->Rad ) {
// Verifica se o ponto (i,j) esta dentro do circulo
sv_set_type(sv, i, j, POINT_VALID);
} else {
sv_set_type(sv, i, j, POINT_DIRICHLET);

} else if ( params->caseMask == 3 ) {

// Anular: raio externo Rad e raio interno rad

int i, j;

params ->Rad = 0.5;
params->rad = 0.15;
params ->Nx = 34;
params ->Ny = 34;

params ->Lx

params ->Ly

Il

2.0xparams ->Rad;

2.0xparams ->Rad;
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double dx = params->Lx / ( params->Nx - 1 );
double dy = params->Ly / ( params->Ny - 1 );
params ->Nx += 2;

params ->Ny += 2;

params ->Lx += 2.0%dx;

params ->Ly += 2.0x*dy;

sv = sv_alloc();

double x,
double Cx,
Cx

y

; // Coordenada de cada celula computacional

Cy; // Centro do tubo circular

params->Lx / 2.0;

Cy = params->Ly / 2.0;
for (1 = 0 ; i < params->Nx ; i++ ) {
for ( j = 0 ; j < params->Ny ; j++ ) {
x = i x dx;
y = J * dy;
if (1 == 0 || i == params->Nx-1 || j == 0 || j == params->Ny
-1 ) A
sv_set_type(sv, i, j, POINT_DIRICHLET);
} else if ( pow(x - Cx, 2.0) + pow(y - Cy, 2.0) < params->Rad*
params->Rad ) {
// Verifica se o ponto (i,j) esta dentro do circulo maior
if ( pow(x - Cx, 2.0) + pow(y - Cy, 2.0) < params->radx*
params->rad ) {
// Verifica se o ponto (i, j) esta dentro do circulo
menor
sv_set_type(sv, i, j, POINT_DIRICHLET);
} else {
// 0 ponto (i, j) esta dentro da coroa circular
sv_set_type(sv, i, j, POINT_VALID);
}
} else {
sv_set_type(sv, i, j, POINT_DIRICHLET);
}
}
}
} else {

printf ("SetDomain error\n");



193 exit (1)

494 }

195 return sv;

496 }

497

F R A e

499 // Mapeia quais pontos do dominio serao calculados
500
500 int map_points(sv_t *sv) {

502

503 int i, j, map, type, n = O0;

504

505 for ( j = 0 ; j < params->Ny ; j++ ) {

506 for (i = 0 ; i < params->Nx ; i++ ) {

507 type = sv_get_type(sv, i, j);

508

509 if ( type & POINT_VALID ) A

510 map = n++;

511 } else if ( type & POINT_NEUMANN ) {

512 map = -2;

513 } else {

514 map = -1;

515 }

516 sv_set_map(sv, i, j, map);

517 }

518 }

519 return n;

520 )

521

I B e

523 void check_boundary(double *v, double P, double hl, double *vC, int
size) {

524

525 (*xv) = (P > 0 & P < size ) ? hl : 0.0;

526 (xvC) -= (P > 0 || P == -1) 7 hl : 0.0;

527}

528

520 /) m e e e e -

530 double perim (int caseMask, double Lx, double Ly, double Rad, double
rad) {

531

532 if ( caseMask == 1 ) {

533 return 2 * params->Lx + 2 * params->Ly;
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}

else if ( caseMask

=2) A
return 2 * params->Rad * PI;

}

else if ( caseMask

3 ) A

return 8 * PI * params->rad;

double area(int caseMask, double Lx, double Ly, double R, double r) {

if ( caseMask == 1 ) {
return params->Lx * params->Ly;
}
else if ( caseMask == 2 ) {
return PI * params->Rad * params->Rad;
}
else if ( caseMask == 3 ) {
return PI * ((params->Rad*params->Rad) - (params->radx
params->rad));
}

sv_t *Poisson(sv_t *sv) {

int i, j, map, map_E, map_W, map_N, map_S;
double dx = params->Lx / ( params->Nx - 1.0 );
double dy = params->Ly / ( params->Ny - 1.0 );
double x_coord, y_coord;

double vC, VvE, vW, vN, vS;

int size = map_points(sv); // size eh o numero de eqs do sistema
linear
printf ("\n# Solve Poisson equation: size = %i\n\n", size);

printf ("\nLx = %1f, \tLy = %1f\nNx = %i, \t Ny = %i\ndx = %1f, \tdy
= %1f\n\n", params->Lx, params->Ly, params->Nx, params->Ny, dx,
dy) ;

// Aloca memoria para armazenar os dados do sistema linear Ax = b
double **A = allocMatrix(size);

double *b = allocVector(size);
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614

// Calculo da

*x = allocVector(size); // vetor nulo como chute

para o solver ConjugateGradient

= 0 ; j < params->Ny ; j++ ) {

y_coord = j * dy;

b[map] = -f(x_coord, y_coord);

// Matriz A

= 0.0;
map_E = sv_get_map(sv, i+1, j);
map_W = sv_get_map(sv, i-1, j);
map_N = sv_get_map(sv, i, j+1);

map_S = sv_get_map(sv, i, j-1);

check_boundary (&vE, map_E, 1.0 / ( dx
check_boundary (&vW, map_W, 1.0 / ( dx
check_boundary (&vN, map_N, 1.0 / ( dy
check_boundary (&vS, map_S, 1.0 / ( dy

A[map] [map] = - vC;

if ( map_E >= 0 && map_E < size
A[map] [map_E] = - vE;

} else if ( map_E == -1 ) {
b[map] += sv_get_p_BC(sv,

if ( map_W >= 0 && map_W < size
A[map] [map_W] = - vW;

} else if ( map_W == -1 ) {
b[map] += sv_get_p_BC(sv,

matriz A e do vetor b (rhs)

*

for (i = 0 ; i < params->Nx ; i++ ) {
map = sv_get_map(sv, i, j);
if ( map < O || map >= size ) continue;
// rhs
x_coord = i * dx;

// Termo fonte

dx
dx
dy
dy

j)y / (C dx * dx );

j) / ( dx * dx );
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if ( map_N >= 0 && map_N < size ) {

} else

A[map] [map_N] = - vN;
if ( map_ N == -1 ) {
b[map] += sv_get_p_BC(sv,

i,

j+1) / (C dy * dy )

if ( map_S >= 0 && map_S < size ) {

} else

// Resolve Ax
x = ConjugateG

double Q = O,
// Atualiza a
for ( j = 0 ;

for (i =0

map

if ( map < 0 ||

sv_set

// Cal

Q += x

double Area =
->Rad,

double Perim =

A[map] [map_S] = - vS;
if ( map_S == -1 ) {
b[map] += sv_get_p_BC(sv,

= b
radient (A, b, x, size);

fRe;

de Poisson
j++ ) {

i++ ) {

solucao da eq.
j < params->Ny ;
; 1 < params->Nx ;

sv_get_map(sv, i, j);

map >=
_p(sv, i, j, x[mapl);
culo da vazao Q = - W =*

[map]l * dx * dy;

area (params ->caseMask,

params ->rad) ;

params ->Lx,

i, j-1) / ( dy * dy );

size ) continue;

(area) + C

params ->Ly, params

perim(params ->caseMask ,params ->Lx, params ->Ly, params ->

Rad , params ->rad) ;

// Calculo do
fRe = (2.0 * p

printf ("\n\nVazao:

coeficiente de atrito fRe
ow ((4*xArea/Perim) ,2)
%e\nfRe =

%e\n\n", Q,

* Area) / Q;

fRe) ;



656

657 // Libera memoria

658 freeMatrix(size, A);

659 free(b);

660 free(x);

661

662 return sv;

663 }

664

665 /) m e m e m e e e e

666 void SaveOutput(sv_t *sv) {
667

668 FILE xfp;

669 char file_name[128];

670 double dx = params->Lx / ( params->Nx - 1 );
671 double dy = params->Ly / ( params->Ny - 1 );
672 double x, y, xc, yc, Dx, Dy, tau;

673 int i, j;

674

675 // QOutput para o perfil de velocidade

676 sprintf (file_name, "output_Poisson_Nx_%i_Ny_%i_Lx_%.021f_Ly_%.021f.
txt", params->Nx, params->Ny, params->Lx, params->Ly);

677

678 fp = fopen(file_name, "w");

679

680 for ( j = 0 ; j < params-> Ny ; j++ ) {

681 for (i = 0 ; i < params-> Nx ; i++ ) {

682 X = i % dx;

683 y =3 * dy;

684 fprintf (fp, "%1f %1f %1f \n", x, y, sv->plpoint(i,j)1);
685 }

686 fprintf (fp, "\n");

687 }

688 fclose (fp);

689

690 // QOutput para tensao de cisalhamento

691 sprintf (file_name, "output_Poisson_Nx_%i_Ny_%i_Lx_%.021f_Ly_%.02
1f _tau.txt", params->Nx, params->Ny, params->Lx, params->Ly);

692

693 fp = fopen(file_name, "w");

694

695 for ( j =0 j < params-> Ny - 1 ; j++ ) {

696 for (i = 0 ; i < params-> Nx - 1 ; i++ ) {
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}

}

xc = (1 + 0.5 ) x dx;
yc = ( j + 0.5 ) x dy;
Dx = (sv->plpoint(i+1,j)] - sv->plpoint(i,j)]) / dx;
Dy = (sv->plpoint(i,j+1)] - sv->plpoint(i,j)]) / dy;

tau = sqrt( Dx*Dx + Dyx*Dy);

fprintf (fp, "%1f %1f J%1f %1f\n", xc, yc, tau);

fprintf (fp, "\n");

fclose(fp);



