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Resumo

Este trabalho auxilia o ensino de Calculo Numérico fornecendo uma ferramenta simples,
visual, interativa e dinamica para facilitar o processo de ensino-aprendizagem de alunos
e professores. O desenvolvimento foi dividido em levantamento de requisitos, estudo das
tecnologias necessarias para implantacao do sistema, criacao de um prototipo, desenvol-
vimento do sistema e sua disponibilizacao para uso publico. O projeto resultou em uma
aplicacao web de pagina tnica feita com JavaScript com auxilio das ferramentas Math-
Jax, MathJS e Plot.ly, sendo um site para a resolucdo de problemas de zero de fungoes
passo a passo. Desta maneira, o sistema gera graficos e tabelas associadas as aproximacoes
obtidas para melhor entendimento do assunto. A ferramenta podera ser utilizada pelos
professores para apresentar os procedimentos tedricos e praticos de cada um dos méto-
dos numéricos que foram implementados nessa plataforma de ensino, além de auxiliar na
aprendizagem dos mesmos pelos alunos. O sistema esta disponivel online gratuitamente

no GitHub Pages e seu codigo ¢é aberto para toda a comunidade também no GitHub.

Palavras-chave: Ferramenta Web, Cédigo Aberto, Ensino, Calculo Numérico, Zero de

Funcoes.
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1 Introducao

A modelagem matematica é o processo de representagao de problemas reais por
meio de expressoes matematicas, permitindo o estudo analitico e computacional (via simu-

lagoes numéricas), por exemplo, de fendmenos fisicos, quimicos e bioldgicos, entre outros

(ALMEIDA, 2015).

As aplicacoes de técnicas para obtencao de solucoes analiticas para a grande mai-
oria dos modelos sdo bastante limitadas devido a varios fatores de ordem matematica
presentes nos mesmos. Por exemplo, as chamadas Equacoes Diferenciais Parciais mode-
lam uma enorme gama de problemas ligados ao campo tecnoldgico, cujos efeitos se fazem
sentir nas industrias aeronautica, quimica e petrolifera. Tais equacoes, na grande maio-
ria dos casos, s6 tem solucao viavel através da aplicacao de técnicas numéricas. Isso se
deve, por exemplo, a presenca de termos nao lineares, condigdes iniciais e/ou de fronteira

complexas, assim como dominios espaciais definidos em regides com geometrias de dificil
tratamento (SANTANA, 2007).

Devido a isso, a utilizagao de técnicas numéricas, por meio da implementacao com-
putacional, é a saida mais empregada para obtengao de solugbes aproximadas (BUFFONI,
2002). Portanto, a criagdo, o desenvolvimento, o aprimoramento e o estudo de métodos

numéricos tém grande relevancia no desenvolvimento tecnologico e social.

Métodos numéricos podem lidar com muitos problemas impossiveis de serem solu-
cionados analiticamente, como por exemplo um nimero enorme de equagoes, nao lineari-
dades e geometrias complexas comuns na pratica da engenharia. Nesse contexto, Chapra
e Canale (2016) definem métodos numéricos como um conjunto de métodos e procedi-
mentos pelos quais problemas mateméaticos sao definidos de forma a serem solucionados

através de operagoes aritméticas.

Exemplos de problemas matematicos solucionaveis por métodos numéricos in-
cluem: raizes de equagoes, sistemas de equagoes algébricas lineares, otimizacao, ajuste de
curvas, integragao, equagoes diferenciais ordinarias, equagoes diferenciais parciais, dentre
outros (CHAPRA; CANALE, 2016). Logo, percebemos sua vasta gama de aplicagdes na

engenharia e areas afins.

Dito isto, existem diversos softwares de facil uso voltados ao ensino de matematica,
que em suas versoes pagas mostram a resolucao dos problemas passo a passo para facilitar
o entendimento da solugdo, tais como Symbolab e Wolfram Alpha (SYMBOLAB, 2021,
WOLFRAM ALPHA, 2021).

No que tange a métodos numeéricos, temos disponiveis softwares como Matlab,
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Excel, Maple e Mathematica. Entretanto, estes sdao em sua maioria pagos e de dificil

entendimento para leigos, especialmente aqueles que nao sao da area de computacao
(DJAMILA, 2017).

Além destes, Caraballo e Tenorio (2015) analisaram a utilizagao do software Geo-
Gebra para resolver equagoes nao lineares e constataram a eficacia do software no ensino
por permitir aos estudantes visualizar o comportamento dos graficos e o processo dos

métodos numéricos interativamente.

Assim, para permitir aos alunos e professores resolverem problemas de calculo
numérico de forma simplificada, o presente trabalho busca o desenvolvimento de uma fer-
ramenta visual, interativa e dindmica para facilitar o processo de ensino-aprendizagem e
acelerar o aprendizado dos contetudos associados ao tema. Em especial, espera-se apresen-
tar resolugoes passo a passo com auxilio de graficos e tabelas associadas as aproximacoes
obtidas nos métodos numéricos. Este sistema sera mais acessivel em relagao aos outros
softwares por ser gratuito e disponivel em portugués. Ressalta-se ainda uma vantagem, que

o codigo do sistema é aberto, tornando possivel futuras melhorias dele pela comunidade.

O trabalho sera apresentado nos seguintes capitulos: introducao, fundamentacao
teodrica, desenvolvimento, resultados e conclusao. Na introducao, sdo apresentados os ob-
jetivos gerais e especificos do trabalho, bem como sua metodologia. Por sua vez, na fun-
damentacao tedrica, sao descritos os métodos de resolucao numérica implementados no
trabalho bem como apresentados os trabalhos correlatos. Em seguida, no capitulo de de-
senvolvimento, apresenta-se o levantamento de requisitos, as tecnologias necessarias para
implementagao do sistema, o protétipo do sistema, a definicao do layout assim como sua
disponibilizacao para uso publico. Posteriormente, no capitulo dos resultados é apresen-
tada a resolucao de dois problemas de exemplo por meio de tabelas e gréaficos geradas
pelo sistema em cada um dos métodos implementados. Por fim, apresenta-se a conclusao

do trabalho bem como sugestao de trabalhos futuros.

Este projeto tem potencial de beneficiar ampla gama de cursos na Universidade Fe-
deral de Uberlandia (UFU), tais como Matematica, Engenharia Civil, Fisica de Materiais,
dentre outros, bem como um significativo nimero de alunos interessados em desenvolver
seus conhecimentos na area de calculo numérico; na UFU ou em outras instituigoes. A fer-
ramenta podera ser utilizada pelos professores para apresentar os procedimentos tedricos
e praticos de cada um dos métodos numéricos que serdo implementados nessa plataforma

de ensino, além de auxiliar na aprendizagem dos mesmos pelos alunos.

1.1 Objetivos

Este trabalho apresenta um sistema para auxiliar o ensino de Calculo Numérico ao

fornecer uma ferramenta simples, visual, interativa e dinamica para alunos e professores:
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um site para resolucao de problemas de calculo numérico, com auxilio de graficos e tabelas

associadas as aproximacgoes obtidas para melhor entendimento do assunto.

1.1.1 Objetivos Especificos

o Criar uma aplicacao web que facilite o ensino e aprendizado de Calculo Numérico;
» Exibir cada etapa do processo de resolucao numérica com graficos relacionados;

o Apresentar tabelas das aproximacoes para analises de resultados;

o Disponibilizar a ferramenta online de forma gratuita;

« Disponibilizar o cédigo da ferramenta para a comunidade.

1.2 Metodologia

Este trabalho utilizou a linguagem de programacao Javascript, juntamente com
as tecnologias HTML5, CSS3 e as bibliotecas Bootstrap 4, Math.JS, MathJax e Plot.ly
a fim de realizar a implementacao do site e o GitHub para implantagdo do sistema e
disponibilizacao ao publico. O desenvolvimento técnico desta aplicacdo seguiu as etapas:

1. Revisao bibliogréfica, estudo dos métodos de resolu¢gdo numeérica;
2. Levantamento de requisitos funcionais e nao funcionais do sistema;
3. Estudo das tecnologias necesséarias para implementagao do sistema;
4. Criacao de um protétipo do sistema;

5. Desenvolvimento do sistema final;

6. Implantacao do sistema e disponibilizagao para uso publico.
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2 Fundamentacao Tedrica

Para a fundamentacao tedrica do presente trabalho é necessario abordar dois topi-
cos importantes: os métodos numéricos que foram implementados, bem como uma revisao

de alguns trabalhos correlatos realizados na area de ensino e/ou célculo numérico.

2.1 Meétodos de Resolucao Numérica

Dos topicos presentes na ementa da disciplina Calculo Numérico usada nos cursos
da UFU, o presente trabalho pretende focar nos métodos trabalhados no tépico Zero de

Fungoes, que aborda técnicas de resolugdo numérica para equagoes do tipo f(z) = 0
(MATEMATICA, 2021).

Deste tema, os métodos de resolugao numérica que serao discutidos serao o Mé-
todo da Bissec¢ao, Newton, Falsa Posicao e Secantes. Para entendermos estes métodos, é

necessario apresentar alguns conceitos e procedimentos. Sao eles:

o Zero de Fungoes: Em diversos problemas de Ciéncias e Engenharia é necessario
encontrar um numero r tal que f(r) = 0. Este r é a raiz da equagao f(x) = 0,
também conhecido como zero de f (ALMEIDA, 2015).

o Métodos Iterativos: Sao processos que, a partir de alguns dados iniciais, repetem
uma determinada operacao diversas vezes com objetivo de alcangar um resultado
melhor (mais preciso) a cada iteragdo. Devido a limitagoes de tempo, como este
processo poderia continuar infinitamente, é necessario estabelecer um critério de

parada para alcancar uma solugdo aproximada (COSTA; SILVA, 2009).

e Critérios de parada: Para que um método numérico nao continue infinitamente,
é necessario utilizar um critério de parada. Este critério depende do problema a
ser resolvido e da precisao que precisamos obter na solucao. Exemplos de critérios
de parada incluem nimero maximo de iteragoes ou que o resultado obtido esteja
dentro de uma determinada margem de erro, satisfaga um nivel de precisao (COSTA;
SILVA, 2009).

» Isolamento das Raizes: Para cada raiz que queremos encontrar em uma equacao
utilizando métodos iterativos, é necessario isolarmos um intervalo [a, b] que contenha
somente uma raiz da equacao f(x) = 0. Esse isolamento pode ser realizado de
diversas formas, sendo a andlise do grafico da fungao a forma comum (ALMEIDA
2015).
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« Teorema de Bolzano: Dada uma funcao f, continua num intervalo [a,b], existe
pelo menos uma raiz neste intervalo se f(a) - f(b) < 0 (COSTA; SILVA, 2009;
ALMEIDA, 2015).

2.1.1 Método da Bisseccao

Dada f(x) continua num intervalo [a, b] e que f(a)- f(b) < 0, podemos afirmar pelo
teorema de Bolzano que existe pelo menos uma raiz neste intervalo. O Método da Bisseccao
consiste em dividir este intervalo pela metade repetidamente, gerando intervalos menores
e continuando a préxima iteracao no intervalo que continua satisfazendo o teorema de
Bolzano até atingir o critério de parada, que geralmente é uma tolerancia de erro € que

deve ser maior que a diferenca entre os extremos do intervalo encontrado para alcancarmos

a solugao aproximada (COSTA; SILVA, 2009).

Tendo como critério de parada uma tolerancia de erro € > 0, podemos descrever o
algoritmo do Método da Bisseccao da seguinte forma (COSTA; SILVA, 2009):

1. Defina ¢ = (a + b)/2
2. Se (b —¢) < g, aceitamos ¢ como raiz e paramos as iteragoes.
3. Se f(b) - f(c) <0, faga a = ¢. Caso contrario, faca b = c.
4. Volte ao passo 1
A cada iteracao o intervalo é dividido pela metade, eventualmente chegando tao
préximo da solucdo que satisfaz o critério de parada. E possivel calcular quantas iteracoes

k serao necessarias para alcancgar o resultado do Método da Bisseccao utilizando a seguinte

formula (COSTA; SILVA, 2009):

log(b—a) — log(e)

b= log(2)

Para entender melhor o método, faremos um exemplo. Considere a fungao f(z) =

sen(x) + cos(x) no intervalo [0, 3], ilustrada na Figura 1.
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1.5

0.5

Figura 1 — Grafico da fungao f(x) = sen(x) + cos(x) no intervalo [0, 3]. Fonte: préprio
autor

A partir do grafico, podemos ver que a fungao passa o eixo x entre 2 e 2.5, entao
usaremos esse intervalo para procurar esta raiz. Considerando como critério de parada uma
tolerancia de erro de 107°, e usando uma precisio de 6 casas decimais para os calculos,

podemos seguir o método de acordo com a Tabela 1.
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Iteracdo a b c b-c f(c)

1 2 2.5 2.25 0.25 0.1499

2 2.25 2.5 2.375 0.125 -0.026593
3 2.25 2.375 2.3125 0.0625 0.061774
4 2.3125 2.375 2.34375  0.03125  0.017599
5 2.34375  2.375 2.359375 0.015625 -0.004498
6 2.34375  2.359375 2.351563 0.007812 0.00655
7 2.351563 2.359375 2.355469 0.003906 0.001026
8 2.355469 2.359375 2.357422 0.001953 -0.001736
9 2.355469 2.357422 2.356446 0.000976 -0.000356
10 2.355469 2.356446 2.355957 0.000489 0.000336
11 2.355957 2.356446 2.356202 0.000244 -0.000011
12 2.355957 2.356202 2.35608  0.000122 0.000162
13 2.35608  2.356202 2.356141 0.000061 0.000076
14 2.356141 2.356202 2.356172 0.00003  0.000032
15 2.356172  2.356202 2.356187 0.000015 0.000011
16 2.356187 2.356202 2.356195 0.000007 -0.000001
17 2.356187 2.356195 2.356191 0.000004 0.000005
18 2.356191 2.356195 2.356193 0.000002 0.000002
19 2.356193 2.356195 2.356194 0.000001 0.000001
20 2.356194 2.356195 2.356195 0 -0.000001

Tabela 1 — Exemplo da execuc¢ao do Método da Bisseccao.

Apés 20 iteracoes, obtemos 2.356195 como aproximagao da raiz de f(z) = sen(x)+
cos(z) no intervalo de [0, 3] com tolerancia de erro de 107°. As principais vantagens do
Método da Bissecgao sao que as iteracoes envolvem célculos simples, sempre converge e
o erro diminui pela metade a cada iteragdo. J4 a desvantagem é que sempre precisard
de mais iteragoes que outros métodos se f possui derivadas continuas e estes métodos

convergirem (COSTA; SILVA, 2009).

2.1.2 Método de Newton

O Método de Newton consiste em, a partir de uma aproximagao inicial, calcular a
equacao da reta tangente da funcao nesse ponto por meio da derivada e usar a raiz dessa
reta para encontrar uma aproximacgao para a raiz da fungdo. Repetindo este processo,
encontramos uma melhor aproximagao para a raiz iterativamente até alcancar o critério
de parada. Para aplicar este método, utiliza-se o esquema iterativo (ALMEIDA, 2015;

COSTA; SILVA, 2009):
f(xr)

Trt1 = T — f/<xk)

A partir de uma aproximacao inicial xy, o Método de Newton segue o esquema

iterativo descrito acima até que o critério de parada seja alcancado. Podemos usar como
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critério de parada um nimero méximo de iteragoes e/ou uma tolerancia de erro € > 0,
encerrando as iteracoes se | f(xy)| < € ou se |z — x| < ¢ (COSTA; SILVA, 2009).

A partir de uma equagdo f(z), sua derivada f’(z), uma aproximagao inicial z,
uma tolerancia de erro de € como critério de parada e iteracao k, podemos descrever o
algoritmo do Método de Newton da seguinte forma (ALMEIDA, 2015):

1. Faca
[ (o)

" (o)

2. Se |f(z1)] < € ou se |r; — x| < €, entdo aceitamos x; como raiz e paramos as

r =2

iteracoes.
3. Faca xg = ;.
4. Volte ao passo 1.
Uma das vantagens do Método de Newton é que converge quadraticamente. B
um método rapido, desde que obedecidas certas condigoes. Por outro lado, é necessario

conhecer a derivada da fungao e é necessario escolher uma aproximacao inicial zy proxima
da raiz para que o método convirja. Método de Newton exige que (COSTA; SILVA, 2009):

A solucao da equagdo f(z) = 0 seja isolada em um intervalo [a, b];
o f(x) e f'(x) sejam continuas no intervalo [a, bl;
o f'(z) #0Vx € [a,b];

« A aproximacao inicial xy pertenga ao intervalo (a,b).

Para entender melhor o método, faremos um exemplo. Considere a fungao f(z) =
sen(zx)+ cos(x) no intervalo [0, 3], ilustrada na Figura 1. A partir do gréfico, podemos ver
que a funcdo passa o eixo x entre 2 e 2.5, entdo usaremos um ponto desse intervalo como
aproximacao inicial da raiz, o = 2.3. Sabendo que a derivada de f(z) = sen(x) + cos(x)
é f'(z) = cos(x) — sen(x), considerando como critério de parada uma tolerancia de erro
de 1078 e usando uma precisao de 8 casas decimais para os cdlculos, podemos seguir o

método da seguinte forma:

o 1% Tteragao (k=1):
flo) _ oo J23) . 007942919

=23 —— """ — 935625372
f'(xo) f(2.3) —1.41198123

1 = Ty —

|f(z1)| = | f(2.35625372)| = 0.00008376
|21 — x| = [2.35625372 — 2.3 = 0.05625372
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o 2% ITteragdo (k=2):

F(ao) —0.00008376
= 2.3562537 — —————— — 235619449
(o) —1.41421356

1 = Ty —

|f(z1)] = | £(2.35619449)| = 0
|21 — mo| = [2.35619449 — 235625372 = 0.00005923

Apoés duas iteragoes, obtemos 2.35619449 como aproximagao da raiz de f(z) =
sen(x) + cos(z) no intervalo [0, 3] com tolerancia de erro de 10~®. Podemos ver que o
Método de Newton solucionou o exemplo da secao anterior s6 em duas iteragoes, menos

que o Método da Bisseccao.

2.1.3 Método das Secantes

Uma desvantagem do Método de Newton ¢ a exigéncia do calculo da derivada da
funcdo em seu esquema iterativo. Para evitar este calculo, o Método das Secantes toma
por base o método supracitado, substituindo a derivada presente nesse método por uma
aproximacao baseada em diferencas finitas, envolvendo dessa forma apenas valores da
fungao associada a equagao f(z) = 0. Uma das formas mais simples de aproximagao para
a derivada ¢ dada por (FRANCO, 2006):

f’(xk) ~ floy) — f(xkfl)‘ (2.1)

T — Tg—1

Substituindo a aproximacao na formula que define o Método de Newton,

f(z)

Tg+1 = Tk — f’(m)’

na equagao (2.1) segue que:

o f () _ o f (@) — anf (r-1)
R E T T — fe) YT T fa) — floe)
Tk — Tg—1

Assim sendo, o esquema iterativo

S Tr1 f(xr) — pf(Tp_1)
' flze) — flze—1)

define o chamado Método das Secantes.

Na interpretagao geométrica do Método das Secantes, utilizamos duas aproxima-
¢oes da raiz da fungao, xy e x7, para tragar uma reta que passa por dois pontos (zo, f (o))
e (1, f(x1)), que é chamada reta secante. A partir dela, podemos calcular uma aproxi-

magao da raiz da fungao f(x) = 0 pela intersegdo de retas secantes ao grafico da fungao
com o eixo z (COSTA; SILVA, 2009).
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A partir de uma equagao f(z), aproximacoes iniciais x e x1, uma tolerancia de erro
de € como critério de parada e iteracao k. Desta maneira, podemos descrever o algoritmo

do Método das Secantes da seguinte forma:

1. Faca
o — zo f(r1) — 21 f(20)
5 =
f(x1) — f(xo)
|352 - 5171\ - . . . ~
2. Se ————— < ¢, entao aceitamos x, como raiz e paramos as iteragoes.

|72

3. Faca xg = ;.
4. Faca x1 = x,.

5. Volte ao passo 1.

Para entender melhor o método, faremos o mesmo exemplo das se¢oes anteriores.
Considere a funcao f(z) = sen(z) + cos(z) no intervalo [0, 3], ilustrada na Figura 1. A
partir do grafico, podemos ver que a fungao passa o eixo x entre 2 e 2.5, entao usaremos
um ponto desse intervalo como aproximagcao inicial da raiz. Considerando como critério
de parada uma tolerancia de erro de 107% e usando uma precisao de 6 casas decimais para

os calculos, podemos seguir o método de acordo com a Tabela 2.

N Tog — T
Iteracao g T T f(zo) f(z1) f(z2) |2|:1:|1|
2
0 2 2.5 2.354365 0.493151 -0.202671 0.002587 0.061857
1 2.5 2.354365 2.356201 -0.202671 0.002587 -0.000009 0.000779
2 2.354365 2.356201 2.356194 0.002587 -0.000009 0.000001  0.000003
3 2.356201 2.356194 2.356194 -0.000009 0.000001 0.000001 O

Tabela 2 — Exemplo da execucao do Método das Secantes

Apés 4 iteragbes, obtemos 2.356194 como aproximacao da raiz de f(z) = sen(x) +
cos(z) no intervalo de [0, 3] com tolerancia de erro de 107%. Neste caso podemos ver que
o Método das Secantes solucionou nosso exemplo em quatro iteragoes, bem menos que o

Método da Bissec¢ao porém pouco mais que o Método de Newton.

2.1.4 Método da Falsa Posicao

O Método da Falsa Posicao, semelhante ao Método da Bissecgao, procura a raiz
da funcdo f(x) em um intervalo [a,b] com f(a)- f(b) < 0. A diferenga do Método da
Falsa Posicao é que, ao invés de realizar uma média simples, uma nova aproximacao é

feita utilizando o Método das Secantes, ou seja (FRANCO, 2006; COSTA; SILVA, 2009):
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(b) —
b) — f(a)
A partir disso, com uma equagao f(z), intervalo inicial [a, b] e tolerancia de erro &

C_CL
S

como critério de parada, podemos definir o algoritmo do Método da Falsa Posicao como:

1. Faca
__af(h) ~bf()
f(b) = f(a)
c—a c—b ) ) . -
2. Se < g ou < g, aceitamos ¢ como raiz e paramos as iteragoes.

3. Se f(b) - f(c) <0, faga a = ¢. Caso contrario, faca b = c.

4. Volte ao passo 1

Para entender melhor o método, faremos o mesmo exemplo das se¢des anteriores.
Considere a funcao f(z) = sen(z) + cos(z) no intervalo [0, 3], ilustrada na Figura 1. A
partir do grafico, podemos ver que a fungdo passa o eixo x entre 2 e 2.5, entdo usaremos
um ponto desse intervalo como aproximacao inicial da raiz. Considerando como critério
de parada uma tolerancia de erro de 10~% e usando uma precisao de 6 casas decimais para

os calculos, podemos seguir o método de acordo com a Tabela 3.

c—a c—Db

[teragdo a c b . . f(e)

0 2 2.354365 2.5 0.150514 0.061857 0.002587

1 2.354365 2.356201 2.5 0.000779 0.06103  -0.000009
2 2.354365 2.356194 2.356201 0.000776 0.000003 0.000001

3 2.356194 2.356194 2.356201 0 0.000003 0.000001

Tabela 3 — Exemplo da execucao do Método da Falsa Posicao

Apos 4 iteragbes, obtemos 2.356194 como aproximagao da raiz de f(z) = sen(x)+
cos(z) no intervalo de [0, 3] com tolerancia de erro de 107%. Neste caso podemos ver que o
Método da Falsa Posi¢ao solucionou nosso exemplo em quatro iteragoes, entdo o mesmo

numero de iteracoes que o Método das Secantes.

2.2 Trabalhos Correlatos

Existem diversos trabalhos que exemplificam a utilizacao de softwares para o en-
sino. Em relagao a calculo numérico, percebe-se que os trabalhos utilizam uma abordagem

visual para facilitar o entendimento do procedimento dos métodos pelos alunos.
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Caraballo e Tenorio (2015) tem como objetivo mostrar que o GeoGebra pode ser
usado para que alunos experimentem varios métodos numéricos para solucionar equacoes
nao lineares. Para isso, sua metodologia foca na interpretagao geométrica e visualizacao
do comportamento e procedimento dos métodos numéricos usando o software. O traba-
lho apresenta alguns applets criados no GeoGebra que lidam com equagdes nao lineares

através de métodos numéricos e como podem ser utilizados para o ensino.

Em contrapartida, Djamila (2017) propoe o uso de planilhas do Excel para o ensino
de métodos numéricos. Para isto, sua metodologia consiste em apresentar resolugoes em
multiplos métodos para uma mesma equagao e observar as diferencas entre eles. O artigo
conclui que esta estratégia auxilia os professores a perceberem a evolucao da forma que
os alunos pensam ao usar métodos numéricos, e apresenta um exemplo ilustrativo usando

quatro métodos numéricos para encontrar raizes.

Além destes, temos softwares voltados ao ensino da matematica em geral, como o
Symbolab (2021) que é um site de solugdes matematicas. Ele oferece resolugoes passo a
passo desde exercicios mais basicos do ensino médio até topicos mais complexos a nivel
de graduagao, abrangendo topicos como algebra, trigonometria e calculo. Contudo, além
de utilizar codigo proprietario, sua versao gratuita é limitada e ele nao cobre métodos de

calculo numérico.

32 +x=0 n

Grafico» Exemplos» tlf: Ig] @
Solucdo
Resolver com a Farmula quadratica IMostrar passos
3x2—x—[} s x=0.x= —%
Passos
2T +x=0

Figura 2 — Captura de tela do Symbolab

De forma similar, Wolfram Alpha (2021) é uma plataforma proprietaria que ofe-
rece aplicacoes para solucao de diversos problemas, chegando a ir além da matematica.

Contudo, sua versao gratuita também é limitada e o site suporta somente o idioma inglés.
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Figura 3 — Captura de tela do Wolfram Alpha

Em contrapartida, Gurgel et al. (2018) propoe desenvolver um site aberto e dis-
ponivel gratuitamente focado em facilitar o ensino do método de resolucao grafica de
problemas de programacao linear com duas variaveis de decisdo na disciplina de Pesquisa
Operacional. Para alcancar este objetivo, sua metodologia foi dividida em etapas: definir
os requisitos do sistema, criar um protétipo e fluxograma, estudar tecnologias e desenvol-
vimento, e por fim avaliagao. Como resultado, obteve uma aplicacao web de coédigo aberto
que resolve problemas de minimiza¢ao ou maximizagao da programacao linear com duas

variaveis de decisao, com auxilio visual de graficos para procurar possiveis solugdes dtimas.

Ressalta-se que este software se assemelha ao desenvolvido no presente projeto
por desenvolver um site disponivel gratuitamente com cédigo aberto focado no ensino,
porém este é focado na area de Pesquisa Operacional, em problemas de minimizagao e
maximizacao da programagcao linear com duas variaveis de decisdao, enquanto o presente é
da area de Calculo Numérico, em problemas de Zero de Fungoes. Além disso, observa-se
uma diferenga nas tecnologias empregadas, pois Gurgel utiliza uma funcao fixa enquanto
o presente trabalho permite a utilizacao de férmulas matematicas para analise de diversas

funcgoes.
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Figura 4 — Captura de tela do Software de Gurgel
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3 Desenvolvimento

Este capitulo apresenta as etapas executadas para a realizacao deste trabalho,
divididas em levantamento de requisitos, estudo das tecnologias necessarias para imple-

mentacao do sistema, prototipo e definicao do layout do sistema.

3.1 Levantamento de Requisitos

Levantamento de requisitos ¢ uma das primeiras etapas do desenvolvimento do
software, onde coletamos as necessidades do cliente e as descrevemos em duas categorias:
requisitos funcionais, que sao fungoes que o sistema deve desempenhar, e requisitos nao
funcionais, que sdo caracteristicas esperados do projeto mas nao sao relacionadas a uma

fungao especifica, mas ao sistema como um todo (HASSAN, 2009).

Para o desenvolvimento do projeto, foram listados os requisitos funcionais e nao
funcionais deste sistema através de reunides com um professor da FAMAT, tendo em
base a ficha de componente curricular da disciplina de Célculo Numérico da UFU (MA-
TEMATICA, 2021) e os livros Calculo Numérico (FRANCO, 2006) e Anélise Numérica
(BURDEN; FAIRES, 2005).

3.1.1 Requisitos Funcionais

RF-1 Possibilitar analise do grafico de fungoes

A analise de graficos é fundamental para o estudo de métodos numéricos, portanto
é necessario que o sistema desenvolvido receba uma fungao f(z) do usudrio e gere o grafico

da mesma, em um dado intervalo [a, b] também determinado pelo usuério.
RF-2 Implementar o Método da Bissecgao

Para implementar o método da bisseccao, o sistema deve receber uma funcao f(x),
um intervalo inicial [a, b], uma tolerdncia de erro € e a precisdo dos calculos (em casas
decimais) e entdo gerar uma tabela mostrando cada iteragdo do método com os valores de
a, b, ¢, os sinais da fungao f(z) em f(a), f(b) e f(c), o valor do critério de parada b —c e
o valor da fungdao no ponto ¢, f(c) em cada iteragdo. Além disso, o sistema também deve
possibilitar a visualizacdo dos pontos (a, f(a)), (b, f(b)) e (¢, f(c)) no gréifico da fungao

f(z) a cada iteragdo do método.
RF-3 Implementar o Método de Newton

Para implementar o método de Newton, o sistema deve receber uma fun¢ao f(x),

uma aproximagao inicial xg, uma tolerancia de erro € e a precisao dos célculos (em casas
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decimais) e entdo calcular e mostrar ao usuario a derivada f'(z) de f(z) e gerar uma
tabela mostrando cada iteracdo do método com os valores de xy, x1, o valor dos critérios
de parada |f(x1)| e |1 — xo|, 0 valor da fungdo no ponto 1, f(z1) e o valor da derivada
de f(x), f’, no ponto xg, f'(x¢) em cada iteragdo. Além disso, o sistema também deve
possibilitar a visualizagdo dos pontos (zg, f(xo)) e (z1, f(z1)) e a reta tangente de xg no

grafico da func¢do f(z) a cada iteragao do método.
RF-4 Implementar o Método das Secantes

Para implementar o método das Secantes, o sistema deve receber uma fungao f(x),
duas aproximagdes iniciais xy e x1, uma tolerdncia de erro € e a precisao dos calculos (em
casas decimais) e entdo gerar uma tabela mostrando cada iteragdo do método com os

valores de g, 71, T2, 0 valor do critério de parada %

e o valor da funcio nos pontos
f(xg), f(z1) e f(xe). Além disso, o sistema também deve possibilitar a visualizagao dos
pontos (zo, f(x0)), (21, f(z1)) e (za, f(x2)) e a reta secante que passa por Ty e xr; no

grafico da funcdo f(z) a cada iteragao do método.
RF-5 Implementar o Método da Falsa Posicao

Para implementar o método da Falsa Posicao, o sistema deve receber uma funcao
f(z), um intervalo inicial [a, b], uma tolerancia de erro € e a precisao dos calculos (em casas
decimais) e entdo gerar uma tabela mostrando cada iteragdo do método com os valores

de a, b, ¢, os sinais da fungao f(z) em f(a), f(b) e f(c), o valor dos critérios de parada

c=a o c—b

c c

possibilitar a visualizacdo dos pontos (a, f(a)), (b, f(b)) e (¢, f(c)) no grafico da fungao

e o valor da fungdao no ponto ¢, f(c) em cada iteragao. O sistema também deve

f(z) a cada iteragado do método, assim como a reta secante que passa por a e b.

3.1.2 Requisitos Nao Funcionais

RNF-1 Plataforma Web

Para evitar dependéncia de um sistema operacional especifico e possibilitar o al-
cance do sistema ao maior niimero de usudrios possiveis, foi definido que o sistema devera

ser feito em plataforma web.
RNF-2 Aplicacio de Pagina Unica

Para evitar perda de dados durante o processamento dos calculos, apds o carrega-
mento inicial da pagina o sistema deve continuar funcionando normalmente mesmo que
o cliente fique sem internet. Para isso, o sistema deve efetuar todo o processamento no

proprio navegador, sem depender de um servidor remoto.
RNF-3 Software Gratuito

Para incentivar o ensino e aprendizado de calculo numérico sem barreiras, foi

definido que o sistema deve ser totalmente gratuito.
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RNF-4 Cédigo Aberto

Para possibilitar que a comunidade desenvolva ainda mais aplicagoes voltadas ao
ensino e/ou calculo numérico, e também que colaboradores ao redor do mundo contribuam
para este trabalho e futuros trabalhos possam ser desenvolvidos em cima deste, foi definido

que o mesmo deve ter cddigo aberto para toda a comunidade.

3.2 Tecnologias necessarias para implementacao do sistema

Como parte das aplicacoes web modernas, foram utilizadas as tecnologias HTML5,
CSS3 e JavaScript como base para criagao do sistema. Além destas, também foi usado
BootStrap 4, um dos mais famosos frameworks para web criado para facilitar o desenvol-

vimento de uma interface responsiva e amigavel para o usuario (BOOTSTRAP, 2021).

A partir disso, nesta etapa foram estudadas tecnologias para trabalhar com equa-
¢oes, exibir simbolos matematicos para o usuario e para a criagdo de graficos. Assim, é
necessario interpretar a entrada do usuario (um conjunto de caracteres), como uma fungao
matematica f(z) e habilidade de obter resultados da fungao a partir de determinado z.
Além disso, é necessario mostrar simbolos e férmulas matematicas ao usuario de maneira
clara, assim como fazemos em KTEX. A partir disso, escolheu-se a biblioteca Math.js para
atender as necessidades do projeto pelo diferencial de interpretar simbolos matematicos
diretamente no navegador, sem necessidade de expor um servidor a riscos de interpretacao
de input do usuario (MATH.JS, 2021).

Contudo, a biblioteca supracitada necessita de outra ferramenta para exibir texto
em BTEX corretamente. Portanto, utilizou-se a biblioteca MathJax, usada extensivamente
pela comunidade cientifica e suportada pela Sociedade Americana de Matematica e a
IEEE, para transformar o texto em imagens (MATHJAX, 2021).

Matematica com math.js e LaTeX com MathJlax.

F(X)= sin(x)+cos(x)
Fungdo sin () + cos (z)
Derivada cos (x) — sin (z)

Figura 5 — Protétipo do sistema durante esta etapa. Fonte: préprio autor
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Finalmente, para transformar os dados obtidos pelos métodos em graficos foi uti-
lizada a biblioteca Plot.ly no projeto, um moédulo JavaScript que permite criar graficos
diretamente no navegador do usuario. Esta biblioteca possui diversos recursos tteis tais
como controle de zoom, download da imagem do grafico em formato PNG, destaque de

dados ao passar o mouse pelo grafico, entre outros. (PLOT.LY, 2021).

[C} -

(5.941, 0.6064771) KRt

Figura 6 — Grafico criado com a biblioteca Plot.ly. Fonte: proprio autor

3.3 Prototipo do Sistema

Nesta etapa foram implementados os métodos da Bisseccao e Newton, e as apro-
ximagoes geradas pela execugao destes métodos foram exibidas na forma de tabelas. Tais
tabelas tém por finalidade apresentar nao s6 as aproximacoes em si, mas também os va-
lores que as fungoes assumem em cada itera¢do dos métodos, assim como a visualiza¢ao

dos critérios de parada ao longo da execucao até que a precisao solicitada seja atingida.

Zero de Funcgoes - Método de Newton

Aproximacao Inicial (2.3 |

Precisdo E | casas decimais
Calcular | calcular |
Iteracdo x1 x0 [f(x1)] [x1-x0]  f(x) f'(x)
Tabela 1 2.356254 2.3 0.000084 0.056254 0.079429 -1.411981
2 2.3561%4 2.356254 0.000001 0.00006 -0.000084 -1.414214

Figura 7 — Protétipo do método de Newton. Fonte: préprio autor
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Zero de Funcgoes - Método da Bisseccdo

Intervalo [[2345

|, [2.361

Precisdo |5

Calcular

Iteracdo a

1 2.345

2 2.353

3 2.353

4 2.355

5 2.356

6 2.356
Tabela ’ 2330

8 2.356125

9 2.356188

10 2.356188

11 2.356188

12 2.356188

13 2.356192

14 2.356194

15 2.356194

Figura 8 — Protétipo do método da Bissecgao. Fonte: proprio autor

3.4 Definicao do layout do sistema

b

2.361
2.361
2.357
2.357
2.357
2.3565
2.35625
2.35625
2.35625

2.356219
2.356204
2.356196
2.356196
2.356196
2.356195

| casas decimais

C

2.353
2.357
2.355
2.356
2.3565
2.35625
2.356125
2.356188
2.356219
2.356204
2.356196
2.356192
2.356194
2.356195
2.356195

b-c

0.008
0.004
0.002
0.001
0.0005
0.00025
0.000125
0.000062
0.000031
0.000015
0.000008
0.000004
0.000002
0.000001
0

f(c)
0.004518
-0.001139
0.001689
0.000275
-0.000432
-0.000079
0.000098
0.000009
-0.000035
-0.000013
-0.000002
0.000004
0.000001
-0.000001
-0.000001

Nesta etapa foi especificado um layout geral para o sistema, tendo em mente um

design minimalista, com cores neutras, e que permita acessar qualquer funcao do sistema

em poucos cliques. Dessa forma, o layout da aplicagao foi definido como a seguir:
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Titulo da Pagina
Zero de Fungdes
Passo a Passo f(x)= sin(x)+cos(x)

Intervalo do Grafico [o 10 ]
Andlise do Gréfico
Método da Bissecg@o
Método de Newton
Método da Falsa Posicéo

Método das Secantes

Cédigo do projeto

Figura 9 — Design inicial do sistema. Fonte: préprio autor

3.5 Disponibilizacao para uso publico

Para cumprir os objetivos do trabalho de facilitar o trabalho de professores, a
pesquisa de estudantes e ampliar o acesso ao conhecimento, a aplicacao foi disponibilizada

gratuitamente de forma online através do endereco:
<https://jhonnybn.github.io/calculonumericopassoapasso/ >

Além disso, para possibilitar que a comunidade desenvolva ainda mais aplicacoes
voltadas ao ensino em geral ou especificamente ao calculo numérico, e também que cola-
boradores ao redor do mundo contribuam para este projeto e futuros trabalhos possam

ser desenvolvidos em cima deste, o codigo da aplicagdo foi disponibilizado no enderego:

<https://github.com/JhonnyBn/calculonumericopassoapasso>
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4 Resultados

Neste capitulo serao apresentados os resultados do desenvolvimento do software
através de capturas de tela do mesmo durante a solucao de problemas. Para tanto, a
seguir serdao apresentados dois problemas de testes para ilustrar as capacidades do cédigo
implementado. Para o primeiro exemplo, vamos usar o mesmo problema apresentado na

Fundamentacao Tedrica deste trabalho.

Problema 1: A partir da funcao f(z) = sen(x)+cos(x) no intervalo [0, 3], determine
o zero da funcao. Utilize 6 casas decimais de precisao para os cilculos e tome 107% como

tolerancia de erro.

[
[
L
Lr
Fa
[

¥
L

Figura 10 — Grafico da funcao f(z) = sen(z) + cos(x) no intervalo [0, 3]. Fonte: préprio
autor

Problema 2: Determine o zero da fungao f(z) = sen(2*) no intervalo [3.3,3.4]. Use

10 casas decimais de precisdo para os cdlculos e tome 10~% como tolerdncia de erro.
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in

Figura 11 — f(z) = sen(z?®) no intervalo [3.3, 3.4]. Fonte: préprio autor

4.1 Método da Bisseccao

411 Problemal

£ Método da Bisseccao ?
Zero de Fungdes
Passo a Passo f(x)= sin(x)+cos(x) ?
Intervalo do Gréfico [o .3 |

Andlise do Grdfico Fungéo sin (z) + cos (z)
Método da Bisseccdo Intervalo Inicial do Método [o 3 |
Metoaa e Toleréncia de Erro 0,000001
Método da Falsa Posic@o Preciséo |E| casas decimais
Método das Secantes C} -

) GitHub do projeto

Figura 12 — Parametros de entrada do Método da Bissec¢ao no problema 1
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Iteragéio

20

225

225

295

234375

2.34375

234375

2.355469

2.355469

2.355469

2.355469

2.355469

2.355836

2.356019

2.3561

2.356156

2.356179

2.356191

2.356191

2.356194

225

2,625

2.4375

234375

2390625

2.367188

2355469

2361329

2358399

2356934

2356202

2.355836

2.356019

2.3561

2.356156

2356179

2356191

2356197

2.356194

2.356196

3

2.625

2.4375

2.4375

2.390625

2.367188

2.367188

2.361329

2.358399

2.356934

2356202

2.356202

2356202

2.356202

2356202

2.356202

2356202

2.356197

2.356197

0.75

0.375

0.1875

0.09375

0.046875

0.023437

a.0nne

0.005859

0.00293

0.001465

0.000732

0.000366

0.000183

0.000092

0.000046

0.000023

0.00001n

0.000005

0.000003

0.000001

1.068232

0.1499

-0.375587

-0.114857

0.017599

-0.048682

-0.015547

0.001026

-0.007261

-0.00318

-0.001046

-0.00001m

0.000507

0.000248

0.00018

0.000054

0.000022

0.000005

-0.000004

0.000001

-0.000002

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Mostrar Grafico

Figura 13 — Tabela do Método da Bissec¢ao no problema 1
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Iteragdo €0 =

[} &

o

Figura 14 — Grafico do Método da Bisseccao no problema 1 na iteracao 0

Iteragdo = T &

Figura 15 — Grafico do Método da Bisseccao no problema 1 na iteracao 1

Iteragéo & 2

L} -

Figura 16 — Grafico do Método da Bissecgdo no problema 1 na iteragao 2
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Iteragéo €3 2

Figura 17 — Grafico do Método da Bissecgao no problema 1 na iteracao 3

Iteragé@o “ 8

.

o,

Figura 18 — Grafico do Método da Bissec¢ao no problema 1 na iteragao 3 alterando o
zoom

Iteracdo €« 4

Q -

Figura 19 — Grafico do Método da Bissecgao no problema 1 na iteracao 4
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Iteragéo € 5 >

22 23 24 25 26 2

Figura 20 — Grafico do Método da Bisseccao no problema 1 na iteracao 5

412 Problema 2

= Método da Bisseccéo ?
Zero de Fungdes
Passo a Passo f(x)= sin(xA3) ?
Intervalo do Gréfico [33 .34 1

Andilise do Gréfico Fungdio sin (%)
Método da Bissecg@o Intervalo Inicial do Método [33 34 |
Método de Newton Toleréncia de Erro 0,00000001
Método da Falsa PosigGo Precisdo casas decimais
Método das Secantes aQ -

) GitHub do projeto

Figura 21 — Parametros de entrada do Método da Bisseccao no problema 2
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Iteragéio

33

3.35

3.35

3.35

3.35

3.35

3.3515625

3.35234375

3.352734375

3.3529296875

3.3530273438

3.3530761719

3.3530761719

3.3530761719

3.3530761719

3.3530761719

3.3530776978

3.375

3.3625

3.35625

3.353125

3.3515625

3.35234375

3.352734375

3.3529296875

3.3530273438

3.3530761719

3.353100586

3.353088379

3.3530822755

3.3530792237

3.3530776978

3.3530784608

3.4

3.4

3.375

3.3625

3.35625

3.353125

3.353125

3.353125

3.353125

3.353125

3.353125

3.353125

3.353100586

3.353088379

3.3530822755

3.3530792237

3.3530792237

0.05

0.025

0.0125

0.00625

0.003125

0.0015625

0.00078125

0.000390625

0.0001953125

0.0000976562

0.0000488281

0.000024414

0.000012207

0.0000061035

0.0000030518

0.0000015259

7.629e-7

-0.1035508854

0.6774184884

0.3133125104

01068733516

0.0016722688

-0.0510845896

-0.0247708869

-0.0116018501

-0.0050152832

-0.0017216108

-0.000074695

0.0007487828

0.0003370441

0.00013N1758

0.0000282403

-0.0000232274

0.0000025081

Figura 22 — Tabela do Método da Bissec¢ao no problema 2
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Iteracéo < 0 2

[} e

Figura 23 — Grafico do Método da Bissecgao no problema 2 na iteracao 0

Iteragéo &1 P

| =3

b

:/"

5

Figura 24 — Grafico do Método da Bissecgdo no problema 2 na iteracao 1

Iteragéio © 2 9
@ =
/ :/—

Figura 25 — Grafico do Método da Bisseccao no problema 2 na iteracao 2
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Iterag@o €3

N

of

Figura 26 — Grafico do Método da Bissecgao no problema 2 na iteracao 3

4.2 Meétodo de Newton

421 Problemal

E Método de Newton ?
Zero de Funcdes
Passo a Passo f(x)= sin(x)+cos(x) ?
Intervalo do Gréfico [o 3 1
Andlise do Gréfico Funcdo sin (x) + cos ()
Método da Bissecg@o Derivada cos (z) — sin (z)
Método de Newton
Aproximagéo Inicial 15
Método da Falsa Posig@io N
Tolerénciade Erro 0,000001
Método das Secantes
Precis@o |6 v|casas decimais
Q -

() GitHub do projeto i

Figura 27 — Parametros de entrada do Método de Newton no problema 1
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Iteragéo | F(z1)| |21 — 0| f(z1)
0 15 2652655 0.413144 1152655  -0.413144 -0.926758
1 2652655 2347193 001273 0305462 0.01273 -1.352521

2 2347193 2356195 0.000001 0.009002 -0.000001 -1.414156

Figura 28 — Tabela do Método de Newton no problema 1

Iteracéio € 0 =

™

Figura 29 — Grafico do Método de Newton no problema 1 na iteragao 0

Iteragdo ©® 1 2

[} =1

.
\:

Figura 30 — Grafico do Método de Newton no problema 1 na iteragao 1
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IteragGo ® X

@ -

Figura 31 — Grafico do Método de Newton no problema 1 na iteragdo 2

Iteragéio « 2 9

—

Figura 32 — Grafico do Método de Newton no problema 1 na iteracao 2 alterando o zoom
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4272 Problema 2

= Método de Newton ?
Zero de Fungdes
Passo a Passo f(x)= sin(xA3) ?
Intervalo do Gréfico [33 .34 |
Andlise do Gréfico Fungdo sin (z°)
Método da Bissecg@o . 3 3
Derivada 3-z*- cos (2%
Método de Newton
Aproximagéo Inicial 335
Método da Falsa Posigéo
Toleré@ncia de Erro 0,00000001
Método das Secantes
Precis@o |IU V‘ casas decimais
@ £l

) GitHub do projeto

Figura 33 — Parametros de entrada do Método de Newton no problema 2

Iteragéio | f(z1)]

0 3.35 3.3530923165 0.0004698546 0.0030923165 0.0004698546 33.4865088134 Vs
Grafico

1 3.3530923165 3.3530783865 2e-9 0.00001393 2e-9 33.7296805258 S

Grafico

Figura 34 — Tabela do Método de Newton no problema 2

Iteragdo €0 =

Figura 35 — Grafico do Método de Newton no problema 2 na iteragao 0
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Iteragdo &= I =

3.353075 3.35308

Figura 36 — Grafico do Método de Newton no problema 2 na iteragao 1

4.3 Meétodo das Secantes

431 Problemal

E Método das Secantes ?
Zero de Funcdes
Passo a Passo f(x)= sin(x)+cos(x) 4
Intervalo do Grafico lo B ]
Andlise do Gréfico Fungao sin () + cos (z)
Método da Bissecctio Aproximagdes Iniciais do B o
Método
Método de Newton
Tolerancia de Erro 0,000001
Método da Falsa Posigéo
Preciséio [6 v|cosas decimais
Método das Secantes
@ -

¢) GitHub do projeto

Figura 37 — Parametros de entrada do Método das Secantes no problema 1
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f(z0) f(z1)

0 0 3 1622611 1 -0.848872 0946866  0.848872 [P

1 3 1622611 2348888 -0.848872 0.946866 0010333  0.3092 Voot e

2 1622611 2348888 2356901 0946866 0010333  -0.000999 0.0034 Ve

3 2348888 2356901 2356194 0010333  -0.000999 0000001  0.0003 Vet

4 2356901 2356194 2356194 -0.000999 0.000001 0000001 O .

Figura 38 — Tabela do Método das Secantes no problema 1

Iteragéio €0 >

Iteracéo €« 3

£ NN R—

Figura 40 — Grafico do Método das Secantes no problema 1 na iteracao 1
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Iteragéo 2 =2

Figura 41 — Grafico do Método das Secantes no problema 1 na iteracao 2

Iteracéo < 3 2

& @

Figura 42 — Grafico do Método das Secantes no problema 1 na iteragao 3

Iteragéo ¢ 3

(O} -

Figura 43 — Grafico do Método das Secantes no problema 1 na iteracao 3 alterando o
zoom
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Iteragdo €« 4 >

0.0015

-0.0005

-0.001

-0.0015

-0.002

2.356 23562 2.3564 2.3566 2.3568 2357

Figura 44 — Grafico do Método das Secantes no problema 1 na iteracao 4

432 Problema 2

= Método das Secantes ?
Zero de Fungdes
Passo a Passo f(x)= sin(xA3) ?
Intervalo do Gréfico [33 34 |
Andlise do Gréfico Fungéio sin (%)
Método da Bissecg@io Aproximagdes Iniciais do - a4
: e 3,
Método
Método de Newton
Tolerdncia de Erro 0,00000001

Método da Falsa Posic@io

5 Precisdo casas decimais
Método das Secantes

€) GitHub do projeto

Figura 45 — Parametros de entrada do Método das Secantes no problema 2
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Iteracao 2 f(z1)

0 33 3.4 3.3495542039 -0.9817549385 0.9894189298 -0.1184648338  0.0150604507
1 3.4 3.3495542039 3.3549000664 0.9994189298 -0.184648338 0.0614388488 0.0015834491

2 3.3495542039 3.3549000664 3.3530744026 -0.1184648338 0.0814388488  -0.0001343724 0.00054447486
3 3.3549000664 3.3530744026  3.3530783868 0.0614388488 -0.0001343724 122e-8 0.0000011882

4 3.3530744026 3.3530783868  3.3530783864 -0.0001343724 122e-8 -1.3e-9 le-10

Figura 46 — Tabela do Método das Secantes no problema 2

Iteragéio « 0 >

Figura 47 — Grafico do Método das Secantes no problema 2 na iteragao 0
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Iteragéo e 1 P>

Figura 48 — Grafico do Método das Secantes no problema 2 na iteracao 1

Iteragéio = Q2 9

& -

Iteragd@o « & =2

33535 3334 3.3545 3355

Figura 50 — Grafico do Método das Secantes no problema 2 na iteracao 3
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Iteragéo € 4 >

0.0015

0.0005

x2

-0.0005

-0.001

3353072 3353074 3.353076 3.353078 3.35308 3.353082 3.353084

Figura 51 — Grafico do Método das Secantes no problema 2 na iteracao 4

4.4 Método da Falsa Posicao

441 Problemal

= Método da Falsa Posigéo ?
Zero de Fungdes
Passo a Passo f(x)= sin(x)+cos(x) ?
Intervalo do Gréfico [o .3 ]

Andlise do Gréfico Fungao sin () + cos (z)
Método da Bisseccéio Intervalo Inicial do Método [o .3 ]
Método de Newton Tolerancia de Erro 0,000001
Método da Falsa Posicéio Preciséio casas decimais
Método das Secantes @, -

€) GitHub do projeto

Figura 52 — Parametros de entrada do Método da Falsa Posicao no problema 1
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Iteracéo

0 0 1622611 3 + + = ! 0.848872 0.946866
1 1622611 2348888 3 + + - 0.3092 0.2772 0.010333
2 0348888 2356718 3 & = = 0.003322 0272957 -0.00074
3 2348888 2356194 2356718 + + - 0003101  0.000222 0.000001
4 2356194 2356194 2356718 + + - 0 0.000222  0.000001

Figura 53 — Tabela do Método da Falsa Posi¢ao no problema 1

Iteragéo = 0 =2

Iteragéo &1 =

Figura 55 — Grafico do Método da Falsa Posi¢ao no problema 1 na iteragao 1
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Iteragdo ¢ 2 »

[} -

Figura 56 — Grafico do Método da Falsa Posicao no problema 1 na iteragao 2

Iteracéo €« 3 2

(O} -

3

Figura 57 — Grafico do Método da Falsa Posicao no problema 1 na iteragao 3

Iteragédo “ 3 2>

(] -

Figura 58 — Grafico do Método da Falsa Posicdo no problema 1 na iteracao 3 alterando o
zoom
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Iteracgdo < 4 2

2348 235 2352 2.354 2.356 2358

Figura 59 — Grafico do Método da Falsa Posi¢ao no problema 1 na iteragao 4

4472 Problema 2

E Método da Falsa Posigdo ?
Zero de Fungbes
Passo a Passo f(x)= sin(xA3) g
Intervalo do Grafico [33 34 |

Anélise do Gréfico Fungéio sin (%)
Método da Bissecgao Intervalo Inicial do Método [33 34 |
Método de Newton Toleréncia de Erro 0,00000001
Método da Falsa Posigéo Precis@o \E| casas decimals
Método das Secantes Q -

() GitHub do projeto

Figura 60 — Parametros de entrada do Método da Falsa Posi¢cao no problema 2
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Iteragéio

0 3.3 3.3495542039 34 = ~ * 0.0147942684 0.0150604507  -0.184648338
1 3.3495542039 3.3548000664 34 - + + 0.0015934491  0.0134430036  0.0614388488
2 3.3495542039 3.3530744026  3.3549000664 - = + 0.0010498421  0.0005444746 -0.0001343724
3 3.3530744026 3.3530783868  3.3549000684 - + + 0.0000011882 0.0005432857 122e-8
B 3.3530744026 3.3530783864  3.3530783868 - - + 0.000001881 le-10 ~1.3e-9

Figura 61 — Tabela do Método da Falsa Posicao no problema 2

Iteragdo <0 -2

Figura 62 — Grafico do Método da Falsa Posicao no problema 2 na iteragao 0
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Iteragéo € 1 B

Figura 63 — Grafico do Método da Falsa Posicao no problema 2 na iteragao 1

Iteracéo €« 2 2

\

Figura 64 — Grafico do Método da Falsa Posicdo no problema 2 na iteragao 2

Iteragéo 3 2

Figura 65 — Grafico do Método da Falsa Posi¢ao no problema 2 na iteragao 3
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5 Conclusao

Os avancos dos recursos tecnologicos presentes hoje em dia possibilitaram a criagao
de meios educacionais no que tange ao processo de ensino e aprendizagem em varias areas,
sendo a area tecnoldgica uma das principais. Este Trabalho de Conclusao de Curso teve
como objetivo o desenvolvimento de um sistema visando auxiliar o ensino de Calculo
Numérico ao fornecer uma ferramenta simples, visual, interativa e dindmica para alunos

e professores.

Para isto, foi criada uma aplicacdo web por meio da utilizagdo das ferramentas
HTML5, CSS3, JavaScript, BootStrap4, MathJS e Plot.ly. Inicialmente foi realizado o
levantamento de requisitos do sistema e a partir disso, foram selecionados alguns métodos
de resolucao numeérica a serem implementados, a saber, Método da Bisseccao, Método de
Newton, Método das Secantes e Método da Falsa Posicao. Ao implementar cada método,
foram criadas ferramentas para apresentar as aproximacoes dos resultados de cada etapa

dos métodos em formatos de tabela e graficos.

Sendo a geometria um elemento crucial no processo de ensino-aprendizagem de
calculo diferencial e integral, o fato do programa implementado permitir o acompanha-
mento grafico das aproximacoes geradas pelos métodos é bastante relevante para o calculo
numérico no que tange ao estudo do comportamento das fungoes. Ressalta-se que a ela-
boracao de graficos para cada etapa dos métodos de resolugao numérica implementados

representa um diferencial do presente trabalho em relacdo aos demais softwares.

Os resultados do desenvolvimento do software foram apresentados por meio de
capturas de tela do mesmo durante a solugao de problemas. Dois problemas de teste
foram utilizados para ilustrar as capacidades do cédigo implementado (ver Figuras 10 e
11). Em cada um dos métodos, foram apresentados os pardmetros de entrada de cada
um dos problemas assim como as tabelas com aproximacoes dos resultados gerados pelos

métodos e os graficos gerados em cada iteracao.

O software fornece uma interface amigavel ao usuario, permitindo que o mesmo
coloque qualquer fung¢ao que considere interessante ao estudo e analise suas caracteristi-
cas em cada um dos métodos implementados. Além disso, o detalhamento fornecido por
meio dos graficos e tabelas contribui para a compreensao do contetido; bem como das

particularidades de cada um dos métodos.

Ademais, o fato desta aplicacdo web ser disponibilizada gratuitamente de forma
online nao apenas facilita o trabalho de professores e estudantes, mas amplia o acesso ao
conhecimento. Apesar de estarem disponiveis no mercado softwares como Excel, Maple e

Mathematica, estes sao em sua maioria pagos e de dificil entendimento, principalmente
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quando usados por nao especialistas na drea de computagao (DJAMILA, 2017).

Ao final, o codigo da aplicacgao foi disponibilizado para a comunidade, permitindo
que sejam desenvolvidas outras aplicagoes voltadas ao ensino em geral ou especificamente
ao calculo numérico, e também que colaboradores ao redor do mundo contribuam para

este projeto e futuros trabalhos possam ser desenvolvidos em cima deste.

O processo de elaboragao do software foi desafiador em alguns momentos. Além da
dificuldade de implementar todo o sistema em uma tnica pagina que nao dependa de um
servidor, enfrentou-se também o desafio de gerar os dados necessarios para a elaboragao
dos graficos. Apesar desses desafios, o software desenvolvido no presente trabalho, no que
tange ao calculo numérico e, em especifico, ao estudo de métodos de resolugao numérica
para busca de zero de funcoes, apresenta o potencial de auxiliar os estudantes da area
matematica e tecnoldgica no entendimento dos aspectos tedricos e praticos das técnicas

numéricas estudadas e implementados no desenvolvimento deste trabalho.

5.1 Trabalhos Futuros

Ainda ha espago para melhorias no software, o que poderia ser o foco de trabalhos
futuros. Estes poderiam trabalhar temas diversos, como: melhorar o sistema atual ao
adicionar mais opgoes de critério de parada para os métodos implementados e permitir
ao usuario escolher quais deles usar durante a execucao dos métodos; implementar mais
métodos numéricos de zero de fungoes; desenvolver uma forma de comparar os métodos
implementados; e abordar outros tépicos de calculo numérico. Acrescenta-se que, além
de melhorias no software, também ha espaco para avaliar a efetividade da adocao da

ferramenta em cursos de calculo numérico.
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