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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é estudar os ideais injetivos e sobrejetivos de po-
linomios homogéneos entre espagos de Banach. Primeiramente faremos uma breve ex-
posicao sobre polinomios homogéneos e ideais de polinomios homogéneos. Em seguida
estudamos os espagos f(I') e ¢1(I"), que reinem familias escalares indexadas em um
conjunto arbitrario nao vazio I', munidos da norma do supremo e da norma da soma,
respectivamente, assim como as injecoes e sobrejecoes métricas e as propriedades de ex-
tensao e levantamento desses espacos. Posteriormente estudamos os ideais injetivos de
polinomios, com énfase na envoltéria injetiva e na descricao da envoltéria injetiva de um
ideal de composi¢ao. Finalmente fazemos um estudo analogo para o caso de ideais sobre-
jetivos de polinomios. Aplicagoes para as descricoes das envoltorias injetiva e sobrejetiva
dos ideais de composicao sao apresentadas.

Palavras-chave: espagos de Banach, polindmios homogéneos, ideais de polinomios, ideais
de composicao, ideais injetivos, ideais sobrejetivos.
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p.- M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The main purpose of this dissertation is to study injective and surjective ideals of
homogeneous polynomials between Banach spaces. First we briefly sketch the theory of
homogeneous polynomials and polynomial ideals. Next we study the spaces (. (I") and
¢, (T"), formed by scalar families indexed by an arbitrary non void set I" endowed with the
supremum norm and the sum norm, respectively, as well as metric injections and sur-
jections and extension and lifting properties of such spaces. Then, injective polynomials
ideals are investigated, with a special attention to the injective hull and to the descrip-
tion of the injective hull of a composition ideal. Finally we undertake a similar study
concerning surjective polynomial ideals. Applications of the descriptions of the injective
and surjective hulls of composition ideals are provided.

Keywords: Banach spaces, homogeneous polynomials, polynomial ideals, composition
ideals, injective ideals, surjective ideals.
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Introducao

A Anélise Funcional (Linear) surgiu nas primeiras décadas do século 20 abstraindo os
conceitos de convergéncia e continuidade. Essa importante disciplina matemética tem
como principal meta estudar operadores lineares continuos entre espacos normados. Um
passo natural é estender esse estudo além da linearidade, e um dos primeiros passos nesse
cenario é o estudo das aplica¢oes multilineares e dos polinomios homogéneos. Além de
ser um primeiro passo na teoria nao linear, os polindomios homogéneos sao importantes
devido a sua estreita relacao com as func¢oes holomorfas em dimensao infinita. No inicio da
teoria, em meados do século passado, polinomios homogéneos eram apenas um passo no
estudo de holomorfia em dimensao infinita; mas, ao longo das tltimas décadas, polinémios
homogéneos e espagos de polinomios homogéneos tém sido estudados exaustivamente sob
a perspectiva da extensao da teoria para o caso nao linear. E nessa linha que o estudo
empreendido nesta dissertagao se encaixa.

Uma das subareas mais frutiferas da Analise funcional é a teoria de ideais de operado-
res (lineares). Historicamente, os fatos remontam a década de 1960 com a redescoberta
dos trabalhos de A. Grothendieck, quando ficou evidente a importancia de se estudar
classes especiais de operadores lineares continuos entre espacos de Banach. Posterior-
mente, essa teoria foi sistematizada por A. Pietsh na década de 1970, quem teve o intuito
de unificar o estudo de varias classes de operadores lineares que vinham sendo estuda-
dos separadamente. A sistematizagdo de Pietsch culminou com seu livro [33]. Os ideais
de operadores sao classes de operadores lineares continuos entre espacos de Banach que
se comportam de maneira similar aos ideais da Algebra no sentido de que satisfazem a
seguinte propriedade, chamada de propriedade de ideal:

Se u: E — F é um operador linear continuo entre espacos de Banach que pertence ao
ideal Z, entao para quaisquer operadores lineares continuos entre espacos de Banach
v:G— Fet: F— H, acomposicao touowv: G — H também pertence a Z.

G-E“F- Y H

Em 1983, o proprio Pietsh esbogou a teoria de ideais de aplicacoes multilineares em
[34]. Tal ideia foi imediatamente adaptada para polindmios homogéneos, desde entao,
uma vasta literatura no assunto tem sido produzida, recomendamos ao leitor as referéncias
2,3, 4, 10, 12, 13, 14, 26, 30, 31, 34, 41, 44]. Nessa teoria, uma classe de grande destaque
sao os ideais de composicao de polinomios (homogéneos), cuja importancia decorre do fato
de que muitas classes de polindmios que foram/sao estudadas por sua prépria importancia,
como por exemplo os polinomios de posto finito, compactos e fracamente compactos, sao
ideais de composicao.



As nocoes de ideais injetivo e sobrejetivo e de envoltdrias injetiva e sobrejetiva apa-
recem inicialmente para ideais de operadores lineares e posteriormente sao generalizadas
de forma natural para ideais de polindmios. A seguir mencionaremos algumas razoes
que justificam a importancia dos ideais injetivos e sobrejetivos. Os ideais injetivos pos-
suem estreita relagdo com as inje¢oes métricas (ou isometrias lineares) e com a restri¢ao
de contradominio de um operador. Os ideais sobrejetivos possuem proximidade com as
chamadas sobrejecoes métricas e, consequentemente, com os espagos quocientes.

Outra razao ¢é a existéncia de diversas classes relevantes de operadores e de polindomios
que sao injetivos e sobrejetivos.

Os objetivos desta dissertacao sao:

e Provar que os espagos (o (') possuem a propriedade da extensao métrica e que os
espagos {1 (I") possuem a propriedade do levantamento métrico.

e Definir as envoltérias injetiva e sobrejetiva de um ideal de polinomios, bem como
os ideais injetivos e sobrejetivos, apresentar demonstracoes completas e detalhadas
das principais propriedades desses conceitos e exibir exemplos ilustrativos.

e Descrever as envoltérias injetiva e sobrejetiva de um ideal de polinomios de com-
posicao e obter aplicacoes dessas descrigoes.

Em seguida descreveremos como o trabalho esta organizado. No primeiro capitulo
apresentaremos alguns conceitos e resultados que nos ajudaram no desenvolvimento da
dissertacao, principalmente no desenvolvimento dos Capitulos 3 e 4. Por nao serem o
objeto central de estudo, a grande maioria de resultados sao apresentados sem demons-
tracao e referéncias sao fornecidas. Este capitulo é dividido em cinco se¢oes. A primeira
¢é dedicada a definicoes e resultados basicos da Analise Funcional, os quais serao tteis no
decorrer da dissertagao. Na segunda secao apresentaremos a teoria basica de aplicagoes
multilineares e polindmios homogéneos. Na terceira se¢ao faremos um breve estudo do
produto tensorial simétrico projetivo. Os principais resultados desta se¢ao dizem respeito
as linearizagoes de polinomios homogéneos. Estes resultados serao tteis para enunciar
uma caracterizacao importante dos ideais de polinomios de composicao, e posteriormente
para descrever as envoltérias injetiva e sobrejetiva de um ideal de composicao. Na quarta
segdo apresentaremos alguns conceitos da teoria de ideais de operadores (lineares) e al-
guns exemplos destes, os quais serao utilizados para dar aplicacoes das formulas das
envoltorias injetiva e sobrejetiva de um ideal de composicao. Na quinta secao apresenta-
remos alguns conceitos da teoria de ideais de polindmios e alguns exemplos destes, bem
como os ideais de composicao. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram
[1, 10, 11, 19, 28, 37, 38, 41, 42]

O segundo capitulo é dividido em duas secoes e é dedicado a duas classes de espacos de
Banach que nao sao muito comuns na literatura. Na primeira se¢ao estudamos os espacos
l+(T') que serao essenciais na teoria de ideais injetivos, bem como as inje¢oes métricas e
a injecao métrica canoénica; e também provaremos que /., (I") tem a chamada propriedade
da extensdo métrica. Na segunda se¢ao estudaremos os espagos £1(I'), que serao essenciais
na teoria de ideais sobrejetivos, bem como as sobrejecoes métricas e a sobrejecao métrica
canbnica; e também provaremos que ¢1(I') tem a chamada propriedade de levantamento
métrico. As principais referéncias utilizadas no capitulo foram [20, 33].
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O terceiro capitulo é dividido em quatro secoes e é dedicado aos ideais injetivos de
polinomios. Nas duas primeiras secoes estudaremos as principais propriedades dos ideais
injetivos de polinomios e da envoltéria injetiva de um ideal de polindmios. Exemplos
ilustrativos serao apresentados. Na terceira secao estudaremos as chamadas proprieda-
des de dominacao, e veremos na ultima secao que uma dessas propriedades nos ajudara
a descrever a envoltoria injetiva de um ideal de composicao. Na tultima secao também
forneceremos aplicacoes dessa descricao e provaremos que a chamada propriedade de do-
minagao forte nao caracteriza aos ideais injetivos de polinomios. As principais referéncias
utilizadas no capitulo foram [13, 44].

O quarto capitulo é dividido em quatro secoes e é dedicado aos ideais sobrejetivos
de polinomios. Nas duas primeiras secoes deste capitulo, estudaremos as principais pro-
priedades dos ideais sobrejetivos de polinomios e da envoltéria sobrejetiva de um ideal
de polinémios. Exemplos ilustrativos serao apresentados. Na segunda secao estudaremos
também a sobrejetividade dos ideais dos polindmios multiplo p-somantes e dos polinomios
p-dominados. Na terceira secao estudaremos as propriedades de levantamento para po-
linomios que nos ajudarao a descrever a envoltéria sobrejetiva de um ideal de composicao
na ultima secao. Na ultima secao daremos também aplicagoes dessa descricao e algumas
caracterizagoes de ideais sobrejetivos de composicao. Para isso estudaremos primeiro os

chamados polinomios Z-limitados. As principais referéncias utilizadas no capitulo foram
2, 4].

Pedro Manuel Contreras Bazan Uberlandia-MG, 25 de junho de 2021.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados que nos ajudaram no desen-
volvimento da dissertacao, principalmente no desenvolvimento dos Capitulos 3 e 4. Por
nao serem o objeto central de estudo, a grande maioria dos resultados sao apresentados
sem demonstracao e, para beneficio do leitor, referéncias sao fornecidas.

Ao longo da dissertacao, K denota o corpo dos niimeros reais R ou o corpo dos niimeros
complexos C, e todos os espagos vetoriais sobre K considerados sao distintos de {0}.

1.1 Definicoes e resultados de Analise Funcional

As principais referéncias usadas na elaboragao desta segao foram os livros [11] e [28].

Definicao 1.1.1. Seja E um espago vetorial sobre o corpo K. Uma norma em E é uma
funcao

que satisfaz as seguintes propriedades:

(N1) ||z|| > 0 para todo x € E e ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0.
(N2) || Az]| = |A| - ||z|| para todos A € Ke z € E.

(N3) Nz +yll < [lzll + [ly]l para quaisquer z,y € E.

Neste caso o par (E, || - ||) é chamado de espago vetorial normado, ou simplesmente
espaco normado. Um espaco normado F que é completo na métrica definida por

d(z,y) = ||l — y|| para todos x,y € F,
¢ chamado de espaco de Banach.

Ao longo desta dissertacao, os simbolos E, F, G e H denotarao espacos normados
sobre o corpo K, L(E; F) denotaréd o espaco vetorial dos operadores lineares de F em F,
L(E; F) denotard o espago normado dos operadores lineares continuos de £ em F, E*
denotard L(E;K), E' denotard L(F;K) e E” denotara (E')". Denotaremos também por
Bpg a bola unitaria fechada de E, por BE a bola unitaria aberta de E e por span A o
espaco gerado pelo subconjunto A de E.



A correspondéncia
u € L(E;F) = [lul| = sup [lu(z)]]
r€EBR
é uma norma em L(F; F') que faz desse espago um espago de Banach quando F' for Banach.
E facil ver que
lu(@)|| < [lull - |||

para todos u € L(E; F) e x € E e que
|lul| = inf{C > 0 : ||u(x)|| < C||z| para todo = € E}.

As seguintes féormulas alternativas para a norma de um operador sao apresentadas sem
demonstracao por serem muito conhecidas.

Proposicao 1.1.2. [11, Exercicio 2.7.8] Sejam E e F' espagos normados e u: E — F
linear e continuo. Entao

[ull = sup Ju(z)] = sup [ju(z)]]
Jall=1 Jall <1

Definicao 1.1.3. Sejam F e F' espacos normados.

(a) Um operador u € L(E; F) é chamado de isomorfismo topoldgico, ou simplesmente
isomorfismo, se for bijetor e sua inversa u~!': F — E - que é sempre linear -
for continua. Dizemos que os espagos E e F sao topologicamente isomorfos, ou
simplesmente isomorfos, se existir um isomorfismo topoldgico de E em F'.

(b) Um operador u € L(E; F) é chamado de isomorfismo isométrico se for sobrejetor
e |u(z)|| = ||z|| para todo z € E. E claro que todo isomorfismo isométrico é
também um isomorfismo topoldgico. Dizemos que os espacos E e F sao isomorfos
isometricamente se existir um isomorfismo isométrico de £ em F'.

Definicao 1.1.4. Sejam F e F' espacos normados.

(a) Dizemos que F contém uma cdpia isomorfa de F' se E contém um subespago iso-
morfo ao espago F'.

(b) Dizemos que E contém uma cdpia isométrica de F se E contém um subespaco
isomorfo isometricamente a F'.

Proposicao 1.1.5. Sejam E um espaco de Banach e F um subespaco vetorial de E.

Entao F é um espaco de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, F' é
fechado em E.

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 1.1.1]. O
O resultado a seguir é bem conhecido.

Proposicao 1.1.6. [11, Exercicio 2.7.7] Se um espago normado E € isomorfo a um espago
de Banach, entao E é também espaco de Banach.



A seguir apresentamos uma versao do Teorema de Hahn-Banach e uma das suas
aplicagoes, as quais serao uteis no desenvolvimento dessa disertacao.

Proposigao 1.1.7 (Teorema de Hahn-Banach). Seja G um subespago de um espago nor-
mado E e seja p: G — K um funcional linear continuo. FEntao existe um funcional
linear continuo ¢: E — K cuja restricao a G coincide com ¢ e ||| = ||¢||.

Demonstracao. Veja [11, Corolario 3.1.3]. O

Proposicao 1.1.8. Sejam E um espag¢o normado e x € E. Entao

Izl = supfle(z)] : ¢ € E e [lp]| < 1}.
Demonstracao. Veja [11, Corolério 3.1.5]. ]

Proposicao 1.1.9. Sejam E um espago normado, F um espaco de Banach, Ey um subes-
paco vetorial de E e u: Ey — F um operador linear continuo. Entao existe um tunico
operador linear continuo u: Fy C B — F tal que ulg = u. Mais ainda, |[ul| = ||ul].

Demonstragao. Veja [39, Teorema 1.21]. O

Definicao 1.1.10. Sejam E e F' espacos normados. Dizemos que um operador u €
L(E;F) é de posto finito se u(F) é um subespaco vetorial de dimensdo finita de F.
Denotamos por F(FE; F) o conjunto de todos os operadores de posto finito de F em F. E
bem conhecido que F(E; F') é subespago vetorial de L(E; F).

A seguir introduzimos a nocao de operador adjunto.

Definigao 1.1.11. Sejam E e F' espagos normados e u: £ — F um operador linear
continuo. Definimos a funcao u': I’ — E' por

u' (@) (x) = p(u(r)) para todos x € E e ¢ € F'.

A funcao v’ e chamada de adjunto de u.

Proposigao 1.1.12. Seja u: E — F um operador linear continuo. Entdo u' € também
um operador linear continuo e ||u'|| = ||ul|.

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 4.3.11]. ]

Definicao 1.1.13. Seja (2,)2%; uma sequéncia no espago normado E. Diz-se que a série

oo
Sy
n=1

o0
n
(a) converge para x € E, se a sequéncia das somas parciais (Z :cj> converge para

=1 n=1
x.
(o]
(b) é incondicionalmente convergente, se a série ) x,(,) é convergente, qualquer que
n=1

seja a funcao bijetora 0: N — N.



oo

Proposicao 1.1.14. Seja Y x,, uma série incondicionalmente convergente em um espago
n=1

normado E. Se o1,00: N — N sdo funcoes bijetoras, entdao

Z CCal(n) - Z xag(n)-
n=1 n=1

Demonstracao. Veja [11, Proposicao 5.3.8]. ]
A seguir faremos um breve estudo sobre espagos de sequéncias em um espago normado.
Definicao 1.1.15. Seja E um espac¢o normado.

(a) Dado 1 < p < o0, dizemos que uma sequéncia (z,,)5°, em E ¢é fortemente p-somduvel

se
o0
Z |2, || < 0.
n=1

Denotamos por ¢,(E) o conjunto de todas as sequéncias fortemente p-somaveis em
E. Observe que (z,)5, € (,(E) se, e somente se, (||z,]])52; € £,.

(b) Dizemos que uma sequéncia (z,)%, em E é limitada se

sup ||z, || < oo.
neN

Denotamos por £ (F) o conjunto de todas as sequéncias limitadas em E.

Proposigao 1.1.16. ¢,(E) é um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias
para todo p € [1,00].

Demonstragao. Veja [29, Proposigao 2.1.2 e Proposigao 2.3.2]. 0

Definicao 1.1.17. Seja E um espaco normado e 1 < p < co. Dizemos que uma sequéncia
()22, em E é fracamente p-somdvel se

D lplan)lP < oo
n=1

para todo ¢ € E’. Denotamos por E;”(E) o conjunto de todas as sequéncias fracamente
p-somaveis em F. Definimos também:

" (E) = {(xn);’ozl C E :sup|p(x,)| < oo para todo ¢ € E’} :

neN
Proposicao 1.1.18. Sejam E um espaco normado e 1 < p < oo. Entao:
(a) 0;(E) é um espago vetorial com as operagioes usuais de sequéncias.
(b) €2(E) = (ol E).
(c) €,(E) CLy(E).



Demonstracao. Veja [29, Proposi¢ao 2.4.2, Proposigao 2.4.11 e Proposicao 2.4.12]. O]

Dado 1 < p < o0, denotamos por p’ € [1,+00] o conjugado de p, isto é, o unico
numero que satisfaz a equacao % + :z% = 1. O espaco das sequéncias definidas a seguir foi
introduzido por Cohen em 1973 [15].

Definicao 1.1.19. Seja E um espaco normado e 1 < p < oo. Dizemos que uma sequéncia
(zn)py em E é Cohen fortemente p-somdvel se para qualquer sequéncia (¢, )52, € £ (E'),
a série

[e.9]
Z ©n(x,) é convergente.

n=1
Denotamos por £,(E) o conjunto de todas as sequéncias Cohen fortemente p-somdveis em
E.

Proposicao 1.1.20. Sejam E um espag¢o normado e 1 < p < oco. Entao:
(a) L,(E) € um espago vetorial com as operagies usuais de sequéncias.
(b) 6(E) C £,(E).
Demonstracao. Veja [29, Proposi¢ao 2.7.2 e Proposigao 2.7.9]. O]
A seguir faremos um breve estudo sobre conjuntos absolutamente convexos.
Definicao 1.1.21. Seja A um subconjunto do espaco vetorial E. Dizemos que:

(a) A é convexo se ax + (1 — a)y € A para todos z,y € Ae a € [0,1].
(b) A é equilibrado se \x € A para todos x € Ae A € K com |\ < 1.

(c) A é absolutamente convexo se A é convexo e equilibrado.

Proposicao 1.1.22. Um subconjunto A do espaco vetorial E é absolutamente convexo
se, e somente se, \x + vy € A para todos v,y € A e \,y € K com || + |y| < 1.

Demonstracao. Veja [28, Theorem 4.2.8]. O

Proposicao 1.1.23. Sejam E e F espacos vetoriais e u: E — F um operador linear.
Entao:

(a) Bg € um conjunto absolutamente convezo.

(b) u transforma conjuntos absolutamente converos em E em conjuntos absolutamente
convexos em F.

Demonstragao. (a) Sejam x,y € Bp e A,y € K com |A| + |y| < 1. Entao
Az 4yl < [A[- (el + ] -yl < (A4 ] <1,
provando que \x + vy € Bg. Segue que Bg é absolutamente convexo.

(b) Sejam A um subconjunto absolutamente convexo de F, z,y € A e A\,v € K com
Al + 7] < 1. Como A é absolutamente convexo, Az + vy € A. De

u(z) +yu(y) = u(Ax +vy)

segue que \u(z) +yu(y) € u(A), e consequentemente u(A) é absolutamente convexo. []
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E facil verificar que a intersecao arbitraria de conjuntos absolutamente convexos é
também um conjunto absolutamente convexo. Desta forma, podemos considerar a en-
voltoria absolutamente convera de um conjunto, definida a seguir.

Definigao 1.1.24. Seja A um subconjunto do espaco vetorial E. A envoltoria absoluta-
mente convexa I'(A) de A é a intersegao de todos os conjuntos absolutamente convexos
que contém A.

E claro que T(A) D A e I'(A) é absolutamente convexo. Consequentemente, A é
absolutamente convexo se, e somente se, ['(A) = A.

Proposicao 1.1.25. Seja A um subconjunto do espago vetorial E. Entdao
FA) ={Mx1 4+ + Xz :neN, xq,...;x, €A e | M|+ + |\ < 1}
Demonstragao. Veja [28, Theorem 4.2.11]. ]

Proposicao 1.1.26. Sejam A e B subconjuntos do espaco vetorial E. Se A C B entao
['(A) Cc T(B).

Demonstragao. Com efeito, como B C I'(B), temos A C I'(B). Desta forma, I'(B) é um
conjunto absolutamente convexo que contém A, e dai segue que I'(A) C T'(B). O

1.2 Polindmios homogéneos

A Anaélise Funcional Linear tem como principal meta estudar operadores lineares continuos
entre espacos normados. No sentido de empreender um estudo além da linearidade, um
dos primeiros passos é o estudo das aplicacoes multilineares e dos polinomios homogéneos.

Nesta secao apresentaremos primeiramente a teoria basica de aplicagdoes multiline-
ares pois os polinomios homogéneos, nosso principal objeto de estudo, sao definidos a
partir destas aplicacoes. Fica claro entao que os polinomios homogéneos estao estrei-
tamente relacionados as aplicagoes multilineares. Apresentaremos também nesta secao
alguns exemplos ilustrativos de polinomios homogéneos.

Nossas principais referéncias para as teorias de aplicacoes multilineares e polindmios
homogéneos foram as dissertagoes [1] e [42]. Outras boas referéncias para essas teorias
sao os livros [18] e [27].

Definicao 1.2.1. Sejam m € Ne X;,...,X,,,Y espacos vetoriais sobre o corpo K = R
ou C. Dizemos que uma aplicacao A: X; X -+ x X, — Y é m-linear (ou multilinear)
se é linear em cada uma de suas variaveis, isto é,

Almy, oo A+ 2, ) = N2, Ty ) + A, 2 ),
paratodos i =1,...,m, x1 € Xy,..., x5, 2, € X;, ...,z € Xppe A e K

O conjunto de todas as aplicagoes m-lineares de X; x --- x X,, em Y sera denotado
por L(Xy,...,X;n;Y). Denotaremos também L(Xy,...,X;) = L(Xy,...,X,;K) e no
caso em que X; =---=X,, = X,

L("X:;Y) = L(X,...,X:Y).
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Consideremos também o conjunto de todas as funcoes de X; x --- x X, em Y
FXyx--xX,Y)={f: X1 x--xX,, — Y : féuma fungao }.

E facil verificar que as operagoes usuais de fungoes, descritas a seguir, fazem de F'(X; X
<+ X X, Y) um espaco vetorial sobre K:

(a) A cada par de fungoes f,g € F(X; x --- x X,,;;Y), fazemos corresponder a fungao
f+g: Xy x-x X, — Y definida por

(f+9)(x1,. .. xm) = fx1, . xm) + g(x1, . ).

(b) A cada escalar A € K e cada fungao f € FI(X; x -+ x X;,;Y), fazemos corresponder
a funcao A\f: X; x -+ x X,,, — Y definida por

A (@1, xm) = Af(21, .. ).

E facil verificar também que L(Xy,...,X,,;Y) é um subespago vetorial de F'(X; x
X Xp;Y). Consequentemente, L(Xq,..., X,,;Y) é um espaco vetorial com as operagdes
usuais de fungoes. A partir de agora, consideraremos L(X7, ..., X,,;Y’) sempre munido
com as operagoes usuais de fungoes.

Exemplo 1.2.2. Sejam m € N, X;,...,X,,,Y espagos vetoriais, ¢; € X{,..., 0, € X},
ebeY. A aplicacao A: X; x --- x X,, — Y definida por

Az, .. xm) = ©1(x1) - - om(xm) - b,

¢é claramente m-linear. Uma combinacao linear finita de aplicacoes m-lineares deste tipo
¢é chamada de aplicacao m-linear de tipo finito.

Estudaremos agora o caso em que Xi,...,X,,,Y sao espagos vetoriais normados.
Neste caso, daremos uma estrutura de espago vetorial normado ao conjunto X; x---x X, e
fara sentido considerar as aplicacoes m-lineares A: X x---x X,, — Y que sao continuas.

Sejam m € N e FEy, ..., E,, espacos vetoriais normados sobre K. E facil verificar que
as operacoes descritas a seguir fazem de E; X --- X E,,, um espaco vetorial sobre K:

(a) +: (B4 X+ X Ep) X (Ey XX Ey)— Ey X+ X Ey,
(1, s Tm), (Y1s -+ s Ym)) > (X1 4+ Y1y T+ Ym)-

(b) KX (Eyx--x Ep) — Ey X x By
A (z1,. .. ) > (AT, . ATy).

Definicao 1.2.3. Sejam m € N e Fi,..., FE,, espacgos vetoriais normados. Para cada
(x1,...,2m) € By X -+ X E,, definimos
[(@es s mm)lle = [l + -+ [[onll;
1/2
@1, zm)lle = (e + -+ )
(@1, ) [loo = méx{{|laal], ..., [lzm][}-
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Proposicao 1.2.4. Sejam m € N e Fy, ..., E,, espacos vetoriais normados.
(a) As funcoes || -1, || - |2 € || - [l $SG0 normas equivalentes em Ey X -+ X E,,.

(b) Se Ey, ..., E, sdio espacos de Banach, entao Fy X --- x E,, € um espaco de Banach
com qualquer uma dessas trés normas.

Demonstracao. Veja [42, Proposicao 2.3 e Proposigao 2.6]. O

Considerando em E; X --- X FE,, qualquer uma das normas equivalentes || - |1, || - ||2 e
| * ||, estudaremos as aplica¢oes m-lineares de Fy X - -+ X E,, em F' que sdo continuas.

Definicao 1.2.5. Sejam m € N e Ey,..., E,,, I’ espacos vetoriais normados. Para cada
A€ L(Ey,...,E,;F), definimos ||A]| € [0,400] por

HA” = sup{||A(x1, P ,l‘m)” X € BE1> ey Iy S BEm}

Proposicao 1.2.6. Sejam m € N e Ey,..., E,, F espacos vetoriais normados. Para
cada aplicagio A € L(E\, ..., Ey.; F), as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) A € continua.

(b) A € continua na origem.

(¢) Eziste ¢ > 0 tal que ||A(xy,...,zn)|| < cllzi|| - ||@a|| para todos xq € Er, ... x, €
E,,.
(d) ||All < +oo .
Demonstracao. Veja [42, Proposi¢ao 2.7]. ]

O conjunto de todas as aplicagoes m-lineares continuas de F; X - - - X E,, em F sera de-
notado por L(Ey, ..., E,; F). Denotaremos também L(Ey, ..., E,) = L(Ey, ..., E,;K)
enocasoemque By =---=F, =F,

L(ME;F)=L(E,...,E;F).

A seguir, veremos algumas propriedades da fungao A — ||A||, e que essa funcao é uma

norma em L(Fy, ..., E,;F), como indica a notagao.
Proposigao 1.2.7. Sejam m € N, Ey,..., E,,, F espacos vetoriais normados e A €
L(B,...,En; F). Entdo:

(a) ||[A(z1, ..., z)| <Al - il -« - [|zn]] para todos x1 € Ey, ... 2y € Epy, .

(b) [JA| = inf{c > 0 : |A(z1,...,zm)| < cl|lzi|| - ||zal| para todos x1 € Ey, ...,z €

E.}.

Demonstracao. Veja [42, Proposicao 2.8]. ]
Proposicao 1.2.8. Sejam m € N e Fy, ..., E,,, F' espacos vetoriais normados. Entdao:

(a) L(E1,...,En; F) € um subespaco vetorial de L(Ey, ..., Ey; F).
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(b) A funcao A — ||A|| € uma norma em L(Ey, ..., Ey; F).

(¢) Se F ¢é um espago de Banach, entao L(Ey,...,Ey,; F) € também um espago de
Banach.

Demonstragao. Veja [42, Proposigao 2.10 e Proposigao 2.11]. O]

Passamos agora a estudar as aplicacoes multilineares simétricas, as quais desempe-
nharao um papel de destaque no estudo dos polinomios homogéneos. Com a finalidade

de comegar a estudar essas aplicacoes, consideraremos a partir de agora o caso particular

em que Ky, =--- = F,, = E. Por simplicidade, usaremos a notagao £™ = E'X ) xFE.

Definicao 1.2.9. Sejam m € N e E, I’ espacos vetoriais normados. Dizemos que uma
aplicacao A: E™ — I é simétrica se

A(Z‘l, PN ,l’m) = A(J}J(l), AN ,ZL’U(m))

para todos (z1,...,z,) € E™ e o € Sy, onde S, denota o conjunto das permutacoes dos
m primeiros nimeros naturais.

Note que a propriedade de simetria de uma aplicagao nao envolve as operacoes algébricas
e nem as normas dos espacos F e F.

Os conjuntos das aplicagoes m-lineares simétricas e das aplicacoes m-lineares simétricas
continuas A: E™ — F serao denotados por L*(™FE; F') e L5(™E; F'), respectivamente.

E facil verificar que L¥(™E; F) e £5(™E; F) sio subespacos vetoriais de L(™E; F) e
L(™E; F), respectivamente.

Sejam n € N comn < me A € L("E;F). Para cada (xi,...,2,) € E" e cada
a=(o,...,0,) € N* com |o| = ag + - -+ + @, = m, usaremos a notagao

Ax§t o af = Alwy, @)y, .y, 00 2y,
Em particular, Az™ = A(x, ™), z) para todo z € E.

Proposigao 1.2.10. Sejam m € N e E, F espagos vetoriais. Para cada A € L("E; F),
defina A*: E"™ — F por
As(xl,_.., m ' Z Ax(,(l ))

O'GSm

Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas:

a) A® € L°("E; F).
b) A° = A se, e somente se, A é simétrica.
c) (A7) = A°.

(
(
(
(d) O operador s: L(™E; F) — L*(™E; F), definido por s(A) = A®, ¢ linear.
(

e) Para todo x € E, Ax™ = A®z™
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Demonstracao. Veja [1, Proposi¢ao 1.1.6]. ]

A aplicacao A® é chamada de simetrizacdo da aplicacao A e o operador s é chamado
de operador de simetrizacao. A proposicao acima, dentre outras consequéncias, mostra
que s é uma projecao, isto é sos = s, de L("E; F') sobre L*("E; F).

Finalizaremos esse breve estudo das aplicacoes multilineares simétricas com a Férmula
de Polarizagao. Esse resultado serd de grande valia no estudo dos polinomios homogéneos.

Proposigao 1.2.11 (Férmula de Polarizagao). Sejam m € N, E| F espagos vetoriais e
A€ Ls("E; F). Entdo para todos xg,x1,...,%, € E, tem-se a féormula

1
A([L’l,...,l‘m) = W Z 515mA(x0—|—(51x1++5m:1:m)m
617--~75m€{*171}
Demonstragao. Veja [27, Theorem 1.10]. O

Observagao 1.2.12. O conjunto de indices do somatério acima é {—1, 1} e a quantidade
de parcelas do somatorio é 2.

Passamos agora a estudar os polindmios homogéneos entre espacos vetoriais normados,
os quais sao um dos principais objetos de estudo desta dissertacao. As fungoes

P K— K | pp(t) =t", meN,

sao de fundamental importancia na Analise. E claro que cada p,, é um polinomio. A
propriedade que torna essas funcoes tao especiais é a seguinte:

P (M) = N"p,(t) para todos t, A € K. (1.1)

Por isso, p,, é chamado de polinomio m-homogéneo ou polindbmio homogéneo de grau
m. Como nao ha poténcias em espacos vetoriais, nao podemos definir essas fungoes em
espagos vetoriais. A alternativa é buscar fungoes que satisfagam a propriedade (1.1).

Definicao 1.2.13. Sejam FE, F' espacos vetoriais normados e m € N. Uma aplicacao
P: E — F serda denominada polinomio m-homogéneo ou polinomio homogéneo de grau
m se existir A € L(™E; F) tal que P(x) = Az™ para todo z € E.

Vejamos que, de fato, a propriedade (1.1) estd satisfeita: usando a m-linearidade da
aplicacao A, temos:

P(z) = AQx)™ = Az, "), \x) = A A(x, ™), z) = X" Ax™ = \"P(x),

para todos x € F e A € K.

Os conjuntos dos polinomios m-homogéneos de E em F' e dos polindmios m-homogéneos
continuos de F em F serao denotados por P("E; F') e P(™E; F'), respetivamente. No caso
em que F' =K, denotamos

P("E) = P("E;K) e P(™E)="P("E;K).
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Consideremos também o conjunto de todas as fungoes de E em F"
F(E;F)={f: F— F: f é uma funcao }.

E facil verificar que F(E; F) é um espaco vetorial sobre K com as operagoes usuais de
fungoes e que P(™E; F) e P(™E; F) sao subespacos vetoriais de F/(F; F'). Consequente-
mente, P("E; F) e P(™E; F) sao espagos vetoriais sobre K com as operagdes usuais de
funcoes. Note também que os polindmios 1-homogéneos sao exatamente os operadores
lineares.

Definicao 1.2.14. Sejam FE, F' espacos vetoriais normados e m € N. Para cada P €
P(™E; F), definimos || P|| € [0, 4o00] por

I1PI| = sup{[|P(x)|| : © € Bg}.

Proposicao 1.2.15. Sejam E, F espacos vetoriais normados e m € N. Para cada A €
L(™E; F), considere a fungao

A:E—F, Az) = Az™.
Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(a) A correspondéncia A — A induz um isomorfismo algébrico entre os espagos L*("E; F')
e P("E;F).

(b) Para toda A € L*(™E; F),
N ml
Al < |A < == All.
m

Demonstragao. Veja [1, Proposicao 1.2.2]. ]

Observacao 1.2.16. Da Proposicao 1.2.15 segue que dado um polinomio m-homogéneo
P € P(™E; F), existe uma unica aplicagao m-linear simétrica A € L*("™E; F) satisfazendo

Az™ = P(x)
para todo x € E. Nesse caso denotamos P = A.
No préximo resultado, vamos caracterizar os polinomios homogéneos continuos.

Proposicao 1.2.17. Sejam E, F espagos vetoriais normados, m € N e P € P("E; F).
Entao as sequintes condigcoes sao equivalentes:

(a) P € continuo.

(b) P € continuo em algum ponto de E.

(o) ||1P| < +oc.

(d) Eziste ¢ > 0 tal que ||P(x)|| < c||z||™ para todo x € E.
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(e) P ¢ continua.
(f) Existe A€ L(™E; F) tal que P(x) = Ax™ para todo z € E.
Demonstracao. Veja [1, Proposi¢ao 1.2.7]. ]

Proposicao 1.2.18. Sejam E, F espacos vetoriais normados e m € N . Entdo a fun¢ao
P+ ||P]|| é uma norma em P(™E; F).

Demonstragao. Veja [1, Proposicao 1.2.8]. ]
Analogamente ao caso das aplicagoes multilineares, dado P € P("E; F'), tem-se
[1P(@) < 1Pl - =™

para todo x € FE. Dai, conseguimos a seguinte caracterizagao para a norma de um
polinomio homogéneo continuo:

|P|| = inf{c > 0: ||P(z)] < c||z||™ para todo x € E}.
Proposicao 1.2.19. Sejam E, F espacos vetoriais normados e m € N. Entao:

(a) A correspondéncia A — A definida na Proposicdo 1.2.15 induz um isomorfismo
topoldgico entre os espagos L("E; F) e P(™E; F).

(b) Se F' é um espago de Banach, entio P(™E; F) é também um espaco de Banach.
Demonstracao. Veja [1, Proposigao 1.2.9 e Proposicao 1.2.10]. ]
Daremos agora alguns exemplos de polinomios homogéneos continuos.

Exemplo 1.2.20. Sejam m € Ne 1 <p < co. A funcao P: ¢,,, — ¢, definida por

m

P((6)521) = (& - &)52 = (§)572,
¢ um polinomio m-homogéneo continuo (veja [41, Exemplo 2.35]).

Exemplo 1.2.21. Sejam F, F' espagos vetoriais normados, m € N, ¢ € EF' e b € F.
Definamos a fungao ¢™ @ b: E — F por

(@™ @ b)(x) = (o(x))™b.

Entao
" @beP(MEF) e [¢™ @bl = [lpf™-[b]].

Para a demonstragao dessas afirmagcoes veja [1, Exemplo 1.2.16].

Definicao 1.2.22. Sejam F, F' espagos vetoriais normados e m € N. Dizemos que um
polinémio homogéneo P € P(™E; F) é de tipo finito se existem k € N, ¢1,..., ¢, € E' e
by, ..., b € F tais que

k
P = Z@?@bi-
i=1
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Denotaremos o conjunto dos polinomios m-homogéneos de tipo finito de £ em F por
Ps("E; F'). Por definigao,

Pi(ME;F) =span{¢™ ®b:p € E' e b€ F},
e portanto Py(™E; F') é um subespago vetorial de P(™E; F).

Exemplo 1.2.23. Sejam F e F' espagos normados, m € N, ¢ € E' eu € L(E;F). A
funcao P: E — F definida por

P(z) = (p(x))" "u(),
¢ um polinémio m-homogéneo continuo e || P|| = ||o||™ " - [Ju|| (veja [1, Exemplo 1.2.17]).

Proposigao 1.2.24. Sejam E e F espagos normados, m € N e P: E — F um polinomio
m-homogéneo continuo. Entao

I1Pl = sup [[P(z)].

llzll<1

Demonstrag¢ao. Com efeito, como
{IP(@) :z e Ee |zl <1} C{|P@)] 2 € Ee|z| <1},

segue que
sup ||P(z)|| < sup [[P(z)]| = [|P]. (1.2)

ll=ll<1 =<1

Por outro lado, denotemos
s = sup ||P(z)].

flzll<1

Sejam « € (0,1) e x € F tais que x # 0. Como ﬁ tem norma menor que 1, segue que

o= (B0 B ()] - (2 v

Como o resultado acima vale também para x = 0, segue que

s
1P| < —.
a
Fazendo o« — 17, temos
[Pl < s = sup [|[P(x)]] (1.3)
llzll<1
e o resultado segue das equagoes (1.2) e (1.3). O

A seguir veremos alguns resultados sobre a composicao de operadores multilineares
com operadores lineares, e sobre a composicao de polinomios homogéneos com operadores
lineares. A composicao a direita de um operador multilinear com operadores lineares,
definida a seguir, ¢ muito importante em nosso contexto.
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Definicao 1.2.25. Sejam m € N, G4,...,G,,, E1,..., E, e F espacos normados, A €
L(Ey,...,En;F), vy € L(G1; Ey), ..., uy € L(Gp; Ey). Definimos o operador A o
(ug, ..., Up): Gy X -+ x Gy —> F por

(Ao (ur, ..., um)) (@1, ..y xm) = Alur(x1), ... Uy (z)).

Proposigao 1.2.26. Sejam A € L(Ey,...,Eyn; F), uy € L(G1; Ey), ..., Uy € L(Gy; E)
et € L(F;H). Entao o operador to Ao (uy,...,uy): Gy X -+ X Gy, — H € m-linear,
continuo e

[to Ao (uy,...um)|| < [E] - AL [luall - - [Jum]l.

Demonstracao. Veja [42; Proposicao 4.15]. ]

Proposicao 1.2.27. Sejam G, E, F,H espagos normados, m € N, u € L(G;E), P €
P(ME;F) et e L(F;H). Entao:

(a) O operadorto Pou: G — H é um polinémio m-homogéneo continuo e

(toPou)' =toPol(u,...,u).

(0) [t o Powulf <[]l - |2 - flaufl™

Demonstragio. (a) Consideremos o operador m-linear, continuo e simétrico P: E™ — F
associado a P. Sabemos da Proposicao 1.2.26 que

B=toPo(u,...,u): G" — F
¢ um operador m-linear continuo. Vejamos que B=toPou: para todo z € G,
B(z,...,x) = t(P(u(x),...,u(x))) = t{(P(u(x))) = (to Pou)().

Portanto, to Powu é um polindbmio m-homogéneo e segue da Proposicao 1.2.17 que to Pou
é também continuo. Para a segunda afirmacdo basta provar que t o P o (u,...,u) é um
operador simétrico. Com efeito, dados z1,...,x,, € G e uma permutacao o € .S,,,

B(l’a(l), ce ,{Bg(m)) = ]
(P(u(z1), ... u(zy))) = B(x,. .., Tm),

onde a segunda igualdade segue da simetria de P.

(b) Para todo x € G,

[t o Pou)(z)l| = [[t(P(u@)]| < [lt]| - | P(u(z))]]
< [l - 1121 fl) ™
< (el W2 frell™) - Al f™

Consequentemente, ||t o Pou| < ||t]| - ||P]] - ||u]™. O

A seguir introduzimos a definigao do adjunto de Aron-Schottenloher [3].
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Definicao 1.2.28. Sejam F e F' espacos de Banach e P: E — F um polinomio m-
homogéneo continuo. Definimos a funcao P': F' — P(™E) por

P'(¢)(x) = ¢(P(x)) para todos x € E e p € F'.
A fungao P’ e chamada de adjunto de Aron-Schottenloher de P.

Proposigao 1.2.29. Seja P: E — F um polinomio m-homogéneo continuo. Entdao P’
¢ um operador linear continuo e |P'|| = || P||.

Demonstragao. Veja [36, Proposigao 2.1.3]. O

1.3 O produto tensorial simétrico projetivo

Nesta secao faremos um breve estudo do produto tensorial simétrico projetivo, o qual,
como ficard claro mais adiante, é uma ferramenta central para o estudo de ideais de
polinomios.

Iniciaremos a se¢gdo com uma breve exposi¢ao do produto tensorial (cheio) de espagos
normados. O principal resultado da secao diz respeito a linearizacao de polinomios ho-
mogéneos (Teorema 1.3.5). Esse resultado nos sera ttil para enunciar uma caracterizagao
importante dos ideais de polinomios de composigao (Proposigao 1.5.16), e posteriormente
para descrever as envoltérias injetiva e sobrejetiva de um ideal de composicao nas Segoes
3.4 e 4.4, respetivamente.

As principais referéncias para o produto tensorial cheio de espagos normados foram
[38, 42], e para a teoria do produto tensorial simétrico foram [19, 37].

Sejamm € Ne Xy,...,X,, espacos vetoriais. Dados 1 € X1,...,x,, € X,,, definimos
a funcao

T ® @y L(Xy, .., X)) — K, (1@ - Q@ap)(A) = A(zq, ..., ).

E imediato que £1®- - -®,, ¢ linear e, portanto, pertence ao dual algébrico L(Xy,..., X"
do espago L(X7,...,Xy). O produto tensorial de Xy, ..., X, é o subespago vetorial de
L(Xy,...,X,,)" gerado pelo funcionais da forma z; ® --- ® x,,. Denotamos esse espago
por X; ® --- ® X,, e chamamos seus elementos de tensores. Ja seus geradores, isto é, os
tensores da forma z; ® - -+ ® x,,, com z1 € X4,...,2,, € X,,, sao chamados de tensores
elementares. Por definicao, um tensor x € X; ® - -- ® X,,, se pode escrever da forma

k
r=) @ e,
j=1
onde k € N e xf € X;parat=1,....mej=1,...,k, e é também conhecido que essa

representacao nao é unica.

Proposicao 1.3.1. Dados espacos normados Ey, ..., E,,, a funcaon: B1®---® K, —
[0, +00) definida por

k k
m):inf{z||xg||...m|| :xzzm---m},
j=1 j=1

¢ uma norma em B ® -+ ® E,. Além disso, 1(x1 ® - Q@ xp,) = ||| -+ - | 2m]]-
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Demonstracao. Veja [38, Proposition 2.1] ou [42, Proposigao 3.3]. ]

A norma definida acima é chamada de norma projetiva e o espaco normado (E; ®
-+ ® Fy,,m) é denotado por Ey ®; -+ @, E,,. No caso em que Fy, ..., E, sao espagos de
Banach, esse espaco é completo se, no maximo, um dos espagos Fj, ..., E,, tem dimensao
infinita, e é incompleto se pelo menos dois dentre eles forem de dimenséao infinita (veja
[42, Proposicao 3.4] e [39, Teorema 3.24]). Como pretendemos trabalhar com espagos de
dimensao infinita, consideraremos o completamento E; @W . @WEm de i Q- R, E,,.
O espacgo completado é chamado de produto tensorial projetivo.
Dados espacos normados Fy, ..., E,,, definimos a funcao

O'm:Elx"'XEm—>El®7r"'®7rEm7 O-m(xla-“?xm):lj@'“@xm'

E facil verificar que o, é m-linear e segue da definicao da norma projetiva que o, é
continua e ||o,,|| = 1. A funcao o, serd chamada de aplicagao m-linear candnica.

Proposicao 1.3.2. Sejam Ey, ..., E,, espacos normados e F' um espaco de Banach. Para
cada aplicacao m-linear continua A: Ey X --- X E,, — F existe um unico operador linear
continuo Ar: B1®, - ®,FE,, — F tal que A = Ay o 0, isto €, o diagrama abaizo €

comutativo:
A

Om /

E1®T{' e ®7rEm

E1X"'XEm F

Além de isso, a correspondéncia A <— Aj € um isomorfismo isomélrico entre 0s
espagos de Banach L(Ey, ..., By F) e L(E1®y -+ Qo Ep; F).

Demonstragao. Veja [38, Theorem 2.9] ou [42, Teorema 3.17]. O

O operador linear A, é chamado de lineariza¢do da aplicagao m-linear A.
Passamos agora a estudar o produto tensorial simétrico. Nossas referéncias sao [19] e

[37]. Para este estudo, trabalharemos no caso F; = --- = E,, = E. Neste caso, denotamos

®"E = E® ") ®F, ®"E = E®, "™ % F e &'FE = E®, ") &.E. Comecamos

definindo tensor simétrico para o caso m = 2.

Definigao 1.3.3. Seja F um espago normado. Dizemos que um tensor z € F® FE ¢é
k

) 5 ) Y f— 1 . . . . . .
simétrico se tem uma representacao z = Zl 5(r;@y; +y;®x;),onde ke Nexj,y; € E
]:
paracada j =1,...,k.
Da mesma forma, definimos um tensor m-simétrico como um tensor z € ®™FE que
tem uma representador da forma

k
= Z i ZS :C & @ wg(m)
j=1 (S

onde S, denota o grupo de permutagoes do conjunto {1,...,m} e x{, ...,x) € FE para
cada g =1,..., k.
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Os tensores m-simétricos formam um subespago vetorial de ®™FE | que denotaremos
por ®™°E e chamamos de produto tensorial simétrico de E por ele mesmo m-vezes.
Por outro lado, consideremos a simetrizagdo (o,,)® da aplicagdo m-linear canénica o, e
definamos

1
) ®S e ®8 Ty = (O-m)8<x1a cee 7l‘m) = % Z xo'(l) Q- ®xa(m)7
gESH
para todos x1,...,x,, € E. Notemos que para xy = --- = x,, = x, temos

s (7

RQMr = 1R o) R = X - .

Usando a Férmula de Polarizagao (Proposi¢ao 1.2.11), temos

1
x1®8"'®8xmzm Z 515m®m(g}0—|—51$1+—|—5m1‘m),
617---767n6{_171}

e consequentemente temos as seguintes caracterizacoes para o produto tensorial simétrico.
Proposigao 1.3.4. [19, Corollary 1.5].

QRM™*E = span{xr; ®° - Q" Ty 1 X1, .., Ty € B}
=span{®™z : x € E'}

k
:{Zaj@)mxj:keN, xl,...,xkeEeal,...,akecﬂ?},

j=1
onde C = {—1,1} se K=R em € par, e Cf = {1} caso contrdrio.

Consideremos agora a restricao da norma projetiva m ao espaco vetorial ®"°E. Neste
caso, denotamos ®°F = (®™*E, ). Também denotamos por &, E ao completamento
do espaco (®™*E, ), isto é, o fecho de ®*E no completamento ®. E de ®™FE. Por
outro lado, consideremos o polinomio m-homogéneo

Om: E— Q. E | dp(z) = @M.

Segue da igualdade 7m(®™z) = ||z||™ que J,, é continuo e tem norma 1. Um importante
resultado devido a R. Ryan em [37] é o seguinte.

Teorema 1.3.5. Sejam E um espaco normado e F' um espaco de Banach. Para cada
polinomio m-homogéneo continuo P: E — F' existe um unico operador linear continuo
Pr: ®:L’8E — F tal que P = Py, 00,,, isto €, o sequinte diagrama é comutativo:

E L F
X TPL
®.°FE

Mais ainda, a correspondéncia P <— Pp, € um isomorfismo topoldgico entre os espagos

-~m,S

de Banach P("E; F) e L(®, E; F).
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O operador linear P é chamado de linearizacdo do polinomio P. E conhecido que
|Py|| = ||P||, consequentemente os espacos P(™E;F) e L(®. "E;F) nem sempre sio
isometricamente isomorfos ([19, 2.1]). Com o objetivo de conseguir um isomorfismo

isométrico no teorema acima, introduz-se uma segunda norma, denotada por 7, no espago
®m,SE

Proposicao 1.3.6. [19, 2.2] Seja E um espago normado e m € N. A funcao
k k
s @™ E — [0,400) , ms(2) = inf {Z IAjlllz;|™ :keNez= Z)\j Q™ 35]}
j=1 j=1
¢ uma norma em Q" E. Alem disso, ms(Q™x) = ||z||™ para todo x € E.

A norma definida acima é chamada de norma s-projetiva e o espaco normado (R"*F, )
¢ denotado por ®*FE. Também denotamos por ®TS’SE ao completamento do espaco
(®™°E, 7). Por outro lado, definamos o polinémio m-homogéneo

st B —> @, E, Ops(x) = @M.

Segue da igualdade 74(®™x) = ||z||™ que 6, s ¢ continuo e tem norma 1. Chegamos ao
resultado mais importante desta secao.

Teorema 1.3.7. [19, Proposition 2.2] Sejam E um espago normado e F um espaco
de Banach. Para cada polinomio m-homogéneo continuo P: E — F existe um unico
operador linear continuo Pr : @ZSE — F tal que P = Pp 00,5, isto €, o sequinte
diagrama € comutativo:

P
E F
§m75 ]PL,S
~m,s
Q. F

Mais ainda, a correspondéncia P <— P, s é um isomorfismo isométrico entre os espagos
~m,s
de Banach P("E; F) e L(®,, E; F).

O operador linear Py, ; é também chamado de linearizagao do polinomio P.
A seguir veremos algumas propriedades do produto tensorial de operadores lineares
continuos.

Proposicao 1.3.8. Sejamm € N, Ey, ..., E,, F1,..., F, espacos normado, u; € L(E1; F),
oy U € L(Ey; Fry). Entao existe um inico operador linear continuo

u1®'.'®um:E1®7T"'®7TEmHF1®7T'.'®7TFm

tal que
(U @ RUp) (T R Ry) =ur(T1) @ -+ @ Uy (1)

para todos x1 € Eq,...,x,, € E,,.

Demonstragao. Veja [38, Proposition 2.3]. ]
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Proposicao 1.3.9. Sejam m € N, E e F espacos normados e u € L(E; F). Entao existe
um unico operador linear continuo

@Mz @ E — @I F
tal que (@™°u)(®@™z) = @™ u(x) para todo x € E.
Demonstragao. Veja [36, Proposicao 3.2.7]. ]

Coroldrio 1.3.10. Sejam m € N, E e F espacos normados e uw € L(E; F). Entdao eriste
um unico operador linear continuo

-~m,S

®" ® "E— R, F
tal que (@™ u)(®@™x) = @ u(x) para todo x € E.

Demonstmgdo Denotemos G = (®@"™°E 7rs) e H = (@™*F,7,). Por definicio, G =
® °F é um completamento de G e H= ® °F é um completamento de H. Sabemos da
Proposu;ao 1.3.9 que existe um operador hnear continuo v: G — H tal que v(®™zx) =
®@™Mu(x) para todo x € E. Identificando H como subespaco de H , podemos definir o
operador

v G — H, v(z) =v(2),

que claramente ¢ também linear e continuo. E identificando G como subespago denso de
G podemos estender v; a G de acordo com a Proposi¢ao 1.1.9, isto ¢, existe um tnico
operador linear continuo o7: G — H tal que 0 (z) = v;(z ) para todo z € G. Chamando
®™%u = vy, temos

(@™%u)(@™x) = 01(@™z) = v1(Q@™x) = v(R"x) = @ u(x)

para todo x € E. Provemos a unicidade do operador ®™*u. Suponhamos que ¢: G— o
seja um operador linear continuo com #(®™z) = ®@™u(zr) para todo z € E. Segue da
linearidade de t e de v, que t(z) = v1(z) para todo z € G. Pela unicidade da extensao v;
temos que t = v; = "% O

Proposicao 1.3.11. Sejamm € N, G, E,| I espacos de Banach, u: G — E um operador
linear continuo e P: E — F um polinomio m-homogéneo continuo. Entao

(P o U)L,s - PL,s o ®m,su7

isto €, a metade inferior do diagrama abaizo é comutativa

G—* . p_*  F
msl W}PL,S

(SG
@m,sG @m,sE

s Q@MSy s
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Demonstracao. Sabemos da Proposicao 1.2.27 que P owu: G — F é também um po-
linomio m-homogéneo continuo. Por outro lado, consideremos os polinémios m-homogéneos
canonicos 6% 1 E — ®, "E e 65 ;1 G — ®,. G definidos por

Oms(2) = @™ e & (y) = @™y.
Para todo y € G, tem-se

(Pp,s 0 @™*u)(®™y) = Pp (@™ u(@™y)
= Pps(0m (u(y))) = (Prs 00y, ) (uly))
=P(u(y)) = (Pou)(y) = (Pou)rs(®"y),

|

-

)

&

3

=

<

A~ ~—
~—

onde a segunda igualdade segue da definigdo do operador ®™*u (Corolario 1.3.10), a
terceira segue da definicao do polinémio (57%75 e a quinta segue da definicao do operador
Py ¢ (Teorema 1.3.7). Usando a linearidade e continuidade dos operadores P 0 @™*u ¢
(P ou)ps, segue que

(Prs 0 @™*u)(2) = (P ou)r,s(2)

para todo z € @Z’SG. n

1.4 Ideais de operadores lineares

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos, propriedades e exemplos da teoria de ideais
de operadores lineares.

A teoria de ideais de operadores foi introduzida por A. Pietsh na década de 1970 com
o intuito de unificar o estudo de varias classes de operadores lineares que vinham sendo
estudados separadamente.

Esta secao é preparatéria para a apresentacao dos ideais de polinomios de composigao
na Secao 1.5 e para dar aplicagoes das férmulas das envoltérias injetiva e sobrejetiva de um
ideal de composicao nas Segoes 3.4 e 4.4. Nossa principal referéncia foi a dissertagao [42]
e excelentes referéncias para a teoria geral de ideais de operadores sao os livros [16, 33].

Nesta dissertacao, o termo classe é usado como sinonimo de colecao ou conjunto.
Essa terminologia é usada para nao entrar em conflito com a teoria de conjuntos quando
se tomam colecgoes arbitrarias. Ao longo desta secao, F, F,G, H denotarao espacos de
Banach quaisquer.

Definicao 1.4.1. Um ideal de operadores é uma subclasse Z da classe de todos os opera-
dores lineares continuos entre espagos de Banach sobre o corpo K tal que suas componentes

I(E;F)=L(E;F)NT,
onde E e F sao espagos de Banach arbitrarios, satisfazem as seguintes condigoes:

(1) Z(E; F) é um subespago vetorial de L(E;F) que contém os operadores lineares
continuos de posto finito.
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(2) A propriedade do ideal: se u; € L(G; E), us € Z(E; F) e us € L(F; H),
G- E-%F-H
entao uz oug ouy € Z(G; H).

Dizemos que um ideal de operadores Z é fechado se cada componente Z(E; F') é um
subespago fechado de L(E; F).

Definicao 1.4.2. Um ideal normado de operadores (Z,|| - ||z) é um ideal de operadores
Z munido de uma fungao || - ||z: Z — [0, +00) que satisfaz as seguintes condigoes:

(I) || - ||z restrita a Z(E; F) é uma norma para quaisquer espagos de Banach F e F.
(II) O funcional id: K — K, dado por id(\) = A, é tal que ||id||z = 1.
(III) A desigualdade do ideal: se uy € L(G; E), us € Z(E; F') e ug € L(F; H), entao

[ug 0 ug 0w |z < | - [Jusllz - [luall-

Dizemos que um ideal normado de operadores (Z,|| - ||z) é de Banach se o espago
normado (Z(E; F), || - ||z) é completo para quaisquer espagos de Banach E e F.

E bem conhecido e muito 1til que, nas condicoes acima, || - || < | - ||z (veja [33,
Proposition 6.1.4]).

Exemplo 1.4.3 (Operadores de posto finito). A classe dos operadores de posto finito F
é o menor ideal de operadores (veja [42, Exemplo 4.5]).

Exemplo 1.4.4 (Operadores aproximéveis). Dizemos que um operador v € L(E; F) é
aprozimdvel se existe uma sequéncia de operadores (u,)>2, em F(F; F) tal que u,, — u
na norma usual de L(E; F).

Denotamos por A(E; F) o conjunto de todos os operadores aproximaveis de E em F.
A classe dos operadores aproximéveis A é o menor ideal fechado de operadores (veja [42,
Exemplo 4.6]).

Exemplo 1.4.5 (Operadores compactos). Dizemos que um operador u € L(E;F) é
compacto se u(Bg) é compacto em F. Denotamos por K(E; F') o conjunto de todos os
operadores compactos de £ em F. A classe dos operadores compactos K é um ideal
fechado de operadores (veja [42, Exemplo 4.7] ou [33, 1.4]).

Exemplo 1.4.6 (Operadores fracamente compactos). Dizemos que um operador u €
L(E; F) é fracamente compacto se u( Bg) é relativamente fracamente compacto em F', isto

6, u(Bg)" é fracamente compacto em F. Denotamos por W(E; F) o conjunto de todos
os operadores fracamente compactos de E em F. A classe dos operadores fracamente
compactos VW é um ideal fechado de operadores (veja [42, Exemplo 4.8] ou [33, 1.5]).

Nosso proximo exemplo € o ideal dos operadores p-nucleares. Nossa principal referéncia
é o livro [17]. Dado 1 < p < oo, continuamos a denotar por p’ € [1,+0o0| o conjugado de
p, isto é, p’ satisfaz a equacao }D + 1% = 1.
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Exemplo 1.4.7 (Operadores p-nucleares). Seja 1 < p < co. Dizemos que um operador
u € L(E; F) é p-nuclear se existem sequéncias (A,)5, € €y, (¢n)22, € Bpr e (yn)s, €
£ (F) tais que

n=1

onde a série acima converge em L(E; F) e £;(F) é o espaco das sequéncias fracamente
p/-soméveis em F' (Definigao 1.1.17).

Denotamos por N,(E; F') o conjunto de todos os operadores p-nucleares de E em F.
A classe M, dos operadores p-nucleares é um ideal de operadores para todo p € [1,4+00)
(veja [17, Theorem 5.25]).

Nosso préximo exemplo é o ideal dos operadores p-compactos. Nossa referéncia é [35].
Comegamos definindo conjunto relativamente p-compacto.

Definicao 1.4.8. Seja F um espaco de Banach.

(a) Dado 1 < p < o0, dizemos que um subconjunto K de E é relativamente p-compacto

se existe uma sequéncia (z,,)52, € £,(E) tal que

K C {Z)\nxn (), CKe Z\An\p' < 1},
n=1 n=1

onde (,(E) é o espaco das sequéncias absolutamente p-somdveis em E (Definigao
1.1.15).

(b) Para o caso p = 1, dizemos que um subconjunto K de E é relativamente 1-compacto
se existe uma sequéncia (z,)%, € ¢1(E) tal que

K C {Z AnZn o (An)py CKe sup |A,] < 1}.
n=1

neN

Exemplo 1.4.9 (Operadores p-compactos). Seja 1 < p < oco. Dizemos que um opera-
dor u € L(E; F) é p-compacto se u transforma conjuntos limitados em E em conjuntos
relativamente p-compactos em F'.

Denotamos por K,(E; F') o conjunto de todos os operadores p-compactos de E em F.
A classe dos operadores p-compactos £, ¢ um ideal de operadores para todo p € [1,4+00)
[35].

Nosso proximo exemplo é o ideal dos operadores p-integraveis. Nossa principal re-
feréncia ¢é o livro [17].

Exemplo 1.4.10 (Operadores p-integraveis). Seja 1 < p < co. Dizemos que um operador
u € L(E;F) é p-integrdvel se existe um espago de medida de probabilidade (£2,%, ) e
existem operadores lineares continuos t;: £ — Loo(u) e ta: L,(n) —> F” tais que
Jrou=ty01,0t,isto é, o diagrama abaixo ¢ comutativo

B o p_Ir pn
-
Loo (1) 4 Ly(1)
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onde 4,: Loo(pt) —> Ly(p) é 0 operador inclusao e Jp: ' — F” é o mergulho canodnico.
Denotamos por J,(E; F) o conjunto de todos os operadores p-integraveis de E em F.

A classe J, dos operadores p-integraveis é um ideal de operadores para todo p € [1, 40|
(veja [17, Theorem 5.2]).

Exemplo 1.4.11 (Operadores absolutamente p-somantes). Seja 1 < p < co. Dizemos
que um operador u € L(E; F) é absolutamente p-somante se existe uma constante ¢ > 0
tal que

D lu@)llP < - sup Y o),
i=1 $€Bp =
para todos n € N e zy,...,7, € E. Ou, equivalentemente, se (u(z;))32, € £,(F) sempre
que (7;)32, € £ (E) (veja [17, Proposition 2.1]).
Denotamos por IL,(E; F') o conjunto de todos os operadores absolutamente p-somantes
de E'em F. A classe II, dos operadores absolutamente p-somantes é um ideal de opera-
dores para todo p € [1,+00) (veja [42, Exemplo 4.11]).

Nosso préoximo exemplo é o ideal dos operadores Cohen fortemente p-somantes. Os
operadores Cohen fortemente p-somantes foram introduzidos por Cohen em [15] para
descrever os operadores que tém adjuntos absolutamente p’-somantes.

Exemplo 1.4.12 (Operadores Cohen fortemente p-somantes). Seja 1 < p < oo. Dizemos
que um operador u € L(FE; F') é Cohen fortemente p-somante se

(u(n))nzr € Lp(F) sempre que (24);2, € £p(E),

onde £,(F) é o espago de todas as sequéncias Cohen fortemente p-somaveis em F' (De-
finigao 1.1.19).

Denotamos por D,(E; F) o conjunto de todos os operadores Cohen fortemente p-
somantes de £/ em F. A classe D, dos operadores Cohen fortemente p-somantes ¢ um
ideal de operadores (veja, por exemplo, [29, Proposigao 4.4.15]).

Exemplo 1.4.13 (Operadores completamente continuos). Dizemos que um operador u €
L(E; F) é completamente continuo se para toda sequéncia (,,)°%, em F tal que z,, — x
em F, tem-se que u(z,) — u(x) em F.

Denotamos por CC(E; F') o conjunto de todos os operadores completamente continuos

de E em F'. A classe CC dos operadores completamente continuos é um ideal de operadores
(veja [33, 1.6]).

A seguir faremos um breve resumo sobre o dual de um ideal de operadores.

Definicao 1.4.14. (a) Seja Z um ideal de operadores. Definimos a classe de operadores
Idual por

Idual(E; F) — {u c ﬁ(E; F) = I(F’;E’)}a

onde v’ é o adjunto do operador u (Definigao 1.1.11).

(b) Seja (Z,] - ||z) um ideal normado de operadores. Definimos a fungao || - ||zauar :
Tdal(E: F) — [0, +00) por
[uflzawa = [z
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Proposicao 1.4.15. Seja (Z, |- ||z) um ideal normado (de Banach) de operadores. Entdo
(22| - || zawa) € também um ideal normado (de Banach) de operadores.

Demonstragao. Veja [16, 9.9]. ]
O seguinte resultado segue da proposigao acima e da Proposigao 1.1.12.

Corolario 1.4.16. Seja Z um ideal (fechado) de operadores. Entio 9% € também um
ideal (fechado) de operadores.

Definicao 1.4.17. Dizemos que um ideal de operadores Z é:

(a) Simétrico se T C T9u!,
b) Anti-simétrico se T4 C T.
(

(c) Completamente simétrico se T = T4,

Proposigao 1.4.18. (a) (Teorema de Schauder) O ideal dos operadores compactos é
completamente simétrico, isto €, K = KCual,

(b) (Teorema de Gantmacher) O ideal dos operadores fracamente compactos é comple-
tamente simétrico, isto é, VYV = Wl

Demonstracao. Veja [22, Theorem 17.1.3 e Theorem 17.2.5]. A demonstragao do item (a)
também pode ser encontrada em [11, Teorema 7.2.7]. O

1.5 Ideais de polindmios homogéneos

Em 1983, o proprio Pietsh generalizou o conceito de ideais de operadores para aplicagoes
multilineares, e tal ideia foi imediatamente adaptada para polindmios homogéneos. A
partir dai, ideais de aplicagoes multilineares e de polinomios homogéneos tém sido exaus-
tivamente estudados.

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos, propriedades e exemplos da teoria de
ideais de polinomios. Também apresentaremos os ideais de composi¢ao, que sao uma classe
muito importante de ideais de polinomios. Sua importancia deve-se a que muitas classes
interessantes de polindomios, como os polinomios de posto finito, compactos e fracamente
compactos, sao ideais de composicao. Nossas principais referéncias foram a dissertacao
[41] e o artigo [10].

Ao longo deste secao, m denotara um numero natural qualquer e E, F, G, H espagos
de Banach quaisquer.

E importante na definicao a seguir que, conforme vimos na Proposicao 1.2.27, a com-
posicao de um polinomio m-homogéneo com operadores lineares, a esquerda e a direita,
¢ também um polinémio m-homogéneo.

Definicao 1.5.1. Um ideal de polinomios homogéneos ou, simplesmente um ideal de
polinomios, é uma subclasse Q da classe de todos os polinémios homogéneos continuos
entre espagos de Banach sobre o corpo K tal que suas componentes

QME;F)=P("E; F)N Q,

onde m € N e E e I sao espagos de Banach arbitrarios, satisfazem as seguintes condigoes:

27



(1) Q(™FE; F) éum subespaco vetorial de P("™E; F') que contem os polinémios m-homogéneos
continuos de tipo finito.

(2) A propriedade do ideal: se u € L(G;E), P € Q("E;F) et € L(F;H), entao
toPoue Q(G; H).

Para cada m € N fixo, a classe
Qn =U{Q("E; F): E e F sao espagos de Banach}

é chamada de ideal de polinomios m-homogéneos. Assim, Q,,(F;F) = Q(™FE; F) para
todos E e F' espagos de Banach.

Dizemos que um ideal de polinomios Q é fechado se cada componente Q(™F; F') é um
subespago fechado de P(™E; F). Se m € N, sob as condi¢bes acima, dizemos que Q™ é
um ideal fechado de polinomios m-homogéneos.

Observacao 1.5.2. Dado um ideal de polinomios Q, é claro que a classe Q; ¢ um ideal
de operadores. Desta forma, a teoria de ideais de operadores pode ser recuperada se
consideramos m = 1 na teoria de ideais de polinomios.

Definigao 1.5.3. Um ideal normado de polinomios (Q,| - |lo) é um ideal de polinomios
Q munido de uma fungao || - ||g: @ — [0, +00) que satisfaz as seguintes condi¢oes:

(D) || - || restrita a Q(™F; F') é uma norma para todo m € N e quaisquer espagos de
Banach E' e F.

(IT) O polinémio m-homogéneo continuo de tipo finito id,, : K — K, dado por id,,(\) =
A™,é tal que ||id,,||g = 1 para todo m € N.

(ITI) A desigualdade do ideal: se u € L(G; E), P € Q("E; F) et e L(F; H), entao

[to Poullg <l -[[Pllo- llul™

Dizemos que um ideal normado de polinomios (Q, || - ||g) é de Banach se o espago
normado (Q("E; F), || - ||g) é completo para todo m € N e quaisquer espagos de Banach
E e F. Se m € N, sob as condigoes acima, dizemos que (Q™, || - ||g) é um ideal normado
(respetivamente, de Banach) de polindmios m-homogéneos.

Proposicao 1.5.4. Se Q € um ideal de polinomios, entio (Q,| - ||) € um ideal normado

de polinomios, onde || - || € a norma usual de polinémios.

Demonstracao. Veja [41, Proposi¢ao 2.52]. ]
Note que um ideal de polinémios Q é fechado se, e somente se, (Q, || - ||) é um ideal

de Banach.

Definicao 1.5.5. Seja ©Q um ideal de polinomios. Definimos a classe de polinomios Q
por

Q("E; F) = Q(™E; F).
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E bem conhecido, e muito facil de ser demonstrado, que a classe Q é também um ideal
de polinomios.

Proposigao 1.5.6. Sejam (Q, || - ||o) um ideal normado de polinémios, m € N e E, F
espacos de Banach. Entao:

(a) ||P]| < ||Pllg para todo P € Q(™E; F).
(0) lle™ @0llg = lloll™ - [Ibl] para todos ¢ € E" e b € F.
Demonstracao. Veja [41, Proposi¢ao 2.56]. ]
A seguir, introduziremos as seguintes notagcoes.

Definicao 1.5.7. (a) Sejam Q e R ideais de polinoémios. Escreveremos Q C R se
Q("E; F) C R(ME; F) para todos m € N e espagos de Banach F e F.

(b) Sejam (Q,| - |lo) e (R,]| - ||r) ideais normados de polinomios tais que Q@ C R.
Escreveremos || - || < || - ||z (respetivamente || - |lo > || - ||r) se ||Plle < ||P|l=
(respetivamente ||P|lg > ||P||z) para todo P € Q("E; F).

Exemplo 1.5.8. A classe Py dos polinomios de tipo finito (Definigdo 1.2.22) é o menor
ideal de polinomios (veja, por exemplo, [26, Exemplo 4.1.2]).

Exemplo 1.5.9. Dizemos que um polinémio P € P(™E; F) é aproximdvel por polinomios
de tipo finito se existe uma sequéncia de polinomios (P,)s>, em Pr(™E; F) tal que P, —
P, isto é, P € Py(mE; F). Como

Pi("E; F) = P;(mE; F),
entao a classe 77f dos polindmios aproximaveis por polinomios de tipo finito é um ideal
de polinomios.

Exemplo 1.5.10. Dizemos que um polinémio P € P(™E; F) é de posto finito se sua
imagem P(FE) gera um subespago de dimensao finita de F.

Denotamos por Px(™FE; F') o conjunto de todos os polinémios m-homogéneos de posto
finito de £ em F. A classe dos polinomios de posto finito P é um ideal de polindomios
(veja, por exemplo, [26, Exemplo 4.1.3]).

Exemplo 1.5.11. Dizemos que um polinémio P € P(™E; F) é aproximdvel por po-
linémios de posto finito se existe uma sequéncia de polinomios (F,)2; em Px("E; F) tal
que P, — P. Nesse caso escrevemos P € P4(™F; F'). Assim,

Ps("E; F) = Pr(mE; F),

e portanto a classe P4 dos polindmios aproximaveis por polinomios de posto finito é um
ideal de polinomios.

Exemplo 1.5.12. Dizemos que um polinémio P € P(™E; F') é compacto se P(Bg) é um
subconjunto compacto de F.

Denotamos por Px (" E; F') o conjunto de todos os polinomios m-homogéneos compac-
tos de F em F. E bem conhecido, e muito facil de ser demonstrado, que a classe dos
polinémios compactos P é um ideal de polindmios.
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Exemplo 1.5.13. Dizemos que um polindémio P € P("E; F) é fracamente compacto se
P(Bg) é um subconjunto relativamente fracamente compacto de F, isto é, se P(Bg) ¢é
fracamente compacto em F'.

Denotamos por Py(™FE; F') o conjunto de todos os polinémios m-homogéneos fraca-
mente compactos de £ em F. Também é bem conhecido, e muito facil de demonstrar,
que a classe dos polinomios fracamente compactos Py, é um ideal de polinomios.

Passamos agora a estudar os ideais de composicao. Para maiores informacgoes veja
[10].

Definigao 1.5.14. Seja Z um ideal de operadores. Um polinomio P € P(™E; F) pertence
aZoP(ME;F) se existem um espaco de Banach GG, um polinémio € P(™F;G) e um
operador linear u € Z(G; F') tais que P = u o Q.

N4

A classe de polinomios Z o P é chamada de ideal de composicaio.

E

Proposicao 1.5.15. Sejam I e J ideais de operadores. Entao:
(a) ZoP é um ideal de polinomios.
(b) Se I € um ideal fechado entdo I o P € também um ideal fechado.
(¢) SeZ C J entioZoP C JoP.

Demonstragao. Para as demonstragoes dos itens (a) e (b) veja [10, Proposition 3.3]. Pro-
vemos o item (¢). Seja P € ZoP(™E; F). Entao P = uo (), para algum espago de Banach
G, algum polinémio Q) € P(™FE;G) e algum operador u € Z(G; F'). Como Z C J entéo
u € J(G; F). Isso prova que P também pertence a J o P("E; F). E portanto o item (c)
segue. ]

A caracterizacao a seguir é bastante tutil.

Proposicao 1.5.16. Sejam Z um ideal de operadores e P € P(™E;F). As segquintes
afirmagoes sao equivalentes:

(a) PcToP("E;F).
(b) P, € Z(®. " E; F).
(¢) Py €Z(®.°E;F).
Demonstragao. Veja [10, Proposition 3.2(b)]. O

Para a definicao da componente m-ésima @,, de um ideal de polinomios Q, veja a
Definicao 1.5.1.

Proposicao 1.5.17. Sejam I, e I, ideais de operadores. Entao:
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(a) Dados m € N e E, F espagos de Banach, se T o P(™E; F) C Iy o P(™E; F) entdo
T.(E: F) C To(E; F).

(b) Se (Zy o P)ym = (Zy 0 P)m para algum m € N, entao I, = I,.

Demonstragao. Para a demonstragao do item (a) veja [10, Lemma 3.4(b)]. Provemos o
item (b). Suponhamos que (Z; o P),, = (Zy o P),, para algum m € N e sejam F e F
espacos de Banach. Entao

(ZioP)"E; F) = (Lo P)n(E5 F) = (Zo 0 P (E5 F) = (Zo o P)("ES F).

Aplicando duas vezes o item (a), temos que Z;(F; F') = Zy(FE; F), provando que Z; =
L. [l

Definicao 1.5.18. Seja (Z, || - [|z) um ideal normado de operadores. Definimos a funcao
|- llzop: ZoP(™E; F) — [0,+00) por

|1Pllzop = inf{[|ullz - [|Q] : P=u0oQ, Q € P("E;G) eu € I(G; F)}.
Proposicao 1.5.19. Seja (Z, || - ||z) um ideal normado de operadores. Entao:

(a) (ZoP,| - |lzop) € um ideal normado de polinémios.

(b) Se (Z,]| - ||z) € um ideal de Banach entio (Z o P,|| - ||zop) € também um ideal de
Banach.

(¢) Para cada P € ToP("E; F), ||Pllzop = || Prsllz-
Demonstragao. Veja [10, Proposition 3.7(b)]. O

Exemplo 1.5.20. Algumas classes classicas de polindmios sao casos especiais de ideais
de composigao. De [12, Lemma 2.1] e [12, Theorem 2.2] segue que

Pr=FoP e Pp=A0P.
De [37, Proposition 4.1] segue que
PIC :ICOP e PW:WOP

A seguir faremos um breve estudo do dual polinomial de um ideal de operadores. Para
maiores informagoes veja [7].

Definicao 1.5.21. (a) SejaZ um ideal de operadores. Definimos a classe de polinomios
IP—dual por

IP-de(mEp. Y= {P e P("E; F) : P' € Z(F'; P("E))},

onde P’ é o adjunto de Aron-Schottenloher de P (veja Definicao 1.2.28). A classe
de polindomios ZP 4! & chamada de dual polinomial do ideal .
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(b) Seja (Z,]| - |lz) um ideal normado de operadores. Definimos a funcéo || - ||zp-duar :
ZP-duwalmp. [y — [0, +00) por

| Pl|zp-awa = || P'||z.
Proposigao 1.5.22. (a) Seja T um ideal de operadores. Entio Z7~al = Tdual o P,
(b) Seja (Z,] - ||z) wm ideal normado de operadores. Entdo || - ||zp-awa = || + || zavalop.

Demonstragao. Veja [7, Theorem 2.2]. O

O seguinte resultado segue da proposicao acima e das propriedades do dual de um
ideal de operadores e do ideal de composicao.

Corolario 1.5.23. (a) Seja Z um ideal (fechado) de operadores. Entdo IP~% ¢ um
ideal (fechado) de polinémios.

(b) Seja (Z,] - |z) um ideal normado (de Banach) de operadores. Entdo (ZP~4ual || .
| zP-dauar) € um ideal normado (de Banach) de polinémios.
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Capitulo 2

Os espagos (o(I') e £1(T)

Neste capitulo estudaremos duas classes de espagos de Banach que serao fundamentais nos
préximos capitulos. Como a teoria bésica desses espagos nao é encontrada nas referéncias
usuais da literatura, optamos por estuda-los de forma mais minuciosa, apresentando as
devidas demonstragoes.

O estudo apresentado neste capitulo se baseou nas referéncias [20, 21] e [33, B.3 e C.3].
Ao longo deste capitulo, I' denotard um conjunto nao vazio qualquer.

2.1 O espago /(') e a propriedade da extensao mé-
trica

Estudaremos nesta se¢ao os espagos /o ('), que serdo essenciais na teoria de ideais injeti-
vos. Estudaremos também as injegoes métricas e provaremos que ¢, (I") tem a propriedade
da extensao métrica.

Comecamos esta secao, considerando o conjunto:

K'={f: T — K: f é uma funcio}.

Cada funcao f € K' serd chamada de familia indezada de elementos de K. Para cada
i € I', denotaremos f(i) = \; e chamaremos este nimero de i-ésima coordenada de f. E
como é usual, denotaremos a func¢ao f por (\;)ier.

Consideremos também em K! as operacoes de soma e produto por escalar definidas
coordenada a coordenada, ou seja:

(a) Para todos (A\;)icr e (7:)ier € KF, fazemos corresponder o elemento
(A)ier + ()ier = (N +%i)ier € K.
(b) Para todos v € K e (\;)ier € K', fazemos corresponder o elemento
7+ (Aier = (YNi)ier € K.

E f4cil verificar que K" é um espaco vetorial sobre K com essas operacoes. Definiremos
agora o espaco £ (I).
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Definicao 2.1.1. Dado um conjunto nao vazio I', definimos:

£ (T) = {w)ier €K' : sup M| < oo} |

i€l
e a fungao || - |leo: loo(I') — [0, +00) dada por

|(Ad)ier|loo = sup |Asl.
el

Quando I' = N, temos (o, = (o (N).
Proposigao 2.1.2. (a) (o (') € subespago vetorial de K .
(0) || - [loo € uma norma em Lo (T).

Demonstragao. (a) Provemos que £ (I") é fechado com respeito & soma e ao produto por
escalar. Sejam x = (\;)ier € ¥ = (Vi)ier € loo(I'). Para cada i € T,

[Ai 4 3il < Al + [l < sup [As] + sup [y;] = [lzfloc + [[y]]oo-
jer jer

Portanto x +y € lo(T") €

24 ylloe = sup s + %] < f[floe + [[ylloc- (2.1)

Por outro lado, dados v € K e = (\;)ier € loo(I),
sup [yAil =[] - sup [As] = 7] - [|]]e-
i€l i€l

Portanto vy -z € £ (I") e
17 - 2lloo = 7]+ || (2.2)

(b) Segue de (2.1) e (2.2) que s6 resta provar que se ||z||.c = 0 entdo z = 0. Seja
x = (M)ier € loo(I") tal que ||z||c = 0. Para cada i € T',

[Ai] < sup | =[]l =0,
jer

donde segue que \; = 0, e portanto x = 0. O
A partir de agora consideraremos (. (I") sempre munido da norma || - ||s-
Proposicao 2.1.3. ((T") é um espago de Banach.

Demonstragao. Seja (x,)22 ; uma sequéncia de Cauchy em £, (I"). Para cada n € N, como
xy, € loo(I') podemos escrever z,, = (A');er, onde cada A € K. Dado e > 0, existe ng € N
tal que para m,n > ng, temos

sup | A" — A = ||zm — 2nllee < €.
i€l
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Assim, para todos j € ' e m,n > ny,

N = N <sup [N =AY <e. (2.3)
i€l
Logo, para cada j € T', (A})72; C K é uma sequeéncia de Cauchy. Como K é completo,
a sequéncia (A});2, converge a um elemento de K, digamos A; = lim \?. Defina » =
n—oo
(Ai)ier € KU e provemos que x € £(T') e lim z, = 2 em (,o(T"). Fazendo m — oo em

n—o0

(2.3) segue que para todos ¢ > 0 e n > ng, tem-se |\; — A\7| < ¢ para cada j € I'. Isso
prova que, para n > ng, £ — &, = (Aj — \})jer € loo(T) e

|2 — 2alloe = sup|A; — A}| <e. (2.4)
jel

Tomando n = ng, temos & = (z — X, ) + Tpy € loo(I'). Como € > 0 é qualquer e (2.4) vale
para todo n > ng, segue que lim z,, = x em £ (I). ]
n—oo

Definigcao 2.1.4. Sejam E e F espagos normados. Um operador [ € L(E;F) é dito
injecao métrica se ||I(z)||r = ||z| g para todo = € E.

E f4cil ver que toda injecao métrica é continua, injetora, tem norma igual a 1 e que
sua inversa [ ': [(E) C F — E ¢é também uma injegao métrica.

E usual chamar uma injecao métrica de isometria linear, mas para ser compativel
com a terminologia normalmente usada no estudo de ideais injetivos, optamos pelo termo
injecdo métrica. A seguir apresentamos dois exemplos importantes de inje¢oes métricas.

Exemplo 2.1.5. Sejam F' um espaco normado e £ C F' um subespaco vetorial. Defina-
mos o operador inclusao
I:E—F, I(z)=n=x.

E imediato ver que I é uma injecao métrica e que sua inversa ¢ o operador identidade em

E.

Exemplo 2.1.6. Seja F um espaco normado. O operador Jg: E — E” definido por

para todos x € E e p € E’', é uma injecao métrica, que é chamado de merqulho canénico
de E em E". Para a demonstragao de que Jg é uma injegdo métrica, veja [11, Proposi¢ao
4.3.1].

Proposicao 2.1.7. Sejam E, F,G espacos normados ei: E — F e j: F' — G injecoes
métricas. Entao joi: E — G € também uma injecao métrica.

Demonstracao. A linearidade de j o segue da linearidade de i e j. Por outro lado, dado
r € E, temos

1G o D) (@) || = 7 G = lle(@) [ = =[],

0 que prova que j o ¢ é uma injecao métrica. O]
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Passamos agora a estudar a propriedade dos espagos £ (I") que os torna tao especiais
para nossos propoésitos.

Definicao 2.1.8. Diz-se que um espago de Banach G tem a propriedade da extensao
métrica se para cada par de espacos de Banach E e F', cada injecao métrica [: £ — F
e cada u € L(F;G), existe u € L(F;G) tal que uo I =w e ||l < ||lul.

E—1 —F
G

Observagao 2.1.9. Na Defini¢ao 2.1.8 vale também a outra desigualdade |[ul| < ||z||. De
fato, para todo x € F,

lu(@)[| = llu(I@)I] < lull - [[1(@)]] = [l - =]
Portanto ||u|| < ||ul|.

A seguir veremos que para provar que um espago de Banach tem a propriedade ex-
tensao métrica, basta considerar o operador inclusao no lugar de uma injecao métrica
qualquer. Antes disso, lembremos que se F' é um espaco de Banach e E um subespaco
vetorial de F', entao F é um espago de Banach se, e somente se, E é fechado em F' (Pro-
posicao 1.1.5). Devido a esse fato, consideraremos subespagos fechados na proposigao
abaixo.

Proposicao 2.1.10. Um espaco de Banach G tem a propriedade de extensao métrica
se, e somente se, para cada espaco de Banach F, cada subespaco fechado E de F e cada
u € L(E;G), existe uma extensdo u € L(F;G) de u tal que ||u| < ||ul.

Demonstracao. Suponhamos que G tenha a propriedade de extensao métrica e sejam F
um espago de Banach, F um subespaco fechado de F' e u € L(E;G). Consideremos o
operador inclusao [: E — F definido por

I(x) =z

Entao I é uma inje¢ao métrica (Exemplo 2.1.5). Segue da hipdtese que existe u € L(F; G)
tal que wo I =wu e |[ul] < ||ul|. S6 resta provar que @ é uma extensao de u. De fato, para
cada x € F,

w(x) = (wo I)(x) = u(l(x)) = u(x).

Reciprocamente, suponhamos que G satisfaca a segunda condigao e sejam E, F' espagos
de Banach, I: E — F uma injecao métrica e u € L(F;G). E imediato que o operador
v=wuol ' I(F) — G é linear e continuo. Notemos também que I(F) é um subespago
fechado de F', pois I(FE) é isomorfo isometricamente ao espago de Banach E. Segue da
hipdtese que existe uma extensdo u € L(F;G) de v tal que ||u]| < ||lv||. Vejamos que
uol =u e ||ul]| <|ull. De fato, dado = € F, tem-se

(o I)(x) = u(I(x)) = v(I(z)) = (wo I )(I(2)) = u(),



provando que u o I = u. Para finalizar,

@l < ol = flwo I~ < flull- 1M = Jull

O teorema a seguir explica o nosso interesse nos espagos o (I").
Teorema 2.1.11. O espaco o (I") tem a propriedade da extensio métrica.

Demonstragao. Provaremos que (o (I") tem a propriedade da extensdo métrica usando a
Proposigao 2.1.10. Sejam F' um espaco de Banach, F um subespago vetorial fechado de F' e
u € L(E;l(T)). Para cada x € E, como u(z) € (o (') podemos escrever u(z) = (Af);er,
onde cada A\ € K. Para ¢ € I fixo, definamos o funcional

wi: E— K, @;(x) = A.

Provemos que ¢; € E'. Sejam x,y € E e v € K. Da linearidade de u e da definigdo das
operagoes em /oo (I'), temos

AT ™)jer = u(e + yy) = w(@) +yuly) = (X)) jer +7(\)jer = (A +7A7)jer-
Isso prova que )\fﬂy = A} + A} para todo j € I'. Em particular,

ei(x +7y) = X7 =M+ AN = () + vei(y),

provando que ¢; ¢ linear. Por outro lado, para z € F,
|pi()] = [AT] < Slelngl = flu(@)lloc < [lull - Iz]-
j

Portanto (; é continua e

lpill < [full. (2.5)
Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach (Proposigao 1.1.7), para cada ¢ € ' existe uma
extensio @; € F' de ¢; tal que ||@;]| = |||l Definamos a aplicagao u: F — K

mediante

u(z) = (@i(x))ier -
Devemos provar que u(z) € lo(I'), u € L(F; (1)), ||u|| < ||ul| e u estende u. Seja
x € F. Para cada i € I, segue de (2.5) que

|2i ()] < [l@ill - l2ll = llgsll - [l < Nl - []]
Portanto u(z) € (o (I') e

[@(@)lloe = sup|@i(z)] < [lull - |l=] (2.6)

A linearidade de u segue da linearidade dos funcionais ¢;. Por outro lado, segue da
linearidade de u e de (2.6) que u é continua e ||u]| < ||lul|. Finalmente, provemos que u
estende u. Com efeito, para todo = € F,

u(z) = (9i(z))ier = (pi(7))ier = u().

Segue da Proposicao 2.1.10 que £ (I") tem a propriedade da extensdo métrica. O
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Prova-se também que os espagos Ly, (11), onde p é uma medida qualquer, tém a propri-
edade da extensao métrica. Como nao usaremos este fato nesta dissertacao, nao apresen-
taremos a demonstragao. O leitor interessado pode encontra-la em [33, C.3.2 Proposition
2].

A seguir apresentamos uma injecao métrica que serd muito util para o estudo dos
ideais injetivos.

Proposicao 2.1.12. Seja E um espago vetorial normado. O operador Ig: E — (o (Bgr)
definido por
Ip(z) = (0(2))peB,

¢ uma inje¢ao métrica, que serd chamada de inje¢ao métrica candnica de E em Uy (Bpg).

Demonstracdao. Por definicao,

QOEBE/

loo(Bpr) = {O‘sa)saeBE/ e KB . sup A,| < oo}.

Primeiro, provemos que o operador I estd bem definido. Para todos z € E e ¢ € By,

(@) < llpll - flfl < ]

Portanto, Ig(z) = (¢(2))een,, € loo(Brr). Provemos que I ¢ linear. Dados 7,y € E e
A €K,

Pz +Y))pen,, = Ap(x) + ©(Y))pen,,

= )\(90($))¢GBE/ + (‘P(y))goeBE/ = )\[E(x) + [E(?/)

Por outro lado, dado x € E, segue da Proposigao 1.1.8 que

e(@)llee = sup [o(z)] =[],

pEBgy
o que prova que Ig é uma injecao métrica. O
Da Proposicao 2.1.12 temos o seguinte resultado:

Corolario 2.1.13. Todo espago normado € isometricamente isomorfo a um subespaco de
algum espago Lo (T).

2.2 O espago /(') e a propriedade do levantamento
métrico

Os espacgos de Banach que estudaremos nesta secao serao essenciais na teoria de ideais
sobrejetivos. Estudaremos também as sobrejegbes métricas e provaremos que ¢1(I") tem a
propriedade do levantamento métrico.

Optamos por definir o espago ¢1(I") usando somas nao ordenadas, e para isso faremos
um breve estudo desse conceito. Na Proposicao 2.2.5 mostraremos que a defini¢ao de soma
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nao ordenada considerada nesta dissertacao é equivalente a uma condi¢ao usualmente
utilizada neste caso. Nossas principais referéncias para esse estudo foram [20, 21].

Analogamente a secao anterior, uma funcao f do conjunto I' a valores em um espaco
vetorial normado E serda chamada de familia indexada de elementos de E. E, também
como anteriormente, chamando f(i) = z; para cada i € I', denotaremos a funcao f
por (z;);er. Por outro lado, dado um subconjunto finito J = {iy,...,i,} de I', como
a soma z;, + --- + x;, nao depende da ordem que somemos, usaremos a notagao usual
Ty o x, = a.

ieJ

Definigao 2.2.1. Sejam E um espago vetorial normado e (z;);er uma familia indexada

de elementos de E. Dizemos que a soma ndo ordenada Y, x; converge a x € E se para
i€l
cada € > 0 existe I C I finito tal que para cada J C I finito que contém I, tem-se

icJ

< €.

Neste caso escreveremos » | x; = . Uma soma nao ordenada convergente é dita incondi-
iel
ctonalmente convergente, mas por simplicidade diremos apenas que é convergente.

Vejamos que toda soma nao ordenada convergente tem no maximo um nuimero enu-
meravel de termos nao nulos.

Proposicao 2.2.2. Seja > x; uma soma nao ordenada convergente em um espago nor-
i€l
mado. Entao o conjunto {i € T : z; # 0} € finito ou enumerdvel.

Demonstragao. Digamos Y x; = x € E. Para cada n € N existe um subconjunto finito
=
r— > X
icJ
que j ¢ I,,. Entao I,, e I,, U{j} sdo subconjuntos finitos de I' que contém I,,, e portanto

1
I, de T' tal que < — para cada J C I finito que contém I,,. Tome j € I" tal
n

Il =| X w-Saf=|{e- X w)- x—zxz
el U{j} i€ln ielpU{j} 1€ln
1 1 2
< — ; - ; -+ —=-.
< ||z Z T; T Zmz <n+n "
€, U{j} i€l,

Provamos que ||z;|| < 2 para todo j ¢ I,. Segue que se j ¢ U I,,, entao ||z;|| < 2 para

todo n, e portanto z; = 0. Isso prova que

{iel:x; #0}C U L.
n=1

oo

O resultado segue pois |J I, é finito ou enumerdvel por ser uma unido enumeravel de
n=1

conjuntos finitos. O
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Nao é dificil verificar que se uma soma nao ordenada é convergente, entao seu limite
¢ unico. No Lema 2.2.23 daremos um exemplo importante de uma soma nao ordenada
convergente em um espaco vetorial normado. Analogamente ao caso de séries, diz-se

que a soma nao ordenada Y x; é absolutamente convergente se a soma nao ordenada
el
> ||| converge em R. Na Proposicao 2.2.25 provaremos que toda soma nao ordenada
el
absolutamente convergente em um espaco de Banach é convergente.
Para o caso de somas nao ordenadas de niimeros reais nao negativos, temos o seguinte

resultado.

Proposicao 2.2.3. Sejam (\;)ier uma familia indexada de nimeros reais nao negativos

e A € R. A soma nao ordenada ), \; converge a A se, e somente se,
=

A:sup{Z)\i:ICFéﬁnito}.

i€l
Demonstracao. Primeiramente, dados I,I, C T finitos tais que Iy C I3, como \; > 0
para cada ¢ € I', tem-se

(=) Dado € > 0, por hipétese existe I C I finito tal que para cada J C I' finito que
contém I, tem-se
>‘_€<Z)‘i<)‘+€‘ (2.7)
ieJ
Seja J C I finito. Entao (JUI) C I' é finito e contém I. Portanto,

icJ i€luJ

Isso prova que sup {Z N:JcCTlé ﬁnito} < X+ ¢ para todo € > 0. Fazendo ¢ — 07
ieJ
obtemos sup {Z N:JcCTIé ﬁnito} <\
ieJ

Por outro lado, por (2.7) sabemos que para todo € > 0 existe I C I finito tal que
> A > A —e. Isso quer dizer que nenhum nimero menor que A é cota superior do
i€l
conjunto {Z Ni:JcCTIé ﬁnito}, donde segue que A é a menor cota superior, ou seja, A

ieJ

é o supremo.
(<) Seja € > 0. Segue da hipdtese que existe I C I finito tal que

A=< ) A

Logo, para cada J C I finito que contém I, tem-se

el 1eJ
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Portanto,

)\_ZAi<E

para todo J C T finito que contém /. Segue novamente da hipdtese que A — > \; > 0
ieJ
para todo J C T finito. Consequentemente

)\—ZAi

icJ

<é€

para todo J C T finito que contém I, provando que > A; converge a . O
i€l
Provaremos a seguir que a definicao de soma ordenada é equivalente a uma condicao
que aparece como definicao em algumas referéncias.
Definimos o suporte de uma familia indexada (z;);er em um espago normado por

supp{(z;)ier} = {i € T : x; # 0}.

Nos dois resultados abaixo trabalharemos com familias indexadas (z;);er nao nu-
las em um espaco normado, pois no caso em que a familia indexada for nula, tem-se

supp{(z;)ier} = 0 e ndo faria sentido considerar a soma >
i€supp{(zi)ier}

Observagao 2.2.4. Sejam F um espago normado, (z;);er uma familia indexada nao nula

de elementos de E'e x € E. E facil verificar que ) x; = x se, e somente se, > x =
i€l i€supp{(zi)ier}

Proposicao 2.2.5. Sejam E um espago normado, (z;)icr uwma familia indezada ndo nula

de elementos de E e x € E. Entao a soma nao ordenada ) x; converge a x se, e somente
iel
se, uma das sequintes condigoes € satisfeita:

(a) supp{(x;)icr} € um conjunto finito e Y ox=u.
i€supp{(zi)ier}

b) su Zi)ier ; € um conjunto infinito enumerdvel e, para cada funcao bijetivao: N —
pp )

o0
supp{(x;)ier}, a série Y T,m) converge a x.
n=1

Demonstracao. Denotemos, por simplicidade, supp = supp{(x;)ier}. Para a primeira

implicacao, suponhamos que > x; = x e que nao valha o item (a), e provemos que vale o
i€t

item (b). Como nao vale o item (a), supp nao é um conjunto finito. Segue da Proposigao

2.2.2 que supp é um conjunto infinito enumeravel. Provemos a segunda afirmagao do

item (b). Para isso, seja 0: N — supp uma funcdo bijetiva. Dado € > 0, sabemos da

Observacao 2.2.4 que existe I C supp finito tal que para cada J C supp finito que contém

I, tem-se
LS

ieJ

<e. (2.8)
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Como I é um subconjunto finito de supp, o~*(I) é um subconjunto finito de N. Logo,
o Y(I) Cc {1,...,no} para algum ny € N. Dado n > ny, é claro que J = o({1,...,n}) é
um subconjunto finito de supp e J D o({1,...,n0}) D I. Segue da equagao (2.8) que

n
ng(k)—x = in—x < E.
k=1

i€o({1,...,n})

oo
Isso prova que ) Zy(m) = .
n=1

Para a implicagao inversa, suponhamos primeiramente que valha o item (a). Dado
€ > 0, tomemos I = supp. E claro que para cada J C I" finito que contém I, tem-se

icJ

=0<e.

Isso prova que Y x; = x. Agora suponhamos que valha o item (b) e suponhamos também,
i€l
por absurdo, que a soma nao ordenada ) x; ndo convirja a x. Segue da Observacao 2.2.4
i€l
que existe 0 > 0 tal que para cada I C supp finito existe J C supp finito que contém I e

E T;i — X

icJ

> 0.

Como supp é um conjunto infinito enumeravel, podemos tomar uma fungao bijetiva
0: N — supp. Logo, dado n € N, como o({1,...,n 4+ 1}) é um subconjunto finito
de supp, existe J,, C supp finito que contém o({1,...,n+1}) e

E T; — X

i€Jn

> 4. (2.9)

Para cada n € N, consideremos os seguintes subconjuntos de N:
Ap=0""(Jn) e M,=A,\{1,...,n}.

E claro que (M,,)5° , é uma sequéncia de subconjuntos finitos nao vazios dos naturais e que
min M,, > n para todo n € N. Denotemos m; = 1 e N; = M, e definamos recursivamente
as seguintes sequéncias: m, = maxN,_; +1 e N, = M,,,. Logo,

min N,, = min M,,, > m, =max N, 1+ 1 (2.10)

para todo n > 2. Segue da desigualdade min N,, > m, e de um argumento simples de
inducao que
n<m, (2.11)

para todo n € N. O simbolo |B| denota o nimero de elementos do conjunto finito B.
Dado n € N, segue da equagao (2.10) que N,, e {m,,+1,...,m, +|N,|} sdo subconjuntos
de {m,, +1,...,m,1}. Assim, podemos escolher uma fungao bijetiva

P Amp+ 1, . omuy b — {m, +1,... .m0}
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que leva o conjunto {m,, +1,...,m, +|N,|} em N,. Definamos a funcao p: N — N por
p(1) =1, p(k)=pu(k) seneNeke{m,+1,...,mp1}.

Segue da bijetividade das fungoes p1, po, . . . que p é também uma fungao bijetiva. Vejamos
que
p({1,....m, + |Nu|}) = A, (2.12)

para todo n € N. Com efeito, dado n € N,

p({1,...,m, +|Nu|}) = p{13U{ms +1,... oma} U---U{mu_1+1,...,my}U
U{m,+1,...,m, + |N,|})
=p{1HUpm{mi+1,... mp})U---U
Upna({mu—1+1,...omu ) Upn({mn + 1,00 omy + [No|})
={1}u{m+1,....m}U---U{mu_1+1,....m,} UN,
={1,....m,}UN, =A,,,.

(2.11)
Finalmente, para cada n € N, tomando ¢ = m,, + |N,|, temos: ¢ >m,, > ne

q
(2.12)
Zx(aop)(j) — = Z To(k)y — X\ = Z Tok) — T
j=1 kep({lvvmﬂ+|N’ﬂ|}) keAmn
(2.9)
iEU(Amn)
oo
Isso prova que a série ) T(y0p)(n) NAO converge para x, o que contradiz a hipdtese. O

n=1

Consideramos que o conjunto vazio é um conjunto finito.

Corolario 2.2.6. Seja (;)ier uma familia indezada no espago normado E. Entdo a soma

nao ordenada ), x; é convergente em E se, e somente se, uma das sequintes condigoes €
i€l
satisfeita:

(a) supp{(x;)icr} € um conjunto finito.

(b) supp{(z;)ier} € um conjunto infinito enumerdvel e, para cada funcgao bijetiva o: N —

oo
supp{(z;)ier}, @ série Y x,m) € convergente em .
n=1
Demonstracao. A equivaléncia é trivialmente verificada no caso em que a familia indexada
(x;)ier € nula. Suponhamos o caso contrario. Neste caso, uma implicagdo segue da
Proposicao 2.2.5. Para a implicacao inversa, suponhamos primeiramente que valha o item

(a). Segue novamente da Proposi¢ao 2.2.5 que a soma nao ordenada »_ z; é convergente
i€l

em E. Suponhamos agora que valha o item (b). Tomemos uma funcado bijetiva gg: N —

supp((z;)icr) e definamos a sequéncia (y,)s2; em E pOr ¥, = Tym) € denotemos y =
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Z Yn. Vejamos que a série Z yn ¢ incondicionalmente convergente. Com efeito, dada
n=1
uma funcao bijetiva p: N — N segue da hipotese que a série

Z Yp(n) = fofo(p(m) = Z L(ag0p)(n)
n=1 n=1 n=1

o0
é convergente. Isso prova que a série » | y, é incondicionalmente convergente. Finalmente,

n=1
dada uma fungao bijetiva p: N — supp{(x;)icr}, segue da Proposicao 1.1.14 que

D Tol) = DT, (o5t Z Yoy top)(n) =
n=1 n=1
Pela Proposicao 2.2.5 concluimos que a soma nao ordenada » | x; converge a y. O

i€l
Se uma soma nao ordenada ) \; de niimeros nao negativos for convergente, escreve-
iel’
remos y  A; < 0o. Agora podemos definir o espago ¢ (I).
iel

Definicao 2.2.7. Dado um conjunto nao vazio I'; definimos:
() = {(Ai)iep eK': > Al < oo} .
iel

Definimos também a funcao

1 (@) — [0, 400) , [[(A)ierlls = D |Ail-

i€l
Quando I' = N, temos ¢; = ¢1(N).

Para provar que gl I') é um espaco vetorial normado sobre K, precisamos das seguintes
)
propriedades das somas nao ordenadas Convergentes.

Lema 2.2.8. Sejam E um espago vetorial normado, (x;)icr € (y;)ier conjuntos indexados
de elementos de E e X € K.

(a) Se > x; =x entao Y \x; = Az.

ier i€l
(b) Se wi=x e > yi=y entao > (z; +vyi) =z +y.
ier ier ier

Demonstragao. (a) Consideremos A # 0, pois o caso contrario é trivial. Seja e > 0. Entao
existe I C I' finito tal que para cada J C I finito que contém a I, tem-se

Y <

ieJ
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Portanto

AL — Z AL;

ieJ

icJ

<e.

|:w-

Isto prova que Y Az; = Az.

A <x — Z m,)
icJ
=

(b) Seja e > 0. Entao existe I; C I finito tal que para cada J C I finito que contém a I,

tem-se

icJ

<€
5

Também existe I, C I' finito tal que para cada J C I" finito que contém a I, tem-se

y_zyi

ieJ

<€
5

E claro que I = I U Iy é um subconjunto finito de I'. Para cada J C T finito tal que
J DI, tem-se J D Iy e J D Iy, e portanto

$+y_2($i+yi) = l’—zl’ri‘y—zyi
= icJ icJ
< I—Z% + y—Zyi <E+E:€
o , , 2 2 ’
icJ ieJ
o que prova que » (x; +y;) ==+ y. ]

el

Lema 2.2.9. Sejam (\;)ier € (7i)ier conjuntos indexados de nimeros reais nao negativos
tais que N\; < 7y; para cada i € T'. Se > ; < 0o, entdo >, A\ < o0 e

iel el
el i€l

Demonstracao. Seja v = > ;. Pela Proposigao 2.2.3, para cada J C I finito é verdade

iel

que

D) n<n

ieJ ieJ
Portanto

sup {Z N JcT ﬁnito} <.

icJ
Novamente pela Proposigao 2.2.3, >_ \; é convergente e Y \; < v = > . O

el el i€l

Agora estamos em condigoes de provar que ¢;(I") é um espago vetorial normado sobre

K.

Proposigao 2.2.10. (a) ¢,(T') é subespago vetorial de K.
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(b) || - 1l1 € uma norma em ¢1(T).

Demonstracao. (a) Provemos que ¢1(I") é fechado com respeito a soma e ao produto por
escalar. Sejam = = (A)ier, ¥ = (Vi)ier € 1(I'). Usando os Lemas 2.2.8 e 2.2.9, temos
que Y [N+l <ooe

i€l
Z i + il < Z(|)‘z| + vl) = Z il + Z il

i€l el el el

provando que z +y € (1(T") e

[z +yll <zl + llylls- (2.13)
Por outro lado, sejam v € K e x = (\;)ier € 1(I"). Pelo Lema 2.2.8 temos Y |[y\;| < oo
i€l
3
Dbl =31l =Tl 3l
ier ier i€l
provando que v -z € (1(I") e
7 - zlly = [y] - [l (2.14)

(b) Segue de (2.13) e (2.14) que s6 resta provar que ||z||; = 0 se, e somente se, x = (0);er.
Se x = (0);er, entao

sup {Z 0| : JCT ﬁnito} = sup{0} = 0.

icJ

Segue da Proposicao 2.2.3 que ||z||; = 0. Por outro lado, seja © = (\;);er € ¢1(I") tal que
|z|[y = 0. Para cada i € I, aplicando novamente a Proposi¢ao 2.2.3,

|Ai| < sup {Z Al - JcCT ﬁnito} = ||z||; = 0.

jeJ
Portanto A\; = 0 para todo i € T, isto é, x = (0)er. ]
A partir de agora consideraremos ¢1(I") sempre munido da norma || - ||;.

Proposicao 2.2.11. ¢(I") € um espago de Banach.

Demonstracao. Seja (,)52; uma sequéncia de Cauchy em ¢4 (I"). Para cada n € N, como

x, € (1(I") podemos escrever x,, = (A!');cr, onde cada A\l € K. Seja ¢ > 0. Entdo existe

no € N tal que para m,n > ngy, temos

SO = N = [z — zalls < e (2.15)

il
Segue da Proposicao 2.2.3 que para cada j € T,

A=A <Y DI - <

el
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Isso prova que para cada j € T', (A});2; C K é uma sequéncia de Cauchy. Como K

é completo, (A});2, converge a um elemento de K, digamos \; = nh_)IIOlo A}. Definimos

x = (N\)ier e provaremos que x € ¢1(I') e T}Ln;oxn =z em /1 (I'). Segue de (2.15) e da

Proposigao 2.2.3 que para todos m,n > ng e todo subconjunto finito J = {iy,...,4,} de
r

Y

A= Al N = A <e (2.16)

Fazendo m — oo em (2.16), obtemos

Do N = = XL D - A < e

ieJ
para todo subconjunto finito J = {41, ...,4,} de I'. Portanto,
sup {Z Ni— Al JCT ﬁnito} <e
ieJ
para cada n > ng. Pela Proposigdo 2.2.3, a soma »_ |\; — AP| converge ao supremo

iel
anterior, portanto z — x,, € £1(I") e

lz = zalls =D A = AP <e. (2.17)

el

Fixando € > 0 e tomando n = ng, temos & = (. — Zp,) + T, € (1(I'). E segue de (2.17)
que lim z,, = z em /{(T). O
n—oo

Para definir a propriedade dual da propriedade da extensao métrica, descrita na De-
finicao 2.1.8, precisamos definir o que é uma sobrejecao métrica.

Definigao 2.2.12. Sejam F e F' espagos normados. Um operador s € L(FE; F) é uma
sobrejecao métrica se s é sobrejetivo e

[yllr = inf{llz]z: z € Ees(z) =y}
para todo y € F'.
Lembre-se que By denota a bola unitdria aberta do espaco normado F.

Proposicao 2.2.13. Sejam E e F espacos normados e s: E — F uma sobrejecao
métrica. Entao:

(a) s(Bg) = Bp.
(b) s € continua e ||s|| = 1.
Demonstracao. Seja x € E, segue da definicao de sobrejecao métrica que

|s(z)]] = inf {||z1|| : z1 € E e s(x1) = s(x)}.
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Como z € {z; € E: s(x;) = s(z)}, temos que
[s()]| < ll=l]. (2.18)
(a) Provemos que s(Bg) C Bp. Para x € Bg, segue da equacao (2.18) que
ls(@)]| < [lz]| < 1.

Assim, s(z) € Bp e portanto, s(Bg) C Bp. Para provar a outra inclusiao Br C s(Bg),
seja y € Bp. Como |ly|| = inf {[|z]|: 2z € Ees(x) =y} e |ly[| <1, segue da definigao
de fnfimo que existe € E tal que s(x) = y e [[z|| < 1. Logo, z € Bg e portanto,
Br C S(BE)

(b) A continuidade de s segue da equagao (2.18). Por outro lado, segue da Proposi¢ao

1.1.2 e do item (a) desta proposi¢ao que

[sl| = sup [|s(z)|| = sup [[y[| = 1.
rEBE yEBFR

]

Um exemplo importante de sobrejegdo métrica é a projecao m: £ — E/M de um
espago normado E sobre o espaco quociente F /M, onde M é um subespaco fechado de
E. Veremos esse exemplo na Proposicao 2.2.18. Outro exemplo importante de sobrejecao
métrica serd apresentado na Proposicao 2.2.27. Para ver o exemplo da projecao, faremos
um breve estudo sobre espagos quocientes. Nossa principal referéncia é o livro [24].

Lembremos as seguintes definicoes da Algebra Linear.

Definicao 2.2.14. Seja M um subespaco vetorial do espaco vetorial X. Definimos a
relagao ~ em X por
r~ysex—yeM

para todos x,y € X. Para cada a € X, definimos também
la) ={r € X 12 ~a}.
E f4cil verificar que ~ ¢é uma relacao de equivaléncia. Dado a € X, definimos
a+M={a+z:2¢e€ M}

E facil verificar também que
la] =a+ M.

Definigao 2.2.15 (Espago quociente). Seja M um subespagco vetorial do espaco vetorial
X. O espago quociente X/M é a colegdo X/M = {x+ M : x € X} munido das operagoes
dadas pelas férmulas
(z4+M)+(y+M)=(@x+y)+M
A (z+M)=(Ax)+ M.
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Sejam M e X como na defini¢do acima. Dois elementos x + M e y + M de X/M sao
iguais se, e somente se, x —y € M. Usando isso, é facil provar que as operacoes definidas
acima estdao bem definidas. E f4cil provar também que X /M munido de essas operagoes é
um espago vetorial. Notar que o zero de X/M é M =0+ M e que —(x+ M) = (—z)+ M
para todo z € X.

Proposicao 2.2.16. Seja M um subespaco fechado do espaco normado E. Entao:
(a) A funcao ||-||: E/M — R definida por
|la+ M|| = d(a, M) = inf{||la — m| : m € M},
¢ uma norma em E /M.
(b) Se E € completo entao E/M é também completo.
Demonstragao. Veja [24, Theorem 1.7.4 e Theorem 1.7.7]. O
A partir de agora, consideraremos ao espago quociente E/M munido dessa norma.

Definicao 2.2.17. Seja M um subespago fechado do espago normado E. A projecao de
E sobre o espago quociente E/M é a fun¢ao m: E — FE /M definida por

m(x) =2+ M.

Proposicao 2.2.18. Seja M um subespaco fechado do espagco normado E. Entdo

(a) ||la+ M| =inf{|la +m]| : m € M} para cada a € E.

(b) ™ € uma sobreje¢ao métrica.
Demonstracao. (a) Com efeito, seja a € E. Devemos provar que

inf{|ja —m| : m € M} =inf{||la + m| : m € M}. (2.19)
Como M ¢é subespaco vetorial de F, segue que
{a—m:-meM}={a+m:me M},

donde segue a equagao (2.19).

(b) Com efeito, a sobrejetividade de 7 segue da definicdo de E/M. Provemos que m é
linear. Dados z,y € E e A € K|

TAr+y)=Ne+y)+M=ANe+ M)+ (y+ M) =I(z) +n(y).
Resta provar que, para cada a € E,
la+ M| =inf{||z|| :z € Een(z) =a+ M}. (2.20)
Para isso, seja a € E. Entao

{reFE:n(z)=a+M}={x€E:x—ac M}
={a+m:me M},
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e dai,
inf{||z]| :x € Een(z)=a+ M} =inf{lla+m| :me M} =|a+ M|,

onde a tltima igualdade segue do item (a) desta proposicao. Obtemos assim a equagao
(2.20), provando que 7 é uma sobrejegao métrica. ]

A seguir veremos que a relacao entre sobrejecao métrica e espaco quociente é ainda
mais estreita.

Proposicao 2.2.19. Sejam E e F' espacos normados. Se s: E — F é uma sobreje¢ao

métrica, entao F' é isomorfo isometricamente ao espaco quociente E/kers, onde ker s =
{z € E : s(x) =0}.

Demonstracao. Veja [42; Proposi¢ao 3.27]. ]
Voltamos agora a estudar as sobrejecoes métricas.

Proposicao 2.2.20. Sejam E,F,G espagcos normados e s: E — F et: F — G
sobrejecoes métricas. Entaotos: E — G é também uma sobrejecao métrica.

Demonstracao. A linearidade de t o s segue da linearidade de t e de s e a sobrejetividade
de t o s segue da sobrejetividade de t e de s. Resta provar que, para cada z € G,

l|z|| = inf{||z|| : z € E e t(s(z)) = z}. (2.21)

Para isso, seja z € G qualquer. Dado = € E tal que t(s(x)) = z, segue da Proposigao
2.2.13 que
120 = s (@)l < Wl [lsl -zl = llll,

e portanto

|z|]| < inf{||z| :z € E e t(s(x)) = z}. (2.22)
Por outro lado, seja ¢ > 0. Como t é uma sobrejecao métrica,

[zl = mf{[lyl| - y € F e t(y) = z}.
Portanto, existe y; € F tal que t(y1) =z e
ol <[zl +e. (2.23)

Novamente, por s ser uma sobrejecao métrica temos

g2l = inf{|lz|| - z € E'e s(z) =y }.

Existe entdo x; € E tal que s(z1) = v e ||z1|| < ||sa]| + . Combinando isso com a
equagao (2.23) temos
[zl < llgnll +& < flz]| + 2e. (2.24)

Note também que t(s(x1)) = t(y;) = z. Segue da equagao (2.24) que
inf{||z|| : x € E e t(s(x)) =z} < ||z + 2e.
Fazendo ¢ — 0" obtemos
inf{||z]| : x € E e t(s(x)) =2} < |#]. (2.25)
Combinando as equagoes (2.22) e (2.25) temos a igualdade da equagdo (2.21), provando

que t o s ¢ uma sobrejecao métrica. O]
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Definicao 2.2.21. Diz-se que um espaco de Banach E tem a propriedade do levantamento
métrico se para cada par de espagos de Banach F' e (G, cada sobrejecao métrica s: F — G,
cada u € L(F;G) e cada ¢ > 0 existe u € L(E; F) tal que u = sow e ||ul]| < (1+ ¢)|ul.

G

Nosso préximo objetivo é provar que os espagos ¢1(I') tém a propriedade do levanta-
mento métrico, para isso precisaremos dos seguintes resultados preparatérios.

Lema 2.2.22. Sejam E um espago vetorial normado, K C T finito e (x;);er uma familia

indexada de elementos de E tal que Y x; é convergente. Definamos a familia indexada
el

(Yi)ier de elementos de E por

o sei e\ K
YT 0 seiekK.

Entao > yi = > x;— > ;.

el el 1€EK

Demonstracao. Fagamos o caso em que I' é um conjunto infinito, pois o caso contrario é

trivial. Sejam z = > x; e ¢ > 0. Entao existe [; C I finito tal que para cada J C T’
iel

finito que contém a [, tem-se

x—in < e.

icJ

Como I' é um conjunto infinito, podemos tomar um subconjunto finito I5 de I' tal que
I, 2 L UK. Entdo, para cada J C I finito tal que J D I temos que J D I e J 2 K, dai

-5)-2-- (o)

€K icJ €K icJ
= ||lx — g T; + g T; = x—g Tl < e.
ieK ieJ\K iceJ
Isso prova que Yy, = > x; — Y @;. O

i€l i€l €K

Para cada ¢ € T', definamos e; como a familia indexada de elementos de K que tem i-
ésima coordenada igual a 1 e as demais coordenadas iguais a 0. E imediato que e; € ¢1(T")
(§ ||€Z||1 =1.

Lema 2.2.23. Para cada x = (\;)ier € (1(T), tem-se x = > \e;.
ier
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Demonstracao. Seja a = > |\;| € R. Para cada J C T finito, é claro que z — > \je; €

i€l =
¢1(T"), e portanto podemos escrever x — > \ie; = (V;)ier- E facil ver que
=
_fAisedieT\J
Vi = 0 seie€l

Considerando a familia indexada (|\;])ier e usando o Lema 2.2.22, tem-se »_ |v| =
i€l

>INl = >0 |Ai]. Consequentemente,

i€l ieJ

xr — Z)\Ze,

ieJ

=a— Y |\l (2.26)

icJ
Como a = > |\, dado € > 0 existe I C I' finito tal que para cada J C I finito que

el
contém I, tem-se

a— Y |\l <e (2.27)

icJ

Segue de (2.26) e (2.27) que

Xr — Z:/\Zez

ieJ

0 que prova que = Y \;e;. ]
i€l
Lema 2.2.24. Sejam E e F espagos normados, u € L(E;F) e (x;)ier uma familia

indezada de elementos de E. Se x = > x; em E, entao u(x) = Y u(x;) em F.
i€l iel’

Demonstracao. Consideremos u # 0, pois o caso contrario é trivial. Dado € > 0 existe
I C T finito tal que para cada J C I finito que contém I, tem-se

£
r— Y x| < —
25 < o
Segue que, para cada J C I finito que contém I,
u(a:)—Zu(xz) = u(m—ZxZ> < || - :E—in <e,
icJ icJ icJ
o0 que nos permite concluir que u(x) = > u(z;). O

i€l

Chegamos agora ao tultimo resultado preparatorio, o qual, além de nos ser 1util, tem
interesse proprio ébvio.
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Proposicao 2.2.25. Sejam E um espaco de Banach e (z;)icr uma familia indexada de

elementos de E. Se Y ||z;|| < oo entdo a soma nao ordenada Y, x; é convergente em E
i€l i€l

Yol < )l

i€l i€l

e

Demonstragao. Note que supp{(x;)ier} = supp{(||zi||)ier}. Por simplicidade, denotemos

supp = supp{(z;)ier}. Como > ||z;|| < oo, segue da Proposi¢ao 2.2.2 que supp é um
i€l

conjunto finito ou infinito enumeravel. Suponhamos primeiramente que supp seja um

conjunto finito. Do Corolério 2.2.6 segue que ) z; é convergente em E. A desigualdade
i€l

Yol < > ||xi|| é imediata. Agora suponhamos que supp seja um conjunto infinito

i€l i€l

enumeravel. Dada uma funcao bijetiva 0: N — supp, como supp nao é um conjunto

o
finito, segue da hipétese e o Corolario 2.2.6 que ) [|o@m)|| < co. Como E é um espaco
n=1
oo

de Banach, a série ) 4(,) é convergente em £. Segue novamente do Coroldrio 2.2.6 que
n=1
a soma nao ordenada ) x; é convergente em E. Para a segunda afirmagao, escolhamos
i€l
uma funcgao bijetiva p: N — supp. Logo,

Z Ti Z Lp(n)
n=1

el

()

< ol 2D il
n=1

iel

onde (x) segue da Proposigao 2.2.5. O
Nosso interesse nos espagos ¢ (I") se justifica pelo resultado a seguir.

Teorema 2.2.26. O espago {1(I") possui a propriedade do levantamento métrico.

Demonstracao. Sejam F' e G espacos de Banach, s: F' — G uma sobrejecao métrica,

u € L((T); G) ee > 0. Denotemos a; = u(e;) para cadai € I'. Dado z = (\;);er € £1(I),
segue dos Lemas 2.2.23 € 2.2.24 que x = > _ \e; e

i€l
u(z) = Aas. (2.28)
i€l
Provemos que
[[ul] = sup [[a;]]. (2.29)
el
Por um lado, para cada i € T',
laill = lu(e)l] < flull - [le:l] = {lull
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donde segue que sup ||a;|| < ||u||. Por outro lado, dado x = (A\;)ier € ¢ ("), segue dos
i€l
Lemas 2.2.8, 2.2.9 e da Proposicao 2.2.25 que

lu()|] = D> Nail| < Nl <D (l/\i\ '@PH%’H)
ier iel iel Jer
= sup ||a;l| - Nl = sup l|ag| - ||x]l.
ielpll il - > Il iegll il Ml

ier
Portanto ||u|| < sup ||a;||, provando (2.29).
i€l
Para cada ¢ € T', como s é sobrejecao métrica e ||a;|| < (1 +¢) - ||a;]|, existe b; € F tal
que s(b;) = a; e [|bi]] < (1+¢)-||a;]|. Segue de (2.29) que ||b;]] < (1+¢) - ||ul|, e como isso

vale para todo i € T,
sup [|bil] < (1+¢) - Jlull (2.30)
1€

Definimos a aplicagao w: ¢,(I') — F' por
u (()‘z'>i€1"> = Z Aib;.
i€l

Devemos provar que u estd bem definida, uw € L(¢1(I'); F), ||u]] < (14 ¢€)||ul]| e sou = u.

Para ver que u estd bem definida, pela Proposi¢ao 2.2.25 basta provar que Y || A\ib;]| < oo
i€l
para todo (\;)ier € ¢1(I'). Dado x = (\;)ier € ¢1(I'), segue dos Lemas 2.2.8 ¢ 2.2.9 que

> || Aibi]] < oo, uma vez que
i€l

IVIEDS (w ~sup||bju) — sup b - SN
el el Jer i€l el

A Proposigao 2.2.25 garante que » | A\;b; é convergente em F e

el
)] = ||>Abil| < ) Ihbill < sup bl - (| (2.31)
el el i€l

Para provar que @ é linear, sejam x = (\;)ier, ¥ = (7)ier € 61(I') e a € K. Decorre do
Lema 2.2.8 que

oz +y) = > (ahi+7)bi = Y _(a(\bi) +7b)

i€l el
1€l el

Segue da linearidade de @ e de (2.31) que @ é continua. Segue também de (2.30) e (2.31)
que
lall < suplbsf} < (1 +&) - lull
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Finalmente provemos que s ot = u. Para todo x = (\;)ier € ¢1(T"), pelo Lema 2.2.24
tem-se

(sot)(z) = s (u(x)) = s (Z Aibi> = s(\ib) =) Nia; = u(x),

ier i€l =
onde a ultima igualdade segue da equagao (2.28). O

Paralelamente a injecao métrica canonica descrita na Proposicao 2.1.12; a seguinte
sobrejecao métrica nos serd muito 1til.

Proposicao 2.2.27. Seja E um espag¢o de Banach. O operador Qg: {1(Bg) — FE
definido por

QE (()\z>z€BE) - Z )\zZE,

r€BE
¢ uma sobreje¢ao métrica, que serd chamada de sobrejecao métrica canonica de ¢1(Bg)

em F.

Demonstracao. Por definicao,

(,(Bg) = {(Ax),;eBE eKP2: ) | < oo}.

r€BE

Devemos provar que Qg estd bem definida, (Jg € linear e sobrejetiva e que para cada
y €k,
lyll = inf{ [[flly: f € (u(Be) e Qe(f) =y} (2.32)

Para ver que Qg estd bem definida, pela Proposicao 2.2.25 basta provar que Y ||[A.z| <
r€BE

o0o. Dado f = (Ay)zeny € l1(Bg), segue do Lema 2.2.9 que

S erll = 3 (el llzl) < 3 Il < oo

rEBE 2EBE z€BE

Pela Proposicao 2.2.25, tem-se que > A,z é convergente em F e
r€BE

Z A

r€EBE

1Qe(N = < D el < Y0 el = I (2.33)

rEBE r€BE

Para a linearidade de Qg, sejam f = (A\y)zeBg, § = (Va)zeny € (1(Bg) ¢ a € K. Pelo
Lema 2.2.8,

Qelaf +9g) = Z (A + 7). = Z (a(Ae) + 72)

r€BE z€EBE
=« Z A + Z Y = aQr(f) + Qr(g).
r€BE z€EBE
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Provemos que Qg é sobrejetiva. Por linearidade, Qg ((0)zep,) = 0. Dado y # 0 € E,
definamos a familia indexada fy = (\2),cp, de elementos de K por

N0 { Iyl se & =y/l|yl
: 0 se x#y/lyl.

Por ter apenas uma coordenada nao nula, é claro que fy € ¢1(Bg) e, mais ainda, || fo|l1 =
lyll e Qe(fo) = > Aa =y. Segue que Qf ¢ sobrejetiva e

x€BER

inf{ || flly : f € &(Bp) e Qu(f) =y} < [yl

Provemos a outra desigualdade. Dados y € E e f € ¢1(Bg) tais que Qg(f) = vy, segue de
(2.33) que [lyll = [Qe(f)] < [If]l1, logo

[yl < inf{{[flli: f € tu(Bp) e Qu(f) =y},
provando assim (2.32) e completando a demonstragao. O
Combinado as Proposicoes 2.2.27 e 2.2.19, temos o seguinte resultado.

Corolario 2.2.28. Todo espaco de Banach € isomorfo isometricamente a algum espaco
quociente {1(I') /M, onde M €é um subespaco fechado de ¢1(T).

Sabemos que uma sobrejecao métrica s: E — F' aplica a bola unitaria aberta de
E sobre a bola unitdria aberta de F' (Proposi¢ao 2.2.13(a)). Veremos a seguir que a
sobrejegao métrica candnica Qg: ¢1(Bg) — E aplica também a bola unitaria fechada de
¢1(Bg) sobre a bola unitéria fechada de F.

Corolario 2.2.29. Seja E um espaco de Banach. A sobrejecao métrica canonica Qp:
l1(Bg) — E aplica a bola unitdria fechada de ¢1(Bg) sobre a bola unitdria fechada de

E7 1sto é7 QE(Bﬁ(BE)) = BE

Demonstracao. Sabemos da Proposicao 2.2.13(b) que ||Qg| = 1. Consequentemente,
QE(Bi,(By)) C Bg. Provemos a outra inclusao. Dado zy € Bpg, definimos a familia
indexada f = (\;)zep, de elementos de K por

/\$:{ 1 sexz = xg,

0 caso contrario.

Por ter apenas uma coordenada nao nula, é claro que f € ¢;(Bg), e como essa Unica
coordenada nao nula é igual a 1, temos ||f||; = 1. Pela definicao de Qg, temos Qg(f) =
Y. A = xo. Portanto, f € By (p,) € 2o € Qr(Be,(By))- 0
r€BR
Um importante resultado sobre o produto tensorial de sobrejecoes métricas é o se-
guinte.

Proposicao 2.2.30. [19, Proposition 2.2(5)] Sejam m € N e E e F espac¢os normados.
Seu: E — F ¢ uma sobrejecio métrica, entao @ *u: ®Z’SE — ®Z’3F ¢ também uma
sobrejecao métrica.
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Capitulo 3

Ideais injetivos de polinémios
homogéneos

As nocoes de ideal injetivo e envoltéria injetiva aparecem inicialmente para ideais de
operadores lineares (veja [16, 33]) e posteriormente sao generalizados de forma natural
para ideais de polinomios.

A seguir mencionaremos a principal razao que justifica a importancia dos ideais inje-
tivos. A razao é a estreita relacao com as injegdes métricas (ou isometrias lineares) e com
a restricao de contradominio de um operador (veja Proposicao 3.1.5). Mais precisamente,
sejam G um subespaco fechado de F' e P: E — G um polinomio m-homogéneo:

P:EF—GCF

E claro que P toma valores em GG, mas pode-se pensar, de forma natural, em P tomando
valores em F'; basta considerar a composicao com a inclusao de G' em F:

EXL G F

Nao raramente pensa-se que, se P: E —> F pertence a um ideal Q, entao P: E — G
também pertence a Q. Apesar de ser algo intuitivo, isso nao é verdade em geral. Os
ideais injetivos sao exatamente os ideais para os quais isso é verdade, e nisso reside sua
importancia: os ideais injetivos sao os ideais nos quais vale aquilo que a intuicao nos
faz supor que valha sempre. Afortunadamente, muitos ideais importantes da teoria sao
injetivos.

Nas duas primeiras secoes deste capitulo, estudaremos as principais propriedades dos
ideais injetivos de polinomios e da envoltéria injetiva de um ideal de polinomios. Exibi-
remos também exemplos ilustrativos relacionados com esses conceitos. Na terceira se¢ao
iniciamos investigacao de alguns aspectos importantes denominados propriedades de do-
minacao. Na ultima secao, veremos que uma dessas propriedades, chamada de propriedade
da dominacado fraca, é util em descrever completamente a envoltéria injetiva de um ideal
de composicao. Ainda apresentaremos algumas aplicagoes dessa descrigao e veremos que a
chamada propriedade da dominagao forte nao caracteriza os ideais injetivos de polinomios.

As principais referéncias para este capitulo sdo o artigo [13] e a tese [44]. Ao longo
deste capitulo, novamente m denotara um ntmero natural qualquer e E, F, G, H espacos
de Banach quaisquer.
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3.1 Definicao e primeiros exemplos

Ideais injetivos de polinomios sao definidos a semelhanca dos ideias injetivos de operadores
lineares (veja [16, 33]).

Definicao 3.1.1. (a) Dizemos que um ideal de polinomios Q é injetivo se dados P €
P(ME; F) e uma inje¢do métrica j: F' — G tais que jo P € Q("E; G), tem-se que

P e Q(™E; F).

(b) Dizemos que um ideal normado de polinémios (Q, || - ||g¢) é injetivo se dados P €
P(ME; F) e uma inje¢ao métrica j: F' — G tais que jo P € Q(™E; G), tem-se que
PeQ(ME;F)e

1Plle =17 °Pllo (3.1)
Observagao 3.1.2. Para provar a equacao (3.1), basta provar a desigualdade
1Plle < 7o Plle,

pois a outra desigualdade [|jo P||g < || P||g é sempre satisfeita. Com efeito, segue do fato
de (Q,]| - ||o) ser um ideal normado de polinémios que

170 Pllo < 5l IPlle = [[Plle:

A seguinte proposigao nos diz que a igualdade (3.1) é sempre satisfeita para a norma
usual de polinomios.

Proposicao 3.1.3. Sejam E, F,G espacos vetoriais normados e m € N. Dados P €
P(ME; F) e uma injecao méltrica j: F — G, tem-se

1Pl =170 Pl

Demonstrag¢ao. Com efeito, dados P € P(™E; F) e uma injecdo métrica j: FF — G,
tem-se

l7.0 Pl = sup [[( o P)(z)ll = sup [li(P@))] = sup [|P()] =[Pl

r€BE r€BER
[

A proposicao a seguir nos diz que se restringimos o contradominio de um polindémio
m-homogéneo, a nova fungao obtida é também um polinémio m-homogéneo

Proposicao 3.1.4. Sejam E e F espagos normados, m € N, P € P("E; F) e Fy um
subespago vetorial de F' com Fy D P(FE). Definamos a fun¢ao Py: E — Fy por

Entao Py € P("E; Fy) e || Po|l = || P||-

Demonstragao. Veja [41, Proposi¢ao 2.39). O

o8



A proposicao a seguir nos diz que um ideal de polinomios é injetivo se, e somente
se, ao restringir o contradominio de um polinomio m-homogéneo que pertence ao ideal,
tem-se que o novo polinémio obtido pertence também ao ideal. Lembremos que se E' é um
espaco de Banach e Ey um subespaco vetorial de F, entao Ejy é um espaco de Banach se,
e somente se, Iy é fechado em E (Proposigao 1.1.5). Devido a esse fato, consideraremos
subespacos fechados na proposicao abaixo.

Proposicao 3.1.5. (a) Um ideal de polinomios Q € injetivo se, e somente se, dados
espagos de Banach E e F, P € Q(™E;F) e Fy um subespaco fechado de F com
Fy D P(E), tem-se que o polinomio Py: E — Fy definido por Py(z) = P(x),
pertence a Q(™FE; Fy).

(b) Um ideal normado de polinomios (Q, || - |lg) € injetivo se, e somente se, dados
espagos de Banach E e F, P € Q(™FE;F) e Fy um subespaco fechado de F' com
Fy D P(E), tem-se que o polinomio Py: E — Fy definido por Py(z) = P(x),
pertence a Q("FE; Fy) e || Pollo = || Pl o-

Demonstracao. Basta provar o item (b). Suponhamos que (Q, | - ||¢) seja um ideal nor-
mado injetivo de polinémios e sejam E, F' espacos de Banach, P € Q("E; F) e Fy um
subespago vetorial de F' com Fy O P(F). Consideremos a funcao Py: E — Fj defi-
nida por Py(xz) = P(z). Segue da Proposi¢ao 3.1.4 que P, é um polinémio m-homogéneo
continuo. Por outro lado, como Fy é um subespaco fechado de F' e F' é um espaco de
Banach, segue que Fjy é também um espaco de Banach. Consideremos também o operador
inclusao i: Fy — F. Entao ¢ é uma injecao métrica entre espacos de Banach e io Py = P.
Logo, como (Q, || - ||o) é injetivo e io Py = P € Q(™E; F), segue que Py € Q("E; Fy) e

[Polle = [lie Polle = [[Pllo-

Reciprocamente, sejam E, F,G espacos de Banach, P € P("E;F) e j: F — G
uma inje¢do métrica tais que j o P € Q(™FE;G). Notemos que j(F') é um espaco de
Banach, pois j(F') é isometricamente isomorfo a F' e F' é um espago de Banach (Proposigao
1.1.6). Consequentemente, j(F') é um subespago fechado de G. Por outro lado, como
(joP)(E) C j(F), entao podemos considerar a fungao (jo P)y: E — j(F) C G definida
por

(J o Plo(x) = (joP)(x)

Segue da hipdtese que (j o P)y € Q(™E;j(F)) e ||[(j o P)ollg = |7 o P|lg- Consideremos
também o operador inverso j~': j(F) C G — F. Entao j~! é uma inje¢io métrica
entre espacos de Banach e j71 o (j o P)g = P. Como (Q,| - |l¢) ¢ um ideal normado de
polinémios e (j o P)y € Q(™E; j(F)), segue que

jlo(joP)=PeQME;F)

IPlo=1li"" (G oPllle < il IGoPlle = G Phlle = ll7oPlle.

Segue da Observacao 3.1.2 que || P|lg = ||7 o Pllo, e portanto (Q, || - ||g) é injetivo. O
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Exemplo 3.1.6. Vejamos que o ideal Px dos polinémios de posto finito é injetivo. Para
isso usaremos a caracterizacao da Proposicao 3.1.5. Sejam P: F — F um polinomio
m-homogéneo de posto finito e Fy um subespago fechado de F' com Fy D P(E). Entao
span{ P(E)} é um subespago de dimensao finita de F'. Consideremos o polinémio

P()ZE—>F0, P(](I):P(ﬂf),

e vejamos que Py tem também posto finito. Como Fy é um subespacgo vetorial de F,
span{ P(E)} C F,. Combinando isso com FPy(FE) = P(FE) temos

span{Py(E)} = span{P(E)} C Fy.

Logo, span{Py(F)} é um subespaco de dimensao finita de Fy, isto é, Py é um polinomio
de posto finito. Isso prova que o ideal Px ¢ injetivo.

Exemplo 3.1.7. E f4cil também verificar que os ideais Px e Py sdo injetivos (veja por
exemplo [44, Proposi¢ao 4.23]). No Exemplo 3.4.3 daremos uma outra demonstracao da
injetividade dos ideais Pr, Px e Pyy.

Exemplo 3.1.8. O ideal P4 dos polinomios aproximaveis por polinomios de posto finito
nao ¢ injetivo. Isso, e outras propriedades, serao provadas no Corolario 3.4.4. Veremos
também no Corolario 3.4.2 condicoes para determinar a injetividade ou nao injetividade
de certos tipos de ideais de polinomios.

3.2 A envoltdria injetiva

Nesta secao estudaremos, detalhadamente, as principais propriedades da envoltoéria inje-
tiva de um ideal de polinomios e veremos a caracterizacao de um ideal injetivo por meio
da sua envoltéria injetiva.

Definicao 3.2.1. (a) Seja Q um ideal de polindémios. Definimos a classe de polinomios
Q™ por

QM("E;F) ={P € P("E;F) : Ipo P € Q("E;{w(Br))},

onde Ir denota a injegdo métrica canénica de F' em {.(Bp) definida na Proposicao
2.1.12. A classe Q™ é chamada de envoltdria injetiva de Q.

(b) Seja (Q,] - ||l¢) um ideal normado de polinomios. Definimos a fungao || - |
Qn(mE; F) —s [0, +00) por

Qinj :

1P

gni = [[IF o Pllg,
para todo m € N e quaisquer espacos de Banach F e F'.

Proposicao 3.2.2. Seja (Q, || - ||lg) um ideal normado de polinémios. Entdao

(a) (@™, -]

omi) € um ideal normado de polinémios.
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() QcQell-lo=|"Illgm-
(c) (@M,
(d) Se (R, ||r) € um ideal normado injetivo de polinémios tal que @ C R e ||-|lo > |||l
entio Q™ C R e | -|
(e) (@M,
(¢) e (d).

(f) Se (Q,] - llo) € um ideal de Banach entio (Q™, || - |
Banach.

oini) € injetivo.

o > || - ||

oinj) € 0 unico ideal normado de polinomios que satisfaz os itens (a), (b),

omi) € também um ideal de

Demonstragao. Provemos primeiro o item (b). Sejam m € N, E' e F espagos de Banach e
P e Q(FE; F). Como Q é um ideal de polindémios, segue que Ir o P € Q(™FE; lo(Bgr)).
Portanto, P € Q™ (ME;F)e QC QM. Por outro lado, segue da desigualdade de ideal de

(21 lle) que
17|

oni = [[Iro Pl < |[Ie[l - [|Plle = [[Pllo-

Consequentemente, || - [|g > || - || gii-

(a) Sejam m € N e E e F espacos de Banach. Inicialmente provemos que Q™ (™E; F) é
um subespago vetorial de P(™F; F') que contém os polindémios m-homogéneos continuos
de tipo finito e que || - || g ¢ uma norma em Q™ (™E; F).

Combinando o item (b) com o fato de Q ser um ideal de polinémios, temos

Pi("E; F) C Q("E; F) C Q™(™E; F),

logo, QM (™E; F) contém os polindmios m-homogéneos continuos de tipo finito.

Agora vejamos que Q™ (™E; F) é um subespago vetorial de P(™E; F'). Denotemos
por 0; o polinémio nulo de E em F' e por 0z 0 polinémio nulo de E em {,(Bg:). Segue de
Q(™E; F) C QM(™E; F) que 0, € Q™(™E; F). Por outro lado, sejam P,Q € Q™ (™E; F)
e A € K. Segue da linearidade de Ir que

Ipo (AP +Q) = AIpoP)+IroQ. (3.2)

Como Q(™FE; ls(Brr)) é um espago vetorial, segue da equacao (3.2) que Iro (AP + Q) €
Q(™E; loo(Br)), ou seja, AP + Q € QM(™E; F).
(I) Provemos que || - || g é uma norma em Q"™ (™E; F).

(N1) Segue de Ir(0) = 0 que Ip o 0; = 0y. Logo,

104

Qinj = ||IF o Ol“Q = ||02||Q = 0.

Por outro lado, seja P € QM(™FE; F) tal que || P||gim = 0. Entao ||[Iro P|lg = || P|
e portanto, Ir o P = 0. Segue da injetividade de Ir que P = 0.

(N2) Sejam P € QW(™E; F) e A € K. Segue da equagao (3.2) e do fato de || - || ser
uma norma em Q(™E; (o (Bpr)) que

Qinj - O

IAP[lges = [[1r o (AP)]lg = [[A(Ir o P)llo
= [Al-[Hp o Plle = |Al-[[P]

Qinj .

61



(N3) Sejam P,Q € Q™ (™E; F). Segue da equagao (3.2) e do fato de || - || ser uma
norma em Q(™F; . (Bpr)) que

1P+ Q)

gni = lIr o (P+Q)llo = | Ir o P+ Ir 0 Qllg
< | Ix o Pllo+ 1 r 0 Qllg = [ Pllow + Q|

Qinj .

(IT) Seja m € N, provemos que ||id,,|/gmi = 1, onde id,,: K — K é o polinémio m-
homogéneo definido por id,,(A\) = A™ (Defini¢ao 1.5.3). Usando a notagdo do Exemplo
1.2.21, temos que I o id,, = id™ ® Ix(1). Segue da Proposigao 1.5.6 e do fato de Ik ser
uma inje¢ao métrica que

[[iclm]

o = [k 0 idmllo = [lid™ @ Ik ()]l = [lid]|™ - [[Tx(1) ]l = 1- |1 = 1.

(IIT) Provemos agora a propriedade de ideal e a desigualdade de ideal. Sejam u € L(G; E),
P e QU(ME;F) et € L(F;H). Logo, Iro P € Q(ME;ls(Bs)). Como s (Bg)
tem a propriedade de extensdo métrica (Teorema 2.1.11) e [y ot: F — (o (By/) é um
operador linear continuo, existe um operador linear continuo v: lo.(Bp) — loo(Bpy) tal
quevolp=1Igote

o]l = [ o t]| = [I¢]. (3.3)

Logo,
IgotoPou=vo(IlpoP)ou. (3.4)

Como Q ¢é um ideal de polinomios e I[po P € Q("E; o (Bp)), segue que Iy oto Pou €
Q(™G; lso(Bpy)), isto é, to Pou € Q™(™G; H).
Para provar a desigualdade de ideal, note que das equagoes (3.3) e (3.4) e da desigual-
dade de ideal de (Q, || - ||o) segue que
(3.4)
om = [{motoPoullg =" [lvo(lpoP)oullg <o -[[lro Pllg-ull™

(3.3)
gmi - [[ul™ ="l - || P

|t o P oul

= [Jv]] - 17|

g - ™

(¢) Provemos que (Q™, ||| gini) é injetivo. Sejam P € P(™E;F)ej: F — G uma injegao
métrica tais que jo P € Q™(™E;G). Logo, IgojoP € Q(™E;{s(Bg)). Como lo(Bpr)
tem a propriedade de extensao métrica (Teorema 2.1.11) e Igo0j: F' — {(Bg) é uma
injegdo métrica (Proposigao 2.1.7), existe um operador linear continuo v: lo(Bg/) —
loo(Bp:) tal que vo lgoj=1Ip e

[oll = e = 1. (3.5)




Logo,
IroP=vo(lgojoP). (3.6)

Como Q ¢é um ideal de polinomios e Igojo P € Q(™FE;l+(Bg)), temos
IroP=vo(lgojoP)e QME;lyw(Br)),

isto ¢, P € QM(™E; F). Por outro lado, segue das equagoes (3.5) e (3.6) e da desigualdade
de ideal de (Q, || - |lo) que

(3.6) . .
[Pllgni = [[Ir o Plle =" [lvo (Igojo P)lle <[] - |laojo Pllo
. (3.5) | .
= l[oll - 117 o Pligm "="17 © Pllgin.
Segue da Observacao 3.1.2 que
|1 P[lgmi = [ 0 Pllgm,

provando que (Q™_ || - |

oimi) ¢ injetivo.

(d) Seja (R, || ||r) um ideal normado injetivo de polinomios tal que @ C Re ||-|o > || ||=-
Vejamos que Q™ C R e || - ||gm > | - [|z. Com efeito, para todo P € Q™(™E; F') temos

IroP € QME;lo(Br)) C R(ME; loo(BE)),
donde segue que Ip o P € R("™E;{x(Br)). Como (R,| - ||r) é injetivo, temos P €
R(ME; F) e
[Pl = [[Ir o Pllr < [[Iro Plo =[P

Qinj7

provando que Q™ C R e || - [lgm > | - ||z
(e) Seja (S, - |ls) um ideal normado de polinémios que satisfaz os itens (a), (b), (c) e
(d) Provemos que S = Qinj e H . ”S = || . ’ Qinj . Com efeito, como (Qinj, || : | Qinj) é um
ideal normado injetivo de polinomios com Q@ C Q™ e ||+ [|g > |- |lgmi e (S, || ||s) satisfaz
o item (d), tem-se S C Q™ e |- |ls > || - ||gm. Analogamente, como (S, ]| - [|s) ¢ um
ideal normado injetivo de polinomios com Q@ C Se || |lo > || - ||s, segue do item (d) que
QM CSel|lgn > "ls, provando assim as igualdades desejadas.
(f) Suponhamos que (Q, | - |o) seja um ideal de Banach e provemos que (Q™ || - || gms)
¢ também um ideal de Banach. Para isso, seja (P,)5, uma sequéncia de Cauchy em
Qn(mE; F). Dado € > 0, existe ny € N tal que para todos k,n > nq,

| P — Pollgimi < e. (3.7)

Como [ - | < - |

omi (Proposigao 1.5.6), tem-se

1Pk = Pull < ([P — P

oinj < E.

Isto prova que (P,)5° ; é uma sequéncia de Cauchy em (P("E; F), ||-||). Como (P(™E; F),
| - |I) é um espago completo (Proposigao 1.2.19), existe P € P(™E; F) tal que lim || P, —
n—oo

P|| = 0. Para cada n € N, pela Proposi¢ao 3.1.3 temos
|10 — Pl = |p o (Po— P)|| = [[Ipo P, — Ip o P
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Portanto,

n—o0

em (P("E;ls(Bg)), || - ||). Por outro lado, para todos k,n € N,

1Pk — Pl

gmi = |[[Ip o (P — Py)lle = |[Ir o Py — Ir o P|o.

Combinando isso com a equagao (3.7) segue que (Iro P,)> ; é uma sequéncia de Cauchy
no espago de Banach (Q(™E; s (Br)), || - ||o)- Existe entdao Q € Q(™E; Lo (Bgr)) tal que

lim ||Iro P, — Qllo =0. (3.9)
n—oo
Novamente, como || - || < || - ||l (Proposigao 1.5.6), temos lim I o P, = ) no espago
n—oo

(P(™FE; Ls(Bp)), || - |I). Combinando isso com a equagao (3.8), temos que Irpo P =Q €
Q(™E; Lo (Bg)). Isto prova que P € Q™ (™E; F). Para cada n € N,

1P — P

om = [[lp o (P = P)llo = [Ip o Py = Ip o Pllg = [[Ir o = Qo

Combinando isso com a equagao (3.9), obtemos que a sequéncia (P,)22 , converge a P em
QM (™E: F), provando assim que (Q™, ] - ||gm) é um ideal de Banach. O

Corolario 3.2.3. Seja Q um ideal de polinomios. Entao
)
(b)
(c) Q™ € injetivo.
(d)
)

(
(f) Se Q € um ideal fechado entao Q™ ¢é também um ideal fechado.

Demonstracao. As demonstragoes dos itens (a), (b), (¢), (d) e (e) seguem como nas de-
monstragoes dos itens (a), (b), (¢), (d) e (e) da Proposigao 3.2.2 respectivamente.

Provemos o item (f). Suponhamos que Q seja um ideal fechado. Entao (Q,|| - ||) é
um ideal de Banach, onde || - || é a norma usual de polinomios. Segue do item (f) da
Proposicao 3.2.2 que (Q™ || - ||;) é também um ideal de Banach, onde ||P||; = ||IF o P||
para todo P € QM(™E; F). Segue da Proposigao 3.1.3 que

|1Plly = [lIpo Pl = |7

para cada P € Q™(™E;F). Portanto, || - ||; é a norma usual de polinémios. Logo,
(Q™ || - ||) é um ideal de Banach, isto ¢, Q™ é um ideal fechado. O

A seguir veremos a caracterizacdao de um ideal injetivo por meio da sua envoltoria
injetiva.

Corolério 3.2.4. (a) Um ideal de polinémios Q € injetivo se, e somente se, Q = QM.

64



(b) Um ideal normado de polinomios (Q, || - |lo) € injetivo se, e somente se, Q = Q™ ¢
I-lle =1l llgm-

Demonstracao. Basta provar o item (b). Suponhamos que (Q, ||-||o) seja um ideal injetivo.

Sabemos do item (b) da Proposicio 3.2.2 que @ C Q™ e ||+ ||g > || - ||gmi- Por outro lado,

como (Q, ||-]|g) é um ideal normado injetivo de polinémios e Q contém Qe ||-|lo > |- | o,
segue do item (d) da Proposigao 3.2.2 que Q™ C Qe || |lgm > || - |lo, donde segue o
desejado.

Reciprocamente, suponhamos que Q = Q™ e || - ||g = || - |[gmi- Como (Q™, ]| - || gimi)
¢ um ideal injetivo (Proposigao 3.2.2), segue diretamente que (Q, || - ||g) ¢ também um
ideal injetivo. O

Veremos agora que a correspondéncia @ +— QM ¢ um procedimento de envoltéria
no sentido de [33, 8.1.2]. Veremos também o resultado andlogo para a correspondéncia

(211 lle) = (@M, - Il ms)-

Proposigao 3.2.5. (1) Sejam Q e R ideais (fechados) de polinémios. Entao:
(a) QM € um ideal (fechado) de polinémios.

b) Se Q C R entdo Q™ C R™.

¢) (QM)mi = Qni,

) QC QM.

ejam (Q, ] - |lo) e (R,|| - [|r) ideais normados (de Banach) de polinémios. Entao:

(d
(2

(
(
) S
(a) (@™, -]
)
)

oimj) € um ideal normado (de Banach) de polinémios.

b) Se QCRel |lr <|-|lg entdo Q™ C R™ e | -|

( s < 11 Nl
(0) (@ = Q% ¢ |- uuyes = ||

(d) QcQMel-|
Demonstracao. Basta provar (2). Os itens (a) e (d) foram provados na Proposigao 3.2.2.

(b) Suponhamos que Q C Re | -|lr < | -llg e seja P € QM(™E;F). Entdo Iro P €
Q(ME; loo(Brr)) C R(™E; lo(Bpr)). Portanto, P € R™W(™E; F) e além disso

Qinj .

om < |- lle-

[Pllgirs = l1r o Pllr < |[Ir o Pllg = [|P|

Qinj.
Isso prova que Q™ C R™ e || - |lgims < || - || gins-
(¢) Lembremos que (Q™ || - ||gins) ¢ um ideal normado injetivo de polinémios. Segue do
item (b) do Corolario 3.2.4 que Q™ = (Q™)M e || - || i = || - || (giniymi- O

Observagao 3.2.6. Os conceitos e propriedades de ideais injetivos de operadores (veja
(33, 4.6] ou [16, 9.7]) sdao andlogos aos de ideais injetivos de polindmios, e sdo recuperados
ao se considerar o caso linear m = 1 no que foi feito acima. Neste caso, denotamos
também por Z™ a envoltéria injetiva de um ideal de operadores Z.

Analogamente, obtemos a defini¢ao e as propriedades de ideal injetivo de polinomios
m-homogéneos ao considerarmos m fixo no que foi feito acima.
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Exemplo 3.2.7. De [33, 4.6.12] sabemos que os ideais de operadores F, K, W e CC sao
injetivos. O ideal dos operadores aproximéaveis A nao ¢ injetivo, pois A™ = K (veja [22,
Proposition 19.2.3]).

Exemplo 3.2.8. Vejamos que o ideal 7Tf dos polinomios aproximaveis por polinomios de
tipo finito (Defini¢ao 1.5.9) nao ¢ injetivo. Como (Py); = F (veja [42, Exemplo 4.5]), onde
(Pf)1 é a componente linear do ideal de polinémios Py (Defini¢ao 1.5.1), temos (P_f)l =A
Logo 77f nao é um ideal injetivo uma vez que sua componente linear (77f)1 é um ideal de
operadores nao injetivo. O mesmo argumento mostra que o ideal de polindmios P4 nao
¢é injetivo.

Mais adiante veremos que, algumas vezes, é interessante considerar a envoltéria injetiva
de um ideal de polinomios m-homogéneos. A defini¢ao é ébvia:

Definicao 3.2.9. Sejam m € N e Q,, um ideal de polinémios m-homogéneos. Definimos
a classe de polinomios m-homogéneos (Q,,)™ por

(Qn)™(E;F)={P € P("E;F):IroP € Q,,(FE;l(Br))},

para quaisquer espacos de Banach F e F'.

Segue do que provamos antes que (Q,,)™ é também um ideal de polindmios m-
homogéneos.

Dizemos que Q,, é injetivo se Q,, = (Qn)

No caso em que Q é um ideal de polinomios, desta definicao, a definicao de com-
ponente m-ésima de um ideal de polinémios (Defini¢ao 1.5.1) e a Defini¢ao 3.2.1 segue
imediatamente que

inj

(QM),, = (Q,,)™ para todo m € N,

Assim, um ideal de polinomios Q ¢ injetivo se, e somente se, Q,, é um ideal injetivo
de polindbmios m-homogéneos para todo m € N.

3.3 As propriedades da dominacao forte e fraca

Nesta secao estudaremos duas propriedades da dominagao que generalizam a propriedade
da dominagao que caracteriza aos ideais injetivos de operadores lineares (veja proposigao
a seguir). Provaremos que a chamada propriedade da dominagao fraca caracteriza aos
ideais injetivos de polinomios, e veremos, na proxima secao, que essa caracterizacao nos
ajudard a descrever a envoltéria injetiva de um ideal de composicao.

Os ideais injetivos de operadores sao caracterizados pela seguinte propriedade da do-
minacgao:

Proposicao 3.3.1. ([16, Exercise 9.10(b)], [6, Lemma 3.1]) Um ideal de operadores T é
injetivo se, e somente se, dados operadores u € Z(E; F) e v € L(E;G) tais que

lo(z)]] < C - [Ju(z)]|

para todo x € E e alguma constante C' > 0 (dependendo eventualmente de E, F,G,u,v),
tem-se v € Z(E; Q).
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Adaptando diretamente a propriedade da dominacao acima para o caso de polindmios,
temos a seguinte definicao:

Definicao 3.3.2. Dizemos que um ideal de polinomios Q tem a propriedade da dominag¢ao
forte se dados P € Q("E; F) e Q € P(™E;G) tais que

Q)| < C - || P(x)]|

para todo x € F e alguma constante C' > 0 (dependendo eventualmente de E, F, G, m, P, Q),
tem-se @ € Q("E; Q).

Proposicao 3.3.3. Todo ideal de polinomios com a propriedade da dominacao forte é
mjetivo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que Q seja um ideal de polinomios com a propriedade da
dominagao forte e sejam P € P(™E;F) e j: FF — G uma injegao métrica tais que
joP e Q(FE;G). Entao

[1P@@)[| = 5P @) = [I(G o P)(@)]

para todo z € E. Como jo P € Q(™F; (), segue da propriedade da dominagao forte de
Q que P € Q(™E; F). Provando assim que Q é injetivo. n

A reciproca da proposicao anterior nao € valida. Mostraremos isso no Exemplo 3.4.11.
Precisa-se entao de uma nova propriedade da dominacao para caracterizar os ideais inje-
tivos de polinomios.

Definicao 3.3.4. Dizemos que um ideal de polinomios Q tem a propriedade da dominag¢ao
fraca se dados P € Q("E; F) e Q € P("E; Q) tais que

k

Z )\ZQ(%')

=1

k

i=1

<C-

para todos k € N, xy,...,x € E, \,..., A\ € K e alguma constante C' > 0 (dependendo
eventualmente de E, F, G, m, P,Q), tem-se Q € Q("E;G).

E facil verificar que a propriedade da dominacao forte implica a propriedade da do-
minacao fraca. Por outro lado, os ideais injetivos de polinomios sao caracterizados pela
propriedade da dominacao fraca:

Teorema 3.3.5. Um ideal de polinomios € injetivo se, e somente se, tem a propriedade
da dominacao fraca.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que Q seja um ideal injetivo de polinomios e sejam E, F, G
espagos de Banach, P € Q("E; F) e Q € P("E;G) tais que

k k
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para todos k € N, zq,...,x1 € E, A\q,..., A\ € K e alguma constante C' > 0. Definamos
a fungao u: span{P(E)} C F' — G por

p k
u <Z )\iP(Ii)) = Z AiQ(x;).

k
Vejamos que u estd bem definida. Dado z € span{P(F)} tal que z = Y \;P(x;) e
i=1

I
2=y «ajP(y;),onde k,l € N, zy,...,x5,y1,..., 0 € E, M, ..., Mg, an, ..., q € K, tem-
j=1

k l

> iQ(xi) — > a;Q(y;)

i=1 j=1

= 0. Segue de (3.10) que =0

S AP - éajmyj)

i=1
e portanto

Z NiQ(x;) = Z a;Q(y;),

k

o que mostra que u estd bem definida. Provemos que u é linear. Sejam z = >~ \;P(x;),w =
i=1
I k I
> a;jP(y;) € span{P(E)} e v € K. Entao yz+w = Y v\ P(z;) + >_ a;P(y;). Portanto
=1

i=1 j=1

u(yz +w) = vame%Qy]— u(z) + u(w).

Vejamos que u é continua. Segue de (3.10) que

U (Z NP (7;) ) H Z AiQ(x;)

o que prova que u é continua. Segue da Proposigao 1.1.9 que existe um (inico) operador
linear continuo u: span{P(F)} C F — G tal que u| gy = u. Por outro lado,
consideremos a func¢ao

k

> AiP(x;)

i=1

Y

span{P(

Py: E — span{P(E)} C ', Py(x) = P(z).
Pela Proposicao 3.1.5 sabemos que Py € Q (mE; span{P(E)}). Para todo = € E,

(o Po)(z) = u(Fy(x)) = u(P(x)) = Q(x),

onde a ultima igualdade segue da definicao de u. Isso prova que uwo Py = Q.

E PO span{ P(E)}
\ la
G
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Como Q é um ideal de polinémios e Py € Q (mE; span{P(E)}) segue que uo Py =Q €

Q(™E; G), mostrando que Q tem a propriedade da dominagao fraca.

Reciprocamente, suponhamos que Q seja um ideal de polinémios com a propriedade
da dominacao fraca e sejam E, F, G espagos de Banach, P € P("E;F) e j: FF — G uma
injecao métrica tais que jo P € Q("E;G). Entao

(-

para todos kK € N, z1,....2 € E, \i,...,\x € K. Como Q tem a propriedade da
dominagao fraca, tem-se que P € Q(™F; F'), provando que Q ¢ injetivo. O]

k

S AP

=1

i(j o P)(xi)

)

3.4 A envoltéria injetiva de um ideal de composicao

O objetivo desta secao é provar que a envoltéria injetiva de um ideal de composigao
também ¢é um ideal de composicao, e apresentar aplicagoes deste resultado. Provare-
mos também nesta secao que a propriedade da dominacao forte nao caracteriza os ideais
injetivos de polinomios.

Lembre-se que Z"™ denota a envoltéria injetiva de um ideal de operadores Z (Ob-
servagao 3.2.6).

Teorema 3.4.1. Seja Z um ideal de operadores. Entao
IMoP = (ZoP)™.
Em particular, o ideal de polinémios T™ o P € injetivo.

inj

Demonstragdo. Provemos primeiramente que Z™ o P C (Z o P)™. Para isso, seja P €
(Z™ o P)(™E; F). Entao P = u o @ para algum espago de Banach G, algum polinomio
Q € P(™E;G) e algum operador linear u € ZM(G; F'). Como

IroP = (Ipou)o@ e Ipou€Z(G;ls(Bp)),

E P F
G

temos que I o P pertence a Z o P, isto é, P € (Z o P)M(™E; F). Isso prova que

Ir

£m<BF’)

I oP C (ToP)m. (3.11)

Provemos agora que o ideal de polinémios Z™ o P é injetivo. Faremos isso por meio
da propriedade da dominagao fraca. Sejam P € (™ o P)(™E; F) e Q € P(™E; Q) tais

que
k k
=1 =1
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para todos k € N, zy,...,2, € E, A\j,...,\x € K e alguma constante C' > 0. Consi-
deremos as linearizagoes Py : ®;n’SE — FeQr: ®T’5E — G dos polinémios P e @,
respetivamente, de acordo com o Teorema 1.3.5. Logo,

Pr(@™r) = P(x) e Qu(®@"r) = Q(x)

k
para todo x € E. Seja z = Y \; @ x; um elemento do produto tensorial simétrico (nao
i=1

completado) @™*F, onde k € N, xy,..., 25 € E e \,..., \ € K. Entéo,

k k
(3.12)
QL) =D _NQ()|| < C-|I> AP(z:)|| = C-[|P(2)]-
i=1 i=1
Da continuidade de Py, (0 e das normas segue que
QL) < C-[PL(z)] (3.13)

para todo z € ®. E. Como P € (I™ o P)(™E;F), pela Proposicdo 1.5.16 temos
Py € ITM(®.°E; F). Combinando a injetividade de Z"™ com a desigualdade (3.13) e
a Proposicao 3.3.1 segue que )y € Iinj(@@;n’sE; (). Novamente da Proposi¢ao 1.5.16 se-
gue que Q € (Z™ o P)(™E;G). Acabamos de provar que Z™ o P tem a propriedade da
dominacao fraca, e portanto é um ideal injetivo pelo Teorema 3.3.5. De Z C I™ segue
que Z o P C I™ o P pela Proposicio 1.5.15(c), daf

(ZoP)™ (E) (Z™ o P)™ () ™o P,

onde (%) segue da Proposi¢ao 3.2.5(1) e (xx) segue do Coroldrio 3.2.4(a). Combinando
isso com a inclusao (3.11) obtemos a férmula desejada.
A segunda afirmacao segue do Coroldrio 3.2.3(c). O

Nos ocuparemos agora de algumas consequéncias do Teorema 3.4.1, que nos fornecera,
entre outras coisas, alguns exemplos interessantes.

Corolario 3.4.2. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um ideal de operadores
ZI:

(a) T € injetivo.
(b) ZoP € um ideal injetivo de polinémios.
(¢) (ZoP)m € um ideal injetivo de polinémios m-homogéneos para algum m € N.

Demonstracao. (a) = (b) Suponhamos que Z seja um ideal injetivo de operadores.
Entao Z = 7™, e portanto

ZoP=I"oP = (ZoP)",

onde a segunda igualdade segue do Teorema 3.4.1. Logo, ZoP = (ZoP)™ e pelo Coroldrio
3.2.4 segue que Z o P é um ideal injetivo.
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(b) = (c¢) Essa implicagao ¢é imediata.

(¢) = (a) Suponhamos que (ZoP),, seja um ideal injetivo de polinémios m-homogéneos
para algum m € N. Entao

(I o P)y = ((ZoP)™) =((ZoP)w)™ = (ZoP)n,

onde a primeira igualdade segue do Teorema 3.4.1, a segunda igualdade segue das de-
finigoes e a terceira segue da injetividade de (Z o P),,. Logo, (Z™ o P),, = (Z o P)n.
Segue da Proposicao 1.5.17(b) que Z™ = Z, isto é, Z é um ideal injetivo. O

Exemplo 3.4.3. Vejamos que os ideais de polinomios de posto finito Pz, compactos Py
e fracamente compactos Py sao injetivos. Do Exemplo 1.5.20 sabemos que

7)]::./_"07), PIC:’COP e PW:WOP.

E do Exemplo 3.2.7 sabemos que F, KL e W sao ideais injetivos de operadores lineares.
Segue do Corolério 3.4.2 que Px, Px e Py sao ideais injetivos de polinémios.

Ja vimos que o ideal P4 dos polindmios que sao aproximaveis, na norma usual, por
polinémios de posto finito nao é injetivo. Calcularemos agora sua envoltéria injetiva.

Corolério 3.4.4. (P4)™ = Py.
Demonstragcao. Com efeito,
(P)™ =(AoP)N = AMoP =KoP =P,

onde a primeira igualdade segue do Exemplo 1.5.20, a segunda segue do Teorema 3.4.1, a
terceira segue de [22, Proposigao 19.2.3] e a quarta segue também do Exemplo 1.5.20. [

Veremos agora uma aplicacao sobre o dual polinomial de um ideal de operadores
(Definigao 1.5.21). Lembre-se que um ideal de operadores Z é completamente simétrico
se 79 = T (Definicao 1.4.17).

Corolario 3.4.5. Um ideal de operadores completamente simétrico € injetivo se, e so-
mente se, seu dual polinomial € injetivo.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que Z seja um ideal de operadores completamente simétrico.
Entao

:Z,'Pfdual — Idual o 7) —7o 7),

onde a primeira igualdade segue da Proposicao 1.5.22. Segue do Corolério 3.4.2 que o
ideal ZP~4ual ¢ injetivo se, e somente se, Z é um ideal injetivo. n

Na proxima aplicacao relacionamos o dual polinomial do ideal K, dos operadores p-
compactos (Exemplo 1.4.9) com o ideal dos operadores p-nucleares 91, (Exemplo 1.4.7).

Proposicao 3.4.6. ﬁf_dual = (M, o P)™ para todo 1 < p < 0.
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Demonstracao. Com efeito,
ﬁf—dual — ﬁﬁual oP = m;)nj oP = (mp o r]))inj7

onde a primeira igualdade segue da Proposigao 1.5.22; a segunda segue de [35, Theorem
6] e a terceira segue do Teorema 3.4.1. []

A seguir relacionamos o dual polinomial do ideal D, dos operadores Cohen forte-
mente p-somantes (Exemplo 1.4.12) com o ideal J, dos operadores p-integraveis (Exemplo
1.4.10).

Proposicao 3.4.7. D)~ = (3, o P)™ para todo 1 < p < co.
Demonstracao. Com efeito,
D;?fdual — Dgual o 7) — Hp’ o 7) — j;,lj o 7) _ (jp’ o P)inj’

onde a primeira igualdade segue da Proposicao 1.5.22; a segunda segue de [15], a terceira
de [33, Theorem 19.2.7] e a quarta segue do Teorema 3.4.1. O

Finalizaremos esta secao com o exemplo prometido de um ideal injetivo de polindmios
que nao tem a propriedade da dominacao forte. Para isso, vejamos algumas propriedades
dos espacos de Schur. Isso provara, em particular, que as propriedades da dominagao
fraca e forte nao sao equivalentes.

Definicao 3.4.8. Dizemos que um espago normado E é de Schur se toda sequéncia
fracamente convergente em E é convergente em norma.

Exemplo 3.4.9. /; é um espaco de Schur. Para uma demonstracao deste fato, veja, por
exemplo, [11, Teorema 6.2.12].

Lembre-se que um operador u € L(FE; F') é completamente continuo se u transforma
sequéncias fracamente convergentes em E em sequéncias convergentes em norma em £
(Exemplo 1.4.13).

Proposicao 3.4.10. Seja E um espago normado. Entao:

(a) E é um espago de Schur se, e somente se, o operador identidade id: E — E ¢
completamente continuo.

(b) Se E é um espago de Schur, entao, para todo espago normado F, todo operador
u € L(E; F) é completamente continuo.

(c) Se E contém uma copia isomorfa de um espago reflexivo de dimensdo infinita, entao
E nao é um espago de Schur.

Demonstracao. Os itens (a) e (b) seguem das definigdes de operador completamente
continuo e de espaco de Schur. Para a demonstracdo do item (c¢) veja [23, Proposigao
2.3.7). O
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Exemplo 3.4.11. Consideremos o ideal CC dos operadores completamente continuos
(Exemplo 1.4.13), e vejamos que o ideal de polinémios CC o P é injetivo e nao tem a
propriedade da dominacao forte.

A injetividade de CC o P segue da injetividade de CC (veja [33, 4.6.12]) e do Corolario
3.4.2.

Vejamos que CCoP nao tem a propriedade da dominacao forte. Para isso, consideremos
as fungoes R: (o — 1 e Q: oy — @@fjg dadas por

R((An)izy) = (\aly e Q@) =z ®w.

Pelo Exemplo 1.2.20, R é um polinomio 2-homogéneo continuo. E () é um polindmio
2-homogéneo continuo por ser o polindomio canonico de ¢, em £2®Z£2. Segue de [38,
Example 2.10] que o operador

wi by — L& u(A)iy) =Y Anen ® e,

onde {ey, ey, ...} s@0 os vetores unitdrios canonicos, é uma injegao métrica.
Como /1 é um espaco de Schur, segue da Proposicao 3.4.10(b) que u € CC(£y; Lo®..Ls).
Portanto,

P=1wuoR€CCoP(ly l,R.Ly).

Por outro lado, como Kg@fr@ contém uma copia isomorfa do espago reflexivo fy (veja
[5]), segue da Proposicao 3.4.10(c) que (&’ ¢, néo é um espaco de Schur, isto é, o operador
identidade id,,gs 4, ndo pertence a CC (Proposicao 3.4.10(a)). Considerando a igualdade

Qrz®z)=Q(r)=r®x

para todo x € {5, do fato de ()1, ser um operador linear continuo e o fato de que o subespaco
gerado pelos tensores elementares x ® x é denso em @@)i&, segue que Qr = idg,gzsy,-
Consequentemente, ()1, nao pertence a CC. Segue da Proposigao 1.5.16 que ) nao pertence
ao ideal CC o P. Por outro lado, denotando a norma projetiva 7 por || - ||, temos

P )2l = [lu(B((n)2Z)) ] = [[R((A)720)]
(Anzalle = )L,
(An)azs @ (Aa)aZill = [RI)ZZ) I

para todo (A,)32; € {5. Assim, P pertence a CC o P, ||Q(z)|| = || P(z)|| para todo x € 5
mas () nao pertence a CC o P. Isto prova que o ideal de polinomios CC o P nao tem a
propriedade da dominacao forte, e portanto o exemplo esta completo.
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Capitulo 4

Ideais sobrejetivos de polinomios
homogéneos

Analogamente ao caso dos ideais injetivos, as nocoes de ideal sobrejetivo e envoltéria
sobrejetiva aparecem inicialmente para ideais de operadores lineares (veja [16, 33]) e pos-
teriormente sao generalizados de forma natural para ideais de polindmios.

Assim como a importancia dos ideais injetivos é a estreita relacao com subespacos do
contradominio de um operador e injegoes métricas, a importancia dos ideais sobrejeti-
vos é a estreita relagdo com espacos quocientes e sobrejecoes métricas (veja Proposigao
2.2.19). Também é importante que muitos ideais centrais da teoria de ideais de operado-
res/polinomios s@o sobrejetivos.

Nas duas primeiras secoes deste capitulo, estudaremos as principais propriedades dos
ideais sobrejetivos de polinomios e da envoltoria sobrejetiva de um ideal de polinomios.
Exibiremos também exemplos ilustrativos relacionados com esses conceitos. Além disso,
estudaremos a sobrejetividade dos ideais dos polindmios multiplo p-somantes e dos po-
linomios p-dominados. Na terceira secao estudaremos propriedades de levantamento para
polinomios que nos ajudarao a descrever a envoltéria sobrejetiva de um ideal de com-
posicao na ultima secao. Na ultima secao daremos também aplicacoes dessa descricao e
algumas caracterizacoes de ideais sobrejetivos de composicao. Para isso serd necessério
estudar primeiramente os chamados polinomios Z-limitados, em que Z é um ideal de
operadores.

A principal referéncia para o topico dos ideais sobrejetivos de polindmios é o artigo
[4], e a principal referéncia para o tépico dos polinomios Z-limitados é o artigo [2].

Ao longo deste capitulo, novamente m denotard um numero natural qualquer e E, F,
G, H espacos de Banach quaisquer.

4.1 Definicao e primeiros exemplos

Ideais sobrejetivos de polinomios sao definidos a semelhanca dos ideias sobrejetivos de
operadores lineares (veja [16, 33]).

Definigao 4.1.1. (a) Dizemos que um ideal de polinomios Q é sobrejetivo se dados
P € P(ME; F) e uma sobrejegao métrica s: G — E tais que Pos € Q("G; F),
tem-se P € Q("E; F).
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(b) Dizemos que um ideal normado de polinomios (Q, || - ||g) é sobrejetivo se dados
P € P(ME; F) e uma sobrejegao métrica s: G — E tais que Pos € Q("G; F),
tem-se P € Q(™E; F) e

IPllg = [IPoslo- (4.1)

Observagao 4.1.2. Para provar a equacao (4.1), basta provar a desigualdade
[Plle <[P oslo,

pois a desigualdade inversa || Pos||g < || P||g é sempre satisfeita. Com efeito, como ||s|| = 1
(Proposigao 2.2.13), segue do fato de (Q, || - ||o) ser um ideal normado de polinémios que

[P oslle < [[Pllg-[lslI™ = IPlle.

A seguinte proposigao nos diz que a igualdade (4.1) é sempre satisfeita para a norma
usual de polinomios.

Proposicao 4.1.3. Sejam E, F, G espagos normados, m € N, s: E — F uma sobrejecao
métrica e P: F — G um polinomio m-homogéneo continuo. Entao

IPIl =[P o ]|
Demonstragio. Pelo item (a) da Proposicao 2.2.13 sabemos que que s(Bg) = Bp. Da,
{IP(s@)]l -z e Eelzll <1} = {IPWI:y € F eyl <1}
Segue da Proposicao 1.2.24 e da equacao acima que

[P os| = sup [[(Pos)(z)| = sup [[P(s(z))]| = sup [P(y)ll =[Pl

llzfl<1 [lfl<1 lyll<1

]

Exemplo 4.1.4. Vejamos que o ideal Pz dos polinomios de posto finito é sobrejetivo.

Para isso, sejam P: E — F' um polinomio m-homogéneo continuo e s: G — E uma
sobrejecao métrica tais que Pos: G — F' é um polinomio de posto finito. Devemos provar
que P é também um polinémio de posto finito. Da hipétese sabemos que span{(Pos)(G)}
¢ um subespaco de dimensao finita de F'. Como

span{ (P o s)(G)} = span{P(s(G))} = span{ P(E)},

onde a segunda igualdade segue da sobrejetividade de s, entao span{P(F)} é também um
subespaco de dimensao finita de F', isto é, P é um polinomio de posto finito.

No Exemplo 4.2.10 veremos que os ideais Px dos polinomios compactos e P)y dos po-
linomios fracamente compactos sao sobrejetivos, e na Proposicao 4.4.13 veremos algumas
condicoes para determinar a sobrejetividade ou nao sobrejetividade de certas classe de
ideais de polinomios.
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4.2 A envoltoria sobrejetiva

Nesta secao estudaremos detalhadamente as propriedades principais da envoltéria sobre-
jetiva de um ideal de polinomios e veremos a caracterizacao de um ideal sobrejetivo por
meio da sua envoltoria sobrejetiva. Estudaremos também a sobrejetividade dos ideais dos
polinomios multiplo p-somantes e dos polinomios p-dominados.

Definicao 4.2.1. (a) Seja Q um ideal de polindémios. Definimos a classe de polinomios
qur por

qur(mE; F) _ {P c ’P(mE7 F) :PoQpg € Q(mgl(BE%F)}a

onde Qg denota sobreje¢do métrica canonica de ¢1(Bg) em E definida na Proposigao
2.2.27. A classe Q™ é chamada de envoltoria sobrejetiva de Q.

(b) Seja (Q,] - |lo) um ideal normado de polinémios. Definimos a fungao || - |

Q" (ME; F') — [0, 4+00) por o
[Pllgsw = [P o Qglle,
para todo m € N e quaisquer espagos de Banach F e F.
Proposigao 4.2.2. Seja (Q, || - ||o) um ideal normado de polinémios. Entao

(a) (@™, - ||gsur) € um ideal normado de polinémios.

(b)) Qc @™ ell-lflo= |-l

(¢) (@™ - ||gsur) € sobrejetivo.

(d) Se (R,]| - ||r) € um ideal normado sobrejetivo de polinémios tal que Q@ C R e
[-lle =1l llr entio @ CR e || -[lgu = | - [I=-

(e) (2, || - |lg=ur) € o0 tinico ideal normado de polinémios que satisfaz os itens (a), (b),

() e (d).

(f) Se (Q, - o) ¢ um ideal de Banach entio (Q™, || - |
Banach.

osur) € também um ideal de

Demonstra¢ao. Provemos primeiro o item (b). Sejam m € N, E' e F' espagos de Banach
e Pe Q(E;F). Como Q é um ideal de polinémios, temos P o Qg € Q("¢(Bg); F).
Portanto, P € Q" (™E; F) e Q C Q™. Por outro lado, pela desigualdade de ideal de
(Q, - Ile) temos

[Pllgwe = [[PoQgrlle < [[Pllo-[|Qel™ = [IPlle-

Consequentemente, || - ||g > || - || gsu-

(a) Sejam m € N e F e F espagos de Banach. Provemos primeiro que Q" (™F; F') é um
subespago vetorial de P(™E; F') que contém os polinémios m-homogéneos continuos de
tipo finito e que || - ||gsr é uma norma em Q% (™E; F).
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Combinando o item (b) com o fato de Q ser um ideal de polinémios, temos
Pi("E;F)C QME F) C Q(MEF),

provando que Q%" ("™ E; F') contém os polinémios m-homogéneos continuos de tipo finito.

Provemos que Q" (™E; F') é um subespago vetorial de P(™E; F). Denotemos por
0; o polinémio nulo de E em F e por 0y o polinémio nulo de ¢;(Bg) em F. Segue
de Q(ME;F) C Q™ (ME;F) que 0; € Q" (™E;F). Por outro lado, sejam P,Q €
Q™ (ME; F) e A € K. Segue da defini¢ao de soma e produto por escalar que

AP+ Q)oQr=ANPoQg)+QoQEg. (4.2)

Como Q(™¢1(Bg); F') é um espago vetorial, segue da equagao (4.2) que (AP + Q) o Qg €
Q("™1(Bg); F), ou seja, AP+ Q € Q" (™E; F).
Provemos que || - ||gsur ¢ uma norma em Q" (™E; F').
(N1) Note que
101]|@eur = 1[01 © @plle = |02/ = 0.

Por outro lado, seja P € Q" (" E; F) tal que || P||gser = 0. Entao ||PoQg|lo = || P]
0 e portanto, P o Qg = 0. Segue da sobrejetividade de Qg que P = 0;.

(N2) Sejam P € Q" (™E; F') e A € K. Segue da equagao (4.2) e do fato de || - ||o ser
uma norma em Q("¢(Bg); F') que

g = [AP 0 Qgllo = AP e Qg)lle
= [Al- [P e Qglle = |Al- [P

qur —

[AP]

qur .

(N3) Sejam P,@Q € Q™ (™E; F). Segue da equagao (4.2) e do fato de || - |[g ser uma
norma em Q(™¢;(Bg); F') que

ow = [[(P+Q)oQgllog=[PoQr+QoQk|e
<||PoQEello+ |QocQslla = [|P|lgw + [|Q] gsur-

Para m € N, provemos que ||id,,||gs«= = 1. Note que Q: ¢1(Bg) — K é um funcional
linear continuo. Segue da igualdade id,, o Qx = Qg ® 1 e da Proposicao 1.5.6 que

lidm || @wr = [lidm o Qxllo = [[Qx @ o = Qx/™ - 1] = 1.

1P+ Q)

Provemos a propriedade de ideal e a desigualdade de ideal. Sejam u € L(G;FE),
Pe Q(ME;F),te€ L(F;H) ee > 0. Temos Po Qg € Q("¢1(Bg); F). Como ¢,(Bg)
tem a propriedade do levantamento métrico (Teorema 2.2.26) e uo Qg: 1(Bg) — E ¢é
um operador linear continuo, segue que existe um operador linear continuo v: ¢;(Bg) —

(1(Bg) tal que Qgov=uo Qg e

[o]f < (1 +€) - flueQal.- (4.3)




Dai,
toPouoQg=to(PoQg)ow. (4.4)
Como Q é um ideal de polinémios e P o Qr € Q("™¢1(Bg); F), temos t o Pouo Qg €
Q("™l1(Bg); H), isto é, to Pou € Q™ (™G; H).
Provemos a desigualdade de ideal. Pela equagao (4.3),

[oll < (1 4¢) - [lull
Combinando a desigualdade acima, com a equacao (4.4) e com a desigualdade de ideal de
(2.1 lo), segue que

(4.4) m
g = [[toPouoQgllg = [toPoQpowv|g < |t -||PoQxrleg-|v]

= [t - (1Pl @ewr - [[olI™ < [lE]l - [Pl @sor - (1 4€)™ - [Juf|™.

JtoPoul

Fazendo ¢ — 0" obtemos a desigualdade de ideal.

(c) Para provar que (@, || - || gsur) é sobrejetivo, sejam P € P(™E; F) e s: G — E uma
sobrejecao métrica tais que P os € Q% ("G; F). Logo, Poso Qg € Q("1(Bg); F).
Como /1(Bg) tem a propriedade do levantamento métrico (Teorema 2.2.26) e s o Qg:
(1(Bg) — E é uma sobrejecao métrica (Proposigao 2.2.20), segue que existe um operador
linear continuo v: ¢1(Bg) — ¢1(Bg) tal que Qg = soQgowv e

ol < (A +e)[|Qell =1+ (4.5)

G—*5 g . p

ol

1(Bg) <" 1(Bg)

Dai,
PoQp=(PosoQg)ow. (4.6)

Como Q é um ideal de polinomios e Poso Qg € Q("¢1(Bg); F), temos
PoQp=(PosoQg)ov € Q("(Bg); I),

isto é, P € Q™ (™E; F). Por outro lado, segue da desigualdade (4.5), da equagado (4.6)
e da desigualdade de ideal de (Q, || - ||g) que

(4.6) m
o = 1P 0 Qslle 0 (P o 50 Qa) vl < 1P 050 Qallo- o]

(4.5)
guur - [0 < [[Pos

1P|

= [[Pos|

qur M (1 _|_ €)m

Fazendo ¢ — 0" obtemos || P|

gsur < || P o s||gsur. Segue da Observagao 4.1.2 que

1P|

qur = ||PO S| qur,

provando que (Q%" || - ||gsur) é sobrejetivo.
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(d) Seja (R, || - ||g) um ideal normado sobrejetivo de polindémios tal que @ C Re ||-|o >
| - ||z Vejamos que @™ C R e |- |lgew > || - [[r. Dado P € Q" (™E; F),

e portanto P o Qr € R("™(1(Bg); F). Da sobrejetividade de (R, || - ||r) decorre que
PeR(MEF) e

[Pl =[P oQellr <[P oQkllo =[P

qur’

provando que Q™ C R e || - || > || - [|%-

(e) Seja (S, || - ||s) um ideal normado de polindémios que satisfaz os itens (a), (b), (c) e (d).
Provemos que S =0We || . ||S = || . | Qsur. Com efeito, como (qur, || . | qur) é um ideal
normado sobrejetivo de polindmios com Q@ C Qe || - ||g > || - ||g=wr € (S, || - ||s) satisfaz
o item (d), tem-se S C Q*" e ||+ ||s > || - ||gsr. Analogamente, como (S, || - ||s) é um ideal
normado sobrejetivo de polinomios com Q C Se ||-|lg > || - ||s, segue do item (d) que
QM CSel | g > - |ls, provando assim o que se desejava.

(f) Suponhamos que (Q, | - ||o) seja um ideal de Banach e provemos que (Q™, || - || gsur)

¢ também um ideal de Banach. Para isso, seja (P,)5°, uma sequéncia de Cauchy em
Q™ (™E: F). Dado € > 0, existe ng € N tal que para todos k,n > ny,

Como || - || < || - ||g=ur (Proposigao 1.5.6), tem-se
[P = Pl < [| Pk = Pl

Isso prova que (P,)° ; é uma sequéncia de Cauchy em (P("E; F), ||-||). Como (P(™E; F),
| - |]) é¢ um espaco completo (Proposicao 1.2.19), existe P € P(™E; F') tal que lim || P, —
n—oo

Qsur < €.

P|| = 0. Dado n € N, segue da Proposi¢ao 4.1.3 que
[1Po = Pl = [[(Py = P) 0 Qpl| = | P 0 Qp — P o Qgl|.

Portanto,
lim P,oQp=PoQg (4.8)

n—oo

em (P("™¢,(Bg); F),|| - ||). Por outro lado, para todos k,n € N,
[1Px = Pallgwr = [|(Px = Po) 0 Qplle = [| Pk 0 Qp — Poo Qglle.

Combinando isso com a desigualdade (4.7), segue que (P, o Qg), é uma sequéncia de
Cauchy no espago de Banach (Q(™¢1(Bg); F), ||-|lg). Podemos tomar ) € Q("¢,(Bg); F)
tal que

lim [P0 Qp = Qlle = 0. (4.9)
Novamente, como ||-|| < ||-||g (Proposigao 1.5.6), temos lim P,0Qgr = Q em (P("(1(Bg); F), ||
n—oo

|). Combinando isso com a equagao (4.8) obtemos Po Qr = Q € Q("¢(Bg); F'), o que
prova que P € Q" (™E; F'). Para todo n € N,

[P = Pllgwwr = [[(Po = P) o Qgulle = [|Pno Qe — PoEllo = [PuoQr - Qo

Da equagao (4.9) concluimos que a sequéncia (P,)%%, converge a P em Q™ (™E;F),

provando assim que (Q™ || - ||gsur) é um ideal de Banach. O
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Corolario 4.2.3. Seja Q um ideal de polinomios. Entdo:
(a) Q" é um ideal de polinémios.
() Q C Q.
(c) Q" € sobrejetivo.
(d) Se R € um ideal sobrejetivo de polinomios tal que @ C R entdo Q™ C R.
e) Q™ € a unica classe de polinomios que satisfaz os itens (a), (b), (c) e (d).

(
() Se Q é um ideal fechado entao Q™ ¢é também um ideal fechado.

Demonstracao. As demonstragoes dos itens (a), (b), (¢), (d) e (e) seguem como nas de-
monstragoes dos itens (a), (b), (¢), (d) e (e) da Proposigao 4.2.2 respectivamente.

Provemos o item (f). Suponhamos que Q seja um ideal fechado. Entao (Q,| - ||) é
um ideal de Banach, onde || - || é a norma usual de polindémios. Segue do item (f) da
Proposigao 4.2.2 que (%", || - ||1) é também um ideal de Banach, onde ||P||; = ||P o Qg||
para todo P € Q" (™E; F'). Pela Proposicao 4.1.3,

|Plli = [|PoQg| =[P

para cada P € Q" (™E;F). Portanto, || - |1 é a norma usual de polinomios. Logo,
(@™, ]| - ||) é um ideal de Banach. Consequentemente, Q%" é um ideal fechado. O

Veremos a seguir que, para provar que um ideal de polinémios é sobrejetivo, basta
considerar a composicao com a sobrejecao métrica canonica no lugar de uma sobrejecao
métrica qualquer na Defini¢ao 4.1.1.

Corolario 4.2.4. (1) As sequintes condig¢oes sao equivalentes para um ideal de polindmios

Q:

(a) Q € sobrejetivo.

(b) Q — qur.

(¢) Se um polinomio P € P("E;F) € tal que P o Qg € Q("1(Bg); F), entio P €

QME; F).

(2) As seguintes condig¢des sao equivalentes para um ideal normado de polinémios (Q,
I 1le):

(a) (Q,]-1lq) € sobrejetivo.

() Q=" ell-[lo=1"Illgw

(¢) Se um polinomio P € P(™E;F) € tal que P o Qr € Q("™(Bg); F), entao P €
QMME;F) e ||Plle = [|PoQgle-
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Demonstragao. Basta provar (2).

(b) <= (c¢) Como Q C Q%" entdo esta equivaléncia segue imediatamente das defini¢oes.

(a) = (b) Suponhamos que (Q, || ||g) seja um ideal sobrejetivo. Sabemos de Proposigao
422(b) que @ C @ e | |lg > - |gu. Por outro lado, como (Q,| - ||g) é um ideal
normado sobrejetivo de polinomios e Q contém Q e || - |[o > || - ||g, pelo item (d) da
Proposigao 4.2.2 concluimos que Q™ C Qe || - ||gsar > || - || @, provando assim o desejado.
(b) = (a) Suponhamos que Q@ = Q™ e || - ||g = || - ||g=ur. Como (Q*™, || - || gsur) é um
ideal sobrejetivo (Proposicao 4.2.2), segue diretamente que (Q, || - ||o) é também um ideal
sobrejetivo. O

Veremos agora que a correspondéncia Q@ — Q™ é um procedimento de envoltéria
no sentido de [33, 8.1.2]. Veremos também o resultado andlogo para a correspondéncia

(D 11+ lle) = (™1 - llgeur)-
Proposicao 4.2.5. (1) Sejam Q e R ideais (fechados) de polinémios. Entao:

(a) O™ ¢ um ideal (fechado) de polinomios.
(b) Se Q C R entio Q™ C R™™.

(¢) (@) = Q.

(d) @ C o,

(2)

ejam (9, - |lo) € (R, - [|r) ideais normados (de Banach) de polinémios. Entao:

S
a) (||
)
)

osur) € um ideal normado (de Banach) de polindmios.

b) Se QCR el |lr < -llg entio Q™ C R™ e || |

Rsurg ”|

(
( osur .
(o) (@M)™ = Q™ e |- [|(grurywr = - |

(d) QC @™ el o < llo-
Demonstracao. Basta provar (2). Os itens (a) e (d) foram provados na Proposigao 4.2.2.

(b) Suponhamos que @ C Re || |lr < |- |lg e seja P € Q™ (™E; F). Entao Po Qg €
Q("™l(Bg); F) C R("™¢1(Bg); F). Portanto, P € R*™(™E; F) e além disso

rewr = ||[PoQg|lr < ||PoQkrllo=|P]

reur < || - |

qur .

1P|

qur 3

provando assim que Q" C R e || - | gsur.

(¢) Lembremos que (Q™ || - ||gsur) é um ideal normado sobrejetivo de polinomios. Segue
do item (b) do Corolédrio 4.2.4 que Q%" = (Q*" )" ¢ || - |

qur - || . ||(qur)sur. D

Observacgao 4.2.6. Os conceitos e propriedades de ideais sobrejetivos de operadores
(veja [33, 4.7] ou [16, 9.8]) sao andlogos aos de ideais sobrejetivos de polinomios, e sao
recuperados ao se considerar o caso linear m = 1 no que foi feito acima. Neste caso,
denotamos também por Z°" a envoltoria sobrejetiva de um ideal de operadores Z.

Analogamente, obtemos a definicdo e as propriedades de ideal sobrejetivo de po-
linomios m-homogéneos ao considerarmos m fixo no que foi feito acima.
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Exemplo 4.2.7. De [33, 4.7.12] sabemos que os ideais de operadores F, K e W sdo
sobrejetivos. O ideal dos operadores aproximaveis A nao é sobrejetivo, pois A% = K
(veja [22, Proposition 19.2.3]).

Mais adiante veremos que, algumas vezes, é interessante considerar a envoltéria sobre-
jetiva de um ideal de polinomios m-homogéneos. A definicao é 6bvia:

Definicao 4.2.8. Sejam m € N e Q,, um ideal de polinémios m-homogéneos. Definimos
a classe de polinomios m-homogéneos (Q,,,)*" por

(Qum)™ (B, F) ={P € P("E; F) : PoQp € Qun(ti(Bg); I)},

para quaisquer espacos de Banach F e F'.

Segue do que provamos antes que (Q,,)*™ é também um ideal de polindémios m-
homogéneos.

Dizemos que Q,, é sobrejetivo se Q,, = (Qp)™.

No caso em que Q é um ideal de polinomios, desta definicao, a definicao de com-
ponente m-ésima de um ideal de polinémios (Defini¢ao 4.1.1) e a Defini¢ao 3.2.1 segue
imediatamente que

(Q*") = (Q)™™ para todo m € N.

Assim, um ideal de polinomios Q é sobrejetivo se, e somente se, Q,, é um ideal
sobrejetivo de polinomios m-homogeéneos para todo m € N.

A seguir veremos exemplos de ideais de polindomios sobrejetivos e nao sobrejetivos.

Exemplo 4.2.9. Vejamos que o ideal P_f dos polinémios aproximaveis por polinomios
de tipo finito (Defini¢ao 1.5.9) nao é sobrejetivo. Como (Pr); = F (veja [42, Exemplo
4.5]), onde (Py); é a componente linear do ideal de polinomios Py (Definicao 1.5.1), temos
(P_f) , = A. Logo P_f nao é um ideal sobrejetivo uma vez que sua componente linear (P_f) .
¢ um ideal de operadores nao sobrejetivo (Exemplo 4.2.7). O mesmo argumento mostra
que o ideal de polinomios P4 nao é sobrejetivo.

Exemplo 4.2.10. Vejamos que os ideais Px dos polinomios compactos e Py, dos po-
linémios fracamente compactos sao sobrejetivos.

Provemos primeiro a sobrejetividade do ideal Px. Para isso usaremos a caracterizagao
do Corolario 4.2.4. Seja P: E — F um polinomio m-homogéneo continuo tal que
PoQg: {1(Bg) — F é um polinémio compacto. Vejamos que P ¢é também um po-
linémio compacto. Da hipétese temos que (PoQg)(Be,(p)) ¢ um conjunto relativamente
compacto em F. Como

(P oQg)(Beysy) = P(Qe(B () = P(Bg),

onde a segunda igualdade segue do Corolério 2.2.29, entdao P(Bg) é também um conjunto
relativamente compacto em F', isto é, P é um polindomio compacto.

O mesmo argumento mostra que o ideal Py, dos polinomios fracamente compactos é
sobrejetivo.
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A seguir estudaremos a sobrejetividade dos ideais P,,s, dos polinomios multiplo p-
somantes e Py, dos polinomios p-dominados. Esses ideais representam duas das mais es-
tudadas generalizacoes do ideal dos operadores lineares absolutamente p-somantes (Exem-
plo 1.4.11). As definigoes desses ideais podem ser encontradas em varias referéncias, por
exemplo [14, 31]. Para exibir essas defini¢oes, necessitamos do seguinte conceito:

Definigao 4.2.11. Sejan € N, 1 < p < oo e (x;)!, uma sequéncia finita no espago
normado E. Definimos

RS

()i lfwp = sup (ZI@(%)I”)

PEBp \ =1
Definicao 4.2.12. Seja 1 < p < oo.

(a) Um polinoémio P € P(™E; F) é multiplo p-somante, em simbolos P € P,s,("E; F),

se existe C' > 0 tal que para todos ni,...,n, € N e para todas sequéncias finitas
(@T)isy, - ()i, em E, tem-se

1
p
( . IIP(fvilw-.,xirT)llp) < O @ )iz lwp - )i wp-

21,..,tm=1

(b) Um polinémio P € P(™E; F') é p-dominado, em simbolos P € P,,(™E; F), se existe
C > 0 tal que para todo k € N e para toda sequéncia finita (7;)¥_, em E, tem-se

k »
(Z HP(%)HTZ) < Ol i,
=1

No caso linear m = 1, ambas as classes recuperam o ideal dos operadores p-somantes,
isto é,

Psp('E; F) = Pyp('E; F) = 1L,(E; F).

E conhecido que as classes P,,s, dos polinomios multiplo p-somantes e P;, dos po-
linomios p-dominados sao ideais de polinomios. Para estudar a sobrejetividade desses
ideais de polinémios, precisamos definir o ideal de polinomios P?, de algumas proprie-
dades importantes dos operadores absolutamente p-somantes e também de alguns outros
resultados relacionados.

Definigao 4.2.13. Um polinomio P € P(™E; F) pertence a P?(™E; F) se admite uma

fatoracao a direita através de um espaco de Hilbert no sentido que existem um espaco de

Hilbert H, um operador u € L(F; H) e um polinomio ) € P(™H; F') tais que P = Q ou.
E conhecido que a classe de polindmios P? é um ideal de polindmios.

Proposigao 4.2.14. (a) Se 1 <p < g < oo, entdo 11, C 11,.

(b) (Forma fraca do Teorema de Dvoretsky-Rogers) Sejam E um espag¢o de Banach de
dimensao infinita e 1 < p < co. Entao o operador identidade id: E — E ndo €
absolutamente p-somante.
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(¢) (Teorema de Grothendieck) Sejam I' um conjunto ndo vazio e H um espago de
Hilbert. Entao todo operador w € L(1(I"); H) € absolutamente 1-somante.

Demonstragao. Para o item (a) veja [17, Theorem 2.8], para o item (b) veja [17, Theorem
2.18] e o item (c) segue de [16, 23.10). O

Proposicao 4.2.15. [9, 40] Sejam 1 <p < oo e P € P("E; F). Entao P ¢é p-dominado
se, e somente se, exvistem um espaco de Banach G, um operador u € 1I,(E;G) e um
polinémio QQ € P(™G; F) tais que P = Q o u.

Proposicao 4.2.16. Py, C Py, para todo 1 < p < oo.
Demonstra¢ao. A demonstracao segue de [32, Theorem 3.10]. O

Observacgao 4.2.17. Sejam Q e R ideais de polinomios. Segue imediatamente da de-
finicao da envoltéria sobrejetiva que se

Q" (I'); F) = R(™(T); F)

para qualquer m € N, qualquer conjunto nao vazio I' e qualquer espaco de Banach F,
entao

qur — RSUI‘

Finalmente, veremos no teorema a seguir resultados sobre a sobrejetividade dos ideais
de polinomios Pgyp € Prs p-

Teorema 4.2.18. (a) Paratodosp > 1 em € N, os ideais de polinémios m-homogéneos
(Pap)m € (Pmsp)m nao sao sobrejetivos.

(0) (Pap)™ = (P*)™ para todo 1 < p < 2. Em particular, (Pap)™™ = (Pag)™ para
todos 1 < p,q < 2.

(¢) (Pinsp)®™ = (Pms,q)™ para todos 1 < p,q < 2.

Demonstracao. (a) Sejam p > 1, m € N e H um espaco de Hilbert de dimensao infinita.
Para a demonstracao deste item provaremos que

(Pap)™ ("H; H) & Pap("H; H) € (Pinsp)™ ("H; H) & Prsp("H; H).

Para isso, dado um funcional linear continuo nao nulo ¢: H — K, consideremos o
operador:
P:H — H, P(x) = (o(z))™ 'x.

Sabemos do Exemplo 1.2.23 que P é um polinomio m-homogéneo continuo. Como o
operador identidade id: H — H nao ¢é absolutamente p-somante (Proposigao 4.2.14(b)),
segue de [14, Example 1.14] e [14, Lemma 1.4] que P nao é p-dominado. E segue de [14,
Example 1.13] e [14, Lemma 1.4] que P nao é multiplo p-somante.

Finalmente, provemos que P € (Py,)™ ("H;H) e P € (Pps,p)™ ("H; H). Pelo Te-
orema de Grothendieck (Proposicao 4.2.14(c)) e pela Proposicao 4.2.14(a), temos que o
operador Qg : ¢1(By) — H é absolutamente p-somante. Segue da Proposi¢ao 4.2.15 que
P o Qg é um polindomio p-dominado e segue da Proposicao 4.2.16 que P o QQy é também
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multiplo p-somante. Assim, P € (Py,)s"("H; H) e P € (Pps,)S(™H; H), provando que
(Pap)m € (Pmsp)m nao sao sobrejetivos.

(b) Sejam 1 < p,q < 2. Dados m € N, T um conjunto nao vazio e F' um espaco de Banach,
segue de [25, Theorem 16] que

Pap("(L); F) = Pag("li(T); F).

Da Observagao 4.2.17 decorre que (Py,)"™ = (Pag)™.

Agora ¢é suficiente provar que (Py2)™" = (P?)*". Dado P € (P?*)*™(™E;F), o po-
linomio P o (Qp admite fatoracao a direita através de um espaco de Hilbert, isto é,
PoQp = Qou, para algum espaco de Hilbert, algum operador u € L(¢;(Bg); H) e algum
polinomio ) € P(™H; F'). Segue do Teorema de Grothendieck (Proposicao 4.2.14(c)) que
u é absolutamente 1-somante, e dai segue da Proposicao 4.2.14(a) que u é também abso-
lutamente 2-somante. Pela Proposicao 4.2.15 sabemos que Po Qg = () ou é 2-dominado,
provando que P € (Py2)* (™E; F).

Reciprocamente, dado P € (Py2)*" (™E; F'), temos que PoQ g é 2-dominado. Segue da
Proposigao 4.2.15 que existem um espago de Banach G, um operador u € Ily(¢1(Bg); G) e
um polinomio @ € P("G; F) tais que PoQpr = Qou. Como todo operador absolutamente
2-somante se fatora por um espaco de Hilbert (veja [17, Corollary 2.16]), existem um
espago de Hilbert H e operadores uy € L(¢1(Bg); H) e us € L(H; Q) tais que u = ug o uy.
Logo, a fatoragao

PoQp=(Qouy)ou
prova que P o Qg € P*(™(,(Bg); F), isto é, P € (P*)*"(™E; F).

(¢) Sejam 1 < p,q < 2. Dados m € N, I' um conjunto nao vazio e F' um espaco de Banach,
segue de [8, Theorem 4.6] que

Prsp(" (1) F) = Prns (" 01(T); F).

Da Observacao 4.2.17 decorre que (Ppsp)™ = (Prns,q)™- O

4.3 Propriedades de levantamento para polinémios

Nosso objetivo nesta secao é provar duas propriedades de levantamento para polinomios
(Teorema 4.3.7 e Teorema 4.3.9), os quais nos ajudarao a descrever a envoltéria sobrejetiva
de um ideal de composicao, e também a estabelecer caracterizagoes de ideais sobrejetivos
de composicao na Secao 4.4. Para isso precisaremos de alguns resultados preparatorios.
Nesta secao também daremos uma descricao das aplicagoes m-lineares continuas de
01(Ty) x -+ x £4(I'y,) a valores em um espago de Banach (Proposigao 4.3.5 e Coroldrio
4.3.6), onde I'y, ..., I',,, denotardo daqui em diante conjuntos nao vazios quaisquer.

Lema 4.3.1. Sejam = (\)ier, € y = (7j)jer, conjuntos indexados de niumeros nao
negativos tais que x € (1(I'1) ey € £1(I'2). Entao

S (5 (50)

(4,7)€l1 xTg i€l j€r's
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Demonstracao. Provemos primeiro que
5 o= (0] () (10
(i,j)€[1><12 i€l JEI2

para quaisquer I; subconjunto finito de I'y e Iy subconjunto finito de I'y. Para isso sejam
I, = {iy,...,i,} um subconjunto finito de I'; e Iy = {j1,...,jx} um subconjunto finito
de I';. Consideremos a seguinte ordenacao de I; x I:

]1 X _[2 = {(il,jl), e (i17jk)7 e (in,jl), ey (Zna]k:)}
Logo,

DoAY = A At AT AL
(i,j)Elefg

= i oot X)) - ()

() ()

Para o caso geral, sejam A = > \; ey = ) 7;. Segue da Proposicdo 2.2.3 que
i€l jels

A = sup {Z NIy é ﬁnito} e 7y =sup {nyj Iy Ty é ﬁnito}. (4.11)

i€l jel>

Provaremos que

)\’7 = Sup Z )\Z’y] I C Fl X FQ ¢ finito , . (412)
(i,9)€l
Com efeito, seja I = {(i1,71), - -, (i, i)} um subconjunto finito de I'; x I'y. Consideremos

os conjuntos finitos Iy = {iy,..., 54} CTyely ={j1,...,5} CTe. Logo I C I} x Iy e
consequentemente

IR P (ZAZ») - (Z%) e

(i,9)el (i,5)€l xI2 i€l JEI2

onde (x) vale devido a que A\;y; > 0 para todos i € I'y e j € I's. Isso prova que

sup Z Aivj I CT'y x Iy é finito p < Ay. (4.13)
(i,9)el

Por outro lado, seja € > 0. Segue das igualdades em (4.11) que existem conjuntos finitos
I, CcI'y ely C Ty tais que

)\—€<Z)\i:251 67—€<Z’YJ’:ISQ (414)

S JjeEl2
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Consideremos o conjunto finito I = I; x Iy C I'y x I's. Logo

4.10
Ay — Z i) (:))\7—51522)\7—5152—517‘1‘517
(3,5)€l1 X I2
(4.14) (4.11)
=A=S)7+S1(7y—=952) < ve+Se < ye+de=(y+ Ne.
Logo
M= (y+Ae < Z iy < sup Z Aiv; o I C Ty x T’y é finito

(1,5)€l1 x 12 (i,9)€l

Fazendo ¢ — 07, temos

Ay < sup Z Aivj o I CT'y x I'y é finito
(3,5)€l

A igualdade (4.12) segue da desigualdade (4.13) e da desigualdade acima e, portanto, o

resultado segue da Proposicao 2.2.3. O]
Corolério 4.3.2. Sejam m > 2 e x1 = (A\)iery, - - > Tm = (A™)ier,, conjuntos indexados
de nimeros nao negativos tais que x1 € {1(I'1),...,zm € £1(Ty,). Entao

> A;---A?zf(ZA;)---(Z Am>

(ilz"~7im)€F1><"‘><Fm 7;161—‘1 imeFm
Demonstracao. Provaremos o resultado por indugao. O caso m = 2 ja foi provado
no Lema 4.3.1. Suponhamos que o corolario seja valido para m > 2 e provemos que
também é valido para m + 1. Para isso sejam I'y,...,[',, 11 conjuntos nao vazios e r; =
(ADierys s Tmi1 = A" ier,.,., conjuntos indexados de niimeros nio negativos tais que
— 1 _ m+1
xr, € él(Fl),...,me < fl(FmH). Chamemos )\1 = Z )\i7 ey )‘m-i-l = Z )\z (§]
i€y 1€ 41
' =T x--- xTIT,,. Segue da hipdtese indutiva que a familia indexada de nimeros nao

negativos (A}, -+ A" )(iy,...im)er pertence a (1(T') e

DA A =M A (4.15)

(ilv---vim)er

Como 41 € {1(I'ns1), segue do Lema 4.3.1 que

)DRNCTRNERVARYAE D DEERUEILPH B WD DR i

((ilv--wim)yim-‘—l)erer+1 (i1,...,im)€l“ tm+1€0Nm4+1

L A A
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Usando a funcgao bijetiva:

Ty x - xTp) x Ty +— Ty xeox Ty X Thg,
((il,...,im)7im+1) <— (’il,...,im,im+1)

podemos garantir que também vale

1 m+1 __
E )\il...)\im+1_)\1...)\m+1’

(ilz-“vi'm+1)erl ><'“><F'm+1

provando que o enunciado é valido para m + 1. O

Definicao 4.3.3. Sejam m > 2 e F um espaco normado. Dizemos que a soma iterada da
familia indexada (xil,...,im)(il,...,im)er‘lx...xpm de elementos de E, denotada por

E E .« .. E $i17...7im e Ou E ... E xil,...,im7

1€l i2€l's im€lm 1€l im€lm

converge a © € F (ou que é igual a x) se:

(1) Para todos i1 € I'y,... 4,1 € I';,—1 fixos, a soma nao ordenada > @y . i
im€lm
converge a um elemento y;, ;€ E.
(2) Asoma > | > --- > Yiyeiny | -+ | converge a .
i1€F1 7:261—‘2 im71€Fm71

A definicao por indugao esta completa pois no caso m = 1 temos as somas nao orde-
nadas usuais com as quais temos trabalhado até aqui. Em particular, para m = 2 temos

que a soma iterada ( > xil,h) converge a um elemento x € F se
1€’ \i2€l’2

(1) Para todo i; € I'1, a soma nao ordenada »_ x;, ;, converge a um elemento y;, € E.

io€ls
(2) Z Yip = 2.
1€l
Lema 4.3.4. Sejam Ei,...,E, e I espacos normados, A: E; X --- X E,, — F uma
aplicacio m-linear e continua, (z})icr,, .- ., (¥™)ier,, conjuntos indexados de elementos de
Ei, ..., E, respectivamente e 11 € By, ..., T € By, Sexy = > x), oo, Ty = >, Tl
€l 1€l
entao
1 1
A E Ty E rit | = g g Az, ..., 2" ),

1€’ imELm 1€ im€ELMm

1sto é, A(xl,...,xm): Z Z A(:L.lll”len)

1€l im€lm
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Demonstracao. Provaremos por inducao. O caso m = 1 ja foi provado no Lema 2.2.24.
Suponhamos que o enunciado vale para m > 1 fixo e provemos que também vale para m+1.
Com efeito, sejam I'y, ..., I',,,1 conjuntos nao vazios, Fy, ..., F,, 1 e F espagos normados,
A: Eyx---xE,41 — Fumaaplicagao (m+1)-linear e continua, (z})icr,, . . ., (@7 ier,.
conjuntos indexados de elementos de E, ..., E,, 1 respectivamente e x1 € Fy,... 211 €

B taisquezy = > ok, . 2 = >, 2"t Provaremos que
i€l i€lmi1

o 1 m—+1
A(xl,...,xm+1)— § : § : A('ril""’ximﬂ)‘
1€l Imt1€0m1

Dados i1 € I'y, ..., 4, € I',,, considerando o operador linear continuo

u: Eppn — F, u(y) = A(x%l,...,x?fn,y),

temos
1 m _ _ m+1
Az, x Tpgr) = UW(Tma1) = u E T
z"m«l»lel—"m«&»l
(*) m—+1 1 m m—+1
= E u(xyh) = E Az, x  al),
Tm+1 GFm+1 41 GFm+1

onde () segue do Lema 2.2.24. Resta provar que
Z e Z A(wgl, e T Tmy1) = AT, Tg).
1€l tm€l'm

Considerando a aplicacao m-linear continua

B: El x"'XEm—>F7 B(y1>"'aym):A(yla"'aymamerl)a

temos
A(xy, oo Ty Tipr) = Blxy, ... 2)
©) Z Z B(z},...,al")
1€l im€lm
= Z e Z A(l"}lv s 7x§?naxm+1)a
i1€l'y im€lm
onde (*) segue da hipétese de indugao. O
Proposicao 4.3.5. Sejam F um espaco de Banach e (Yi,... i, )(ir,..im)el1 x oo x Tl UMG
familia indexada de elementos de F tal que s =  sup  ||yiy.. 4] < 00.
(31,-..,8m )ET

(a) Definamos A: £1(Ty) x - -+ x £4(T,,,) — F da sequinte forma: para 1 = (\})ier, €
él <F1)7 sy Iy = (A;n%el“m S gl (Fm)f

Az, ... am) = > AN A i

(il,‘..,im)eFl XX

Entdao A esta bem definida no sentido de que a soma nao ordenada acima € conver-
gente em F. Além disso, A é m—linear, continua e ||A|| < s.
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(b) Para todos t1 = (A\})ier, € (1(T1), ..., T = (A)ier,, € 1(Th),

Z A A Y = Z Z ANy

(il,...,im)ErleXFm 1€l im€lm

Demonstragdo. (a) Para verificar que A estd bem definida, tomemos z; = (A)ier, €

G(Ty), ooy m = (A)ier,, € 6i(I'n). Vejamos que a soma nao ordenada que define
A(xy,...,z,) é absolutamente convergente:
2 N Al = 3 Gl gl
(’i1,...,im)€r (il,...,im)EF
()
S D ARV
(il,...,im)EF
() m
=R SENARYY
(il,...,im)EF
(k) m
SR 0 SY) PR ) YRR
1€l imE€LNm

onde () segue do Corolario 4.3.2, (x*) segue do Lema 2.2.8 e (x) segue do Lema 2.2.9.
Da Proposicao 2.2.25 decorre que a soma nao ordenada A(zy,...,z,,) é convergente em
F, provando que A esta bem definida. Segue também da Proposicao 2.2.25 que

[AG@y, - zm) | < s -l - - llzm]] (4.16)

Provemos que A é m-linear. Sejam j =1,...,m, x1 = (\)ier, € L4(T1),...,2; = (A{)iepj
e ZL’; = ('7i>z'EFj - fl(Fj), ey Ty = ()\;n)iel“m - él(Fm) e a € K. Entao

Alxy, .. 0z + 2, o) = Z PHEEE (oz)\fj +%i,) AL Y

(’il,...,im)er
= Z (- AL )\gj N s AL A Y
(il,...,im)EF
(i) 1 j m 1 m
=~ o Z S D ViR Z ALy Ay
(il,.A.,im)GF (il,...,im)er
= aA(xy, . xg, ) F AT, T ),

onde (%) segue do Lema 2.2.8. Agora, da desigualdade (4.16) segue que A é continua e
JA]l < s.

(b) Consideremos a aplicacao m-linear continua A: ¢{(I'y) x --- x £1([;,) — F do item
(a). Vejamos que

A€y s€0) = Yiroojms (4.17)
para todos j; € I'1,...,Jn € I',,. Com efeito, dados j; € I'y,..., 5 € @', escrevamos
ej, = (M ierys - € = (A" )i er,,. De

)\1>\m: 1 S€ 1 =J15- -5 tm = Jm;
" tm 0 caso contrario,
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segue que
A(ejl’ e 76jm) - E : )\il e )\imyi17---7i7n - y]lv"'v]"L'

(7;17~~-7i'rn)eF

provando assim a equagao (4.17). Por outro lado, sejam z; = (\})ier, € El( 1) - =

(A™)ier,, € 01(T,,). Pelo Lema 2.2.23 temos z; = Y. Al ity oo Ty Z )\m " i
1€l im€lm
portanto
> N N i = Az, ) = A <Z Menn Y )\Z;el-m>
(%1,..vsim )ET 1€l im€lm

OS5 Y AR e, )

7;lel—‘l imerm

— Z Z /\111~~~)\;nnA(6i1,...,€7;m)

Z.161—‘1 imEFm

=D D N Nl

1€l im€lm

onde (%) segue do Lema 4.3.4. O

Corolario 4.3.6. Sejam F um espaco de Banach e A: £1(I'y) x -+ x £1(T',,) — F uma
aplicacao m-linear e continua. Entao

Az, ... o) = Z AL AT Ay, €d),

(il,...,im)€F1X~~><Fm
para todos t1 = (A} )ier, € (1(T1), ..., Ty = (AN)ier,, € £1(Th)-

Demonstracao. Denotemos o conjunto I'y x --- x I',, por I'" e consideremos a familia
indexada (A(e;,,- -, €i,))a,..im)er de elementos de F. Note que

[ACeirs - e ) < Al flea |- lles, | = [[Al,

para todo (iy,...,i,) € . Logo

A A Al en) 23T ST AL A Al )

(i17...,im)€l—‘1><-~~><rm 1€ im€lm

Z Z AN iy N ein)

Zlerl im€lm

o 4 (Z e 3 A elm>
1€l tm€lm
= A(x1,...,Tm),
onde (%) segue do item (b) da Proposi¢ao 4.3.5 e (xx) segue do Lema 4.3.4. O
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Chegamos agora as propriedades de levantamento métrico para polinomios. Lembre-se
que I'(A) denota a envoltéria absolutamente convexa de um subconjunto A de um espago
vetorial (Defini¢ao 1.1.24). Denotaremos também

M ={)z:x € A},

onde A € K. A partir de agora, I' denotard um conjunto nao vazio qualquer. Acreditamos
nao haver ambiguidade nas notagoes ¢1(I"), onde I" é um conjunto qualquer, e I'(A), onde
A é um subconjunto de um espaco vetorial.

Teorema 4.3.7. Sejam P: (1(I') — G um polinémio m-homogéneo continuo e u: F —
G um operador linear continuo tais que P(By ry) C w(Br). Entdo existe um polinomio

m-homogéneo continuo P: {1(I') —s F tal que P =wuo P ¢ ||P|| < .

G

Demonstragio. Consideremos a aplicacao m-linear, continua e simétrica P: ¢,(I)™ — F
associada a P. Sejam iy, ..., i, € ['. Segue da Férmula de Polarizac¢ao (Proposigao 1.2.11)
que

. 1

Pleiy, o) =~ > b 0nP(res, + o+ O,

015, 0m€{—1,1}
mm

86, 1
_ § A% p Z(5e 4. ).
m! 2m (m(élell L 5m€lm>)

51,...,5m€{—1,1}
Como
[01€5, + -+ Omes, || < lex ]|+ + [le, [ =m
para todos dy,...,6, € {—1,1}, segue que P (#((5161'1 +- 4 5m€¢m)) € P(By,r)). Por

outro lado, como

516,

m

2.

61:~-~75m€{7171}

1
= Z 2_m:1,

517"-767716{7171}

m

DT (P(Bey(ry)). Além disso,

m!

T (P(Be,ry)) C T (u(Br)) = u(Br),

segue da Proposicio 1.1.25 que P(e;,, ..., e, ) €

onde a inclusao segue da Proposicao 1.1.26 e a igualdade segue da Proposicao 1.1.23.

Consequentemente, P(e;,,...,e; ) € %U(BF), isto é, existe y;,.. ., € Bp tal que
~ mm
Peiy, .. 6,) = Wu(yzlzm) (4.18)
Como
m™m mm
H | yih yim S _l
m! m!




para todos iy, ...,4,, € I', segue da Proposicao 4.3.5 que a aplicagao A: (;(I')" — F
dada por

m
A(xla"'axm): Z A%I"'/\zl‘myil ..... im
(91,yeeeyim )EDT™ ’
onde 11 = (M)ier, -+, Tm = (A™)ier em £1(T'1), estd bem definida, é m—linear e continua
m mm
[A[ < sup ity || S (4.19)
(i1,0nybm ) EL™ : m.

Definamos P = A € P(™¢,('); F) e provemos que ||[P|| < % ¢ P = wo P. Por um lado,

m!
[Pl = 1Al < [[All < —,
m!
onde (%) segue da Proposigao 1.2.15. Por outro lado, para todo = = (\;);er, € 41(I),

(uo P)(z) = u(A(z)) = u(A(z, ..., z))

) m
- Z )\m"'/\z‘m'mu(yn ..... im)

onde (x) segue do Lema 2.2.24 e (xx) segue do Coroldrio 4.3.6. Isso prova que u o P =
P. O

Podemos agora provar uma versao polinomial do Teorema 2.2.26.

Corolario 4.3.8. Sejam P: (1(I') — G um polinémio m-homogéneo continuo, s: F —

G uma sobrejegao métrica e € > 0. Entao existe um polinomio m-homogéneo continuo
P:0;(I') — F tal que P=so P e

~ mm
1P < (1+2) 2P,



Demonstracao. Se P = 0 consideramos P=0c¢as propriedades acima sao satisfeitas.
Suponhamos agora que P # 0 e consideremos o operador linear continuo ||P||(1+¢) - s.
Logo

P(Buyr)) C |P||Ba C [IP||(1 +¢) - Be
DYPII(1+e) - s(Br) < (IP](1+2) - 5)(Br),

onde () segue da Proposicao 2.2.13. Aplicando o Teorema 4.3.7 para o operador || P||(1+
g) - 8, existe um polinomio m-homogéneo continuo @: ¢1(I') — F tal que

P=(IPI0+e)-5)0Q o <™ (1.20)

Definindo P = ||P||(1+¢) - Q, ¢ claro que P: £,(I') — F ¢ um polinémio m-homogéneo
continuo. Devemos provar que P = so P e ||P| < (1 +¢)™||P||. Por um lado,

(4.20) ~ (%) ~ -
P2 (IP(1+2)-5)o Q@ L so(IP|(1+¢)-G) = s0 P,
onde (x) segue da linearidade de s. Por outro lado,

~ ~ (4.20) mm
IPI= 1PN +e) QI < PN +e)- — .

]

Teorema 4.3.9. Sejam P: (1(I') — G e Q: F — G dois polindmios m-homogéneos
continuos tais que existe uma familia indexada (y;)ier de elementos de B com Ple;,, ..., e;, )
= Qyi,, .-, yi,) para todos iy, ... i, € . Entio existe um operador linear continuo
up: (1(I') — F tal que |lup|| <1 e P =Qoup.

Demonstragao. Segue do item (a) da Proposicao 4.3.5 que

up: (1(T) — F , up(x) = Z&yu

i€l
onde x = (\;)ier € ¢1(I"), é um operador linear continuo bem definido e

lupl] < sup [ly:[| < 1.
i€l
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Provemos finalmente que P = @ o up. Para x = (\);er € £1(D),

(Qoup)(z) = Q(up(z)) = Q(Up(ﬁ)a ., up(w))

- Q (Z /\i1yi1a S Z )‘imyim)

1€l im €l

Z Z )\11 : )\zmQ Yirs - - 7yim>

1€l im €l

' Z ZAH i pe“,..-,eim)

1€l im €D

; 2 <Z)\“€Zl,..., Z)\imeim> :]5(33’735):]3(95),

i€l im €D

onde (x) segue do Lema 4.3.4 e (xx) segue da hipdtese. O

4.4 Polinémios 7-limitados e ideais de composicao

Nesta secao final da dissertacao estudaremos generalizagoes de uma condi¢ao que carac-
teriza os ideais sobrejetivos de operadores lineares. Em seguida provaremos que essas
generalizagoes caracterizam os ideais sobrejetivos de composicao. Estudaremos também
os chamados polinomios I-limitados, os quais serao lteis para descrever a envoltéria so-
brejetiva de um ideal de composicao. Finalmente daremos aplicagoes dessa descrigao.

Lembre-se que Z%"" denota a envoltéria sobrejetiva de um ideal de operadores Z (Ob-
servagao 4.2.6). Os ideais sobrejetivos de operadores sao caracterizados pela propriedade
a seguir.

Proposicao 4.4.1. [43, pag. 13] Um ideal de operadores I é sobrejetivo se, e somente se,
para todos operadores uw € L(E; F) ev € Z(G; F) tais que

uw(Bg) C v(Bg),
tem-se u € Z(E; F).

O resultado a seguir é também bem conhecido e pode ser provado usando a Proposicao
4.4.1.

Corolario 4.4.2. Seja Z um ideal de operadores e uw € L(E; F). Entio u € T (E; F)
se, e somente se, u(Bg) C v(Bg) para algum espa¢o de Banach G e algum operador
veZ(G;F).

Demonstragao. Suponhamos que u € Z°(F; F'). Entao uo Qg € Z(¢1(Bg); F) e segue
do Corolario 2.2.29 que
u(Bg) = (uo Qp)(Be(sy))-
Isso prova a primeira implicacao.
Reciprocamente, suponhamos que u(Bg) C v(Bg) para algum espago de Banach G e
algum operador v € Z(G; F'). Como Z C Z°" entao v € 7 (G; F'). Como Z°" é um ideal
sobrejetivo de operadores, segue da Proposigao 4.4.1 que u € 5" (E; F). O
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O melhor analogo polinomial da Proposicao 4.4.1 que conhecemos é o seguinte resul-
tado.

Proposigao 4.4.3. Seja Q um ideal de polinomios. Consideremos as sequintes condigoes:
(1) Q ¢€ sobrejetivo.

(2) Dados polinomios P € P("E;F) e R € Q("G; I), se para cada x € Bp euiste
2y € Bg tal que P(xq,...,xy) = R(z4y, ..., 2z, ) Dara todos xy, ..., x, € Bg, entdo
PeQ(ME;F).

(2") Dados polinomios P € P("E; F) e R € Q(™G; F) tais que P(Bg) C R(Bg), entao
P e Q("E;F).

(3) Dados um polinémio P € P(™E; F) e um operador u € Q(*G; F) tais que P(Bg) C
u(Bg), entao P € Q(™E; F).

Entao (1) = (2) e (2) = (1), em particular (2') = (2). Se Q1 0P C Q entdo
(1) = (3).

Demonstracao. (1) = (2) Suponhamos que Q seja sobrejetivo e sejam P € P("E; F)
e R € Q(™G; F) tais que para cada © € Bp existe z, € Bg tal que P(xy,...,2,) =
R(%4,,. .., %,,) para todos zy,...,x,, € Bg. Sabemos da Proposi¢ao 1.2.27(a) que (P o
Qr)" =Po(Qg,...,QE). Logo,

(PoQg)(eqy,... 6x,)=P(Qr(es,), ..., Qr(es,))
p

([L’l,...,xm) = R(Zm""?me)

para todos x1, ..., ,, € Bg (para a definicao de e,, veja o pardgrafo que antecede o Lema
2.2.23). Aplicando o Teorema 4.3.9 para ' = B(FE), existe um operador linear continuo
u: {1(Bg) — G tal que Po Qg = Rou.

gl(BE)ﬂELF

G

Como R € Q(™G; F), segue da propriedade de ideal de Q que P o Qg € Q(™¢1(Bg); F).
Da sobrejetividade de Q concluimos que P € Q(™E; F).

(2") = (1) Suponhamos (2') e provemos que Q é sobrejetivo usando o Corolario 4.2.4(1).
Para isso seja P € P(™E;F) tal que Po Qg € Q("¢(Bg); F). Logo, P(Bg) = (P o
QE)(Be,(Bg)) (Corolario 2.2.29), donde segue, por hipétese, que P € Q("E; F).

(1) = (3) Suponhamos que Q seja sobrejetivo e que Q1 o P C Q. Devemos provar (3).
Sejam P € P("E; F) e u € Q('G; F) tais que P(Bg) C u(Bg). Logo,

(P o Qg)(Busr) = P(Br) C u(Bg),
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onde a igualdade segue do Corolario 2.2.29. Segue do Teorema 4.3.7 que existe um po-
linémio m-homogéneo continuo R: ¢;(Bg) — G tal que P o Qg = uo R. Combinando
isso com a hipotese, temos

PoQp=uoR€ (Qi0P) ("™ (Bg);F) C Q("l1(Bg); F).
Segue da sobrejetividade de Q que P € Q(™E; F). H

Nao ¢é conhecido se as condicoes da Proposicao 4.4.3 sao equivalentes para qualquer
ideal de polinomios. Porém, essas condigoes sao equivalentes para o caso particular dos
ideais de composicao. Provaremos isso na Proposicao 4.4.13

Passamos agora a estudar os conjuntos Z-limitados. Este conceito foi introduzido por
Stephani em [43].

Definicao 4.4.4. Sejam Z um ideal de operadores e F' um espaco de Banach. Dizemos
que um subconjunto A de F' é Z-limitado se A C u(Bpg) para algum espago de Banach E
e algum operador u € Z(F; F'). Denotamos por Cz(F') a colecao de todos os subconjuntos
Z-limitados de F'.

Note que conjuntos Z-limitados sao limitados.
O resultado a seguir ja anuncia a estreita relacao de conjuntos Z-limitados com a
envoltoria sobrejetiva, e portanto com ideais sobrejetivos.

Proposicao 4.4.5. Sejam Z um ideal de operadores e F' um espaco de Banach. Entao
CI(F) — CISur(F).

Demonstracao. Suponhamos que A € Crz(F). Por definicao temos A C u(Bg) para
algum espaco de Banach F e algum operador u € Z(E; F). Como Z C Z°" segue que
u € I (E; F). Isto prova que A é também Z5"-limitado, isto é, A € Cr=ur (F).

Reciprocamente, suponhamos A € Czsur(F'). Por definigdo temos A C v(Bg) para
algum espaco de Banach G e algum operador v € Z%%(G; F'). Logo, voQg € Z(¢1(Bg); F)
e

(voQa)( B (By) = v(Qa(Br(By))) = v(Ba) D A,

onde a segunda igualdade segue do Corolario 2.2.29. Isso prova que A é um conjunto
Z-limitado, isto é, A € Cz(F). O

A seguir estudaremos os polinomios Z-limitados, que foram introduzidos por Aron e
Rueda [2]. A definigdo de polindémio Z-limitado é uma generalizacao da condi¢ao que
aparece no Corolario 4.4.2.

Definigao 4.4.6. (a) Seja Z um ideal de operadores. Dizemos que um polinémio P €
P(ME; F) é I-limitado se P(Bg) € Cz(F), isto é, P(Bg) C u(Bg) para algum
espago de Banach G e algum operador u € Z(G; F'). Denotamos por Pz(™E; F) o
conjunto de todos os polinomios m-homogéneos Z-limitados de £ em F'. No caso
m = 1, denotaremos Lz(E; F) = Pr(*E; F).

(b) Seja (Z,|| - ||lz) um ideal normado de operadores. Definimos a fungao || - ||p,:
Pr("E; F) — [0, 4+00) por

| P|lp, = inf{||lul|z : w € Z(G; F') e P(Bg) C u(Bg)}.
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Observacao 4.4.7. Notar que do Corolario 4.4.2 temos

L1 =T".
Proposigao 4.4.8. Seja (Z, || - ||z) um ideal normado de operadores. Entdo (Pz, || - |»;)
¢ um tdeal normado de polinomios.
Demonstracao. Veja [2, Proposition 3.3]. O]
Proposigao 4.4.9. Seja (Z, || - ||z) um ideal normado de operadores. Entio
Pr=Pru e || [lp; = g

Demonstracao. A primeira afirmagao segue da Proposicao 4.4.5. Provemos a segunda
afirmacao. Seja P € Pz("E;F) = Prsu(™FE; F) fixo. Dado um operador u € Z(G; F)
com P(Bg) C u(Bg), temos que u € I (G; F'). Logo,

P[P < [lu

o = |luo Qpllz < lullz - Qe = |lullz,

onde a primeira desigualdade segue da definicao de || - ||pn - Segue da arbitrariedade do
operador u em Z com P(Bg) C u(Bg) que

[Pl < (1Pl

Provemos a desigualdade inversa. Dado um operador v € Z°""(H; F') com P(Bg) C
v(Bpy), temos vo Qy € Z("l1(By); F) e

(vo Qu)(Bunsy) = v(Bu) > P(Bg),

onde a igualdade segue do Corolario 2.2.29. Logo,

|Pllp, < lveoQullz=|lv

Isur,

onde a desigualdade segue da defini¢ao de || - ||p,. Segue da arbitrariedade do operador v
em 7°" com P(Bg) C v(Bg) que

||P||PI S ||P||7Dzsur'
[

Nosso préximo objetivo é provar que Pz = %" o P = (Z o P)*"". Para isso precisamos
do seguinte lema.

Lema 4.4.10. Sejam (Z, ||-||z) e (T, |- |l7) ideais normados de operadores tais que J C T
ell-llz < |-llg- Se(Z, | -llz) ou (T, - |lz) € sobrejetivo, entio (J o P)™ CLZoP e
H ’ HIOP S H ‘ ||(jo’P)sur.
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Demonstracao. Seja P € (J o P)*™(™E; F). Por definigdo temos P o Qp € (J o
P) (™41 (Bg); F). Segue da Proposicio 1.5.16 que (P o Qp)rs € J(®.. ¢1(Bg); F). Por

outro lado, consideremos o operador linear continuo

-~m,S

@™ Qp: @, 6 (Bg) — ®,°F

tal que (®™°Qp)(®™y) = "QE(y) para todo y € ¢1(Bg), cuja existéncia é garantida
pelo Corolério 1.3.10. Pela Proposicao 1.3.11 temos

(PoQg)rs=Prso @™ Qg.

0By ~p— T

Jm’sl (PoQp)1, {PL’S
~m,s ~m,s
O, 6(Br) —mg— %, B

Como Qg é uma sobrejecao métrica, segue da Proposicao 2.2.30 que ®™*Q g é também
uma sobrejecao métrica.

Fagamos primeiramente o caso em que (7, ||-||7) é sobrejetivo. Como P ;0 ®@™*Qp =
(PoQpg)Ls pertence a J e @™°Qp é uma sobrejecdo métrica, segue da sobrejetividade
de J que

P, € J(@F,F)CI(®E; F).

Pela Proposi¢ao 1.5.16 temos P € Z o P(™E; F'). Além disso,

(%) (%%) m.s
|Pllzop = |Prsllz < |Prslly = |Prso®@™°Qelly =||[(PoQr)Lsls

)
= [|1P o Qellgor = [I1Pllgopyeee,
onde (%) segue da Proposigao 1.5.19(¢c) e (xx) segue da sobrejetividade de (7, || - ||7) e do

fato de ®"™ Q) ser uma sobrejecao métrica.
Suponhamos agora que (Z, || - ||z) seja sobrejetivo. De

PLso®@™Qp=(PoQg)Ls € j(@)ﬂms’sgl(BE); F)c I(@)Z’S&(BE); F)

e da sobrejetividade de Z segue que Pp s € Z(@Z’SE; F). Novamente, pela Proposi¢ao
1.5.16, concluimos que P € Z o P("E; F). Além disso,

(%) (%%)

|Pllzop = [|Prsllz = |Prs o @™ Qgllz = [|[(PoQr)rsllz < |(PoQr)rslla
(%)

= ||P o Qgllgor = || Pll(gop)sr,

onde (x) segue da Proposigao 1.5.19(c) e (xx) segue da sobrejetividade de (Z, || - ||z) e do
fato de ®"™*Q g ser uma sobrejecao métrica. n

Chegamos agora ao resultado mais importante desta secao: a descricao da envoltoria
sobrejetiva de um ideal de composigao, o qual é a versao analoga do Teorema 3.4.1.
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Teorema 4.4.11. Seja (Z, || - ||z) um ideal normado de operadores. Entdo
Pr=T"0oP = (ZoP)™. (4.21)

Em particular, o ideal de polinomios Pz € sobrejetivo. Além disso,

mm
1Pl < |Pllzwer < [1Pllayor < 2o [Pl
para todo P € Pr(™E; F). Em particular, as normas || - ||p;, || - ||zserop € || - || zopysr sGO
equivalentes.

Demonstracao. Para as duas igualdades da equagao (4.21), provaremos as inclusoes
IP"oP CPr, (ZoP)"" CIT"oP e PrC (ZoP)™.

Para a primeira inclusdo, seja P € (Z°" o P)(™E; F). Por definicao, P = u o Q
para algum espaco de Banach G, algum polinomio Q € P(™E;G) e algum operador
u € % (G; F). Logo ||Ql|lu € 5" (G F) e

P(Bg) = uw(Q(Bg)) C u([|Ql|Bs) = ([|Q[lu)(Be)-
Portanto, P € Prw("E; F) = Pr(™E; F) (Proposigao 4.4.9) e
1Pllp; = 1Pllpp < (1QNu)llzee = QI - [Ju

onde a primeira igualdade segue também da Proposi¢ao 4.4.9. Para a definicao da norma
de um ideal de composicao, veja a Defini¢ao 1.5.18. Segue da arbitrariedade da fatoragao
P =wuo(@ com u em Z° que

sur ,

1Pllp, < 1P

Quanto a segunda inclusao, como Z C Z°" e 7I°" é sobrejetivo, do Lemma 4.4.10
sabemos que (ZoP)*™ C T oP e || - |lzswop < | - |lzop)sur

Finalmente, para a terceira inclusdo, seja P € Pz(™E; F). Por definigdo, P(Bg) C
u(Bg) para algum espago de Banach G e algum operador u € Z(G; F'). Logo,

(P oQp) (B sy) = P(Qe(Be(sy))) = P(Br) C u(Bg),

onde a segunda igualdade segue do Corolario 2.2.29. Pelo Teorema 4.3.7 existe um po-
linomio R € P(™(1(Bg); G) tal que |R|| < ™% e PoQp =uo R.

Isurop.

EI(BE)ﬂELF

EN

G
Como u € Z(G; F),
PoQg ZUORGIOP(mfl(BE);F>,
donde segue que P € (Z o P)™(™E; F). Além disso,
mm
1Pl gy = 1P 0 QEllzop = lluo Rllzop < llullz - IRl < — - [|ullz-
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Segue da arbitrariedade do operador u em Z com P(Bg) C u(Bg) que

mm
Pl sy < 2 |Pllp,.

[l
Corolario 4.4.12. Seja Z um ideal de operadores. Entao
Pr=T"oP = (ZoP)™.
Demonstragao. Basta considerar o ideal normado de operadores (Z, || - ||) e aplicar o
Teorema 4.4.11. []

Nos ocuparemos agora de algumas consequéncias do Teorema 4.4.11, que nos fornecera
entre outras coisas, alguns exemplos interessantes.

Em [2, Corollary 4.6], Aron e Rueda provaram que se um ideal de operadores Z ¢é
sobrejetivo e satisfaz a chamada condicao I', entao Pr = Z o P. A primeira aplicacao do
Teorema 4.4.11, além de dar algumas caracterizacoes de ideais de composicao sobrejetivos,
¢ mostrar que a condicao I' nao é necessaria nesse resultado.

Proposigao 4.4.13. As sequintes afirmagoes sao equivalentes para um ideal de operadores

Z:

a) I é sobrejetivo.

b) ZoP € um ideal sobrejetivo de polindomios.
)

¢) (ZoP)m € um ideal sobrejetivo de polindmios m-homogéneos para algum m € N.

e) Dados polinomios P € P(™E;F) e R € Zo P("G; F) tais que P(Bg) C R(Bg),
entio P € ZoP(™E; F).

() Dados um polinémio P € P("E; F) e um operador u € Z(G; F) tais que P(Bg) C
u(Bg), entao P € ToP("E; F).
Demonstracao. Provaremos primeiramente que os itens (a), (b) e (¢) sdo equivalentes.

(a) = (b) Suponhamos que Z seja um ideal sobrejetivo de operadores. Entao Z = Z°,
e portanto

IOP:ISMOP:(IOP)SM,

onde a segunda igualdade segue do Corolério 4.4.12. Portanto, Z o P = (Z o P)*" e pelo
Corolario 4.2.4(1) segue que Z o P é sobrejetivo.

(b) = (c¢) Essa implicagao ¢é imediata.

(¢) = (a) Suponhamos que (Z o P),, seja um ideal sobrejetivo de polinémios m-
homogéneos para algum m € N. Entao

(T 0 P)m = (T o P)™),, = (Z o P)m)™ = (Z o P)m,
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onde a primeira igualdade segue do Coroléario 4.4.12, a segunda igualdade segue das de-
finigoes e a terceira segue da sobrejetividade de (Z o P),,. Logo, (Z5" o P), = (Z o P).
Segue da Proposicao 1.5.17(b) que Z°"" = Z, isto é, Z é um ideal sobrejetivo.

(b) < (d) Esta equivaléncia segue da igualdade Pz = (Z o P)*" (Corolério 4.4.12).
Finalmente provemos que os itens (b), (¢) e (f) sdo equivalentes.

(b) = (f) Como (ZoP); =Z, entdao (ZoP); o P C ZoP. Portanto, a implica¢ao
desejada segue da Proposicao 4.4.3.

(f) = (e) Sejam P € P("E;F) e R € ZoP("G;F) tais que P(Bg) C R(Bg). Consi-
deremos o polinémio m-homogeéneo canonico d,, s: G —» @Z’SG. Temos

P(BE) C R(BG’) - (RL,S o 5m,s)(BG) = RL,S((;TTL,S(BG))
C Ry (10msll - Bare) = Res (Bac) -
Da Proposicao 1.5.16 sabemos que R, € I(@:S’SG; F), e dai segue de (f) que P €
ZoP(ME;F).

A implicagao (e¢) = (b) segue da Proposigao 4.4.3, o que completa a demonstragao.
O

Ja vimos que o ideal P4 dos polindmios que sao aproximaveis, na norma usual, por
polinomios de posto finito nao é sobrejetivo. Calcularemos agora sua envoltoria sobreje-
tiva.

Corolario 4.4.14. (P4)™ = Px.

Demonstragcao. Com efeito,
(PA)SU.I' — (AO P)sur — ASUI’ o 7) — ’C OP — 73](:’

onde a primeira igualdade segue do Exemplo 1.5.20, a segunda segue do Corolério 4.4.12, a
terceira segue de [22, Proposigao 19.2.3] e a quarta segue também do Exemplo 1.5.20. [

Nossa préxima aplicagao é sobre o dual polinomial de um ideal de operadores (veja
Definigao 1.5.21). De [33, Theorem 4.7.16] sabemos que (Zdua!)swr = (Z)dual para todo
ideal de operadores Z. A seguir veremos a versao polinomial desse resultado.

Proposicao 4.4.15. Seja Z um ideal de operadores. Entdo

(I’P—dual)sur _ (ij )P—dual ]

Em particular, se o ideal de operadores I é injetivo, entdo o ideal de polinémios IF~ual
¢ sobrejetivo.

Demonstracao. Com efeito,
(IP—dual)sur — (Idual o P)sur — (Idual)sur 0P = (Iinj)dual oP = (Iinj)P—dual,

onde a primeira igualdade segue da Proposigao 1.5.22, a segunda do Corolario 4.4.12, a
terceira de [33, Theorem 4.7.16] e a ultima também da Proposigao 1.5.22. O
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De [33, Theorem 4.7.16] sabemos também que (Z4ua!)ni c (Zsw)dual para todo ideal de
operadores Z (e, que essa continéncia é estrita). Vejamos agora a versao polinomial desse
resultado.

Proposicao 4.4.16. Seja Z um ideal de operadores. Entao
(IP—dual)inj C (Isur)P—dual'

Em particular, se o ideal de operadores T é sobrejetivo, entdo o ideal de polinémios IF~dual
¢ injetivo.

Demonstrag¢ao. Com efeito,
(IP—dual)inj — (Idual o P)inj — (Idual)inj oP C (Isur)dual oP = (Isur)P—dual’

onde a primeira igualdade segue da Proposicao 1.5.22, a segunda do Teorema 3.4.1, a
terceira de [33, Theorem 4.7.16] e da Proposicao 1.5.15(¢), e a dltima segue também da
Proposicao 1.5.22.
Para segunda afirmacao, suponhamos que Z seja um ideal sobrejetivo de operadores.
Entao
(IP—dual)inj C (Isur>73—dual —_ IP—dual’

onde a inclusao segue da primeira afirmagao e a igualdade da sobrejetividade de Z. Logo,
(ZP~dualyinj — FP-dual “igto ¢ 7P~dual ¢ ym ideal injetivo de polinoémios. O

Nossa préoxima aplicacao é a descricao dos polinomios I1;-limitados, onde II; é o ideal
dos operadores absolutamente somantes (Exemplo 1.4.11). Para isso faremos um breve
estudo sobre a componente linear do ideal de polinomios Ps.

Definigao 4.4.17. Dizemos que um operador u € L(E; F') admite uma fatorag¢ao através
de um espago de Hilbert se existem um espago de Hilbert H e operadores u; € L(F; H)
e up € L(H; F) tais que u = ug o uy.

Denotamos por Lo(E; F) o conjunto de todos os operadores de E em F que admitem
fatoracao através de um espaco de Hilbert. E bem conhecido que a classe Ly dos opera-
dores que admitem fatoracao através de um espaco de Hilbert é um ideal de operadores.

Observagao 4.4.18. Segue imediatamente da definicao que se E ou F' é um espago de
Hilbert, entdao Lo(E; F) = L(E; F).

Definicao 4.4.19. Um polinémio P € P(™E; F) pertence a Po(™E; F') se admite uma
fatoracao a esquerda através de um espaco de Hilbert no sentido que existem um espaco de
Hilbert H, um polindémio @ € P(™FE; H) e um operador u € L(H; F') tais que P = uo Q.

Proposicao 4.4.20. Py = Ly 0 P. Em particular, Py € um ideal de polinomios.

Demonstragao. Seja P € Po(™E; F). Por definicdo, P = u o () para algum espago de
Hilbert H, algum polinomio () € P(™E; H) e algum operador u € L(H; F'). Segue da
Observacao 4.4.18 que u € Lo(H; F). Isso prova que P € (Ly0 P)(™E; F).
Reciprocamente, seja P € (L5 0 P)(™E; F). Por definicio, P = v o () para algum
espago de Banach G, algum polinémio @) € P(™E;G) e algum operador v € Lo(G; F).
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Entao v = uy o uy para algum espago de Hilbert H e alguns operadores u; € L(G; H) e
ug € L(H; F). Logo,
P =wus0 (u; 0Q).

Como ujo@): E — H é um polindmio m-homogéneo continuo, temos P € Py(™E; F). [

Em [16, 20.17], Defant e Floret provam a igualdade II" = L, e a chamam de desi-
gualdade de Grothendieck na forma de operadores. Dessa igualdade segue que

L, =IIT" = Ly,

onde a primeira igualdade segue da Observagao 4.4.7. A seguir veremos a versao polino-
mial desse resultado.

Proposicao 4.4.21. Pp, = Pa, isto €, um polinomio homogéneo € 11;-limitado se, e
somente se, admite fatoracao a esquerda através de um espago de Hilbert.

Demonstracao. Com efeito,
Po :EQO,P:HTHOP:PHI,

onde a primeira igualdade segue da Proposicao 4.4.20, a segunda da desigualdade de
Grothendieck na forma de operadores e a terceira do Corolério 4.4.12. n

A seguir descreveremos os polinomios II,-limitados para p > 1. A classe dos po-
linémios fortemente fatoraveis p-somantes, definida a seguir, foi introduzida em [30] para
caracterizar o ideal de composigao II, o P.

Definigao 4.4.22. Seja 1 < p < co. Um polinomio P € P("E; F) é fortemente favordvel
p-somante, em simbolos P € Ppgi,("E; F), se existe C' > 0 tal que para quaisquer
ni,ny € N, quaisquer 2 € E e quaisquer escalares A} € K com 1 < j < ny, 1 <4 < ny,

tem-se
ng py\ 1/p ni | no p\ 1/p
> NP ) <C- sup <Z > Xig(xh) ) .
i—1 =1

9€Bpmp) \ ;1
De [30, Proposition 4.2] sabemos que a classe Ppg;,, dos polinémios fortemente fato-
raveis p-somantes ¢ um ideal de polinomios. Mais ainda:

ni

b

Proposigao 4.4.23. [30, Corollary 4.6] Pps;, = 11, 0 P para todo 1 < p < cc.
Combinando a proposicao acima com o Corolario 4.4.12 temos o seguinte resultado:

Corolario 4.4.24. Py, = (I, 0 P)*" = (Prsip)™.
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