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À minha famı́lia, especialmente aos meus pais Francisco e Maŕıa Jesús, pela compre-
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compor a banca examinadora deste trabalho.

vii



Bazán, P. M. C. Ideais injetivos e sobrejetivos de polinômios homogêneos entre espaços
de Banach. 2021. 108 p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia,
Uberlândia-MG.

Resumo

O principal objetivo desta dissertação é estudar os ideais injetivos e sobrejetivos de po-
linômios homogêneos entre espaços de Banach. Primeiramente faremos uma breve ex-
posição sobre polinômios homogêneos e ideais de polinômios homogêneos. Em seguida
estudamos os espaços ℓ∞(Γ) e ℓ1(Γ), que reúnem famı́lias escalares indexadas em um
conjunto arbitrário não vazio Γ, munidos da norma do supremo e da norma da soma,
respectivamente, assim como as injeções e sobrejeções métricas e as propriedades de ex-
tensão e levantamento desses espaços. Posteriormente estudamos os ideais injetivos de
polinômios, com ênfase na envoltória injetiva e na descrição da envoltória injetiva de um
ideal de composição. Finalmente fazemos um estudo análogo para o caso de ideais sobre-
jetivos de polinômios. Aplicações para as descrições das envoltórias injetiva e sobrejetiva
dos ideais de composição são apresentadas.

Palavras-chave: espaços de Banach, polinômios homogêneos, ideais de polinômios, ideais
de composição, ideais injetivos, ideais sobrejetivos.
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Bazán, P. M. C. Injective and surjective polynomial ideals in Banach spaces. 2021. 108
p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

The main purpose of this dissertation is to study injective and surjective ideals of
homogeneous polynomials between Banach spaces. First we briefly sketch the theory of
homogeneous polynomials and polynomial ideals. Next we study the spaces ℓ∞(Γ) and
ℓ1(Γ), formed by scalar families indexed by an arbitrary non void set Γ endowed with the
supremum norm and the sum norm, respectively, as well as metric injections and sur-
jections and extension and lifting properties of such spaces. Then, injective polynomials
ideals are investigated, with a special attention to the injective hull and to the descrip-
tion of the injective hull of a composition ideal. Finally we undertake a similar study
concerning surjective polynomial ideals. Applications of the descriptions of the injective
and surjective hulls of composition ideals are provided.

Keywords : Banach spaces, homogeneous polynomials, polynomial ideals, composition
ideals, injective ideals, surjective ideals.
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Lista de Śımbolos

N {1, 2, 3, . . .}

R conjunto dos números reais

C conjunto dos números complexos

K R ou C

X1, . . . , Xm, X e Y espaços vetoriais sobre o corpo K

E1, . . . , Em, E e F espaços vetoriais ou espaços normados ou espaços de Banach sobre
o corpo K

u, v, t operadores lineares cont́ınuos

L(E;F ) espaço dos operadores lineares de E em F

E∗ dual algébrico do espaço vetorial E

L(E;F ) espaço dos operadores lineares cont́ınuos de E em F

E ′ dual topológico do espaço normado E

E ′′ bidual topológico do espaço normado E

BE bola unitária fechada do espaço normado E

B̊E bola unitária aberta do espaço normado E

ℓp(E)

{
(xn)

∞
n=1 ⊂ E :

∞∑
n=1

‖xn‖
p <∞

}

ℓ∞(E)

{
(xn)

∞
n=1 ⊂ E : sup

n∈N
‖xn‖ <∞.

}

ℓwp (E)

{
(xn)

∞
n=1 ⊂ E :

∞∑
n=1

|ϕ(xn)|
p <∞ para todo ϕ ∈ E ′

}

Γ(A) envoltória absolutamente convexa do subconjunto A de um espaço
vetorial

Em E×
(m)
· · · ×E

L(E1, . . . , Em;F ) espaço das aplicações m-lineares de E1 × · · · × Em em F

L(E1, . . . , Em;F ) espaço das aplicações m-lineares cont́ınuas de E1 × · · · ×Em em F

A,B aplicações multilineares

L(E1, . . . , Em) L(E1, . . . , Em;K)

L(E1, . . . , Em) L(E1, . . . , Em;K)

x



L(mE;F ) L(E, (m). . ., E;F )

L(mE;F ) L(E, (m). . ., E;F )

Ls(mE;F ) espaço das aplicações m-lineares simétricas de Em em F

Ls(mE;F ) espaço das aplicações m-lineares cont́ınuas simétricas de Em em F

Axm A(x, (m). . ., x), se A é uma aplicação m-linear

P (mE;F ) espaço dos polinômios m-homogêneos de E em F

P(mE;F ) espaço dos polinômios m-homogêneos cont́ınuos de E em F

Â polinômio homogêneo associado à aplicação multilinear A, definido
por Â(x) = A(x, (m). . ., x)

P̌ aplicação multilinear simétrica que satisfaz P̌ (x, (m). . ., x) = P (x) para
todo x ∈ E, onde P ∈ P(mE;F )

ϕm ⊗ b polinômio homogêneo cont́ınuo dado por (ϕm ⊗ b)(x) = ϕ(x)m · b,
onde ϕ ∈ E ′ e b ∈ F

Pf (
mE;F ) conjunto dos polinômios m-homogêneos cont́ınuos de tipo finito en-

tre os espaços normados E e F

x1 ⊗ · · · ⊗ xm tensor elementar definido por x1 ⊗ · · · ⊗ xm(A) = A(x1, . . . , xm)
para toda aplicação A ∈ L(E1, . . . , Em)

E1 ⊗ · · · ⊗ Em produto tensorial dos espaços de Banach E1, . . . , Em definido como
o subespaço do dual algébrico L(E1, . . . , Em)

∗ gerado pelos tensores
elementares

π norma projetiva definida em E1 ⊗ · · · ⊗ Em

⊗mE E⊗
(m)
· · · ⊗E

⊗m,sE produto tensorial simétrico de E, definido como o subespaço do

produto tensorial ⊗mE gerado pelos tensores da forma x⊗
(m)
· · · ⊗x,

x ∈ E

⊗m,s
π E espaço normado (⊗m,sE, π)

⊗̂
m,s

π E completamento do espaço normado ⊗m,s
π E

δm polinômio m-homogêneo canônico de E em ⊗̂
m,s

π E, dado por

δm(x) = x⊗
(m)
· · · ⊗x

PL linearização do polinômio P ∈ P(mE;F ), definida de ⊗̂
m,s

π E em F

πs norma s-projetiva definida em ⊗m,sE

⊗m,s
πs

E espaço normado (⊗m,sE, πs)

⊗̂
m,s

πs
E completamento do espaço normado ⊗m,s

πs
E

δm,s polinômio m-homogêneo canônico de E em ⊗̂
m,s

πs
E, dado por

δm,s(x) = x⊗
(m)
· · · ⊗x

PL,s linearização do polinômio P ∈ P(mE;F ), definida de ⊗̂
m,s

πs
E em F
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⊗m,su produto tensorial simétrico do operador u ∈ L(E;F ) por ele mesmo
m-vezes, definido de ⊗̂

m,s

πs
E em ⊗̂

m,s

πs
F

I ideal de operadores lineares

F ideal dos operadores de posto finito

A ideal dos operadores aproximáveis

K ideal dos operadores compactos

W ideal dos operadores fracamente compactos

Πp ideal dos operadores absolutamente p-somantes

CC ideal dos operadores completamente cont́ınuos

Idual dual do ideal de operadores I

Q ideal de polinômios (homogêneos)

Qm

⋃
{Q(mE;F ) : E e F são espaços de Banach}, para m em N fixo

Pf ideal dos polinômios de tipo finito

PF ideal dos polinômios de posto finito

PA ideal dos polinômios aproximáveis, na norma usual, por polinômios
de posto finito

PK ideal dos polinômios compactos

PW ideal dos polinômios fracamente compactos

I ◦ P ideal de polinômios de composição

IP−dual dual polinomial do ideal de operadores I

Γ conjunto não vazio qualquer

(λi)i∈Γ famı́lia indexada de elementos de K, isto é, função de Γ em K

(xi)i∈Γ famı́lia indexada de elementos de um espaço normado E, isto é,
função de Γ em E

KΓ conjunto das funções de Γ em K

ℓ∞(Γ)

{
(λi)i∈Γ ∈ KΓ : sup

i∈Γ
|λi| <∞

}

‖ · ‖∞ norma em ℓ∞(Γ) definida por ‖(λi)i∈Γ‖∞ = sup
i∈Γ
|λi|

IE : E −→ ℓ∞(BE′) injeção métrica canônica

ℓ1(Γ)

{
(λi)i∈Γ ∈ KΓ :

∑
i∈Γ

|λi| <∞

}

‖ · ‖1 norma em ℓ1(Γ) definida por ‖(λi)i∈Γ‖1 =
∑
i∈Γ

|λi|

QE : ℓ1(BE) −→ E sobrejeção métrica canônica

Qinj envoltória injetiva do ideal de polinômios Q

(Qm)
inj envoltória injetiva do ideal de polinômios m-homogêneos Qm, para

m em N fixo

xii



I inj envoltória injetiva do ideal de operadores I

Qsur envoltória sobrejetiva do ideal de polinômios Q

(Qm)
sur envoltória sobrejetiva do ideal de polinômios m-homogêneos Qm,

para m em N fixo

Isur envoltória sobrejetiva do ideal de operadores I

CI(F ) coleção dos subconjuntos I-limitados do espaço de Banach F

PI(
mE;F ) conjunto dos polinômios m-homogêneos I-limitados entre os

espaços de Banach E e F

LI(E;F ) PI(
1E;F ).
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Lista de Śımbolos x

Introdução 1

1 Preliminares 4

1.1 Definições e resultados de Análise Funcional . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Introdução

A Análise Funcional (Linear) surgiu nas primeiras décadas do século 20 abstraindo os
conceitos de convergência e continuidade. Essa importante disciplina matemática tem
como principal meta estudar operadores lineares cont́ınuos entre espaços normados. Um
passo natural é estender esse estudo além da linearidade, e um dos primeiros passos nesse
cenário é o estudo das aplicações multilineares e dos polinômios homogêneos. Além de
ser um primeiro passo na teoria não linear, os polinômios homogêneos são importantes
devido a sua estreita relação com as funções holomorfas em dimensão infinita. No ińıcio da
teoria, em meados do século passado, polinômios homogêneos eram apenas um passo no
estudo de holomorfia em dimensão infinita; mas, ao longo das últimas décadas, polinômios
homogêneos e espaços de polinômios homogêneos têm sido estudados exaustivamente sob
a perspectiva da extensão da teoria para o caso não linear. É nessa linha que o estudo
empreendido nesta dissertação se encaixa.

Uma das subáreas mais frut́ıferas da Análise funcional é a teoria de ideais de operado-
res (lineares). Historicamente, os fatos remontam à década de 1960 com a redescoberta
dos trabalhos de A. Grothendieck, quando ficou evidente a importância de se estudar
classes especiais de operadores lineares cont́ınuos entre espaços de Banach. Posterior-
mente, essa teoria foi sistematizada por A. Pietsh na década de 1970, quem teve o intuito
de unificar o estudo de várias classes de operadores lineares que vinham sendo estuda-
dos separadamente. A sistematização de Pietsch culminou com seu livro [33]. Os ideais
de operadores são classes de operadores lineares cont́ınuos entre espaços de Banach que
se comportam de maneira similar aos ideais da Álgebra no sentido de que satisfazem a
seguinte propriedade, chamada de propriedade de ideal:

Se u : E −→ F é um operador linear cont́ınuo entre espaços de Banach que pertence ao
ideal I, então para quaisquer operadores lineares cont́ınuos entre espaços de Banach
v : G −→ E e t : F −→ H, a composição t ◦ u ◦ v : G −→ H também pertence a I.

G
v
−→ E

u
−→ F

t
−→ H

Em 1983, o próprio Pietsh esboçou a teoria de ideais de aplicações multilineares em
[34]. Tal ideia foi imediatamente adaptada para polinômios homogêneos, desde então,
uma vasta literatura no assunto tem sido produzida, recomendamos ao leitor as referências
[2, 3, 4, 10, 12, 13, 14, 26, 30, 31, 34, 41, 44]. Nessa teoria, uma classe de grande destaque
são os ideais de composição de polinômios (homogêneos), cuja importância decorre do fato
de que muitas classes de polinômios que foram/são estudadas por sua própria importância,
como por exemplo os polinômios de posto finito, compactos e fracamente compactos, são
ideais de composição.
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As noções de ideais injetivo e sobrejetivo e de envoltórias injetiva e sobrejetiva apa-
recem inicialmente para ideais de operadores lineares e posteriormente são generalizadas
de forma natural para ideais de polinômios. A seguir mencionaremos algumas razões
que justificam a importância dos ideais injetivos e sobrejetivos. Os ideais injetivos pos-
suem estreita relação com as injeções métricas (ou isometrias lineares) e com a restrição
de contradomı́nio de um operador. Os ideais sobrejetivos possuem proximidade com as
chamadas sobrejeções métricas e, consequentemente, com os espaços quocientes.

Outra razão é a existência de diversas classes relevantes de operadores e de polinômios
que são injetivos e sobrejetivos.

Os objetivos desta dissertação são:

• Provar que os espaços ℓ∞(Γ) possuem a propriedade da extensão métrica e que os
espaços ℓ1(Γ) possuem a propriedade do levantamento métrico.

• Definir as envoltórias injetiva e sobrejetiva de um ideal de polinômios, bem como
os ideais injetivos e sobrejetivos, apresentar demonstrações completas e detalhadas
das principais propriedades desses conceitos e exibir exemplos ilustrativos.

• Descrever as envoltórias injetiva e sobrejetiva de um ideal de polinômios de com-
posição e obter aplicações dessas descrições.

Em seguida descreveremos como o trabalho está organizado. No primeiro caṕıtulo
apresentaremos alguns conceitos e resultados que nos ajudaram no desenvolvimento da
dissertação, principalmente no desenvolvimento dos Caṕıtulos 3 e 4. Por não serem o
objeto central de estudo, a grande maioria de resultados são apresentados sem demons-
tração e referências são fornecidas. Este caṕıtulo é dividido em cinco seções. A primeira
é dedicada a definições e resultados básicos da Analise Funcional, os quais serão úteis no
decorrer da dissertação. Na segunda seção apresentaremos a teoria básica de aplicações
multilineares e polinômios homogêneos. Na terceira seção faremos um breve estudo do
produto tensorial simétrico projetivo. Os principais resultados desta seção dizem respeito
às linearizações de polinômios homogêneos. Estes resultados serão úteis para enunciar
uma caracterização importante dos ideais de polinômios de composição, e posteriormente
para descrever as envoltórias injetiva e sobrejetiva de um ideal de composição. Na quarta
seção apresentaremos alguns conceitos da teoria de ideais de operadores (lineares) e al-
guns exemplos destes, os quais serão utilizados para dar aplicações das formulas das
envoltórias injetiva e sobrejetiva de um ideal de composição. Na quinta seção apresenta-
remos alguns conceitos da teoria de ideais de polinômios e alguns exemplos destes, bem
como os ideais de composição. As principais referências utilizadas neste caṕıtulo foram
[1, 10, 11, 19, 28, 37, 38, 41, 42]

O segundo caṕıtulo é dividido em duas seções e é dedicado a duas classes de espaços de
Banach que não são muito comuns na literatura. Na primeira seção estudamos os espaços
ℓ∞(Γ) que serão essenciais na teoria de ideais injetivos, bem como as injeções métricas e
a injeção métrica canônica; e também provaremos que ℓ∞(Γ) tem a chamada propriedade
da extensão métrica. Na segunda seção estudaremos os espaços ℓ1(Γ), que serão essenciais
na teoria de ideais sobrejetivos, bem como as sobrejeções métricas e a sobrejeção métrica
canônica; e também provaremos que ℓ1(Γ) tem a chamada propriedade de levantamento
métrico. As principais referências utilizadas no caṕıtulo foram [20, 33].
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O terceiro caṕıtulo é dividido em quatro seções e é dedicado aos ideais injetivos de
polinômios. Nas duas primeiras seções estudaremos as principais propriedades dos ideais
injetivos de polinômios e da envoltória injetiva de um ideal de polinômios. Exemplos
ilustrativos serão apresentados. Na terceira seção estudaremos as chamadas proprieda-
des de dominação, e veremos na última seção que uma dessas propriedades nos ajudará
a descrever a envoltória injetiva de um ideal de composição. Na última seção também
forneceremos aplicações dessa descrição e provaremos que a chamada propriedade de do-
minação forte não caracteriza aos ideais injetivos de polinômios. As principais referências
utilizadas no caṕıtulo foram [13, 44].

O quarto caṕıtulo é dividido em quatro seções e é dedicado aos ideais sobrejetivos
de polinômios. Nas duas primeiras seções deste caṕıtulo, estudaremos as principais pro-
priedades dos ideais sobrejetivos de polinômios e da envoltória sobrejetiva de um ideal
de polinômios. Exemplos ilustrativos serão apresentados. Na segunda seção estudaremos
também a sobrejetividade dos ideais dos polinômios múltiplo p-somantes e dos polinômios
p-dominados. Na terceira seção estudaremos as propriedades de levantamento para po-
linômios que nos ajudarão a descrever a envoltória sobrejetiva de um ideal de composição
na última seção. Na última seção daremos também aplicações dessa descrição e algumas
caracterizações de ideais sobrejetivos de composição. Para isso estudaremos primeiro os
chamados polinômios I-limitados. As principais referências utilizadas no caṕıtulo foram
[2, 4].

Pedro Manuel Contreras Bazán Uberlândia-MG, 25 de junho de 2021.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns conceitos e resultados que nos ajudaram no desen-
volvimento da dissertação, principalmente no desenvolvimento dos Caṕıtulos 3 e 4. Por
não serem o objeto central de estudo, a grande maioria dos resultados são apresentados
sem demonstração e, para benef́ıcio do leitor, referências são fornecidas.

Ao longo da dissertação, K denota o corpo dos números reais R ou o corpo dos números
complexos C, e todos os espaços vetoriais sobre K considerados são distintos de {0}.

1.1 Definições e resultados de Análise Funcional

As principais referências usadas na elaboração desta seção foram os livros [11] e [28].

Definição 1.1.1. Seja E um espaço vetorial sobre o corpo K. Uma norma em E é uma
função

‖ · ‖ : E −→ R,

que satisfaz as seguintes propriedades:

(N1) ‖x‖ ≥ 0 para todo x ∈ E e ‖x‖ = 0 se, e somente se, x = 0.

(N2) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ para todos λ ∈ K e x ∈ E.

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ para quaisquer x, y ∈ E.

Neste caso o par (E, ‖ · ‖) é chamado de espaço vetorial normado, ou simplesmente
espaço normado. Um espaco normado E que é completo na métrica definida por

d(x, y) = ‖x− y‖ para todos x, y ∈ E,

é chamado de espaço de Banach.

Ao longo desta dissertação, os śımbolos E, F , G e H denotarão espaços normados
sobre o corpo K, L(E;F ) denotará o espaço vetorial dos operadores lineares de E em F ,
L(E;F ) denotará o espaço normado dos operadores lineares cont́ınuos de E em F , E∗

denotará L(E;K), E ′ denotará L(E;K) e E ′′ denotará (E ′)′. Denotaremos também por
BE a bola unitária fechada de E, por B̊E a bola unitária aberta de E e por spanA o
espaço gerado pelo subconjunto A de E.
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A correspondência
u ∈ L(E;F ) 7→ ‖u‖ = sup

x∈BE

‖u(x)‖

é uma norma em L(E;F ) que faz desse espaço um espaço de Banach quando F for Banach.
É fácil ver que

‖u(x)‖ ≤ ‖u‖ · ‖x‖

para todos u ∈ L(E;F ) e x ∈ E e que

‖u‖ = inf{C > 0 : ‖u(x)‖ ≤ C‖x‖ para todo x ∈ E}.

As seguintes fórmulas alternativas para a norma de um operador são apresentadas sem
demonstração por serem muito conhecidas.

Proposição 1.1.2. [11, Exerćıcio 2.7.8] Sejam E e F espaços normados e u : E −→ F
linear e cont́ınuo. Então

‖u‖ = sup
‖x‖=1

‖u(x)‖ = sup
‖x‖<1

‖u(x)‖.

Definição 1.1.3. Sejam E e F espaços normados.

(a) Um operador u ∈ L(E;F ) é chamado de isomorfismo topológico, ou simplesmente
isomorfismo, se for bijetor e sua inversa u−1 : F −→ E - que é sempre linear -
for cont́ınua. Dizemos que os espaços E e F são topologicamente isomorfos, ou
simplesmente isomorfos, se existir um isomorfismo topológico de E em F .

(b) Um operador u ∈ L(E;F ) é chamado de isomorfismo isométrico se for sobrejetor
e ‖u(x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ E. É claro que todo isomorfismo isométrico é
também um isomorfismo topológico. Dizemos que os espaços E e F são isomorfos
isometricamente se existir um isomorfismo isométrico de E em F .

Definição 1.1.4. Sejam E e F espaços normados.

(a) Dizemos que E contém uma cópia isomorfa de F se E contém um subespaço iso-
morfo ao espaço F .

(b) Dizemos que E contém uma cópia isométrica de F se E contém um subespaço
isomorfo isometricamente a F .

Proposição 1.1.5. Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço vetorial de E.
Então F é um espaço de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, F é
fechado em E.

Demonstração. Veja [11, Proposição 1.1.1].

O resultado a seguir é bem conhecido.

Proposição 1.1.6. [11, Exerćıcio 2.7.7] Se um espaço normado E é isomorfo a um espaço
de Banach, então E é também espaço de Banach.
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A seguir apresentamos uma versão do Teorema de Hahn-Banach e uma das suas
aplicações, as quais serão úteis no desenvolvimento dessa disertação.

Proposição 1.1.7 (Teorema de Hahn-Banach). Seja G um subespaço de um espaço nor-
mado E e seja ϕ : G −→ K um funcional linear cont́ınuo. Então existe um funcional
linear cont́ınuo ϕ̃ : E −→ K cuja restrição a G coincide com ϕ e ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖.

Demonstração. Veja [11, Corolário 3.1.3].

Proposição 1.1.8. Sejam E um espaço normado e x ∈ E. Então

‖x‖ = sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ E ′ e ‖ϕ‖ ≤ 1}.

Demonstração. Veja [11, Corolário 3.1.5].

Proposição 1.1.9. Sejam E um espaço normado, F um espaço de Banach, E0 um subes-
paço vetorial de E e u : E0 −→ F um operador linear cont́ınuo. Então existe um único
operador linear cont́ınuo ũ : E0 ⊂ E −→ F tal que ũ|E0

= u. Mais ainda, ‖ũ‖ = ‖u‖.

Demonstração. Veja [39, Teorema 1.21].

Definição 1.1.10. Sejam E e F espaços normados. Dizemos que um operador u ∈
L(E;F ) é de posto finito se u(E) é um subespaço vetorial de dimensão finita de F .
Denotamos por F(E;F ) o conjunto de todos os operadores de posto finito de E em F . É
bem conhecido que F(E;F ) é subespaço vetorial de L(E;F ).

A seguir introduzimos a noção de operador adjunto.

Definição 1.1.11. Sejam E e F espaços normados e u : E −→ F um operador linear
cont́ınuo. Definimos a função u′ : F ′ −→ E ′ por

u′(ϕ)(x) = ϕ(u(x)) para todos x ∈ E e ϕ ∈ F ′.

A função u′ e chamada de adjunto de u.

Proposição 1.1.12. Seja u : E −→ F um operador linear cont́ınuo. Então u′ é também
um operador linear cont́ınuo e ‖u′‖ = ‖u‖.

Demonstração. Veja [11, Proposição 4.3.11].

Definição 1.1.13. Seja (xn)
∞
n=1 uma sequência no espaço normado E. Diz-se que a série

∞∑
n=1

xn:

(a) converge para x ∈ E, se a sequência das somas parciais

(
n∑

j=1

xj

)∞

n=1

converge para

x.

(b) é incondicionalmente convergente, se a série
∞∑
n=1

xσ(n) é convergente, qualquer que

seja a função bijetora σ : N −→ N.
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Proposição 1.1.14. Seja
∞∑
n=1

xn uma série incondicionalmente convergente em um espaço

normado E. Se σ1, σ2 : N −→ N são funções bijetoras, então

∞∑

n=1

xσ1(n) =
∞∑

n=1

xσ2(n).

Demonstração. Veja [11, Proposição 5.3.8].

A seguir faremos um breve estudo sobre espaços de sequências em um espaço normado.

Definição 1.1.15. Seja E um espaço normado.

(a) Dado 1 ≤ p <∞, dizemos que uma sequência (xn)
∞
n=1 em E é fortemente p-somável

se
∞∑

n=1

‖xn‖
p <∞.

Denotamos por ℓp(E) o conjunto de todas as sequências fortemente p-somáveis em
E. Observe que (xn)

∞
n=1 ∈ ℓp(E) se, e somente se, (‖xn‖)

∞
n=1 ∈ ℓp.

(b) Dizemos que uma sequência (xn)
∞
n=1 em E é limitada se

sup
n∈N
‖xn‖ <∞.

Denotamos por ℓ∞(E) o conjunto de todas as sequências limitadas em E.

Proposição 1.1.16. ℓp(E) é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências
para todo p ∈ [1,∞].

Demonstração. Veja [29, Proposição 2.1.2 e Proposição 2.3.2].

Definição 1.1.17. Seja E um espaço normado e 1 ≤ p <∞. Dizemos que uma sequência
(xn)

∞
n=1 em E é fracamente p-somável se

∞∑

n=1

|ϕ(xn)|
p <∞

para todo ϕ ∈ E ′. Denotamos por ℓwp (E) o conjunto de todas as sequências fracamente
p-somáveis em E. Definimos também:

ℓw∞(E) =

{
(xn)

∞
n=1 ⊂ E : sup

n∈N
|ϕ(xn)| <∞ para todo ϕ ∈ E ′

}
.

Proposição 1.1.18. Sejam E um espaço normado e 1 ≤ p <∞. Então:

(a) ℓwp (E) é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências.

(b) ℓw∞(E) = ℓ∞(E).

(c) ℓp(E) ⊂ ℓwp (E).
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Demonstração. Veja [29, Proposição 2.4.2, Proposição 2.4.11 e Proposição 2.4.12].

Dado 1 ≤ p ≤ ∞, denotamos por p′ ∈ [1,+∞] o conjugado de p, isto é, o único
número que satisfaz a equação 1

p
+ 1

p′
= 1. O espaco das sequências definidas a seguir foi

introduzido por Cohen em 1973 [15].

Definição 1.1.19. Seja E um espaço normado e 1 ≤ p <∞. Dizemos que uma sequência
(xn)

∞
n=1 em E é Cohen fortemente p-somável se para qualquer sequência (ϕn)

∞
n=1 ∈ ℓwp′(E

′),
a série

∞∑

n=1

ϕn(xn) é convergente.

Denotamos por ℓp〈E〉 o conjunto de todas as sequências Cohen fortemente p-somáveis em
E.

Proposição 1.1.20. Sejam E um espaço normado e 1 ≤ p <∞. Então:

(a) ℓp〈E〉 é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências.

(b) ℓp〈E〉 ⊂ ℓp(E).

Demonstração. Veja [29, Proposição 2.7.2 e Proposição 2.7.9].

A seguir faremos um breve estudo sobre conjuntos absolutamente convexos.

Definição 1.1.21. Seja A um subconjunto do espaço vetorial E. Dizemos que:

(a) A é convexo se αx+ (1− α)y ∈ A para todos x, y ∈ A e α ∈ [0, 1].

(b) A é equilibrado se λx ∈ A para todos x ∈ A e λ ∈ K com |λ| ≤ 1.

(c) A é absolutamente convexo se A é convexo e equilibrado.

Proposição 1.1.22. Um subconjunto A do espaço vetorial E é absolutamente convexo
se, e somente se, λx+ γy ∈ A para todos x, y ∈ A e λ, γ ∈ K com |λ|+ |γ| ≤ 1.

Demonstração. Veja [28, Theorem 4.2.8].

Proposição 1.1.23. Sejam E e F espaços vetoriais e u : E −→ F um operador linear.
Então:

(a) BE é um conjunto absolutamente convexo.

(b) u transforma conjuntos absolutamente convexos em E em conjuntos absolutamente
convexos em F .

Demonstração. (a) Sejam x, y ∈ BE e λ, γ ∈ K com |λ|+ |γ| ≤ 1. Então

‖λx+ γy‖ ≤ |λ| · ‖x‖+ |γ| · ‖y‖ ≤ |λ|+ |γ| ≤ 1,

provando que λx+ γy ∈ BE. Segue que BE é absolutamente convexo.

(b) Sejam A um subconjunto absolutamente convexo de E, x, y ∈ A e λ, γ ∈ K com
|λ|+ |γ| ≤ 1. Como A é absolutamente convexo, λx+ γy ∈ A. De

λu(x) + γu(y) = u(λx+ γy)

segue que λu(x) + γu(y) ∈ u(A), e consequentemente u(A) é absolutamente convexo.
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É fácil verificar que a interseção arbitrária de conjuntos absolutamente convexos é
também um conjunto absolutamente convexo. Desta forma, podemos considerar a en-
voltória absolutamente convexa de um conjunto, definida a seguir.

Definição 1.1.24. Seja A um subconjunto do espaço vetorial E. A envoltória absoluta-
mente convexa Γ(A) de A é a interseção de todos os conjuntos absolutamente convexos
que contêm A.

É claro que Γ(A) ⊃ A e Γ(A) é absolutamente convexo. Consequentemente, A é
absolutamente convexo se, e somente se, Γ(A) = A.

Proposição 1.1.25. Seja A um subconjunto do espaço vetorial E. Então

Γ(A) = {λ1x1 + · · ·+ λnxn : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ A e |λ1|+ · · ·+ |λn| ≤ 1}.

Demonstração. Veja [28, Theorem 4.2.11].

Proposição 1.1.26. Sejam A e B subconjuntos do espaço vetorial E. Se A ⊂ B então
Γ(A) ⊂ Γ(B).

Demonstração. Com efeito, como B ⊂ Γ(B), temos A ⊂ Γ(B). Desta forma, Γ(B) é um
conjunto absolutamente convexo que contém A, e dáı segue que Γ(A) ⊂ Γ(B).

1.2 Polinômios homogêneos

A Análise Funcional Linear tem como principal meta estudar operadores lineares cont́ınuos
entre espaços normados. No sentido de empreender um estudo além da linearidade, um
dos primeiros passos é o estudo das aplicações multilineares e dos polinômios homogêneos.

Nesta seção apresentaremos primeiramente a teoria básica de aplicações multiline-
ares pois os polinômios homogêneos, nosso principal objeto de estudo, são definidos a
partir destas aplicações. Fica claro então que os polinômios homogêneos estão estrei-
tamente relacionados às aplicações multilineares. Apresentaremos também nesta seção
alguns exemplos ilustrativos de polinômios homogêneos.

Nossas principais referências para as teorias de aplicações multilineares e polinômios
homogêneos foram as dissertações [1] e [42]. Outras boas referências para essas teorias
são os livros [18] e [27].

Definição 1.2.1. Sejam m ∈ N e X1, . . . , Xm, Y espaços vetoriais sobre o corpo K = R
ou C. Dizemos que uma aplicação A : X1 × · · · ×Xm −→ Y é m-linear (ou multilinear)
se é linear em cada uma de suas variáveis, isto é,

A(x1, . . . , λxi + x′
i, . . . , xm) = λA(x1, . . . , xi, . . . , xm) + A(x1, . . . , x

′
i, . . . , xm),

para todos i = 1, . . . ,m, x1 ∈ X1, . . . , xi, x
′
i ∈ Xi, . . . , xm ∈ Xm e λ ∈ K.

O conjunto de todas as aplicações m-lineares de X1 × · · · ×Xm em Y será denotado
por L(X1, . . . , Xm;Y ). Denotaremos também L(X1, . . . , Xm) = L(X1, . . . , Xm;K) e no
caso em que X1 = · · · = Xm = X,

L(mX;Y ) = L(X, . . . , X;Y ).
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Consideremos também o conjunto de todas as funções de X1 × · · · ×Xm em Y :

F (X1 × · · · ×Xm;Y ) = { f : X1 × · · · ×Xm −→ Y : f é uma função }.

É fácil verificar que as operações usuais de funções, descritas a seguir, fazem de F (X1 ×
· · · ×Xm;Y ) um espaço vetorial sobre K:

(a) A cada par de funções f, g ∈ F (X1 × · · · ×Xm;Y ), fazemos corresponder a função
f + g : X1 × · · · ×Xm −→ Y definida por

(f + g)(x1, . . . , xm) = f(x1, . . . , xm) + g(x1, . . . , xm).

(b) A cada escalar λ ∈ K e cada função f ∈ F (X1×· · ·×Xm;Y ), fazemos corresponder
a função λf : X1 × · · · ×Xm −→ Y definida por

(λf)(x1, . . . , xm) = λf(x1, . . . , xm).

É fácil verificar também que L(X1, . . . , Xm;Y ) é um subespaço vetorial de F (X1 ×
· · ·×Xm;Y ). Consequentemente, L(X1, . . . , Xm;Y ) é um espaço vetorial com as operações
usuais de funções. A partir de agora, consideraremos L(X1, . . . , Xm;Y ) sempre munido
com as operações usuais de funções.

Exemplo 1.2.2. Sejam m ∈ N, X1, . . . , Xm, Y espaços vetoriais, ϕ1 ∈ X∗
1 , . . . , ϕm ∈ X∗

m

e b ∈ Y . A aplicação A : X1 × · · · ×Xm −→ Y definida por

A(x1, . . . , xm) = ϕ1(x1) · · ·ϕm(xm) · b,

é claramente m-linear. Uma combinação linear finita de aplicações m-lineares deste tipo
é chamada de aplicação m-linear de tipo finito.

Estudaremos agora o caso em que X1, . . . , Xm, Y são espaços vetoriais normados.
Neste caso, daremos uma estrutura de espaço vetorial normado ao conjuntoX1×· · ·×Xm e
fará sentido considerar as aplicaçõesm-lineares A : X1×· · ·×Xm −→ Y que são cont́ınuas.

Sejam m ∈ N e E1, . . . , Em espaços vetoriais normados sobre K. É fácil verificar que
as operações descritas a seguir fazem de E1 × · · · × Em um espaço vetorial sobre K:

(a) +: (E1 × · · · × Em)× (E1 × · · · × Em) −→ E1 × · · · × Em

((x1, . . . , xm), (y1, . . . , ym)) 7−→ (x1 + y1, . . . , xm + ym).

(b) · : K× (E1 × · · · × Em) −→ E1 × · · · × Em

(λ, (x1, . . . , xm)) 7−→ (λx1, . . . , λxm).

Definição 1.2.3. Sejam m ∈ N e E1, . . . , Em espaços vetoriais normados. Para cada
(x1, . . . , xm) ∈ E1 × · · · × Em definimos

‖(x1, . . . , xm)‖1 = ‖x1‖+ · · ·+ ‖xm‖;

‖(x1, . . . , xm)‖2 =
(
‖x1‖

2 + · · ·+ ‖xm‖
2
)1/2

;

‖(x1, . . . , xm)‖∞ = máx{‖x1‖, . . . , ‖xm‖}.
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Proposição 1.2.4. Sejam m ∈ N e E1, . . . , Em espaços vetoriais normados.

(a) As funções ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 e ‖ · ‖∞ são normas equivalentes em E1 × · · · × Em.

(b) Se E1, . . . , Em são espaços de Banach, então E1× · · ·×Em é um espaço de Banach
com qualquer uma dessas três normas.

Demonstração. Veja [42, Proposição 2.3 e Proposição 2.6].

Considerando em E1 × · · · ×Em qualquer uma das normas equivalentes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 e
‖ · ‖∞, estudaremos as aplicações m-lineares de E1 × · · · × Em em F que são cont́ınuas.

Definição 1.2.5. Sejam m ∈ N e E1, . . . , Em, F espaços vetoriais normados. Para cada
A ∈ L(E1, . . . , Em;F ), definimos ‖A‖ ∈ [0,+∞] por

‖A‖ = sup{‖A(x1, . . . , xm)‖ : x1 ∈ BE1 , . . . , xm ∈ BEm
}.

Proposição 1.2.6. Sejam m ∈ N e E1, . . . , Em, F espaços vetoriais normados. Para
cada aplicação A ∈ L(E1, . . . , Em;F ), as seguintes afirmações são equivalentes:

(a) A é cont́ınua.

(b) A é cont́ınua na origem.

(c) Existe c ≥ 0 tal que ‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ c ‖x1‖ · · · ‖xn‖ para todos x1 ∈ E1, . . . , xm ∈
Em.

(d) ‖A‖ < +∞ .

Demonstração. Veja [42, Proposição 2.7].

O conjunto de todas as aplicações m-lineares cont́ınuas de E1×· · ·×Em em F será de-
notado por L(E1, . . . , Em;F ). Denotaremos também L(E1, . . . , Em) = L(E1, . . . , Em;K)
e no caso em que E1 = · · · = Em = E,

L(mE;F ) = L(E, . . . , E;F ).

A seguir, veremos algumas propriedades da função A 7−→ ‖A‖, e que essa função é uma
norma em L(E1, . . . , Em;F ), como indica a notação.

Proposição 1.2.7. Sejam m ∈ N, E1, . . . , Em, F espaços vetoriais normados e A ∈
L(E1, . . . , Em;F ). Então:

(a) ‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ ‖A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖ para todos x1 ∈ E1, . . . , xm ∈ Em .

(b) ‖A‖ = inf{c ≥ 0 : ‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ c ‖x1‖ · · · ‖xn‖ para todos x1 ∈ E1, . . . , xm ∈
Em}.

Demonstração. Veja [42, Proposição 2.8].

Proposição 1.2.8. Sejam m ∈ N e E1, . . . , Em, F espaços vetoriais normados. Então:

(a) L(E1, . . . , Em;F ) é um subespaco vetorial de L(E1, . . . , Em;F ).
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(b) A função A 7−→ ‖A‖ é uma norma em L(E1, . . . , Em;F ).

(c) Se F é um espaço de Banach, então L(E1, . . . , Em;F ) é também um espaço de
Banach.

Demonstração. Veja [42, Proposição 2.10 e Proposição 2.11].

Passamos agora a estudar as aplicações multilineares simétricas, as quais desempe-
nharão um papel de destaque no estudo dos polinômios homogêneos. Com a finalidade
de começar a estudar essas aplicações, consideraremos a partir de agora o caso particular

em que E1 = · · · = Em = E. Por simplicidade, usaremos a notação Em = E×
(m)
· · · ×E.

Definição 1.2.9. Sejam m ∈ N e E,F espaços vetoriais normados. Dizemos que uma
aplicação A : Em −→ F é simétrica se

A(x1, . . . , xm) = A(xσ(1), . . . , xσ(m))

para todos (x1, . . . , xm) ∈ Em e σ ∈ Sm, onde Sm denota o conjunto das permutações dos
m primeiros números naturais.

Note que a propriedade de simetria de uma aplicação não envolve as operações algébricas
e nem as normas dos espaços E e F .

Os conjuntos das aplicaçõesm-lineares simétricas e das aplicaçõesm-lineares simétricas
cont́ınuas A : Em −→ F serão denotados por Ls(mE;F ) e Ls(mE;F ), respectivamente.

É fácil verificar que Ls(mE;F ) e Ls(mE;F ) são subespaços vetoriais de L(mE;F ) e
L(mE;F ), respectivamente.

Sejam n ∈ N com n ≤ m e A ∈ L(mE;F ). Para cada (x1, . . . , xn) ∈ En e cada
α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn com |α| = α1 + · · ·+ αn = m, usaremos a notação

Axα1
1 . . . xαn

n = A(x1,
(α1). . . , x1, . . . , xn,

(αn). . . , xn).

Em particular, Axm = A(x, (m). . ., x) para todo x ∈ E.

Proposição 1.2.10. Sejam m ∈ N e E,F espaços vetoriais. Para cada A ∈ L(mE;F ),
defina As : Em −→ F por

As(x1, . . . , xm) =
1

m!

∑

σ∈Sm

A(xσ(1), . . . , xσ(m)).

Então as seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) As ∈ Ls(mE;F ).

(b) As = A se, e somente se, A é simétrica.

(c) (As)s = As.

(d) O operador s : L(mE;F ) −→ Ls(mE;F ), definido por s(A) = As, é linear.

(e) Para todo x ∈ E, Axm = Asxm.
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Demonstração. Veja [1, Proposição 1.1.6].

A aplicação As é chamada de simetrização da aplicação A e o operador s é chamado
de operador de simetrização. A proposição acima, dentre outras consequências, mostra
que s é uma projeção, isto é s ◦ s = s, de L(mE;F ) sobre Ls(mE;F ).

Finalizaremos esse breve estudo das aplicações multilineares simétricas com a Fórmula
de Polarização. Esse resultado será de grande valia no estudo dos polinômios homogêneos.

Proposição 1.2.11 (Fórmula de Polarização). Sejam m ∈ N, E,F espaços vetoriais e
A ∈ Ls(mE;F ). Então para todos x0, x1, . . . , xm ∈ E, tem-se a fórmula

A(x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑

δ1,...,δm∈{−1,1}

δ1 · · · δmA(x0 + δ1x1 + · · ·+ δmxm)
m.

Demonstração. Veja [27, Theorem 1.10].

Observação 1.2.12. O conjunto de ı́ndices do somatório acima é {−1, 1}m e a quantidade
de parcelas do somatório é 2m.

Passamos agora a estudar os polinômios homogêneos entre espaços vetoriais normados,
os quais são um dos principais objetos de estudo desta dissertação. As funções

pm : K −→ K , pm(t) = tm, m ∈ N,

são de fundamental importância na Análise. É claro que cada pm é um polinômio. A
propriedade que torna essas funções tão especiais é a seguinte:

pm(λt) = λmpm(t) para todos t, λ ∈ K. (1.1)

Por isso, pm é chamado de polinômio m-homogêneo ou polinômio homogêneo de grau
m. Como não há potências em espaços vetoriais, não podemos definir essas funções em
espaços vetoriais. A alternativa é buscar funções que satisfaçam a propriedade (1.1).

Definição 1.2.13. Sejam E,F espaços vetoriais normados e m ∈ N. Uma aplicação
P : E −→ F será denominada polinômio m-homogêneo ou polinômio homogêneo de grau
m se existir A ∈ L(mE;F ) tal que P (x) = Axm para todo x ∈ E.

Vejamos que, de fato, a propriedade (1.1) está satisfeita: usando a m-linearidade da
aplicação A, temos:

P (λx) = A(λx)m = A(λx, (m). . ., λx) = λmA(x, (m). . ., x) = λmAxm = λmP (x),

para todos x ∈ E e λ ∈ K.
Os conjuntos dos polinômiosm-homogêneos de E em F e dos polinômiosm-homogêneos

cont́ınuos de E em F serão denotados por P (mE;F ) e P(mE;F ), respetivamente. No caso
em que F = K, denotamos

P (mE) = P (mE;K) e P(mE) = P(mE;K).
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Consideremos também o conjunto de todas as funções de E em F :

F (E;F ) = { f : E −→ F : f é uma função }.

É fácil verificar que F (E;F ) é um espaço vetorial sobre K com as operações usuais de
funções e que P (mE;F ) e P(mE;F ) são subespaços vetoriais de F (E;F ). Consequente-
mente, P (mE;F ) e P(mE;F ) são espaços vetoriais sobre K com as operações usuais de
funções. Note também que os polinômios 1-homogêneos são exatamente os operadores
lineares.

Definição 1.2.14. Sejam E,F espaços vetoriais normados e m ∈ N. Para cada P ∈
P (mE;F ), definimos ‖P‖ ∈ [0,+∞] por

‖P‖ = sup{‖P (x)‖ : x ∈ BE}.

Proposição 1.2.15. Sejam E,F espaços vetoriais normados e m ∈ N. Para cada A ∈
L(mE;F ), considere a função

Â : E −→ F , Â(x) = Axm.

Então as seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) A correspondência A 7−→ Â induz um isomorfismo algébrico entre os espaços Ls(mE;F )
e P (mE;F ).

(b) Para toda A ∈ Ls(mE;F ),

‖Â‖ ≤ ‖A‖ ≤
m!

mm
‖Â‖.

Demonstração. Veja [1, Proposição 1.2.2].

Observação 1.2.16. Da Proposição 1.2.15 segue que dado um polinômio m-homogêneo
P ∈ P (mE;F ), existe uma única aplicaçãom-linear simétrica A ∈ Ls(mE;F ) satisfazendo

Axm = P (x)

para todo x ∈ E. Nesse caso denotamos P̌ = A.

No próximo resultado, vamos caracterizar os polinômios homogêneos cont́ınuos.

Proposição 1.2.17. Sejam E,F espaços vetoriais normados, m ∈ N e P ∈ P (mE;F ).
Então as seguintes condições são equivalentes:

(a) P é cont́ınuo.

(b) P é cont́ınuo em algum ponto de E.

(c) ‖P‖ < +∞.

(d) Existe c ≥ 0 tal que ‖P (x)‖ ≤ c ‖x‖m para todo x ∈ E.
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(e) P̌ é cont́ınua.

(f) Existe A ∈ L(mE;F ) tal que P (x) = Axm para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [1, Proposição 1.2.7].

Proposição 1.2.18. Sejam E,F espaços vetoriais normados e m ∈ N . Então a função
P 7−→ ‖P‖ é uma norma em P(mE;F ).

Demonstração. Veja [1, Proposição 1.2.8].

Analogamente ao caso das aplicações multilineares, dado P ∈ P(mE;F ), tem-se

‖P (x)‖ ≤ ‖P‖ · ‖x‖m

para todo x ∈ E. Dai, conseguimos a seguinte caracterização para a norma de um
polinômio homogêneo cont́ınuo:

‖P‖ = inf{c ≥ 0 : ‖P (x)‖ ≤ c ‖x‖m para todo x ∈ E}.

Proposição 1.2.19. Sejam E,F espaços vetoriais normados e m ∈ N. Então:

(a) A correspondência A 7−→ Â definida na Proposição 1.2.15 induz um isomorfismo
topológico entre os espaços Ls(mE;F ) e P(mE;F ).

(b) Se F é um espaço de Banach, então P(mE;F ) é também um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [1, Proposição 1.2.9 e Proposição 1.2.10].

Daremos agora alguns exemplos de polinômios homogêneos cont́ınuos.

Exemplo 1.2.20. Sejam m ∈ N e 1 ≤ p <∞. A função P : ℓmp −→ ℓp definida por

P
(
(ξj)

∞
j=1

)
= (ξj

m
· · · ξj)

∞
j=1 = (ξmj )∞j=1,

é um polinômio m-homogêneo cont́ınuo (veja [41, Exemplo 2.35]).

Exemplo 1.2.21. Sejam E,F espaços vetoriais normados, m ∈ N, ϕ ∈ E ′ e b ∈ F .
Definamos a função ϕm ⊗ b : E −→ F por

(ϕm ⊗ b)(x) = (ϕ(x))mb.

Então
ϕm ⊗ b ∈ P(mE;F ) e ‖ϕm ⊗ b‖ = ‖ϕ‖m · ‖b‖.

Para a demonstração dessas afirmações veja [1, Exemplo 1.2.16].

Definição 1.2.22. Sejam E,F espaços vetoriais normados e m ∈ N. Dizemos que um
polinômio homogêneo P ∈ P(mE;F ) é de tipo finito se existem k ∈ N, ϕ1, . . . , ϕk ∈ E ′ e
b1, . . . , bk ∈ F tais que

P =
k∑

i=1

ϕm
i ⊗ bi.
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Denotaremos o conjunto dos polinômios m-homogêneos de tipo finito de E em F por
Pf (

mE;F ). Por definição,

Pf (
mE;F ) = span{ϕm ⊗ b : ϕ ∈ E ′ e b ∈ F},

e portanto Pf (
mE;F ) é um subespaço vetorial de P(mE;F ).

Exemplo 1.2.23. Sejam E e F espaços normados, m ∈ N, ϕ ∈ E ′ e u ∈ L(E;F ). A
função P : E −→ F definida por

P (x) = (ϕ(x))m−1u(x),

é um polinômio m-homogêneo cont́ınuo e ‖P‖ = ‖ϕ‖m−1 · ‖u‖ (veja [1, Exemplo 1.2.17]).

Proposição 1.2.24. Sejam E e F espaços normados, m ∈ N e P : E −→ F um polinômio
m-homogêneo cont́ınuo. Então

‖P‖ = sup
‖x‖<1

‖P (x)‖.

Demonstração. Com efeito, como

{‖P (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ < 1} ⊂ {‖P (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1},

segue que
sup
‖x‖<1

‖P (x)‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖P (x)‖ = ‖P‖. (1.2)

Por outro lado, denotemos
s = sup

‖x‖<1

‖P (x)‖.

Sejam α ∈ (0, 1) e x ∈ E tais que x 6= 0. Como αx
‖x‖

tem norma menor que 1, segue que

‖P (x)‖ =

∥∥∥∥P
(
‖x‖

α
·
αx

‖x‖

)∥∥∥∥ =
‖x‖m

αm
·

∥∥∥∥P
(

αx

‖x‖

)∥∥∥∥ ≤
‖x‖m

αm
· s =

( s

αm

)
· ‖x‖m.

Como o resultado acima vale também para x = 0, segue que

‖P‖ ≤
s

αm
.

Fazendo α −→ 1−, temos
‖P‖ ≤ s = sup

‖x‖<1

‖P (x)‖, (1.3)

e o resultado segue das equações (1.2) e (1.3).

A seguir veremos alguns resultados sobre a composição de operadores multilineares
com operadores lineares, e sobre a composição de polinômios homogêneos com operadores
lineares. A composição à direita de um operador multilinear com operadores lineares,
definida a seguir, é muito importante em nosso contexto.
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Definição 1.2.25. Sejam m ∈ N, G1, . . . , Gm, E1, . . . , Em e F espaços normados, A ∈
L(E1, . . . , Em;F ), u1 ∈ L(G1;E1), . . ., um ∈ L(Gm;Em). Definimos o operador A ◦
(u1, . . . , um) : G1 × · · · ×Gm −→ F por

(A ◦ (u1, . . . , um))(x1, . . . , xm) = A(u1(x1), . . . , um(xm)).

Proposição 1.2.26. Sejam A ∈ L(E1, . . . , Em;F ), u1 ∈ L(G1;E1), . . ., um ∈ L(Gm;Em)
e t ∈ L(F ;H). Então o operador t ◦ A ◦ (u1, . . . , um) : G1 × · · · × Gm −→ H é m-linear,
cont́ınuo e

‖t ◦ A ◦ (u1, . . . , um)‖ ≤ ‖t‖ · ‖A‖ · ‖u1‖ · · · ‖um‖.

Demonstração. Veja [42, Proposição 4.15].

Proposição 1.2.27. Sejam G,E, F,H espaços normados, m ∈ N, u ∈ L(G;E), P ∈
P(mE;F ) e t ∈ L(F ;H). Então:

(a) O operador t ◦ P ◦ u : G −→ H é um polinômio m-homogêneo cont́ınuo e

(t ◦ P ◦ u)∨ = t ◦ P̌ ◦ (u, . . . , u).

(b) ‖t ◦ P ◦ u‖ ≤ ‖t‖ · ‖P‖ · ‖u‖m.

Demonstração. (a) Consideremos o operadorm-linear, cont́ınuo e simétrico P̌ : Em −→ F
associado a P . Sabemos da Proposição 1.2.26 que

B = t ◦ P̌ ◦ (u, . . . , u) : Gm −→ F

é um operador m-linear cont́ınuo. Vejamos que B̂ = t ◦ P ◦ u: para todo x ∈ G,

B(x, . . . , x) = t(P̌ (u(x), . . . , u(x))) = t(P (u(x))) = (t ◦ P ◦ u)(x).

Portanto, t◦P ◦u é um polinômio m-homogêneo e segue da Proposição 1.2.17 que t◦P ◦u
é também cont́ınuo. Para a segunda afirmação basta provar que t ◦ P̌ ◦ (u, . . . , u) é um
operador simétrico. Com efeito, dados x1, . . . , xm ∈ G e uma permutação σ ∈ Sm,

B(xσ(1), . . . , xσ(m)) = t(P̌ (u(xσ(1)), . . . , u(xσ(m))))

= t(P̌ (u(x1), . . . , u(xm))) = B(x1, . . . , xm),

onde a segunda igualdade segue da simetria de P̌ .

(b) Para todo x ∈ G,

‖(t ◦ P ◦ u)(x)‖ = ‖t(P (u(x)))‖ ≤ ‖t‖ · ‖P (u(x))‖

≤ ‖t‖ · ‖P‖ · ‖u(x)‖m

≤ (‖t‖ · ‖P‖ · ‖u‖m) · ‖x‖m.

Consequentemente, ‖t ◦ P ◦ u‖ ≤ ‖t‖ · ‖P‖ · ‖u‖m.

A seguir introduzimos a definição do adjunto de Aron-Schottenloher [3].
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Definição 1.2.28. Sejam E e F espaços de Banach e P : E −→ F um polinômio m-
homogêneo cont́ınuo. Definimos a função P ′ : F ′ −→ P(mE) por

P ′(ϕ)(x) = ϕ(P (x)) para todos x ∈ E e ϕ ∈ F ′.

A função P ′ e chamada de adjunto de Aron-Schottenloher de P .

Proposição 1.2.29. Seja P : E −→ F um polinômio m-homogêneo cont́ınuo. Então P ′

é um operador linear cont́ınuo e ‖P ′‖ = ‖P‖.

Demonstração. Veja [36, Proposição 2.1.3].

1.3 O produto tensorial simétrico projetivo

Nesta seção faremos um breve estudo do produto tensorial simétrico projetivo, o qual,
como ficará claro mais adiante, é uma ferramenta central para o estudo de ideais de
polinômios.

Iniciaremos a seção com uma breve exposição do produto tensorial (cheio) de espaços
normados. O principal resultado da seção diz respeito à linearização de polinômios ho-
mogêneos (Teorema 1.3.5). Esse resultado nos será útil para enunciar uma caracterização
importante dos ideais de polinômios de composição (Proposição 1.5.16), e posteriormente
para descrever as envoltórias injetiva e sobrejetiva de um ideal de composição nas Seções
3.4 e 4.4, respetivamente.

As principais referências para o produto tensorial cheio de espaços normados foram
[38, 42], e para a teoria do produto tensorial simétrico foram [19, 37].

Sejam m ∈ N e X1, . . . , Xm espaços vetoriais. Dados x1 ∈ X1, . . . , xm ∈ Xm, definimos
a função

x1 ⊗ · · · ⊗ xm : L(X1, . . . , Xm) −→ K , (x1 ⊗ · · · ⊗ xm)(A) = A(x1, . . . , xm).

É imediato que x1⊗· · ·⊗xm é linear e, portanto, pertence ao dual algébrico L(X1, . . . , Xm)
∗

do espaço L(X1, . . . , Xm). O produto tensorial de X1, . . . , Xm é o subespaço vetorial de
L(X1, . . . , Xm)

∗ gerado pelo funcionais da forma x1 ⊗ · · · ⊗ xm. Denotamos esse espaço
por X1 ⊗ · · · ⊗Xm e chamamos seus elementos de tensores. Já seus geradores, isto é, os
tensores da forma x1 ⊗ · · · ⊗ xm, com x1 ∈ X1, . . . , xm ∈ Xm, são chamados de tensores
elementares. Por definição, um tensor x ∈ X1 ⊗ · · · ⊗Xm se pode escrever da forma

x =
k∑

j=1

xj
1 ⊗ · · · ⊗ xj

m,

onde k ∈ N e xj
i ∈ Xi para i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , k, e é também conhecido que essa

representação não é única.

Proposição 1.3.1. Dados espaços normados E1, . . . , Em, a função π : E1⊗· · ·⊗Em −→
[0,+∞) definida por

π(x) = inf

{
k∑

j=1

‖xj
1‖ · · · ‖x

j
m‖ : x =

k∑

j=1

xj
1 ⊗ · · · ⊗ xj

m

}
,

é uma norma em E1 ⊗ · · · ⊗ Em. Além disso, π(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) = ‖x1‖ · · · ‖xm‖.
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Demonstração. Veja [38, Proposition 2.1] ou [42, Proposição 3.3].

A norma definida acima é chamada de norma projetiva e o espaço normado (E1 ⊗
· · · ⊗Em, π) é denotado por E1 ⊗π · · · ⊗π Em. No caso em que E1, . . . , En são espaços de
Banach, esse espaço é completo se, no máximo, um dos espaços E1, . . . , Em tem dimensão
infinita, e é incompleto se pelo menos dois dentre eles forem de dimensão infinita (veja
[42, Proposição 3.4] e [39, Teorema 3.24]). Como pretendemos trabalhar com espaços de
dimensão infinita, consideraremos o completamento E1⊗̂π · · · ⊗̂πEm de E1 ⊗π · · · ⊗π Em.
O espaço completado é chamado de produto tensorial projetivo.

Dados espaços normados E1, . . . , Em, definimos a função

σm : E1 × · · · × Em −→ E1 ⊗π · · · ⊗π Em , σm(x1, . . . , xm) = x1 ⊗ · · · ⊗ xm.

É fácil verificar que σm é m-linear e segue da definição da norma projetiva que σm é
cont́ınua e ‖σm‖ = 1. A função σm será chamada de aplicação m-linear canônica.

Proposição 1.3.2. Sejam E1, . . . , Em espaços normados e F um espaço de Banach. Para
cada aplicação m-linear cont́ınua A : E1×· · ·×Em −→ F existe um único operador linear
cont́ınuo AL : E1⊗̂π · · · ⊗̂πEm −→ F tal que A = AL ◦ σm, isto é, o diagrama abaixo é
comutativo:

E1 × · · · × Em

σm ))

A // F

E1⊗̂π · · · ⊗̂πEm

AL

88

Além de isso, a correspondência A ←→ AL é um isomorfismo isométrico entre os
espaços de Banach L(E1, . . . , Em;F ) e L(E1⊗̂π · · · ⊗̂πEm;F ).

Demonstração. Veja [38, Theorem 2.9] ou [42, Teorema 3.17].

O operador linear AL é chamado de linearização da aplicação m-linear A.
Passamos agora a estudar o produto tensorial simétrico. Nossas referências são [19] e

[37]. Para este estudo, trabalharemos no caso E1 = · · · = Em = E. Neste caso, denotamos

⊗mE = E⊗
(m)
· · · ⊗E, ⊗m

π E = E⊗π

(m)
· · · ⊗πE e ⊗̂

m

π E = E⊗̂π

(m)
· · · ⊗̂πE. Começamos

definindo tensor simétrico para o caso m = 2.

Definição 1.3.3. Seja E um espaço normado. Dizemos que um tensor z ∈ E ⊗ E é

simétrico se tem uma representação z =
k∑

j=1

1
2
(xj ⊗ yj + yj ⊗ xj), onde k ∈ N e xj, yj ∈ E

para cada j = 1, . . . , k.
Da mesma forma, definimos um tensor m-simétrico como um tensor z ∈ ⊗mE que

tem uma representador da forma

z =
k∑

j=1

1

m!

∑

σ∈Sm

xj
σ(1) ⊗ · · · ⊗ xj

σ(m),

onde Sm denota o grupo de permutações do conjunto {1, . . . ,m} e xj
1, . . . , x

j
m ∈ E para

cada j = 1, . . . , k.
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Os tensores m-simétricos formam um subespaço vetorial de ⊗mE , que denotaremos
por ⊗m,sE e chamamos de produto tensorial simétrico de E por ele mesmo m-vezes.
Por outro lado, consideremos a simetrização (σm)

s da aplicação m-linear canônica σm e
definamos

x1 ⊗
s · · · ⊗s xm = (σm)

s(x1, . . . , xm) =
1

m!

∑

σ∈Sm

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(m),

para todos x1, . . . , xm ∈ E. Notemos que para x1 = · · · = xm = x, temos

⊗mx = x⊗
(m)
· · · ⊗x = x⊗s (m)

· · · ⊗sx.

Usando a Fórmula de Polarização (Proposição 1.2.11), temos

x1 ⊗
s · · · ⊗s xm =

1

m!2m

∑

δ1,...,δm∈{−1,1}

δ1 · · · δm ⊗
m (x0 + δ1x1 + · · ·+ δmxm),

e consequentemente temos as seguintes caracterizações para o produto tensorial simétrico.

Proposição 1.3.4. [19, Corollary 1.5].

⊗m,sE = span{x1 ⊗
s · · · ⊗s xm : x1, . . . , xm ∈ E}

= span{⊗mx : x ∈ E}

=

{
k∑

j=1

αj ⊗
m xj : k ∈ N, x1, . . . , xk ∈ E e α1, . . . , αk ∈ Cm

K

}
,

onde Cm
K = {−1, 1} se K = R e m é par, e Cm

K = {1} caso contrário.

Consideremos agora a restrição da norma projetiva π ao espaço vetorial ⊗m,sE. Neste
caso, denotamos ⊗m,s

π E = (⊗m,sE, π). Também denotamos por ⊗̂
m,s

π E ao completamento
do espaço (⊗m,sE, π), isto é, o fecho de ⊗m,sE no completamento ⊗̂

m

π E de ⊗m
π E. Por

outro lado, consideremos o polinômio m-homogêneo

δm : E −→ ⊗̂
m,s

π E , δm(x) = ⊗
mx.

Segue da igualdade π(⊗mx) = ‖x‖m que δm é cont́ınuo e tem norma 1. Um importante
resultado devido a R. Ryan em [37] é o seguinte.

Teorema 1.3.5. Sejam E um espaço normado e F um espaço de Banach. Para cada
polinômio m-homogêneo cont́ınuo P : E −→ F existe um único operador linear cont́ınuo
PL : ⊗̂

m,s

π E −→ F tal que P = PL ◦ δm, isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

E
P //

δm ''

FOO

PL

⊗̂
m,s

π E

Mais ainda, a correspondência P ←→ PL é um isomorfismo topológico entre os espaços
de Banach P(mE;F ) e L(⊗̂

m,s

π E;F ).
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O operador linear PL é chamado de linearização do polinômio P . É conhecido que
‖PL‖ = ‖P̌‖, consequentemente os espaços P(mE;F ) e L(⊗̂

m,s

π E;F ) nem sempre são
isometricamente isomorfos ([19, 2.1]). Com o objetivo de conseguir um isomorfismo
isométrico no teorema acima, introduz-se uma segunda norma, denotada por πs, no espaço
⊗m,sE.

Proposição 1.3.6. [19, 2.2] Seja E um espaço normado e m ∈ N. A função

πs : ⊗
m,s E −→ [0,+∞) , πs(z) = inf

{
k∑

j=1

|λj|‖xj‖
m : k ∈ N e z =

k∑

j=1

λj ⊗
m xj

}

é uma norma em ⊗m,sE. Alem disso, πs(⊗
mx) = ‖x‖m para todo x ∈ E.

A norma definida acima é chamada de norma s-projetiva e o espaço normado (⊗m,sE, πs)
é denotado por ⊗m,s

πs
E. Também denotamos por ⊗̂

m,s

πs
E ao completamento do espaço

(⊗m,sE, πs). Por outro lado, definamos o polinômio m-homogêneo

δm,s : E −→ ⊗̂
m,s

πs
E , δm,s(x) = ⊗

mx.

Segue da igualdade πs(⊗
mx) = ‖x‖m que δm,s é cont́ınuo e tem norma 1. Chegamos ao

resultado mais importante desta seção.

Teorema 1.3.7. [19, Proposition 2.2] Sejam E um espaço normado e F um espaço
de Banach. Para cada polinômio m-homogêneo cont́ınuo P : E −→ F existe um único
operador linear cont́ınuo PL,s : ⊗̂

m,s

πs
E −→ F tal que P = PL,s ◦ δm,s, isto é, o seguinte

diagrama é comutativo:

E P //

δm,s ''

FOO

PL,s

⊗̂
m,s

πs
E

Mais ainda, a correspondência P ←→ PL,s é um isomorfismo isométrico entre os espaços
de Banach P(mE;F ) e L(⊗̂

m,s

πs
E;F ).

O operador linear PL,s é também chamado de linearização do polinômio P .
A seguir veremos algumas propriedades do produto tensorial de operadores lineares

cont́ınuos.

Proposição 1.3.8. Sejamm ∈ N, E1, . . . , Em, F1, . . . , Fm espaços normado, u1 ∈ L(E1;F1),
. . ., um ∈ L(Em;Fm). Então existe um único operador linear cont́ınuo

u1 ⊗ · · · ⊗ um : E1⊗̂π · · · ⊗̂πEm −→ F1⊗̂π · · · ⊗̂πFm

tal que
(u1 ⊗ · · · ⊗ um)(x1 ⊗ · · · ⊗ xm) = u1(x1)⊗ · · · ⊗ um(xm)

para todos x1 ∈ E1, . . . , xm ∈ Em.

Demonstração. Veja [38, Proposition 2.3].
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Proposição 1.3.9. Sejam m ∈ N, E e F espaços normados e u ∈ L(E;F ). Então existe
um único operador linear cont́ınuo

⊗m,su : ⊗m,s
πs

E −→ ⊗m,s
πs

F

tal que (⊗m,su)(⊗mx) = ⊗mu(x) para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [36, Proposição 3.2.7].

Corolário 1.3.10. Sejam m ∈ N, E e F espaços normados e u ∈ L(E;F ). Então existe
um único operador linear cont́ınuo

⊗m,su : ⊗̂
m,s

πs
E −→ ⊗̂

m,s

πs
F

tal que (⊗m,su)(⊗mx) = ⊗mu(x) para todo x ∈ E.

Demonstração. Denotemos G = (⊗m,sE, πs) e H = (⊗m,sF, πs). Por definição, Ĝ =

⊗̂
m,s

πs
E é um completamento de G e Ĥ = ⊗̂

m,s

πs
F é um completamento de H. Sabemos da

Proposição 1.3.9 que existe um operador linear cont́ınuo v : G −→ H tal que v(⊗mx) =

⊗mu(x) para todo x ∈ E. Identificando H como subespaço de Ĥ, podemos definir o
operador

v1 : G −→ Ĥ , v1(z) = v(z),

que claramente é também linear e cont́ınuo. E identificando G como subespaço denso de
Ĝ, podemos estender v1 a Ĝ de acordo com a Proposição 1.1.9, isto é, existe um único
operador linear cont́ınuo ṽ1 : Ĝ −→ Ĥ tal que ṽ1(z) = v1(z) para todo z ∈ G. Chamando
⊗m,su = ṽ1, temos

(⊗m,su)(⊗mx) = ṽ1(⊗
mx) = v1(⊗

mx) = v(⊗mx) = ⊗mu(x)

para todo x ∈ E. Provemos a unicidade do operador ⊗m,su. Suponhamos que t : Ĝ −→ Ĥ
seja um operador linear cont́ınuo com t(⊗mx) = ⊗mu(x) para todo x ∈ E. Segue da
linearidade de t e de v1 que t(z) = v1(z) para todo z ∈ G. Pela unicidade da extensão ṽ1
temos que t = ṽ1 = ⊗

m,su.

Proposição 1.3.11. Sejam m ∈ N, G,E, F espaços de Banach, u : G −→ E um operador
linear cont́ınuo e P : E −→ F um polinômio m-homogêneo cont́ınuo. Então

(P ◦ u)L,s = PL,s ◦ ⊗
m,su,

isto é, a metade inferior do diagrama abaixo é comutativa

G

δGm,s
��

u // E
P // F

⊗̂
m,s

πs
G

⊗m,su
//

(P◦u)L,s

55

⊗̂
m,s

πs
E

PL,s

OO

22



Demonstração. Sabemos da Proposição 1.2.27 que P ◦ u : G −→ F é também um po-
linômiom-homogêneo cont́ınuo. Por outro lado, consideremos os polinômiosm-homogêneos
canônicos δEm,s : E −→ ⊗̂

m,s

πs
E e δGm,s : G −→ ⊗̂

m,s

πs
G definidos por

δEm,s(x) = ⊗
mx e δGm,s(y) = ⊗

my.

Para todo y ∈ G, tem-se

(PL,s ◦ ⊗
m,su)(⊗my) = PL,s(⊗

m,su(⊗my)) = PL,s(⊗
mu(y))

= PL,s(δ
E
m,s(u(y))) = (PL,s ◦ δ

E
m,s)(u(y))

= P (u(y)) = (P ◦ u)(y) = (P ◦ u)L,s(⊗
my),

onde a segunda igualdade segue da definição do operador ⊗m,su (Corolário 1.3.10), a
terceira segue da definição do polinômio δEm,s e a quinta segue da definição do operador
PL,s (Teorema 1.3.7). Usando a linearidade e continuidade dos operadores PL,s ◦ ⊗

m,su e
(P ◦ u)L,s, segue que

(PL,s ◦ ⊗
m,su)(z) = (P ◦ u)L,s(z)

para todo z ∈ ⊗̂
m,s

πs
G.

1.4 Ideais de operadores lineares

Nesta seção apresentaremos alguns conceitos, propriedades e exemplos da teoria de ideais
de operadores lineares.

A teoria de ideais de operadores foi introduzida por A. Pietsh na década de 1970 com
o intuito de unificar o estudo de varias classes de operadores lineares que vinham sendo
estudados separadamente.

Esta seção é preparatória para a apresentação dos ideais de polinômios de composição
na Seção 1.5 e para dar aplicações das fórmulas das envoltórias injetiva e sobrejetiva de um
ideal de composição nas Seções 3.4 e 4.4. Nossa principal referência foi a dissertação [42]
e excelentes referências para a teoria geral de ideais de operadores são os livros [16, 33].

Nesta dissertação, o termo classe é usado como sinônimo de coleção ou conjunto.
Essa terminologia é usada para não entrar em conflito com a teoria de conjuntos quando
se tomam coleções arbitrárias. Ao longo desta seção, E,F,G,H denotarão espaços de
Banach quaisquer.

Definição 1.4.1. Um ideal de operadores é uma subclasse I da classe de todos os opera-
dores lineares cont́ınuos entre espaços de Banach sobre o corpoK tal que suas componentes

I(E;F ) = L(E;F ) ∩ I,

onde E e F são espaços de Banach arbitrários, satisfazem as seguintes condições:

(1) I(E;F ) é um subespaço vetorial de L(E;F ) que contém os operadores lineares
cont́ınuos de posto finito.

23



(2) A propriedade do ideal: se u1 ∈ L(G;E), u2 ∈ I(E;F ) e u3 ∈ L(F ;H),

G
u1−→ E

u2−→ F
u3−→ H

então u3 ◦ u2 ◦ u1 ∈ I(G;H).

Dizemos que um ideal de operadores I é fechado se cada componente I(E;F ) é um
subespaço fechado de L(E;F ).

Definição 1.4.2. Um ideal normado de operadores (I, ‖ · ‖I) é um ideal de operadores
I munido de uma função ‖ · ‖I : I −→ [0,+∞) que satisfaz as seguintes condições:

(I) ‖ · ‖I restrita a I(E;F ) é uma norma para quaisquer espaços de Banach E e F .

(II) O funcional id : K −→ K, dado por id(λ) = λ, é tal que ‖id‖I = 1.

(III) A desigualdade do ideal: se u1 ∈ L(G;E), u2 ∈ I(E;F ) e u3 ∈ L(F ;H), então

‖u3 ◦ u2 ◦ u1‖I ≤ ‖u3‖ · ‖u2‖I · ‖u1‖.

Dizemos que um ideal normado de operadores (I, ‖ · ‖I) é de Banach se o espaço
normado (I(E;F ), ‖ · ‖I) é completo para quaisquer espaços de Banach E e F .

É bem conhecido e muito útil que, nas condições acima, ‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖I (veja [33,
Proposition 6.1.4]).

Exemplo 1.4.3 (Operadores de posto finito). A classe dos operadores de posto finito F
é o menor ideal de operadores (veja [42, Exemplo 4.5]).

Exemplo 1.4.4 (Operadores aproximáveis). Dizemos que um operador u ∈ L(E;F ) é
aproximável se existe uma sequência de operadores (un)

∞
n=1 em F(E;F ) tal que un −→ u

na norma usual de L(E;F ).
Denotamos por A(E;F ) o conjunto de todos os operadores aproximáveis de E em F .

A classe dos operadores aproximáveis A é o menor ideal fechado de operadores (veja [42,
Exemplo 4.6]).

Exemplo 1.4.5 (Operadores compactos). Dizemos que um operador u ∈ L(E;F ) é
compacto se u(BE) é compacto em F . Denotamos por K(E;F ) o conjunto de todos os
operadores compactos de E em F . A classe dos operadores compactos K é um ideal
fechado de operadores (veja [42, Exemplo 4.7] ou [33, 1.4]).

Exemplo 1.4.6 (Operadores fracamente compactos). Dizemos que um operador u ∈
L(E;F ) é fracamente compacto se u(BE) é relativamente fracamente compacto em F , isto

é, u(BE)
w
é fracamente compacto em F . Denotamos por W(E;F ) o conjunto de todos

os operadores fracamente compactos de E em F . A classe dos operadores fracamente
compactos W é um ideal fechado de operadores (veja [42, Exemplo 4.8] ou [33, 1.5]).

Nosso próximo exemplo é o ideal dos operadores p-nucleares. Nossa principal referência
é o livro [17]. Dado 1 ≤ p ≤ ∞, continuamos a denotar por p′ ∈ [1,+∞] o conjugado de
p, isto é, p′ satisfaz a equação 1

p
+ 1

p′
= 1.
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Exemplo 1.4.7 (Operadores p-nucleares). Seja 1 ≤ p < ∞. Dizemos que um operador
u ∈ L(E;F ) é p-nuclear se existem sequências (λn)

∞
n=1 ∈ ℓp, (ϕn)

∞
n=1 ∈ BF ′ e (yn)

∞
n=1 ∈

ℓwp′(F ) tais que

u =
∞∑

n=1

λn ϕn ⊗ yn ,

onde a série acima converge em L(E;F ) e ℓwp′(F ) é o espaço das sequências fracamente
p′-somáveis em F (Definição 1.1.17).

Denotamos por Np(E;F ) o conjunto de todos os operadores p-nucleares de E em F .
A classe Np dos operadores p-nucleares é um ideal de operadores para todo p ∈ [1,+∞)
(veja [17, Theorem 5.25]).

Nosso próximo exemplo é o ideal dos operadores p-compactos. Nossa referência é [35].
Começamos definindo conjunto relativamente p-compacto.

Definição 1.4.8. Seja E um espaço de Banach.

(a) Dado 1 < p <∞, dizemos que um subconjunto K de E é relativamente p-compacto
se existe uma sequência (xn)

∞
n=1 ∈ ℓp(E) tal que

K ⊂

{
∞∑

n=1

λnxn : (λn)
∞
n=1 ⊂ K e

∞∑

n=1

|λn|
p′ ≤ 1

}
,

onde ℓp(E) é o espaço das sequências absolutamente p-somáveis em E (Definição
1.1.15).

(b) Para o caso p = 1, dizemos que um subconjunto K de E é relativamente 1-compacto
se existe uma sequência (xn)

∞
n=1 ∈ ℓ1(E) tal que

K ⊂

{
∞∑

n=1

λnxn : (λn)
∞
n=1 ⊂ K e sup

n∈N
|λn| ≤ 1

}
.

Exemplo 1.4.9 (Operadores p-compactos). Seja 1 ≤ p < ∞. Dizemos que um opera-
dor u ∈ L(E;F ) é p-compacto se u transforma conjuntos limitados em E em conjuntos
relativamente p-compactos em F .

Denotamos por Kp(E;F ) o conjunto de todos os operadores p-compactos de E em F .
A classe dos operadores p-compactos Kp é um ideal de operadores para todo p ∈ [1,+∞)
[35].

Nosso próximo exemplo é o ideal dos operadores p-integráveis. Nossa principal re-
ferência é o livro [17].

Exemplo 1.4.10 (Operadores p-integráveis). Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Dizemos que um operador
u ∈ L(E;F ) é p-integrável se existe um espaço de medida de probabilidade (Ω,Σ, µ) e
existem operadores lineares cont́ınuos t1 : E −→ L∞(µ) e t2 : Lp(µ) −→ F ′′ tais que
JF ◦ u = t2 ◦ ip ◦ t1, isto é, o diagrama abaixo é comutativo

E

t1
��

u // F
JF // F ′′

L∞(µ)
ip // Lp(µ)

t2

OO
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onde ip : L∞(µ) −→ Lp(µ) é o operador inclusão e JF : F −→ F ′′ é o mergulho canônico.
Denotamos por Ip(E;F ) o conjunto de todos os operadores p-integráveis de E em F .

A classe Ip dos operadores p-integráveis é um ideal de operadores para todo p ∈ [1,+∞]
(veja [17, Theorem 5.2]).

Exemplo 1.4.11 (Operadores absolutamente p-somantes). Seja 1 ≤ p < ∞. Dizemos
que um operador u ∈ L(E;F ) é absolutamente p-somante se existe uma constante c ≥ 0
tal que

n∑

i=1

‖u(xi)‖
p ≤ cp · sup

ϕ∈BE′

n∑

i=1

|ϕ(xi)|
p,

para todos n ∈ N e x1, . . . , xn ∈ E. Ou, equivalentemente, se (u(xj))
∞
j=1 ∈ ℓp(F ) sempre

que (xj)
∞
j=1 ∈ ℓwp (E) (veja [17, Proposition 2.1]).

Denotamos por Πp(E;F ) o conjunto de todos os operadores absolutamente p-somantes
de E em F . A classe Πp dos operadores absolutamente p-somantes é um ideal de opera-
dores para todo p ∈ [1,+∞) (veja [42, Exemplo 4.11]).

Nosso próximo exemplo é o ideal dos operadores Cohen fortemente p-somantes. Os
operadores Cohen fortemente p-somantes foram introduzidos por Cohen em [15] para
descrever os operadores que têm adjuntos absolutamente p′-somantes.

Exemplo 1.4.12 (Operadores Cohen fortemente p-somantes). Seja 1 ≤ p <∞. Dizemos
que um operador u ∈ L(E;F ) é Cohen fortemente p-somante se

(u(xn))
∞
n=1 ∈ ℓp〈F 〉 sempre que (xn)

∞
n=1 ∈ ℓp(E),

onde ℓp〈F 〉 é o espaço de todas as sequências Cohen fortemente p-somáveis em F (De-
finição 1.1.19).

Denotamos por Dp(E;F ) o conjunto de todos os operadores Cohen fortemente p-
somantes de E em F . A classe Dp dos operadores Cohen fortemente p-somantes é um
ideal de operadores (veja, por exemplo, [29, Proposição 4.4.15]).

Exemplo 1.4.13 (Operadores completamente cont́ınuos). Dizemos que um operador u ∈
L(E;F ) é completamente cont́ınuo se para toda sequência (xn)

∞
n=1 em E tal que xn

w
−→ x

em E, tem-se que u(xn) −→ u(x) em F .
Denotamos por CC(E;F ) o conjunto de todos os operadores completamente cont́ınuos

de E em F . A classe CC dos operadores completamente cont́ınuos é um ideal de operadores
(veja [33, 1.6]).

A seguir faremos um breve resumo sobre o dual de um ideal de operadores.

Definição 1.4.14. (a) Seja I um ideal de operadores. Definimos a classe de operadores
Idual por

Idual(E;F ) = {u ∈ L(E;F ) : u′ ∈ I(F ′;E ′)},

onde u′ é o adjunto do operador u (Definição 1.1.11).

(b) Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de operadores. Definimos a função ‖ · ‖Idual :
Idual(E;F ) −→ [0,+∞) por

‖u‖Idual = ‖u′‖I .
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Proposição 1.4.15. Seja (I, ‖·‖I) um ideal normado (de Banach) de operadores. Então
(Idual, ‖ · ‖Idual) é também um ideal normado (de Banach) de operadores.

Demonstração. Veja [16, 9.9].

O seguinte resultado segue da proposição acima e da Proposição 1.1.12.

Corolário 1.4.16. Seja I um ideal (fechado) de operadores. Então Idual é também um
ideal (fechado) de operadores.

Definição 1.4.17. Dizemos que um ideal de operadores I é:

(a) Simétrico se I ⊂ Idual.

(b) Anti-simétrico se Idual ⊂ I.

(c) Completamente simétrico se I = Idual.

Proposição 1.4.18. (a) (Teorema de Schauder) O ideal dos operadores compactos é
completamente simétrico, isto é, K = Kdual.

(b) (Teorema de Gantmacher) O ideal dos operadores fracamente compactos é comple-
tamente simétrico, isto é, W =Wdual.

Demonstração. Veja [22, Theorem 17.1.3 e Theorem 17.2.5]. A demonstração do item (a)
também pode ser encontrada em [11, Teorema 7.2.7].

1.5 Ideais de polinômios homogêneos

Em 1983, o próprio Pietsh generalizou o conceito de ideais de operadores para aplicações
multilineares, e tal ideia foi imediatamente adaptada para polinômios homogêneos. A
partir dáı, ideais de aplicações multilineares e de polinômios homogêneos têm sido exaus-
tivamente estudados.

Nesta seção apresentaremos alguns conceitos, propriedades e exemplos da teoria de
ideais de polinômios. Também apresentaremos os ideais de composição, que são uma classe
muito importante de ideais de polinômios. Sua importância deve-se a que muitas classes
interessantes de polinômios, como os polinômios de posto finito, compactos e fracamente
compactos, são ideais de composição. Nossas principais referências foram a dissertação
[41] e o artigo [10].

Ao longo deste seção, m denotará um número natural qualquer e E,F,G,H espaços
de Banach quaisquer.

É importante na definição a seguir que, conforme vimos na Proposição 1.2.27, a com-
posição de um polinômio m-homogêneo com operadores lineares, à esquerda e à direita,
é também um polinômio m-homogêneo.

Definição 1.5.1. Um ideal de polinômios homogêneos ou, simplesmente um ideal de
polinômios, é uma subclasse Q da classe de todos os polinômios homogêneos cont́ınuos
entre espaços de Banach sobre o corpo K tal que suas componentes

Q(mE;F ) = P(mE;F ) ∩ Q,

onde m ∈ N e E e F são espaços de Banach arbitrários, satisfazem as seguintes condições:
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(1) Q(mE;F ) é um subespaço vetorial de P(mE;F ) que contem os polinômiosm-homogêneos
cont́ınuos de tipo finito.

(2) A propriedade do ideal: se u ∈ L(G;E), P ∈ Q(mE;F ) e t ∈ L(F ;H), então
t ◦ P ◦ u ∈ Q(mG;H).

Para cada m ∈ N fixo, a classe

Qm =
⋃
{Q(mE;F ) : E e F são espaços de Banach}

é chamada de ideal de polinômios m-homogêneos. Assim, Qm(E;F ) = Q(mE;F ) para
todos E e F espaços de Banach.

Dizemos que um ideal de polinômios Q é fechado se cada componente Q(mE;F ) é um
subespaço fechado de P(mE;F ). Se m ∈ N, sob as condições acima, dizemos que Qm é
um ideal fechado de polinômios m-homogêneos.

Observação 1.5.2. Dado um ideal de polinômios Q, é claro que a classe Q1 é um ideal
de operadores. Desta forma, a teoria de ideais de operadores pode ser recuperada se
consideramos m = 1 na teoria de ideais de polinômios.

Definição 1.5.3. Um ideal normado de polinômios (Q, ‖ · ‖Q) é um ideal de polinômios
Q munido de uma função ‖ · ‖Q : Q −→ [0,+∞) que satisfaz as seguintes condições:

(I) ‖ · ‖Q restrita a Q(mE;F ) é uma norma para todo m ∈ N e quaisquer espaços de
Banach E e F .

(II) O polinômiom-homogêneo cont́ınuo de tipo finito idm : K −→ K, dado por idm(λ) =
λm, é tal que ‖idm‖Q = 1 para todo m ∈ N.

(III) A desigualdade do ideal: se u ∈ L(G;E), P ∈ Q(mE;F ) e t ∈ L(F ;H), então

‖t ◦ P ◦ u‖Q ≤ ‖t‖ · ‖P‖Q · ‖u‖
m.

Dizemos que um ideal normado de polinômios (Q, ‖ · ‖Q) é de Banach se o espaço
normado (Q(mE;F ), ‖ · ‖Q) é completo para todo m ∈ N e quaisquer espaços de Banach
E e F . Se m ∈ N, sob as condições acima, dizemos que (Qm, ‖ · ‖Q) é um ideal normado
(respetivamente, de Banach) de polinômios m-homogêneos.

Proposição 1.5.4. Se Q é um ideal de polinômios, então (Q, ‖ · ‖) é um ideal normado
de polinômios, onde ‖ · ‖ é a norma usual de polinômios.

Demonstração. Veja [41, Proposição 2.52].

Note que um ideal de polinômios Q é fechado se, e somente se, (Q, ‖ · ‖) é um ideal
de Banach.

Definição 1.5.5. Seja Q um ideal de polinômios. Definimos a classe de polinômios Q
por

Q(mE;F ) = Q(mE;F ).
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É bem conhecido, e muito fácil de ser demonstrado, que a classe Q é também um ideal
de polinômios.

Proposição 1.5.6. Sejam (Q, ‖ · ‖Q) um ideal normado de polinômios, m ∈ N e E,F
espaços de Banach. Então:

(a) ‖P‖ ≤ ‖P‖Q para todo P ∈ Q(mE;F ).

(b) ‖ϕm ⊗ b‖Q = ‖ϕ‖m · ‖b‖ para todos ϕ ∈ E ′ e b ∈ F .

Demonstração. Veja [41, Proposição 2.56].

A seguir, introduziremos as seguintes notações.

Definição 1.5.7. (a) Sejam Q e R ideais de polinômios. Escreveremos Q ⊂ R se
Q(mE;F ) ⊂ R(mE;F ) para todos m ∈ N e espaços de Banach E e F .

(b) Sejam (Q, ‖ · ‖Q) e (R, ‖ · ‖R) ideais normados de polinômios tais que Q ⊂ R.
Escreveremos ‖ · ‖Q ≤ ‖ · ‖R (respetivamente ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖R) se ‖P‖Q ≤ ‖P‖R
(respetivamente ‖P‖Q ≥ ‖P‖R) para todo P ∈ Q(mE;F ).

Exemplo 1.5.8. A classe Pf dos polinômios de tipo finito (Definição 1.2.22) é o menor
ideal de polinômios (veja, por exemplo, [26, Exemplo 4.1.2]).

Exemplo 1.5.9. Dizemos que um polinômio P ∈ P(mE;F ) é aproximável por polinômios
de tipo finito se existe uma sequência de polinômios (Pn)

∞
n=1 em Pf (

mE;F ) tal que Pn −→

P , isto é, P ∈ Pf (mE;F ). Como

Pf (
mE;F ) = Pf (mE;F ),

então a classe Pf dos polinômios aproximáveis por polinômios de tipo finito é um ideal
de polinômios.

Exemplo 1.5.10. Dizemos que um polinômio P ∈ P(mE;F ) é de posto finito se sua
imagem P (E) gera um subespaço de dimensão finita de F .

Denotamos por PF(
mE;F ) o conjunto de todos os polinômios m-homogêneos de posto

finito de E em F . A classe dos polinômios de posto finito PF é um ideal de polinômios
(veja, por exemplo, [26, Exemplo 4.1.3]).

Exemplo 1.5.11. Dizemos que um polinômio P ∈ P(mE;F ) é aproximável por po-
linômios de posto finito se existe uma sequência de polinômios (Pn)

∞
n=1 em PF(

mE;F ) tal
que Pn −→ P . Nesse caso escrevemos P ∈ PA(

mE;F ). Assim,

PA(
mE;F ) = PF(mE;F ),

e portanto a classe PA dos polinômios aproximáveis por polinômios de posto finito é um
ideal de polinômios.

Exemplo 1.5.12. Dizemos que um polinômio P ∈ P(mE;F ) é compacto se P (BE) é um
subconjunto compacto de F .

Denotamos por PK(
mE;F ) o conjunto de todos os polinômios m-homogêneos compac-

tos de E em F . É bem conhecido, e muito fácil de ser demonstrado, que a classe dos
polinômios compactos PK é um ideal de polinômios.
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Exemplo 1.5.13. Dizemos que um polinômio P ∈ P(mE;F ) é fracamente compacto se

P (BE) é um subconjunto relativamente fracamente compacto de F , isto é, se P (BE)
w
é

fracamente compacto em F .
Denotamos por PW(mE;F ) o conjunto de todos os polinômios m-homogêneos fraca-

mente compactos de E em F . Também é bem conhecido, e muito fácil de demonstrar,
que a classe dos polinômios fracamente compactos PW é um ideal de polinômios.

Passamos agora a estudar os ideais de composição. Para maiores informações veja
[10].

Definição 1.5.14. Seja I um ideal de operadores. Um polinômio P ∈ P(mE;F ) pertence
a I ◦ P(mE;F ) se existem um espaço de Banach G, um polinômio Q ∈ P(mE;G) e um
operador linear u ∈ I(G;F ) tais que P = u ◦Q.

E

Q ��

P // F

G

u

??

A classe de polinômios I ◦ P é chamada de ideal de composição.

Proposição 1.5.15. Sejam I e J ideais de operadores. Então:

(a) I ◦ P é um ideal de polinômios.

(b) Se I é um ideal fechado então I ◦ P é também um ideal fechado.

(c) Se I ⊂ J então I ◦ P ⊂ J ◦ P.

Demonstração. Para as demonstrações dos itens (a) e (b) veja [10, Proposition 3.3]. Pro-
vemos o item (c). Seja P ∈ I ◦P(mE;F ). Então P = u◦Q, para algum espaço de Banach
G, algum polinômio Q ∈ P(mE;G) e algum operador u ∈ I(G;F ). Como I ⊂ J então
u ∈ J (G;F ). Isso prova que P também pertence a J ◦ P(mE;F ). E portanto o item (c)
segue.

A caracterização a seguir é bastante útil.

Proposição 1.5.16. Sejam I um ideal de operadores e P ∈ P(mE;F ). As seguintes
afirmações são equivalentes:

(a) P ∈ I ◦ P(mE;F ).

(b) PL ∈ I(⊗̂
m,s

π E;F ).

(c) PL,s ∈ I(⊗̂
m,s

πs
E;F ).

Demonstração. Veja [10, Proposition 3.2(b)].

Para a definição da componente m-ésima Qm de um ideal de polinômios Q, veja a
Definição 1.5.1.

Proposição 1.5.17. Sejam I1 e I2 ideais de operadores. Então:
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(a) Dados m ∈ N e E,F espaços de Banach, se I1 ◦ P(
mE;F ) ⊂ I2 ◦ P(

mE;F ) então
I1(E;F ) ⊂ I2(E;F ).

(b) Se (I1 ◦ P)m = (I2 ◦ P)m para algum m ∈ N, então I1 = I2.

Demonstração. Para a demonstração do item (a) veja [10, Lemma 3.4(b)]. Provemos o
item (b). Suponhamos que (I1 ◦ P)m = (I2 ◦ P)m para algum m ∈ N e sejam E e F
espaços de Banach. Então

(I1 ◦ P)(
mE;F ) = (I1 ◦ P)m(E;F ) = (I2 ◦ P)m(E;F ) = (I2 ◦ P)(

mE;F ).

Aplicando duas vezes o item (a), temos que I1(E;F ) = I2(E;F ), provando que I1 =
I2.

Definição 1.5.18. Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de operadores. Definimos a função
‖ · ‖I◦P : I ◦ P(

mE;F ) −→ [0,+∞) por

‖P‖I◦P = inf{‖u‖I · ‖Q‖ : P = u ◦Q, Q ∈ P(mE;G) e u ∈ I(G;F )}.

Proposição 1.5.19. Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de operadores. Então:

(a) (I ◦ P , ‖ · ‖I◦P) é um ideal normado de polinômios.

(b) Se (I, ‖ · ‖I) é um ideal de Banach então (I ◦ P , ‖ · ‖I◦P) é também um ideal de
Banach.

(c) Para cada P ∈ I ◦ P(mE;F ), ‖P‖I◦P = ‖PL,s‖I.

Demonstração. Veja [10, Proposition 3.7(b)].

Exemplo 1.5.20. Algumas classes clássicas de polinômios são casos especiais de ideais
de composição. De [12, Lemma 2.1] e [12, Theorem 2.2] segue que

PF = F ◦ P e PA = A ◦ P .

De [37, Proposition 4.1] segue que

PK = K ◦ P e PW =W ◦ P .

A seguir faremos um breve estudo do dual polinomial de um ideal de operadores. Para
maiores informações veja [7].

Definição 1.5.21. (a) Seja I um ideal de operadores. Definimos a classe de polinômios
IP−dual por

IP−dual(mE;F ) = {P ∈ P(mE;F ) : P ′ ∈ I(F ′;P(mE))},

onde P ′ é o adjunto de Aron-Schottenloher de P (veja Definição 1.2.28). A classe
de polinômios IP−dual é chamada de dual polinomial do ideal I.
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(b) Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de operadores. Definimos a função ‖ · ‖IP−dual :
IP−dual(mE;F ) −→ [0,+∞) por

‖P‖IP−dual = ‖P ′‖I .

Proposição 1.5.22. (a) Seja I um ideal de operadores. Então IP−dual = Idual ◦ P.

(b) Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de operadores. Então ‖ · ‖IP−dual = ‖ · ‖Idual◦P .

Demonstração. Veja [7, Theorem 2.2].

O seguinte resultado segue da proposição acima e das propriedades do dual de um
ideal de operadores e do ideal de composição.

Corolário 1.5.23. (a) Seja I um ideal (fechado) de operadores. Então IP−dual é um
ideal (fechado) de polinômios.

(b) Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado (de Banach) de operadores. Então (IP−dual, ‖ ·
‖IP−dual) é um ideal normado (de Banach) de polinômios.
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Caṕıtulo 2

Os espaços ℓ∞(Γ) e ℓ1(Γ)

Neste caṕıtulo estudaremos duas classes de espaços de Banach que serão fundamentais nos
próximos caṕıtulos. Como a teoria básica desses espaços não é encontrada nas referências
usuais da literatura, optamos por estudá-los de forma mais minuciosa, apresentando as
devidas demonstrações.

O estudo apresentado neste caṕıtulo se baseou nas referências [20, 21] e [33, B.3 e C.3].
Ao longo deste caṕıtulo, Γ denotará um conjunto não vazio qualquer.

2.1 O espaço ℓ∞(Γ) e a propriedade da extensão mé-

trica

Estudaremos nesta seção os espaços ℓ∞(Γ), que serão essenciais na teoria de ideais injeti-
vos. Estudaremos também as injeções métricas e provaremos que ℓ∞(Γ) tem a propriedade
da extensão métrica.

Começamos esta seção, considerando o conjunto:

KΓ = {f : Γ −→ K : f é uma função}.

Cada função f ∈ KΓ será chamada de famı́lia indexada de elementos de K. Para cada
i ∈ Γ, denotaremos f(i) = λi e chamaremos este número de i-ésima coordenada de f . E
como é usual, denotaremos a função f por (λi)i∈Γ.

Consideremos também em KΓ as operações de soma e produto por escalar definidas
coordenada a coordenada, ou seja:

(a) Para todos (λi)i∈Γ e (γi)i∈Γ ∈ KΓ, fazemos corresponder o elemento

(λi)i∈Γ + (γi)i∈Γ = (λi + γi)i∈Γ ∈ KΓ.

(b) Para todos γ ∈ K e (λi)i∈Γ ∈ KΓ, fazemos corresponder o elemento

γ · (λi)i∈Γ = (γλi)i∈Γ ∈ KΓ.

É fácil verificar que KΓ é um espaço vetorial sobre K com essas operações. Definiremos
agora o espaço ℓ∞(Γ).
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Definição 2.1.1. Dado um conjunto não vazio Γ, definimos:

ℓ∞(Γ) =

{
(λi)i∈Γ ∈ KΓ : sup

i∈Γ
|λi| <∞

}
,

e a função ‖ · ‖∞ : ℓ∞(Γ) −→ [0,+∞) dada por

‖(λi)i∈Γ‖∞ = sup
i∈Γ
|λi|.

Quando Γ = N, temos ℓ∞ = ℓ∞(N).

Proposição 2.1.2. (a) ℓ∞(Γ) é subespaço vetorial de KΓ.

(b) ‖ · ‖∞ é uma norma em ℓ∞(Γ).

Demonstração. (a) Provemos que ℓ∞(Γ) é fechado com respeito à soma e ao produto por
escalar. Sejam x = (λi)i∈Γ e y = (γi)i∈Γ ∈ ℓ∞(Γ). Para cada i ∈ Γ,

|λi + γi| ≤ |λi|+ |γi| ≤ sup
j∈Γ
|λj|+ sup

j∈Γ
|γj| = ‖x‖∞ + ‖y‖∞.

Portanto x+ y ∈ ℓ∞(Γ) e

‖x+ y‖∞ = sup
i∈Γ
|λi + γi| ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞. (2.1)

Por outro lado, dados γ ∈ K e x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ∞(Γ),

sup
i∈Γ
|γλi| = |γ| · sup

i∈Γ
|λi| = |γ| · ‖x‖∞.

Portanto γ · x ∈ ℓ∞(Γ) e
‖γ · x‖∞ = |γ| · ‖x‖∞. (2.2)

(b) Segue de (2.1) e (2.2) que só resta provar que se ‖x‖∞ = 0 então x = 0. Seja
x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ∞(Γ) tal que ‖x‖∞ = 0. Para cada i ∈ Γ,

|λi| ≤ sup
j∈Γ
|λj| = ‖x‖∞ = 0,

donde segue que λi = 0, e portanto x = 0.

A partir de agora consideraremos ℓ∞(Γ) sempre munido da norma ‖ · ‖∞.

Proposição 2.1.3. ℓ∞(Γ) é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (xn)
∞
n=1 uma sequência de Cauchy em ℓ∞(Γ). Para cada n ∈ N, como

xn ∈ ℓ∞(Γ) podemos escrever xn = (λn
i )i∈Γ, onde cada λn

i ∈ K. Dado ε > 0, existe n0 ∈ N
tal que para m,n ≥ n0, temos

sup
i∈Γ
|λm

i − λn
i | = ‖xm − xn‖∞ < ε.

34



Assim, para todos j ∈ Γ e m,n ≥ n0,

|λm
j − λn

j | ≤ sup
i∈Γ
|λm

i − λn
i | < ε. (2.3)

Logo, para cada j ∈ Γ, (λn
j )

∞
n=1 ⊂ K é uma sequência de Cauchy. Como K é completo,

a sequência (λn
j )

∞
n=1 converge a um elemento de K, digamos λj = lim

n→∞
λn
j . Defina x =

(λi)i∈Γ ∈ KΓ e provemos que x ∈ ℓ∞(Γ) e lim
n→∞

xn = x em ℓ∞(Γ). Fazendo m → ∞ em

(2.3) segue que para todos ε > 0 e n ≥ n0, tem-se |λj − λn
j | ≤ ε para cada j ∈ Γ. Isso

prova que, para n ≥ n0, x− xn = (λj − λn
j )j∈Γ ∈ ℓ∞(Γ) e

‖x− xn‖∞ = sup
j∈Γ
|λj − λn

j | ≤ ε. (2.4)

Tomando n = n0, temos x = (x−xn0)+xn0 ∈ ℓ∞(Γ). Como ε > 0 é qualquer e (2.4) vale
para todo n ≥ n0, segue que lim

n→∞
xn = x em ℓ∞(Γ).

Definição 2.1.4. Sejam E e F espaços normados. Um operador I ∈ L(E;F ) é dito
injeção métrica se ‖I(x)‖F = ‖x‖E para todo x ∈ E.

É fácil ver que toda injeção métrica é cont́ınua, injetora, tem norma igual a 1 e que
sua inversa I−1 : I(E) ⊂ F −→ E é também uma injeção métrica.

É usual chamar uma injeção métrica de isometria linear, mas para ser compat́ıvel
com a terminologia normalmente usada no estudo de ideais injetivos, optamos pelo termo
injeção métrica. A seguir apresentamos dois exemplos importantes de injeções métricas.

Exemplo 2.1.5. Sejam F um espaço normado e E ⊂ F um subespaço vetorial. Defina-
mos o operador inclusão

I : E −→ F , I(x) = x.

É imediato ver que I é uma injeção métrica e que sua inversa é o operador identidade em
E.

Exemplo 2.1.6. Seja E um espaço normado. O operador JE : E −→ E ′′ definido por

JE(x)(ϕ) = ϕ(x),

para todos x ∈ E e ϕ ∈ E ′, é uma injeção métrica, que é chamado de mergulho canônico
de E em E ′′. Para a demonstração de que JE é uma injeção métrica, veja [11, Proposição
4.3.1].

Proposição 2.1.7. Sejam E,F,G espaços normados e i : E −→ F e j : F −→ G injeções
métricas. Então j ◦ i : E −→ G é também uma injeção métrica.

Demonstração. A linearidade de j ◦ i segue da linearidade de i e j. Por outro lado, dado
x ∈ E, temos

‖(j ◦ i)(x)‖ = ‖j(i(x))‖ = ‖i(x)‖ = ‖x‖,

o que prova que j ◦ i é uma injeção métrica.
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Passamos agora a estudar a propriedade dos espaços ℓ∞(Γ) que os torna tão especiais
para nossos propósitos.

Definição 2.1.8. Diz-se que um espaço de Banach G tem a propriedade da extensão
métrica se para cada par de espaços de Banach E e F , cada injeção métrica I : E −→ F
e cada u ∈ L(E;G), existe ũ ∈ L(F ;G) tal que ũ ◦ I = u e ‖ũ‖ ≤ ‖u‖.

E I //

u
&&

F

ũ
��
G

Observação 2.1.9. Na Definição 2.1.8 vale também a outra desigualdade ‖u‖ ≤ ‖ũ‖. De
fato, para todo x ∈ E,

‖u(x)‖ = ‖ũ(I(x))‖ ≤ ‖ũ‖ · ‖I(x)‖ = ‖ũ‖ · ‖x‖.

Portanto ‖u‖ ≤ ‖ũ‖.

A seguir veremos que para provar que um espaço de Banach tem a propriedade ex-
tensão métrica, basta considerar o operador inclusão no lugar de uma injeção métrica
qualquer. Antes disso, lembremos que se F é um espaço de Banach e E um subespaço
vetorial de F , então E é um espaço de Banach se, e somente se, E é fechado em F (Pro-
posição 1.1.5). Devido a esse fato, consideraremos subespaços fechados na proposição
abaixo.

Proposição 2.1.10. Um espaço de Banach G tem a propriedade de extensão métrica
se, e somente se, para cada espaço de Banach F , cada subespaço fechado E de F e cada
u ∈ L(E;G), existe uma extensão ũ ∈ L(F ;G) de u tal que ‖ũ‖ ≤ ‖u‖.

Demonstração. Suponhamos que G tenha a propriedade de extensão métrica e sejam F
um espaço de Banach, E um subespaço fechado de F e u ∈ L(E;G). Consideremos o
operador inclusão I : E → F definido por

I(x) = x.

Então I é uma injeção métrica (Exemplo 2.1.5). Segue da hipótese que existe ũ ∈ L(F ;G)
tal que ũ ◦ I = u e ‖ũ‖ ≤ ‖u‖. Só resta provar que ũ é uma extensão de u. De fato, para
cada x ∈ E,

u(x) = (ũ ◦ I)(x) = ũ(I(x)) = ũ(x).

Reciprocamente, suponhamos queG satisfaça a segunda condição e sejam E, F espaços
de Banach, I : E → F uma injeção métrica e u ∈ L(E;G). É imediato que o operador
v = u ◦ I−1 : I(E) → G é linear e cont́ınuo. Notemos também que I(E) é um subespaço
fechado de F , pois I(E) é isomorfo isometricamente ao espaço de Banach E. Segue da
hipótese que existe uma extensão ũ ∈ L(F ;G) de v tal que ‖ũ‖ ≤ ‖v‖. Vejamos que
ũ ◦ I = u e ‖ũ‖ ≤ ‖u‖. De fato, dado x ∈ E, tem-se

(ũ ◦ I)(x) = ũ(I(x)) = v(I(x)) = (u ◦ I−1)(I(x)) = u(x),
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provando que ũ ◦ I = u. Para finalizar,

‖ũ‖ ≤ ‖v‖ = ‖u ◦ I−1‖ ≤ ‖u‖ · ‖I−1‖ = ‖u‖.

O teorema a seguir explica o nosso interesse nos espaços ℓ∞(Γ).

Teorema 2.1.11. O espaço ℓ∞(Γ) tem a propriedade da extensão métrica.

Demonstração. Provaremos que ℓ∞(Γ) tem a propriedade da extensão métrica usando a
Proposição 2.1.10. Sejam F um espaço de Banach, E um subespaço vetorial fechado de F e
u ∈ L(E; ℓ∞(Γ)). Para cada x ∈ E, como u(x) ∈ ℓ∞(Γ) podemos escrever u(x) = (λx

i )i∈Γ,
onde cada λx

i ∈ K. Para i ∈ Γ fixo, definamos o funcional

ϕi : E −→ K , ϕi(x) = λx
i .

Provemos que ϕi ∈ E ′. Sejam x, y ∈ E e γ ∈ K. Da linearidade de u e da definição das
operações em ℓ∞(Γ), temos

(λx+γy
j )j∈Γ = u(x+ γy) = u(x) + γu(y) = (λx

j )j∈Γ + γ(λy
j )j∈Γ = (λx

j + γλy
j )j∈Γ.

Isso prova que λx+γy
j = λx

j + γλu
j para todo j ∈ Γ. Em particular,

ϕi(x+ γy) = λx+γy
i = λx

i + γλy
i = ϕi(x) + γϕi(y),

provando que ϕi é linear. Por outro lado, para x ∈ E,

|ϕi(x)| = |λ
x
i | ≤ sup

j∈Γ
|λx

j | = ‖u(x)‖∞ ≤ ‖u‖ · ‖x‖.

Portanto ϕi é cont́ınua e
‖ϕi‖ ≤ ‖u‖. (2.5)

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach (Proposição 1.1.7), para cada i ∈ Γ existe uma
extensão ϕ̃i ∈ F ′ de ϕi tal que ‖ϕ̃i‖ = ‖ϕi‖. Definamos a aplicação ũ : F −→ KΓ

mediante
ũ(x) = (ϕ̃i(x))i∈Γ .

Devemos provar que ũ(x) ∈ ℓ∞(Γ), ũ ∈ L(F ; ℓ∞(Γ)), ‖ũ‖ ≤ ‖u‖ e ũ estende u. Seja
x ∈ F . Para cada i ∈ Γ, segue de (2.5) que

|ϕ̃i(x)| ≤ ‖ϕ̃i‖ · ‖x‖ = ‖ϕi‖ · ‖x‖ ≤ ‖u‖ · ‖x‖.

Portanto ũ(x) ∈ ℓ∞(Γ) e

‖ũ(x)‖∞ = sup
i∈Γ
|ϕ̃i(x)| ≤ ‖u‖ · ‖x‖. (2.6)

A linearidade de ũ segue da linearidade dos funcionais ϕ̃i. Por outro lado, segue da
linearidade de ũ e de (2.6) que ũ é cont́ınua e ‖ũ‖ ≤ ‖u‖. Finalmente, provemos que ũ
estende u. Com efeito, para todo x ∈ E,

ũ(x) = (ϕ̃i(x))i∈Γ = (ϕi(x))i∈Γ = u(x).

Segue da Proposição 2.1.10 que ℓ∞(Γ) tem a propriedade da extensão métrica.
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Prova-se também que os espaços L∞(µ), onde µ é uma medida qualquer, têm a propri-
edade da extensão métrica. Como não usaremos este fato nesta dissertação, não apresen-
taremos a demonstração. O leitor interessado pode encontrá-la em [33, C.3.2 Proposition
2].

A seguir apresentamos uma injeção métrica que será muito útil para o estudo dos
ideais injetivos.

Proposição 2.1.12. Seja E um espaço vetorial normado. O operador IE : E −→ ℓ∞(BE′)
definido por

IE(x) = (ϕ(x))ϕ∈BE′

é uma injeção métrica, que será chamada de injeção métrica canônica de E em ℓ∞(BE′).

Demonstração. Por definição,

ℓ∞(BE′) =

{
(λϕ)ϕ∈BE′

∈ KBE′ : sup
ϕ∈BE′

|λϕ| <∞

}
.

Primeiro, provemos que o operador IE está bem definido. Para todos x ∈ E e ϕ ∈ BE′ ,

|ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖ · ‖x‖ ≤ ‖x‖.

Portanto, IE(x) = (ϕ(x))ϕ∈BE′
∈ ℓ∞(BE′). Provemos que IE é linear. Dados x, y ∈ E e

λ ∈ K,

IE(λx+ y) = (ϕ(λx+ y))ϕ∈BE′
= (λϕ(x) + ϕ(y))ϕ∈BE′

= λ(ϕ(x))ϕ∈BE′
+ (ϕ(y))ϕ∈BE′

= λIE(x) + IE(y).

Por outro lado, dado x ∈ E, segue da Proposição 1.1.8 que

‖IE(x)‖∞ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| = ‖x‖,

o que prova que IE é uma injeção métrica.

Da Proposição 2.1.12 temos o seguinte resultado:

Corolário 2.1.13. Todo espaço normado é isometricamente isomorfo a um subespaço de
algum espaço ℓ∞(Γ).

2.2 O espaço ℓ1(Γ) e a propriedade do levantamento

métrico

Os espaços de Banach que estudaremos nesta seção serão essenciais na teoria de ideais
sobrejetivos. Estudaremos também as sobrejeções métricas e provaremos que ℓ1(Γ) tem a
propriedade do levantamento métrico.

Optamos por definir o espaço ℓ1(Γ) usando somas não ordenadas, e para isso faremos
um breve estudo desse conceito. Na Proposição 2.2.5 mostraremos que a definição de soma
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não ordenada considerada nesta dissertação é equivalente a uma condição usualmente
utilizada neste caso. Nossas principais referências para esse estudo foram [20, 21].

Analogamente à seção anterior, uma função f do conjunto Γ a valores em um espaço
vetorial normado E será chamada de famı́lia indexada de elementos de E. E, também
como anteriormente, chamando f(i) = xi para cada i ∈ Γ, denotaremos a função f
por (xi)i∈Γ. Por outro lado, dado um subconjunto finito J = {i1, . . . , in} de Γ, como
a soma xi1 + · · · + xin não depende da ordem que somemos, usaremos a notação usual
xi1 + · · ·+ xin =

∑
i∈J

xi.

Definição 2.2.1. Sejam E um espaço vetorial normado e (xi)i∈Γ uma famı́lia indexada
de elementos de E. Dizemos que a soma não ordenada

∑
i∈Γ

xi converge a x ∈ E se para

cada ε > 0 existe I ⊂ Γ finito tal que para cada J ⊂ Γ finito que contém I, tem-se
∥∥∥∥∥x−

∑

i∈J

xi

∥∥∥∥∥ < ε.

Neste caso escreveremos
∑
i∈Γ

xi = x. Uma soma não ordenada convergente é dita incondi-

cionalmente convergente, mas por simplicidade diremos apenas que é convergente.

Vejamos que toda soma não ordenada convergente tem no máximo um número enu-
merável de termos não nulos.

Proposição 2.2.2. Seja
∑
i∈Γ

xi uma soma não ordenada convergente em um espaço nor-

mado. Então o conjunto {i ∈ Γ : xi 6= 0} é finito ou enumerável.

Demonstração. Digamos
∑
i∈Γ

xi = x ∈ E. Para cada n ∈ N existe um subconjunto finito

In de Γ tal que

∥∥∥∥x−
∑
i∈J

xi

∥∥∥∥ <
1

n
para cada J ⊂ Γ finito que contém In. Tome j ∈ Γ tal

que j /∈ In. Então In e In ∪ {j} são subconjuntos finitos de Γ que contêm In, e portanto

‖xj‖ =

∥∥∥∥∥∥

∑

i∈In∪{j}

xi −
∑

i∈In

xi

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥


x−

∑

i∈In∪{j}

xi


−

(
x−

∑

i∈In

xi

)∥∥∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥∥∥
x−

∑

i∈In∪{j}

xi

∥∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥x−
∑

i∈In

xi

∥∥∥∥∥ <
1

n
+

1

n
=

2

n
.

Provamos que ‖xj‖ <
2
n
para todo j /∈ In. Segue que se j /∈

∞⋃
n=1

In, então ‖xj‖ ≤
2
n
para

todo n, e portanto xj = 0. Isso prova que

{i ∈ Γ : xi 6= 0} ⊂
∞⋃
n=1

In.

O resultado segue pois
∞⋃
n=1

In é finito ou enumerável por ser uma união enumerável de

conjuntos finitos.
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Não é dif́ıcil verificar que se uma soma não ordenada é convergente, então seu limite
é único. No Lema 2.2.23 daremos um exemplo importante de uma soma não ordenada
convergente em um espaço vetorial normado. Analogamente ao caso de séries, diz-se
que a soma não ordenada

∑
i∈Γ

xi é absolutamente convergente se a soma não ordenada
∑
i∈Γ

‖xi‖ converge em R. Na Proposição 2.2.25 provaremos que toda soma não ordenada

absolutamente convergente em um espaço de Banach é convergente.
Para o caso de somas não ordenadas de números reais não negativos, temos o seguinte

resultado.

Proposição 2.2.3. Sejam (λi)i∈Γ uma famı́lia indexada de números reais não negativos
e λ ∈ R. A soma não ordenada

∑
i∈Γ

λi converge a λ se, e somente se,

λ = sup

{
∑

i∈I

λi : I ⊂ Γ é finito

}
.

Demonstração. Primeiramente, dados I1, I2 ⊂ Γ finitos tais que I1 ⊂ I2, como λi ≥ 0
para cada i ∈ Γ, tem-se ∑

i∈I1

λi ≤
∑

i∈I2

λi.

(⇒) Dado ε > 0, por hipótese existe I ⊂ Γ finito tal que para cada J ⊂ Γ finito que
contém I, tem-se

λ− ε <
∑

i∈J

λi < λ+ ε. (2.7)

Seja J ⊂ Γ finito. Então (J ∪ I) ⊂ Γ é finito e contém I. Portanto,
∑

i∈J

λi ≤
∑

i∈I∪J

λi < λ+ ε.

Isso prova que sup

{∑
i∈J

λi : J ⊂ Γ é finito

}
≤ λ + ε para todo ε > 0. Fazendo ε −→ 0+

obtemos sup

{∑
i∈J

λi : J ⊂ Γ é finito

}
≤ λ.

Por outro lado, por (2.7) sabemos que para todo ε > 0 existe I ⊂ Γ finito tal que∑
i∈I

λi > λ − ε. Isso quer dizer que nenhum número menor que λ é cota superior do

conjunto

{∑
i∈J

λi : J ⊂ Γ é finito

}
, donde segue que λ é a menor cota superior, ou seja, λ

é o supremo.
(⇐) Seja ε > 0. Segue da hipótese que existe I ⊂ Γ finito tal que

λ− ε <
∑

i∈I

λi.

Logo, para cada J ⊂ Γ finito que contém I, tem-se

λ− ε <
∑

i∈I

λi ≤
∑

i∈J

λi.

40



Portanto,

λ−
∑

i∈J

λi < ε

para todo J ⊂ Γ finito que contém I. Segue novamente da hipótese que λ −
∑
i∈J

λi ≥ 0

para todo J ⊂ Γ finito. Consequentemente

∣∣∣∣∣λ−
∑

i∈J

λi

∣∣∣∣∣ < ε

para todo J ⊂ Γ finito que contém I, provando que
∑
i∈Γ

λi converge a λ.

Provaremos a seguir que a definição de soma ordenada é equivalente a uma condição
que aparece como definição em algumas referências.

Definimos o suporte de uma famı́lia indexada (xi)i∈Γ em um espaço normado por

supp{(xi)i∈Γ} = {i ∈ Γ : xi 6= 0}.

Nos dois resultados abaixo trabalharemos com famı́lias indexadas (xi)i∈Γ não nu-
las em um espaço normado, pois no caso em que a famı́lia indexada for nula, tem-se
supp{(xi)i∈Γ} = ∅ e não faria sentido considerar a soma

∑
i∈supp{(xi)i∈Γ}

xi.

Observação 2.2.4. Sejam E um espaço normado, (xi)i∈Γ uma famı́lia indexada não nula
de elementos de E e x ∈ E. É fácil verificar que

∑
i∈Γ

xi = x se, e somente se,
∑

i∈supp{(xi)i∈Γ}

xi = x.

Proposição 2.2.5. Sejam E um espaço normado, (xi)i∈Γ uma famı́lia indexada não nula
de elementos de E e x ∈ E. Então a soma não ordenada

∑
i∈Γ

xi converge a x se, e somente

se, uma das seguintes condições é satisfeita:

(a) supp{(xi)i∈Γ} é um conjunto finito e
∑

i∈supp{(xi)i∈Γ}

xi = x.

(b) supp{(xi)i∈Γ} é um conjunto infinito enumerável e, para cada função bijetiva σ : N −→

supp{(xi)i∈Γ}, a série
∞∑
n=1

xσ(n) converge a x.

Demonstração. Denotemos, por simplicidade, supp = supp{(xi)i∈Γ}. Para a primeira
implicação, suponhamos que

∑
i∈Γ

xi = x e que não valha o item (a), e provemos que vale o

item (b). Como não vale o item (a), supp não é um conjunto finito. Segue da Proposição
2.2.2 que supp é um conjunto infinito enumerável. Provemos a segunda afirmação do
item (b). Para isso, seja σ : N −→ supp uma função bijetiva. Dado ε > 0, sabemos da
Observação 2.2.4 que existe I ⊂ supp finito tal que para cada J ⊂ supp finito que contém
I, tem-se ∥∥∥∥∥

∑

i∈J

xi − x

∥∥∥∥∥ < ε. (2.8)

41



Como I é um subconjunto finito de supp, σ−1(I) é um subconjunto finito de N. Logo,
σ−1(I) ⊂ {1, . . . , n0} para algum n0 ∈ N. Dado n ≥ n0, é claro que J = σ({1, . . . , n}) é
um subconjunto finito de supp e J ⊃ σ({1, . . . , n0}) ⊃ I. Segue da equação (2.8) que

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

xσ(k) − x

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥

∑

i∈σ({1,...,n})

xi − x

∥∥∥∥∥∥
< ε.

Isso prova que
∞∑
n=1

xσ(n) = x.

Para a implicação inversa, suponhamos primeiramente que valha o item (a). Dado
ε > 0, tomemos I = supp. É claro que para cada J ⊂ Γ finito que contém I, tem-se

∥∥∥∥∥x−
∑

i∈J

xi

∥∥∥∥∥ = 0 < ε.

Isso prova que
∑
i∈Γ

xi = x. Agora suponhamos que valha o item (b) e suponhamos também,

por absurdo, que a soma não ordenada
∑
i∈Γ

xi não convirja a x. Segue da Observação 2.2.4

que existe δ > 0 tal que para cada I ⊂ supp finito existe J ⊂ supp finito que contém I e
∥∥∥∥∥
∑

i∈J

xi − x

∥∥∥∥∥ ≥ δ.

Como supp é um conjunto infinito enumerável, podemos tomar uma função bijetiva
σ : N −→ supp. Logo, dado n ∈ N, como σ({1, . . . , n + 1}) é um subconjunto finito
de supp, existe Jn ⊂ supp finito que contém σ({1, . . . , n+ 1}) e

∥∥∥∥∥
∑

i∈Jn

xi − x

∥∥∥∥∥ ≥ δ. (2.9)

Para cada n ∈ N, consideremos os seguintes subconjuntos de N:

An = σ−1(Jn) e Mn = An \ {1, . . . , n}.

É claro que (Mn)
∞
n=1 é uma sequência de subconjuntos finitos não vazios dos naturais e que

mı́nMn > n para todo n ∈ N. Denotemos m1 = 1 e N1 = M1, e definamos recursivamente
as seguintes sequências: mn = máxNn−1 + 1 e Nn = Mmn

. Logo,

mı́nNn = mı́nMmn
> mn = máxNn−1 + 1 (2.10)

para todo n ≥ 2. Segue da desigualdade mı́nNn > mn e de um argumento simples de
indução que

n ≤ mn (2.11)

para todo n ∈ N. O śımbolo |B| denota o número de elementos do conjunto finito B.
Dado n ∈ N, segue da equação (2.10) que Nn e {mn+1, . . . ,mn+ |Nn|} são subconjuntos
de {mn + 1, . . . ,mn+1}. Assim, podemos escolher uma função bijetiva

ρn : {mn + 1, . . . ,mn+1} −→ {mn + 1, . . . ,mn+1}
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que leva o conjunto {mn +1, . . . ,mn + |Nn|} em Nn. Definamos a função ρ : N −→ N por

ρ(1) = 1, ρ(k) = ρn(k) se n ∈ N e k ∈ {mn + 1, . . . ,mn+1}.

Segue da bijetividade das funções ρ1, ρ2, . . . que ρ é também uma função bijetiva. Vejamos
que

ρ({1, . . . ,mn + |Nn|}) = Amn
(2.12)

para todo n ∈ N. Com efeito, dado n ∈ N,

ρ({1, . . . ,mn + |Nn|}) = ρ({1} ∪ {m1 + 1, . . . ,m2} ∪ · · · ∪ {mn−1 + 1, . . . ,mn}∪

∪ {mn + 1, . . . ,mn + |Nn|})

= ρ({1}) ∪ ρ1({m1 + 1, . . . ,m2}) ∪ · · · ∪

∪ ρn−1({mn−1 + 1, . . . ,mn}) ∪ ρn({mn + 1, . . . ,mn + |Nn|})

= {1} ∪ {m1 + 1, . . . ,m2} ∪ · · · ∪ {mn−1 + 1, . . . ,mn} ∪Nn

= {1, . . . ,mn} ∪Nn = Amn
.

Finalmente, para cada n ∈ N, tomando q = mn + |Nn|, temos: q > mn

(2.11)

≥ n e

∥∥∥∥∥

q∑

j=1

x(σ◦ρ)(j) − x

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥

∑

k∈ρ({1,...,mn+|Nn|})

xσ(k) − x

∥∥∥∥∥∥
(2.12)
=

∥∥∥∥∥∥

∑

k∈Amn

xσ(k) − x

∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥

∑

i∈σ(Amn )

xi − x

∥∥∥∥∥∥

(2.9)

≥ δ.

Isso prova que a série
∞∑
n=1

x(σ◦ρ)(n) não converge para x, o que contradiz a hipótese.

Consideramos que o conjunto vazio é um conjunto finito.

Corolário 2.2.6. Seja (xi)i∈Γ uma famı́lia indexada no espaço normado E. Então a soma
não ordenada

∑
i∈Γ

xi é convergente em E se, e somente se, uma das seguintes condições é

satisfeita:

(a) supp{(xi)i∈Γ} é um conjunto finito.

(b) supp{(xi)i∈Γ} é um conjunto infinito enumerável e, para cada função bijetiva σ : N −→

supp{(xi)i∈Γ}, a série
∞∑
n=1

xσ(n) é convergente em E.

Demonstração. A equivalência é trivialmente verificada no caso em que a famı́lia indexada
(xi)i∈Γ é nula. Suponhamos o caso contrário. Neste caso, uma implicação segue da
Proposição 2.2.5. Para a implicação inversa, suponhamos primeiramente que valha o item
(a). Segue novamente da Proposição 2.2.5 que a soma não ordenada

∑
i∈Γ

xi é convergente

em E. Suponhamos agora que valha o item (b). Tomemos uma função bijetiva σ0 : N −→
supp((xi)i∈Γ) e definamos a sequência (yn)

∞
n=1 em E por yn = xσ0(n) e denotemos y =
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∞∑
n=1

yn. Vejamos que a série
∞∑
n=1

yn é incondicionalmente convergente. Com efeito, dada

uma função bijetiva ρ : N −→ N, segue da hipótese que a série

∞∑

n=1

yρ(n) =
∞∑

n=1

xσ0(ρ(n)) =
∞∑

n=1

x(σ0◦ρ)(n)

é convergente. Isso prova que a série
∞∑
n=1

yn é incondicionalmente convergente. Finalmente,

dada uma função bijetiva ρ : N −→ supp{(xi)i∈Γ}, segue da Proposição 1.1.14 que

∞∑

n=1

xρ(n) =
∞∑

n=1

xσ0((σ−1
0 ◦ρ)(n)) =

∞∑

n=1

y(σ−1
0 ◦ρ)(n) = y.

Pela Proposição 2.2.5 conclúımos que a soma não ordenada
∑
i∈Γ

xi converge a y.

Se uma soma não ordenada
∑
i∈Γ

λi de números não negativos for convergente, escreve-

remos
∑
i∈Γ

λi <∞. Agora podemos definir o espaço ℓ1(Γ).

Definição 2.2.7. Dado um conjunto não vazio Γ, definimos:

ℓ1(Γ) =

{
(λi)i∈Γ ∈ KΓ :

∑

i∈Γ

|λi| <∞

}
.

Definimos também a função

‖ · ‖1 : ℓ1(Γ) −→ [0,+∞) , ‖(λi)i∈Γ‖1 =
∑

i∈Γ

|λi|.

Quando Γ = N, temos ℓ1 = ℓ1(N).

Para provar que ℓ1(Γ) é um espaço vetorial normado sobre K, precisamos das seguintes
propriedades das somas não ordenadas convergentes.

Lema 2.2.8. Sejam E um espaço vetorial normado, (xi)i∈Γ e (yi)i∈Γ conjuntos indexados
de elementos de E e λ ∈ K.

(a) Se
∑
i∈Γ

xi = x então
∑
i∈Γ

λxi = λx.

(b) Se
∑
i∈Γ

xi = x e
∑
i∈Γ

yi = y então
∑
i∈Γ

(xi + yi) = x+ y.

Demonstração. (a) Consideremos λ 6= 0, pois o caso contrario é trivial. Seja ε > 0. Então
existe I ⊂ Γ finito tal que para cada J ⊂ Γ finito que contém a I, tem-se

∥∥∥∥∥x−
∑

i∈J

xi

∥∥∥∥∥ <
ε

|λ|
.
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Portanto ∥∥∥∥∥λx−
∑

i∈J

λxi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥λ
(
x−

∑

i∈J

xi

)∥∥∥∥∥ = |λ| ·

∥∥∥∥∥x−
∑

i∈J

xi

∥∥∥∥∥ < ε.

Isto prova que
∑
i∈Γ

λxi = λx.

(b) Seja ε > 0. Então existe I1 ⊂ Γ finito tal que para cada J ⊂ Γ finito que contém a I1,
tem-se ∥∥∥∥∥x−

∑

i∈J

xi

∥∥∥∥∥ <
ε

2
.

Também existe I2 ⊂ Γ finito tal que para cada J ⊂ Γ finito que contém a I2, tem-se
∥∥∥∥∥y −

∑

i∈J

yi

∥∥∥∥∥ <
ε

2
.

É claro que I = I1 ∪ I2 é um subconjunto finito de Γ. Para cada J ⊂ Γ finito tal que
J ⊃ I, tem-se J ⊃ I1 e J ⊃ I2, e portanto

∥∥∥∥∥x+ y −
∑

i∈J

(xi + yi)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥x−
∑

i∈J

xi + y −
∑

i∈J

yi

∥∥∥∥∥

≤

∥∥∥∥∥x−
∑

i∈J

xi

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥y −

∑

i∈J

yi

∥∥∥∥∥ <
ε

2
+

ε

2
= ε,

o que prova que
∑
i∈Γ

(xi + yi) = x+ y.

Lema 2.2.9. Sejam (λi)i∈Γ e (γi)i∈Γ conjuntos indexados de números reais não negativos
tais que λi ≤ γi para cada i ∈ Γ. Se

∑
i∈Γ

γi <∞, então
∑
i∈Γ

λi <∞ e

∑

i∈Γ

λi ≤
∑

i∈Γ

γi.

Demonstração. Seja γ =
∑
i∈Γ

γi. Pela Proposição 2.2.3, para cada J ⊂ Γ finito é verdade

que ∑

i∈J

λi ≤
∑

i∈J

γi ≤ γ.

Portanto

sup

{
∑

i∈J

λi : J ⊂ Γ finito

}
≤ γ.

Novamente pela Proposição 2.2.3,
∑
i∈Γ

λi é convergente e
∑
i∈Γ

λi ≤ γ =
∑
i∈Γ

γi.

Agora estamos em condições de provar que ℓ1(Γ) é um espaço vetorial normado sobre
K.

Proposição 2.2.10. (a) ℓ1(Γ) é subespaço vetorial de KΓ.
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(b) ‖ · ‖1 é uma norma em ℓ1(Γ).

Demonstração. (a) Provemos que ℓ1(Γ) é fechado com respeito à soma e ao produto por
escalar. Sejam x = (λi)i∈Γ, y = (γi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ). Usando os Lemas 2.2.8 e 2.2.9, temos
que

∑
i∈Γ

|λi + γi| <∞ e

∑

i∈Γ

|λi + γi| ≤
∑

i∈Γ

(|λi|+ |γi|) =
∑

i∈Γ

|λi|+
∑

i∈Γ

|γi|,

provando que x+ y ∈ ℓ1(Γ) e

‖x+ y‖1 ≤ ‖x‖1 + ‖y‖1. (2.13)

Por outro lado, sejam γ ∈ K e x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ). Pelo Lema 2.2.8 temos
∑
i∈Γ

|γλi| <∞

e ∑

i∈Γ

|γλi| =
∑

i∈Γ

|γ| · |λi| = |γ| ·
∑

i∈Γ

|λi|,

provando que γ · x ∈ ℓ1(Γ) e
‖γ · x‖1 = |γ| · ‖x‖1. (2.14)

(b) Segue de (2.13) e (2.14) que só resta provar que ‖x‖1 = 0 se, e somente se, x = (0)i∈Γ.
Se x = (0)i∈Γ, então

sup

{
∑

i∈J

|0| : J ⊂ Γ finito

}
= sup{0} = 0.

Segue da Proposição 2.2.3 que ‖x‖1 = 0. Por outro lado, seja x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ) tal que
‖x‖1 = 0. Para cada i ∈ Γ, aplicando novamente a Proposição 2.2.3,

|λi| ≤ sup

{
∑

j∈J

|λj| : J ⊂ Γ finito

}
= ‖x‖1 = 0.

Portanto λi = 0 para todo i ∈ Γ, isto é, x = (0)i∈Γ.

A partir de agora consideraremos ℓ1(Γ) sempre munido da norma ‖ · ‖1.

Proposição 2.2.11. ℓ1(Γ) é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (xn)
∞
n=1 uma sequência de Cauchy em ℓ1(Γ). Para cada n ∈ N, como

xn ∈ ℓ1(Γ) podemos escrever xn = (λn
i )i∈Γ, onde cada λn

i ∈ K. Seja ε > 0. Então existe
n0 ∈ N tal que para m,n ≥ n0, temos

∑

i∈Γ

|λm
i − λn

i | = ‖xm − xn‖1 < ε. (2.15)

Segue da Proposição 2.2.3 que para cada j ∈ Γ,

|λm
j − λn

j | ≤
∑

i∈Γ

|λm
i − λn

i | < ε.
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Isso prova que para cada j ∈ Γ, (λn
j )

∞
n=1 ⊂ K é uma sequência de Cauchy. Como K

é completo, (λn
j )

∞
n=1 converge a um elemento de K, digamos λj = lim

n→∞
λn
j . Definimos

x = (λi)i∈Γ e provaremos que x ∈ ℓ1(Γ) e lim
n→∞

xn = x em ℓ1(Γ). Segue de (2.15) e da

Proposição 2.2.3 que para todos m,n ≥ n0 e todo subconjunto finito J = {i1, . . . , in} de
Γ,

|λm
i1
− λn

i1
|+ · · ·+ |λm

ik
− λn

ik
| < ε. (2.16)

Fazendo m→∞ em (2.16), obtemos

∑

i∈J

|λi − λn
i | = |λi1 − λn

i1
|+ · · ·+ |λik − λn

ik
| ≤ ε

para todo subconjunto finito J = {i1, . . . , in} de Γ. Portanto,

sup

{
∑

i∈J

|λi − λn
i | : J ⊂ Γ finito

}
≤ ε

para cada n ≥ n0. Pela Proposição 2.2.3, a soma
∑
i∈Γ

|λi − λn
i | converge ao supremo

anterior, portanto x− xn ∈ ℓ1(Γ) e

‖x− xn‖1 =
∑

i∈Γ

|λi − λn
i | ≤ ε. (2.17)

Fixando ε > 0 e tomando n = n0, temos x = (x − xn0) + xn0 ∈ ℓ1(Γ). E segue de (2.17)
que lim

n→∞
xn = x em ℓ1(Γ).

Para definir a propriedade dual da propriedade da extensão métrica, descrita na De-
finição 2.1.8, precisamos definir o que é uma sobrejeção métrica.

Definição 2.2.12. Sejam E e F espaços normados. Um operador s ∈ L(E;F ) é uma
sobrejeção métrica se s é sobrejetivo e

‖y‖F = inf{‖x‖E : x ∈ E e s(x) = y}

para todo y ∈ F .

Lembre-se que B̊E denota a bola unitária aberta do espaço normado E.

Proposição 2.2.13. Sejam E e F espaços normados e s : E −→ F uma sobrejeção
métrica. Então:

(a) s(B̊E) = B̊F .

(b) s é cont́ınua e ‖s‖ = 1.

Demonstração. Seja x ∈ E, segue da definição de sobrejeção métrica que

‖s(x)‖ = inf {‖x1‖ : x1 ∈ E e s(x1) = s(x)} .
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Como x ∈ {x1 ∈ E : s(x1) = s(x)}, temos que

‖s(x)‖ ≤ ‖x‖. (2.18)

(a) Provemos que s(B̊E) ⊂ B̊F . Para x ∈ B̊E, segue da equação (2.18) que

‖s(x)‖ ≤ ‖x‖ < 1.

Assim, s(x) ∈ B̊F e portanto, s(B̊E) ⊂ B̊F . Para provar a outra inclusão B̊F ⊂ s(B̊E),
seja y ∈ B̊F . Como ‖y‖ = inf {‖x‖ : x ∈ E e s(x) = y} e ‖y‖ < 1, segue da definição
de ı́nfimo que existe x ∈ E tal que s(x) = y e ‖x‖ < 1. Logo, x ∈ B̊E e portanto,
B̊F ⊂ s(B̊E).

(b) A continuidade de s segue da equação (2.18). Por outro lado, segue da Proposição
1.1.2 e do item (a) desta proposição que

‖s‖ = sup
x∈B̊E

‖s(x)‖ = sup
y∈B̊F

‖y‖ = 1.

Um exemplo importante de sobrejeção métrica é a projeção π : E −→ E/M de um
espaço normado E sobre o espaço quociente E/M , onde M é um subespaço fechado de
E. Veremos esse exemplo na Proposição 2.2.18. Outro exemplo importante de sobrejeção
métrica será apresentado na Proposição 2.2.27. Para ver o exemplo da projeção, faremos
um breve estudo sobre espaços quocientes. Nossa principal referência é o livro [24].

Lembremos as seguintes definições da Álgebra Linear.

Definição 2.2.14. Seja M um subespaço vetorial do espaço vetorial X. Definimos a
relação ∼ em X por

x ∼ y se x− y ∈M

para todos x, y ∈ X. Para cada a ∈ X, definimos também

[a] = {x ∈ X : x ∼ a}.

É fácil verificar que ∼ é uma relação de equivalência. Dado a ∈ X, definimos

a+M = {a+ x : x ∈M}.

É fácil verificar também que
[a] = a+M.

Definição 2.2.15 (Espaço quociente). Seja M um subespaço vetorial do espaço vetorial
X. O espaço quociente X/M é a coleção X/M = {x+M : x ∈ X} munido das operações
dadas pelas fórmulas

(x+M) + (y +M) = (x+ y) +M

e
λ · (x+M) = (λx) +M.
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Sejam M e X como na definição acima. Dois elementos x+M e y +M de X/M são
iguais se, e somente se, x− y ∈M . Usando isso, é fácil provar que as operações definidas
acima estão bem definidas. É fácil provar também que X/M munido de essas operações é
um espaço vetorial. Notar que o zero de X/M é M = 0+M e que −(x+M) = (−x)+M
para todo x ∈ X.

Proposição 2.2.16. Seja M um subespaço fechado do espaço normado E. Então:

(a) A função ‖ · ‖ : E/M −→ R definida por

‖a+M‖ = d(a,M) = inf{‖a−m‖ : m ∈M},

é uma norma em E/M .

(b) Se E é completo então E/M é também completo.

Demonstração. Veja [24, Theorem 1.7.4 e Theorem 1.7.7].

A partir de agora, consideraremos ao espaço quociente E/M munido dessa norma.

Definição 2.2.17. Seja M um subespaço fechado do espaço normado E. A projeção de
E sobre o espaço quociente E/M é a função π : E −→ E/M definida por

π(x) = x+M.

Proposição 2.2.18. Seja M um subespaço fechado do espaço normado E. Então

(a) ‖a+M‖ = inf{‖a+m‖ : m ∈M} para cada a ∈ E.

(b) π é uma sobrejeção métrica.

Demonstração. (a) Com efeito, seja a ∈ E. Devemos provar que

inf{‖a−m‖ : m ∈M} = inf{‖a+m‖ : m ∈M}. (2.19)

Como M é subespaço vetorial de E, segue que

{a−m : m ∈M} = {a+m : m ∈M},

donde segue a equação (2.19).

(b) Com efeito, a sobrejetividade de π segue da definição de E/M . Provemos que π é
linear. Dados x, y ∈ E e λ ∈ K,

π(λx+ y) = (λx+ y) +M = λ(x+M) + (y +M) = λπ(x) + π(y).

Resta provar que, para cada a ∈ E,

‖a+M‖ = inf{‖x‖ : x ∈ E e π(x) = a+M}. (2.20)

Para isso, seja a ∈ E. Então

{x ∈ E : π(x) = a+M} = {x ∈ E : x− a ∈M}

= {a+m : m ∈M},
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e dáı,

inf{‖x‖ : x ∈ E e π(x) = a+M} = inf{‖a+m‖ : m ∈M} = ‖a+M‖,

onde a última igualdade segue do item (a) desta proposição. Obtemos assim a equação
(2.20), provando que π é uma sobrejeção métrica.

A seguir veremos que a relação entre sobrejeção métrica e espaço quociente é ainda
mais estreita.

Proposição 2.2.19. Sejam E e F espaços normados. Se s : E −→ F é uma sobrejeção
métrica, então F é isomorfo isometricamente ao espaço quociente E/ ker s, onde ker s =
{x ∈ E : s(x) = 0}.

Demonstração. Veja [42, Proposição 3.27].

Voltamos agora a estudar as sobrejeções métricas.

Proposição 2.2.20. Sejam E,F,G espaços normados e s : E −→ F e t : F −→ G
sobrejeções métricas. Então t ◦ s : E −→ G é também uma sobrejeção métrica.

Demonstração. A linearidade de t ◦ s segue da linearidade de t e de s e a sobrejetividade
de t ◦ s segue da sobrejetividade de t e de s. Resta provar que, para cada z ∈ G,

‖z‖ = inf{‖x‖ : x ∈ E e t(s(x)) = z}. (2.21)

Para isso, seja z ∈ G qualquer. Dado x ∈ E tal que t(s(x)) = z, segue da Proposição
2.2.13 que

‖z‖ = ‖t(s(x))‖ ≤ ‖t‖ · ‖s‖ · ‖x‖ = ‖x‖,

e portanto
‖z‖ ≤ inf{‖x‖ : x ∈ E e t(s(x)) = z}. (2.22)

Por outro lado, seja ε > 0. Como t é uma sobrejeção métrica,

‖z‖ = inf{‖y‖ : y ∈ F e t(y) = z}.

Portanto, existe y1 ∈ F tal que t(y1) = z e

‖y1‖ < ‖z‖+ ε. (2.23)

Novamente, por s ser uma sobrejeção métrica temos

‖y1‖ = inf{‖x‖ : x ∈ E e s(x) = y1}.

Existe então x1 ∈ E tal que s(x1) = y1 e ‖x1‖ < ‖y1‖ + ε. Combinando isso com a
equação (2.23) temos

‖x1‖ < ‖y1‖+ ε < ‖z‖+ 2ε. (2.24)

Note também que t(s(x1)) = t(y1) = z. Segue da equação (2.24) que

inf{‖x‖ : x ∈ E e t(s(x)) = z} < ‖z‖+ 2ε.

Fazendo ε −→ 0+ obtemos

inf{‖x‖ : x ∈ E e t(s(x)) = z} ≤ ‖z‖. (2.25)

Combinando as equações (2.22) e (2.25) temos a igualdade da equação (2.21), provando
que t ◦ s é uma sobrejeção métrica.
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Definição 2.2.21. Diz-se que um espaço de Banach E tem a propriedade do levantamento
métrico se para cada par de espaços de Banach F eG, cada sobrejeção métrica s : F −→ G,
cada u ∈ L(E;G) e cada ε > 0 existe ũ ∈ L(E;F ) tal que u = s ◦ ũ e ‖ũ‖ ≤ (1 + ε)‖u‖.

E ũ //

u
&&

F

s
��
G

Nosso próximo objetivo é provar que os espaços ℓ1(Γ) têm a propriedade do levanta-
mento métrico, para isso precisaremos dos seguintes resultados preparatórios.

Lema 2.2.22. Sejam E um espaço vetorial normado, K ⊂ Γ finito e (xi)i∈Γ uma famı́lia
indexada de elementos de E tal que

∑
i∈Γ

xi é convergente. Definamos a famı́lia indexada

(yi)i∈Γ de elementos de E por

yi =

{
xi se i ∈ Γ \K
0 se i ∈ K.

Então
∑
i∈Γ

yi =
∑
i∈Γ

xi −
∑
i∈K

xi.

Demonstração. Façamos o caso em que Γ é um conjunto infinito, pois o caso contrario é
trivial. Sejam x =

∑
i∈Γ

xi e ε > 0. Então existe I1 ⊂ Γ finito tal que para cada J ⊂ Γ

finito que contém a I1, tem-se ∥∥∥∥∥x−
∑

i∈J

xi

∥∥∥∥∥ < ε.

Como Γ é um conjunto infinito, podemos tomar um subconjunto finito I2 de Γ tal que
I2 % I1∪K. Então, para cada J ⊂ Γ finito tal que J ⊃ I2 temos que J ⊃ I1 e J % K, dáı

∥∥∥∥∥

(
x−

∑

i∈K

xi

)
−
∑

i∈J

yi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥x−
(
∑

i∈K

xi +
∑

i∈J

yi

)∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥
x−


∑

i∈K

xi +
∑

i∈J\K

xi



∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥x−
∑

i∈J

xi

∥∥∥∥∥ < ε.

Isso prova que
∑
i∈Γ

yi =
∑
i∈Γ

xi −
∑
i∈K

xi.

Para cada i ∈ Γ, definamos ei como a famı́lia indexada de elementos de K que tem i-
ésima coordenada igual a 1 e as demais coordenadas iguais a 0. É imediato que ei ∈ ℓ1(Γ)
e ‖ei‖1 = 1.

Lema 2.2.23. Para cada x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ), tem-se x =
∑
i∈Γ

λiei.
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Demonstração. Seja a =
∑
i∈Γ

|λi| ∈ R. Para cada J ⊂ Γ finito, é claro que x −
∑
i∈J

λiei ∈

ℓ1(Γ), e portanto podemos escrever x−
∑
i∈J

λiei = (γi)i∈Γ. É fácil ver que

γi =

{
λi se i ∈ Γ \ J
0 se i ∈ J.

Considerando a famı́lia indexada (|λi|)i∈Γ e usando o Lema 2.2.22, tem-se
∑
i∈Γ

|γi| =
∑
i∈Γ

|λi| −
∑
i∈J

|λi|. Consequentemente,

∥∥∥∥∥x−
∑

i∈J

λiei

∥∥∥∥∥
1

= a−
∑

i∈J

|λi|. (2.26)

Como a =
∑
i∈Γ

|λi|, dado ε > 0 existe I ⊂ Γ finito tal que para cada J ⊂ Γ finito que

contém I, tem-se ∣∣∣∣∣a−
∑

i∈J

|λi|

∣∣∣∣∣ < ε. (2.27)

Segue de (2.26) e (2.27) que ∥∥∥∥∥x−
∑

i∈J

λiei

∥∥∥∥∥
1

< ε,

o que prova que x =
∑
i∈Γ

λiei.

Lema 2.2.24. Sejam E e F espaços normados, u ∈ L(E;F ) e (xi)i∈Γ uma famı́lia
indexada de elementos de E. Se x =

∑
i∈Γ

xi em E, então u(x) =
∑
i∈Γ

u(xi) em F .

Demonstração. Consideremos u 6= 0, pois o caso contrario é trivial. Dado ε > 0 existe
I ⊂ Γ finito tal que para cada J ⊂ Γ finito que contém I, tem-se

∥∥∥∥∥x−
∑

i∈J

xi

∥∥∥∥∥ <
ε

‖u‖
.

Segue que, para cada J ⊂ Γ finito que contém I,

∥∥∥∥∥u(x)−
∑

i∈J

u(xi)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥u
(
x−

∑

i∈J

xi

)∥∥∥∥∥ ≤ ‖u‖ ·
∥∥∥∥∥x−

∑

i∈J

xi

∥∥∥∥∥ < ε,

o que nos permite concluir que u(x) =
∑
i∈Γ

u(xi).

Chegamos agora ao último resultado preparatório, o qual, além de nos ser útil, tem
interesse próprio óbvio.
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Proposição 2.2.25. Sejam E um espaço de Banach e (xi)i∈Γ uma famı́lia indexada de
elementos de E. Se

∑
i∈Γ

‖xi‖ <∞ então a soma não ordenada
∑
i∈Γ

xi é convergente em E

e ∥∥∥∥∥
∑

i∈Γ

xi

∥∥∥∥∥ ≤
∑

i∈Γ

‖xi‖.

Demonstração. Note que supp{(xi)i∈Γ} = supp{(‖xi‖)i∈Γ}. Por simplicidade, denotemos
supp = supp{(xi)i∈Γ}. Como

∑
i∈Γ

‖xi‖ < ∞, segue da Proposição 2.2.2 que supp é um

conjunto finito ou infinito enumerável. Suponhamos primeiramente que supp seja um
conjunto finito. Do Corolário 2.2.6 segue que

∑
i∈Γ

xi é convergente em E. A desigualdade
∥∥∥∥
∑
i∈Γ

xi

∥∥∥∥ ≤
∑
i∈Γ

‖xi‖ é imediata. Agora suponhamos que supp seja um conjunto infinito

enumerável. Dada uma função bijetiva σ : N −→ supp, como supp não é um conjunto

finito, segue da hipótese e o Corolário 2.2.6 que
∞∑
n=1

‖xσ(n)‖ < ∞. Como E é um espaço

de Banach, a série
∞∑
n=1

xσ(n) é convergente em E. Segue novamente do Corolário 2.2.6 que

a soma não ordenada
∑
i∈Γ

xi é convergente em E. Para a segunda afirmação, escolhamos

uma função bijetiva ρ : N −→ supp. Logo,

∥∥∥∥∥
∑

i∈Γ

xi

∥∥∥∥∥
(∗)
=

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

xρ(n)

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

n=1

‖xρ(n)‖
(∗)
=
∑

i∈Γ

‖xi‖,

onde (∗) segue da Proposição 2.2.5.

Nosso interesse nos espaços ℓ1(Γ) se justifica pelo resultado a seguir.

Teorema 2.2.26. O espaço ℓ1(Γ) possui a propriedade do levantamento métrico.

Demonstração. Sejam F e G espaços de Banach, s : F → G uma sobrejeção métrica,
u ∈ L(ℓ1(Γ);G) e ε > 0. Denotemos ai = u(ei) para cada i ∈ Γ. Dado x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ),
segue dos Lemas 2.2.23 e 2.2.24 que x =

∑
i∈Γ

λiei e

u(x) =
∑

i∈Γ

λiai. (2.28)

Provemos que

‖u‖ = sup
i∈Γ
‖ai‖. (2.29)

Por um lado, para cada i ∈ Γ,

‖ai‖ = ‖u(ei)‖ ≤ ‖u‖ · ‖ei‖ = ‖u‖,
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donde segue que sup
i∈Γ
‖ai‖ ≤ ‖u‖. Por outro lado, dado x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ), segue dos

Lemas 2.2.8, 2.2.9 e da Proposição 2.2.25 que

‖u(x)‖ =

∥∥∥∥∥
∑

i∈Γ

λiai

∥∥∥∥∥ ≤
∑

i∈Γ

‖λiai‖ ≤
∑

i∈Γ

(
|λi| · sup

j∈Γ
‖aj‖

)

= sup
i∈Γ
‖ai‖ ·

∑

i∈Γ

|λi| = sup
i∈Γ
‖ai‖ · ‖x‖.

Portanto ‖u‖ ≤ sup
i∈Γ
‖ai‖, provando (2.29).

Para cada i ∈ Γ, como s é sobrejeção métrica e ‖ai‖ ≤ (1 + ε) · ‖ai‖, existe bi ∈ F tal
que s(bi) = ai e ‖bi‖ ≤ (1+ ε) · ‖ai‖. Segue de (2.29) que ‖bi‖ ≤ (1+ ε) · ‖u‖, e como isso
vale para todo i ∈ Γ,

sup
i∈Γ
‖bi‖ ≤ (1 + ε) · ‖u‖. (2.30)

Definimos a aplicação ũ : ℓ1(Γ) −→ F por

ũ ((λi)i∈Γ) =
∑

i∈Γ

λibi.

Devemos provar que ũ está bem definida, ũ ∈ L(ℓ1(Γ);F ), ‖ũ‖ ≤ (1 + ǫ)‖u‖ e s ◦ ũ = u.
Para ver que ũ está bem definida, pela Proposição 2.2.25 basta provar que

∑
i∈Γ

‖λibi‖ <∞

para todo (λi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ). Dado x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ), segue dos Lemas 2.2.8 e 2.2.9 que∑
i∈Γ

‖λibi‖ <∞, uma vez que

∑

i∈Γ

‖λibi‖ ≤
∑

i∈Γ

(
|λi| · sup

j∈Γ
‖bj‖

)
= sup

i∈Γ
‖bi‖ ·

∑

i∈Γ

|λi|.

A Proposição 2.2.25 garante que
∑
i∈Γ

λibi é convergente em F e

‖ũ(x)‖ =

∥∥∥∥∥
∑

i∈Γ

λibi

∥∥∥∥∥ ≤
∑

i∈Γ

‖λibi‖ ≤ sup
i∈Γ
‖bi‖ · ‖x‖. (2.31)

Para provar que ũ é linear, sejam x = (λi)i∈Γ, y = (γi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ) e α ∈ K. Decorre do
Lema 2.2.8 que

ũ(αx+ y) =
∑

i∈Γ

(αλi + γi)bi =
∑

i∈Γ

(α(λibi) + γibi)

= α
∑

i∈Γ

λibi +
∑

i∈Γ

γibi = αũ(x) + ũ(y).

Segue da linearidade de ũ e de (2.31) que ũ é cont́ınua. Segue também de (2.30) e (2.31)
que

‖ũ‖ ≤ sup
i∈Γ
‖bi‖ ≤ (1 + ε) · ‖u‖.
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Finalmente provemos que s ◦ ũ = u. Para todo x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ), pelo Lema 2.2.24
tem-se

(s ◦ ũ)(x) = s (ũ(x)) = s

(
∑

i∈Γ

λibi

)
=
∑

i∈Γ

s(λibi) =
∑

i∈Γ

λiai = u(x),

onde a última igualdade segue da equação (2.28).

Paralelamente à injeção métrica canônica descrita na Proposição 2.1.12, a seguinte
sobrejeção métrica nos será muito útil.

Proposição 2.2.27. Seja E um espaço de Banach. O operador QE : ℓ1(BE) −→ E
definido por

QE ((λx)x∈BE
) =

∑

x∈BE

λxx,

é uma sobrejeção métrica, que será chamada de sobrejeção métrica canônica de ℓ1(BE)
em E.

Demonstração. Por definição,

ℓ1(BE) =

{
(λx)x∈BE

∈ KBE :
∑

x∈BE

|λx| <∞

}
.

Devemos provar que QE está bem definida, QE é linear e sobrejetiva e que para cada
y ∈ E,

‖y‖ = inf{ ‖f‖1 : f ∈ ℓ1(BE) e QE(f) = y }. (2.32)

Para ver que QE está bem definida, pela Proposição 2.2.25 basta provar que
∑

x∈BE

‖λxx‖ <

∞. Dado f = (λx)x∈BE
∈ ℓ1(BE), segue do Lema 2.2.9 que

∑

x∈BE

‖λxx‖ =
∑

x∈BE

(|λx| · ‖x‖) ≤
∑

x∈BE

|λx| < ∞.

Pela Proposição 2.2.25, tem-se que
∑

x∈BE

λxx é convergente em E e

‖QE(f)‖ =

∥∥∥∥∥
∑

x∈BE

λxx

∥∥∥∥∥ ≤
∑

x∈BE

‖λxx‖ ≤
∑

x∈BE

|λx| = ‖f‖1. (2.33)

Para a linearidade de QE, sejam f = (λx)x∈BE
, g = (γx)x∈BE

∈ ℓ1(BE) e α ∈ K. Pelo
Lema 2.2.8,

QE(αf + g) =
∑

x∈BE

(αλx + γx)x =
∑

x∈BE

(α(λxx) + γxx)

= α
∑

x∈BE

λxx+
∑

x∈BE

γxx = αQE(f) +QE(g).
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Provemos que QE é sobrejetiva. Por linearidade, QE ((0)x∈BE
) = 0. Dado y 6= 0 ∈ E,

definamos a famı́lia indexada f0 = (λ0
x)x∈BE

de elementos de K por

λ0
x =

{
‖y‖ se x = y/‖y‖

0 se x 6= y/‖y‖.

Por ter apenas uma coordenada não nula, é claro que f0 ∈ ℓ1(BE) e, mais ainda, ‖f0‖1 =
‖y‖ e QE(f0) =

∑
x∈BE

λ0
xx = y. Segue que QE é sobrejetiva e

inf{ ‖f‖1 : f ∈ ℓ1(BE) e QE(f) = y } ≤ ‖y‖.

Provemos a outra desigualdade. Dados y ∈ E e f ∈ ℓ1(BE) tais que QE(f) = y, segue de
(2.33) que ‖y‖ = ‖QE(f)‖ ≤ ‖f‖1, logo

‖y‖ ≤ inf{ ‖f‖1 : f ∈ ℓ1(BE) e QE(f) = y },

provando assim (2.32) e completando a demonstração.

Combinado as Proposições 2.2.27 e 2.2.19, temos o seguinte resultado.

Corolário 2.2.28. Todo espaço de Banach é isomorfo isometricamente a algum espaço
quociente ℓ1(Γ)/M , onde M é um subespaço fechado de ℓ1(Γ).

Sabemos que uma sobrejeção métrica s : E −→ F aplica a bola unitária aberta de
E sobre a bola unitária aberta de F (Proposição 2.2.13(a)). Veremos a seguir que a
sobrejeção métrica canônica QE : ℓ1(BE) −→ E aplica também a bola unitária fechada de
ℓ1(BE) sobre a bola unitária fechada de E.

Corolário 2.2.29. Seja E um espaço de Banach. A sobrejeção métrica canônica QE :
ℓ1(BE) −→ E aplica a bola unitária fechada de ℓ1(BE) sobre a bola unitária fechada de
E, isto é, QE(Bℓ1(BE)) = BE.

Demonstração. Sabemos da Proposição 2.2.13(b) que ‖QE‖ = 1. Consequentemente,
QE(Bℓ1(BE)) ⊂ BE. Provemos a outra inclusão. Dado x0 ∈ BE, definimos a famı́lia
indexada f = (λx)x∈BE

de elementos de K por

λx =

{
1 se x = x0,
0 caso contrário.

Por ter apenas uma coordenada não nula, é claro que f ∈ ℓ1(BE), e como essa única
coordenada não nula é igual a 1, temos ‖f‖1 = 1. Pela definição de QE, temos QE(f) =∑
x∈BE

λxx = x0. Portanto, f ∈ Bℓ1(BE) e x0 ∈ QE(Bℓ1(BE)).

Um importante resultado sobre o produto tensorial de sobrejeções métricas é o se-
guinte.

Proposição 2.2.30. [19, Proposition 2.2(5)] Sejam m ∈ N e E e F espaços normados.
Se u : E −→ F é uma sobrejeção métrica, então ⊗m,su : ⊗̂

m,s

πs
E −→ ⊗̂

m,s

πs
F é também uma

sobrejeção métrica.

56



Caṕıtulo 3

Ideais injetivos de polinômios

homogêneos

As noções de ideal injetivo e envoltória injetiva aparecem inicialmente para ideais de
operadores lineares (veja [16, 33]) e posteriormente são generalizados de forma natural
para ideais de polinômios.

A seguir mencionaremos a principal razão que justifica a importância dos ideais inje-
tivos. A razão é a estreita relação com as injeções métricas (ou isometrias lineares) e com
a restrição de contradomı́nio de um operador (veja Proposição 3.1.5). Mais precisamente,
sejam G um subespaço fechado de F e P : E −→ G um polinômio m-homogêneo:

P : E −→ G ⊆ F.

É claro que P toma valores em G, mas pode-se pensar, de forma natural, em P tomando
valores em F ; basta considerar a composição com a inclusão de G em F :

E
P
−→ G →֒ F.

Não raramente pensa-se que, se P : E −→ F pertence a um ideal Q, então P : E −→ G
também pertence a Q. Apesar de ser algo intuitivo, isso não é verdade em geral. Os
ideais injetivos são exatamente os ideais para os quais isso é verdade, e nisso reside sua
importância: os ideais injetivos são os ideais nos quais vale aquilo que a intuição nos
faz supor que valha sempre. Afortunadamente, muitos ideais importantes da teoria são
injetivos.

Nas duas primeiras seções deste caṕıtulo, estudaremos as principais propriedades dos
ideais injetivos de polinômios e da envoltória injetiva de um ideal de polinômios. Exibi-
remos também exemplos ilustrativos relacionados com esses conceitos. Na terceira seção
iniciamos investigação de alguns aspectos importantes denominados propriedades de do-
minação. Na última seção, veremos que uma dessas propriedades, chamada de propriedade
da dominação fraca, é útil em descrever completamente a envoltória injetiva de um ideal
de composição. Ainda apresentaremos algumas aplicações dessa descrição e veremos que a
chamada propriedade da dominação forte não caracteriza os ideais injetivos de polinômios.

As principais referências para este caṕıtulo são o artigo [13] e a tese [44]. Ao longo
deste caṕıtulo, novamente m denotará um número natural qualquer e E,F,G,H espaços
de Banach quaisquer.
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3.1 Definição e primeiros exemplos

Ideais injetivos de polinômios são definidos à semelhança dos ideias injetivos de operadores
lineares (veja [16, 33]).

Definição 3.1.1. (a) Dizemos que um ideal de polinômios Q é injetivo se dados P ∈
P(mE;F ) e uma injeção métrica j : F −→ G tais que j ◦P ∈ Q(mE;G), tem-se que
P ∈ Q(mE;F ).

(b) Dizemos que um ideal normado de polinômios (Q, ‖ · ‖Q) é injetivo se dados P ∈
P(mE;F ) e uma injeção métrica j : F −→ G tais que j ◦P ∈ Q(mE;G), tem-se que
P ∈ Q(mE;F ) e

‖P‖Q = ‖j ◦ P‖Q. (3.1)

Observação 3.1.2. Para provar a equação (3.1), basta provar a desigualdade

‖P‖Q ≤ ‖j ◦ P‖Q,

pois a outra desigualdade ‖j ◦P‖Q ≤ ‖P‖Q é sempre satisfeita. Com efeito, segue do fato
de (Q, ‖ · ‖Q) ser um ideal normado de polinômios que

‖j ◦ P‖Q ≤ ‖j‖ · ‖P‖Q = ‖P‖Q.

A seguinte proposição nos diz que a igualdade (3.1) é sempre satisfeita para a norma
usual de polinômios.

Proposição 3.1.3. Sejam E,F,G espaços vetoriais normados e m ∈ N. Dados P ∈
P(mE;F ) e uma injeção métrica j : F −→ G, tem-se

‖P‖ = ‖j ◦ P‖.

Demonstração. Com efeito, dados P ∈ P(mE;F ) e uma injeção métrica j : F −→ G,
tem-se

‖j ◦ P‖ = sup
x∈BE

‖(j ◦ P )(x)‖ = sup
x∈BE

‖j(P (x))‖ = sup
x∈BE

‖P (x)‖ = ‖P‖.

A proposição a seguir nos diz que se restringimos o contradomı́nio de um polinômio
m-homogêneo, a nova função obtida é também um polinômio m-homogêneo

Proposição 3.1.4. Sejam E e F espaços normados, m ∈ N, P ∈ P(mE;F ) e F0 um
subespaço vetorial de F com F0 ⊃ P (E). Definamos a função P0 : E −→ F0 por

P0(x) = P (x).

Então P0 ∈ P(
mE;F0) e ‖P0‖ = ‖P‖.

Demonstração. Veja [41, Proposição 2.39].
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A proposição a seguir nos diz que um ideal de polinômios é injetivo se, e somente
se, ao restringir o contradomı́nio de um polinômio m-homogêneo que pertence ao ideal,
tem-se que o novo polinômio obtido pertence também ao ideal. Lembremos que se E é um
espaço de Banach e E0 um subespaço vetorial de E, então E0 é um espaço de Banach se,
e somente se, E0 é fechado em E (Proposição 1.1.5). Devido a esse fato, consideraremos
subespaços fechados na proposição abaixo.

Proposição 3.1.5. (a) Um ideal de polinômios Q é injetivo se, e somente se, dados
espaços de Banach E e F , P ∈ Q(mE;F ) e F0 um subespaço fechado de F com
F0 ⊃ P (E), tem-se que o polinômio P0 : E −→ F0 definido por P0(x) = P (x),
pertence a Q(mE;F0).

(b) Um ideal normado de polinômios (Q, ‖ · ‖Q) é injetivo se, e somente se, dados
espaços de Banach E e F , P ∈ Q(mE;F ) e F0 um subespaço fechado de F com
F0 ⊃ P (E), tem-se que o polinômio P0 : E −→ F0 definido por P0(x) = P (x),
pertence a Q(mE;F0) e ‖P0‖Q = ‖P‖Q.

Demonstração. Basta provar o item (b). Suponhamos que (Q, ‖ · ‖Q) seja um ideal nor-
mado injetivo de polinômios e sejam E,F espaços de Banach, P ∈ Q(mE;F ) e F0 um
subespaço vetorial de F com F0 ⊃ P (E). Consideremos a função P0 : E −→ F0 defi-
nida por P0(x) = P (x). Segue da Proposição 3.1.4 que P0 é um polinômio m-homogêneo
cont́ınuo. Por outro lado, como F0 é um subespaço fechado de F e F é um espaço de
Banach, segue que F0 é também um espaço de Banach. Consideremos também o operador
inclusão i : F0 −→ F . Então i é uma injeção métrica entre espaços de Banach e i◦P0 = P .
Logo, como (Q, ‖ · ‖Q) é injetivo e i ◦ P0 = P ∈ Q(mE;F ), segue que P0 ∈ Q(

mE;F0) e

‖P0‖Q = ‖i ◦ P0‖Q = ‖P‖Q.

Reciprocamente, sejam E,F,G espaços de Banach, P ∈ P(mE;F ) e j : F −→ G
uma injeção métrica tais que j ◦ P ∈ Q(mE;G). Notemos que j(F ) é um espaço de
Banach, pois j(F ) é isometricamente isomorfo a F e F é um espaço de Banach (Proposição
1.1.6). Consequentemente, j(F ) é um subespaço fechado de G. Por outro lado, como
(j ◦P )(E) ⊂ j(F ), então podemos considerar a função (j ◦P )0 : E −→ j(F ) ⊂ G definida
por

(j ◦ P )0(x) = (j ◦ P )(x).

Segue da hipótese que (j ◦ P )0 ∈ Q(
mE; j(F )) e ‖(j ◦ P )0‖Q = ‖j ◦ P‖Q. Consideremos

também o operador inverso j−1 : j(F ) ⊂ G −→ F . Então j−1 é uma injeção métrica
entre espaços de Banach e j−1 ◦ (j ◦ P )0 = P . Como (Q, ‖ · ‖Q) é um ideal normado de
polinômios e (j ◦ P )0 ∈ Q(

mE; j(F )), segue que

j−1 ◦ (j ◦ P )0 = P ∈ Q(mE;F )

e

‖P‖Q = ‖j−1 ◦ (j ◦ P )0‖Q ≤ ‖j
−1‖ · ‖(j ◦ P )0‖Q = ‖(j ◦ P )0‖Q = ‖j ◦ P‖Q.

Segue da Observação 3.1.2 que ‖P‖Q = ‖j ◦ P‖Q, e portanto (Q, ‖ · ‖Q) é injetivo.
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Exemplo 3.1.6. Vejamos que o ideal PF dos polinômios de posto finito é injetivo. Para
isso usaremos a caracterização da Proposição 3.1.5. Sejam P : E −→ F um polinômio
m-homogêneo de posto finito e F0 um subespaço fechado de F com F0 ⊃ P (E). Então
span{P (E)} é um subespaço de dimensão finita de F . Consideremos o polinômio

P0 : E −→ F0 , P0(x) = P (x),

e vejamos que P0 tem também posto finito. Como F0 é um subespaço vetorial de F ,
span{P (E)} ⊂ F0. Combinando isso com P0(E) = P (E) temos

span{P0(E)} = span{P (E)} ⊂ F0.

Logo, span{P0(E)} é um subespaço de dimensão finita de F0, isto é, P0 é um polinômio
de posto finito. Isso prova que o ideal PF é injetivo.

Exemplo 3.1.7. É fácil também verificar que os ideais PK e PW são injetivos (veja por
exemplo [44, Proposição 4.23]). No Exemplo 3.4.3 daremos uma outra demonstração da
injetividade dos ideais PF , PK e PW .

Exemplo 3.1.8. O ideal PA dos polinômios aproximáveis por polinômios de posto finito
não é injetivo. Isso, e outras propriedades, serão provadas no Corolário 3.4.4. Veremos
também no Corolário 3.4.2 condições para determinar a injetividade ou não injetividade
de certos tipos de ideais de polinômios.

3.2 A envoltória injetiva

Nesta seção estudaremos, detalhadamente, as principais propriedades da envoltória inje-
tiva de um ideal de polinômios e veremos a caracterização de um ideal injetivo por meio
da sua envoltória injetiva.

Definição 3.2.1. (a) Seja Q um ideal de polinômios. Definimos a classe de polinômios
Qinj por

Qinj(mE;F ) = {P ∈ P(mE;F ) : IF ◦ P ∈ Q(
mE; ℓ∞(BF ′))},

onde IF denota a injeção métrica canônica de F em ℓ∞(BF ′) definida na Proposição
2.1.12. A classe Qinj é chamada de envoltória injetiva de Q.

(b) Seja (Q, ‖ · ‖Q) um ideal normado de polinômios. Definimos a função ‖ · ‖Qinj :
Qinj(mE;F ) −→ [0,+∞) por

‖P‖Qinj = ‖IF ◦ P‖Q,

para todo m ∈ N e quaisquer espaços de Banach E e F .

Proposição 3.2.2. Seja (Q, ‖ · ‖Q) um ideal normado de polinômios. Então

(a) (Qinj, ‖ · ‖Qinj) é um ideal normado de polinômios.
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(b) Q ⊂ Qinj e ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖Qinj.

(c) (Qinj, ‖ · ‖Qinj) é injetivo.

(d) Se (R, ‖·‖R) é um ideal normado injetivo de polinômios tal que Q ⊂ R e ‖·‖Q ≥ ‖·‖R
então Qinj ⊂ R e ‖ · ‖Qinj ≥ ‖ · ‖R.

(e) (Qinj, ‖ · ‖Qinj) é o único ideal normado de polinômios que satisfaz os itens (a), (b),
(c) e (d).

(f) Se (Q, ‖ · ‖Q) é um ideal de Banach então (Qinj, ‖ · ‖Qinj) é também um ideal de
Banach.

Demonstração. Provemos primeiro o item (b). Sejam m ∈ N, E e F espaços de Banach e
P ∈ Q(mE;F ). Como Q é um ideal de polinômios, segue que IF ◦ P ∈ Q(

mE; ℓ∞(BF ′)).
Portanto, P ∈ Qinj(mE;F ) e Q ⊂ Qinj. Por outro lado, segue da desigualdade de ideal de
(Q, ‖ · ‖Q) que

‖P‖Qinj = ‖IF ◦ P‖Q ≤ ‖IF‖ · ‖P‖Q = ‖P‖Q.

Consequentemente, ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖Qinj .

(a) Sejam m ∈ N e E e F espaços de Banach. Inicialmente provemos que Qinj(mE;F ) é
um subespaço vetorial de P(mE;F ) que contém os polinômios m-homogêneos cont́ınuos
de tipo finito e que ‖ · ‖Qinj é uma norma em Qinj(mE;F ).

Combinando o item (b) com o fato de Q ser um ideal de polinômios, temos

Pf (
mE;F ) ⊂ Q(mE;F ) ⊂ Qinj(mE;F ),

logo, Qinj(mE;F ) contém os polinômios m-homogêneos cont́ınuos de tipo finito.
Agora vejamos que Qinj(mE;F ) é um subespaço vetorial de P(mE;F ). Denotemos

por 01 o polinômio nulo de E em F e por 02 o polinômio nulo de E em ℓ∞(BF ′). Segue de
Q(mE;F ) ⊂ Qinj(mE;F ) que 01 ∈ Q

inj(mE;F ). Por outro lado, sejam P,Q ∈ Qinj(mE;F )
e λ ∈ K. Segue da linearidade de IF que

IF ◦ (λP +Q) = λ(IF ◦ P ) + IF ◦Q. (3.2)

Como Q(mE; ℓ∞(BF ′)) é um espaço vetorial, segue da equação (3.2) que IF ◦ (λP +Q) ∈
Q(mE; ℓ∞(BF ′)), ou seja, λP +Q ∈ Qinj(mE;F ).
(I) Provemos que ‖ · ‖Qinj é uma norma em Qinj(mE;F ).

(N1) Segue de IF (0) = 0 que IF ◦ 01 = 02. Logo,

‖01‖Qinj = ‖IF ◦ 01‖Q = ‖02‖Q = 0.

Por outro lado, seja P ∈ Qinj(mE;F ) tal que ‖P‖Qinj = 0. Então ‖IF ◦P‖Q = ‖P‖Qinj = 0
e portanto, IF ◦ P = 02. Segue da injetividade de IF que P = 01.

(N2) Sejam P ∈ Qinj(mE;F ) e λ ∈ K. Segue da equação (3.2) e do fato de ‖ · ‖Q ser
uma norma em Q(mE; ℓ∞(BF ′)) que

‖λP‖Qinj = ‖IF ◦ (λP )‖Q = ‖λ(IF ◦ P )‖Q

= |λ| · ‖IF ◦ P‖Q = |λ| · ‖P‖Qinj .
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(N3) Sejam P,Q ∈ Qinj(mE;F ). Segue da equação (3.2) e do fato de ‖ · ‖Q ser uma
norma em Q(mE; ℓ∞(BF ′)) que

‖P +Q‖Qinj = ‖IF ◦ (P +Q)‖Q = ‖IF ◦ P + IF ◦Q‖Q

≤ ‖IF ◦ P‖Q + ‖IF ◦Q‖Q = ‖P‖Qinj + ‖Q‖Qinj .

(II) Seja m ∈ N, provemos que ‖idm‖Qinj = 1, onde idm : K −→ K é o polinômio m-
homogêneo definido por idm(λ) = λm (Definição 1.5.3). Usando a notação do Exemplo
1.2.21, temos que IK ◦ idm = idm ⊗ IK(1). Segue da Proposição 1.5.6 e do fato de IK ser
uma injeção métrica que

‖idm‖Qinj = ‖IK ◦ idm‖Q = ‖idm ⊗ IK(1)‖Q = ‖id‖m · ‖IK(1)‖∞ = 1 · |1| = 1.

(III) Provemos agora a propriedade de ideal e a desigualdade de ideal. Sejam u ∈ L(G;E),
P ∈ Qinj(mE;F ) e t ∈ L(F ;H). Logo, IF ◦ P ∈ Q(

mE; ℓ∞(BF ′)). Como ℓ∞(BH′)
tem a propriedade de extensão métrica (Teorema 2.1.11) e IH ◦ t : F −→ ℓ∞(BH′) é um
operador linear cont́ınuo, existe um operador linear cont́ınuo v : ℓ∞(BF ′) −→ ℓ∞(BH′) tal
que v ◦ IF = IH ◦ t e

‖v‖ = ‖IH ◦ t‖ = ‖t‖. (3.3)

G u // E P // F t //

IF
��

H

IH
��

ℓ∞(BF ′) v // ℓ∞(BH′)

Logo,
IH ◦ t ◦ P ◦ u = v ◦ (IF ◦ P ) ◦ u. (3.4)

Como Q é um ideal de polinômios e IF ◦ P ∈ Q(
mE; ℓ∞(BF ′)), segue que IH ◦ t ◦ P ◦ u ∈

Q(mG; ℓ∞(BH′)), isto é, t ◦ P ◦ u ∈ Qinj(mG;H).
Para provar a desigualdade de ideal, note que das equações (3.3) e (3.4) e da desigual-

dade de ideal de (Q, ‖ · ‖Q) segue que

‖t ◦ P ◦ u‖Qinj = ‖IH ◦ t ◦ P ◦ u‖Q
(3.4)
= ‖v ◦ (IF ◦ P ) ◦ u‖Q ≤ ‖v‖ · ‖IF ◦ P‖Q · ‖u‖

m

= ‖v‖ · ‖P‖Qinj · ‖u‖m
(3.3)
= ‖t‖ · ‖P‖Qinj · ‖u‖m.

(c) Provemos que (Qinj, ‖·‖Qinj) é injetivo. Sejam P ∈ P(mE;F ) e j : F −→ G uma injeção
métrica tais que j ◦P ∈ Qinj(mE;G). Logo, IG ◦ j ◦P ∈ Q(

mE; ℓ∞(BG′)). Como ℓ∞(BF ′)
tem a propriedade de extensão métrica (Teorema 2.1.11) e IG ◦ j : F −→ ℓ∞(BG′) é uma
injeção métrica (Proposição 2.1.7), existe um operador linear cont́ınuo v : ℓ∞(BG′) −→
ℓ∞(BF ′) tal que v ◦ IG ◦ j = IF e

‖v‖ = ‖IF‖ = 1. (3.5)

E
P // F

j //

IF
��

G

IG
��

ℓ∞(BF ′) oo v
ℓ∞(BG′)
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Logo,
IF ◦ P = v ◦ (IG ◦ j ◦ P ). (3.6)

Como Q é um ideal de polinômios e IG ◦ j ◦ P ∈ Q(
mE; ℓ∞(BG′)), temos

IF ◦ P = v ◦ (IG ◦ j ◦ P ) ∈ Q(mE; ℓ∞(BF ′)),

isto é, P ∈ Qinj(mE;F ). Por outro lado, segue das equações (3.5) e (3.6) e da desigualdade
de ideal de (Q, ‖ · ‖Q) que

‖P‖Qinj = ‖IF ◦ P‖Q
(3.6)
= ‖v ◦ (IG ◦ j ◦ P )‖Q ≤ ‖v‖ · ‖IG ◦ j ◦ P‖Q

= ‖v‖ · ‖j ◦ P‖Qinj

(3.5)
= ‖j ◦ P‖Qinj .

Segue da Observação 3.1.2 que

‖P‖Qinj = ‖j ◦ P‖Qinj ,

provando que (Qinj, ‖ · ‖Qinj) é injetivo.

(d) Seja (R, ‖·‖R) um ideal normado injetivo de polinômios tal que Q ⊂ R e ‖·‖Q ≥ ‖·‖R.
Vejamos que Qinj ⊂ R e ‖ · ‖Qinj ≥ ‖ · ‖R. Com efeito, para todo P ∈ Qinj(mE;F ) temos

IF ◦ P ∈ Q(
mE; ℓ∞(BF ′)) ⊂ R(mE; ℓ∞(BF ′)),

donde segue que IF ◦ P ∈ R(
mE; ℓ∞(BF ′)). Como (R, ‖ · ‖R) é injetivo, temos P ∈

R(mE;F ) e
‖P‖R = ‖IF ◦ P‖R ≤ ‖IF ◦ P‖Q = ‖P‖Qinj ,

provando que Qinj ⊂ R e ‖ · ‖Qinj ≥ ‖ · ‖R.

(e) Seja (S, ‖ · ‖S) um ideal normado de polinômios que satisfaz os itens (a), (b), (c) e
(d). Provemos que S = Qinj e ‖ · ‖S = ‖ · ‖Qinj . Com efeito, como (Qinj, ‖ · ‖Qinj) é um
ideal normado injetivo de polinômios com Q ⊂ Qinj e ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖Qinj e (S, ‖ · ‖S) satisfaz
o item (d), tem-se S ⊂ Qinj e ‖ · ‖S ≥ ‖ · ‖Qinj . Analogamente, como (S, ‖ · ‖S) é um
ideal normado injetivo de polinômios com Q ⊂ S e ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖S , segue do item (d) que
Qinj ⊂ S e ‖ · ‖Qinj ≥ ‖ · ‖S , provando assim as igualdades desejadas.

(f) Suponhamos que (Q, ‖ · ‖Q) seja um ideal de Banach e provemos que (Qinj, ‖ · ‖Qinj)
é também um ideal de Banach. Para isso, seja (Pn)

∞
n=1 uma sequência de Cauchy em

Qinj(mE;F ). Dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para todos k, n ≥ n0,

‖Pk − Pn‖Qinj < ε. (3.7)

Como ‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖Qinj (Proposição 1.5.6), tem-se

‖Pk − Pn‖ ≤ ‖Pk − Pn‖Qinj < ε.

Isto prova que (Pn)
∞
n=1 é uma sequência de Cauchy em (P(mE;F ), ‖·‖). Como (P(mE;F ),

‖ · ‖) é um espaço completo (Proposição 1.2.19), existe P ∈ P(mE;F ) tal que lim
n→∞

‖Pn−

P‖ = 0. Para cada n ∈ N, pela Proposição 3.1.3 temos

‖Pn − P‖ = ‖IF ◦ (Pn − P )‖ = ‖IF ◦ Pn − IF ◦ P‖.
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Portanto,
lim
n→∞

IF ◦ Pn = IF ◦ P (3.8)

em (P(mE; ℓ∞(BF ′)), ‖ · ‖). Por outro lado, para todos k, n ∈ N,

‖Pk − Pn‖Qinj = ‖IF ◦ (Pk − Pn)‖Q = ‖IF ◦ Pk − IF ◦ Pn‖Q.

Combinando isso com a equação (3.7) segue que (IF ◦Pn)
∞
n=1 é uma sequência de Cauchy

no espaço de Banach (Q(mE; ℓ∞(BF ′)), ‖ · ‖Q). Existe então Q ∈ Q(mE; ℓ∞(BF ′)) tal que

lim
n→∞

‖IF ◦ Pn −Q‖Q = 0. (3.9)

Novamente, como ‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖Q (Proposição 1.5.6), temos lim
n→∞

IF ◦ Pn = Q no espaço

(P(mE; ℓ∞(BF ′)), ‖ · ‖). Combinando isso com a equação (3.8), temos que IF ◦ P = Q ∈
Q(mE; ℓ∞(BF ′)). Isto prova que P ∈ Qinj(mE;F ). Para cada n ∈ N,

‖Pn − P‖Qinj = ‖IF ◦ (Pn − P )‖Q = ‖IF ◦ Pn − IF ◦ P‖Q = ‖IF ◦ Pn −Q‖Q.

Combinando isso com a equação (3.9), obtemos que a sequência (Pn)
∞
n=1 converge a P em

Qinj(mE;F ), provando assim que (Qinj, ‖ · ‖Qinj) é um ideal de Banach.

Corolário 3.2.3. Seja Q um ideal de polinômios. Então

(a) Qinj é um ideal de polinômios.

(b) Q ⊂ Qinj.

(c) Qinj é injetivo.

(d) Se R é um ideal injetivo de polinômios tal que Q ⊂ R então Qinj ⊂ R.

(e) Qinj é a única classe de polinômios que satisfaz os itens (a), (b), (c) e (d).

(f) Se Q é um ideal fechado então Qinj é também um ideal fechado.

Demonstração. As demonstrações dos itens (a), (b), (c), (d) e (e) seguem como nas de-
monstrações dos itens (a), (b), (c), (d) e (e) da Proposição 3.2.2 respectivamente.

Provemos o item (f). Suponhamos que Q seja um ideal fechado. Então (Q, ‖ · ‖) é
um ideal de Banach, onde ‖ · ‖ é a norma usual de polinômios. Segue do item (f) da
Proposição 3.2.2 que (Qinj, ‖ · ‖1) é também um ideal de Banach, onde ‖P‖1 = ‖IF ◦ P‖
para todo P ∈ Qinj(mE;F ). Segue da Proposição 3.1.3 que

‖P‖1 = ‖IF ◦ P‖ = ‖P‖

para cada P ∈ Qinj(mE;F ). Portanto, ‖ · ‖1 é a norma usual de polinômios. Logo,
(Qinj, ‖ · ‖) é um ideal de Banach, isto é, Qinj é um ideal fechado.

A seguir veremos a caracterização de um ideal injetivo por meio da sua envoltória
injetiva.

Corolário 3.2.4. (a) Um ideal de polinômios Q é injetivo se, e somente se, Q = Qinj.
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(b) Um ideal normado de polinômios (Q, ‖ · ‖Q) é injetivo se, e somente se, Q = Qinj e
‖ · ‖Q = ‖ · ‖Qinj.

Demonstração. Basta provar o item (b). Suponhamos que (Q, ‖·‖Q) seja um ideal injetivo.
Sabemos do item (b) da Proposição 3.2.2 que Q ⊂ Qinj e ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖Qinj . Por outro lado,
como (Q, ‖·‖Q) é um ideal normado injetivo de polinômios e Q contém Q e ‖·‖Q ≥ ‖·‖Q,
segue do item (d) da Proposição 3.2.2 que Qinj ⊂ Q e ‖ · ‖Qinj ≥ ‖ · ‖Q, donde segue o
desejado.

Reciprocamente, suponhamos que Q = Qinj e ‖ · ‖Q = ‖ · ‖Qinj . Como (Qinj, ‖ · ‖Qinj)
é um ideal injetivo (Proposição 3.2.2), segue diretamente que (Q, ‖ · ‖Q) é também um
ideal injetivo.

Veremos agora que a correspondência Q 7→ Qinj é um procedimento de envoltória
no sentido de [33, 8.1.2]. Veremos também o resultado análogo para a correspondência
(Q, ‖ · ‖Q) 7→ (Qinj, ‖ · ‖Qinj).

Proposição 3.2.5. (1) Sejam Q e R ideais (fechados) de polinômios. Então:

(a) Qinj é um ideal (fechado) de polinômios.

(b) Se Q ⊂ R então Qinj ⊂ Rinj.

(c) (Qinj)inj = Qinj.

(d) Q ⊂ Qinj.

(2) Sejam (Q, ‖ · ‖Q) e (R, ‖ · ‖R) ideais normados (de Banach) de polinômios. Então:

(a) (Qinj, ‖ · ‖Qinj) é um ideal normado (de Banach) de polinômios.

(b) Se Q ⊂ R e ‖ · ‖R ≤ ‖ · ‖Q então Qinj ⊂ Rinj e ‖ · ‖Rinj ≤ ‖ · ‖Qinj.

(c) (Qinj)inj = Qinj e ‖ · ‖(Qinj)inj = ‖ · ‖Qinj.

(d) Q ⊂ Qinj e ‖ · ‖Qinj ≤ ‖ · ‖Q.

Demonstração. Basta provar (2). Os itens (a) e (d) foram provados na Proposição 3.2.2.

(b) Suponhamos que Q ⊂ R e ‖ · ‖R ≤ ‖ · ‖Q e seja P ∈ Qinj(mE;F ). Então IF ◦ P ∈
Q(mE; ℓ∞(BF ′)) ⊂ R(mE; ℓ∞(BF ′)). Portanto, P ∈ Rinj(mE;F ) e além disso

‖P‖Rinj = ‖IF ◦ P‖R ≤ ‖IF ◦ P‖Q = ‖P‖Qinj .

Isso prova que Qinj ⊂ Rinj e ‖ · ‖Rinj ≤ ‖ · ‖Qinj .

(c) Lembremos que (Qinj, ‖ · ‖Qinj) é um ideal normado injetivo de polinômios. Segue do
item (b) do Corolário 3.2.4 que Qinj = (Qinj)inj e ‖ · ‖Qinj = ‖ · ‖(Qinj)inj .

Observação 3.2.6. Os conceitos e propriedades de ideais injetivos de operadores (veja
[33, 4.6] ou [16, 9.7]) são análogos aos de ideais injetivos de polinômios, e são recuperados
ao se considerar o caso linear m = 1 no que foi feito acima. Neste caso, denotamos
também por I inj a envoltória injetiva de um ideal de operadores I.

Analogamente, obtemos a definição e as propriedades de ideal injetivo de polinômios
m-homogêneos ao considerarmos m fixo no que foi feito acima.
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Exemplo 3.2.7. De [33, 4.6.12] sabemos que os ideais de operadores F , K, W e CC são
injetivos. O ideal dos operadores aproximáveis A não é injetivo, pois Ainj = K (veja [22,
Proposition 19.2.3]).

Exemplo 3.2.8. Vejamos que o ideal Pf dos polinômios aproximáveis por polinômios de
tipo finito (Definição 1.5.9) não é injetivo. Como (Pf )1 = F (veja [42, Exemplo 4.5]), onde
(Pf )1 é a componente linear do ideal de polinômios Pf (Definição 1.5.1), temos

(
Pf

)
1
= A.

Logo Pf não é um ideal injetivo uma vez que sua componente linear
(
Pf

)
1
é um ideal de

operadores não injetivo. O mesmo argumento mostra que o ideal de polinômios PA não
é injetivo.

Mais adiante veremos que, algumas vezes, é interessante considerar a envoltória injetiva
de um ideal de polinômios m-homogêneos. A definição é óbvia:

Definição 3.2.9. Sejam m ∈ N e Qm um ideal de polinômios m-homogêneos. Definimos
a classe de polinômios m-homogêneos (Qm)

inj por

(Qm)
inj(E;F ) = {P ∈ P(mE;F ) : IF ◦ P ∈ Qm(E; ℓ∞(BF ′))},

para quaisquer espaços de Banach E e F .
Segue do que provamos antes que (Qm)

inj é também um ideal de polinômios m-
homogêneos.

Dizemos que Qm é injetivo se Qm = (Qm)
inj.

No caso em que Q é um ideal de polinômios, desta definição, a definição de com-
ponente m-ésima de um ideal de polinômios (Definição 1.5.1) e a Definição 3.2.1 segue
imediatamente que

(Qinj)m = (Qm)
inj para todo m ∈ N.

Assim, um ideal de polinômios Q é injetivo se, e somente se, Qm é um ideal injetivo
de polinômios m-homogêneos para todo m ∈ N.

3.3 As propriedades da dominação forte e fraca

Nesta seção estudaremos duas propriedades da dominação que generalizam a propriedade
da dominação que caracteriza aos ideais injetivos de operadores lineares (veja proposição
a seguir). Provaremos que a chamada propriedade da dominação fraca caracteriza aos
ideais injetivos de polinômios, e veremos, na próxima seção, que essa caracterização nos
ajudará a descrever a envoltória injetiva de um ideal de composição.

Os ideais injetivos de operadores são caracterizados pela seguinte propriedade da do-
minação:

Proposição 3.3.1. ([16, Exercise 9.10(b)], [6, Lemma 3.1]) Um ideal de operadores I é
injetivo se, e somente se, dados operadores u ∈ I(E;F ) e v ∈ L(E;G) tais que

‖v(x)‖ ≤ C · ‖u(x)‖

para todo x ∈ E e alguma constante C ≥ 0 (dependendo eventualmente de E,F,G, u, v),
tem-se v ∈ I(E;G).
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Adaptando diretamente a propriedade da dominação acima para o caso de polinômios,
temos a seguinte definição:

Definição 3.3.2. Dizemos que um ideal de polinômiosQ tem a propriedade da dominação
forte se dados P ∈ Q(mE;F ) e Q ∈ P(mE;G) tais que

‖Q(x)‖ ≤ C · ‖P (x)‖

para todo x ∈ E e alguma constante C ≥ 0 (dependendo eventualmente de E,F,G,m, P,Q),
tem-se Q ∈ Q(mE;G).

Proposição 3.3.3. Todo ideal de polinômios com a propriedade da dominação forte é
injetivo.

Demonstração. Suponhamos que Q seja um ideal de polinômios com a propriedade da
dominação forte e sejam P ∈ P(mE;F ) e j : F −→ G uma injeção métrica tais que
j ◦ P ∈ Q(mE;G). Então

‖P (x)‖ = ‖j(P (x))‖ = ‖(j ◦ P )(x)‖

para todo x ∈ E. Como j ◦ P ∈ Q(mE;G), segue da propriedade da dominação forte de
Q que P ∈ Q(mE;F ). Provando assim que Q é injetivo.

A rećıproca da proposição anterior não é valida. Mostraremos isso no Exemplo 3.4.11.
Precisa-se então de uma nova propriedade da dominação para caracterizar os ideais inje-
tivos de polinômios.

Definição 3.3.4. Dizemos que um ideal de polinômiosQ tem a propriedade da dominação
fraca se dados P ∈ Q(mE;F ) e Q ∈ P(mE;G) tais que

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiQ(xi)

∥∥∥∥∥ ≤ C ·

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiP (xi)

∥∥∥∥∥

para todos k ∈ N, x1, . . . , xk ∈ E, λ1, . . . , λk ∈ K e alguma constante C ≥ 0 (dependendo
eventualmente de E,F,G,m, P,Q), tem-se Q ∈ Q(mE;G).

É fácil verificar que a propriedade da dominação forte implica a propriedade da do-
minação fraca. Por outro lado, os ideais injetivos de polinômios são caracterizados pela
propriedade da dominação fraca:

Teorema 3.3.5. Um ideal de polinômios é injetivo se, e somente se, tem a propriedade
da dominação fraca.

Demonstração. Suponhamos que Q seja um ideal injetivo de polinômios e sejam E,F,G
espaços de Banach, P ∈ Q(mE;F ) e Q ∈ P(mE;G) tais que

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiQ(xi)

∥∥∥∥∥ ≤ C ·

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiP (xi)

∥∥∥∥∥ (3.10)
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para todos k ∈ N, x1, . . . , xk ∈ E, λ1, . . . , λk ∈ K e alguma constante C ≥ 0. Definamos
a função u : span{P (E)} ⊂ F −→ G por

u

(
k∑

i=1

λiP (xi)

)
=

k∑

i=1

λiQ(xi).

Vejamos que u está bem definida. Dado z ∈ span{P (E)} tal que z =
k∑

i=1

λiP (xi) e

z =
l∑

j=1

αjP (yj), onde k, l ∈ N, x1, . . . , xk, y1, . . . , yl ∈ E, λ1, . . . , λk, α1, . . . , αl ∈ K, tem-

se

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

λiP (xi)−
l∑

j=1

αjP (yj)

∥∥∥∥∥ = 0. Segue de (3.10) que

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

λiQ(xi)−
l∑

j=1

αjQ(yj)

∥∥∥∥∥ = 0

e portanto
k∑

i=1

λiQ(xi) =
l∑

j=1

αjQ(yj),

o que mostra que u está bem definida. Provemos que u é linear. Sejam z =
k∑

i=1

λiP (xi), w =

l∑
j=1

αjP (yj) ∈ span{P (E)} e γ ∈ K. Então γz+w =
k∑

i=1

γλiP (xi) +
l∑

j=1

αjP (yj). Portanto

u(γz + w) =
k∑

i=1

γλiQ(xi) +
l∑

j=1

αjQ(yj) = γu(z) + u(w).

Vejamos que u é cont́ınua. Segue de (3.10) que

∥∥∥∥∥u
(

k∑

i=1

λiP (xi)

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiQ(xi)

∥∥∥∥∥ ≤ C ·

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiP (xi)

∥∥∥∥∥ ,

o que prova que u é cont́ınua. Segue da Proposição 1.1.9 que existe um (único) operador
linear cont́ınuo ũ : span{P (E)} ⊂ F −→ G tal que ũ|span{P (E)} = u. Por outro lado,
consideremos a função

P0 : E −→ span{P (E)} ⊂ F , P0(x) = P (x).

Pela Proposição 3.1.5 sabemos que P0 ∈ Q
(
mE; span{P (E)}

)
. Para todo x ∈ E,

(ũ ◦ P0)(x) = ũ(P0(x)) = ũ(P (x)) = Q(x),

onde a última igualdade segue da definição de u. Isso prova que ũ ◦ P0 = Q.

E
P0 //

Q
((

span{P (E)}

ũ
��
G
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Como Q é um ideal de polinômios e P0 ∈ Q
(
mE; span{P (E)}

)
segue que ũ ◦ P0 = Q ∈

Q(mE;G), mostrando que Q tem a propriedade da dominação fraca.
Reciprocamente, suponhamos que Q seja um ideal de polinômios com a propriedade

da dominação fraca e sejam E,F,G espaços de Banach, P ∈ P(mE;F ) e j : F −→ G uma
injeção métrica tais que j ◦ P ∈ Q(mE;G). Então

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiP (xi)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥j
(

k∑

i=1

λiP (xi)

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λi(j ◦ P )(xi)

∥∥∥∥∥ ,

para todos k ∈ N, x1, . . . , xk ∈ E, λ1, . . . , λk ∈ K. Como Q tem a propriedade da
dominação fraca, tem-se que P ∈ Q(mE;F ), provando que Q é injetivo.

3.4 A envoltória injetiva de um ideal de composição

O objetivo desta seção é provar que a envoltória injetiva de um ideal de composição
também é um ideal de composição, e apresentar aplicações deste resultado. Provare-
mos também nesta seção que a propriedade da dominação forte não caracteriza os ideais
injetivos de polinômios.

Lembre-se que I inj denota a envoltória injetiva de um ideal de operadores I (Ob-
servação 3.2.6).

Teorema 3.4.1. Seja I um ideal de operadores. Então

I inj ◦ P = (I ◦ P)inj.

Em particular, o ideal de polinômios I inj ◦ P é injetivo.

Demonstração. Provemos primeiramente que I inj ◦ P ⊂ (I ◦ P)inj. Para isso, seja P ∈
(I inj ◦ P)(mE;F ). Então P = u ◦ Q para algum espaço de Banach G, algum polinômio
Q ∈ P(mE;G) e algum operador linear u ∈ I inj(G;F ). Como

IF ◦ P = (IF ◦ u) ◦Q e IF ◦ u ∈ I(G; ℓ∞(BF ′)),

E

Q ��

P // F
IF // ℓ∞(BF ′)

G

u

??

temos que IF ◦ P pertence a I ◦ P , isto é, P ∈ (I ◦ P)inj(mE;F ). Isso prova que

I inj ◦ P ⊂ (I ◦ P)inj. (3.11)

Provemos agora que o ideal de polinômios I inj ◦ P é injetivo. Faremos isso por meio
da propriedade da dominação fraca. Sejam P ∈ (I inj ◦ P)(mE;F ) e Q ∈ P(mE;G) tais
que ∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiQ(xi)

∥∥∥∥∥ ≤ C ·

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiP (xi)

∥∥∥∥∥ (3.12)
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para todos k ∈ N, x1, . . . , xk ∈ E, λ1, . . . , λk ∈ K e alguma constante C ≥ 0. Consi-
deremos as linearizações PL : ⊗̂

m,s

π E −→ F e QL : ⊗̂
m,s

π E −→ G dos polinômios P e Q,
respetivamente, de acordo com o Teorema 1.3.5. Logo,

PL(⊗
mx) = P (x) e QL(⊗

mx) = Q(x)

para todo x ∈ E. Seja z =
k∑

i=1

λi ⊗
m xi um elemento do produto tensorial simétrico (não

completado) ⊗m,s
π E, onde k ∈ N, x1, . . . , xk ∈ E e λ1, . . . , λk ∈ K. Então,

‖QL(z)‖ =

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiQ(xi)

∥∥∥∥∥
(3.12)

≤ C ·

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

λiP (xi)

∥∥∥∥∥ = C · ‖PL(z)‖.

Da continuidade de PL, QL e das normas segue que

‖QL(z)‖ ≤ C · ‖PL(z)‖ (3.13)

para todo z ∈ ⊗̂
m,s

π E. Como P ∈ (I inj ◦ P)(mE;F ), pela Proposição 1.5.16 temos
PL ∈ I

inj(⊗̂
m,s

π E;F ). Combinando a injetividade de I inj com a desigualdade (3.13) e
a Proposição 3.3.1 segue que QL ∈ I

inj(⊗̂
m,s

π E;G). Novamente da Proposição 1.5.16 se-
gue que Q ∈ (I inj ◦ P)(mE;G). Acabamos de provar que I inj ◦ P tem a propriedade da
dominação fraca, e portanto é um ideal injetivo pelo Teorema 3.3.5. De I ⊂ I inj segue
que I ◦ P ⊂ I inj ◦ P pela Proposição 1.5.15(c), dáı

(I ◦ P)inj
(∗)
⊂ (I inj ◦ P)inj

(∗∗)
= I inj ◦ P ,

onde (∗) segue da Proposição 3.2.5(1) e (∗∗) segue do Corolário 3.2.4(a). Combinando
isso com a inclusão (3.11) obtemos a fórmula desejada.

A segunda afirmação segue do Corolário 3.2.3(c).

Nos ocuparemos agora de algumas consequências do Teorema 3.4.1, que nos fornecerá,
entre outras coisas, alguns exemplos interessantes.

Corolário 3.4.2. As seguintes afirmações são equivalentes para um ideal de operadores
I:

(a) I é injetivo.

(b) I ◦ P é um ideal injetivo de polinômios.

(c) (I ◦ P)m é um ideal injetivo de polinômios m-homogêneos para algum m ∈ N.

Demonstração. (a) =⇒ (b) Suponhamos que I seja um ideal injetivo de operadores.
Então I = I inj, e portanto

I ◦ P = I inj ◦ P = (I ◦ P)inj,

onde a segunda igualdade segue do Teorema 3.4.1. Logo, I◦P = (I◦P)inj e pelo Corolário
3.2.4 segue que I ◦ P é um ideal injetivo.
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(b) =⇒ (c) Essa implicação é imediata.

(c) =⇒ (a) Suponhamos que (I ◦P)m seja um ideal injetivo de polinômios m-homogêneos
para algum m ∈ N. Então

(I inj ◦ P)m =
(
(I ◦ P)inj

)
m
= ((I ◦ P)m)

inj = (I ◦ P)m,

onde a primeira igualdade segue do Teorema 3.4.1, a segunda igualdade segue das de-
finições e a terceira segue da injetividade de (I ◦ P)m. Logo, (I inj ◦ P)m = (I ◦ P)m.
Segue da Proposição 1.5.17(b) que I inj = I, isto é, I é um ideal injetivo.

Exemplo 3.4.3. Vejamos que os ideais de polinômios de posto finito PF , compactos PK

e fracamente compactos PW são injetivos. Do Exemplo 1.5.20 sabemos que

PF = F ◦ P , PK = K ◦ P e PW =W ◦ P .

E do Exemplo 3.2.7 sabemos que F , K e W são ideais injetivos de operadores lineares.
Segue do Corolário 3.4.2 que PF , PK e PW são ideais injetivos de polinômios.

Já vimos que o ideal PA dos polinômios que são aproximáveis, na norma usual, por
polinômios de posto finito não é injetivo. Calcularemos agora sua envoltória injetiva.

Corolário 3.4.4. (PA)
inj = PK.

Demonstração. Com efeito,

(PA)
inj = (A ◦ P)inj = Ainj ◦ P = K ◦ P = PK,

onde a primeira igualdade segue do Exemplo 1.5.20, a segunda segue do Teorema 3.4.1, a
terceira segue de [22, Proposição 19.2.3] e a quarta segue também do Exemplo 1.5.20.

Veremos agora uma aplicação sobre o dual polinomial de um ideal de operadores
(Definição 1.5.21). Lembre-se que um ideal de operadores I é completamente simétrico
se Idual = I (Definição 1.4.17).

Corolário 3.4.5. Um ideal de operadores completamente simétrico é injetivo se, e so-
mente se, seu dual polinomial é injetivo.

Demonstração. Suponhamos que I seja um ideal de operadores completamente simétrico.
Então

IP−dual = Idual ◦ P = I ◦ P ,

onde a primeira igualdade segue da Proposição 1.5.22. Segue do Corolário 3.4.2 que o
ideal IP−dual é injetivo se, e somente se, I é um ideal injetivo.

Na próxima aplicação relacionamos o dual polinomial do ideal Kp dos operadores p-
compactos (Exemplo 1.4.9) com o ideal dos operadores p-nucleares Np (Exemplo 1.4.7).

Proposição 3.4.6. KP−dual
p = (Np ◦ P)

inj para todo 1 ≤ p <∞.
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Demonstração. Com efeito,

K
P−dual
p = K

dual
p ◦ P = N

inj
p ◦ P = (Np ◦ P)

inj,

onde a primeira igualdade segue da Proposição 1.5.22, a segunda segue de [35, Theorem
6] e a terceira segue do Teorema 3.4.1.

A seguir relacionamos o dual polinomial do ideal Dp dos operadores Cohen forte-
mente p-somantes (Exemplo 1.4.12) com o ideal Ip dos operadores p-integráveis (Exemplo
1.4.10).

Proposição 3.4.7. DP−dual
p = (Ip′ ◦ P)

inj para todo 1 < p <∞.

Demonstração. Com efeito,

DP−dual
p = Ddual

p ◦ P = Πp′ ◦ P = I
inj
p′ ◦ P = (Ip′ ◦ P)

inj,

onde a primeira igualdade segue da Proposição 1.5.22, a segunda segue de [15], a terceira
de [33, Theorem 19.2.7] e a quarta segue do Teorema 3.4.1.

Finalizaremos esta seção com o exemplo prometido de um ideal injetivo de polinômios
que não tem a propriedade da dominação forte. Para isso, vejamos algumas propriedades
dos espaços de Schur. Isso provará, em particular, que as propriedades da dominação
fraca e forte não são equivalentes.

Definição 3.4.8. Dizemos que um espaço normado E é de Schur se toda sequência
fracamente convergente em E é convergente em norma.

Exemplo 3.4.9. ℓ1 é um espaço de Schur. Para uma demonstração deste fato, veja, por
exemplo, [11, Teorema 6.2.12].

Lembre-se que um operador u ∈ L(E;F ) é completamente cont́ınuo se u transforma
sequências fracamente convergentes em E em sequências convergentes em norma em F
(Exemplo 1.4.13).

Proposição 3.4.10. Seja E um espaço normado. Então:

(a) E é um espaço de Schur se, e somente se, o operador identidade id : E −→ E é
completamente cont́ınuo.

(b) Se E é um espaço de Schur, então, para todo espaço normado F , todo operador
u ∈ L(E;F ) é completamente cont́ınuo.

(c) Se E contém uma cópia isomorfa de um espaço reflexivo de dimensão infinita, então
E não é um espaço de Schur.

Demonstração. Os itens (a) e (b) seguem das definições de operador completamente
cont́ınuo e de espaço de Schur. Para a demonstração do item (c) veja [23, Proposição
2.3.7].
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Exemplo 3.4.11. Consideremos o ideal CC dos operadores completamente cont́ınuos
(Exemplo 1.4.13), e vejamos que o ideal de polinômios CC ◦ P é injetivo e não tem a
propriedade da dominação forte.

A injetividade de CC ◦P segue da injetividade de CC (veja [33, 4.6.12]) e do Corolário
3.4.2.

Vejamos que CC◦P não tem a propriedade da dominação forte. Para isso, consideremos
as funções R : ℓ2 −→ ℓ1 e Q : ℓ2 −→ ℓ2⊗̂

s

πℓ2 dadas por

R ((λn)
∞
n=1) = (λ2

n)
∞
n=1 e Q(x) = x⊗ x.

Pelo Exemplo 1.2.20, R é um polinômio 2-homogêneo cont́ınuo. E Q é um polinômio
2-homogêneo cont́ınuo por ser o polinômio canônico de ℓ2 em ℓ2⊗̂

s

πℓ2. Segue de [38,
Example 2.10] que o operador

u : ℓ1 −→ ℓ2⊗̂
s

πℓ2 , u ((λn)
∞
n=1) =

∞∑

n=1

λn en ⊗ en,

onde {e1, e2, . . .} são os vetores unitários canônicos, é uma injeção métrica.
Como ℓ1 é um espaço de Schur, segue da Proposição 3.4.10(b) que u ∈ CC(ℓ1; ℓ2⊗̂

s

πℓ2).
Portanto,

P = u ◦R ∈ CC ◦ P(2ℓ2; ℓ2⊗̂
s

πℓ2).

Por outro lado, como ℓ2⊗̂
s

πℓ2 contém uma cópia isomorfa do espaço reflexivo ℓ2 (veja
[5]), segue da Proposição 3.4.10(c) que ℓ2⊗̂

s

πℓ2 não é um espaço de Schur, isto é, o operador
identidade idℓ2⊗̂s

πℓ2
não pertence a CC (Proposição 3.4.10(a)). Considerando a igualdade

QL(x⊗ x) = Q(x) = x⊗ x

para todo x ∈ ℓ2, do fato deQL ser um operador linear cont́ınuo e o fato de que o subespaço
gerado pelos tensores elementares x ⊗ x é denso em ℓ2⊗̂

s

πℓ2, segue que QL = idℓ2⊗̂s
πℓ2

.
Consequentemente, QL não pertence a CC. Segue da Proposição 1.5.16 que Q não pertence
ao ideal CC ◦ P . Por outro lado, denotando a norma projetiva π por ‖ · ‖, temos

‖P ((λn)
∞
n=1)‖ = ‖u(R((λn)

∞
n=1))‖ = ‖R((λn)

∞
n=1)‖

= ‖(λ2
n)

∞
n=1‖ℓ1 = ‖(λn)

∞
n=1‖

2
ℓ2

= ‖(λn)
∞
n=1 ⊗ (λn)

∞
n=1‖ = ‖Q((λn)

∞
n=1)‖

para todo (λn)
∞
n=1 ∈ ℓ2. Assim, P pertence a CC ◦ P , ‖Q(x)‖ = ‖P (x)‖ para todo x ∈ ℓ2

mas Q não pertence a CC ◦ P . Isto prova que o ideal de polinômios CC ◦ P não tem a
propriedade da dominação forte, e portanto o exemplo está completo.
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Caṕıtulo 4

Ideais sobrejetivos de polinômios

homogêneos

Analogamente ao caso dos ideais injetivos, as noções de ideal sobrejetivo e envoltória
sobrejetiva aparecem inicialmente para ideais de operadores lineares (veja [16, 33]) e pos-
teriormente são generalizados de forma natural para ideais de polinômios.

Assim como a importância dos ideais injetivos é a estreita relação com subespaços do
contradomı́nio de um operador e injeções métricas, a importância dos ideais sobrejeti-
vos é a estreita relação com espaços quocientes e sobrejeções métricas (veja Proposição
2.2.19). Também é importante que muitos ideais centrais da teoria de ideais de operado-
res/polinômios são sobrejetivos.

Nas duas primeiras seções deste caṕıtulo, estudaremos as principais propriedades dos
ideais sobrejetivos de polinômios e da envoltória sobrejetiva de um ideal de polinômios.
Exibiremos também exemplos ilustrativos relacionados com esses conceitos. Além disso,
estudaremos a sobrejetividade dos ideais dos polinômios múltiplo p-somantes e dos po-
linômios p-dominados. Na terceira seção estudaremos propriedades de levantamento para
polinômios que nos ajudarão a descrever a envoltória sobrejetiva de um ideal de com-
posição na última seção. Na ultima seção daremos também aplicações dessa descrição e
algumas caracterizações de ideais sobrejetivos de composição. Para isso será necessário
estudar primeiramente os chamados polinômios I-limitados, em que I é um ideal de
operadores.

A principal referência para o tópico dos ideais sobrejetivos de polinômios é o artigo
[4], e a principal referência para o tópico dos polinômios I-limitados é o artigo [2].

Ao longo deste caṕıtulo, novamente m denotará um número natural qualquer e E,F ,
G,H espaços de Banach quaisquer.

4.1 Definição e primeiros exemplos

Ideais sobrejetivos de polinômios são definidos à semelhança dos ideias sobrejetivos de
operadores lineares (veja [16, 33]).

Definição 4.1.1. (a) Dizemos que um ideal de polinômios Q é sobrejetivo se dados
P ∈ P(mE;F ) e uma sobrejeção métrica s : G −→ E tais que P ◦ s ∈ Q(mG;F ),
tem-se P ∈ Q(mE;F ).
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(b) Dizemos que um ideal normado de polinômios (Q, ‖ · ‖Q) é sobrejetivo se dados
P ∈ P(mE;F ) e uma sobrejeção métrica s : G −→ E tais que P ◦ s ∈ Q(mG;F ),
tem-se P ∈ Q(mE;F ) e

‖P‖Q = ‖P ◦ s‖Q. (4.1)

Observação 4.1.2. Para provar a equação (4.1), basta provar a desigualdade

‖P‖Q ≤ ‖P ◦ s‖Q,

pois a desigualdade inversa ‖P◦s‖Q ≤ ‖P‖Q é sempre satisfeita. Com efeito, como ‖s‖ = 1
(Proposição 2.2.13), segue do fato de (Q, ‖ · ‖Q) ser um ideal normado de polinômios que

‖P ◦ s‖Q ≤ ‖P‖Q · ‖s‖
m = ‖P‖Q.

A seguinte proposição nos diz que a igualdade (4.1) é sempre satisfeita para a norma
usual de polinômios.

Proposição 4.1.3. Sejam E,F,G espaços normados, m ∈ N, s : E −→ F uma sobrejeção
métrica e P : F −→ G um polinômio m-homogêneo cont́ınuo. Então

‖P‖ = ‖P ◦ s‖.

Demonstração. Pelo item (a) da Proposição 2.2.13 sabemos que que s(B̊E) = B̊F . Dáı,

{‖P (s(x))‖ : x ∈ E e ‖x‖ < 1} = {‖P (y)‖| : y ∈ F e ‖y‖ < 1}.

Segue da Proposição 1.2.24 e da equação acima que

‖P ◦ s‖ = sup
‖x‖<1

‖(P ◦ s)(x)‖ = sup
‖x‖<1

‖P (s(x))‖ = sup
‖y‖<1

‖P (y)‖ = ‖P‖.

Exemplo 4.1.4. Vejamos que o ideal PF dos polinômios de posto finito é sobrejetivo.
Para isso, sejam P : E −→ F um polinômio m-homogêneo cont́ınuo e s : G −→ E uma

sobrejeção métrica tais que P◦s : G −→ F é um polinômio de posto finito. Devemos provar
que P é também um polinômio de posto finito. Da hipótese sabemos que span{(P ◦s)(G)}
é um subespaço de dimensão finita de F . Como

span{(P ◦ s)(G)} = span{P (s(G))} = span{P (E)},

onde a segunda igualdade segue da sobrejetividade de s, então span{P (E)} é também um
subespaço de dimensão finita de F , isto é, P é um polinômio de posto finito.

No Exemplo 4.2.10 veremos que os ideais PK dos polinômios compactos e PW dos po-
linômios fracamente compactos são sobrejetivos, e na Proposição 4.4.13 veremos algumas
condições para determinar a sobrejetividade ou não sobrejetividade de certas classe de
ideais de polinômios.
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4.2 A envoltória sobrejetiva

Nesta seção estudaremos detalhadamente as propriedades principais da envoltória sobre-
jetiva de um ideal de polinômios e veremos a caracterização de um ideal sobrejetivo por
meio da sua envoltória sobrejetiva. Estudaremos também a sobrejetividade dos ideais dos
polinômios múltiplo p-somantes e dos polinômios p-dominados.

Definição 4.2.1. (a) Seja Q um ideal de polinômios. Definimos a classe de polinômios
Qsur por

Qsur(mE;F ) = {P ∈ P(mE;F ) : P ◦QE ∈ Q(
mℓ1(BE);F )},

onde QE denota sobrejeção métrica canônica de ℓ1(BE) em E definida na Proposição
2.2.27. A classe Qsur é chamada de envoltória sobrejetiva de Q.

(b) Seja (Q, ‖ · ‖Q) um ideal normado de polinômios. Definimos a função ‖ · ‖Qsur :
Qsur(mE;F ) −→ [0,+∞) por

‖P‖Qsur = ‖P ◦QE‖Q,

para todo m ∈ N e quaisquer espaços de Banach E e F .

Proposição 4.2.2. Seja (Q, ‖ · ‖Q) um ideal normado de polinômios. Então

(a) (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é um ideal normado de polinômios.

(b) Q ⊂ Qsur e ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖Qsur.

(c) (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é sobrejetivo.

(d) Se (R, ‖ · ‖R) é um ideal normado sobrejetivo de polinômios tal que Q ⊂ R e
‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖R então Qsur ⊂ R e ‖ · ‖Qsur ≥ ‖ · ‖R.

(e) (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é o único ideal normado de polinômios que satisfaz os itens (a), (b),
(c) e (d).

(f) Se (Q, ‖ · ‖Q) é um ideal de Banach então (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é também um ideal de
Banach.

Demonstração. Provemos primeiro o item (b). Sejam m ∈ N, E e F espaços de Banach
e P ∈ Q(mE;F ). Como Q é um ideal de polinômios, temos P ◦ QE ∈ Q(

mℓ1(BE);F ).
Portanto, P ∈ Qsur(mE;F ) e Q ⊂ Qsur. Por outro lado, pela desigualdade de ideal de
(Q, ‖ · ‖Q) temos

‖P‖Qsur = ‖P ◦QE‖Q ≤ ‖P‖Q · ‖QE‖
m = ‖P‖Q.

Consequentemente, ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖Qsur .

(a) Sejam m ∈ N e E e F espaços de Banach. Provemos primeiro que Qsur(mE;F ) é um
subespaço vetorial de P(mE;F ) que contém os polinômios m-homogêneos cont́ınuos de
tipo finito e que ‖ · ‖Qsur é uma norma em Qsur(mE;F ).
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Combinando o item (b) com o fato de Q ser um ideal de polinômios, temos

Pf (
mE;F ) ⊂ Q(mE;F ) ⊂ Qsur(mE;F ),

provando que Qsur(mE;F ) contém os polinômios m-homogêneos cont́ınuos de tipo finito.
Provemos que Qsur(mE;F ) é um subespaço vetorial de P(mE;F ). Denotemos por

01 o polinômio nulo de E em F e por 02 o polinômio nulo de ℓ1(BE) em F . Segue
de Q(mE;F ) ⊂ Qsur(mE;F ) que 01 ∈ Q

sur(mE;F ). Por outro lado, sejam P,Q ∈
Qsur(mE;F ) e λ ∈ K. Segue da definição de soma e produto por escalar que

(λP +Q) ◦QE = λ(P ◦QE) +Q ◦QE. (4.2)

Como Q(mℓ1(BE);F ) é um espaço vetorial, segue da equação (4.2) que (λP +Q) ◦QE ∈
Q(mℓ1(BE);F ), ou seja, λP +Q ∈ Qsur(mE;F ).

Provemos que ‖ · ‖Qsur é uma norma em Qsur(mE;F ).
(N1) Note que

‖01‖Qsur = ‖01 ◦QE‖Q = ‖02‖Q = 0.

Por outro lado, seja P ∈ Qsur(mE;F ) tal que ‖P‖Qsur = 0. Então ‖P ◦QE‖Q = ‖P‖Qsur =
0 e portanto, P ◦QE = 02. Segue da sobrejetividade de QE que P = 01.

(N2) Sejam P ∈ Qsur(mE;F ) e λ ∈ K. Segue da equação (4.2) e do fato de ‖ · ‖Q ser
uma norma em Q(mℓ1(BE);F ) que

‖λP‖Qsur = ‖λP ◦QE‖Q = ‖λ(P ◦QE)‖Q

= |λ| · ‖P ◦QE‖Q = |λ| · ‖P‖Qsur .

(N3) Sejam P,Q ∈ Qsur(mE;F ). Segue da equação (4.2) e do fato de ‖ · ‖Q ser uma
norma em Q(mℓ1(BE);F ) que

‖P +Q‖Qsur = ‖(P +Q) ◦QE‖Q = ‖P ◦QE +Q ◦QE‖Q

≤ ‖P ◦QE‖Q + ‖Q ◦QE‖Q = ‖P‖Qsur + ‖Q‖Qsur .

Para m ∈ N, provemos que ‖idm‖Qsur = 1. Note que QK : ℓ1(BK) −→ K é um funcional
linear cont́ınuo. Segue da igualdade idm ◦QK = Qm

K ⊗ 1 e da Proposição 1.5.6 que

‖idm‖Qsur = ‖idm ◦QK‖Q = ‖Qm
K ⊗ 1‖Q = ‖QK‖

m · |1| = 1.

Provemos a propriedade de ideal e a desigualdade de ideal. Sejam u ∈ L(G;E),
P ∈ Qsur(mE;F ), t ∈ L(F ;H) e ε > 0. Temos P ◦ QE ∈ Q(

mℓ1(BE);F ). Como ℓ1(BG)
tem a propriedade do levantamento métrico (Teorema 2.2.26) e u ◦ QG : ℓ1(BG) −→ E é
um operador linear cont́ınuo, segue que existe um operador linear cont́ınuo v : ℓ1(BG) −→
ℓ1(BE) tal que QE ◦ v = u ◦QG e

‖v‖ ≤ (1 + ε) · ‖u ◦QG‖. (4.3)

G
u // E

P // F
t // H

ℓ1(BG)

QG

OO

v // ℓ1(BE)

QE

OO
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Dáı,
t ◦ P ◦ u ◦QG = t ◦ (P ◦QE) ◦ v. (4.4)

Como Q é um ideal de polinômios e P ◦ QE ∈ Q(
mℓ1(BE);F ), temos t ◦ P ◦ u ◦ QG ∈

Q(mℓ1(BG);H), isto é, t ◦ P ◦ u ∈ Qsur(mG;H).
Provemos a desigualdade de ideal. Pela equação (4.3),

‖v‖ ≤ (1 + ε) · ‖u‖.

Combinando a desigualdade acima, com a equação (4.4) e com a desigualdade de ideal de
(Q, ‖ · ‖Q), segue que

‖t ◦ P ◦ u‖Qsur = ‖t ◦ P ◦ u ◦QG‖Q
(4.4)
= ‖t ◦ P ◦QE ◦ v‖Q ≤ ‖t‖ · ‖P ◦QE‖Q · ‖v‖

m

= ‖t‖ · ‖P‖Qsur · ‖v‖m ≤ ‖t‖ · ‖P‖Qsur · (1 + ε)m · ‖u‖m.

Fazendo ε −→ 0+ obtemos a desigualdade de ideal.

(c) Para provar que (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é sobrejetivo, sejam P ∈ P(mE;F ) e s : G −→ E uma
sobrejeção métrica tais que P ◦ s ∈ Qsur(mG;F ). Logo, P ◦ s ◦ QG ∈ Q(

mℓ1(BG);F ).
Como ℓ1(BE) tem a propriedade do levantamento métrico (Teorema 2.2.26) e s ◦ QG :
ℓ1(BG) −→ E é uma sobrejeção métrica (Proposição 2.2.20), segue que existe um operador
linear cont́ınuo v : ℓ1(BE) −→ ℓ1(BG) tal que QE = s ◦QG ◦ v e

‖v‖ ≤ (1 + ε)‖QE‖ = 1 + ε. (4.5)

G s // E P // F

ℓ1(BG)

QG

OO

oo v ℓ1(BE)

QE

OO

Dáı,
P ◦QE = (P ◦ s ◦QG) ◦ v. (4.6)

Como Q é um ideal de polinômios e P ◦ s ◦QG ∈ Q(
mℓ1(BG);F ), temos

P ◦QE = (P ◦ s ◦QG) ◦ v ∈ Q(
mℓ1(BE);F ),

isto é, P ∈ Qsur(mE;F ). Por outro lado, segue da desigualdade (4.5), da equaçaão (4.6)
e da desigualdade de ideal de (Q, ‖ · ‖Q) que

‖P‖Qsur = ‖P ◦QE‖Q
(4.6)
= ‖(P ◦ s ◦QG) ◦ v‖Q ≤ ‖P ◦ s ◦QG‖Q · ‖v‖

m

= ‖P ◦ s‖Qsur · ‖v‖m
(4.5)

≤ ‖P ◦ s‖Qsur · (1 + ε)m.

Fazendo ε −→ 0+ obtemos ‖P‖Qsur ≤ ‖P ◦ s‖Qsur . Segue da Observação 4.1.2 que

‖P‖Qsur = ‖P ◦ s‖Qsur ,

provando que (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é sobrejetivo.
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(d) Seja (R, ‖ · ‖R) um ideal normado sobrejetivo de polinômios tal que Q ⊂ R e ‖ · ‖Q ≥
‖ · ‖R. Vejamos que Qsur ⊂ R e ‖ · ‖Qsur ≥ ‖ · ‖R. Dado P ∈ Qsur(mE;F ),

P ◦QE ∈ Q(
mℓ1(BE);F ) ⊂ R(mℓ1(BE);F ),

e portanto P ◦ QE ∈ R(
mℓ1(BE);F ). Da sobrejetividade de (R, ‖ · ‖R) decorre que

P ∈ R(mE;F ) e
‖P‖R = ‖P ◦QE‖R ≤ ‖P ◦QE‖Q = ‖P‖Qsur ,

provando que Qsur ⊂ R e ‖ · ‖Qsur ≥ ‖ · ‖R.

(e) Seja (S, ‖ · ‖S) um ideal normado de polinômios que satisfaz os itens (a), (b), (c) e (d).
Provemos que S = Qsur e ‖ · ‖S = ‖ · ‖Qsur . Com efeito, como (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é um ideal
normado sobrejetivo de polinômios com Q ⊂ Qsur e ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖Qsur e (S, ‖ · ‖S) satisfaz
o item (d), tem-se S ⊂ Qsur e ‖ · ‖S ≥ ‖ · ‖Qsur . Analogamente, como (S, ‖ · ‖S) é um ideal
normado sobrejetivo de polinômios com Q ⊂ S e ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖S , segue do item (d) que
Qsur ⊂ S e ‖ · ‖Qsur ≥ ‖ · ‖S , provando assim o que se desejava.

(f) Suponhamos que (Q, ‖ · ‖Q) seja um ideal de Banach e provemos que (Qsur, ‖ · ‖Qsur)
é também um ideal de Banach. Para isso, seja (Pn)

∞
n=1 uma sequência de Cauchy em

Qsur(mE;F ). Dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para todos k, n ≥ n0,

‖Pk − Pn‖Qsur < ε. (4.7)

Como ‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖Qsur (Proposição 1.5.6), tem-se

‖Pk − Pn‖ ≤ ‖Pk − Pn‖Qsur < ε.

Isso prova que (Pn)
∞
n=1 é uma sequência de Cauchy em (P(mE;F ), ‖·‖). Como (P(mE;F ),

‖ · ‖) é um espaço completo (Proposição 1.2.19), existe P ∈ P(mE;F ) tal que lim
n→∞

‖Pn−

P‖ = 0. Dado n ∈ N, segue da Proposição 4.1.3 que

‖Pn − P‖ = ‖(Pn − P ) ◦QE‖ = ‖Pn ◦QE − P ◦QE‖.

Portanto,
lim
n→∞

Pn ◦QE = P ◦QE (4.8)

em (P(mℓ1(BE);F ), ‖ · ‖). Por outro lado, para todos k, n ∈ N,

‖Pk − Pn‖Qsur = ‖(Pk − Pn) ◦QE‖Q = ‖Pk ◦QE − Pn ◦QE‖Q.

Combinando isso com a desigualdade (4.7), segue que (Pn ◦ QE)
∞
n=1 é uma sequência de

Cauchy no espaço de Banach (Q(mℓ1(BE);F ), ‖·‖Q). Podemos tomar Q ∈ Q(mℓ1(BE);F )
tal que

lim
n→∞

‖Pn ◦QE −Q‖Q = 0. (4.9)

Novamente, como ‖·‖ ≤ ‖·‖Q (Proposição 1.5.6), temos lim
n→∞

Pn◦QE = Q em (P(mℓ1(BE);F ), ‖·

‖). Combinando isso com a equação (4.8) obtemos P ◦QE = Q ∈ Q(mℓ1(BE);F ), o que
prova que P ∈ Qsur(mE;F ). Para todo n ∈ N,

‖Pn − P‖Qsur = ‖(Pn − P ) ◦QE‖Q = ‖Pn ◦QE − P ◦QE‖Q = ‖Pn ◦QE −Q‖Q.

Da equação (4.9) conclúımos que a sequência (Pn)
∞
n=1 converge a P em Qsur(mE;F ),

provando assim que (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é um ideal de Banach.
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Corolário 4.2.3. Seja Q um ideal de polinômios. Então:

(a) Qsur é um ideal de polinômios.

(b) Q ⊂ Qsur.

(c) Qsur é sobrejetivo.

(d) Se R é um ideal sobrejetivo de polinômios tal que Q ⊂ R então Qsur ⊂ R.

(e) Qsur é a única classe de polinômios que satisfaz os itens (a), (b), (c) e (d).

(f) Se Q é um ideal fechado então Qsur é também um ideal fechado.

Demonstração. As demonstrações dos itens (a), (b), (c), (d) e (e) seguem como nas de-
monstrações dos itens (a), (b), (c), (d) e (e) da Proposição 4.2.2 respectivamente.

Provemos o item (f). Suponhamos que Q seja um ideal fechado. Então (Q, ‖ · ‖) é
um ideal de Banach, onde ‖ · ‖ é a norma usual de polinômios. Segue do item (f) da
Proposição 4.2.2 que (Qsur, ‖ · ‖1) é também um ideal de Banach, onde ‖P‖1 = ‖P ◦QE‖
para todo P ∈ Qsur(mE;F ). Pela Proposição 4.1.3,

‖P‖1 = ‖P ◦QE‖ = ‖P‖

para cada P ∈ Qsur(mE;F ). Portanto, ‖ · ‖1 é a norma usual de polinômios. Logo,
(Qsur, ‖ · ‖) é um ideal de Banach. Consequentemente, Qsur é um ideal fechado.

Veremos a seguir que, para provar que um ideal de polinômios é sobrejetivo, basta
considerar a composição com a sobrejeção métrica canônica no lugar de uma sobrejeção
métrica qualquer na Definição 4.1.1.

Corolário 4.2.4. (1) As seguintes condições são equivalentes para um ideal de polinómios
Q:

(a) Q é sobrejetivo.

(b) Q = Qsur.

(c) Se um polinômio P ∈ P(mE;F ) é tal que P ◦ QE ∈ Q(
mℓ1(BE);F ), então P ∈

Q(mE;F ).

(2) As seguintes condições são equivalentes para um ideal normado de polinômios (Q,
‖ · ‖Q):

(a) (Q, ‖ · ‖Q) é sobrejetivo.

(b) Q = Qsur e ‖ · ‖Q = ‖ · ‖Qsur.

(c) Se um polinômio P ∈ P(mE;F ) é tal que P ◦ QE ∈ Q(
mℓ1(BE);F ), então P ∈

Q(mE;F ) e ‖P‖Q = ‖P ◦QE‖Q.
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Demonstração. Basta provar (2).

(b)⇐⇒ (c) Como Q ⊂ Qsur, então esta equivalência segue imediatamente das definições.

(a) =⇒ (b) Suponhamos que (Q, ‖ · ‖Q) seja um ideal sobrejetivo. Sabemos de Proposição
4.2.2(b) que Q ⊂ Qsur e ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖Qsur . Por outro lado, como (Q, ‖ · ‖Q) é um ideal
normado sobrejetivo de polinômios e Q contém Q e ‖ · ‖Q ≥ ‖ · ‖Q, pelo item (d) da
Proposição 4.2.2 conclúımos que Qsur ⊂ Q e ‖ · ‖Qsur ≥ ‖ · ‖Q, provando assim o desejado.

(b) =⇒ (a) Suponhamos que Q = Qsur e ‖ · ‖Q = ‖ · ‖Qsur . Como (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é um
ideal sobrejetivo (Proposição 4.2.2), segue diretamente que (Q, ‖ · ‖Q) é também um ideal
sobrejetivo.

Veremos agora que a correspondência Q 7→ Qsur é um procedimento de envoltória
no sentido de [33, 8.1.2]. Veremos também o resultado análogo para a correspondência
(Q, ‖ · ‖Q) 7→ (Qsur, ‖ · ‖Qsur).

Proposição 4.2.5. (1) Sejam Q e R ideais (fechados) de polinômios. Então:

(a) Qsur é um ideal (fechado) de polinômios.

(b) Se Q ⊂ R então Qsur ⊂ Rsur.

(c) (Qsur)sur = Qsur.

(d) Q ⊂ Qsur.

(2) Sejam (Q, ‖ · ‖Q) e (R, ‖ · ‖R) ideais normados (de Banach) de polinômios. Então:

(a) (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é um ideal normado (de Banach) de polinômios.

(b) Se Q ⊂ R e ‖ · ‖R ≤ ‖ · ‖Q então Qsur ⊂ Rsur e ‖ · ‖Rsur ≤ ‖ · ‖Qsur.

(c) (Qsur)sur = Qsur e ‖ · ‖(Qsur)sur = ‖ · ‖Qsur.

(d) Q ⊂ Qsur e ‖ · ‖Qsur ≤ ‖ · ‖Q.

Demonstração. Basta provar (2). Os itens (a) e (d) foram provados na Proposição 4.2.2.

(b) Suponhamos que Q ⊂ R e ‖ · ‖R ≤ ‖ · ‖Q e seja P ∈ Qsur(mE;F ). Então P ◦ QE ∈
Q(mℓ1(BE);F ) ⊂ R(mℓ1(BE);F ). Portanto, P ∈ Rsur(mE;F ) e além disso

‖P‖Rsur = ‖P ◦QE‖R ≤ ‖P ◦QE‖Q = ‖P‖Qsur ,

provando assim que Qsur ⊂ Rsur e ‖ · ‖Rsur ≤ ‖ · ‖Qsur .

(c) Lembremos que (Qsur, ‖ · ‖Qsur) é um ideal normado sobrejetivo de polinômios. Segue
do item (b) do Corolário 4.2.4 que Qsur = (Qsur)sur e ‖ · ‖Qsur = ‖ · ‖(Qsur)sur .

Observação 4.2.6. Os conceitos e propriedades de ideais sobrejetivos de operadores
(veja [33, 4.7] ou [16, 9.8]) são análogos aos de ideais sobrejetivos de polinômios, e são
recuperados ao se considerar o caso linear m = 1 no que foi feito acima. Neste caso,
denotamos também por Isur a envoltória sobrejetiva de um ideal de operadores I.

Analogamente, obtemos a definição e as propriedades de ideal sobrejetivo de po-
linômios m-homogêneos ao considerarmos m fixo no que foi feito acima.
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Exemplo 4.2.7. De [33, 4.7.12] sabemos que os ideais de operadores F , K e W são
sobrejetivos. O ideal dos operadores aproximáveis A não é sobrejetivo, pois Asur = K
(veja [22, Proposition 19.2.3]).

Mais adiante veremos que, algumas vezes, é interessante considerar a envoltória sobre-
jetiva de um ideal de polinômios m-homogêneos. A definição é óbvia:

Definição 4.2.8. Sejam m ∈ N e Qm um ideal de polinômios m-homogêneos. Definimos
a classe de polinômios m-homogêneos (Qm)

sur por

(Qm)
sur(E;F ) = {P ∈ P(mE;F ) : P ◦QE ∈ Qm(ℓ1(BE);F )},

para quaisquer espaços de Banach E e F .
Segue do que provamos antes que (Qm)

sur é também um ideal de polinômios m-
homogêneos.

Dizemos que Qm é sobrejetivo se Qm = (Qm)
sur.

No caso em que Q é um ideal de polinômios, desta definição, a definição de com-
ponente m-ésima de um ideal de polinômios (Definição 4.1.1) e a Definição 3.2.1 segue
imediatamente que

(Qsur)m = (Qm)
sur para todo m ∈ N.

Assim, um ideal de polinômios Q é sobrejetivo se, e somente se, Qm é um ideal
sobrejetivo de polinômios m-homogêneos para todo m ∈ N.

A seguir veremos exemplos de ideais de polinômios sobrejetivos e não sobrejetivos.

Exemplo 4.2.9. Vejamos que o ideal Pf dos polinômios aproximáveis por polinômios
de tipo finito (Definição 1.5.9) não é sobrejetivo. Como (Pf )1 = F (veja [42, Exemplo
4.5]), onde (Pf )1 é a componente linear do ideal de polinômios Pf (Definição 1.5.1), temos(
Pf

)
1
= A. Logo Pf não é um ideal sobrejetivo uma vez que sua componente linear

(
Pf

)
1

é um ideal de operadores não sobrejetivo (Exemplo 4.2.7). O mesmo argumento mostra
que o ideal de polinômios PA não é sobrejetivo.

Exemplo 4.2.10. Vejamos que os ideais PK dos polinômios compactos e PW dos po-
linômios fracamente compactos são sobrejetivos.

Provemos primeiro a sobrejetividade do ideal PK. Para isso usaremos a caracterização
do Corolário 4.2.4. Seja P : E −→ F um polinômio m-homogêneo cont́ınuo tal que
P ◦ QE : ℓ1(BE) −→ F é um polinômio compacto. Vejamos que P é também um po-
linômio compacto. Da hipótese temos que (P ◦QE)(Bℓ1(BE)) é um conjunto relativamente
compacto em F . Como

(P ◦QE)(Bℓ1(BE)) = P (QE(Bℓ1(BE))) = P (BE),

onde a segunda igualdade segue do Corolário 2.2.29, então P (BE) é também um conjunto
relativamente compacto em F , isto é, P é um polinômio compacto.

O mesmo argumento mostra que o ideal PW dos polinômios fracamente compactos é
sobrejetivo.
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A seguir estudaremos a sobrejetividade dos ideais Pms,p dos polinômios múltiplo p-
somantes e Pd,p dos polinômios p-dominados. Esses ideais representam duas das mais es-
tudadas generalizações do ideal dos operadores lineares absolutamente p-somantes (Exem-
plo 1.4.11). As definições desses ideais podem ser encontradas em várias referências, por
exemplo [14, 31]. Para exibir essas definições, necessitamos do seguinte conceito:

Definição 4.2.11. Seja n ∈ N, 1 ≤ p < ∞ e (xi)
n
i=1 uma sequência finita no espaço

normado E. Definimos

‖(xi)
n
i=1‖w,p = sup

ϕ∈BE′

(
n∑

i=1

|ϕ(xi)|
p

) 1
p

.

Definição 4.2.12. Seja 1 ≤ p <∞.

(a) Um polinômio P ∈ P(mE;F ) é múltiplo p-somante, em śımbolos P ∈ Pms,p(
mE;F ),

se existe C > 0 tal que para todos n1, . . . , nm ∈ N e para todas sequências finitas
(xi1

1 )
n1
i1=1, . . ., (x

im
m )nm

im=1 em E, tem-se

(
n1,...,nm∑

i1,...,im=1

‖P̌ (xi1
1 , . . . , x

im
m )‖p

) 1
p

≤ C · ‖(xi1
1 )

n1
i1=1‖w,p · · · ‖(x

im
m )nm

im=1‖w,p.

(b) Um polinômio P ∈ P(mE;F ) é p-dominado, em śımbolos P ∈ Pd,p(
mE;F ), se existe

C > 0 tal que para todo k ∈ N e para toda sequência finita (xi)
k
i=1 em E, tem-se

(
k∑

i=1

‖P (xi)‖
p

m

)m
p

≤ C · ‖(xi)
k
i=1‖

m
w,p.

No caso linearm = 1, ambas as classes recuperam o ideal dos operadores p-somantes,
isto é,

Pms,p(
1E;F ) = Pd,p(

1E;F ) = Πp(E;F ).

É conhecido que as classes Pms,p dos polinômios múltiplo p-somantes e Pd,p dos po-
linômios p-dominados são ideais de polinômios. Para estudar a sobrejetividade desses
ideais de polinômios, precisamos definir o ideal de polinômios P2, de algumas proprie-
dades importantes dos operadores absolutamente p-somantes e também de alguns outros
resultados relacionados.

Definição 4.2.13. Um polinômio P ∈ P(mE;F ) pertence a P2(mE;F ) se admite uma
fatoração à direita através de um espaço de Hilbert no sentido que existem um espaço de
Hilbert H, um operador u ∈ L(E;H) e um polinômio Q ∈ P(mH;F ) tais que P = Q ◦ u.

É conhecido que a classe de polinômios P2 é um ideal de polinômios.

Proposição 4.2.14. (a) Se 1 ≤ p ≤ q <∞, então Πp ⊂ Πq.

(b) (Forma fraca do Teorema de Dvoretsky-Rogers) Sejam E um espaço de Banach de
dimensão infinita e 1 ≤ p < ∞. Então o operador identidade id : E −→ E não é
absolutamente p-somante.
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(c) (Teorema de Grothendieck) Sejam Γ um conjunto não vazio e H um espaço de
Hilbert. Então todo operador u ∈ L(ℓ1(Γ);H) é absolutamente 1-somante.

Demonstração. Para o item (a) veja [17, Theorem 2.8], para o item (b) veja [17, Theorem
2.18] e o item (c) segue de [16, 23.10].

Proposição 4.2.15. [9, 40] Sejam 1 ≤ p <∞ e P ∈ P(mE;F ). Então P é p-dominado
se, e somente se, existem um espaço de Banach G, um operador u ∈ Πp(E;G) e um
polinômio Q ∈ P(mG;F ) tais que P = Q ◦ u.

Proposição 4.2.16. Pd,p ⊂ Pms,p para todo 1 ≤ p <∞.

Demonstração. A demonstração segue de [32, Theorem 3.10].

Observação 4.2.17. Sejam Q e R ideais de polinômios. Segue imediatamente da de-
finição da envoltória sobrejetiva que se

Q(mℓ1(Γ);F ) = R(mℓ1(Γ);F )

para qualquer m ∈ N, qualquer conjunto não vazio Γ e qualquer espaço de Banach F ,
então

Qsur = Rsur.

Finalmente, veremos no teorema a seguir resultados sobre a sobrejetividade dos ideais
de polinômios Pd,p e Pms,p.

Teorema 4.2.18. (a) Para todos p ≥ 1 e m ∈ N, os ideais de polinômiosm-homogêneos
(Pd,p)m e (Pms,p)m não são sobrejetivos.

(b) (Pd,p)
sur = (P2)sur para todo 1 ≤ p ≤ 2. Em particular, (Pd,p)

sur = (Pd,q)
sur para

todos 1 ≤ p, q ≤ 2.

(c) (Pms,p)
sur = (Pms,q)

sur para todos 1 ≤ p, q ≤ 2.

Demonstração. (a) Sejam p ≥ 1, m ∈ N e H um espaço de Hilbert de dimensão infinita.
Para a demonstração deste item provaremos que

(Pd,p)
sur(mH;H) 6⊂ Pd,p(

mH;H) e (Pms,p)
sur(mH;H) 6⊂ Pms,p(

mH;H).

Para isso, dado um funcional linear cont́ınuo não nulo ϕ : H −→ K, consideremos o
operador:

P : H −→ H , P (x) = (ϕ(x))m−1x.

Sabemos do Exemplo 1.2.23 que P é um polinômio m-homogêneo cont́ınuo. Como o
operador identidade id : H −→ H não é absolutamente p-somante (Proposição 4.2.14(b)),
segue de [14, Example 1.14] e [14, Lemma 1.4] que P não é p-dominado. E segue de [14,
Example 1.13] e [14, Lemma 1.4] que P não é múltiplo p-somante.

Finalmente, provemos que P ∈ (Pd,p)
sur(mH;H) e P ∈ (Pms,p)

sur(mH;H). Pelo Te-
orema de Grothendieck (Proposição 4.2.14(c)) e pela Proposição 4.2.14(a), temos que o
operador QH : ℓ1(BH) −→ H é absolutamente p-somante. Segue da Proposição 4.2.15 que
P ◦QH é um polinômio p-dominado e segue da Proposicao 4.2.16 que P ◦QH é também
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múltiplo p-somante. Assim, P ∈ (Pd,p)
sur(mH;H) e P ∈ (Pms,p)

sur(mH;H), provando que
(Pd,p)m e (Pms,p)m não são sobrejetivos.

(b) Sejam 1 ≤ p, q ≤ 2. Dados m ∈ N, Γ um conjunto não vazio e F um espaço de Banach,
segue de [25, Theorem 16] que

Pd,p(
mℓ1(Γ);F ) = Pd,q(

mℓ1(Γ);F ).

Da Observação 4.2.17 decorre que (Pd,p)
sur = (Pd,q)

sur.
Agora é suficiente provar que (Pd,2)

sur = (P2)sur. Dado P ∈ (P2)sur(mE;F ), o po-
linômio P ◦ QE admite fatoração à direita através de um espaço de Hilbert, isto é,
P ◦QE = Q◦u, para algum espaço de Hilbert, algum operador u ∈ L(ℓ1(BE);H) e algum
polinômio Q ∈ P(mH;F ). Segue do Teorema de Grothendieck (Proposição 4.2.14(c)) que
u é absolutamente 1-somante, e dáı segue da Proposição 4.2.14(a) que u é também abso-
lutamente 2-somante. Pela Proposição 4.2.15 sabemos que P ◦QE = Q ◦u é 2-dominado,
provando que P ∈ (Pd,2)

sur(mE;F ).
Reciprocamente, dado P ∈ (Pd,2)

sur(mE;F ), temos que P ◦QE é 2-dominado. Segue da
Proposição 4.2.15 que existem um espaço de Banach G, um operador u ∈ Π2(ℓ1(BE);G) e
um polinômio Q ∈ P(mG;F ) tais que P ◦QE = Q◦u. Como todo operador absolutamente
2-somante se fatora por um espaço de Hilbert (veja [17, Corollary 2.16]), existem um
espaço de Hilbert H e operadores u1 ∈ L(ℓ1(BE);H) e u2 ∈ L(H;G) tais que u = u2 ◦u1.
Logo, a fatoração

P ◦QE = (Q ◦ u2) ◦ u1

prova que P ◦QE ∈ P
2(mℓ1(BE);F ), isto é, P ∈ (P2)sur(mE;F ).

(c) Sejam 1 ≤ p, q ≤ 2. Dados m ∈ N, Γ um conjunto não vazio e F um espaço de Banach,
segue de [8, Theorem 4.6] que

Pms,p(
mℓ1(Γ);F ) = Pms,q(

mℓ1(Γ);F ).

Da Observação 4.2.17 decorre que (Pms,p)
sur = (Pms,q)

sur.

4.3 Propriedades de levantamento para polinômios

Nosso objetivo nesta seção é provar duas propriedades de levantamento para polinômios
(Teorema 4.3.7 e Teorema 4.3.9), os quais nos ajudarão a descrever a envoltória sobrejetiva
de um ideal de composição, e também a estabelecer caracterizações de ideais sobrejetivos
de composição na Seção 4.4. Para isso precisaremos de alguns resultados preparatórios.

Nesta seção também daremos uma descrição das aplicações m-lineares cont́ınuas de
ℓ1(Γ1) × · · · × ℓ1(Γm) a valores em um espaço de Banach (Proposição 4.3.5 e Corolário
4.3.6), onde Γ1, . . . ,Γm denotarão daqui em diante conjuntos não vazios quaisquer.

Lema 4.3.1. Sejam x = (λi)i∈Γ1 e y = (γj)j∈Γ2 conjuntos indexados de números não
negativos tais que x ∈ ℓ1(Γ1) e y ∈ ℓ1(Γ2). Então

∑

(i,j)∈Γ1×Γ2

λiγj =

(
∑

i∈Γ1

λi

)
·

(
∑

j∈Γ2

γj

)
.
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Demonstração. Provemos primeiro que

∑

(i,j)∈I1×I2

λiγj =

(
∑

i∈I1

λi

)
·

(
∑

j∈I2

γj

)
, (4.10)

para quaisquer I1 subconjunto finito de Γ1 e I2 subconjunto finito de Γ2. Para isso sejam
I1 = {i1, . . . , in} um subconjunto finito de Γ1 e I2 = {j1, . . . , jk} um subconjunto finito
de Γ2. Consideremos a seguinte ordenação de I1 × I2:

I1 × I2 = {(i1, j1), . . . , (i1, jk), . . . , (in, j1), . . . , (in, jk)}.

Logo,
∑

(i,j)∈I1×I2

λiγj = λi1γj1 + · · ·+ λi1γjk + · · ·+ λinγj1 + · · ·+ λinγjk

= (λi1 + · · ·+ λin) · (γj1 + · · ·+ γjk)

=

(
∑

i∈I1

λi

)
·

(
∑

j∈I2

γj

)
.

Para o caso geral, sejam λ =
∑
i∈Γ1

λi e γ =
∑
j∈Γ2

γj. Segue da Proposição 2.2.3 que

λ = sup

{
∑

i∈I1

λi : I1 ⊂ Γ1 é finito

}
e γ = sup

{
∑

j∈I2

γj : I2 ⊂ Γ2 é finito

}
. (4.11)

Provaremos que

λγ = sup




∑

(i,j)∈I

λiγj : I ⊂ Γ1 × Γ2 é finito



 . (4.12)

Com efeito, seja I = {(i1, j1), . . . , (il, jl)} um subconjunto finito de Γ1×Γ2. Consideremos
os conjuntos finitos I1 = {i1, . . . , il} ⊂ Γ1 e I2 = {j1, . . . , jl} ⊂ Γ2. Logo I ⊂ I1 × I2 e
consequentemente

∑

(i,j)∈I

λiγj
(∗)

≤
∑

(i,j)∈I1×I2

λiγj
(4.10)
=

(
∑

i∈I1

λi

)
·

(
∑

j∈I2

γj

)
(4.11)

≤ λγ,

onde (∗) vale devido a que λiγj ≥ 0 para todos i ∈ Γ1 e j ∈ Γ2. Isso prova que

sup




∑

(i,j)∈I

λiγj : I ⊂ Γ1 × Γ2 é finito



 ≤ λγ. (4.13)

Por outro lado, seja ε > 0. Segue das igualdades em (4.11) que existem conjuntos finitos
I1 ⊂ Γ1 e I2 ⊂ Γ2 tais que

λ− ε <
∑

i∈I1

λi =: S1 e γ − ε <
∑

j∈I2

γj =: S2 (4.14)
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Consideremos o conjunto finito I = I1 × I2 ⊂ Γ1 × Γ2. Logo

λγ −
∑

(i,j)∈I1×I2

λiγj
(4.10)
= λγ − S1S2 = λγ − S1S2 − S1γ + S1γ

= (λ− S1)γ + S1(γ − S2)
(4.14)

≤ γε+ S1ε
(4.11)

≤ γε+ λε = (γ + λ)ε.

Logo

λγ − (γ + λ)ε ≤
∑

(i,j)∈I1×I2

λiγj ≤ sup




∑

(i,j)∈I

λiγj : I ⊂ Γ1 × Γ2 é finito



 .

Fazendo ε −→ 0+, temos

λγ ≤ sup




∑

(i,j)∈I

λiγj : I ⊂ Γ1 × Γ2 é finito



 .

A igualdade (4.12) segue da desigualdade (4.13) e da desigualdade acima e, portanto, o
resultado segue da Proposição 2.2.3.

Corolário 4.3.2. Sejam m ≥ 2 e x1 = (λ1
i )i∈Γ1 , . . . , xm = (λm

i )i∈Γm
conjuntos indexados

de números não negativos tais que x1 ∈ ℓ1(Γ1), . . . , xm ∈ ℓ1(Γm). Então

∑

(i1,...,im)∈Γ1×···×Γm

λ1
i1
· · ·λm

im =

(
∑

i1∈Γ1

λ1
i1

)
· · ·

(
∑

im∈Γm

λm
im

)
.

Demonstração. Provaremos o resultado por indução. O caso m = 2 já foi provado
no Lema 4.3.1. Suponhamos que o corolário seja válido para m ≥ 2 e provemos que
também é válido para m + 1. Para isso sejam Γ1, . . . ,Γm+1 conjuntos não vazios e x1 =
(λ1

i )i∈Γ1 , . . . , xm+1 = (λm+1
i )i∈Γm+1 conjuntos indexados de números não negativos tais que

x1 ∈ ℓ1(Γ1), . . . , xm+1 ∈ ℓ1(Γm+1). Chamemos λ1 =
∑
i∈Γ1

λ1
i , . . . , λm+1 =

∑
i∈Γm+1

λm+1
i e

Γ = Γ1 × · · · × Γm. Segue da hipótese indutiva que a famı́lia indexada de números não
negativos (λ1

i1
· · ·λm

im)(i1,...,im)∈Γ pertence a ℓ1(Γ) e

∑

(i1,...,im)∈Γ

λ1
i1
· · ·λm

im = λ1 · · ·λm. (4.15)

Como xm+1 ∈ ℓ1(Γm+1), segue do Lema 4.3.1 que

∑

((i1,...,im),im+1)∈Γ×Γm+1

(λ1
i1
· · ·λm

im)λ
m+1
im+1

=


 ∑

(i1,...,im)∈Γ

λ1
i1
· · ·λm

im


 ·


 ∑

im+1∈Γm+1

λm+1
im+1




(4.15)
= λ1 · · ·λmλm+1.
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Usando a função bijetiva:

(Γ1 × · · · × Γm)× Γm+1 ←→ Γ1 × · · · × Γm × Γm+1,
((i1, . . . , im), im+1) ←→ (i1, . . . , im, im+1)

podemos garantir que também vale

∑

(i1,...,im+1)∈Γ1×...×Γm+1

λ1
i1
· · ·λm+1

im+1
= λ1 · · ·λm+1,

provando que o enunciado é valido para m+ 1.

Definição 4.3.3. Sejam m ≥ 2 e E um espaço normado. Dizemos que a soma iterada da
famı́lia indexada (xi1,...,im)(i1,...,im)∈Γ1×···×Γm

de elementos de E, denotada por

∑

i1∈Γ1

(
∑

i2∈Γ2

· · ·

(
∑

im∈Γm

xi1,...,im

)
· · ·

)
ou

∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

xi1,...,im ,

converge a x ∈ E (ou que é igual a x) se:

(1) Para todos i1 ∈ Γ1, . . . , im−1 ∈ Γm−1 fixos, a soma não ordenada
∑

im∈Γm

xi1,...,im−1,im

converge a um elemento yi1,...,im−1 ∈ E.

(2) A soma
∑

i1∈Γ1

(
∑

i2∈Γ2

· · ·

(
∑

im−1∈Γm−1

yi1,...,im−1

)
· · ·

)
converge a x.

A definição por indução está completa pois no caso m = 1 temos as somas não orde-
nadas usuais com as quais temos trabalhado até aqui. Em particular, para m = 2 temos

que a soma iterada
∑

i1∈Γ1

( ∑
i2∈Γ2

xi1,i2

)
converge a um elemento x ∈ E se

(1) Para todo i1 ∈ Γ1, a soma não ordenada
∑

i2∈Γ2

xi1,i2 converge a um elemento yi1 ∈ E.

(2)
∑

i1∈Γ1

yi1 = x.

Lema 4.3.4. Sejam E1, . . . , Em e F espaços normados, A : E1 × · · · × Em −→ F uma
aplicação m-linear e cont́ınua, (x1

i )i∈Γ1 , . . . , (x
m
i )i∈Γm

conjuntos indexados de elementos de
E1, . . . , Em respectivamente e x1 ∈ E1, . . . , xm ∈ Em. Se x1 =

∑
i∈Γ1

x1
i , . . ., xm =

∑
i∈Γm

xm
i

então

A

(
∑

i1∈Γ1

x1
i1
, . . . ,

∑

im∈Γm

xm
im

)
=
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

A(x1
i1
, . . . , xm

im),

isto é, A(x1, . . . , xm) =
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

A(x1
i1
, . . . , xm

im) .
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Demonstração. Provaremos por indução. O caso m = 1 já foi provado no Lema 2.2.24.
Suponhamos que o enunciado vale param ≥ 1 fixo e provemos que também vale param+1.
Com efeito, sejam Γ1, . . . ,Γm+1 conjuntos não vazios, E1, . . . , Em+1 e F espaços normados,
A : E1×· · ·×Em+1 −→ F uma aplicação (m+1)-linear e cont́ınua, (x1

i )i∈Γ1 , . . . , (x
m+1
i )i∈Γm+1

conjuntos indexados de elementos de E1, . . . , Em+1 respectivamente e x1 ∈ E1, . . . , xm+1 ∈
Em+1 tais que x1 =

∑
i∈Γ1

x1
i , . . ., xm+1 =

∑
i∈Γm+1

xm+1
i . Provaremos que

A(x1, . . . , xm+1) =
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im+1∈Γm+1

A(x1
i1
, . . . , xm+1

im+1
).

Dados i1 ∈ Γ1, . . . , im ∈ Γm, considerando o operador linear cont́ınuo

u : Em+1 −→ F , u(y) = A(x1
i1
, . . . , xm

im , y),

temos

A(x1
i1
, . . . , xm

im , xm+1) = u(xm+1) = u


 ∑

im+1∈Γm+1

xm+1
im+1




(∗)
=

∑

im+1∈Γm+1

u(xm+1
im+1

) =
∑

im+1∈Γm+1

A(x1
i1
, . . . , xm

im , x
m+1
im+1

),

onde (∗) segue do Lema 2.2.24. Resta provar que
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

A(x1
i1
, . . . , xm

im , xm+1) = A(x1, . . . , xm+1).

Considerando a aplicação m-linear cont́ınua

B : E1 × · · · × Em −→ F , B(y1, . . . , ym) = A(y1, . . . , ym, xm+1),

temos

A(x1, . . . , xm, xm+1) = B(x1, . . . , xm)

(∗)
=
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

B(x1
i1
, . . . , xm

im)

=
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

A(x1
i1
, . . . , xm

im , xm+1),

onde (∗) segue da hipótese de indução.

Proposição 4.3.5. Sejam F um espaço de Banach e (yi1,...,im)(i1,...,im)∈Γ1×···×Γm=:Γ uma
famı́lia indexada de elementos de F tal que s = sup

(i1,...,im)∈Γ

‖yi1,...,im‖ <∞.

(a) Definamos A : ℓ1(Γ1)× · · · × ℓ1(Γm) −→ F da seguinte forma: para x1 = (λ1
i )i∈Γ1 ∈

ℓ1(Γ1), . . . , xm = (λm
i )i∈Γm

∈ ℓ1(Γm),

A(x1, . . . , xm) =
∑

(i1,...,im)∈Γ1×···×Γm

λ1
i1
· · ·λm

imyi1,...,im .

Então A está bem definida no sentido de que a soma não ordenada acima é conver-
gente em F . Além disso, A é m−linear, cont́ınua e ‖A‖ ≤ s.
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(b) Para todos x1 = (λ1
i )i∈Γ1 ∈ ℓ1(Γ1), . . . , xm = (λm

i )i∈Γm
∈ ℓ1(Γm),

∑

(i1,...,im)∈Γ1×···×Γm

λ1
i1
· · ·λm

imyi1,...,im =
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

λ1
i1
· · ·λm

imyi1,...,im ,

Demonstração. (a) Para verificar que A está bem definida, tomemos x1 = (λ1
i )i∈Γ1 ∈

ℓ1(Γ1), . . . , xm = (λm
i )i∈Γm

∈ ℓ1(Γm). Vejamos que a soma não ordenada que define
A(x1, . . . , xm) é absolutamente convergente:

∑

(i1,...,im)∈Γ

‖λ1
i1
· · ·λm

imyi1,...,im‖ =
∑

(i1,...,im)∈Γ

|λ1
i1
| · · · |λm

im | · ‖yi1,...,im‖

(∗)

≤
∑

(i1,...,im)∈Γ

|λ1
i1
| · · · |λm

im | · s

(∗∗)
= s ·

∑

(i1,...,im)∈Γ

|λ1
i1
| · · · |λm

im |

(∗∗∗)
= s ·

(
∑

i1∈Γ1

|λ1
i1
|

)
· · ·

(
∑

im∈Γm

|λm
im |

)
= s · ‖x1‖ · · · ‖xm‖,

onde (∗ ∗ ∗) segue do Corolário 4.3.2, (∗∗) segue do Lema 2.2.8 e (∗) segue do Lema 2.2.9.
Da Proposição 2.2.25 decorre que a soma não ordenada A(x1, . . . , xm) é convergente em
F , provando que A está bem definida. Segue também da Proposição 2.2.25 que

‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ s · ‖x1‖ · · · ‖xm‖. (4.16)

Provemos que A é m-linear. Sejam j = 1, . . . ,m, x1 = (λ1
i )i∈Γ1 ∈ ℓ1(Γ1), . . . , xj = (λj

i )i∈Γj

e x′
j = (γi)i∈Γj

∈ ℓ1(Γj), . . . , xm = (λm
i )i∈Γm

∈ ℓ1(Γm) e α ∈ K. Então

A(x1, . . . ,αxj + x′
j, . . . xm) =

∑

(i1,...,im)∈Γ

λ1
i1
· · · (αλj

ij
+ γij) · · ·λ

m
imyi1,...,im

=
∑

(i1,...,im)∈Γ

(α · λ1
i1
· · ·λj

ij
· · ·λm

imyi1,...,im + λ1
i1
· · · γij · · ·λ

m
imyi1,...,im)

(∗)
= α

∑

(i1,...,im)∈Γ

λ1
i1
· · ·λj

ij
· · ·λm

imyi1,...,im +
∑

(i1,...,im)∈Γ

λ1
i1
· · · γij · · ·λ

m
imyi1,...,im

= αA(x1, . . . , xj, . . . xm) + A(x1, . . . , x
′
j, . . . xm),

onde (∗) segue do Lema 2.2.8. Agora, da desigualdade (4.16) segue que A é cont́ınua e
‖A‖ ≤ s.

(b) Consideremos a aplicação m-linear cont́ınua A : ℓ1(Γ1) × · · · × ℓ1(Γm) −→ F do item
(a). Vejamos que

A(ej1 , . . . , ejm) = yj1,...,jm , (4.17)

para todos j1 ∈ Γ1, . . . , jm ∈ Γm. Com efeito, dados j1 ∈ Γ1, . . . , jm ∈ Γm, escrevamos
ej1 = (λ1

i1
)i1∈Γ1 , . . . , ejm = (λm

im)im∈Γm
. De

λ1
i1
· · ·λm

im =

{
1 se i1 = j1, . . . , im = jm,
0 caso contrário,
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segue que

A(ej1 , . . . , ejm) =
∑

(i1,...,im)∈Γ

λ1
i1
· · ·λm

imyi1,...,im = yj1,...,jm .

provando assim a equação (4.17). Por outro lado, sejam x1 = (λ1
i )i∈Γ1 ∈ ℓ1(Γ1), . . ., xm =

(λm
i )i∈Γm

∈ ℓ1(Γm). Pelo Lema 2.2.23 temos x1 =
∑

i1∈Γ1

λ1
i1
ei1 , . . ., xm =

∑
im∈Γm

λm
imeim ,

portanto

∑

(i1,...,im)∈Γ

λ1
i1
· · ·λm

imyi1,...,im = A(x1, . . . , xm) = A

(
∑

i1∈Γ1

λ1
i1
ei1 , . . . ,

∑

im∈Γm

λm
imeim

)

(∗)
=
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

A(λ1
i1
ei1 , . . . , λ

m
imeim)

=
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

λ1
i1
· · ·λm

imA(ei1 , . . . , eim)

=
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

λ1
i1
· · ·λm

imyi1,...,im ,

onde (∗) segue do Lema 4.3.4.

Corolário 4.3.6. Sejam F um espaço de Banach e A : ℓ1(Γ1)× · · · × ℓ1(Γm) −→ F uma
aplicação m-linear e cont́ınua. Então

A(x1, . . . , xm) =
∑

(i1,...,im)∈Γ1×···×Γm

λ1
i1
· · ·λm

imA(ei1 , . . . , eim),

para todos x1 = (λ1
i )i∈Γ1 ∈ ℓ1(Γ1), . . . , xm = (λm

i )i∈Γm
∈ ℓ1(Γm).

Demonstração. Denotemos o conjunto Γ1 × · · · × Γm por Γ e consideremos a famı́lia
indexada (A(ei1 , . . . , eim))(i1,...,im)∈Γ de elementos de F . Note que

‖A(ei1 , . . . , eim)‖ ≤ ‖A‖ · ‖ei1‖ · · · ‖eim‖ = ‖A‖,

para todo (i1, . . . , im) ∈ Γ. Logo

∑

(i1,...,im)∈Γ1×···×Γm

λ1
i1
· · ·λm

imA(ei1 , . . . , eim)
(∗)
=
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

λ1
i1
· · ·λm

imA(ei1 , . . . , eim)

=
∑

i1∈Γ1

· · ·
∑

im∈Γm

A(λ1
i1
ei1 , . . . , λ

m
imeim)

(∗∗)
= A

(
∑

i1∈Γ1

λ1
i1
ei1 , . . . ,

∑

im∈Γm

λm
imeim

)

= A(x1, . . . , xm),

onde (∗) segue do item (b) da Proposição 4.3.5 e (∗∗) segue do Lema 4.3.4.
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Chegamos agora às propriedades de levantamento métrico para polinômios. Lembre-se
que Γ(A) denota a envoltória absolutamente convexa de um subconjunto A de um espaço
vetorial (Definição 1.1.24). Denotaremos também

λA = {λx : x ∈ A},

onde λ ∈ K. A partir de agora, Γ denotará um conjunto não vazio qualquer. Acreditamos
não haver ambiguidade nas notações ℓ1(Γ), onde Γ é um conjunto qualquer, e Γ(A), onde
A é um subconjunto de um espaço vetorial.

Teorema 4.3.7. Sejam P : ℓ1(Γ) −→ G um polinômio m-homogêneo cont́ınuo e u : F −→
G um operador linear cont́ınuo tais que P (Bℓ1(Γ)) ⊂ u(BF ). Então existe um polinômio

m-homogêneo cont́ınuo P̃ : ℓ1(Γ) −→ F tal que P = u ◦ P̃ e ‖P̃‖ ≤ mm

m!
.

ℓ1(Γ)
P̃ //

P
''

F

u

��
G

Demonstração. Consideremos a aplicaçãom-linear, cont́ınua e simétrica P̌ : ℓ1(Γ)
m −→ F

associada a P . Sejam i1, . . . , im ∈ Γ. Segue da Fórmula de Polarização (Proposição 1.2.11)
que

P̌ (ei1 , . . . , eim) =
1

m!2m
·

∑

δ1,...,δm∈{−1,1}

δ1 · · · δmP (δ1ei1 + · · ·+ δmeim)

=
mm

m!
·

∑

δ1,...,δm∈{−1,1}

δ1 · · · δm
2m

· P

(
1

m
(δ1ei1 + · · ·+ δmeim)

)
.

Como
‖δ1ei1 + · · ·+ δmeim‖ ≤ ‖ei1‖+ · · ·+ ‖eim‖ = m

para todos δ1, . . . , δm ∈ {−1, 1}, segue que P
(

1
m
(δ1ei1 + · · ·+ δmeim)

)
∈ P (Bℓ1(Γ)). Por

outro lado, como

∑

δ1,...,δm∈{−1,1}

∣∣∣∣
δ1 · · · δm

2m

∣∣∣∣ =
∑

δ1,...,δm∈{−1,1}

1

2m
= 1,

segue da Proposição 1.1.25 que P̌ (ei1 , . . . , eim) ∈
mm

m!
Γ
(
P (Bℓ1(Γ))

)
. Além disso,

Γ
(
P (Bℓ1(Γ))

)
⊂ Γ (u(BF )) = u(BF ),

onde a inclusão segue da Proposição 1.1.26 e a igualdade segue da Proposição 1.1.23.
Consequentemente, P̌ (ei1 , . . . , eim) ∈

mm

m!
u(BF ), isto é, existe yi1,...,im ∈ BF tal que

P̌ (ei1 , . . . , eim) =
mm

m!
u(yi1,...,im). (4.18)

Como ∥∥∥∥
mm

m!
yi1,...,im

∥∥∥∥ ≤
mm

m!
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para todos i1, . . . , im ∈ Γ, segue da Proposição 4.3.5 que a aplicação A : ℓ1(Γ)
m −→ F

dada por

A(x1, . . . , xm) =
∑

(i1,...,im)∈Γm

λ1
i1
· · ·λm

im ·
mm

m!
yi1,...,im ,

onde x1 = (λ1
i )i∈Γ, . . . , xm = (λm

i )i∈Γ em ℓ1(Γ1), está bem definida, é m−linear e cont́ınua
e

‖A‖ ≤ sup
(i1,...,im)∈Γm

∥∥∥∥
mm

m!
yi1,...,im

∥∥∥∥ ≤
mm

m!
. (4.19)

Definamos P̃ = Â ∈ P(mℓ1(Γ);F ) e provemos que ‖P̃‖ ≤ mm

m!
e P = u ◦ P̃ . Por um lado,

‖P̃‖ = ‖Â‖
(∗)

≤ ‖A‖
(4.19)

≤
mm

m!
,

onde (∗) segue da Proposição 1.2.15. Por outro lado, para todo x = (λi)i∈Γ1 ∈ ℓ1(Γ),

(u ◦ P̃ )(x) = u(Â(x)) = u(A(x, . . . , x))

= u


 ∑

(i1,...,im)∈Γm

λi1 · · ·λim ·
mm

m!
yi1,...,im




(∗)
=

∑

(i1,...,im)∈Γm

λi1 · · ·λim ·
mm

m!
u(yi1,...,im)

(4.18)
=

∑

(i1,...,im)∈Γm

λi1 · · ·λim · P̌ (ei1 , . . . , eim)

(∗∗)
= P̌

(
∑

i1∈Γ1

λi1ei1 , . . . ,
∑

im∈Γm

λimeim

)

= P̌ (x, . . . , x) = P (x),

onde (∗) segue do Lema 2.2.24 e (∗∗) segue do Corolário 4.3.6. Isso prova que u ◦ P̃ =
P .

Podemos agora provar uma versão polinomial do Teorema 2.2.26.

Corolário 4.3.8. Sejam P : ℓ1(Γ) −→ G um polinômio m-homogêneo cont́ınuo, s : F −→
G uma sobrejeção métrica e ε > 0. Então existe um polinômio m-homogêneo cont́ınuo
P̃ : ℓ1(Γ) −→ F tal que P = s ◦ P̃ e

‖P̃‖ ≤ (1 + ε)
mm

m!
‖P‖.

ℓ1(Γ)
P̃ //

P
''

F

s

��
G
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Demonstração. Se P = 0 consideramos P̃ = 0 e as propriedades acima são satisfeitas.
Suponhamos agora que P 6= 0 e consideremos o operador linear cont́ınuo ‖P‖(1 + ε) · s.
Logo

P (Bℓ1(Γ)) ⊂ ‖P‖BG ⊂ ‖P‖(1 + ε) · B̊G

(∗)
= ‖P‖(1 + ε) · s(B̊F ) ⊂ (‖P‖(1 + ε) · s)(BF ),

onde (∗) segue da Proposição 2.2.13. Aplicando o Teorema 4.3.7 para o operador ‖P‖(1+

ε) · s, existe um polinômio m-homogêneo cont́ınuo Q̃ : ℓ1(Γ) −→ F tal que

P = (‖P‖(1 + ε) · s) ◦ Q̃ e ‖Q̃‖ ≤
mm

m!
. (4.20)

Definindo P̃ = ‖P‖(1 + ε) · Q̃, é claro que P̃ : ℓ1(Γ) −→ F é um polinômio m-homogêneo

cont́ınuo. Devemos provar que P = s ◦ P̃ e ‖P̃‖ ≤ (1 + ε)m
m

m!
‖P‖. Por um lado,

P
(4.20)
= (‖P‖(1 + ε) · s) ◦ Q̃

(∗)
= s ◦ (‖P‖(1 + ε) · Q̃) = s ◦ P̃ ,

onde (∗) segue da linearidade de s. Por outro lado,

‖P̃‖ = ‖P‖(1 + ε) · ‖Q̃‖
(4.20)

≤ ‖P‖(1 + ε) ·
mm

m!
.

Teorema 4.3.9. Sejam P : ℓ1(Γ) −→ G e Q : F −→ G dois polinômios m-homogêneos
cont́ınuos tais que existe uma famı́lia indexada (yi)i∈Γ de elementos de BF com P̌ (ei1 , . . . , eim)
= Q̌(yi1 , . . . , yim) para todos i1, . . . , im ∈ Γ. Então existe um operador linear cont́ınuo
uP : ℓ1(Γ) −→ F tal que ‖uP‖ ≤ 1 e P = Q ◦ uP .

ℓ1(Γ)
uP //

P
''

F

Q
��
G

Demonstração. Segue do item (a) da Proposição 4.3.5 que

uP : ℓ1(Γ) −→ F , uP (x) =
∑

i∈Γ

λiyi,

onde x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ), é um operador linear cont́ınuo bem definido e

‖uP‖ ≤ sup
i∈Γ
‖yi‖ ≤ 1.
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Provemos finalmente que P = Q ◦ uP . Para x = (λi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ),

(Q ◦ uP )(x) = Q(uP (x)) = Q̌(uP (x), . . . , uP (x))

= Q̌

(
∑

i1∈Γ

λi1yi1 , . . . ,
∑

im∈Γ

λimyim

)

(∗)
=
∑

i1∈Γ

· · ·
∑

im∈Γ

λi1 · · ·λimQ̌(yi1 , . . . , yim)

(∗∗)
=
∑

i1∈Γ

· · ·
∑

im∈Γ

λi1 · · ·λimP̌ (ei1 , . . . , eim)

(∗)
= P̌

(
∑

i1∈Γ

λi1ei1 , . . . ,
∑

im∈Γ

λimeim

)
= P̌ (x, . . . , x) = P (x),

onde (∗) segue do Lema 4.3.4 e (∗∗) segue da hipótese.

4.4 Polinômios I-limitados e ideais de composição

Nesta seção final da dissertação estudaremos generalizações de uma condição que carac-
teriza os ideais sobrejetivos de operadores lineares. Em seguida provaremos que essas
generalizações caracterizam os ideais sobrejetivos de composição. Estudaremos também
os chamados polinômios I-limitados, os quais serão úteis para descrever a envoltória so-
brejetiva de um ideal de composição. Finalmente daremos aplicações dessa descrição.

Lembre-se que Isur denota a envoltória sobrejetiva de um ideal de operadores I (Ob-
servação 4.2.6). Os ideais sobrejetivos de operadores são caracterizados pela propriedade
a seguir.

Proposição 4.4.1. [43, pag. 13] Um ideal de operadores I é sobrejetivo se, e somente se,
para todos operadores u ∈ L(E;F ) e v ∈ I(G;F ) tais que

u(BE) ⊂ v(BG),

tem-se u ∈ I(E;F ).

O resultado a seguir é também bem conhecido e pode ser provado usando a Proposição
4.4.1.

Corolário 4.4.2. Seja I um ideal de operadores e u ∈ L(E;F ). Então u ∈ Isur(E;F )
se, e somente se, u(BE) ⊂ v(BG) para algum espaço de Banach G e algum operador
v ∈ I(G;F ).

Demonstração. Suponhamos que u ∈ Isur(E;F ). Então u ◦ QE ∈ I(ℓ1(BE);F ) e segue
do Corolário 2.2.29 que

u(BE) = (u ◦QE)(Bℓ1(BE)).

Isso prova a primeira implicação.
Reciprocamente, suponhamos que u(BE) ⊂ v(BG) para algum espaço de Banach G e

algum operador v ∈ I(G;F ). Como I ⊂ Isur então v ∈ Isur(G;F ). Como Isur é um ideal
sobrejetivo de operadores, segue da Proposição 4.4.1 que u ∈ Isur(E;F ).
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O melhor análogo polinomial da Proposição 4.4.1 que conhecemos é o seguinte resul-
tado.

Proposição 4.4.3. Seja Q um ideal de polinômios. Consideremos as seguintes condições:

(1) Q é sobrejetivo.

(2) Dados polinômios P ∈ P(mE;F ) e R ∈ Q(mG;F ), se para cada x ∈ BE existe
zx ∈ BG tal que P̌ (x1, . . . , xm) = Ř(zx1 , . . . , zxm

) para todos x1, . . . , xm ∈ BE, então
P ∈ Q(mE;F ).

(2′) Dados polinômios P ∈ P(mE;F ) e R ∈ Q(mG;F ) tais que P (BE) ⊂ R(BG), então
P ∈ Q(mE;F ).

(3) Dados um polinômio P ∈ P(mE;F ) e um operador u ∈ Q(1G;F ) tais que P (BE) ⊂
u(BG), então P ∈ Q(mE;F ).

Então (1) =⇒ (2) e (2′) =⇒ (1), em particular (2′) =⇒ (2). Se Q1 ◦ P ⊂ Q então
(1) =⇒ (3).

Demonstração. (1) =⇒ (2) Suponhamos que Q seja sobrejetivo e sejam P ∈ P(mE;F )
e R ∈ Q(mG;F ) tais que para cada x ∈ BE existe zx ∈ BG tal que P̌ (x1, . . . , xm) =
Ř(zx1 , . . . , zxm

) para todos x1, . . . , xm ∈ BE. Sabemos da Proposição 1.2.27(a) que (P ◦
QE)

∨ = P̌ ◦ (QE, . . . , QE). Logo,

(P ◦QE)
∨(ex1 , . . . , exm

) = P̌ (QE(ex1), . . . , QE(exm
))

= P̌ (x1, . . . , xm) = Ř(zx1 , . . . , zxm
)

para todos x1, . . . , xm ∈ BE (para a definição de exj
veja o parágrafo que antecede o Lema

2.2.23). Aplicando o Teorema 4.3.9 para Γ = B(E), existe um operador linear cont́ınuo
u : ℓ1(BE) −→ G tal que P ◦QE = R ◦ u.

ℓ1(BE)
QE //

u
##

E P // F

G
R

??

Como R ∈ Q(mG;F ), segue da propriedade de ideal de Q que P ◦QE ∈ Q(
mℓ1(BE);F ).

Da sobrejetividade de Q conclúımos que P ∈ Q(mE;F ).

(2′) =⇒ (1) Suponhamos (2′) e provemos que Q é sobrejetivo usando o Corolário 4.2.4(1).
Para isso seja P ∈ P(mE;F ) tal que P ◦ QE ∈ Q(

mℓ1(BE);F ). Logo, P (BE) = (P ◦
QE)(Bℓ1(BE)) (Corolário 2.2.29), donde segue, por hipótese, que P ∈ Q(mE;F ).

(1) =⇒ (3) Suponhamos que Q seja sobrejetivo e que Q1 ◦ P ⊂ Q. Devemos provar (3).
Sejam P ∈ P(mE;F ) e u ∈ Q(1G;F ) tais que P (BE) ⊂ u(BG). Logo,

(P ◦QE)(Bℓ1(BE)) = P (BE) ⊂ u(BG),
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onde a igualdade segue do Corolário 2.2.29. Segue do Teorema 4.3.7 que existe um po-
linômio m-homogêneo cont́ınuo R : ℓ1(BE) −→ G tal que P ◦ QE = u ◦ R. Combinando
isso com a hipótese, temos

P ◦QE = u ◦R ∈ (Q1 ◦ P )(mℓ1(BE);F ) ⊂ Q(mℓ1(BE);F ).

Segue da sobrejetividade de Q que P ∈ Q(mE;F ).

Não é conhecido se as condições da Proposição 4.4.3 são equivalentes para qualquer
ideal de polinômios. Porém, essas condições são equivalentes para o caso particular dos
ideais de composição. Provaremos isso na Proposição 4.4.13

Passamos agora a estudar os conjuntos I-limitados. Este conceito foi introduzido por
Stephani em [43].

Definição 4.4.4. Sejam I um ideal de operadores e F um espaço de Banach. Dizemos
que um subconjunto A de F é I-limitado se A ⊂ u(BE) para algum espaço de Banach E
e algum operador u ∈ I(E;F ). Denotamos por CI(F ) a coleção de todos os subconjuntos
I-limitados de F .

Note que conjuntos I-limitados são limitados.
O resultado a seguir já anuncia a estreita relação de conjuntos I-limitados com a

envoltória sobrejetiva, e portanto com ideais sobrejetivos.

Proposição 4.4.5. Sejam I um ideal de operadores e F um espaço de Banach. Então

CI(F ) = CIsur(F ).

Demonstração. Suponhamos que A ∈ CI(F ). Por definição temos A ⊂ u(BE) para
algum espaço de Banach E e algum operador u ∈ I(E;F ). Como I ⊂ Isur segue que
u ∈ Isur(E;F ). Isto prova que A é também Isur-limitado, isto é, A ∈ CIsur(F ).

Reciprocamente, suponhamos A ∈ CIsur(F ). Por definição temos A ⊂ v(BG) para
algum espaço de Banach G e algum operador v ∈ Isur(G;F ). Logo, v◦QG ∈ I(ℓ1(BG);F )
e

(v ◦QG)(Bℓ1(BG)) = v(QG(Bℓ1(BG))) = v(BG) ⊃ A,

onde a segunda igualdade segue do Corolário 2.2.29. Isso prova que A é um conjunto
I-limitado, isto é, A ∈ CI(F ).

A seguir estudaremos os polinômios I-limitados, que foram introduzidos por Aron e
Rueda [2]. A definição de polinômio I-limitado é uma generalização da condição que
aparece no Corolário 4.4.2.

Definição 4.4.6. (a) Seja I um ideal de operadores. Dizemos que um polinômio P ∈
P(mE;F ) é I-limitado se P (BE) ∈ CI(F ), isto é, P (BE) ⊂ u(BG) para algum
espaço de Banach G e algum operador u ∈ I(G;F ). Denotamos por PI(

mE;F ) o
conjunto de todos os polinômios m-homogêneos I-limitados de E em F . No caso
m = 1, denotaremos LI(E;F ) = PI(

1E;F ).

(b) Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de operadores. Definimos a função ‖ · ‖PI
:

PI(
mE;F ) −→ [0,+∞) por

‖P‖PI
= inf{‖u‖I : u ∈ I(G;F ) e P (BE) ⊂ u(BG)}.
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Observação 4.4.7. Notar que do Corolário 4.4.2 temos

LI = Isur.

Proposição 4.4.8. Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de operadores. Então (PI , ‖ · ‖PI
)

é um ideal normado de polinômios.

Demonstração. Veja [2, Proposition 3.3].

Proposição 4.4.9. Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de operadores. Então

PI = PIsur e ‖ · ‖PI
= ‖ · ‖PIsur .

Demonstração. A primeira afirmação segue da Proposição 4.4.5. Provemos a segunda
afirmação. Seja P ∈ PI(

mE;F ) = PIsur(mE;F ) fixo. Dado um operador u ∈ I(G;F )
com P (BE) ⊂ u(BG), temos que u ∈ Isur(G;F ). Logo,

‖P‖PIsur ≤ ‖u‖Isur = ‖u ◦QE‖I ≤ ‖u‖I · ‖QE‖ = ‖u‖I ,

onde a primeira desigualdade segue da definição de ‖ · ‖PIsur . Segue da arbitrariedade do
operador u em I com P (BE) ⊂ u(BG) que

‖P‖PIsur ≤ ‖P‖PI
.

Provemos a desigualdade inversa. Dado um operador v ∈ Isur(H;F ) com P (BE) ⊂
v(BH), temos v ◦QH ∈ I(

mℓ1(BH);F ) e

(v ◦QH)(Bℓ1(BH)) = v(BH) ⊃ P (BE),

onde a igualdade segue do Corolário 2.2.29. Logo,

‖P‖PI
≤ ‖v ◦QH‖I = ‖v‖Isur ,

onde a desigualdade segue da definição de ‖ · ‖PI
. Segue da arbitrariedade do operador v

em Isur com P (BE) ⊂ v(BH) que

‖P‖PI
≤ ‖P‖PIsur .

Nosso próximo objetivo é provar que PI = Isur ◦ P = (I ◦ P)sur. Para isso precisamos
do seguinte lema.

Lema 4.4.10. Sejam (I, ‖·‖I) e (J , ‖·‖J ) ideais normados de operadores tais que J ⊂ I
e ‖ · ‖I ≤ ‖ · ‖J . Se (I, ‖ · ‖I) ou (J , ‖ · ‖J ) é sobrejetivo, então (J ◦ P)sur ⊂ I ◦ P e
‖ · ‖I◦P ≤ ‖ · ‖(J◦P)sur.
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Demonstração. Seja P ∈ (J ◦ P)sur(mE;F ). Por definição temos P ◦ QE ∈ (J ◦
P)(mℓ1(BE);F ). Segue da Proposição 1.5.16 que (P ◦ QE)L,s ∈ J (⊗̂

m,s

πs
ℓ1(BE);F ). Por

outro lado, consideremos o operador linear cont́ınuo

⊗m,sQE : ⊗̂
m,s

πs
ℓ1(BE) −→ ⊗̂

m,s

πs
E

tal que (⊗m,sQE)(⊗
my) = ⊗mQE(y) para todo y ∈ ℓ1(BE), cuja existência é garantida

pelo Corolário 1.3.10. Pela Proposição 1.3.11 temos

(P ◦QE)L,s = PL,s ◦ ⊗
m,sQE.

ℓ1(BE)

δm,s

��

QE // E P // F

⊗̂
m,s

πs
ℓ1(BE) ⊗m,sQE

//

(P◦QE)L,s

55

⊗̂
m,s

πs
E

PL,s

OO

Como QE é uma sobrejeção métrica, segue da Proposição 2.2.30 que ⊗m,sQE é também
uma sobrejeção métrica.

Façamos primeiramente o caso em que (J , ‖·‖J ) é sobrejetivo. Como PL,s◦⊗
m,sQE =

(P ◦ QE)L,s pertence a J e ⊗m,sQE é uma sobrejeção métrica, segue da sobrejetividade
de J que

PL,s ∈ J (⊗̂
m,s

πs
E;F ) ⊂ I(⊗̂

m,s

πs
E;F ).

Pela Proposição 1.5.16 temos P ∈ I ◦ P(mE;F ). Além disso,

‖P‖I◦P
(∗)
= ‖PL,s‖I ≤ ‖PL,s‖J

(∗∗)
= ‖PL,s ◦ ⊗

m,sQE‖J = ‖(P ◦QE)L,s‖J
(∗)
= ‖P ◦QE‖J◦P = ‖P‖(J◦P)sur ,

onde (∗) segue da Proposição 1.5.19(c) e (∗∗) segue da sobrejetividade de (J , ‖ · ‖J ) e do
fato de ⊗m,sQE ser uma sobrejeção métrica.

Suponhamos agora que (I, ‖ · ‖I) seja sobrejetivo. De

PL,s ◦ ⊗
m,sQE = (P ◦QE)L,s ∈ J (⊗̂

m,s

πs
ℓ1(BE);F ) ⊂ I(⊗̂

m,s

πs
ℓ1(BE);F )

e da sobrejetividade de I segue que PL,s ∈ I(⊗̂
m,s

πs
E;F ). Novamente, pela Proposição

1.5.16, conclúımos que P ∈ I ◦ P(mE;F ). Além disso,

‖P‖I◦P
(∗)
= ‖PL,s‖I

(∗∗)
= ‖PL,s ◦ ⊗

m,sQE‖I = ‖(P ◦QE)L,s‖I ≤ ‖(P ◦QE)L,s‖J
(∗)
= ‖P ◦QE‖J◦P = ‖P‖(J◦P)sur ,

onde (∗) segue da Proposição 1.5.19(c) e (∗∗) segue da sobrejetividade de (I, ‖ · ‖I) e do
fato de ⊗m,sQE ser uma sobrejeção métrica.

Chegamos agora ao resultado mais importante desta seção: a descrição da envoltória
sobrejetiva de um ideal de composição, o qual é a versão análoga do Teorema 3.4.1.
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Teorema 4.4.11. Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de operadores. Então

PI = Isur ◦ P = (I ◦ P)sur. (4.21)

Em particular, o ideal de polinômios PI é sobrejetivo. Além disso,

‖P‖PI
≤ ‖P‖Isur◦P ≤ ‖P‖(I◦P)sur ≤

mm

m!
‖P‖PI

,

para todo P ∈ PI(
mE;F ). Em particular, as normas ‖ · ‖PI

, ‖ · ‖Isur◦P e ‖ · ‖(I◦P)sur são
equivalentes.

Demonstração. Para as duas igualdades da equação (4.21), provaremos as inclusões

Isur ◦ P ⊂ PI , (I ◦ P)sur ⊂ Isur ◦ P e PI ⊂ (I ◦ P)sur.

Para a primeira inclusão, seja P ∈ (Isur ◦ P)(mE;F ). Por definição, P = u ◦ Q
para algum espaço de Banach G, algum polinômio Q ∈ P(mE;G) e algum operador
u ∈ Isur(G;F ). Logo ‖Q‖u ∈ Isur(G;F ) e

P (BE) = u(Q(BE)) ⊂ u(‖Q‖BG) = (‖Q‖u)(BG).

Portanto, P ∈ PIsur(mE;F ) = PI(
mE;F ) (Proposição 4.4.9) e

‖P‖PI
= ‖P‖PIsur ≤ ‖(‖Q‖u)‖Isur = ‖Q‖ · ‖u‖Isur ,

onde a primeira igualdade segue também da Proposição 4.4.9. Para a definição da norma
de um ideal de composição, veja a Definição 1.5.18. Segue da arbitrariedade da fatoração
P = u ◦Q com u em Isur que

‖P‖PI
≤ ‖P‖Isur◦P .

Quanto à segunda inclusão, como I ⊂ Isur e Isur é sobrejetivo, do Lemma 4.4.10
sabemos que (I ◦ P)sur ⊂ Isur ◦ P e ‖ · ‖Isur◦P ≤ ‖ · ‖(I◦P)sur .

Finalmente, para a terceira inclusão, seja P ∈ PI(
mE;F ). Por definição, P (BE) ⊂

u(BG) para algum espaço de Banach G e algum operador u ∈ I(G;F ). Logo,

(P ◦QE)(Bℓ1(BE)) = P (QE(Bℓ1(BE))) = P (BE) ⊂ u(BG),

onde a segunda igualdade segue do Corolário 2.2.29. Pelo Teorema 4.3.7 existe um po-
linômio R ∈ P(mℓ1(BE);G) tal que ‖R‖ ≤ mm

m!
e P ◦QE = u ◦R.

ℓ1(BE)
QE //

R
##

E P // F

G

u

??

Como u ∈ I(G;F ),
P ◦QE = u ◦R ∈ I ◦ P(mℓ1(BE);F ),

donde segue que P ∈ (I ◦ P)sur(mE;F ). Além disso,

‖P‖(I◦P)sur = ‖P ◦QE‖I◦P = ‖u ◦R‖I◦P ≤ ‖u‖I · ‖R‖ ≤
mm

m!
· ‖u‖I .
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Segue da arbitrariedade do operador u em I com P (BE) ⊂ u(BG) que

‖P‖(I◦P)sur ≤
mm

m!
‖P‖PI

.

Corolário 4.4.12. Seja I um ideal de operadores. Então

PI = Isur ◦ P = (I ◦ P)sur.

Demonstração. Basta considerar o ideal normado de operadores (I, ‖ · ‖) e aplicar o
Teorema 4.4.11.

Nos ocuparemos agora de algumas consequências do Teorema 4.4.11, que nos fornecerá
entre outras coisas, alguns exemplos interessantes.

Em [2, Corollary 4.6], Aron e Rueda provaram que se um ideal de operadores I é
sobrejetivo e satisfaz a chamada condição Γ, então PI = I ◦ P . A primeira aplicação do
Teorema 4.4.11, além de dar algumas caracterizações de ideais de composição sobrejetivos,
é mostrar que a condição Γ não é necessária nesse resultado.

Proposição 4.4.13. As seguintes afirmações são equivalentes para um ideal de operadores
I:

(a) I é sobrejetivo.

(b) I ◦ P é um ideal sobrejetivo de polinômios.

(c) (I ◦ P)m é um ideal sobrejetivo de polinômios m-homogêneos para algum m ∈ N.

(d) PI = I ◦ P.

(e) Dados polinômios P ∈ P(mE;F ) e R ∈ I ◦ P(mG;F ) tais que P (BE) ⊂ R(BG),
então P ∈ I ◦ P(mE;F ).

(f) Dados um polinômio P ∈ P(mE;F ) e um operador u ∈ I(G;F ) tais que P (BE) ⊂
u(BG), então P ∈ I ◦ P(mE;F ).

Demonstração. Provaremos primeiramente que os itens (a), (b) e (c) são equivalentes.

(a) =⇒ (b) Suponhamos que I seja um ideal sobrejetivo de operadores. Então I = Isur,
e portanto

I ◦ P = Isur ◦ P = (I ◦ P)sur,

onde a segunda igualdade segue do Corolário 4.4.12. Portanto, I ◦ P = (I ◦ P)sur e pelo
Corolário 4.2.4(1) segue que I ◦ P é sobrejetivo.

(b) =⇒ (c) Essa implicação é imediata.

(c) =⇒ (a) Suponhamos que (I ◦ P)m seja um ideal sobrejetivo de polinômios m-
homogêneos para algum m ∈ N. Então

(Isur ◦ P)m = ((I ◦ P)sur)m = ((I ◦ P)m)
sur = (I ◦ P)m,
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onde a primeira igualdade segue do Corolário 4.4.12, a segunda igualdade segue das de-
finições e a terceira segue da sobrejetividade de (I ◦ P)m. Logo, (I

sur ◦ P)m = (I ◦ P)m.
Segue da Proposição 1.5.17(b) que Isur = I, isto é, I é um ideal sobrejetivo.

(b)⇐⇒ (d) Esta equivalência segue da igualdade PI = (I ◦ P)sur (Corolário 4.4.12).
Finalmente provemos que os itens (b), (e) e (f) são equivalentes.

(b) =⇒ (f) Como (I ◦ P)1 = I, então (I ◦ P)1 ◦ P ⊂ I ◦ P . Portanto, a implicação
desejada segue da Proposição 4.4.3.

(f) =⇒ (e) Sejam P ∈ P(mE;F ) e R ∈ I ◦ P(mG;F ) tais que P (BE) ⊂ R(BG). Consi-
deremos o polinômio m-homogêneo canônico δm,s : G −→ ⊗̂

m,s

πs
G. Temos

P (BE) ⊂ R(BG) = (RL,s ◦ δm,s)(BG) = RL,s(δm,s(BG))

⊂ RL,s

(
‖δm,s‖ · B⊗̂

m,s
πs

G

)
= RL,s

(
B⊗̂

m,s
πs

G

)
.

Da Proposição 1.5.16 sabemos que RL,s ∈ I(⊗̂
m,s

πs
G;F ), e dáı segue de (f) que P ∈

I ◦ P(mE;F ).

A implicação (e) =⇒ (b) segue da Proposição 4.4.3, o que completa a demonstração.

Já vimos que o ideal PA dos polinômios que são aproximáveis, na norma usual, por
polinômios de posto finito não é sobrejetivo. Calcularemos agora sua envoltória sobreje-
tiva.

Corolário 4.4.14. (PA)
sur = PK.

Demonstração. Com efeito,

(PA)
sur = (A ◦ P)sur = Asur ◦ P = K ◦ P = PK,

onde a primeira igualdade segue do Exemplo 1.5.20, a segunda segue do Corolário 4.4.12, a
terceira segue de [22, Proposição 19.2.3] e a quarta segue também do Exemplo 1.5.20.

Nossa próxima aplicação é sobre o dual polinomial de um ideal de operadores (veja
Definição 1.5.21). De [33, Theorem 4.7.16] sabemos que (Idual)sur = (I inj)dual para todo
ideal de operadores I. A seguir veremos a versão polinomial desse resultado.

Proposição 4.4.15. Seja I um ideal de operadores. Então

(IP−dual)sur = (I inj)P−dual.

Em particular, se o ideal de operadores I é injetivo, então o ideal de polinômios IP−dual

é sobrejetivo.

Demonstração. Com efeito,

(IP−dual)sur = (Idual ◦ P)sur = (Idual)sur ◦ P = (I inj)dual ◦ P = (I inj)P−dual,

onde a primeira igualdade segue da Proposição 1.5.22, a segunda do Corolário 4.4.12, a
terceira de [33, Theorem 4.7.16] e a última também da Proposição 1.5.22.
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De [33, Theorem 4.7.16] sabemos também que (Idual)inj ⊂ (Isur)dual para todo ideal de
operadores I (e, que essa continência é estrita). Vejamos agora a versão polinomial desse
resultado.

Proposição 4.4.16. Seja I um ideal de operadores. Então

(IP−dual)inj ⊂ (Isur)P−dual.

Em particular, se o ideal de operadores I é sobrejetivo, então o ideal de polinômios IP−dual

é injetivo.

Demonstração. Com efeito,

(IP−dual)inj = (Idual ◦ P)inj = (Idual)inj ◦ P ⊂ (Isur)dual ◦ P = (Isur)P−dual,

onde a primeira igualdade segue da Proposição 1.5.22, a segunda do Teorema 3.4.1, a
terceira de [33, Theorem 4.7.16] e da Proposição 1.5.15(c), e a última segue também da
Proposição 1.5.22.

Para segunda afirmação, suponhamos que I seja um ideal sobrejetivo de operadores.
Então

(IP−dual)inj ⊂ (Isur)P−dual = IP−dual,

onde a inclusão segue da primeira afirmação e a igualdade da sobrejetividade de I. Logo,
(IP−dual)inj = IP−dual, isto é, IP−dual é um ideal injetivo de polinômios.

Nossa próxima aplicação é a descrição dos polinômios Π1-limitados, onde Π1 é o ideal
dos operadores absolutamente somantes (Exemplo 1.4.11). Para isso faremos um breve
estudo sobre a componente linear do ideal de polinômios P2.

Definição 4.4.17. Dizemos que um operador u ∈ L(E;F ) admite uma fatoração através
de um espaço de Hilbert se existem um espaço de Hilbert H e operadores u1 ∈ L(E;H)
e u2 ∈ L(H;F ) tais que u = u2 ◦ u1.

Denotamos por L2(E;F ) o conjunto de todos os operadores de E em F que admitem
fatoração através de um espaço de Hilbert. É bem conhecido que a classe L2 dos opera-
dores que admitem fatoração através de um espaço de Hilbert é um ideal de operadores.

Observação 4.4.18. Segue imediatamente da definição que se E ou F é um espaço de
Hilbert, então L2(E;F ) = L(E;F ).

Definição 4.4.19. Um polinômio P ∈ P(mE;F ) pertence a P2(
mE;F ) se admite uma

fatoração à esquerda através de um espaço de Hilbert no sentido que existem um espaço de
Hilbert H, um polinômio Q ∈ P(mE;H) e um operador u ∈ L(H;F ) tais que P = u ◦Q.

Proposição 4.4.20. P2 = L2 ◦ P. Em particular, P2 é um ideal de polinômios.

Demonstração. Seja P ∈ P2(
mE;F ). Por definição, P = u ◦ Q para algum espaço de

Hilbert H, algum polinômio Q ∈ P(mE;H) e algum operador u ∈ L(H;F ). Segue da
Observação 4.4.18 que u ∈ L2(H;F ). Isso prova que P ∈ (L2 ◦ P)(

mE;F ).
Reciprocamente, seja P ∈ (L2 ◦ P)(

mE;F ). Por definição, P = v ◦ Q para algum
espaço de Banach G, algum polinômio Q ∈ P(mE;G) e algum operador v ∈ L2(G;F ).
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Então v = u2 ◦ u1 para algum espaço de Hilbert H e alguns operadores u1 ∈ L(G;H) e
u2 ∈ L(H;F ). Logo,

P = u2 ◦ (u1 ◦Q).

Como u1◦Q : E −→ H é um polinômiom-homogêneo cont́ınuo, temos P ∈ P2(
mE;F ).

Em [16, 20.17], Defant e Floret provam a igualdade Πsur
1 = L2 e a chamam de desi-

gualdade de Grothendieck na forma de operadores. Dessa igualdade segue que

LΠ1 = Πsur
1 = L2,

onde a primeira igualdade segue da Observação 4.4.7. A seguir veremos a versão polino-
mial desse resultado.

Proposição 4.4.21. PΠ1 = P2, isto é, um polinômio homogêneo é Π1-limitado se, e
somente se, admite fatoração à esquerda através de um espaço de Hilbert.

Demonstração. Com efeito,

P2 = L2 ◦ P = Πsur
1 ◦ P = PΠ1 ,

onde a primeira igualdade segue da Proposição 4.4.20, a segunda da desigualdade de
Grothendieck na forma de operadores e a terceira do Corolário 4.4.12.

A seguir descreveremos os polinômios Πp-limitados para p > 1. A classe dos po-
linômios fortemente fatoráveis p-somantes, definida a seguir, foi introduzida em [30] para
caracterizar o ideal de composição Πp ◦ P .

Definição 4.4.22. Seja 1 ≤ p <∞. Um polinômio P ∈ P(mE;F ) é fortemente favorável
p-somante, em śımbolos P ∈ PFSt,p(

mE;F ), se existe C > 0 tal que para quaisquer
n1, n2 ∈ N, quaisquer xi

j ∈ E e quaisquer escalares λi
j ∈ K com 1 ≤ j ≤ n1, 1 ≤ i ≤ n2,

tem-se (
n1∑

j=1

∥∥∥∥∥

n2∑

i=1

λi
jP (xi

j)

∥∥∥∥∥

p)1/p

≤ C · sup
q∈BP(mE)

(
n1∑

j=1

∣∣∣∣∣

n2∑

i=1

λi
jq(x

i
j)

∣∣∣∣∣

p)1/p

.

De [30, Proposition 4.2] sabemos que a classe PFSt,p dos polinômios fortemente fato-
raveis p-somantes é um ideal de polinômios. Mais ainda:

Proposição 4.4.23. [30, Corollary 4.6] PFSt,p = Πp ◦ P para todo 1 ≤ p <∞.

Combinando a proposição acima com o Corolário 4.4.12 temos o seguinte resultado:

Corolário 4.4.24. PΠp
= (Πp ◦ P)

sur = (PFSt,p)
sur.
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