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RESUMO

O Lema de Zorn é talvez o topico mais discutido de toda a teoria de conjuntos e,
como é de grande conhecimento, varios sao os resultados equivalentes a ele. Neste trabalho
abordaremos as equivaléncias classicas do Lema de Zorn, que s@o com o Axioma da Escolha
e com o Principio de Boa Ordem. Apresentaremos também a equivaléncia deste lema com
a existéncia de base de espacos vetoriais. Por fim, apresentaremos duas aplica¢oes do Lema

de Zorn na Anélise Funcional.

Palavras-chave: Lema de Zorn, Axioma da Escolha, Principio da Boa Ordem,

bases de espacos vetoriais, Teorema de Hahn-Banach, sistemas ortonormais completos.



ABSTRACT

The Zorn’s Lemma is perhaps the most discussed topic of the set theory and, since
it is well-known, there are several results equivalent to it. In this work we will prove the
classical equivalences of Zorn’s Lemma, that are with the Axiom of Choice and with the
Well-Ordering Principle. We will also present the equivalence of this lemma with the
existence of basis of vector spaces. Finally, we will present two applications of the Zorn’s

Lemma in the Functional Analysis.

Keywords: Zorn’s Lemma, Axiom of Choice, Well-Ordering Principle, basis of

vector spaces, Hahn-Banach Theorem, complete orthonormal systems.
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INTRODUCAO

A Teoria de Conjuntos nasce em 1870, quando Georg Cantor comegou a desenvolver
estudos sobre conjuntos infinitos. Todavia, as nog¢oes ingénuas de conjuntos propostas por
ele ndo poderiam compor uma teoria completa. A ideia de que a Teoria de Conjuntos seria
a base da matematica parece ser questionavel, quando iniimeros paradoxos sao elaborados

acerca da teoria de Cantor.

O mais conhecido e representativo desses paradoxos foi o paradoxo de Russel,
proposto em 1901, que representou um grande furo na teoria, pois mostrava que as bases
da Teoria de Conjuntos nao estavam bem desenvolvidas. A partir desse momento, viu-se
necessaria a criacao de sistemas axiomaticos completos que fizessem com que as defini¢oes

“ingénuas” de Cantor fossem formalizadas para dar origem a uma teoria sélida.

A primeira axiomatizacao foi proposta por Ernst Zermelo, em 1908, e em 1922
esta axiomatizacao foi alterada por Abraham Fraenkel, dando assim origem ao sistema
axiomatico Zermelo-Fraenkel (ZF), que embora nao seja o inico existente, é o mais utilizado
nas teorias matematicas. Segundo o proprio Fraenkel, “a axiomatizacao é o que legitima a

teoria, ¢ a afasta das zonas das contradigoes” [2].

O conjunto de axiomas de Zermelo-Fraenkel renuncia a necessidade de dar uma
defini¢do ao conceito de conjunto, bem como a relacao de pertinéncia entre um conjunto e
seus elementos. A axiomatica de Zermelo-Fraenkel serda em sua totalidade apresentada no
Capitulo 1 deste trabalho.

O sistema Zermelo-Fraenkel original ndo continha o Axioma da Escolha, entretanto
era necessario, para que certas teorias fizessem sentido, que se enunciasse que dada uma
colecao de conjuntos, é possivel formar um novo conjunto contendo exatamente um
elemento de cada conjunto da colecao dada. A excitacdo em enunciar este axioma decorria
do fato de que nao se sabia se esse axioma era, ou nao, uma consequéncia dos anteriores.
Contudo, houve um certo consenso na comunidade matematica na época que levou Zermelo

a adicionar este ultimo axioma ao sistema.

S6 em 1939, Kurt Godel conseguiu mostrar que o sistema ZF é um sistema
consistente, e finalmente, em 1963, Paul Cohen mostrou que o axioma da escolha nao se
deriva de nenhum dos demais. Entretanto, a discussao passa a partir de entao a ser se
existe algum enunciado mais formal que pode ser um substituto plausivel do Axioma da

Escolha no sistema ZF.

Com tal discussao, que se arrasta até os dias contemporaneos, comegam a surgir

inimeros textos, e artigos cientificos, que provam a equivaléncia do Axioma da Escolha a
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outras proposicoes.

A mais conhecida destas equivaléncias é com o Lema de Zorn. Apresentado pela
primeira vez em 1935, o Lema de Zorn foi enunciado por Max Zorn. A principio este lema
foi apresentado como uma equivaléncia do Principio da Boa Ordem, e Zorn prometeu
publicar um texto que comprovasse a equivaléncia de seu lema com o Axioma da Escolha.
Esse resultado nunca foi publicado por Zorn, mas em 1939, Bourbaki formulou o enunciado

classico deste lema e mostrou sua equivaléncia ao Axioma da Escolha.

Um dos objetivos deste trabalho ¢ apresentar alguns dos resultados equivalentes ao
Lema de Zorn. As equivaléncias mais classicas, que sao entre o Lema de Zorn, o Axioma
da Escolha e o Principio da Boa Ordem, serao apresentadas no Capitulo 1. No Capitulo
2 apresentaremos outra equivaléncia do Lema de Zorn, que nao é tao conhecida. Em
cursos avancados de Algebra Linear é apresentada a prova de que o Lema de Zorn implica
a existéncia de base para espacos vetoriais. Mostraremos que, na verdade, este fato é

equivalente ao Lema de Zorn.

Finalmente, no Capitulo 3, provaremos dois resultados da teoria de Anélise Funcio-
nal em que o Lema de Zorn faz-se necessario, mais precisamente o Teorema de Hahn-Banach
que é um dos teoremas centrais da Analise Funcional, e o fato que todo conjunto ortonormal
de um espago com produto interno esta contido em um sistema ortonormal completo.
Aproveitaremos para tecer comentarios a respeito da equivaléncia ou nao-equivaléncia

destes resultados com o Lema de Zorn.
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1 TEORIA AXIOMATICA DE CONJUNTOS

1.1 RESULTADOS INICIAIS

A base do estudo neste trabalho serdao os conjuntos. Os conjuntos sao entes ma-
tematicos formados por elementos. A relacdo entre conjuntos e elementos é a relagao
de pertinéncia. Diz-se que = pertence a A, e escrevemos x € A, quando z for elemento
do conjunto A, e diz-se que x nao pertence a A, e escrevemos x ¢ A, quando x nao for

elemento de A.

Neste capitulo traremos alguns dos axiomas do sistema Zermelo-Fraenkel (ZF).
Nesse processo de axiomatizagao denotaremos conjuntos por letras mintsculas e por letras
maiusculas. Usamos isso para tentar estabelecer entre elas uma relacao de hierarquia,
e para seguir as notagoes estabelecidas por [6]. Usaremos também algumas expressoes
légicas para abreviar as correspondéncias em portugués. Veja a lista dessas expressoes, e

suas devidas correspondéncias:

1. Vx corresponde a “para todo conjunto z”.
2. dx corresponde a “existe um conjunto x”.
3. = corresponde a “implica”, é utilizado para abreviar a condi¢ao de “se ... entao ...".

4. < corresponde a “se e somente se”.

Na axiomatica ZF, sao tomados como nog¢oes primitivas, a ideia de conjunto e
de pertinéncia descrita acima. A relagdo de pertinéncia é uma relacao estabelecida entre
conjuntos e elementos (que também sdo conjuntos). Faz-se necesséario neste ponto definir

uma relacao entre conjuntos, neste sentido, temos a seguinte definicao:

Definigao 1.1. Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A for elemento de B, diz-se

que A é subconjunto de B, ou que A estd contido em B, e escrevemos A C B.

Agora, precisamos introduzir a no¢ao de igualdade entre conjuntos e, para isso,

precisaremos do primeiro axioma do sistema ZF.

Axioma 1.2 (Axioma da Extensdo). Dois conjuntos sio iguais se, e somente se, eles tém

exatamente 0s mesmos elementos.

VA,VB[A=B < (Vz(r € A< x € B))]
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Este Axioma define a igualdade de conjuntos. A seguir apresentaremos axiomas

que garantem a existéncia de alguns conjuntos.

Axioma 1.3 (Axioma do Conjunto Vazio). Eziste um conjunto que nao tem nenhum
elemento.
dB(Vx,x ¢ B)

O conjunto que foi apresentado no Axioma anterior é chamado de conjunto vazio e

denotado por (). Vejamos entao que este conjunto de fato é tnico.

Proposicao 1.4. O conjunto vazio é unico.

Demonstracio. Suponha que @) e (' sejam conjuntos que cumprem o Axioma 1.3, isto é,

para todo x, x nao pertence a () nem a ()'. Logo, segue que,

Ve, ¢ Dz gl
Isto é,
Ve,z ez el
Pelo Axioma 1.2, temos entdao que () = (. O

Axioma 1.5 (Axioma dos Pares). Dados dois conjuntos, existe um outro conjunto cujos

elementos sao erxatamente os dois conjuntos dados.

Vu,Yv 3B[Vz(r € B o =u ou x = v)]

Denotaremos por {X,Y}. O conjunto que tem como elementos os conjuntos X
e Y, esse conjunto existe por conta do Axioma anterior. O Axioma da Extensao, ainda

garante que {X,Y} = {Y, X}. E preciso todavia provar que este conjunto é tinico.

Proposicao 1.6. Sejam X e Y conjuntos. O conjunto que contém exatamente X eY ¢é

unico.

Demonstrag¢io. Suponha que os conjuntos B e B’ sejam conjuntos cujos elementos sao
exatamente os conjuntos X e Y. Logo, Vb(b € B < b= X oub =Y), por outro lado,
Vb(be B'< b= X oub=Y). Portanto, b € B < b € B’, e pelo Axioma 1.2, B=B'. [

Com estes axiomas, é possivel construir uma série de conjuntos, mas estes tém no
maximo dois elementos. Pode-se, por exemplo, construir o conjunto {(}}, para isso basta
tomar o conjunto vazio duas vezes no Axioma 1.5. Entretanto, até aqui, a Teoria dos
Conjuntos fica restrita a conjuntos que tém no méaximo dois elementos. Para expandir essa

teoria é necessario novos axiomas.
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Axioma 1.7 (Axioma da Uniao). Dado um conjunto a, existe um conjunto cujos elementos

sao exatamente os elementos de a.

Vadb [Vz(x € b= Jy(y € a e z € y))]

O Axioma da Extensao (1.2), garante ainda que o conjunto cuja existéncia foi dada
pelo Axioma anterior é 1nico, e ele sera denotado por Ja. Este axioma garante condi¢oes

importantes para a Teoria de Conjuntos, como a proposicao seguinte.

Proposicao 1.8. Dados aq, as, ..., a,, existe um unico conjunto que contém a, as, . . ., ay,.

O conjunto que satisfaz estas condigoes serd denotado por {ai,as, ..., a,}.

Demonstra¢io. Do Axioma dos Pares (1.5), segue que o conjunto {a,as} existe, isto é,

para n = 2 a proposicao é valida.

Suponha entao que seja valida para n. Ou seja, o conjunto {aq, as, . .., a,} existe e é
tnico. Ao tomar este conjunto, juntamente com o conjunto {a,1}, pelo Axioma dos Pares
(1.5) temos que o conjunto {{ai,as,...,a,},{ans1}}, existe. E pelo Axioma da Unido
(1.7) existe U{{a1,as,...,an},{ani1}} € 0s elementos desse conjunto sdo os elementos

de {ay,a9,...,a,} e de {a,i1}. Isto é U{{a1,a9,...,an}, {an1}} ={a1, ..., ans1}, € este

conjunto é tnico. O

Axioma 1.9 (Axioma do Conjunto das Partes). Dado qualquer conjunto a, existe um

conjunto cujos elementos sao exatamente os subconjuntos de a.

Va3dB [Vz(x € B < x C a)]

O conjunto formado por todos os subconjuntos de A é chamado de conjunto das
partes de A, e denotado por P(A). Como feito anteriormente, pode-se provar que o conjunto

das partes é unico, utilizando o Axioma 1.2.

O proximo axioma da axiomatica ZF é tido como um dos mais importantes de toda
a Teoria de Conjuntos. Para o entendimento deste axioma ¢é necessario que o leitor tenha

algum conhecimento de 16gica proposicional e, para isso, aconselhamos a leitura de [8].

Nosso intuito é formalizar a ideia de férmula, mas antes disso precisamos dar sentido
para o conceito de variavel proposicional, que pode ser entendida como uma sentenca
que pode ser classificada como verdadeira ou falsa. Além disso, precisamos também dos

conectivos e quantificadores logicos. Eles sao:

[. Conectivos logicos;

— Bindrios: a conjungao (A), designada por e, a disjungao (V), designada por
ou, e as condicionais (= e <) designadas por implica e se e somente se,

respectivamente.
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— Unitario: a negacao (~), designada nao.
IT. Quantificadores logicos;

— Existencial denotado por d, designado por eziste.

— Universal denotado por V, designado por para todo.

Vamos formalizar o que serd uma formula. Primeiro definimos as formulas mais
simples, que sdo as chamadas formulas atomicas, elas sao da forma a € B e a = b. Temos
também que, se ¥ e ¢ sao formulas, entao (~ V), (WA D), (FVP), (V= P) e (V < P) sdo
formulas. E ainda, se ¥ é uma férmula e x uma variavel proposicional, entao VoW e dx W sao
formulas. Nesse sentido, as duas ultimas féormulas podem ser entendidas, respectivamente,

como “para todo x vale ¥ na variavel x” e “existe um x tal que ¥ vale em x”.
Uma defini¢do formal pode ser encontrada em [8, pag I-1].

Com o conhecimento das defini¢coes de féormula e da notagao légica, segue o préximo

axioma.

Axioma 1.10 (Axioma da Substitui¢ao). Para cada formula ¢, vale o sequinte:
Vi1, ..., Vi, YVCIABNz(z € B x € C A @)

Em que ¢ € uma formula envolvendo tq,. .., ty,x e que ndo contém B.

Em outras palavras, o Axioma da Substituicao garante que para ti,...,tx e C,
existe um conjunto B com elementos sendo os conjuntos x em C' tais que ocorre ¢. Dados

t1,...,t, e C, o conjunto B é unicamente determinado, o que se prova pelo Axioma 1.2.

Este axioma ainda nos garante que,
Va,Ve,3B,Vz(x € B < (x € ¢) A (x € a)).

Este conjunto B é unicamente determinado, e ele é chamado de intersecdo de a e c. O

conjunto B é denotado por a Nec. O Axioma 1.10 ainda garante que
VA VB, AS\Vi(t € S < (t € A) A (t ¢ B)).

O conjunto S é chamado de complementar de B em A.

O Axioma 1.10 é responsavel ainda por corrigir erros logicos que poderiam surgir
na Teoria de Conjuntos. Um desses erros é o conhecido Paradoxo de Russell [10] que
questiona a existéncia de um conjunto que contenha todos os conjuntos. Na teoria ingénua
dos conjuntos, elaborada por Cantor, esse paradoxo aceitava, ao mesmo tempo a existéncia
e a nao existéncia do conjunto de todos os conjuntos. O Paradoxo de Russel foi um dos

motivadores para que se criasse uma axiomatizagao consistente para a Teoria de Conjuntos.
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Teorema 1.11. Nao existe o conjunto de todos os conjuntos. Isto é, U = {A|A é conjunto},

nao é conjunto.

Demonstra¢ao. Suponha que U seja conjunto. Seja a férmula ¢(x) < x ¢ x. Pelo Axioma
1.10, 3B = {x € U|p(x)} = {xz € U|x ¢ x}. Pela construcio de B sabemos que,

BeB&sBeUleB¢B

. Como B € U, segue que,
BeB< B¢B

que é um absurdo. Logo, U nao é conjunto. n

O ultimo axioma da Teoria de Conjuntos que veremos é o Axioma da Escolha. Ele

é o objeto central de estudo deste trabalho e sera apresentado na préxima secao.

1.1.1 RELACOES

Os axiomas apresentados nos permitem desenvolver o conceito de rela¢oes, mas

para isso, precisamos primeiro de algumas defini¢oes preliminares.

Definigao 1.12. Dados x e y, o conjunto (x,y) = {{z}, {z,y}} é chamado de par ordenado
de x e y.

A partir desta defini¢do, é possivel provar que (z,y) = (u,v) @ x=uey=wv. O
que justifica o nome de par ordenado. E comum, em um par ordenado (x,y), dizer que x é
a primeira coordenada, e que y é a segunda coordenada. Essa demonstracao, assim como

as demais demonstragoes deste capitulo podem ser encontradas em [6].

Dados dois conjuntos A e B, pode-se definir um conjunto C', tal que
C={(z,y)|lr e Aeye B}.

O conjunto C' é chamado de produto cartesiano de A e B e é denotado por A X B. Segue

de [6, Corollary 3C] que A x B é conjunto.

Definicao 1.13. Um conjunto R de pares ordenados, é chamado de relacao.

Se (a,b) € R, é usual escrever que aRb, e dizer que a estd relacionado com b. A

definicao de relagdo é tecnicamente simples, mas, a partir dela surgem novos conceitos.

Defini¢ao 1.14. Dada uma relagdo R, dizemos que o conjunto {z|(z,y) € R,Vy}, é o
dominio de R. E o conjunto {z|(y,z) € R,Vy} é chamado de imagem de R.

Também em [6] é possivel encontrar a prova de que o dominio e a imagem de uma

relagao sao, de fato, conjuntos.
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Definicao 1.15. Chamaremos de funcdo, as relagoes em que cada elemento do dominio

estiver relacionado com um, e somente um, elemento do contradominio.

Definigao 1.16. Seja R uma relagdo em A x A, dizemos que R é,

(i.) reflexiva, se (a,a) € R,Va € A.
(ii.) simétrica, se (a,b) € R = (b,a) € R,Va € A,be€ A.
(iii.) antissimétrica, se (a,b) € R e (b,a) € R = a=0.

(iv.) transitiva, se (a,b) € Re (b,c) € R = (a,c) € R Va,b,c € A.

Se R for reflexiva, simétrica e transitiva, R é chamada de relacdo de equivaléncia.
Por outro lado, se R for reflexiva, antissimétrica e transitiva, R serda chamada de relagdo

de ordem parcial.

Dessa forma, a relagdo menor ou igual (<) é um exemplo de relacao de ordem
parcial no conjunto dos reais. Sendo assim, é comum se referir a uma relagao de ordem

genérica pelo simbolo <.

Podemos ainda definir uma relag¢dio de ordem total em um conjunto A, que é uma
relagdo de ordem parcial em A, tal que para todos x,y € A, vale que z < y ou y < z (neste
caso dizemos que A é totalmente ordenado). Se um conjunto A tiver uma ordem total e se
todo subconjunto de A tiver menor elemento, isto é, se A tiver um elemento  menor ou
igual a todos os outros elementos do conjunto, dizemos que A tem uma boa ordem, ou que

A é bem ordenado e dizemos x é o minimo de A, ou simplesmente escrevemos, min A = x.

Com estes conceitos podemos introduzir a seguinte definicao que sera essencial no

decorrer deste trabalho.

Definicao 1.17. Seja P um conjunto com ordem parcial e () C P. Dizemos que um
elemento p € P é cota superior de () se para todo ¢ € (), valer que ¢ < p. Dizemos um
m € P é um elemento maximal de P se para todo p € P tal que p > m tivermos que

p=m.

1.2 EQUIVALENCIAS DO LEMA DE ZORN EM TEORIA DE
CONJUNTOS

Neste capitulo mostraremos a equivaléncia mais conhecida do Axioma da Escolha
(AE), que se dd com o Principio de Boa Ordem (PBO) e com o Lema de Zorn (LZ).

O Axioma da Escolha, diz de forma nao rigorosa que, dada qualquer cole¢do nao

vazia de conjuntos nao vazios é possivel formar um conjunto com um, e apenas um,
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elemento de cada um dos conjuntos. Para dar rigor a esta ideia, é preciso definir funcao

escolha.

Definigao 1.18. Uma fungao f é uma fung¢do escolha para o conjunto A, se o dominio de
féA—{0}, e f(a) € a para todo a € A — {0}.

De posse dessa definicao, é possivel enunciar o Axioma da Escolha.

Axioma 1.19 (Axioma da Escolha). Todo conjunto admite fungdo escolha.

Agora apresentaremos o Principio de Boa Ordem e o Lema de Zorn, a fim de provar

a equivaléncia deles com o Axioma da Escolha.
Teorema 1.20 (Principio de Boa Ordem). Todo conjunto nao vazio pode ser bem ordenado.

Definicao 1.21. Uma cadeia é um subconjunto totalmente ordenado de um conjunto

parcialmente ordenado.

Lema 1.22 (Lema de Zorn). Se A é um conjunto ndo vazio e parcialmente ordenado, tal

que toda cadeia tem cota superior. Entdo A tem elemento maximal.

Para provar a equivaléncia proposta é necessario que ela seja dividida em trés
partes: primeiro provaremos que o Principio de Boa Ordem(PBO) implica o Axioma da
Escolha (AE), depois que o Lema de Zorn (LZ) implica no Principio de Boa Ordem, e por

fim que o Axioma da Escolha implica no Lema de Zorn.

1.2.1 PBO = AE
Teorema 1.23. Principio de Boa Ordem = Axioma da Escolha.

Demonstracao. Seja A um conjunto nao vazio. Segue do Principio de Boa Ordem que J A

pode ser bem ordenado. Como cada elemento de A é um subconjunto de |J A, considere a

funcao

fA-{0} = A
dada por f(a) =“menor elemento de a”, para cada a € A — {(}}. Entao f é uma fungao
escolha. O

122 LZ= PBO

Provaremos agora a implicacdo que diz que o Lema de Zorn implica o Principio de
Boa Ordem. O objetivo a partir daqui serd entao provar que, dado um conjunto nao-vazio
X, esse conjunto pode ser totalmente ordenado. Antes de prosseguir a demonstracao, é

preciso definir um conjunto que sera essencial nesse processo.
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Definigao 1.24. Seja X # (). Definimos

§={ACX:A+#(e Aébem ordenado}.

E claro que § é nao-vazio, visto que se tomarmos a € X, e A = a, temos que

A C X, e mais, A é bem ordenado (uma vez que é um conjunto unitério).

Seguimos com a estratégia da demonstragao que serd provar que X é elemento
maximal de §, e dessa forma é bem ordenado. Entretanto, para tal resultado ser valido, é

necessario criar uma ordem em §, e isso sera feito a seguir:

Lema 1.25. Sejam (A, <,4) e (B,<g), conjuntos com suas devidas ordens. Definimos em
§ a relagao (A, <,) <3 (B, <p), se:

. ACB.
7. Sex,y € A, entiox <,y xr<py.

ii. Sex € Aeye B— A, entio x <g y.
A relagio <z € uma relagio de ordem parcial em §.

Demonstracdo. O objetivo é mostrar que esta relagao torna § parcialmente ordenado. Isto

¢, a relacao <z é reflexiva, antissimétrica e transitiva.

e Reflexiva:
(i.)A C A;
(ii.) Se x,y € A, é evidente que x <, y < = <4 y;

(74.) Nao acontece, uma vez que A — A = ().

e Antissimétrica: Se (A, <) <z (B,<p) e (B,<p) <; (A4, <4), entdo, de (i.) temos

que A C B e B C A, mas isso implica que A = B, o que retorna no caso anterior.

e Transitiva: Se (A, <) <z (B,<p) e (B,<p) <5 (C,<¢), entao:
(i.) AC B e B C C, logo pela transitividade de “C”, A C C}
(7i.) Se x,y € A, entdo, x <4y < x <py, mas como x <p y, entdo  <¢ y;
(7i1.) J& temos que A C BC C.Sex € Aeye C—A entaoz € Cey ¢ A
Agora existem dois casos y € B, ou y ¢ B. Consideremos y € B, logo y € B — A,
o que implica que se = <p y, entdo = < y. Consideremos agora que y ¢ B, entao

y € C' — B, o que implica que x <¢ y.
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O proximo passo para prosseguir a demonstragao é mostrar que toda cadeia em §
admite cota superior. A partir dai, teremos o conjunto § parcialmente ordenado, tal que
toda cadeia tem cota superior, assim serd possivel utilizar o Lema de Zorn (1.22), para

provarmos a implicacao desejada.

Lema 1.26. Seja I um conjunto de indices e C' = {(A;, <a,) 11 € I} uma cadeia em §.

Entao C admite cota superior.

Demonstragio. Seja A =C. Se x,y € A, entdao v € A; e y € A;. Como C ¢ totalmente
ordenado, segue que, A; <z A;, ou A; <z A;, sem perda de generalidade, suponha A; <z A;.

Dessa forma temos que z,y € A;.

Agora criemos uma ordem para o conjunto A. Dados x,y € A, defina x <, y, se
x<a yex,y € A; paraalgum i € [. E claro que a relacdo “<,” é uma relacio de ordem
total, uma vez que depende unicamente das relacoes de ordem dos conjuntos Ay, que estao

contidos em A.

Provemos que (A, <4) é bem ordenado, e desse resultado sera possivel tirar que
(A, <4) € §. Primeiro é preciso observar que para todo ¢,j € I, min A; = min A;. Como
A; <z A;, entao A; C A;, criando assim dois casos possiveis. No primeiro, min A; € A;, e

no segundo, min A; € A; — A;. Analisemos separadamente cada uma dos casos:

(a) SeminA; € A; , pelo item . da definicao de “<3” segue que min A; <4, min A;,

entao, min A; = min A;.
(b) Se min A; € A; — A;,como min A; € A; pelo item #. da defini¢do de “<;” segue
que min A; <4, min A;, entdo, min A; = min A;.
Segue da defini¢do de “<,4”, que o minimo de (A4;, <4,) é o minimo de (A4, <j4).

Vamos mostrar agora que o conjunto (A, <4) é bem ordenado. Seja B um sub-
conjunto nao vazio de A e J = {i € I : BN A; # 0}. Logo, é possivel deduzir que
min(B N A, <4,) = min(B N A;,<4,), para todo i, j € J, podemos deduzir também que

min(B N A;, <4,) ¢ o menor elemento de B. Logo, (A, <,) é bem ordenado.

Queremos mostrar agora que (A, <4) é cota superior para C. Seja k € I, segue

que:

[. A, C A, pela definigao de A;
II. Se z,y € Ay, entao x <4, y < = <4 y, pela definicao de “<4”;

II. Sex € Ay ey € A— Ay, entdo existe [ € I tal que y € A, e portanto A; € Ay, o que
implica que 4; £z Aj. Como C' é totalmente ordenado, A, <z A;, entdo A, C A,.
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Como x € Ay e y € A — Ay, pelo item 744. da definicao de “<z”, segue que x <y, v,

e pela definicao de “<47, segue que x <4 .

Os itens I., II. e III. correspondem, respectivamente, aos itens i., 7. e 7. da
definicao de “<z”". Dessa forma, temos que A, <z A, para todo k € I. Ou seja, (A, <,) é

uma cota superior para C', e assim, C' admite cota superior. O

Com os lemas enunciados criamos o conjunto §, parcialmente ordenado (1.25),
em que toda cadeia tem cota superior (1.26). Dessa forma, podemos usar o Lema de
Zorn (1.22), para provar a implicacdo desejada, e podermos mostrar que o conjunto X,

apresentado no comeco desta se¢do é um conjunto bem ordenado.

Teorema 1.27. Lema de Zorn = Principio da Boa Ordem.

Demonstracao. Partindo dos lemas passados, pelo Lema de Zorn, o conjunto § tem
elemento maximal, digamos que este elemento é (M, <;;). Queremos provar que M = X.
Se M # X, tome n € X — M, e defina o conjunto N = M U {n}, bem como a relagao
“<y” dada por:

Paraz,ye M, x <yy&erx<yyeparaz e M,z <yn.

Assim, (N,<y) € §, e (M, <uy) <z (N,<n), 0 que é um absurdo, ja que M ¢é

maximal.

Logo, M = X. Considerando <y como <, temos que o conjunto (X, <x) é bem

ordenado. O

123 AE=LZ

Para terminar a demonstracao da equivaléncia original é necessario provar, que o
Axioma da Escolha implica no Lema de Zorn. De outra forma, queremos mostrar que um
conjunto nao vazio X, parcialmente ordenado, em que toda cadeia admite cota superior,

tem pelo menos um elemento maximal.

Para demonstrar a implicacao desejada é necessario comecgarmos definindo o con-
junto X = {C' C X : C é cadeia}. A partir de entdo provar que ele tem elemento maximal.
Feito isso sera simples mostrar que X tem elemento maximal. Para isso, comecamos
criando uma relacdo de ordem para X. E intuitivo que uma relacio de ordem que ird

funcionar bem neste caso é a relagao de inclusao de conjuntos. Formalizemos esta ideia:

Proposicao 1.28. A relacio C <z Cy & C C Cy € relagdao de ordem parcial em X.

Demonstracao. Queremos mostrar que <y é relacdo de ordem parcial em X. Para isso,

devemos mostrar que essa relagao ¢ reflexiva, antissimétrica e transitiva.
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e Reflexiva: Seja C € X. Por definicao C; C (', logo C; <x C.

e Antissimétrica: Sejam C7,Cs € X, tais que, C7 <y Cy e Cy <y . Entao C; C (5,
e Uy C (', logo, pela definicao de “C”, segue que C; = Cs.

e Transitiva: Sejam C1,Cy e C3 € X, tais que C] <z (5, e 'y <y (3. Entao, temos
que C7 C (5, e Cy C (3, mas pela transitividade de “C”, segue que C; C (5. Entao,
Cy < Cs.

]

Proposigao 1.29. Sejam C € X e C' ={z € X : CU{x} € X}. Entdo C é mazimal em

X, se e somente se, C' = (C".

Demonstracao. Consideramos que C' é maximal em X como hipdtese, e vejamos que
C = C’. Suponha que C # C'. Como C' C (', entao existe a € C’ tal que a ¢ C'. Pela
defini¢do de C” segue que C' U {a} € X e como C' C C' U {a}, segue do fato de C' ser

maximal em X que C'= C' U {a}, o que é uma contradigao.

Suponha como hipétese agora que C' = C’ e vejamos que C' é maximal em X. Seja
A€ X tal que C <3 A, isto é " = C C A. Como A é totalmente ordenado, é claro
que todo subconjunto de A é totalmente ordenado, em particular, C'U {z} é totalmente
ordenado, para todo x € A. Logo, C U {x} € X, para todo z € A. Logo x € (', para todo
x € A. Assim, A C (' e, portanto, C' = A. Logo C' = A e isto prova que C' é maximal.

]

Pelo Axioma da Escolha, existe uma fungao escolha para o conjunto P(X). Cha-
maremos de f esta fungdo, ou seja, f: P(X) — {0} — X, e mais, f(A) € A, para todo
A€ P(X) — {0}. Vamos agora definir uma funcdo g de X em X, que serd usada muitas

vezes, da seguinte forma:

C, se C=C"
9(C) = , -
CUf(C'—=C), seC#C

A funcao g estd bem definida, pois se C' # C’, entao C'—C # e f(C'—C) € C'—C,
pois f é funcao escolha. Logo, pela defini¢ao de €', C'U f(C" — C) € X. Além disso, da

Proposigao 1.29, segue que C' é maximal em X, se e somente se, g(C) = C.

Definicao 1.30. Diremos que 7 C X é uma torre se:

i 0eT;

ii. Se C € T, entao g(C) € T;
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iii. Se C é uma cadeia em T, entdo UC € 7.

Proposicao 1.31. (a) O conjunto X € uma torre.

(b) A intersecao de uma familia de torres em X também é uma torre.
Demonstragio. (a) Vejamos que X satisfaz as condigoes da definigao de torre:

i. E claro que 0 € X;

ii. Se C € X, entao C é cadeia em X, logo, C'U f(C' — C) também é cadeia em X, e
portanto C'U f(C' — C) € X, ou seja, g(C) € T;

iii. Seja C uma cadeia em X e vejamos que JC € X. Sejam z,y € JC. Entao existem
C1,Cy € C tais que x € C ey € Cy. Como C é uma cadeia em X, segue que C; C Cs
ou Cy C C;. Assim, x,y € C; ou z,y € Cy. Como C7,Cs € X, segue que x < y ou
y < x. Logo UC é cadeia.

(b) Seja {7; : i € I'} uma familia de torres em X e vejamos que a intersecao delas,

que denotaremos por ;c; 7;, ainda é uma torre:

i. Pela definicao de torre, temos que () € 7;, para ¢ € I. Dessa forma, temos que

0 € Nicr T

ii. Seja C' € N;e; Ti- Como cada 7T; é torre e C' € T; segue que g(C) € T;, para todo
i € 1. Portanto, g(C) € Nier T

iii. Seja C uma cadeia em (V;c; 7;. Como C C N;¢; 7i, segue que C C 7T; e como cada 7; é
torre, segue que JC € T}, para todo ¢ € I. Logo UC € N T

]

Segue diretamente desta proposicao que a interseccao de todas as torres de um
conjunto qualquer é a menor torre deste conjunto. Denotaremos por 7j a intersecgao de
todas as torres de X. Queremos mostrar que 7y é uma cadeia em X. Esta é a parte mais
trabalhosa desta demonstragdo. Comegaremos definindo quando que um conjunto em 7y é

comparavel:

Definigao 1.32. Diremos que A € Ty é compardvel se dado B € Ty, tem-se A C B ou
B C A.

Com base nesta definicdo, para mostrar que 7y é cadeia, basta provar que cada
elemento A de Ty é comparavel. Ao mostrar que todos os elementos de 7Ty sdo comparaveis,

estaremos estabelecendo uma relagao de ordem em 7y, que é dada por C.
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Para mostrar que os elementos A de Ty sdo comparaveis, basta provar que o conjunto
£ dos elementos comparaveis de Ty formam uma torre, pois, neste caso, essa torre estaria
contida em 7y, e assim estaria também contida em X. Mas, como 7y é a menor torre de X,
é claro que a torre formada pelos elementos comparaveis de 7y, tem que ser o préprio To.

Antes de partir a demonstracgao, mostremos o seguinte lema:

Lema 1.33. Sejam A um elemento compardvel de Ty fizado e
U={BeTy: BC A oug(A) C B}.

Entao U =T,.

Demonstracao. Primeiro devemos mostrar que U é torre. Vamos, dessa forma, provar cada

um dos itens da Definicao 1.30.

i. E fato que @ € U, pois o conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto A fixado

e (e Ty

ii. Queremos mostrar agora que se C ¢ uma cadeia em U, entao |JC € U. De fato, se
B C A, para todo B € C, entao UC C A. Agora, se existir By € C, tal que By € A,
como By € U segue que g(A) € By C UC.

iii. Agora falta provar que se b € U, entao g(B) € U. Temos trés possibilidades:

(a) Se B € A, vejamos que g(B) C A. Como Ty ¢é torre, g(B) € T5. Como A é
comparavel, temos que g(B) C A ou A C ¢g(B). Mas A C g(B) nao ocorre, pois
B C A e, pela definigao de g, g(B) = B ou g(B) é a unido de B com um ponto.
Assim, g(B) C Aedai g(B) € U.

(b) Se B = A, entao g(B) = g(A), ou seja, g(A) C g(B) e, portanto, g(B) € U.

(c) Se A C B, entao g(A) C B, mas B C g(B), portanto, g(B) € U.

Portanto, U é torre em Ty e U C Ty. Mas definimos 7, como a menor das torres de
X, logo, U =7,. n
Teorema 1.34. Os elementos compardveis de Ty, formam uma torre.

Demonstracdo. Como no lema anterior, provaremos que 7y cumpre os trés itens da definicao
de torre (1.30).

i. Claramente () é um conjunto comparével, pois ) € 7o e ) C A, para todo A elemento
de 7.
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ii. Temos que provar agora que se A é um conjunto comparavel de 7y, entao g(A) é
também comparavel. Conforme ja fizemos na demonstracao do lema anterior, segue
que se B € To e B C A, entdao g(B) C A. Todavia, pelo Lema 1.33, B C A ou
g(A) C B. Portanto, g(A) é comparavel.

iii. Seja C uma cadeia de conjuntos comparaveis de 7y e B um elemento de 7. Teremos

aqui dois subcasos:
(a) Se C' C B, para todo C' € C, entao JC C B.
(b) Se existir Cy € C, tal que Cy € B, entdo B C Cy, logo, B C JC.

Desta forma, provamos que se C é uma cadeia de conjuntos comparaveis de 7g, entao

UC é conjunto comparavel de 7.
O

Como os elementos de Ty sao todos comparaveis, segue que Ty é uma cadeia em
X. Defina Aj :=U7,. Como Ty é torre, segue que Ay € Ty, e mais, g(Ag) € To. Portanto
g(Ag) = Ap. Criamos entao um Ay que é maximal em X. Como Ty C X e Ag € Ty, entdo
Ag € X. Logo Ay é cadeia em X.

Teorema 1.35. AE = LZ.

Demonstracao. Relembre que o conjunto X ¢é nao vazio, parcialmente ordenado e tal que
toda cadeia em X tem cota superior. Vejamos que X tem elemento maximal. Como Ay é
cadeia em X, entao Ag é limitada superiormente, ou seja, existe m € X, tal que m < a,
para todo a € Ay. Como Ay é um elemento maximal de X, segue que m € Ag, pois como

ApU{m} € X, segue que
Ag=Ay={r e X : AU{z} € X}.

Afirmamos que m é maximal em X. Seja n € X, tal que m < n. Como A, é cadeia

maximal, segue que n € Ay. Logo n < m, dessa forma, n = m. n
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2 ALGEBRA LINEAR

2.1 RESULTADOS INICIAIS

Para este capitulo sdo necessarias algumas defini¢oes de Algebra Linear. Na sequén-
cia serao, apresentadas as definicbes centrais deste tépico, as demais definigoes podem ser

encontradas em [5].

Ao longo deste capitulo, usaremos K para denotar um corpo qualquer.

Definigao 2.1. Sejam V um K-espaco vetorial e B C V. Dizemos que B é um conjunto
gerador de V' (ou que B gera V), se cada elemento de V' se escreve como combinagao

linear de um numero finito de elementos de B.

Se um espago vetorial tem como gerador um conjunto finito, dizemos que este

espaco é finitamente gerado.

Definicao 2.2. Sejam V um K-espago vetorial e B um subconjunto de V. Dizemos que B

é linearmente independente (LI), se para todo v; € B e a; € K, com i =1,...,n, vale que
arv+ - ta, v, =0=2a;=---=0a, =0.

Definicao 2.3. Seja V' um K-espaco vetorial. Dizemos que um subconjunto B C V' é uma

base de V se for gerador de V e linearmente independente.

Em cursos introdutoérios de Algebra Linear se demonstra que todo espaco vetorial
finitamente gerado tem base, mas nao se prova que esse resultado vale num contexto mais

amplo, ou seja, com base infinita enumeravel ou infinita ndo enumeravel.

Neste capitulo provaremos este resultado e, mais ainda, provaremos que a existéncia
de base é equivalente ao Axioma da Escolha. Comegamos demonstrando o caso finitamente

gerado.

Lema 2.4. Seja V um K-espago vetorial. Seja B = {vq,...,v,} um conjunto LI em V.

Se ezistir v € V' que nao seja combinagao linear dos elementos de B, entdo {v1, ..., vy, v}
¢ LI
Demonstracdo. Sejam aq, ..., Gy, Qi1 € K, tais que aqvy + -« -+ + QU + agppqv = 0.

Se i1 # 0, entao podemos escrever

aq Qm
Ul P T — vm
A1 Xyl

v=—
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Ou seja, v é uma combinacao linear de elementos de B, o que é uma contradi¢ao
com as hipoteses. Entao «a,,11 = 0, e, portanto, ajv; + - -+ + v, = 0. Como B é LI,

segue que oy = - -+ = a,, = 0. Portanto, {v,...,v,,v} é LL ]

Teorema 2.5. Todo espago vetorial ndo nulo finitamente gerado possui uma base.

Demonstragdo. Seja V um espago vetorial ndao nulo, finitamente gerado sobre K. Entao V'
possui um conjunto gerador finito, digamos com m < 1 elementos. Agora, seja v; € V um
vetor nao nulo. Entao, By = {v;} é LI. Se By gerar V, entao B; é uma base de V. Caso
contrario, existe v € V' que ndo é um miltiplo de v;. Pelo Lema 2.4, By = {vy,v5} é LI.
Novamente, se By gera V| entao By é uma base de V. Caso contrario existe vs € V' tal

que Bz = {vy,vq,v3} é LL

Podemos entao repetir esse procedimento e chegaremos ou a uma base de V', ou
construiremos conjuntos LI em V arbitrariamente grandes. O segundo caso nao é possivel,

pois todo conjunto LI de V' tem no maximo m elementos. [

A demonstracao anterior so foi possivel, pois o espaco V era finitamente gerado.

Mas o resultado é mais geral, como sera provado em seguida.

2.2 EQUIVALENCIA DO LEMA DE ZORN EM ALGEBRA LI-
NEAR

Comecamos provando a condi¢ao necessaria, isto é, que ao assumirmos o Lema
de Zorn, temos por consequéncia que todo espago vetorial tem base. Este teorema é

geralmente apresentado em cursos de Algebra Linear avancados.

22.1 LZ = TODO ESPACO VETORIAL TEM BASE
Teorema 2.6. LZ = todo espago vetorial tem base.

Demonstragio. Sejam V' # {0} um espago vetorial sobre um corpo K e X C V um
conjunto linearmente independente (LI). Defina W ={Y CV:Y é Ll e X C Y}. Como
X € W, temos que W # (. Considere em W a ordem parcial dada pela inclusdo (C).
Seja C uma cadeia em W. Vejamos que Z = [JC é uma cota superior para a cadeia C.
Claramente Z CV, X C Z e Y C Z, para todo Y € C. Dessa forma, basta provar que
Z é LI. Sejam, vy, v, ...,v, € Z. Entao existem Y7,Y5,...,Y, € C tais que v; € Y, para
todoi=1,...,n. Como C é totalmente ordenado, segue que {Y7,...,Y,} pelo fato de que
em qualquer conjunto finito, toda relagdo de ordem total é bem ordenada, este conjunto

tem um maior elemento, digamos que seja Y;. E, {v,...,v,} é LL. Dai, Z é cota superior
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para a cadeia C. Pelo Lema de Zorn (1.22), W tem elemento maximal, digamos B. Assim,
BeW,istoé, BCV, BéLle X C B, além disso, B nao esta contido propriamente em
nenhum elemento de W. Suponha que B nao gera V. Entao existe um v € V que nao é
combinagao linear de vetores de B. Assim, B U {v} é um subconjunto de V', X C BU {v},
e BU{v} é LI. Entao, BU{v} € W e B C BU{v}, pois v ¢ B. Essa tltima afirmagao
¢ um absurdo pois B é maximal. Logo B gera V e, portanto, B é base de V' contendo
X. ]

2.2.2 TODO ESPACO VETORIAL TEM BASE = LZ

Veremos agora a demonstra¢ao da condigao suficiente. Ou seja, vamos mostrar que
a existéncia de base em espagos vetoriais implica no Axioma da Escolha (logo implica no
Lema de Zorn). Esse resultado foi provado por Blass [3] em 1984. Para essa demonstragao

precisaremos de alguns fatos preliminares.

Primeiramente, cabe destacarmos que nao provaremos diretamente que a existéncia
de base em espacos vetoriais implica no Axioma da Escolha. Na verdade provaremos que a

existéncia de base em espacos vetoriais implica no seguinte axioma:

Axioma 2.7 (Axioma da Miltipla Escolha). Para toda familia S de conjuntos ndo vazios,
existe uma fungdo f: S — P(US) tal que F(A) é um subconjunto finito de A, para cada
AeS

E um resultado conhecido da Teoria de Conjuntos que, em ZF, o Axioma da
Multipla Escolha implica no Axioma da Escolha. Nao faremos esta demonstracao no texto,

mas os detalhes podem ser encontrados em [7, Theorem 9.1].

Agora precisaremos de algumas defini¢oes. Dada uma familia X = {X; : i € I},
em que I é um conjunto qualquer e os elementos de X sao conjuntos nao vazios e dois a
dois disjuntos, definimos o conjunto X = |JX. Considere o conjunto R[X] dos polinémios
com variaveis em X. Para detalhes das defini¢oes de corpo, subcorpo e anel de polinémios,
veja [11]. Mais precisamente, em [11, p.40] aparecem os detalhes da construgdo de R[X].
Assim como nessa referéncia, denotaremos por R(X) o corpo de fragoes de R[X], ou seja,
R(X) = {7“ =L:pqeRX],q# O}. Segue também de [11] que R[X] é um dominio de
fatoragao unica e isto implica que todo elemento de R(X) se escreve de maneira tnica

como o quociente de polinébmios primos entre si, isto é, sem fatores em comum.

Definigao 2.8. Um monémio M em R[X] é dado por, M = [] #** em que a,, € N. Um
reX
polinémio em R[X] é uma combinagdo linear finita de mondémios com coeficientes em R.

ni ,.n2

Definicao 2.9. Seja q = zj'x;? ... x

Nm,
Im

que q tem i-grau N, se as variaveis de ¢ que estiverem em X; tiverem N como a soma de

um mondmio real com varidveis em X. Dizemos

Seus graus.
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Para ilustrar tome, por exemplo, os conjuntos X; = {z1, 22} ¢ X; = {y1, y2}. Entao
ay az, 1

X = {x1, %2, y1,y2}. Um mondmio em R[X] é da forma M = %252y 45>, O i-grau de
M é oy + g e 0 j-grau de M é [y + [3s.

Defini¢ao 2.10. Seja p € R(X). Diremos que p é i-homogéneo de grau d (aqui d pode
ser inclusive um inteiro negativo), se p é o quociente de dois polinémios tais que todos os
mondémios no denominador tém o mesmo i-grau n enquanto que todos no numerador tém

i-grau n + d. Denotamos este grau d do polinémio p por i-grau(p).
Lema 2.11. Seja K o conjunto das fungoes racionais r € R(X), tais que, r = %, com
p,q € R[X], g #0 e com p e q sem fatores comuns, tais que para todo i € I, ocorre que

i-grau(p)=i-grau(q). Entao IC é subcorpo de R(X).
Demonstracdo. Para mostrar que K é subcorpo, devemos mostrar que:

i.0ekelelk;

ii. Se%élC,entéo—%E/Ce%ElC;

iii. Se 2L 22 ¢ [C entao & + B2 ¢ ;
q1’ q2 q1 q2

iv. Se L B2 ¢ IC entao 2 - B2 ¢ .
q1’ q2 q1 q2

o

1
A propriedade i. é imediata, uma vez que 0 = 1 el = T sao quocientes de

polinomios i-homogéneos de grau 0.

Ja a propriedade ii. segue do fato que i-grau(p) = i-grau(—p).

Agora sejam &, b2 € K e vamos provar as propriedades iii. e iv. Primeiro veja que:
a1 92
D1 n P2 _ P12+ P2t
@1 Q2 a192

Sejam p e ¢ dois polindmios sem fatores em comum, tais que pi1qs + p2q1 = fp, €

qi1gs = fq, dessa forma, 22 + 22 =L

@1 G2 q
Agora, veja que para todo i € I, vale que:

i-grau(piqa) = i-grau(py) + i-grau(gs) = i-grau(qy) + i-grau(pe) = i-grau(qip2).
Portanto, p1gs 4+ p2q1 ¢ i-homogéneo. E ainda,
i-grau(piga + p2q1) = i-grau(paqi) = i-grau(qiga).

Logo, i-grau(fp) = i-grau(fq), e portanto, i-grau(p) = i-grau(q). Ou seja, Pek.
q
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O mesmo raciocinio pode ser usado para provar que i-grau(pps) = i-grau(qiqz), €

assim temos a validade da propriedade iv. Portanto, IC é subcorpo de R(X).

]

Teorema 2.12. Todo espago vetorial tem base = AFE.

Demonstragio. Considere uma familia de conjuntos nao vazios X = {X; : ¢ € I}. Sem
perda de generalidade, podemos supor que os X;’s sao dois a dois disjuntos (se nao for
o caso, basta considerar a familia {X; x {X;} : ¢ € I}). Conforme vimos acima, basta
mostrar que vale o Axioma da Multipla Escolha. Para isto é suficiente encontrar uma
familia {Y; : i € I} de subconjuntos nao vazios finitos Y; C X; e definir f(X;) =Y}, para
cada i € I. Considere X = JX e o corpo de fragoes R(X). Seja V' C R(X) o K-espago
vetorial gerado pelo conjunto X, onde K é o corpo introduzido no Lema 2.11. Pela hipdtese
V' tem uma base, digamos B C V. Seja i € [ e x € X;. Entao = pode ser escrito como
uma combinacao linear finita de elementos de B, isto é,

r= > ox)-b,

beB(x)

onde B(x) :={b € B : ap(x) # 0} é um subconjunto finito de B. Se y é outro elemento de

X;, entao temos

y= > ay(y)-b.

b'eB(y)
Como y = (y) - x e, pela definicao de K, temos que Yy € K, entao
x x

y= > (y-ab(:v)) - b.

beB(z) L
Comparando as duas representagdes de y e utilizando a unicidade da representagao de

vetores em uma base, temos que

B(z) = B(y) e ap(y) = % - ap(z), para todo b € B(x).

Isso significa que o subconjunto finito B(z) C B e os elementos /() de R(X) s6
T

dependem de i e nao da escolha particular de z € X;. Portanto podemos chamar B(x)

ap(x)

x .
grau —1 (e j-homogéneo de grau 0 para j # i), quando escrevemos «j como um quociente

simplesmente de B; e de i, qualquer que seja x € X;. Como o é i-homogéneo de
de polinémios sem fatores em comum, alguma(s) variavel(is) de X; devem aparecer no
denominador. Seja Dj o conjunto das varidveis de X; que aparecem no denominador de «}
(quando a} é escrito como quociente de polindmios sem fatores em comum). Assim D} é
um subconjunto finito e néo vazio de X;. Tomando Y; = Uyep, D}, segue que Y; também
é um subconjunto finito e ndo vazio de X;. Agora, basta definir f(X;) = Y;, para cada
1€l O
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3 ANALISE FUNCIONAL

3.1 RESULTADOS INICIAIS

Neste capitulo, apresentaremos dois teoremas da Andlise Funcional, que tém as
suas demonstragoes dependentes do Lema de Zorn. Entretanto, para podermos apresentar
estes resultados precisamos de defini¢bes preliminares, que serao tratadas a seguir. Nosso
texto de referéncia foi [4], e as demais defini¢goes podem ser encontradas la. A partir de

agora K denota o corpo dos ntimeros reais ou complexos.

Definicao 3.1. Um espagco normado é um espago vetorial £ munido de uma norma, isto
é, uma funcao

reFE -z eR

satisfazendo as seguintes propriedades:
(a) ||| > 0 para todo z € E;
(b) |||l = 0 se e s6 se x = 0;
(¢) |IAx|| = |A|||x|| para todo A € K e z € E;
(d) [z +yl < [lzll + [[y|| para todo z,y € E.

Diremos que E completo se toda sequéncia de Cauchy em E for convergente em E.

Lembrando que (z,) C E é:

e de Cauchy se para todo ¢ > 0, existe ng € N tal que ||z, — x,|| < &, para todos

m,n > ng.

e convergente se existe x € FE tal que para todo € > 0, existe ny € N tal que

|z, — z|| < e, para todo n > ny.

A seguinte caracterizacao de continuidade para operadores lineares entre espagos

normados é bastante util.

Proposicao 3.2. Sejam E e F' espacos normados. Dado um operador linear T: E — F,

as sequintes condigcoes sao equivalentes:
(a) T € continua.
(b) sup{||Tz| : z € E,||z]| <1} < 0.

(¢) Eziste uma constante ¢ > 0 tal que |Tz|| < c||z| para todo x € E.
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Definicao 3.3. Dada um operador linear T': E — F', definimos
1T := sup{|[Tz|| : = € E, [[«f| < 1}.

O caso que estamos particularmente interessados é o de funcionais lineares, isto é, opera-

dores lineares da forma ¢: E — K. Neste caso temos

o]l = sup{|¢(x)] : @ € E e |[xf] < 1}.

O espaco vetorial de todos os funcionais lineares continuos de E em K é denotado por £’

e é chamado de dual topologico, ou simplesmente dual de E.
Proposicao 3.4. (a) A fungio ¢ — ||¢| € uma norma em E'.
(b) |o(x)| < ||p]l||z]| para todo ¢ € E' e x € E.

(¢ ) ||o|l =inf{c > 0: |p(x)| < ¢||z||, para todo x € E}

Definicao 3.5. Seja E um espago vetorial sobre K. Um produto interno em E é uma
funcao
(x,y) e ExXE — (z,y) €K

com as seguintes propriedades:

(a) (z1 + 22,y) = (x1,y) + (22,y), V1, 22,y € E.
(b) (Az,y) = A(z,y), Ve,y € Ee X € K.

(¢) (x,y) = (y,z), Yo,y € E.

(d) (z,z) >0, e mais (z,z2) =0< x=0,Vr € E.

Proposicao 3.6. Seja E um espago com produto interno. Entao a fungao ||x| = \/{(z, x),

¢ uma norma em E, que é chamada de norma induzida pelo produto interno.

Definicao 3.7. Sejam E um espacgo com produto interno e z,y € E, com x # y. Dizemos

que x e y sdo ortogonais, e escrevemos = L y, se (x,y) = 0.

Definigao 3.8. Sejam E um espago com produto interno e A subconjunto nao-vazio de E.

Chamamos de complemento ortogonal de A o conjunto A+ = {y € E : (x,y) = 0,Vz € A}.

Dessa forma, dizemos ainda que dois vetores x e y de um espago E sdo ortonormais,
se além de ortogonais, valer que (z,z) = 1 e (y,y) = 1. Um conjunto em que todos os

elementos sao ortonormais entre si é chamado de conjunto ortonormal.

Definigdo 3.9. Um conjunto ortonormal S tal que S+ = {0} é chamado de sistema

ortonormal completo.
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3.2 APLICACOES DO LEMA DE ZORN EM ANALISE FUNCIO-
NAL

A partir daqui, apresentaremos e discutiremos duas aplicagoes do Lema de Zorn

em Andlise Funcional.

321 LZ = EM UM ESPACO COM PRODUTO INTERNO TODO CON-
JUNTO ORTONORMAL ESTA CONTIDO EM ALGUM SISTEMA
ORTONORMAL COMPLETO

Teorema 3.10. LZ = todo conjunto ortonormal estd contido em algum sistema ortonormal

completo.

Demonstracao. Sejam E um espago com produto interno, Sy um sistema ortonormal em
E e F a familia de todos os conjuntos ortonormais em E que contém Sj. Pela inclusao
de conjuntos, temos que F é um conjunto parcialmente ordenado, e mais, F # (), pois
So € F. Seja {S; :i € I} CF totalmente ordenado.

Primeiro, vamos provar que U S; € F. De fato, se x,y € US;, entao existem 1,

iel

e iy Indices tais que x € S;; ey € S;,. Se v = y, entdo (z,y) = (zr,x) = 1, pois 5;, é
ortonormal. Se x # y, como {S; : i € I} é totalmente ordenado, segue que S;, C S,
ou S;, € S;,. Assim, temos que x,y € 5;, ou z,y € S;,. Como tanto .S;,, quanto 5;, sao

conjuntos ortonormais, segue que x | y. Portanto, como tomamos z,y € U S;, segue que
i€l
este é um conjunto ortonormal em E que contém Sy. E assim, U S; e F.
iel
Como U S; é uma cota superior para o conjunto {S; : i € I}, segue que todo
iel

subconjunto totalmente ordenado de F tem cota superior. Sendo assim, podemos usar o
Lema de Zorn sobre F, o que nos garante que existe um conjunto ortonormal S € F que

é maximal. Agora basta mostrar que S é completo.

Suponha que S ndo é completo. Entdo existe s € F, s # 0 tal que s € S*. Assim

S'=5U {ﬁ} é ortonormal, S # S e S CS’, 0 que é um absurdo, pois S é maximal.
]

Uma pergunta natural é se vale a reciproca deste teorema. Este ¢ um problema em
aberto, conforme descrito no livro [9]. Como este livro é de 2007, fizemos uma pesquisa
detalhada sobre trabalhos posteriores, e acreditamos que este continua sendo um problema

em aberto até a data de publicagao deste texto.
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3.22 0O TEOREMA DE HAHN-BANACH

A partir de agora caminharemos no sentido de demonstrar o Teorema de Hahn-
Banach. Para demonstrar este teorema, ¢ fundamental a utilizacao do Lema de Zorn 1.22.

Para isso vamos a uma definigao:

Definicao 3.11. Sejam E um espaco vetorial, G um subespaco de EF' e ¢ : G — K um
funcional linear. Dizemos que um funcional linear ¢ : F — K estende ¢ se p(x) = p(x)

para todo x € G.

Para demonstrar o Teorema de Hanh-Banach, primeiro o restringiremos ao caso

real.

Teorema 3.12 (Teorema de Hahn-Banach para espacos vetoriais reais). Sejam E um

espaco vetorial real e p : E — R uma funcdao tal que:

p(az) = ap(x) para todo a € K e todo v € E
p(z+y) < plz)+ ply) para quaisquer z,y € E

Se G C E € um subespago vetorial e p : G — R é um funcional linear tal que o(x) < p(x)
para todo x € G, entdo existe um funcional linear ¢ : E — R que estende ¢ a E e que

satisfaz p(x) < p(zx) para todo x € E.

Demonstragdo. Definimos P como uma familia de funcionais lineares definidos em subes-

pacos de E que contém G, tal que:

B ¢ : D(¢p) C E — R|D(¢) é subespago vetorial de E, ¢ é linear, estende ¢,
| G CD(®), ¢(x) = o(x) para todo x € G e ¢(z) < p(x) para todo = em D(¢)

Na familia P podemos definir a seguinte relacao:

¢1 < ¢2 = D(gbl) - D(qbg) e ¢2 estende ¢1 a D(ng)

Vejamos que esta relacao é uma ordem parcial. Para isso, devemos provar que esta

relacao ¢é reflexiva, antissimétrica e transitiva, como apresentado na Defini¢ao 1.16.

e A relagdo é reflexiva, pois, trivialmente, D(¢1) C D(¢1) e ¢1(x) = ¢1(x) para todo
x € D(¢1), ou seja, ¢; estende ¢1. Logo, ¢ < ¢;.

e A relagdo é antissimétrica, pois, se @1 < ¢y € o < ¢y, entdo temos que D(¢p1) C D(¢2)
ao mesmo tempo que D(¢ps) C D(¢), disso tiramos que D(¢p;) = D(¢3). Por outro
lado, ¢ estende @1, isto é, ¢1(z) = ¢o(x) para todo x € D(¢2) = D(¢1). Em resumo,

$1 = ¢a.
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e A relagao é transitiva, pois, se @1 < ¢g € o < ¢3, entao temos que D(¢p1) C D(¢pq) C
D(¢3). E como ¢ estende ¢1 temos que ¢1(x) = ¢o(x) para todo x € D(¢), temos
ainda que ¢3 estende ¢q, isto é, ¢o(x) = ¢3(z) para todo x € D(¢s). Logo, segue que
01(x) = ¢o(x) = ¢3(x) para todo x € D(¢y), isto é, ¢35 estende ¢;. Portanto, temos,
o1 < 3.

Da hipotese do teorema segue trivialmente que ¢ € P, ou seja, P é nao-vazio.

Para usarmos o Lema de Zorn falta mostrar entao que todo subconjunto totalmente

ordenado de P admite uma cota superior.

De fato, seja Q@ C P totalmente ordenado. A candidata a cota superior de Q é a
fungao ¢ : D(v) — R, definida por:

= U D(9) e ¥(z) = () se = € D(6)
0eQ
Vejamos que, ¢ é cota superior para Q. Seja ¢ € Q. Agora, temos que D(1)) C

|J = D(¥), e ainda, ¢(z) = ¥(x) para todo = € Di. Logo, temos que ¥ < 1.
0cQ
Finalmente podemos usar o Lema de Zorn. Dele segue que P admite um elemento

maximal, que denotaremos por . Para provarmos o resultado pretendido basta mostrarmos
que D(¢) = E. Suponha, por absurdo que D(¢) # E. Escolhemos entdo um xy € F— D(p)
e definimos ¢ : D(¢) — R por:

D(¢) = D(¢) + [wo] e d(x + tzo) = H(x) + ta

Nesta definicao, a é uma constante que serd escolhida posteriormente de forma a

garantir que ¢ € P. Queremos, por enquanto, que « satisfaca as seguintes desigualdades:

o(x) + a = ¢(xr + z9) < p(x + xp) para todo z € D(Q) e

o(z) —a= ¢(r — xg) < p(xr — x0) para todo z € D(p).

Sendo assim, temos que o < p(z + ) — @(z), e @ > @(x) — p(x — x) para todo

x € D(p). Por isso, devemos escolher av de modo que,
sup {p(w) —plz —zo)} <@ < il {p(e+ ) — G(x)}
z€D(P) zeD(p
Veja que essa escolha é de fato possivel, pois para z,y € D($) temos:

Disso segue que, ¢(y) — p(y — zo) < p(x + x¢) — P(x), para quaisquer z,y € D(P).
Portanto, podemos escolher oo dentro de tais condi¢oes. Agora, temos que:
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ox)+oy) = @lz+y)

p(z +y)

p(r+ 20 +y — 20)
(z +x0) + p(y — 20)

IA
=

e Set >0,

O(x +try) = gﬁ(t x+x0))

e Set <0,

o(x +txg) = ¢ (—t (i - 9:0))

e Set=0,

oz +tzg) = o(x)
¢

Segue entdo que ¢ € P, p < ¢ e ¢ # ¢. Mas @ é maximo. Temos portanto, um absurdo.
Logo D(¢) = E. O

Com isso podemos enunciar e demonstrar o teorema no caso geral, em que o corpo

IC é os reais ou complexos.

Teorema 3.13 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espago vetorial sobre o corpo K

ep: E — R uma fungdo, tal que:

p(az) = |a|p(x) para todo a € K e todo x € E (3.1)

p(z+vy) < plz)+ply) para quaisquer z,y € E (3.2)

Se G C E é um subespago vetorial e p : G — K é um funcional linear tal que
lo(x)] < p(z) para todo x € G, entio existe um funcional linear ¢ : E — K que estende ¢
a E e que satisfaz |¢(z)| < p(x) para todo x € E.
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Demonstra¢io. Vejamos que p(x) > 0 para todo z € E. Com efeito, de 3.2, segue
que, p(0) = p(0 + 0) < 2p(0), isto é, p(0) > 1, e consequentemente p(0) > 0. Por
outro lado, de 3.1, fazendo a = —1, segue que p(z) = p(—z). Assim sendo, temos,
2p(z) = p(x) + p(—z) > p(x + (—x)) = p(0) > 0, logo, p(z) > 0, para todo x € E.

Trataremos primeiro o caso em que K = R. Nesse caso, por hipdtese, temos que
o(z) < p(x), para todo x € G. O Teorema 3.12 garante que existe um funcional linear
@ : E — R que estende ¢ a E e que satisfaz ¢(x) < p(z) para todo x € E. Dessa
desigualdade e de 3.1 segue que, —@(x) = ¢(—x) < p(—z) = | — 1|p(x) = p(z), para todo
x € E. Logo, |¢p(z)| < p(x) para todo x € E.

Vamos entao para o caso K = C. Nesse caso E é um espago vetorial complexo
e ¢ toma valores em C. Comegamos essa demonstracao definindo 1,99 : E — R por
v1(x) = Re(p(x)) e pa(x) = Im(p(x)). Temos que ¢, e yy sdo funcionais lineares reais, e
mais, vale que ¢ = 1 +1po.Vamos chamar de Eg e Gy 0s espagos vetoriais reais subjacentes
a E e G, isto é, como conjuntos os espagos sao os mesmos, a adicao definida também é a
mesma, entretanto, a multiplicacao por escalar toma somente escalares reais. Entao ¢; e

9 sao funcionais lineares sobre Gg. Vamos entdao tomar z € Gg. Disso obtemos,
e1(x) < lpr(z)| < lo(x)] < p(z).

Do caso real, isto é do Teorema 3.12, segue que existe um funcional linear ¢, :
Er — R que estende ¢, a Eg e que satisfaz ¢;(z) < p(z) para todo x € Fg. Estudemos

agora o caso de 9. Note que para z € G,

i(p1(7) +ipe(r)) = ip(r) = @(ir) = @1(iv) + ips(iz).

Portanto yq(z) = —¢1(iz), para todo z € G. Ao definirmos ¢ : E — C,p(z) =
1 (x) — i@y (ix), segue que P(x) = p(z) para todo z € G. Vejamos que ¢ é um funcional
linear no espaco complexo E. B imediato que ¢(z + y) = @(x) + @(y) para todos z,y € E.
Dados (a4 fi) e Cex € E,

o((a+pi)z) = ¢i(ar +ifr) —ig((i(a+ Bi)r))
agi(x) + B (ix) —i(ap(iz) — Bpi(z))
= (a+ Bi)(hi(z) — i1 (i) = (o + Bi)p(z).

Por fim vamos mostrar que |@(x)| < p(x) para todo x € E. Se ¢(x) = 0, entao a
desigualdade é 6bvia pois p(z) > 0. Tome = € E tal que @(x) # 0. Entdo existe 6 tal que
o(z) = |@(x)]e?. Segue que |¢(z)] = e ¥p(x) = p(e ?x). Como |p(x)| é real, por 3.2,
temos:

[G(2)] = ¢(e™"2) = Gi(e™x) < ple™x) = e |p(z) = p(x).
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O proximo corolario é o enunciado classico do Teorema de Hanh-Banach.

Corolario 3.14 (Teorema de Hanh-Banach). Seja G um subespago de um espago normado
E sobre K =R ou C e seja p : G — K um funcional linear continuo. Entao existe um

funcional linear continuo ¢ : E — K cuja restricio a G coincide com ¢ e ||| = ||¢|l-
Demonstracao. Definimos:
T:F—-R

I(z) = [l

A seguir, vamos provar duas propriedades de T'. Se k € K, segue que
i T(kx) = llellllkll = llell (K] - [lz]) = [k[T ().
i. T(z+y) = llellllz +yll < llell Uzl + llyll) = el - Izl + lell - lyll = T(x) + T(y)
Como ¢ é funcional linear continuo, vale para todo z € G que
()] < lloll - [lzll = T()
Do teorema anterior, existe um funcional linear ¢ : £ — R, tal que

[P(@)] < llellllzl = T(z).
Assim, segue que [of < [[].
Por outro lado, [p(z) = |@()| < [|2] - [[#]| para todo = € G- Logo, ||| < [[&].

Portanto, ||¢|| = ||2]|-
Il

Conforme vimos, o Lema de Zorn implica o Teorema de Hanh-Banach. Um pergunta
natural é, se nesse caso, vale a reciproca. A resposta é nao, ou seja, o Teorema de Hanh-
Banach nao implica o Lema de Zorn. Em 1964, Halpern provou que o Teorema do
ultrafiltro (um resultado classico de topologia geral) nao implica o Axioma da Escolha e
consequentemente, nao implica o Lema de Zorn (e ja é bem conhecido da teoria basica
de topologia geral que o Lema de Zorn implica o Teorema do ultrafiltro). Em 1951, Lo$
e Ryll-Nardzewski provaram que o Teorema do ultrafiltro implica o Teorema de Hahn-
Banach. Finalmente, em 1974, Pincus provou que o Teorema de Hanh-Banach nao implica
o Teorema do ultrafiltro. Sendo assim, valem as implicagoes abaixo, mas nao valem as

implicacoes reversas:

Axioma da Escolha = Teorema do ultrafiltro = Teorema de Hahn-Banach.

As referéncias e as descrigoes destes resultados podem ser encontradas em [1].



1]

2]
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