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Resumo

Exploramos a teoria das Transigoes de Fases Quanticas Dinamicas (DQPTs, do inglés Dynamical
Quantum Phase Transitions), em busca de um anélogo fora do equilibrio para as Fases de Grif-
fiths Quanticas. Isto é feito tomando a cadeia XX desordenada (dXX) como modelo exploratorio.
Aplicando uma transformagao de Jordan-Wigner, tratamos o modelo equivalente: férmions livres
com hoppings aleatérios. Obtemos uma solugao geral para protocolos de témpera a partir do es-
tado fundamental entre hamiltonianos free-fermion em fases desordenadas arbitrarias, no regime

de half-filling; o resultado ¢ o determinante de uma matriz %XL sendo L o nimero de sitios da

9
cadeia, o que inviabiliza em grande parte uma interpretagao fisica dos mecanismos envolvidos na
dinamica, apesar de reduzir a complexidade do problema original, cujo espago de Hilbert é de
tamanho 2. Para dirimir a dificuldade interpretativa, dois resultados analiticos exatos sao deriva-
dos: a témpera (do inglés, quench) entre hamiltonianos XX, cada um deles caracterizados por dois
acoplamentos alternados - mas de valores fixos - que ilumina o problema do sistema “limpo”, e
um resultado particular do caso desordenado que se mostra ttil em vérias circunstancias praticas.
Nossos resultados numéricos sugerem a existéncia de uma DQPT de Primeira Ordem. A resposta
positiva a existéncia dessas transi¢oes dinamicas para este modelo desordenado ¢ um dos poucos
exemplos de tal natureza, quicé o tinico, até entao apresentado na literatura.

Palavras-chave: Elétrons fortemente correlacionados, amplitude de Loschmidt, SDRG, grupo
de renormalizagao, dinamica exata, modelo XX, desordem de ligagao, sistemas criticos, fase de

Griffiths, DQPT, transicoes de fase quanticas dinamicas.



Abstract

The theory of Dynamical Quantum Phase Transitions (DQPTS) is explored in search of some
nonequilibrium analogue for the so-called Quantum Griffiths Phases. That is done by taking
the disordered XX chain (dXX) as exploratory model. This problem is equivalent to that of free-
fermions with random hoppings, as can be obtained via Jordan-Wigner transformation. We obtain
a general solution for quench protocols between arbitrary equilibrium phases with generic random
free-fermion models whose ground state is given at half-filling; given that the result is given by a

éxé matrix’ determinant, where L is the number of chain sites, the immediate physical interpre-

2
tation of the dynamical mechanisms is unclear, even though we have reduced the complexity of
the original problem (a 2L-sized Hilbert space). In order to suppress interpretational difficulties,
two exact analytical results are derived: the quench between two XX chains, each of them char-
acterized by two alternating - but fixed - couplings, sheding some light over the “clean” system;
the other result is a particular case of the quench between disordered systems that turns out to be
useful in various practical circumstances. Our numerical results suggest the existence of a First
Order DQPT. The positive answer to the existence of such dynamical transitions for the chosen
disordered model is but one of a few, if not the only, that were presented in the literature.
Keywords: Strongly correlated electrons, Loschmidt amplitude, SDRG, renormalization group,
exact dynamics, XX model, bond disorder, critical phenomena, quantum Griffiths phase, DQPT,

dynamical quantum phase transitions.



1 Introducao

A dindmica de sistemas quénticos fechados com muitos corpos tem atingido patamares exper-
imentais basilares para que o estudo de sistemas fora do equilibrio possa florescer em um ritmo
mais acelerado; tais feitos dos chamados simuladores qudnticos [1-4] advém da impressionante
capacidade e precisao com que atualmente é possivel controlar a matéria em nivel quantico. Isto é
salutar, pois a fisica dos fendmenos transientes é rica e ainda permanece consideravelmente descon-
hecida quando contrastada com os fenémenos de equilibrio [5, 6]. Dito de outra forma: a mecénica
estatistica do equilibrio se encontra em firmes fundacgoes e grande parte da investigacao do que
estd além do escopo da termodindmica permanece pouco explorado. Estratégias convencionais
nao sao aqui aplicaveis: funcoes de particao e principios norteadores como a maximizacao de en-
tropia ainda permanecem conceitos elusivos nessa area. Algumas perguntas sao inevitaveis: de que
caracteristicas dinamicas e parametrizéaveis (i.e., propriedades do hamiltoniano em si) depende a
termalizagao 7|7 Poderao existir classes de universalidade [8-17]7

Dentro da termodindmica usual, técnicas formidaveis como Grupo de Renormalizacao e o Boot-
strap Conforme [18-24] servem como paradigmas direcionadores e ao mesmo tempo “explicam” o
fenomeno de universalidade. Além das chamadas transicoes de fase classicas, que ocorrem a tem-
peraturas finitas, os tltimos 40 anos viram a sintese de ideias de uma nova classe de transicoes - as
chamadas transi¢oes de fase quanticas - que podem ocorrer a temperatura nula [9, 10, 14]. Nesse
interim, muito foi feito no intuito de aproveitar essas noc¢oes nos fendmenos em regime transiente
[25-30]. De fato, o entendimento da dindmica pode contribuir para varios fenémenos modernos
que certamente moldarao o futuro da sociedade: a hipdtese de termalizacao, a questao da coerén-
cia quantica, os pulsos ultracurtos e a propria fisica dos gases ultrafrios [31-39]. Mas além de
buscar entender como os fendémenos transientes enfim se desenrolam em situagoes de equilibrio,
temos fenoémenos transientes (ou nao) nos quais quantidades fisicas tornam-se nao analiticas ou
singulares como funcao do tempo: essa classe de fenémenos formalizados pela primeira vez por
Heyl e colaboradores [40] foi batizada de Dynamical Quantum Phase Transition, abreviada como
DQPT, (em portugués, Transi¢oes de Fase Quénticas Dindmicas). A figura central nas DQPTs é
a chamada Loschmidt Echo, que como os autores pioneiros corretamente reconheceram?, tem um
papel dindmico anédlogo ao da funcdo de particao de fronteira [41], que é definida no equilibrio,
conforme discutiremos no capitulo 2.

Outro universo de grande progresso recente e de comparavel beleza é o dos sistemas desorde-

nados [42—44]. A fisica de baixas dimensoes, em vérias situagoes, é particularmente sensivel a agao

2Nao foram os primeiros, mas tém o mérito de haver explorado a analogia até suas tltimas consequéncias.



de impurezas [42, 45, 46], sendo assim palco de comportamentos extremamente distintos quando
comparados aos sistemas “limpos”. As transi¢oes de fase “termodinamicas” para sistemas desorde-
nados ¢ ainda um topico de grande interesse, mas suas principais ideias estao relativamente bem
estabelecidas em vérios cenarios®. Um avanco fundamental na apreciacao tedrica desses sistemas,
originalmente destinado & compreensao de modelos magnéticos desordenados (como os modelos
de Ising e de Heisenberg [46, 47]), foi a introdugao do Strong Disorder Renormalization Group
(SDRG, em portugués: Grupo de Renormalizagdo de Desordem Forte) [48] o qual serviu de base
para intumeros resultados na érea. Particularmente, o SDRG orienta na compreensao dos varios
fendmenos originados pela presenca de regioes raras, sendo um dos mais importantes a emergéncia
de uma Fase de Griffiths de equilibrio [14, 44, 49|, que tem como extraordinaria caracteristica a
existéncia de uma regiao de criticalidade proxima & temperatura critica do sistema - temos um
continuo de temperaturas que tornam a funcao de particao nao-analitica.

Nosso trabalho objetiva contribuir com a teoria das DQPTs investigando a possibilidade de
um analogo fora do equilibrio para o fenomeno da Fase de Griffiths de equilibrio, a partir da
exploragdo do modelo unidimensional XX desordenado (dXX). O trabalho esta dividido em 3
partes: 1) motivagao e revisao dos assuntos-chaves [capitulos 2 e 3|, 2) contribuigoes originais®
[capitulos 4 e 5| e 3) consideragoes finais. Conta ainda com dois apéndices expondo técnicas
centrais. O capitulo 2 inicia com a noc¢ao de fungao de partigao, seguido de uma breve exposigao
sobre Zeros de Fisher e finalizando com uma pequena digressao a respeito das transi¢oes de fase
em equilibrio. Ainda nesse capitulo, discutimos o papel da desordem e apresentamos nogoes gerais
dos sistemas com desordem fixa® além da Fase de Griffiths Quantica no contexto do modelo XX
desordenado. No capitulo 3 tratamos dos conceitos centrais das Transi¢oes de Fase Quéanticas
Dinémicas, primeiro definindo a ideia de modo geral e depois exemplificando com o modelo Ising
unidimensional em campo transverso, conforme feito pelos pioneiros da area. O capitulo 4 traz
resultados metodologicos basilares para nossa exploracao, exibindo uma forma fechada geral para
témperas de sistemas de férmions livresS, apresentando a ideia dos ciclos/loops e finalizando com
a aplicagao do SDRG ao problema. O capitulo 5 apresenta resultados exatos para a cadeia XX
“limpa”, bem como dados de simula¢des numéricas que indicam a existéncia de uma Fase de Griffiths

Din&mica. Os resultados sao comparados ao modelo efetivo, obtido via SDRG, que é adotado para

3Ver Ref. [44] e artigos referenciados no trabalho.

40s resultados originais foram obtidos em colaboracdo com o Prof. Dr. José Abel Hoyos Neto, e estdo sendo
finalizados. Pretendemos submeté-los para publicagdao, em breve.

SEm inglés, o que chamamos desordem fixa costuma ser denominado “quenched disorder” e traduz a ideia de
uma desordem inerente & estrutura do sistema, que nao se esvai com o tempo. Tipicamente isto significa que o
hamiltoniano é dotado de aleatoriedade nas escalas de energia que definem sua estrutura.

6Tsto exaure as nossas necessidades nesse trabalho, visto que a equivaléncia entre a cadeia dXX e um sistema de
férmions livres é garantida pela ja citada Transformagao de Jordan-Wigner (veja Apéndice A).



iluminar o caso desordenado. No capitulo 6 delineamos as tultimas consideracoes e sugerimos
abordagens futuras para os problemas posto ou correlatos. O Apéndice A traz a aplicacao da
Transformagao de Jordan-Wigner a cadeia dXX, enquanto o Apéndice B apresenta o SDRG no

contexto desse mesmo modelo.



2 Sistemas em equilibrio

A quantidade central em qualquer problema de mecénica estatistica de equilibrio é a funcao de
parti¢do Z (f3), que pode ser definida como a soma dos pesos de Boltzmann sobre todas configu-

ragoes de energia do sistema [50, 51] i.e.,
Z(B)=Tr(e ) =>"Q(e)e ™, (2.1)

1
k5T

a degenerescéncia de cada energia e do sistema e e ?¢ os acima referidos pesos de Boltzmann. A

sendo H o hamiltoniano do problema, § = em que kp é a constante de Boltzmann , € (¢)
funcao de particao contém toda informacao observéavel possivel a respeito do sistema que se deseja
estudar em equilibrio termodindmico. Para alguns problemas em que estados de fronteira sao

essenciais, temos as fungoes de particao de fronteira
Zap (R) = (Ul e W), (2.2)

que descreve uma teoria de campo definida por H com fronteiras dotadas de estados de borda |V, )
e |Wy) separados por R [41]. Observe que R substitui o fator (3, e nesse caso pode representar uma
distancia espaco-temporal, conforme o formalismo relativistico.

De modo geral, a avaliacao exata das funcoes de particao para a maioria dos sistemas in-
teragentes é conhecida para um ntmero limitado de casos particulares - usualmente envolvem
hamiltonianos que possam ser colocados em equivaléncia com problemas nao interagentes os quais
sao diagonalizados de forma exata. Isso motivou o surgimento de abordagens aproximadas em
geral, como o ja mencionado Grupo de Renormalizagao, mas também muitas vezes é possivel obter
resultados “indiretos” que conduzem a teoremas mais abrangentes. Nesse universo estao inseridos
os celebrados Teoremas de Lee-Yang, sendo que um dos seus resultados [50-52| tem por consequén-
cia que a grande funcao de particao de um modelo estatistico dotado de interacoes ferromagnéticas,
quando estudado como fun¢ao do campo magnético externo, aplicado em particular para o Mod-
elo Ising Classico, prevé uma estrutura de zeros que sempre pode ser mapeada & circunferéncia
unitaria no plano complexo. Assim sendo, se a grande fun¢ao de particdo nao tem zeros reais, a

- 0 que priva o sistema de uma transicao de fase. No

energia livre é analitica em todo seu dominio
entanto, caso haja zeros reais positivos, cada um deles corresponderia a um parametro critico em

que ha transigao.

"A regido de interesse, na termodinamica, geralmente é a dos valores positivos reais.



No mesmo espirito de proceder com a extensao analitica e estudar as propriedades no plano
complexo, Fisher [11, 53| continuou a temperatura inversa para todo o plano complexo; assim,
digamos que Z seja a fungao de particao dependente da temperatura inversa § e z um nimero
complexo: Fisher estudou a extensdo Z(f3) — Z(z). Conforme o tamanho do sistema cresce sem
limites, os zeros dessa funcao, denominados zeros de Fisher, podem tocar o eixo real.

Em uma dimensao, a energia livre por particula é

etz (2.3)

8. Recordemos que para tamanhos finitos os zeros de Fisher nao

sendo L o tamanho do sistema
sao reais” - o limite termodinamico é um ingrediente essencial para transicoes no equilibrio. Dessa
forma, lancando méao do Teorema da Fatoragdo de Weierstrass [54| para representar a fungao de

particao como o produto entre um polinémio e a exponencial de uma func¢ao inteira, temos

o1 z
f(z)=—=lim— [ h(z) + g In{1——)], (2.4)
L—oco L - Z]
j
sendo h(z) uma funcdo inteira e z;’s sdo os zeros da funcdo de parti¢do, os chamados zeros de
Fisher associados. No estudo de transicoes de fase, apenas a parte nao analitica sera de interesse,
e quando passada ao continuo teremos z; — Z uma varidvel continua podendo assim escrever a

parte singular f*(z) como

z

F(2) = — / azp(z)n (1-2). (2.5)

em que a funcao p é a densidade dos zeros na regiao dz do plano complexo. E interessante notar

a seguinte correspondéncia: defina

o) =~ [ a1 2| =R (7o)}, (2.6)

e note que para z = u + i a fun¢do In|z| é justamente a Fungao de Green para o problema
eletrostatico bidimensional

VEg(2) = —2mp(2), (2.7)

2 2 . . . .
sendo V? = % + %. Isto nos permite concluir que o comportamento da energia livre nos pontos

8Observe a auséncia do fator kT, utilizado na termodinamica “usual”. Fazemo-lo propositalmente, motivando
de imediato a generalizagao adotada no tratamento de DQPTs.

9No entanto, no caso de transicoes dindmicas veja o resultado obtido na secdo 5.2.2 em que zeros para qualquer
tamanho L da cadeia podem acontecer.



criticos é inteiramente equivalente aquele de um potencial eletrostatico em, e.g., uma superficie de
contorno. Tomando o limite termodindmico, os zeros de Fisher agora nao estao necessariamente
restritos aos circulos de Lee-Yang conforme pode ser visto, e.g., na Ref. [55], e eles podem formar
linhas ou ainda se adensar em areas no plano complexo. Essas linhas e areas, quando descontinuas,
sinalizam o comportamento nao-analitico da funcao de particao complexa: a indicacao direta de
uma transicao de fase termodinédmica, como ja sugerimos, é a aproximagcao dos zeros de Fisher ao
eixo imaginario; no modelo Ising ha um tnico zero dessa natureza: z = kBLT [10]. A exploragao de
zeros que cruzam o eixo real leva & questao das transi¢oes dinamicas, que definimos no capitulo 3.

Antes porém, convém relembrar das transi¢oes de equilibrio e sua classificagao.

2.1 Transicoes de fase de equilibrio

Transi¢oes de Fase sao uma das principais maneiras pelas quais a natureza exibe sua com-
plexidade. Embora muito dificil de definir com generalidade e precisao, podemos dizer que uma
transicao de fase marca a diferenciacao do comportamento de um sistema visto como um todo;
geralmente esse sistema ¢ composto por muitos corpos, agentes ou particulas, tornando natural
buscar assinaturas de uma transicao de fase no comportamento coletivo daquele sistema. Os ex-
emplos vao desde fendémenos “triviais”, cotidianos, como a solidificacao da agua até conexoes entre
usudrios de redes sociais [56]: toda essa ampla gama de problemas apresenta fendmenos emergentes
e transicoes de fase encontradas no estudo desde altas energias até a Fisica da Matéria Conden-
sada. O universo em seus primeiros instantes de vida passou por intimeras transigoes de fase a fim
de que toda a histéria que conhecemos pudesse enfim ser por nés conhecida. Quando estudamos
as temperaturas muito baixas, comportamentos pouco convencionais dao origem a novas fases da
matéria [10]. A fim de conceber uma teoria robusta que explicasse tais fendmenos, a comunidade
cientifica desenvolveu metodologias que agora sao basilares em praticamente toda a fisica contem-
poréanea - como teoria de escala e grupo de renormalizacao. Por isso, discutiremos em linhas gerais

os principais aspectos da teoria de transicoes de fase classicas e quénticas.

2.1.1 Ideias gerais das transicoes de fase classicas

Quando pensamos em termodindmica, a mudanca dos comportamentos emergentes que da
origem a fenémenos macroscopicos distintos pode ser registrada através da andalise do espaco de
estados. O exemplo mais simples possivel é o diagrama P-V de um géas ideal [50], i.e., um grafico

no qual a cada valor de temperatura é possivel associar por exemplo uma curva isotérmica na



qual a pressao e o volume se comportam de acordo com o vinculo de temperatura constante
ou de auséncia de trocas de calor (dando origem a curvas adiabaticas), podendo ser mutuamente
alterados continuamente, tendo seus valores dispostos nos eixos x e y respectivamente. Imaginando
que esse gas corresponda a vapor de dgua que se encontra a uma densidade baixa (ou quase
equivalentemente, baixa pressdo) e temperatura alta o suficiente para que esse vapor exista em
primeiro lugar, podemos fazer o experimento mental de resfriar uniformemente todo o espago que
envolve o gas, até que esse gas comece a se transformar em um liquido. Se coletarmos os dados
termodinamicos desse sistema, algo notavel sera visto: apo6s atingir uma certa temperatura, o vapor
comega a expelir energia violentamente, sem no entanto variar aquela temperatura da transicao.
Essa transigao, portanto, ¢ dotada do que se chama calor latente, e a classificagdo moderna [57]
das transicoes de fase denomina esse tipo de transicao transicoes de primeira ordem. Podemos
ainda mensurar o quao resistente a variacao de temperatura é o nosso sistema, mediante um certo
acréscimo de energia, sob condigoes as mais variadas, como pressao ou volume constantes - e
isso nos dé as respectivas capacidades térmicas, e por consequéncia os calores especificos. Tudo
isso nos diz, primeiro diretamente, como o sistema responde a certas perturbagoes quase-estdticas
e em segundo lugar, de maneira indireta, como o sistema se organiza internamente. Afinal se
colocarmos um cubo de gelo em um plano inclinado sujeito & gravidade, e contrastarmos esse
comportamento com o da &gua liquida escorrendo sobre o mesmo plano, poderemos inferir que
as particulas constituintes daquelas substancias, mesmo que idénticas, se arranjam e interagem
coletivamente de formas bem distintas, respondendo diferentemente aos mesmos esforgos externos.

Entretanto, existe um certo conjunto especial de valores de pressao e temperatura nos quais a
transicao liquido-vapor de dgua se comporta de outra forma; para uma temperatura 7, = 647.096 K
e pressao P. = 22.064M Pa temos um ponto critico no diagrama P — T da agua [58]. Aqui nao
temos calor latente mas temos um calor especifico divergente, e ao fim da transi¢do (isto é, se
prosseguirmos aumentando a temperatura ou a pressao) a distin¢ao entre liquido e vapor ¢ sutil®.
O calor especifico nessa transicao é uma quantidade nao-analitica e carrega uma assinatura de sua
ocorréncia. Para explicar esses e outros fendmenos dentro do que se convencionou chamar fend-
menos criticos a comunidade cientifica se esfor¢ou e contruiu um arcabouco teérico extremamente
preciso para lidar com as dificuldades que esse tipo de problema carrega.

A Teoria de Landau das Transigoes de Fases [10, 51| foi um dos primeiros paradigmas funda-
cionais da teoria moderna das transicoes de fases e pode ser visto como uma versao melhorada

das abordagens de campo médio devido a van-der-Walls e Curie-Weiss [51]. Uma ideia central

0FExiste uma crenca generalizada em muitos livros-texto que as diferencas nio existem a partir de certos valores
P e T. Porém, veja o trabalho de Fisher e Widom https://doi.org/10.1063%2F1.1671624 para uma discussdo mais
refinada.



¢ a de pardmetro de ordem, uma grandeza termodinamica que ¢ zero na fase desordenadalle
diferente de zero na fase ordenada. A Teoria de Landau consegue apreciar o fenémeno de uni-
versalidade, que é a observagao que varios modelos com detalhes microscopicos diferentes dao
origem aos mesmos comportamentos para grandezas termodinamicas préoximo a um ponto critico
[8, 51]. Tais comportamentos sao governados por certos expoentes criticos, os quais descrevem os
comportamentos assintoticos acima referidos, tipicamente mediante leis de poténcia, e.g., o calor
especifico ¢ ~ |T — T.|**sendo « seu expoente critico. O calor especifico ¢ um exemplo comum
de comportamento divergente, e podemos argumentar que essas divergéncias denunciam o fato de
correlagoes tornarem-se de longo alcance: isto é, o comprimento de correlagao espacial & diverge
como & o« |r|™7, onde r = T — T, é a distancia do ponto critico. Nesse sentido, uma correlagao
infinita faz com que o sistema pareca homogéneo mediante transformacoes de escala arbitrarias'?,
dando origem a um comportamento fractal [8]. Decorre dai que esperamos ordem de logo alcance
para sistemas criticos, e isso pode ser apreciado pelo comportamento das funcdes de correlagao,
que iremos expor brevemente na préoxima secao.

Mencionamos finalmente que a teoria de Landau falha quantitativamente em prever os valores
dos expoentes criticos quando os sistemas tem dimensao inferior & chamada dimensao critica supe-
rior |8, 51]. Se a dimensionalidade do sistema ¢ superior a esse valor, as flutuagées no parametro
de ordem - que burlariam o sucesso da teoria de Landau - nao sao importantes para o comporta-
mento critico. Se a dimensionalidade esta entre as chamadas dimensao critica inferior e superior,
ainda ha transicao mas a aproximacao de campo médio também nao descreve com acuracia. Para
sistemas com dimensao inferior & critica inferior, temos flutuagoes tao fortes que a fase ordenada é
completamente apagada do “espaco de opgoes” do sistema - isso significa que nao pode haver tran-
sicao de fase a temperatura nao nula para aquela dimensionalidade do sistema. Essa dependéncia
dimensional pode ser apreciada através do Argumento de Landau-Peierls e entendida como uma
competicao entre as flutuagoes de energia e entropia do sistema. Seguindo Cardy [8], imagine que
temos um sistema unidimensional ferromagnético com L sitios a uma temperatura 7" e suponha
que o custo energético para inverter a orientacdo de qualquer spin (realizar um spin-flip e criar

uma parede de dominio) seja da ordem de J, i.e., O(J). As flutuagoes térmicas podem induzir um

HExiste uma dificuldade no uso do termo “desordem” quando estamos abordando sistemas desordenados simul-
taneamente a teoria das transigoes de fases. O leitor pode usar a seguinte regra: se os termos “desordenado” e “sujo”
puderem ser intercambiados sem prejuizo & sua compreensao, significa que estamos falando da “quenched disorder” e
isto significa presenga de impurezas; caso contrario, trata-se de uma fase de algum modelo/sistema que se encontra
em discussao.

12Vale notar que o comportamento critico depende da dimensionalidade do sistema, podendo ser o caso de
apresentar divergéncias logaritmicas no lugar de leis de poténcia. Nao nos debrugaremos a esse respeito no texto.
Para mais informagoes, veja https://doi.org/10.1016%2F0550-3213%2872%2990279-9 e Ref. [8].

13Na verdade, em muitos casos é mais forte do que isso, temos invariancia conforme. Veja [8, 21].



spin-flip e assim a energia livre sofrerda uma variagdo AF ~ O(J) — kT In Q). Mas o nimero de
configuragoes compativeis com esse spin-flip é justamente €2 = L, devido a homogeneidade. Isto
significa que para L suficientemente grande e T finita AF < 0. Assim o ordenamento ferromag-
nético nao poderia ser um minimo da energia livre, tornando-se portanto um arranjo instéavel a
temperaturas finitas. Dito de outra forma, a entropia sé pode perder se T' = 0. Em contraste,
para duas dimensoes, criar uma parede de dominio significa flipar uma cadeia de spin, fechada,
de tamanho ¢, e exige um custo O(¢J). O numero de configuragoes corresponde ao niumero de
caminhadas aleatoérias autoevitantes, fechadas e de tamanho ¢. Esse niimero é certamente menor
do que 4¢ considerando uma rede quadrada ou, equivalentemente, supondo que a caminhada tenha
ntmero de coordenagio 44, de modo que InQ < ¢In4, donde podemos inferir (corretamente) que
existe um namero p < 4 tal que AF ~ O(J{) — kgT?¢In pu. Dessa forma, para T suficientemente
baixa vemos que essas paredes causam AF > 0, o que significa que a fase ordenada de fato é
estavel, e deve haver uma transicao a T, ~ O(J)/kp. Entretanto, a T' = 0 podemos apreciar outro

tipo de transicao, as denominadas transicoes quanticas que exploramos brevemente a seguir.

2.1.2 Transicoes de fase quanticas

A presente segao ¢ fortemente baseada na abordagem da Ref. [10]. Considere um hamiltoniano

Ising quantico sujeito a um campo transverso, em dimensao d numa rede hipercibica tal que

PEEPI ] 28

<i,7>

H

sendo g > 0. < 1,7 > vincula apenas sitios ¢ € j que sao primeiros vizinhos, e as matrizes de Pauli,

na base diagonal de 0%, sao dadas por

., (01 y_ (0 =i _(1 0
J_<1 0)’J_<z‘ 0)’ (0—1)' (29)

Vamos explorar alguns valores do parametro g a fim de evidenciar uma transicao de fase quantica.
Se g = 0 recuperamos o Ising livre de campos externos e naturalmente H sera diagonal na base
dos autovetores de o*. No entanto, para g # 0 os operadores ¢” provocarao spin-flips em um sitio.

Para g = 0 o estado fundamental é degenerado: uma funcao de onda com todos spin up ou

todos spin down é igualmente boa. Para |g| # 0 < 1 haverd uma pequena perturbagao, e a

HTsto é, estando em um ponto da rede quadrada, cada passo permitido se da para cima, para baixo, esquerda ou
direita.



correlagao de longas distancias é (para qualquer dos vetores no estado fundamental dubleto)

lim (0|07 |0) = Ng, (2.10)
|;—x | —o00
sendo Ny a magnetizagao espontanea do estado fundamental - que é 1 para g = 0.

Se agora |g| > 1 o termo transverso domina e, em ordem zero, o estado fundamental ¢
0) =111, (2.11)
J

sendo, na base longitudinal

- (Im); ;5 1)) | 012)

(1, = 14),)
|<—>j = T, (2.13)
os dois autoestados de o7 com autovalres 1 e —1 respectivamente. Devido a essa falta de correlagao
total entre sitios distintos, o estado fundamental em ordem zero produz (0| ofo? [0) = d;. De
maneira mais precisa, esperamos que se |0) é o estado fundamental exato no regime |g| > 1, as

correlagoes permanecam de curto alcance e se comportem como

(0| o702 |0) ~ exp (-@) : (2.14)
sendo £ o comprimento de correlacao definido na se¢ao anterior.

A mudanca abrupta entre esses estados fundamentais sugere que nao ha uma transformacao
analitica em funcao de g que mapeie os mesmos entre si; deve existir um valor critico g. no qual
o comportamento das correlagoes se modifique descontinuamente. De fato, para uma rede de
tamanho infinito o gap'® é nao nulo para todo g # g. e vai a zero para g = g., produzindo assim
mais uma manifestacdo de criticalidade: um espectro de excitacoes sem massa'®.

Apos “sobrevoar” algumas caracteristicas das transi¢oes quanticas, é preciso uma resposta mais
clara: afinal, qué é uma transicao de fase quantica? Estaremos particularmente interessados nas

chamadas transicoes de sequnda ordem, que basicamente sao aquelas em que o gap vai a zero no

15Energia necessaria para produzir excitacdes para estados vizinhos préximos, tipicamente contabilizada a partir
do estado fundamental.

160 jargdo “espectro sem massa” faz sentido posto que & ~ %, sendo m a escala de massa envolvida na teoria de
campo. Se m — 07 naturalmente £ — oo, que é uma das assinaturas da criticalidade.
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limite termodinamico, conforme g — g.. Na verdade, se o gap é A, observa-se que nas vizinhangas
de g — g. = 0 0 mesmo se comporta como
A~ g = g™ (2.15)

?

sendo zrv mais um expoente critico - que geralmente, como no caso classico, ¢ universal. Além
do gap nulo, todas propriedades a respeito do comprimento de correlacao que foram discutidas
na secao anterior, correspondem a caracteristicas definidoras das transi¢oes quanticas de segunda
ordem.

Rigorosamente as Transicoes de Fase Quénticas ocorrem apenas a 7' = 0. No entanto, é
possivel capturar assinaturas e consequéncias desse ponto critico em uma regiao de temperaturas
finitas, analisadas para pequenos valores de |g — g.|. Nesse sentido, hé essencialmente dois cenérios
possiveis: a Unica transi¢cao se da para T = 0 ou existe uma regiao na qual 7" > 0 em que hé
transigoes, sendo que essa regiao “morre” no ponto 7' = 0 e g = g.. Note que a temperaturas finitas
temos duas escalas relevantes de energia: A e kgl'. Comparando-as, o seguinte diagrama de fases
é obtido:

A
T
Quantum
S Critical =
"‘_‘_-"‘ k‘ng > & ",f
\\ “'.
A > kgT LA A > kT
\ f
A
® >

Figura 1: Diagrama de fase tipico para uma transicao de fase quantica. Retirado do capitulo 1 da

Ref. [10].

2.2 Efeitos de desordem
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A presenca de impurezas traz grandes desafios na vida de fisicos experimentais que desejam
sintetizar um material cujos 99,999% de pureza sao fundamentais para um determinado fim; mas
ao mesmo tempo, a impureza (ou dopagem) [59] pode ser o ingrediente que faltava para dotar de
alta condutividade um material até entao isolante. O fato é que, por bem ou por mal, a natureza
estd saturada de ingredientes que contrariam alguns aspectos da “limpeza” dos sistemas que a
compoem. Isso algumas vezes pode ser o fim de um estado da matéria, suprimido pela presenca
de aleatoriedades, e até mesmo o fim de uma transigao de fase [14, 44]. Mas ao mesmo tempo, as
impurezas surpreendem com carecteristicas sem contrapartida num universo “limpo™ a Localizagao
de Anderson [42], Localizagdo de Muitos Corpos |7], os “Vidros de Spin”!" e a Fase de Singletos
Aleatorios [60].

A fim de “encontrar ordem na desordem”, vamos discutir os efeitos de desordem que serao
responsaveis por originar as chamadas Fases de Griffiths [44], primeiro apresentando e aplicando
o Critério de Harris primeiro em um contexto classico - o qual Griffiths abordou em seu trabalho
seminal [49] - e em seguida no mundo de baixas temperaturas, um mundo de efeitos quanticos por

exceléncia.

2.2.1 Critério de Harris

Uma recente e sucinta revisao a respeito de sistemas quanticos de muitos corpos e os efeitos
de desordem ¢ devido ao Prof. Dr. Thomas Vojta e pode ser encontrada na Ref. [44]'®. Citamos
esse trabalho dado que é do nosso interesse tratar apenas desordem fixa - como ja mencionamos -
especificamente falando, da desordem de ligagao/acoplamento, que em alguns casos guarda corre-
spondéncia com os efeitos de “massa aleatéria”!®. Esse tipo de desordem nao destréi a estabilidade
das fases do bulk, mas pode desestabilizar as transicoes devido a existéncia de dominios locais que
possuem uma fase distinta daquela do bulk do sistema. Nossa fisica de interesse aqui é justamente
essa dos dominios locais.

Para obter um critério norteador a respeito da influéncia que a desordem de massa aleatoria
ocasiona, seguimos o belo argumento devido a Harris [62]: imagine que o sistema ¢é dividido em

blocos cujos tamanhos sao iguais ao comprimento de correlagao &; devido a presenca de desordem,

"Em inglés, Spin Glasses. Veja o excelente texto introdutério de K. H. Fisher e J. A. Hertz “Spin Glasses” pela
Cambridge University Press.

18 A Tese de livre docéncia do Prof. Dr. José A. Hoyos Neto é uma 6tima referéncia para uma breve sintese historica
da evolucao das ideias aqui tratadas, além de abordar o interessantissimo problema de sistemas com desordem e
dissipagdo. O acesso é aberto e pode ser encontrado em http://repositorio.ifsc.usp.br/handle/RIIFSC/5991.

YQutro tipo de desordem, a de campo aleatorio, ndo sera do nosso interesse, mas vale recordar a existéncia do
critério de Imry-Ma. Para mais detalhes veja a Ref. [61].
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cada bloco tem sua propria temperatura critica. O “truque” é comparar o desvio-padrao AT,
dessas flutuagdes de temperaturas criticas com a distancia global |T'— T.| ao ponto critico do
sistema limpo: desde que AT, < |T'—T,| todos os blocos estardo na mesma fase e o sistema
é aproximadamente uniforme, mas caso contrario havera blocos em fases opostas aos “lados” da
transicao em 7,.. Ora, mas como nossos blocos tem, por construcao, desordens independentes, o
teorema do limite central [50, 51| nos garante uma dispersao normal, a qual é da ordem da raiz
do inverso do volume do sistema d-dimensional, i.e. AT, ~ &=%2; por outro lado, o sistema limpo
tem um comprimento de correlagao que diverge como & ~ |T — T,|”" proximo a transi¢ao, sendo
v o expoente critico do sistema limpo. A inconsisténcia do ponto critico é garantida, portanto, no

limite 7" — T, desde que o Critério de Harris
vd > 2, (2.16)

seja violado. Vale chamar atenc¢ao para dois fatos: (i) o critério de Harris é necessdrio mas nao
suficiente para garantir estabilidade, dado que o mesmo é “cego” para detalhes em escalas finitas
que podem influenciar na transi¢ao® e (ii) esse argumento essencialmente classico continua valendo
para transi¢coes quanticas porque a desordem fixa varia apenas no espago e nao no eixo de tempo
imaginario.

Vemos assim que para certos casos, a desordem é irrelevante no sentido de renormalizacao.
Mas estamos justamente interessados nos casos em que ela é importante. O paradigma central que

exemplifica essa relevancia & justamente o de regioes raras.

2.2.2 Regioes raras

O critério de Harris sugere uma forma (natural) de classificar a “forga” da desordem mediante
um “zoom-out” ou coarse graining: observar o sistema em escalas cada vez maiores?! e ver o que
acontece. A primeira opc¢ao é quando a desigualdade é satisfeita, e nada de novo acontece: a fisica
macroscopica da transicao é a mesma do sistema limpo. Se a desigualdade nao é satisfeita temos
os casos marginais - que fogem do nosso interesse - e os casos em que a desordem tem um papel

finito?? ou infinito. Nossa fisica nesse trabalho esta fortemente baseada na situacao em que o coarse

20Ver referéncias 74 a 76 da Ref. [44] para mais detalhes.

21E claro, no sentido da teoria de escala/grupo de renormalizagio.

22 Aqui as médias ndo convergem completamente no limite termodinamico: a largura de suas curvas mantém
um tamanho finito. Isso tem como consequéncia uma mudanga nos expoentes criticos - mas o decaimento por lei
de poténcia permanece. Esse assunto é melhor explorado no trabalho de Ibrahim e colaboradores, que pode ser
encontrado em Phys. Rev. F 90:042132.
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graining nao consegue evitar a desordem: pelo contrério, ele aumenta a desordem, e a fisica do
sistema passa a ser controlada por um ponto fixo de desordem infinita?.

O que a literatura aponta [14, 44] é que varias transigoes em sistemas desordenados sdo dom-
inadas por flutuagoes raras de desordem forte e as regioes raras em que as mesmas residem: elas
causam singularidades fora do ponto critico usual (do sistema limpo), e sdo costumeiramente
chamadas Singularidades de Griffiths, mas para fazer jus a histéria do tema denomina-las-emos
Singularidades de Griffiths-McCoy?, devido aos trabalhos seminais de Griffiths [49] e McCoy (veja
nota de rodapé numero 22). Seguiremos mais ou menos de perto os argumentos originais de
Griffiths ao tratar o modelo Ising cléssico diluto/diluido.

Como ja dissemos, a desordem de ligacao guarda analogia muito proxima ao caso de desor-
dem de massa, e.g., defeitos nos quais ha uma probabilidade p de que um determinado sitio seja
preenchido com um spin - o exemplo tradicional é novamente um ferromagneto tipo Ising. Isso
origina vacancias, o que implica que amostras macroscopicas possuirao um nimero nao nulo de
regioes sem vacancias - clusters sem desordem - tao raras quanto menor p. Essas regioes sao,
também, de uma raridade dependente do seu tamanho, e se pensarmos em um sistema proximo a
transicao mas, digamos, ainda na fase paramagnética, é possivel que essas regides localmente ap-
resentem a “fase errada”, qual seja, ferromagnética. Tomando desordem descorrelacionada - grosso
modo, independente das dire¢oes em que se observa o sistema através de escalas cada vez maiores -
é imediato que a probabilidade w(Vgzg) de se encontrar uma regiao sem vacancias, de tamanho Lrg
cujo volume associado ¢ Vg ~ L%, sera exponencialmente pequena w(Vzg) ~ exp(—cVrr)?. No
caso classico, cada regiao rara ordenada age como um superspin com momento de dipolo propor-
cional a Vgg, fazendo com que a susceptibilidade da regiao rara se comporte como x(Vgr) ~ V%QR%.
Dessa forma, o decréscimo exponencial supera o aumento por lei de poténcia, e na média a con-
tribuicao dessas regides ¢ basicamente desprezivel?’. O resultado é outro quando olhamos para
sistemas quanticos a T' = 0. No caso do proprio Ising quantico diluto em campo transverso, as
excitagoes de uma certa regiao rara para os primeiros estados excitados (as combinagoes simétrica

e antisimétrica de alinhamento paralelo e antiparalelo do superspin ao campo) sdo separadas por

Z3Novamente, referimos aos trabalhos seminais de Fisher em Phys. Rev. Lett. 69:534 e Ref. [60] para mais
detalhes desse conceito.

24Veja mais a esse respeito na supracitada tese de livre docéncia do Prof. Hoyos. E importante lembrar que
McCoy-Wu foram alguns dos primeiros a sugerir que desordem exerce um papel importante na “suavizagao” de
algumas transigoes, fendmeno observado em meados dos anos 60 que até entao carecia de explicagoes. Veja o
primeiro de uma série importante de trabalhos dos autores Barry McCoy e Tai Wu em Physical Review 176, 2,
631-643, 1968.

25 A constante ¢ pode ser interpretada como a concentragao de vacancias.

26Esse resultado é obtido via Teoria de Resposta Linear (TRL). Veja por exemplo o texto de Mahan [63] para
TRL em geral.

ZTVeja referéncias 92 a 94 em [44].
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um gap exponencialmente pequeno A ~ exp(—aVgzg) o qual contribui com uma susceptibilidade
exponencialmente relevante!

Outros efeitos de desordem, correlacao de desordem, consequéncias na dindmica e etc podem
ocorrer. Mencionamos apenas que para o sistema do nosso interesse, que pertence & mesma classe
de universalidade dos magnetos de Ising, a dimensao critica inferior é d_ = 1, a dimensao efetiva
das regioes raras ¢ dgr = 1 e dv < 2, portanto o comportamento critico é controlado pelo ponto
fixo de desordem infinita?®. Prezaremos por alguma brevidade, concentrando-nos adiante na visao
geral das Fases de Griffiths Quéanticas, em seguida tecendo alguns comentarios a respeito das Fases

de Griffiths que aparecem na classe de universalidade da cadeia dXX.

2.2.3 Fases de Griffiths quanticas,

De uma forma que possa ser tao genérica e ao mesmo tempo precisa quanto possivel, podemos
dizer que uma Fase de Griffiths é uma regiao do diagrama de fases no qual a desordem permite
a existéncia de regides raras cujo comportamento tomado em conjunto difere de maneira impor-
tante daquele do bulk - e o paradigma mais simples é justamente pensar na inversao local de
fases termodinamicas, onde teriamos uma ordem ferromagnética na regiao rara, apesar do bulk se
encontrar em fase paramagnética. Esse tipo de fendémeno acontece quando um sistema quantico
de muitos corpos, desordenado, se encontra proximo a uma transicao de fases, seja ela induzida
por parametros termodinadmicos ou microscopicos. No nosso trabalho, é justamente a transicao
via modificacao de parametros microscopicos que nos interessa - fundamentalmente, transicoes
quéanticas (7' = 0).

Como ja dissemos, a classe de Fases de Griffiths Quéanticas a que o modelo XX desordenado
pertence, conforme a classificacao de Hoyos-Vojta , é denominada classe B - mais especificamente,
o modelo pertence a classe B2. Fases de Griffiths de classe B sao dotadas de singularidades de
Griffiths-McCoy muito fortes devido & combinagao/competigao de dois efeitos exponencialmente
pequenos: a probabilidade de ocorréncia de uma regiao rara de dimensoes Lrr € 0 gap no espectro
de baixas excitagoes, que como vimos também decai exponencialmente. Quase por um “milagre”,
o efeito total disso é uma densidade de estados governada por lei de poténcia, de comportamento:

d
gle) ~ e=!
mais fortes para esse comportamento é observada na liga Ni;_,V,: o niquel é um ferromagneto de

, nao-universal devido ao expoente dinamico z. Uma das evidéncias experimentais

temperatura de Curie T, = 627K, mas a mistura com vanédio leva a uma fase de Griffiths quando

a concentragao critica x, proxima de 11% é atingida. Varios resultados na literatura confirmam

ZDentro do esquema de classificacio de Vojta & Hoyos (veja [64]) a cadeia dXX esta na classe B2.
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as previsoes de uma fase de Griffiths 2°. A literatura ¢ vasta e elenca varios exemplos de sistemas

metéalicos dotados de uma fase de Griffiths quantica®.

2.2.4 Fase de Griffiths na cadeia dXX

Em nosso estudo, pretendemos identificar os tempos criticos da cadeia XX desordenada (dXX,
por brevidade). Para tanto, precisamos entender primeiramente o diagrama de fases quéanticas de
equilibrio para esse sistema.

A cadeia dXX é definida como:

H(A\) =Y N(ofo, + he), (2.17)

J
sendo 0 < \; os acoplamentos, e “A” na verdade ¢ uma notagao pratica para indicar uma colegao
A= (A -+ Ay) de acoplamentos e 0;-“, o, os operadores “escada”, os quais sao definidos pela algebra

das matrizes de Pauli:

[a}x,aﬂ = i2€0p,0;, (2.18)
+ _ x F Y - _ T - Y : 4 ~
sendo «, 3,7 € {z,y, 2}, o; = o0j +ioj e o; = oj —io;. Com isso, obtém-se as relagoes de
comutacao e anticomutagao para os operadores escada
[0}, 0% ] = dju0;, (2.19)
{o), 0} =0l + (1 — 01207 0. (2.20)

Sabe-se que o hamiltoniano definido na Eq. (2.21) é equivalente a um sistema de férmions livres
sem spin, com termos de hopping aleatorios através de uma Transformagao de Jordan-Wigner [65,

66]. Ou seja, temos um hamiltoniano do tipo
H(A) =) _Xj(chej + hee). (2.21)
J

Indexamos os sitios presentes na cadeia de tamanho L, em leitura convencional da esquerda para
a direita: imagine primeiro uma cadeia aberta; nela, o sitio 1 estd na extremidade da esquerda,
o sitio 2 é o primeiro sucessor a direita do sitio e assim por diante, até o sitio L (um ntmero
natural que consideraremos par) que se encontra na extremidade, a direita de todos os demais; por

fim, é claro, fechamos a cadeia para garantir periodicidade. Os acoplamentos A;, como explicitado

29Veja as referéncias 131 e 132 da Ref. [44].
30Veja por exemplo as referéncias 19 e 79 de [44], bem como as referéncias 14 citadas.
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na Eq. (2.21), caracterizam os hoppings entre os sitios j e j + 1; neste contexto, referiremo-
nos aos A; em que j for um nimero par como pardmetros/acomplamentos pares e, analogamente,
pardmetros/acomplamentos impares aqueles em que j € um nimero impar. Quando min{Ay; 1} >>
maz{Ay;}, o sistema se encontra na fase démero impar, ja que o estado fundamental de 2.21 ¢é
descrito por dimeros impares [veja a Fig. (2)]. Semelhantemente, se min{Ay;} >> max{Ag; i1}
o sistema se encontra na fase dimero par. Essas fases sao o que denominaremos fases extremas.
Quando a intensidade dos acoplamentos nao puder ser discriminada desta forma, referiremo-nos a

uma fase mista.

@ @@+« s
....1 8_.3 .4_..5 H e . o o Fase Par

Figura 2: Exemplificando as fases dimerizadas impar e par. Os acoplamentos impares estao em
alaranjando enquanto os pares em coloragao verde. Os acoplamentos representados por linhas
pontilhadas devem ser interpretados como “fracos”, enquanto que as linhas cheias representam
ligagoes “fortes”. As fases podem ser entendidas no sentido perturbativo: em ordem zero, a primeira
(segunda) cadeia representada na imagem seré descrita por dimeros entre os acoplamentos impares
(pares) conforme sugerido pela notagdo das ligagdes representadas em cor cheia.

Aproveitando o regime assintdtico convergente para a fase de singletos aleatérios, utilizare-
mos um esquema de desordem conveniente para capturar a fisica do problema, descrito a seguir.

Fixaremos os acoplamentos impares por meio de um sorteio binério®!

no qual os valores admitidos
serdo Jy e outro valor inferior, denotado J;. (Por exemplo, 1 e 0.1, 10 e 0.5 etc). Isto quer dizer
que, quando realizarmos o mapa H(A\g) — H(A;) os parametros impares serao idénticos, modif-
icando apenas o valor dos parametros pares. Mais genericamente, podemos também escolher os
acoplamentos como varidveis independentes sorteadas de acordo com as distribuicoes P, e P. para
os acoplamentos das ligacoes impares e pares respectivamente. E claro, no caso do sistema “limpo”,
P,.(J) =6(J— J,e), o sistema estd na fase dimero par (impar) para J. > J, (J, > J.) e serd
critico quando J. = J,. No caso desordenado, o ponto critico se da para Hj Jo2j—1 = Hj Jeoj. A
distancia natural a criticalidade é definida como § = InJ, — InJ,, sendo que a notagao da barra
superior in.J indica a média estatistica.

Ao redor do ponto critico [49] existe regides as quais nos referiremos por Fase de Griffiths Impar

(FGI) e Fase de Griffiths Par (FGP). A FGP (FGI) acontece quando a maior parte do sistema se

3LA escolha do sorteio binario é conveniente pois podemos obter resultados analiticos simples e de facil entendi-
mento, conforme veremos.
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encontra dimerizada par (impar), ocorrendo porém algumas regides - chamadas Regioes Raras
(RRs) - nas quais ocorre a dimeriza¢do impar (par). Entre essas regides, temos naturalmente
paredes de dominio que sao, grosso modo, spins indecisos sobre qual fase escolher. Esse fenomeno
curioso, descrito pela fisica do SDRG [60], d4 origem a um intervalo gapless no diagrama de fase,

que pode ser qualitativamente representado como na imagem abaixo.

A

DIMERO DIMERO
IMPAR PAR

< J. >

QAN
0 LGP RGP < Jp >

Figura 3: Diagrama de fase de equilibrio para a cadeia aleatoria - gap vs distancia da criticalidade.
As fases de Griffiths impar e par sao destacadas pelas chaves em azul e verde respectivamente,
enquanto o ponto critico é evidenciado em coloracao alaranjada. Nos extremos temos as fases
dimerizadas, impar ou par.

Como ja mencionamos, é conhecido que a Fase de Griffiths é responséavel por induzir uma regiao
gapless em que a funcao de particao é nao analitica em um intervalo continuo de temperaturas. O
principal esfor¢o do nosso trabalho, lembramos, ¢ buscar uma Fase de Griffiths Dinamica (FGD)
que seria descrita por uma nao-analiticidade da energia livre dinamica em um intervalo de tempos
criticos.

No proximo capitulo elencamos as defini¢coes fundamentais para tratar um problema de tran-
sicoes de fase quénticas dinamicas e trazemos o exemplo da cadeia de Ising, seguindo o artigo

inaugural de Heyl e colaboradores [40].
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3 Transicoes de fase quanticas dinamicas

3.1 Amplitude de Loschmidt e DQPTs

Estamos interessados em protocolos nos quais o nosso sistema de muitos corpos interage fraca-
mente com o ambiente, de maneira que o desprezaremos e a dinamica seja tratada satisfatoriamente
como unitaria nas escalas de tempo experimentalmente desejaveis. Esse cenario é rotineiramente
criado por arranjos de atomos ultrafrios e armadilhas opticas [1-4].

O protocolo fora do equilibrio mais simples que pode ser vinculado a uma DQPT3? ¢ o protocolo
de quench quéantico/témpera quéantica. Consiste em preparar um sistema inicial em um certo estado
|1o) (tipicamente o estado fundamental) de um hamiltoniano Hy = H()\;) tomando um valor
particular Ag (ou um conjunto de valores, no interesse de sistemas desordenados) de um parametro
A ajustéavel que define uma familia de hamiltonianos indexados pelo mesmo: H(A). Em seguida,

ha uma mudanga abrupta A\g — A; e, para t > 0, o estado evoluido no tempo é dado por*

[9(t)) = e A Jy) (3.1)

dando origem a uma dindmica nao trivial desde que o estado inicial nao seja autoestado de H(\y) =
H¢, o hamiltoniano final. E importante notar que estamos interessados nos chamados quenches
globais nos quais essa mudanga de parametros seja apreciada extensivamente, isto é da ordem da
dimensao caracteristica do sistema.
Em muitos cenérios surgem tais protocolos, e é de interesse computar a Amplitude de Loschmidt
(AL)
A(t) = (o [9(1)) = (ol e Jahy) (3.2)

cujo modulo quadrado ¢ denotado Loschmidt Echo (LE)
L) = AP (33)

Essas quantidades sdo denominadas amplitudes de retorno e fidelidades (no caso da AL) ou prob-
abilidades de persisténcia do vacuo (no caso da LE) em seus mais distintos contextos como caos

quantico, ressonancia magnética nuclear e outros®. Devido & clara analogia entre AL e funcoes de

32A definicao em si de uma DQPT néo esté necessariamente restrita a esse protocolo. Veja referéncias 29, 41-44
e a segdo 6.5 de [5] para uma discussdo desse assunto que foge do nosso escopo.

33Por comodidade, estamos utilizando unidades nas quais & = 1.

31Veja as referéncias 45 e 46 citadas em [5].
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partigao de fronteira [41], existe uma relacdo de escala bem definida no limite termodinamico (o

tamanho L do sistema cresce indefinidamente, i.e. L — 00) A(t) = e ") para témperas globais.
Isso leva a )
ot) = —]_gz_@oz In (A(t)) . (3.4)

Mais precisamente, estaremos interessados em definir uma FEnergia Livre Dindmica

£(1) = —Jim T In A = 2R {£(1)}. (3.5)

A ideia basica é buscar nao-analiticiades nessa grandeza. Tipicamente o que ocorre é que, na

vizinhanga de certos tempos t. denominados instantes criticos temos,

d

t— 1.
, (3.6)

te

o ~|

sendo d um expoente critico que pode depender do modelo e da dimensionalidade do mesmo.
Outros comportamentos, como singularidades logaritmicas ja foram reportadas na literatura em
modelos Ising 2D [67]|. Vale ressaltar que em 2010 [68] a estrutura nao-analitica de ALs ja havia
sido apontada, mas como ressaltamos anteriormente, foi apenas em 2013 que Heyl e colaboradores
interpretaram tal comportamento como indicativo de uma transicao de fase dinamica.

De um modo geral, DQPTs sao esperadas sempre que o protocolo de témpera é feito de maneira
tal que os hamiltonianos final e inicial estejam separados por uma transicao de equilibrio, i.e.,
digamos que H(\g) e H(A) estejam em fases termodindmicas distintas: uma témpera entre
essas fases costuma aparecer. Mas ha um nimero substancial de excecoes ° que indicam que
fundamentalmente, transicoes dindmicas devem ser percebidas como um fenomeno critico distinto
das transigoes de equilibrio. No entanto, nem tudo esta perdido, devido & conexao sugerida pelos

zeros de Fisher36.

3.2 Exemplo: a cadeia de Ising em campo transverso

Seguindo3” a Ref. [40], considere novamente a cadeia de Ising em campo transverso, agora em

35Veja as referéncias 56, 58 e 62-65 de [5].

36Para artigos em que esses zeros sdo experimentalmente apreciados, veja as referéncias 70 e 71 idem referéncia
nota 32.

370s resultados dessa secdo provém dos autores referenciados, e no originais de nossa parte.
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uma dimensao, sujeito a condigbes de contorno periddicas (PBC)

N

H gZUf—%Zanfﬂ, (3.7)
i i=1

em que sabemos o que acontece para os varios valores de g : se |g| < 1 ha ordem ferromagnética em

T =0, g =g.=1 apresenta uma transigdo quantica e se |g| > 1 temos um paramagneto. Como é

amplamente conhecido, o hamiltoniano acima pode ser diagonalizado via Transformacao de Jordan-

Wigner [65], seguido de uma Transformada Discreta de Fourier e por fim uma Transformacao de

Bogolyubov [66]. No fim do dia, temos a seguinte dispersao [40]

e (9) = /(g — cos k)’ + sin?, (3.8)

e fazendo uma témpera entre os parametros gy € g1 temos que a energia livre dinadmica por particula

pode ser determinada, no limite termodinamico, para qualquer témpera [40]

™

" dk
foogn (2) = —/ gy In (cos® ¢y + sin® e 2=+ | (3.9)
0

sendo z uma varavel complexa, ¢r = 0k (go) — Ok (91) e tan (20, (g)) = gftlolzk,ﬁk (9) € [0,2]. A
equagao acima ignora um termo “trivial”, proporcional & energia do estado fundamental de H (g;) .
Os zeros de Fisher nesse caso sao [40]

2 (k) (In (tan® ¢y,) +im 2n+ 1)) ,n € Z. (3.10)

2 (q)
Os limites infravermelho e ultravioleta (k = 0 e k = 7) dos angulos de Bogolyubov sao re-
spectivamente ¢p—g € ¢r—r.. No primeiro caso temos as possibilidades qualitativamente distin-
tas sdo (i)¢r—o = 0, 0 que caracteriza uma témpera na mesma fase do diagrama de equilibrio;
(il)pp—o = m/4, representando uma témpera saindo do/chegando no ponto critico; por fim, (iii)
Gr—o = 7/2, sinaliza uma témpera atravessando o ponto critico. No caso ultravioleta, sempre
¢r—r = 0. Em particular, note que uma témpera cruzando o ponto critico necessariamente faz as
linhas de Fisher cruzarem o eixo real. Assim, esses instantes dao origem a um comportamento nao
analitico da LE, andlogo & impossibilidade de extensao analitica para expansoes de altas temper-

aturas préoximo a uma transicao termodinamica. Tais instantes sao denominados instantes criticos
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e para uma témpera atravessando o ponto critico obtem-se a seguinte expressao desses tempos

1
£ =t (n+§) nel. (3.11)

Temos que t* = —=— sendo k* determinado pela condicio cos k* = 119091
)
e+ (91) go+g1

devido a Pollman e colaboradores [68] em que se estuda a dindmica adiabatica para uma témpera

. Existe um resultado

através do ponto critico, nas imediacoes do mesmo, e obtém-se que a escala de energia relevante ¢é
o gap de massa m (g1) = |g1 — 1| do hamiltoniano final. Entretanto, vemos pelos resultados acima

que para uma témpera arbitraria escalas de energia fora do equilibrio sao altamente relevantes,
x(g1) 1

m(g1) x W’

pois note por exemplo que uma vez fixado gy e tomando g; = 1+ 9, |§| <1, entdo
mostrando que as diferencas sao substanciais.

H& uma interpretacao interessante do modo k*, pensada a partir do fato que se n (k) é a
ocupacao do estado excitado com modo k na base diagonal de Hy(g1) - o hamiltoniano final.
Temos no caso n (k*) = 1; modos com k > k* possuem ocupagao térmica n (k) < 1/2 enquanto
aqueles com k < k* representam uma inversao de populacao n (k) > 1/2, o que formalmente
corresponde a temperatura efetiva infinita. O modo £* corresponde assim a temperatura infinita
[69].

A maior motivagao para conceber estes fend6menos enquanto transicoes de fase quanticas dindmi-
cas vem de considerar a fungao distribuicao de trabalho para uma témpera dupla: o sistema é
preparado no estado fundamental de H (go) e a témpera é feita para H (g;) no instante t = 0 e
em seguida o sistema volta a ser H (go) em um certo instante, é claro, ¢ > 0. A distribuigao de

trabalho, entao, definida como

P(Wt) = Z 0 (W = (E; = Eas (90))) [(E; s ()], (3.12)

sendo |E;) os autoestados de H (gy), ¢ uma quantidade que obedece uma forma P (W,t) ~

—Lr(w,t)

e com uma funcdo r (w,t) que depende da densidade de trabalho w = W/L e tem uma

expressao exata no limite termodinamico, pois conforme o teorema de Géartner-Ellis [70] r (w,t) =
}i{n% (¢(R,t) — wR), ouseja, ¢ a transformada de Legendre de ¢ (R, t) = —+ In [ [ dW P (W, t) e ®V]
€

que ¢é por sua vez, no caso em pauta

™

c(R,t)=— /07r ;l—k In (1 4 sin® (2¢y) sin® (g (g1) t) (e‘kk(go)R —-1)). (3.13)

e naturalmente, 7 (0, t) fornece a probabilidade de retorno ao estado fundamental. Isto significa que
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o comportamento nao-analitico dos zeros de Fisher aparecem como nao-analiticidades de P (W, ).

Na figura a seguir, temos r (w, t) para uma témpera que atravessa o ponto critico quantico.

0.4

0.3

0.2

r(w,t)

0.1

work density w

time t/t*

Figura 4: O primeiro grafico consiste em varios comportamentos de r (w, t) para valores w fixados e
tempos até t = 2t*. O caso w = 0 corresponde a Loschmidt Echo, mas tragos de seu comportamento
podem ser vistos para w > 0, conforme se vé mais claramente no segundo grafico. O segundo gréfico
representa r (w, t) para uma témpera dupla através do ponto critico quantico (go = 0,5, g1 = 2,0)
para varios tempos e valores de w. A linha tracejada corresponde ao valor esperado do trabalho,
isto ¢, r (w,t) = 0. Esta imagem foi retirada do artigo seminal [40] e corresponde a Fig. 2 no

mesimo.

E notéavel que as nao-analiticidades em w = 0 também dominam o comportamento para w > 0
em t*, correspondendo a valores de trabalho mais provaveis. A similaridade desse diagrama a um
diagrama de fase quantica dotado de criticalidade, com a temperatura substituida por densidade
de trabalho foi a principal razao que levou os pioneiros a enfim denominar esse comportamento

uma transicao de fase quantica dindmica.
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4 Metodologia

4.1 Solucao Geral

E possivel obter uma expressdo genérica para £(t) para hamiltonianos do tipo definido na Eq.

(2.21). Para tanto, note que estes hamiltonianos podem ser escritos na seguinte forma compacta
H=C'TC, (4.1)
sendo

(&1

C2

Q
Il
—
=~
[\
SN~—

Cr—1

Cr

em que 0s c;-s sao os operadores fermionicos de aniquilacao® e

0O X 0 --- 0 AL
A0 Ay - 0
0 X 0 A3 0 0
T= (4.3)
0 0 A3
: Do . 0 A
A, 0 0 -+ Ay 0

Por construgao a matriz T é real e simétrica, portanto diagonalizdvel. Buscamos uma transfor-
macao unitaria A tal que D = AT A, sendo D uma matriz diagonal e tinica a menos do ordena-

mento de suas colunas ou linhas. No caso em cena, A é a matriz cujas colunas sao os autovetores
de T
Note que em vista de ATA = AAT = I, tém-se

H=C'AATTAA'C = Z'DZ, (4.4)

380s quais, juntamente aos operadores de criacio c; = (cj)T, sdo definidos pela algebra {cl-, c;r} =di; e{ci, ¢} =0,
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em que definimos
<1

22

N
Il

= AlC. (4.5)

ZL-1

2L
Vamos definir H, = H(0) = Y'D,Y, Hy = H(\) = XD, X, sendo
a1

X2

= Alc, (4.6)

»
I

Tr—1

XL

n
Yo

~
Il

= AlC. (4.7)
Yr—1
YL

Destarte, obtemos que C = A; X, e entao podemos escrever
Y = AlA X, (4.8)

Definindo A = A;Al, segue que ATA = AAT =1, e det A = det A; det Ay =1, isto é, Y e X estao
conectados por uma transformacao unitéria; isto é esperado, posto que podemos obter H; de Hy
continuamente (e vice-versa). Em particular, as A;’s sdo matrizes ortogonais (A; = AT).

Note que o estado fundamental de H(0) é

NIy

GS) = ][ uh0), (4.9)

m=1
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mas Y = AX <= YT = XTAT o que pode ser escrito como y! = Z]L L0y, ;, € entao

NIy

IGS) = Z zlas,; (4.10)

T

: T
sendo, € claro, a base x}, x; aquela que diagonaliza Hj, isto &, Hy = Zk | Wi, Ty, Esta é a repre-

senta¢do mais conveniente para avaliar a Amplitude de Loschmidt A(t) = (GS|exp (—iHst) |GS)

pois )
L/2 L
exp (—iHat) |GS) = exp (—iHat) H Zm}aﬁnj 0) . (4.11)
m=1 j
Mas . :
exp (—iHst) Z m}a;‘nj = Z exp(—@w]t)x exp (—iHat) ay,;, (4.12)
J J
ou seja
L/2 L
exp (—iHst) |GS) = H Za:njexp(—iwjt)x; 0) . (4.13)
m=1 j=1

Invertendo a relacao entre z; e y, temos :1:; = Z7Lz=1 Yl ;.

L2 [ L/2

exp(—iHqt) |GS) = H ZUmn )yl (4.14)

em que definimos

Zamexp —iw;t)a,; = (Aexp(—iQt)AT) . (4.15)
sendo ) = diag ( Wi, W, ‘tv, wr ), e como deve ser, U,,,(0) = Z]L | U jnj = Opmy. Portanto,
segue que

L/2 L/2
AW = Ol yzys S Ul U (91 10). (1.16)
= n=1
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de que resulta

Ui (t) Uis(t) U1g(t)
A(t) = det U”:(t) U”:(t) UQ%@ , (4.17)
U Uk o Ugr)

o que fornece uma “forma fechada” para avaliacdo da Amplitude de Loschmidt, e a Echo L (t) =
|A (t)” particularmente til em simulacoes numéricas. No entanto, a expressio acima é de dificil
compreensao, no sentido de que a Fisica envolvida nao parece clara. H& portanto a necessidade
de um modelo, possivelmente aproximado, a fim de compreender o que se passa Nnos processos
estudados. Por isso, conduzimos abaixo o tratamento de expressoes analiticas fechadas, um tanto
mais palataveis, comecando com o caso “limpo” genérico; em seguida, discutimos um caso particular
que se mostrara 1til na exploragao de resultados.

A Eq. (4.17) sera a referéncia para ajustar a exatidao dos modelos empregados. No entanto,
ressaltamos desde ja a existéncia de limitagoes numeéricas envolvendo a precisao de ponto flutuante
- mesmo utilizando precisao quadrupla® - o que tipicamente ocorre em sistemas de desordem muito
forte e com tamanhos de rede maiores que um certo valor dependente da desordem; sendo assim,
como discutido na se¢ao de resultados, os dados obtidos por esta metodologia devem ser avaliados

com cautela. Utilizamos a linguagem Julia [71] em nossas rotinas de programagao.

39Veja a secdo 5.2.4.
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4.2 Solucgoes Analiticas

4.2.1 Témpera genérica para o caso limpo

Consideremos agora que o sistema seja preparado no estado |1)g) , o qual é o estado fundamental
do hamiltoniano H, definido por
1 L—1
Ho = S Jy [Z (14 (~1)74) (c}cjﬂ n h.c.) (14 06) ()N (cTLcl + h.c.)] , (4.18)

J=1

e depois evoluimos esse estado pelo hamiltoniano

H

%J [Lz_:l (1 + (—1)j5) (c}cjﬂ + h.c.) + (1 + 5) (- (c}cl + h.c.)] : (4.19)

j=1

Note que neste caso nao ha desordem: temos dois acoplamentos que se repetem alternadamente,
para cada hamiltonianio. Nas expressdes acima, § ou 0 parametriza a dimerizacdo do sistema,
sendo que valores positivos indicam a fase dimero par. N é o nimero de particulas no estado
fundamental de Hy (uma quantidade conservada por ambos hamiltonianos). Estes hamiltonianos

podem ser diagonalizados via série de Fourier, por meio dos operadores n e v definidos a seguir:
/2 12q7 = /2 1q(2j—1
Coj = \/;qu Ny € Coj_1 = \/que (27=1~, . sendo

2 ( ) ﬂ) | (4.20)

tal quen =1,2, ..., % Fazendo essa mudanca de base em Hj, temos

0 A\ e~ 20 7
= Tt q g
Hy JOZ ( Tg g ) < A e2if 0 > ( " > (4.21)

q

=Jo Y A (el — B18,) (4.22)

—i64
sendo os autovalores £\ , em que \;, = \/ cos 2q + 62 sin 2¢, e os respectivos autovetores \/Li ( ' ) :
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Temos ainda cos 26, = Coi(q) e sin 260, = 6% sn(@) - Og operadores « e 3 sao dados por

Qg = (ezeq'yq + e_zeqnq) , Bg= E (eleq% - e_leqnq) ) (4.23)

Sl-

donde, é claro

o) =[] 5§10)- (4.24)
q
De forma inteiramente analoga, podemos diagonalizar o hamiltoniano final

1= A (ahag - B14,) . (4.25)

O segredo para avaliar A(t) é relacionar os operadores «y, 8, € a4, B, respectivamente. Para tanto,

basta inverter as relacoes entre ag, 8, € Vg, 14

T, o0 il (dg I Bg) _ pifap—ify (@2 _ B;)

b a _
i ' . ,
= cos (éq - 9q> B; + isin (éq - Hq) dj] = cos (Ad,) BN; + isin (Ad,) &Z. (4.26)

Assim, obtemos

= (O T Bee= ™ ] 51 10)
ql kl

=1l (COS (AG,) B, — isin (A,) @q) ¢ Palt(ahaq—5
q

+
q

%) (cos (A6,) 3] +isin (A0, &) [0).
(4.27)

Acte Acte

mas e4°'¢cl = edcfed’e, sendo A escalar; portanto

At) = H (0| (cos (Af, )Bq — isin (A6,) dq> (cos (A6,) B;ei;\q‘” +isin (AG,) d;r]e—ij\qjt) 10)

(cos Pt 4 sin? (AG,) e’i;\qjt>

H
H (cos ( ) + isin (5\th) (cos2 q;\tg\g sin” q)) : (4.28)
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A Eq. (4.28) tem raizes quando

2 T2
cos® q + 555 sin“gq\ 0. (4.20)
>\q)\q
e
cos <5\th> = 0. (4.30)

E notavel, e de certo modo esperado, que a primeira condicio seja satisfeita apenas quando 56 < 0,

posto que se trata de uma témpera em que o acoplamento § cruza a transicao de fase de equilibrio.

A

Fase impar Fase Par

|
|
|
|
|
|
|

0

Figura 5: Diagrama de equilibrio para hamiltonianos da forma 4.18.

A segunda condicao fornece os instantes criticos, isto é, aqueles nos quais a transicao de fase

din&dmica ocorre:
NJtn = (20 + 1) g nez. (4.31)

Uma vez que a Eq. (4.30) depende apenas de 0, fica claro que a témpera inversa nao é equivalente,
de forma genérica: os casos de equivaléncia ocorrem somente para 6 = —J, como esperado pela
simetria em relacao ao diagrama de fase. Para o caso extremo em que a témpera consiste em partir

da fase par, com § = 1 e chegar  fase fmpar, com § = —1 (ou o contrario), temos pela Eq. (4.29)
sin? ¢ = cos? q, (4.32)

ou seja q € {§,35}. Pela Eq. (4.20), isto ¢ possivel apenas no limite termodinamico.

Por fim, utilizando que £ (t) = |A (t)]*, no limite termodinamico ¢ possivel escrever a energia livre
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dindmica como

< 2
L In(L@)) 1 [T o [~ o (% cos? ¢ + 68 sin q
f)= —LILIEOT =% /) dg1In |cos ()\th) + sin ()\th) o

(4.33)
O maior dos nossos interesses, a priori, estd na derivada de f (t), posto que é esperado uma
descontinuidade do tipo “bico” nos instantes criticos, o que significa que f’(t) deve exibir pelo

menos uma descontinuidade do tipo “salto”.
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4.2.2 Ligando a desordem: um caso extremo porém instrutivo

Vamos considerar nosso primeiro caso em que os acoplamentos gozam de um tipo de desordem;
nesta situagao particular e simplificada, temos (supomos L par, aqui como em todos sistemas

estudados no texto)

L/2
Hy =Y Joj1(05; 109 +hec), (4.34)
j=1
[§
L/2 L/2
H=> Ty (03,001 +hec)=> Hy (4.35)
=1 j=1

Desta forma, estamos fazendo a témpera a partir de um estado dimerizado na fase impar até
outro na par, sendo os acoplamentos variaveis aleatérias estritamente positivas, como discutido

na introducao. Em termos da relacao entre os hamiltonianos no diagrama de fase, a témpera

corresponde & passagem stbita entre J, = 0 e J, = 0 [ou % = oo, conforme Fig. (6)], conforme
representado na figura abaixo.

DIMERO DIMERO

IMPAR PAR

0 ) 0oL J, >

Figura 6: Representac¢io da témpera correspondente a dinamica avaliada nessa segao (Hy — H),
mostrando a relacao com o diagrama de fase quantica de equilibrio.

O resultado exato que demonstraremos a seguir é fundacional para nossos propoésitos. E impor-
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tante notar que, do estado inicial, nos importa apenas a topologia - os valores dos acoplamentos
impares pouco nos importam. De fato, considerando o estado fundamental de Hy temos um pro-

duto de singletos isolados:

|0) = ® |89j-1,2j) = |51,2) @ [834) ® - ® |Sp31-2) ® |Sp-1.L) (4.36)
J
sendo |s; ;) = %, e, naturalmente, ¢, j simbolizam a localizacao espacial de um spin. Uma

vez que [Haj, Hy| = 0, o hamiltoniano é composto por uma soma de subsistemas independentes

Héjs o operador evolucao temporal pode ser escrito como

—iHt —_ —iHpt

e

e e Hi—at | gmitht, (4.37)

Para prosseguir, devemos avaliar primeiramente termos da forma

. 1
AT He) 21 1 A (of oy + he) + 5 A (o505 + he)’+. .. (4.38)

Note que (05 03 + h.c.)2 = 1 (1 — 0}0%), donde ¢ facil obter (05 o5 + h.c.)3 =1(1—-0303) (0505 + hc) =

(0305 + h.c.), 0 que nos permite escrever

eAloTos the) _ 1 4 <A + %Ai” +.. ) (0505 + h.c.) + (%A2 + %A‘* +.. ) % (1 —cio?)
=1+ (0505 + h.c.)sinh A+ (cosh A — 1) % (1—0o503)
= % (cosh A+ 1) + (0305 + h.c.)sinh A + %0’50’; (1 —cosh A)
— cosh® g + (03 05 + h.c.) sinh A — 0507 sinh® g (4.39)

Utilizando a Eq. (4.14) podemos escrever

Jojt
n (%) o505 — isin (Jyt) (05 o5 + h.c.)

Jojt Jojt Jojt Jojt
= cos? (%) + sin? (%) 0505 —i2sin (%) CcoS (%) (0505 +he). (440

O calculo da Amplitude de Loschmidt para a situacao em cena €, essencialmente, um processo de

o ot
e—ZHQJt —e ltJ2(0'2jO'2j+1+h.C.) — COS2 ( 22] ) + si

sucessiva integracao dos graus de liberdade; conforme veremos, o diagrama a seguir introduz uma
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notacao grafica de grande valor na simplificagao dos calculos, permitindo aplicacao valiosa quando
aliada ao SDRG, conforme veremos no préoximo capitulo. Por isto, obteremos o principal resultado

desta subsecao.

Inicial
Final
5 6 7 8 9 10 11

Figura 7: Representacao grafica da témpera no caso extremo. As linhas azuis (vermelhas) repre-
sentam os acoplamentos do hamiltoniano inicial (final).

Observe, por exemplo, que o dimero formado entre os sitios 7 e 8 sera afetado pelos componentes de
evolucao temporal correspondentes as exponenciais de Hg e de Hg. Estes operadores sao os tnicos
que atuam nos graus de liberdade do dimero |s;g). Por isso, é de interesse avaliar expressoes

CitHos —itHos L . CitHe i Jojt
da forma e "H2ie#i+2 - Por simplicidade, consideremos e o5 Defina Ay; = cos? <i),

2
. Jast oy o Tajt Jojt .
By; = sin? <%) e Cy; = —12sin <%) cos <%) ; assim

o tHspitHs — (A6 + Bgogoz + Cg (aga; + h.c.)) (A8 + Bgogog + Cs (agag + h.c.))
= AgAg + BsBgogozogog + CsCy (Uéd;o‘;o‘; + h.c.)
+ AgBsogor + AsBsogog + CsCs (Uéd;o‘;o’; + h.c.)
+ A¢Cs (04 0g + h.c.) + AsCs (05 07 + h.c.)
+ BsCso;0% (05 09 + h.c.) + BsCeo305 (0§ o7 + h.c.). (4.41)

Assim, ao computar a amplitude, podemos ir “integrando” dimero a dimero; nesse caso, ao projetar
o resultado sobre |¢y) o termo que interessa a esse par de operadores exponenciais serd |s;g) , donde
se obtém

<S7,8| eflltH(je*Z'tHS |5778> = AﬁAg — BﬁBgO’éO’é — %C(;Cg (O'érO'; + hC)

= A + B oog05 + Cig (0509 + hoc.) = e it (4.42)

Note que o resultado como que da origem a um hamiltoniano efetivo, obtido pela decimacao dos
sitios 7 e 8, conectando 6 a 9; resta agora projetar nos demais singletos, sem o termo |s7g). O

processo é repetido até que o ciclo/loop se complete?®, por exemplo, em |s;, 11), fornecendo

40Lembre-se que estamos utilizando condicoes periddicas de contorno (PBC).
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(ol e M [ag) = (aho| e Hrte L2t et )

= (spaole ™Moot sy ) = Ay = Bpoyp —Croiy
L/2 L/2 1\ B2 Lj2
L/2
:HA2j+(—1) / Hng+2 (—5) Hng
J=1 7=1 J=1
L)2 L/2 Lj2
Joit Joit Joit Joit
= H0052 (%) + (—1)L/2 'l_Isin2 (%) + 2482 Hsin (%) cos (%)
J=1 J=1 7=1
2
L2 L2
” .
= [H oS (%) + ik/? Hsin (%) . (4.43)
i=1 j=1 J

Este resultado, inocente em principio, se mostrard de grande importancia, pelo menos qualitativa,
mesmo nos casos interagentes; isto fica mais claro quando analisamos a simples transposicao do
diagrama representado na Fig. (7) para sua forma algébrica - o resultado da AL - bastando
reconhecer que cada acoplamento vermelho corresponde a um certo J,;, os quais devem ser inseridos
nos produtoérios da Eq. (4.43).

Para exemplificar mais precisamente a aplicagdo da notagao grafica e da Eq. (4.43), note como
varias estruturas de ciclos podem aparecer naturalmente quando observamos e.g. a Echo para

L = 16 correspondendo a uma témpera para uma fase “mista’.

7 9 0 1 2
Inicial
Final

—
w

13 14 5 6

Figura 8: Ilustracao de um ciclo desconexo de uma rede com tamanho L = 16. As linhas azuis
(vermelhas) representam os acoplamentos do hamiltoniano inicial (final).

Neste exemplo, podemos obter o resultado
L(t) = L(t)La(1), (4.44)

sendo

35



Ly(t) = (g cos (g) +J]€'£ sin (g))Q : (4.45)

em que definimos

Ly(t) = (H cos (%) — ] sin (g))Q : (4.46)

sendo
So ={Js7, Js5}-

Conforme discutiremos a respeito das evidéncias na segao 5, esperamos que a amplitude de
Loschmidt para uma témpera cujo hamiltoniano final seja dotado de m regides raras desconexas

(na aproximagao do SDRG) seja da forma

ASPRG (1) = TT ATPRC(1), (4.47)
j=1
sendo AJSD RG a amplitude obtida considerando o ciclo da j-ésima regido rara.

4.2.3 Renormalizando o hamiltoniano final

Considere mais uma vez a Fig. (8); temos dois tipos de segmentos vermelhos: os que conec-
tam dimeros distintos e os que partem de e chegam a um mesmo dimero; o que aprendemos na
secao anterior é que, para fins de calculo da energia livre dindmica, somente os do primeiro tipo
interessam, e que eles fornecem as escalas de energia presentes na Eq. (4.43). Esta é uma primeira
observagao-chave. A segunda, consiste em aplicar o SDRG para obter uma estrutura efetiva de
singletos isolados na tentativa de melhor compreender as origens de uma possivel criticalidade
dinamica para a cadeia XX interagente*! ao longo do diagrama de fases. Para simplificar a analise,
vamos iniciar tratando uma témpera na qual o hamiltoniano final é dotado de uma tnica ilha na
qual [rr representa o nimero de sitios que contribuem efetivamente na formagao da regiao rara,
isto é, [rgr = 2(drg+1) onde dgr é 0 nimero de dimeros na fase contraria & do bulk. Considerando

lrr = 6 e L = 16, a seguinte imagem ilustra a fase final do sistema estudado (J, > J/ > J/ para

41Observe que até entdo, no caso extremo, estudamos a témpera entre duas fases nao interagentes.
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desordem forte).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Figura 9: Em vermelho, temos Jo; acoplamentos azuis representam J/ e os verdes J{ .

Aplicando o SDRG [veja Fig. (10)], resulta uma colegao de dimeros impares no bulk, dgr dimeros
pares na ilha e um dimero formado pelas paredes de dominio que separam a ilha do bulk, cujo

acoplamento efetivo ¢ dado por

Jf Jt Lyuwir/2
Jopp=Jf JI = 4.48
ff= <Jf> + e (J2) ’ ( )

e

sendo
Lyyr = L —lpr = L — 2drr — 2, (4.49)

mostrando haver dois tipos de contribuicao no acoplamento efetivo entre as paredes de dominio:
o primeiro depende das escalas de energia internas a ilha, enquanto o segundo daquelas presentes
no bulk; nos casos de forte desordem, o segundo termo vai a zero muito mais rapidamente que o
primeiro, levando a aproximagoes naturais. O sistema efetivo do exemplo em pauta esta represen-

tado na figura a seguir:

1 2 3 4 10 11 12 13 14 15 16

H.—..\—//ﬂ.—.ﬂ—..—.

Figura 10: Representacao dos acoplamentos do hamiltoniano efetivo HPRY obtido a partir do

hamiltoniano ilustrado na Fig. (5). Em vermelho, temos J, azul representa JJ e o acoplamento
efetivo, J.¢¢, € mostrado em coloracao cinza.

Sobrepondo os sistemas, a estrutura de ciclos serd conforme Fig. (7)
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10 11 12 13 14 15 16

UU@@@@

Figura 11: Representagao do ciclo que deve ser considerado no calculo da amplitude de Loschmidt
na aproximacao do SDRG. Em vermelho, temos .Jo, azul representa J/ e o acoplamento efetivo,
Jesf, € mostrado em coloracao cinza. Os acoplamentos referentes ao sistema inicial sdo represen-
tados de preto.

Note que os dimeros na ilha sdo formados pelos pares (6,7) e (8,9); as paredes de dominio sao
formadas pelo par (5,10) que se acopla efetivamente conforme Eq. (4.48) e o bulk é dotado
dos dimeros formados pelos pares (1,2), (3,4), (11,12), (13,14) e (15,16). Aplicando as regras

diagramaéticas ao sistema efetivo, vemos que a Loschmidt Echo serd dada, pela aproximacgao do

SDRG, por
f / 2
LPRE (1) = | cos? Jet oS Jeast _ i sin? Jet sin Jest
2 2 2 2

No préximo capitulo apresentaremos comparagoes entre o resultado exato de £ (t) e a aproxi-

magao Lo5PRC (1),

(4.50)
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5 Resultados

5.1 Sistema Limpo

Vamos explorar algumas consequéncias dos resultados obtidos na secao 4.2.1. A primeira destas
consiste nas restri¢oes impostas pelas Eqs. (4.20) e (4.29); considere, por exemplo, o caso em que

0 = —1, e que os acoplamentos de H sejam [veja a Eq. (4.19)]

J

. (1 - 5) =5, (5.1)

e

<1 +Zi) — 10, (5.2)

J
2
assim, temos J = 15 e 5= % Mas, pela Eq. (4.29) é preciso que

1
cos’q = 3 sin’ g, (5.3)
ou seja
3

Ising| = g “q=*5 (5.4)

Ora, dado que a Eq. (4.20) requer ¢ = 2% (n — #) , deve existir n € Z tal que

1+(-DY L

_ - 5.5
n T3 (5.5)

uma impossibilidade, dado que consideramos L par em nossos estudos. Este resultado é importante,
uma vez que as consideragoes de paridade nao desaparecem no limite termodinamico e também
porque, muito embora no caso em cena uma forma fechada pdde ser obtida para L — 0o, evidencia
que algumas dificuldades podem incorrer quando tratando do crescimento de sistemas finitos - no
exemplo acima, em particular, para qualquer L que nao seja da forma L = 2% 3™, m € N, o
instante critico é “evitado”.

A segunda consequéncia de interesse é a assimetria com relagao a uma témpera partindo de ou
chegando ao ponto critico. Primeiro, considere 6 = —1 e 5 = 0: tal situagao impossibilita a
existéncia de tempos finitos que mantenham a consisténcia entre as Egs. (4.29) e (4.30). No
entanto, caso 6 =0 e 5 = —1 a consisténcia ¢ facilmente obtida desde que q = 7.

Os dois resultados acima discutidos sugerem cautela para situacoes analogas quando tratarmos do
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sistema desordenado.

Na figura 12, apresentamos a energia livre dindmica, Eq. (4.33) para 6 = 1 e alguns valores de 5.

0.8 T T T T T T

0.6

0.4
f(t) |

0.2

Figura 12: A energia livre dinamica f (t) vs Jt/m, dada pela Eq.(4.33) [caso limpo no limite
termodinamico| para § =1 e § = dy.

A presenca de “bicos” sugere fortemente que a derivada de f (t) é descontinua. De fato, conforme
vimos anteriormente f’(¢) é descontinua nos tempos criticos. Para 6 # —1 podemos fazer uma
analise numérica da derivada, avaliando seu comportamento para um dado L a cada instante ¢, e

também através da anéalise de tamanhos finitos - comparando f’ (¢ & t.) para varios valores de L.
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Figura 13: Derivada da energia livre dinamica f’(t) vs Jt/7, na témpera do caso extremo para
L—o00,0=1ed=—1.

Uma forma de obter assinaturas das transigoes dindmicas consiste em estudar os maiores valores
da derivada segunda, nas imediagoes do tempo critico, e comparar seu comportamento em funcao
do tamanho do sistema. Segue exemplo do caso extremo em que essa relacao de tamanhos finitos

é evidenciada.
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-40

£7(t)

-80

|
0.49 0.5 0.51
Jt/m

Figura 14: Derivada segunda da energia livre dindmica f” (t) vs Jt/m, parad =1ed = —1. O
estudo dos valores de f” proxima aos instantes criticos serve para inferir numericamente assinaturas
das transicoes: observa-se que a derivada segunda escala ao infinito conforme o tamanho L.

De fato, a descontinuidade na fungao original pode ser inferida mediante uma nao analiticidade

na derivada que, por sua vez, pode ser vista no comportamento divergente da derivada segunda

no ponto de descontinuidade em questao.
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5.2 Sistemas com Desordem Forte

5.2.1 Localizando picos

Considere novamente o resultado do exemplo descrito na se¢ao 4.2.3 dado pela Eq. (4.50).
Tomando .J, = 100, Jlf = 0.1 e J/ = 50.05 segue que o tempo critico previsto pelo modelo efetivo
conforme equagcao acima referida, é aproximadamente t;‘ R~ % = 0.02 - dado que para os parametros
escolhidos J,;; ~ 4.1075. Na figura adiante segue comparagao entre a solugao analitica aproximada

e o resultado numérico obtido aplicando a Eq. (4.17).

T AL T I T + T
r O Determinante 7]
+ + Aproximado (SDRG)
2k . + :
+
l i + i
T +
1.5 i I
fi(t) ’

0.5

0.02 0.04 0.06
t/TT

Figura 15: Energia livre dinamica f (¢) vs t/7 para uma témpera impar com 2 dimeros e L = 20.
Os quadrados negros representam o resultado exato obtido pela Eq. (4.17). Nas cruzes em cor
indigo temos o resultado aproximado f¥PRC¢(t) = — 4 In L5PRC(t) (veja texto).

Como podemos ver acima, muito embora a intensidade do pico seja superestimada pela nossa
aplicacao do SDRG, a posicao do mesmo, pelo menos para os primeiros instantes, é encontrada
com certa precisao. Perceba a tendéncia de formagao dos platos a partir de aproximadamente 0,02
unidades de tempo no grafico. Estes sao discutidos na se¢ao 5.2.4, e as evidéncias parecem aponté-
los como instabilidades numéricas. De fato, esse “achatamento” ja esta presente no primeiro pico,

conforme detalhe na figura abaixo.
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1+ |
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Figura 16: Detalhe da energia livre dinamica f (t) vs ¢/ para uma témpera impar com 2 dimeros
e L = 20. Os quadrados negros representam o resultado exato obtido pela Eq. (4.17). Nas cruzes
em cor indigo temos o resultado aproximado f5PHC(t) = —1 In L5PRE(t) (veja texto).

5.2.2 Superposicao

Mais uma vez, observe a Fig. (8) e as Eq. (4.45) e (4.46). E interessante que temos dois
ciclos completos, sendo um formado pelos sitios 1 a 4, este ultimo conectado ao sitio 13 que entao
continua até o 16°. O outro loop ¢ formado pelos sitios 5 a 8. Cada um da origem a contribui¢oes
distintas e independentes na Echo, resultando em uma aditividade da energia livre dinamica*?.
Uma observacao importante é que aquela estrutura de ciclos poderia muito bem ter sido obtida
mediante aplicacdo do SDRG*3! Isto nos permite generalizar facilmente que, de maneira geral, o
SDRG prevé um principio de superposicao linear para as ilhas. E claro que, como o SDRG fornece a
fisica de baixas energias do sistema, nao precisamos esperar concordancia com a solucao exata para
tempos suficientemente longos, o que nos leva a estudar os primeiros picos em busca de evidéncias
das transigoes baseados no modelo efetivo e nos célculos numéricos. De fato, podemos verificar
a consisténcia dessa previsao a partir da solugao exata dada pela Eq. (4.17) para casos bastante

simples, conforme Figs. (17) e (18). As simulagoes foram conduzidas utilizando-se sistemas de

42Lembre-se que a energia livre dinamica é dada, essencialmente, pelo logaritmo natural do médulo quadrado da
amplitude de Loschmidt.
43Vide secdo 4.2.3 e apéndice B.
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tamanho L = 20 e ilhas de tamanho [grr = 4. Vemos que o principio da superposicao figura de fato
nos dados reais, muito embora a singularidade prevista pelo SDRG seja “amortecida”, pelo menos

para os tempos iniciais.

2 T I T I T I T T
O 2x energia livre para uma ilha Je=5.005 i
+ Uma ilha Je=5.005
O Duas ilhas Je=5.005
1.5 n
| T T T T T i
- 00Qg i
1.38 I ODD GD 1
fH 1 137 0O Og — N
LO o
§ 1.360 ol T
05F 1351 g
L | L | I
0.627 0.6275 0.628 0.628

0.2 0.4

t/m

Figura 17: Superposi¢do: as curvas negra (quadrados) e vermelha (circulos) se sobrepdem, como
qualitativamente esperado pelo SDRG; duas ilhas idénticas, suficientemente afastadas e num sis-
tema submetido a desordem alta comportam-se como uma mesma ilha cuja respectiva energia
livre dinAmica é multiplicada por um fator 2 (cruzes de cor indigo). Note como o detalhe indica a
precisao da superposi¢ao, no inset a esquerda.
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| O Em uma ilha Je=5.005 e na outra Je=4.985
+ Superpos. 5.005 e 4.985

O Diferenga entre quadrados e cruzes
i ' [ ' [ ' [

1.5

f(t) 11095

05085 |, I
063 064  0.65

t/TT

Figura 18: Superposicdo: as curvas negra (quadrados) e indigo (cruzes) se sobrepbem, como
qualitativamente esperado pelo SDRG; o comportamento somado de duas energias livres, para
dois sistemas de mesmo tamanho de bulk e de ilha mas cujas escalas de energia se discriminam nas
ilhas (5.005 e 4.985 no exemplo em cena), € 0 mesmo que um tnico sistema, de mesmo tamanho
dos anteriores, nos quais hé duas ilhas suficientemente afastadas com seus tamanhos e escalas
de energia respectivamente iguais aquelas descritas na primeira situagao. A curva avermelhada
(circulos) mostra o valor da diferenca entre as curvas preta e vermelha. Note como o detalhe
indica a precisao da superposicao, no inset a esquerda.

5.2.3 Transicoes de ordem zero

Vamos agora discutir os zeros da Echo, identificando os instantes criticos das singularidades
fortes as quais associamos “transi¢oes dinamicas de ordem zero”. Muito embora o argumento seja
geral para outros tipos de témpera, dentro da aproximacgao do SDRG, vamos retomar o caso do
quench extremo, em que as regioes do diagrama de fase sao a fase dimero par, a qual fornece o
estado fundamental, e a fase dimero impar no final - exatamente o problema que resolvemos na
segdo 4.2.1, em que Hy é dado pela Eq. (4.34) e H pela (4.35). A unica hipotese simplificadora
serd que teremos apenas dois valores de acoplamentos impares, sendo /N; o nimero de ocorréncias
do acoplamento J; e Ny o de Jo, em que naturalmente Ny + Ny = % L é o tamanho do sistema e

definiremos J; < Jy. As fases de equilibrio, recordamos, sao relacionadas conforme Fig. (6).
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Abaixo, comparamos a solugao exata do quench extremo com a avalia¢ao do determinante [veja
Eq. (4.17) para o mesmo protocolo, i.e., sair da fase par e evoluir o sistema na fase impar|. As
respectivas imagens dispoem os casos em que L assume os valores 22, 24 e 28, correspondendo
a L/2 impar, L/4 par e L/4 impar, respectivamente. Nos casos em que L/2 é um numero par,
fizemos N1 = N, = % por corresponder ao caso mais provavel em um sorteio binario. No caso de
L/2 fmpar teremos Ny = |L/4] e Ny = L/2 — | L/4]. Utilizamos J; = 0.1, J, = 10 e J/ = 1000
em todas realiza¢oes discriminadas a seguir. Em cada das 3 figuras subsequentes, temos também
o seguinte padrao: 4 figuras indexadas de a a d, sendo que a figura a apresenta o perfil geral
de um periodo da dinamica; b da o detalhe do pico em t = 7; ¢ traz sempre um “zoom” no
primeiro pico da dinamica, a fim de que apreciemos em quais casos, se algum, ali observeremos
nao-analiticidades. Finalmente, o grafico d essencialmente mostra o detalhe dos demais picos entre

Oem.
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Figura 19: Comparagao dos resultados obtidos pelo SDRG (Eq. (4.43)) e aplicagao da Eq. (4.17).
Sistema de tamanho L = 22, o que implica L/2 impar. Note a diferenga dos picos entre esse
grafico e aquele representado na Fig. (21). Ainda, observe que aqui plotamos a diferenga entre os
resultados do determinante (quadrados) e da formula analitica (cruzes), resultado este representado

pela linha verde-claro.
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Sistema de tamanho L = 24, o que implica L/4 par. Temos N; = Ny =

dos picos entre esse grafico e aquele representado na Fig. (21).

1.4}
§ ! \
0.095
74
Figura 20: Comparagao dos resultados obtidos pelo SDRG (Eq. (4.43)) e aplicagao da Eq. (4.17).



T T 1 ] T
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Figura 21: Comparagao dos resultados obtidos pelo SDRG (Eq. (4.43)) e aplicagao da Eq. (4.17).
Sistema de tamanho L = 28, o que implica L/4 impar. Temos N; = Ny = % = 7. Note a
diferenga dos picos nesse grafico para com os dois anteriores, principalmente de forma mais notével

os detalhes dos “bicos” em d.

Os exemplos acima servem para ilustrar algumas caracteristicas gerais. Quando % impar,
a Unica forma de zerar a amplitude*® da-se por meio de pelo menos dois valores distintos de

acoplamentos pares - uma vez que é condicao suficiente para transicao as partes real e imaginaria

irem a zero simultaneamente - relacionados como % = % ou o reciproco, em que Jy > J; e

m,n € Z. Devido & especificidade, estes sao chamados também de zeros acidentais. Notamos assim

que existéncia de dois acoplamentos distintos é essencial para existéncia desse tipo de transicao,

44T embre-se que estamos interessados nos zeros reais!
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dado que pressupoe zerar um termo de seno e outro de cosseno, simultaneamente, fato tal que ocorre
apenas quando estas fungoes tem periodos distintos comensuravieis (donde a razdo racional). Se

% par esses zeros podem ainda existir, desde que respeitado o acima exposto; no entanto, se % for
Jt| _
~ ? o
a Eq. (4.29) para o caso § = 1 = —4. O tltimo caso que pode ser discriminado com facilidade

fmpar e o sistema limpo (.J5; = JVj) podemos obter imediatamente ’cos |sin % , recuperando

é quando L/4 é impar e, na presenca de dois acoplamentos, fazemos N; = N,. Desta forma, a

Amplitude de Loschmidt sera

2
Jit Tt \ 154 Jit Tt \ 14/
SDRG 4\ _ 1 2 e 1 ) 2
A (t) = {cos (—2 ) cos <—2 )] [sm (—2 ) sin (—2 )] ,

mas lembrando que

cos (a) cos (b) = % (cos (a — b) + cos (a + D)),

sin (a) sin (b) = % (cos (a — b) — cos (a + b)),

45

temos™ a seguinte familia de tempos criticos

t(m):L(2m+1)z

2 1 Z 5.6
J2+J1 (m+ )7m€ ( )

S

que proporcionam singularidades fortes, originando uma transicao dinamica de ordem zero e servem
para explicar as estruturas “pontiagudas’ que aparecem na Fig. (21) mas que nao ocorrem nas
duas figuras anteriores & mesma.

A anélise dos demais casos exige abordagens ntimericas e é sensivel de modo geral & desordem,
impossibilitando um tratamento genérico. O que permanece, entretanto, em todos casos, é a
possibilidade dos zeros acidentais - os picos em t = 7 e t = 37 nas trés figuras correspondem
aos zeros acidentais. Ressaltamos ainda que essa transicao dinamica de ordem zero ocorre para

tamanhos finitos e nao tem analogo nas transicoes de fase de equilibrio®®.

5.2.4 Crescendo uma ilha

Para estudar o comportamento da Loschmidt Echo em um protocolo de témpera na qual [¢)

BEstamos definindo J = Jo + J;

46Rigorosamente, as transicdes de fase de equilibrio s6 acontecem por um efeito coletivo que é manifestado no
limite termodinamico. Neste sentido pode-se interpretar que a transicao dindmica de ordem zero nao se caracteriza
como uma “transi¢ado genuina”.
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corresponde ao estado fundamental da fase impar e Hy;,, corresponde a um sistema na FGIY
contendo uma ou mais regides raras/ilhas, é preciso tomar cuidado no ajuste do nosso tuning
parameter, no caso o acoplamento par J.. Como de praxe, os acoplamentos impares sao fixados:
tém os mesmos valores e mesma localizacao tanto no hamiltoniano final quanto no inicial. Seus
possiveis valores sao J; ou Jy, sendo J; < Jy. Como ja vimos na segao anterior (5.2.3) o nimero

de ocorréncias de .J;, denotado N; e o numero de ocorréncias de J,, denotado N, satisfazem

L
Ny + Ny =5 = N, (5.7)

onde é claro N, corresponde ao nimero de ocorréncias de .J.. Recordando da distancia a critical-
idade 0 = (InJ.) — (InJ,) que para nosso caso particular torna-se § = %ane - %anl — %ang,

obtemos o valor critico para J,(fixado, por definigdo, impondo § = 0)

2N] 2Ny

Jeritieo =y — JT T (5.8)

Mas, pela Eq. (5.7) temos N, = £ — Ny, donde

J 2Ny J RR

L L
J = Jy [ 2 —J 2 . 5.9
2(J2) 2(J2) (5:9)

Note que, se o tamanho da regiao rara, [gr, ¢ um numero finito, no limite termodindmico temos
J. — Jo. Podemos ver na imagem a seguir que, de fato, a transicao estd ausente para sistemas

com uma ilha finita cujo tamanho é fixado enquanto o bulk cresce:

4TFase de Griffiths Impar, conforme definimos na secéo 2.2.3.
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Figura 22: No eixo vertical temos a energia livre dindmica, para simulacao de varios sistemas
com bulk grande em comparacao a ilha, de tamanho fixo, no caso, 4 sitios. Os pontos preto,
indigo e vermelho, correspondem a sistemas de tamanhos 300, 500 e 1000 sitios respectivamente.
E apresentado o primeiro pico. Note o achatamento da curva conforme L aumenta.

Isto nos mostra que, a fim de garantir que a regiao critica do diagrama de fases estético esteja
presente, é necessario satisfazer pelo menos uma das seguintes condigoes: (i) a cadeia deve possuir
uma regiao rara de extensao lggr infinita onde, digamos [grgr = g, a € Nea > 1; (ii) Deve ocorrer
um nimero infinito de encadeamentos de regioes raras suficientemente grandes e suficientemente
proximas para que o algoritmo do SDRG gere acoplamentos efetivos que conectem suas paredes

8. em ambos os casos

de dominio externas, até que estes acoplamentos se anulem para L — oo*
teremos N7 — oo. Por simplicidade, abordaremos somente o caso (i) neste trabalho. Ressaltamos
ainda que nos resultados apresentados na Fig. (22), no intuito de confirmar se as candidatas a
descontinuidades de tipo “bico” eram reais ou meros efeitos de baixa resolugao, obtivemos curvas
suaves utilizando um passo de tempo de pelo menos At = 1077, em que empregamos precisao
quadrupla de ponto flutuante. E muito embora essa pequenissima escala seja utilizada, nao ha
presenca de ruidos/instabilidades numeéricas perceptiveis; o que contrasta fortemente com os resul-

tados obtidos para ilhas maiores, ainda que o sistema como um todo nao seja tao grande®”: segue

48Observe que mediante aplicacdo do SDRG, um singleto de ligacdo exponencialmente pequena sera construido
ao fim desse processo.
49 . . . . N . ~ o~ @ ~
O que evidencia que as escalas de energia fundamentais para a dindmica estao presentes nas regioes de “inversao
de ordem” - justamente onde figuram as regices raras, por definicao. Uma previsao, pelo menos qualitativamente
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uma comparagao para simulacoes de sistemas idénticos em que se toma precisao dupla e depois

quadrupla para o cdmputo da dindmica do mesmo, para 4 tamanhos de ilha

Comparacao precisao quadrupla e dupla

1.5+ — precisiao dupla L=20 —

precisiao dupla L=30
—— precisao dupla L=36
- — precisao dupla L=40 E
— precisido quidrupla L=20
— precisao quiadrupla L=30
1 —— precisao quiadrupla L=36 | —

£(t) / AW

precisao quiadrupla L=40

05+ =

| L | L l L l 1 l
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

t/m

Figura 23: No eixo vertical temos a energia livre, para simulacao de sistemas com 20, 30, 36 e
40 sitios na regidio rara. E apresentado o primeiro pico. O tamanho dos sistemas é dado por
L = 4lrr.Note o achatamento da curva que se da conforme a ilha aumenta quando precisao dupla
é utilizada. Ainda nao temos um entendimento satisfatério desse fenémeno da linguagem Julia.

Observe que os tamanhos sao modestos, comparativamente aqueles avaliados na Fig. (22): a maior
rede é de tamanho L = 160, e ainda sim ha instabilidades numéricas - eles ja aparecem em lpr = 30
no uso de precisao dupla. Registramos ainda que instabilidades fatalmente ocorrem, mesmo em
precisao quadrupla, conforme aumentamos [z para além de 38.

Ora, uma vez que regioes raras sao originadas por sitios nos quais ha dimerizacao oposta a fase
dominante na maioria do sistema, é preciso haver 2 ou mais acoplamentos J; separados por um
tnico acoplamento J.; dito da forma como j& sabemos: a menor “ilha” possivel é da forma J; —

—J.——J,, i.e., N; = 2. Importante também ¢ a condicao Ny > 0, o que implica N; < L | necessario

2

correta, do SDRG.
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para haver desordem e uma criticalidade nao-trivial (i.e., a existéncia da Fase de Griffiths). Apesar
de inocente a primeira vista, o limitante superior para N; surge naturalmente da condigao J. > Jp,
e esta possibilita fixar um parametro J. que garante um Hf;,; na FGI: J; < J. < J.; deste modo,
fazendo por exemplo J, = % (J1 + J.) temos a certeza de nao cruzar a transigao e estudar a témpera
conforme desejado™.

A seguir, considere um protocolo de crescimento mituo: o tamanho da ilha serd lpr = %. O grafico
da derivada primeira, obtida numericamente, para alguns tamanhos de ilha esta disciminado a

seguir.

Crescendo ilha e bulk

60 -
40

20+

PO op

20

40+

| | | 1
0.625 0.63 0635 0.64

t

| | |
061 0615 0.62

Figura 24: No eixo vertical temos a derivada da energia livre dindmica, para simulagao de sistemas
com lrr = 8, 14, 20, 30 e 36 sitios na regiao rara. E apresentado o primeiro pico. O tamanho
dos sistemas ¢ dado por L = 4lpg. Note que a curva parece ficar cada vez mais aguda conforme o
tamanho da regiao rara ¢ aumentado.

Observe que ha um stbito achatamento da derivada em torno do ponto candidato a critico (con-

forme previsao do SDRG) para lgr = 14 e 30, comparando com os demais tamanhos. Vemos que

%0Ressaltamos que esta receita foi seguida para gerar todos os graficos desta secdo.
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o fendbmeno aqui gravita em torno dos efeitos de paridade que ja apreciamos na circunstancia do
quench extremo.

Por fim, mencionamos que o acumulo dos resultados por nés obtidos nesse trabalho permite
inferir a existéncia de curvas de Energia Livre como aquela representada na Fig. (25) abaixo,

originando assim uma forte candidata ao titulo de Fase de Griffiths Dinamica:

Perfil Qualitativo da Griffiths Dinamica
Energia Livre
L T T I T I T T T T T T a

60 - -

40} ]

20 =

{GIE

| W T R
0.61 0615 062 0625 063 0635 0.64
t

Figura 25: Esbogo qualitativo de uma possivel configuracao construida mediante aplicacao do
principio da superposicao. Note que um continuo pode se desenvolver conforme escalas de energia
cada vez mais proximas entre si participem da dinamica.
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6 Consideracoes finais e perspectivas futuras

Neste trabalho, deixamos nossa contribuicao na esperanca de descortinar novos horizontes na
dindmica de quench de sistemas desordenados, com consequéncias que esperamos se generalizem
para além do caso unidimensional. Trouxemos, se nao o primeiro, um dos poucos modelos em
que a introducao de desordem nao anula uma transicao de fases dindmica. Além disso, emerge
no jogo um fenémeno desconhecido, dentro do melhor que pudemos apreciar na literatura, que
denominamos transicoes de fase qudnticas dindmicas de ordem zero. Muito embora as limitagoes
numéricas tenham sido um desafio, acreditamos que as assinaturas do fenémeno sao claras: a
aplicacao do principio de superposicao e os comportamentos das derivadas sugerem que mesmo na
presenca de interacao é possivel haver uma Fase de Griffiths Dindmica, pelo menos de Primeira
Ordem, isto é, uma na qual um continuo de transi¢oes é caracterizada por descontinuidades na
derivada primeira da Energia Livre Dinamica. Mostramos como o resultado da témpera no caso
extremo pode ser obtido pela introdugao de uma notagao grafica simplificadora, e que além desse
resultado isolado, sua avaliagao permite uma orientacao no entendimento geral das propriedades
da dindmica das regides raras e suas contribuigoes na Loschmidt Echo (LE). Vimos também os
efeitos de paridade, e. g. a forma como o tamanho de uma ilha influencia no comportamento da
sua LE, além das assimetrias entre os protocolos de témpera - para além da mera distin¢ao das
escalas de energia |ver por exemplo segao 5.1].

Ainda em curso de ajustes finais, planejamos agregar outros resultados a um ou mais artigos
que pretendemos submeter® e que, dados os prazos, nao puderam ser incluidos nessa dissertacao:
(i) uma condigao suficiente para periodicidade da Amplitude de Loschmidt, acrescido a conjecturas
no tocante as condigoes de necessidade e suficiéncia desse objeto matemético, (ii) um paralelo entre
nosso modelo e o modelo Ising unidimensional, (iii) um estudo mais aprofundado a respeito dos
limites do nosso modelo efetivo, atestando se o mesmo consegue capturar todas nuances numéricas
qualitativas essenciais na assinatura da Fase de Grifffiths, (iv) alguns resultados assintoticamente
exatos no limite termodindmico, nos quais sao derivadas vérias formas explicitas de obtencao
de um continuo de transi¢oes de ordem zero, (v) a prova de que uma tnica ilha infinita com
desordem uniforme nao apresenta transi¢oes no caso extremo e (vi) um paralelo final entre a
relacao de dispersao da Fase de Griffiths do equilibrio e a “susceptibilidade” generalizada devido
as contribuigoes das regioes raras no caso do quench, conforme estudamos. Além disso, algumas
conjecturas e planos futuros passam por técnicas genéricas para solucionar problemas de evolucao

temporal utilizando transformacgoes canonicas bem como utilizando uma abordagem baseada na

51 Ainda se encontram em escrita.
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Regra de Ouro de Fermi. Por fim, observamos que talvez a ideia e os mecanismos da Fase de
Griffiths Dindmica possam servir na elucidacao da fisica de vidros de spin, materiais vitreos como
um todo e do fenémeno da metaestabilidade em geral.

Uma palavra a respeito de extensoes dos nossos resultados: esperamos que protocolos analogos
para maiores dimensoes incorram em consequéncias dinamicas similares, ao menos qualitativa-
mente, e também nao acreditamos que a dindmica obtida possua nuances meramente particulares
a cadeia dXX. Seria natural pensar, e.g., em uma témpera “extrema” no modelo Ising 2D em
rede quadrada no qual o estado fundamental advenha de uma “fase horizontal” (isto é, apenas os
acoplamentos ao longo da diregao X sao ativados) e o sistema é evoluido na “fase vertical” (acopla-
mentos nao nulos apenas ao longo de Y). Nos parece bem possivel que a ideia diagramatica dos
ciclos/loops pode ser adaptada e aplicada também neste caso. De fato, outro resultado bastante
imediato mas que nao pudemos registrar foi uma quase equivaléncia entre a dindmica do modelo
Ising 1D e o nosso resultado do caso extremo.

Ressaltamos que nossa denominagao ingénua das transi¢oes dinamicas nao poderia sequer pre-
tender esgotar o assunto da classificagao das transi¢oes dinamicas. Ha outros critérios que poderiam
ser considerados - como por exemplo, parametros de ordem de dimerizacao, parametros topologicos
etc - e que nao foram mencionados no texto. Nosso esfor¢co que nao exaure mas, esperamos, abre
novos caminhos, foi qual o do marceneiro que se dedica a construgao do cavalete para que também

outros artistas ali possam trabalhar.
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A Transformacao de Jordan-Wigner

A transformagao de Jordan-Wigner consiste em mapear uma cadeia de spin em uma cadeia de

férmions livres sem spin. Isto se faz da seguinte forma: definimos os operadores fermionicos c¢,, e

¢l como
m—1
Cm = €xP (m Z a,jak) T (A1)
k=1
m—1
¢l = exp (—i?T a,jak> o, (A.2)
k=1
m={1,2,...,L}.
Como A = ir Y1 ofor, = —Af, é 6bvio que exp (i Sl ooy ) exp (—im Sl ofoy) = 1.

Temos também [A, 0,,] = [AT, 0] =0 e assim
cincm = O';LO';L

Utilizando as propriedades dos operadores levantamento e abaixamento, é facil ver que

{%@}_o—{wj} (A.3)

{%j}_a (A.4)

Essas relagoes de comutagao definem operadores fermioénicos no espago de Fock [65, 66]. Vamos

mapear um hamiltoniano do tipo

>

b LN

Hixx (0f0541 +he) = (ofo;y +he)+ KT (cfor + h.c)

hu
Il
._\ =
<
Il
—

K;
7] (o 0 0+ h.c.) + H,,
1

.
Il

em uma cadeia de férmions livres sem spin. Note que o hamiltoniano esta sujeito a condigoes de

contorno periddicas.

29



Primeiro, invertendo as Eq. (7.1) e (7.2) temos

k=1
Assim, temos o0, = cl exp(—imo}0,,) cme1; percebendo que (o)h0,.)" = ofo,, n € N,
podemos escrever>?
exp (ino}0,,) = oo, i (im)” — 1|+ Le = (I-20}0,,)=(-05)
m=~m m-m - n 2 m=~m m/
L exp (—imf;agl) = exp (—iﬂcﬁlcm) = (I — 2cincm)
ooy =ch (I —2c ) cmr = ¢l e (A7)
L-1 K,
HdXX = 7 (C]C]_:,_l—i‘hC.) +Hs, (A 8)
j=1
sendo que o termo H, torna-se
g1 K
(-1 S (c}cl + h.c.) , (A.9)

onde n4 é o numero de particulas - equivalentemente, o niimero de spins apontando para cima
(—l—%) - na cadeia. Em todo nosso trabalho, estudamos a fisica do half-filling: ny = %

Finalmente, portanto, podemos escrever

L-1
K; K
Hixx = Hp = Z 7] (C;Cj_i,_l + h.c.) + (=)™t 7L (cTLcl + h.c.) . (A.10)
j=1
Nosso hamiltoniano apresenta simetria de gauge para a transformacao c; — eted/ Lej, em que
impomos a = 0 se ny é Impar e a = 7 se ny par a fim de garantir PBC. Com isto, obtemos um

hamiltoniano tipo free-fermions, spinless com termos de hopping complexos e aleatorios; para uma

52],. = Ié a matriz identidade em dimensao 2%.
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cadeia fechada cuja hamiltoniana original estava sob PBC, temos

L
K. .
HF = Z =k <€’La/LC;Cj+1 + hc> . (Al].)
j=1
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B Decimacao da Cadeia XX Desordenada

Counsidere o hamiltoniano

L—
- K;
Haxx = Z — (070t +alol,). (B.1)

=1

Suponha que inicialmente a configurac¢ao de acloplamentos de uma cadeia de L sitios seja (..., Kj, Ky, Ko, ...

sendo K,,, o maior acoplamento desta distribui¢ao arbitraria. Seja H,y o hamiltoniano que descreve

o par de spins com acoplamento K,

HO = 4 (O— O—m—i-l + 0m0m+1)

e W uma perturbagao, associada com a interacao do sitios com seus vizinhos adjacentes,

K,
l T T r x x
W= I(O-m—lo-m + o, 100) + I(0m+10m+2 + O-gv,—l—lo-ryn—i—Q)? (B.2)

sendo of = 3 (o) +0;,) e ol = % (o) —0},).
Denotamos [0) = lmimesl—lontucal 11y ). 2 = bt o [3) < ) o

autoestados de Hy associados as energias Fy = —=2, B} =0, Ey = =2 ¢ E3 = 0 respectivamente.

Note que as energias F; e E3 sao iguais, o que caracterlza um subespago duplamente degenerado.

Entretanto, nao serd necesséario utilizar o aparato da teoria de perturbacao degenerada pois (i)

o estado fundamental é nao degenerado e (ii) definindo S%, = ZTJ;}L 307, entdo 7, 1) = [1) =
—S7 13) = —13) e 53 |2) = 0]2). Uma vez que[Ho, S5 ] = 0, [1),2) e |3) permanecem bons

estados para o problema [32].

O hamiltoniano efetivo sera obtido via teoria de perturbacao de segunda ordem

3 .
| (O] W |5)
Hepp = Ho+ (0| W[0) + ) B E
J

j=1

E facil ver que (0| W |0) = 0. Na verdade, podemos interpretar essa anulacio fisicamente: devido
ao efeito de desordem magnética, em uma primeira aproximacao os spin nao interagem entre si.
Obtemos

1 2 .
Heyp = Hy— - [OW )~ 3 [0 W )" (8.3
mn mj:{lvg}
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E facil ver que

1
(O|W1) = ﬁ (Klo-jr_b—l - KTU:ZH) )

(0[W]2) =0,
1 _ _
O [3) =~ (Kiog s~ Keoya) = = (11W]0),
o que nos leva a
1 _ _ _
(0] W |1>|2 —3 [Kl2 (Ua—lam—l) + K} (‘7:@+20m+2) - KK, (0-7—71—1—10-m+2 + h.c.)} , (B.4)
e obviamente
[0l W |2)]* =0, (B.5)

em que foi utilizado o fato (02)2 = I, sendo I o operador identidade. Por fim,
O W [3)* = [{0| W [1)[".

Inserindo os resultados acima na Eq. (B.3) e utilizando das identidades {07,077} = I e

+ - _ 1 x T Y Y
Om10myn +h.c. =3 (am_10m+2 + O'm_10'm+2), obtemos

KK, |1

_ n x x Yy Yy
m
. = K +K? . . .
em que definimos Fy = ———". Escrevendo de maneira mais sucinta, temos

KK, -

H.pp = Hy+ Eo + S1 S 2, (B.7)

m

de tal maneira que nesses casos é possivel construir uma hamiltoniana efetiva, que tem a mesma
forma da hamiltoniana original, obtida eliminando os graus de liberdade associados com Hj criando

um acoplamento efetivo entre os spins m — 1 e m + 2 dado por

KK,
K,

= Keyg (B.8)
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Sm—l Sm—I—Q

Figura 26: Esquema ilustrando o processo de renormalizacao do SDRG: os spin’s adjacentes ao
par ligado pelo maior acoplamento sao efetivamente ligados através de K.rr. Figura extraida da

Ref. [72].

Findo este procedimento, renormalizamos o sistema para uma cadeia com L — 2 sitios e um
singleto isolado. Agora obtém-se uma configuragao do tipo(..., K, o, Kef, K3, ...)—2. Na Fig.
(26) ilustramos o procedimento de renormalizagao obtido pela teoria de perturbagdo para o sistema
de interesse no trabalho, qual seja, a cadeia dXX. O algoritmo é executado até que o hamiltoniano

efetivo final seja uma soma de dimeros isolados, isto é, de termos do tipo Hj.
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