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Resumo

Exploramos a teoria das Transições de Fases Quânticas Dinâmicas (DQPTs, do inglês Dynamical

Quantum Phase Transitions), em busca de um análogo fora do equilíbrio para as Fases de Grif-

fiths Quânticas. Isto é feito tomando a cadeia XX desordenada (dXX) como modelo exploratório.

Aplicando uma transformação de Jordan-Wigner, tratamos o modelo equivalente: férmions livres

com hoppings aleatórios. Obtemos uma solução geral para protocolos de têmpera a partir do es-

tado fundamental entre hamiltonianos free-fermion em fases desordenadas arbitrárias, no regime

de half-filling ; o resultado é o determinante de uma matriz L
2
xL

2
, sendo L o número de sítios da

cadeia, o que inviabiliza em grande parte uma interpretação física dos mecanismos envolvidos na

dinâmica, apesar de reduzir a complexidade do problema original, cujo espaço de Hilbert é de

tamanho 2L. Para dirimir a dificuldade interpretativa, dois resultados analíticos exatos são deriva-

dos: a têmpera (do inglês, quench) entre hamiltonianos XX, cada um deles caracterizados por dois

acoplamentos alternados - mas de valores fixos - que ilumina o problema do sistema “limpo”, e

um resultado particular do caso desordenado que se mostra útil em várias circunstâncias práticas.

Nossos resultados numéricos sugerem a existência de uma DQPT de Primeira Ordem. A resposta

positiva à existência dessas transições dinâmicas para este modelo desordenado é um dos poucos

exemplos de tal natureza, quiçá o único, até então apresentado na literatura.

Palavras-chave: Elétrons fortemente correlacionados, amplitude de Loschmidt, SDRG, grupo

de renormalização, dinâmica exata, modelo XX, desordem de ligação, sistemas críticos, fase de

Griffiths, DQPT, transições de fase quânticas dinâmicas.



Abstract

The theory of Dynamical Quantum Phase Transitions (DQPTs) is explored in search of some

nonequilibrium analogue for the so-called Quantum Griffiths Phases. That is done by taking

the disordered XX chain (dXX) as exploratory model. This problem is equivalent to that of free-

fermions with random hoppings, as can be obtained via Jordan-Wigner transformation. We obtain

a general solution for quench protocols between arbitrary equilibrium phases with generic random

free-fermion models whose ground state is given at half-filling; given that the result is given by a
L
2
xL

2
matrix’ determinant, where L is the number of chain sites, the immediate physical interpre-

tation of the dynamical mechanisms is unclear, even though we have reduced the complexity of

the original problem (a 2L-sized Hilbert space). In order to suppress interpretational difficulties,

two exact analytical results are derived: the quench between two XX chains, each of them char-

acterized by two alternating - but fixed - couplings, sheding some light over the “clean” system;

the other result is a particular case of the quench between disordered systems that turns out to be

useful in various practical circumstances. Our numerical results suggest the existence of a First

Order DQPT. The positive answer to the existence of such dynamical transitions for the chosen

disordered model is but one of a few, if not the only, that were presented in the literature.

Keywords: Strongly correlated electrons, Loschmidt amplitude, SDRG, renormalization group,

exact dynamics, XX model, bond disorder, critical phenomena, quantum Griffiths phase, DQPT,

dynamical quantum phase transitions.



1 Introdução

A dinâmica de sistemas quânticos fechados com muitos corpos tem atingido patamares exper-

imentais basilares para que o estudo de sistemas fora do equilíbrio possa florescer em um ritmo

mais acelerado; tais feitos dos chamados simuladores quânticos [1–4] advém da impressionante

capacidade e precisão com que atualmente é possível controlar a matéria em nível quântico. Isto é

salutar, pois a física dos fenômenos transientes é rica e ainda permanece consideravelmente descon-

hecida quando contrastada com os fenômenos de equilíbrio [5, 6]. Dito de outra forma: a mecânica

estatística do equilíbrio se encontra em firmes fundações e grande parte da investigação do que

está além do escopo da termodinâmica permanece pouco explorado. Estratégias convencionais

não são aqui aplicáveis: funções de partição e princípios norteadores como a maximização de en-

tropia ainda permanecem conceitos elusivos nessa área. Algumas perguntas são inevitáveis: de que

características dinâmicas e parametrizáveis (i.e., propriedades do hamiltoniano em si) depende a

termalização [7]? Poderão existir classes de universalidade [8–17]?

Dentro da termodinâmica usual, técnicas formidáveis como Grupo de Renormalização e o Boot-

strap Conforme [18–24] servem como paradigmas direcionadores e ao mesmo tempo “explicam” o

fenômeno de universalidade. Além das chamadas transições de fase clássicas, que ocorrem a tem-

peraturas finitas, os últimos 40 anos viram a síntese de ideias de uma nova classe de transições - as

chamadas transições de fase quânticas - que podem ocorrer a temperatura nula [9, 10, 14]. Nesse

ínterim, muito foi feito no intuito de aproveitar essas noções nos fenômenos em regime transiente

[25–30]. De fato, o entendimento da dinâmica pode contribuir para vários fenômenos modernos

que certamente moldarão o futuro da sociedade: a hipótese de termalização, a questão da coerên-

cia quântica, os pulsos ultracurtos e a própria física dos gases ultrafrios [31–39]. Mas além de

buscar entender como os fenômenos transientes enfim se desenrolam em situações de equilíbrio,

temos fenômenos transientes (ou não) nos quais quantidades físicas tornam-se não analíticas ou

singulares como função do tempo: essa classe de fenômenos formalizados pela primeira vez por

Heyl e colaboradores [40] foi batizada de Dynamical Quantum Phase Transition, abreviada como

DQPT, (em português, Transições de Fase Quânticas Dinâmicas). A figura central nas DQPTs é

a chamada Loschmidt Echo, que como os autores pioneiros corretamente reconheceram2, tem um

papel dinâmico análogo ao da função de partição de fronteira [41], que é definida no equilíbrio,

conforme discutiremos no capítulo 2.

Outro universo de grande progresso recente e de comparável beleza é o dos sistemas desorde-

nados [42–44]. A física de baixas dimensões, em várias situações, é particularmente sensível à ação

2Não foram os primeiros, mas têm o mérito de haver explorado a analogia até suas últimas consequências.
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de impurezas [42, 45, 46], sendo assim palco de comportamentos extremamente distintos quando

comparados aos sistemas “limpos”. As transições de fase “termodinâmicas” para sistemas desorde-

nados é ainda um tópico de grande interesse, mas suas principais ideias estão relativamente bem

estabelecidas em vários cenários3. Um avanço fundamental na apreciação teórica desses sistemas,

originalmente destinado à compreensão de modelos magnéticos desordenados (como os modelos

de Ising e de Heisenberg [46, 47]), foi a introdução do Strong Disorder Renormalization Group

(SDRG, em português: Grupo de Renormalização de Desordem Forte) [48] o qual serviu de base

para inúmeros resultados na área. Particularmente, o SDRG orienta na compreensão dos vários

fenômenos originados pela presença de regiões raras, sendo um dos mais importantes a emergência

de uma Fase de Griffiths de equilíbrio [14, 44, 49], que tem como extraordinária característica a

existência de uma região de criticalidade próxima à temperatura crítica do sistema - temos um

contínuo de temperaturas que tornam a função de partição não-analítica.

Nosso trabalho objetiva contribuir com a teoria das DQPTs investigando a possibilidade de

um análogo fora do equilíbrio para o fenômeno da Fase de Griffiths de equilíbrio, a partir da

exploração do modelo unidimensional XX desordenado (dXX). O trabalho está dividido em 3

partes: 1) motivação e revisão dos assuntos-chaves [capítulos 2 e 3], 2) contribuições originais4

[capítulos 4 e 5] e 3) considerações finais. Conta ainda com dois apêndices expondo técnicas

centrais. O capítulo 2 inicia com a noção de função de partição, seguido de uma breve exposição

sobre Zeros de Fisher e finalizando com uma pequena digressão a respeito das transições de fase

em equilíbrio. Ainda nesse capítulo, discutimos o papel da desordem e apresentamos noções gerais

dos sistemas com desordem fixa5 além da Fase de Griffiths Quântica no contexto do modelo XX

desordenado. No capítulo 3 tratamos dos conceitos centrais das Transições de Fase Quânticas

Dinâmicas, primeiro definindo a ideia de modo geral e depois exemplificando com o modelo Ising

unidimensional em campo transverso, conforme feito pelos pioneiros da área. O capítulo 4 traz

resultados metodológicos basilares para nossa exploração, exibindo uma forma fechada geral para

têmperas de sistemas de férmions livres6, apresentando a ideia dos ciclos/loops e finalizando com

a aplicação do SDRG ao problema. O capítulo 5 apresenta resultados exatos para a cadeia XX

“limpa”, bem como dados de simulações numéricas que indicam a existência de uma Fase de Griffiths

Dinâmica. Os resultados são comparados ao modelo efetivo, obtido via SDRG, que é adotado para

3Ver Ref. [44] e artigos referenciados no trabalho.
4Os resultados originais foram obtidos em colaboração com o Prof. Dr. José Abel Hoyos Neto, e estão sendo

finalizados. Pretendemos submetê-los para publicação, em breve.
5Em inglês, o que chamamos desordem fixa costuma ser denominado “quenched disorder” e traduz a ideia de

uma desordem inerente à estrutura do sistema, que não se esvai com o tempo. Tipicamente isto significa que o
hamiltoniano é dotado de aleatoriedade nas escalas de energia que definem sua estrutura.

6Isto exaure as nossas necessidades nesse trabalho, visto que a equivalência entre a cadeia dXX e um sistema de
férmions livres é garantida pela já citada Transformação de Jordan-Wigner (veja Apêndice A).
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iluminar o caso desordenado. No capítulo 6 delineamos as últimas considerações e sugerimos

abordagens futuras para os problemas posto ou correlatos. O Apêndice A traz a aplicação da

Transformação de Jordan-Wigner à cadeia dXX, enquanto o Apêndice B apresenta o SDRG no

contexto desse mesmo modelo.
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2 Sistemas em equilíbrio

A quantidade central em qualquer problema de mecânica estatística de equilíbrio é a função de

partição Z (β), que pode ser definida como a soma dos pesos de Boltzmann sobre todas configu-

rações de energia do sistema [50, 51] i.e.,

Z (β) = Tr
(
e−βH

)
=
∑

ǫ

Ω (ǫ) e−βǫ, (2.1)

sendo H o hamiltoniano do problema, β = 1
kBT

em que kB é a constante de Boltzmann , Ω (ǫ)

a degenerescência de cada energia ǫ do sistema e e−βǫ os acima referidos pesos de Boltzmann. A

função de partição contém toda informação observável possível a respeito do sistema que se deseja

estudar em equilíbrio termodinâmico. Para alguns problemas em que estados de fronteira são

essenciais, temos as funções de partição de fronteira

Zab (R) = 〈Ψa| e−RH |Ψb〉 , (2.2)

que descreve uma teoria de campo definida por H com fronteiras dotadas de estados de borda |Ψa〉
e |Ψb〉 separados por R [41]. Observe que R substitui o fator β, e nesse caso pode representar uma

distância espaço-temporal, conforme o formalismo relativístico.

De modo geral, a avaliação exata das funções de partição para a maioria dos sistemas in-

teragentes é conhecida para um número limitado de casos particulares - usualmente envolvem

hamiltonianos que possam ser colocados em equivalência com problemas não interagentes os quais

são diagonalizados de forma exata. Isso motivou o surgimento de abordagens aproximadas em

geral, como o já mencionado Grupo de Renormalização, mas também muitas vezes é possível obter

resultados “indiretos” que conduzem a teoremas mais abrangentes. Nesse universo estão inseridos

os celebrados Teoremas de Lee-Yang, sendo que um dos seus resultados [50–52] tem por consequên-

cia que a grande função de partição de um modelo estatístico dotado de interações ferromagnéticas,

quando estudado como função do campo magnético externo, aplicado em particular para o Mod-

elo Ising Clássico, prevê uma estrutura de zeros que sempre pode ser mapeada à circunferência

unitária no plano complexo. Assim sendo, se a grande função de partição não tem zeros reais, a

energia livre é analítica em todo seu domínio7- o que priva o sistema de uma transição de fase. No

entanto, caso haja zeros reais positivos, cada um deles corresponderia a um parâmetro crítico em

que há transição.

7A região de interesse, na termodinâmica, geralmente é a dos valores positivos reais.
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No mesmo espírito de proceder com a extensão analítica e estudar as propriedades no plano

complexo, Fisher [11, 53] continuou a temperatura inversa para todo o plano complexo; assim,

digamos que Z seja a função de partição dependente da temperatura inversa β e z um número

complexo: Fisher estudou a extensão Z(β) → Z(z). Conforme o tamanho do sistema cresce sem

limites, os zeros dessa função, denominados zeros de Fisher, podem tocar o eixo real.

Em uma dimensão, a energia livre por partícula é

f(z) = − lim
L→∞

lnZ(z)

L
, (2.3)

sendo L o tamanho do sistema8. Recordemos que para tamanhos finitos os zeros de Fisher não

são reais9 - o limite termodinâmico é um ingrediente essencial para transições no equilíbrio. Dessa

forma, lançando mão do Teorema da Fatoração de Weierstrass [54] para representar a função de

partição como o produto entre um polinômio e a exponencial de uma função inteira, temos

f(z) = − lim
L→∞

1

L

(
h(z) +

∑

j

ln

(
1− z

zj

))
, (2.4)

sendo h(z) uma função inteira e zj’s são os zeros da função de partição, os chamados zeros de

Fisher associados. No estudo de transições de fase, apenas a parte não analítica será de interesse,

e quando passada ao contínuo teremos zj → z̃ uma variável contínua podendo assim escrever a

parte singular f s(z) como

f s(z) = −
∫
dz̃ρ(z̃) ln

(
1− z

z̃

)
, (2.5)

em que a função ρ é a densidade dos zeros na região dz̃ do plano complexo. É interessante notar

a seguinte correspondência: defina

φ(z) = −
∫
dz̃ρ(z̃) ln

∣∣∣1− z

z̃

∣∣∣ = ℜ{f s(z)} , (2.6)

e note que para z = u + iv a função ln |z| é justamente a Função de Green para o problema

eletrostático bidimensional

∇2φ(z) = −2πρ(z), (2.7)

sendo ∇2 = ∂2

∂u2 +
∂2

∂v2
. Isto nos permite concluir que o comportamento da energia livre nos pontos

8Observe a ausência do fator kBT , utilizado na termodinâmica “usual”. Fazemo-lo propositalmente, motivando
de imediato a generalização adotada no tratamento de DQPTs.

9No entanto, no caso de transições dinâmicas veja o resultado obtido na seção 5.2.2 em que zeros para qualquer

tamanho L da cadeia podem acontecer.
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críticos é inteiramente equivalente àquele de um potencial eletrostático em, e.g., uma superfície de

contorno. Tomando o limite termodinâmico, os zeros de Fisher agora não estão necessariamente

restritos aos círculos de Lee-Yang conforme pode ser visto, e.g., na Ref. [55], e eles podem formar

linhas ou ainda se adensar em áreas no plano complexo. Essas linhas e áreas, quando descontínuas,

sinalizam o comportamento não-analítico da função de partição complexa: a indicação direta de

uma transição de fase termodinâmica, como já sugerimos, é a aproximação dos zeros de Fisher ao

eixo imaginário; no modelo Ising há um único zero dessa natureza: z = 1
kBTc

[10]. A exploração de

zeros que cruzam o eixo real leva à questão das transições dinâmicas, que definimos no capítulo 3.

Antes porém, convém relembrar das transições de equilíbrio e sua classificação.

2.1 Transições de fase de equilíbrio

Transições de Fase são uma das principais maneiras pelas quais a natureza exibe sua com-

plexidade. Embora muito difícil de definir com generalidade e precisão, podemos dizer que uma

transição de fase marca a diferenciação do comportamento de um sistema visto como um todo;

geralmente esse sistema é composto por muitos corpos, agentes ou partículas, tornando natural

buscar assinaturas de uma transição de fase no comportamento coletivo daquele sistema. Os ex-

emplos vão desde fenômenos “triviais”, cotidianos, como a solidificação da água até conexões entre

usuários de redes sociais [56]: toda essa ampla gama de problemas apresenta fenômenos emergentes

e transições de fase encontradas no estudo desde altas energias até a Física da Matéria Conden-

sada. O universo em seus primeiros instantes de vida passou por inúmeras transições de fase a fim

de que toda a história que conhecemos pudesse enfim ser por nós conhecida. Quando estudamos

as temperaturas muito baixas, comportamentos pouco convencionais dão origem a novas fases da

matéria [10]. A fim de conceber uma teoria robusta que explicasse tais fenômenos, a comunidade

científica desenvolveu metodologias que agora são basilares em praticamente toda a física contem-

porânea - como teoria de escala e grupo de renormalização. Por isso, discutiremos em linhas gerais

os principais aspectos da teoria de transições de fase clássicas e quânticas.

2.1.1 Ideias gerais das transições de fase clássicas

Quando pensamos em termodinâmica, a mudança dos comportamentos emergentes que dá

origem a fenômenos macroscópicos distintos pode ser registrada através da análise do espaço de

estados. O exemplo mais simples possível é o diagrama P-V de um gás ideal [50], i.e., um gráfico

no qual a cada valor de temperatura é possível associar por exemplo uma curva isotérmica na
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qual a pressão e o volume se comportam de acordo com o vínculo de temperatura constante

ou de ausência de trocas de calor (dando origem a curvas adiabáticas), podendo ser mutuamente

alterados continuamente, tendo seus valores dispostos nos eixos x e y respectivamente. Imaginando

que esse gás corresponda a vapor de água que se encontra a uma densidade baixa (ou quase

equivalentemente, baixa pressão) e temperatura alta o suficiente para que esse vapor exista em

primeiro lugar, podemos fazer o experimento mental de resfriar uniformemente todo o espaço que

envolve o gás, até que esse gás comece a se transformar em um líquido. Se coletarmos os dados

termodinâmicos desse sistema, algo notável será visto: após atingir uma certa temperatura, o vapor

começa a expelir energia violentamente, sem no entanto variar aquela temperatura da transição.

Essa transição, portanto, é dotada do que se chama calor latente, e a classificação moderna [57]

das transições de fase denomina esse tipo de transição transições de primeira ordem. Podemos

ainda mensurar o quão resistente à variação de temperatura é o nosso sistema, mediante um certo

acréscimo de energia, sob condições as mais variadas, como pressão ou volume constantes - e

isso nos dá as respectivas capacidades térmicas, e por consequência os calores específicos. Tudo

isso nos diz, primeiro diretamente, como o sistema responde a certas perturbações quase-estáticas

e em segundo lugar, de maneira indireta, como o sistema se organiza internamente. Afinal, se

colocarmos um cubo de gelo em um plano inclinado sujeito à gravidade, e contrastarmos esse

comportamento com o da água líquida escorrendo sobre o mesmo plano, poderemos inferir que

as partículas constituintes daquelas substâncias, mesmo que idênticas, se arranjam e interagem

coletivamente de formas bem distintas, respondendo diferentemente aos mesmos esforços externos.

Entretanto, existe um certo conjunto especial de valores de pressão e temperatura nos quais a

transição líquido-vapor de água se comporta de outra forma; para uma temperatura Tc = 647.096K

e pressão Pc = 22.064MPa temos um ponto crítico no diagrama P − T da água [58]. Aqui não

temos calor latente mas temos um calor específico divergente, e ao fim da transição (isto é, se

prosseguirmos aumentando a temperatura ou a pressão) a distinção entre líquido e vapor é sutil10.

O calor específico nessa transição é uma quantidade não-analítica e carrega uma assinatura de sua

ocorrência. Para explicar esses e outros fenômenos dentro do que se convencionou chamar fenô-

menos críticos a comunidade científica se esforçou e contruiu um arcabouço teórico extremamente

preciso para lidar com as dificuldades que esse tipo de problema carrega.

A Teoria de Landau das Transições de Fases [10, 51] foi um dos primeiros paradigmas funda-

cionais da teoria moderna das transições de fases e pode ser visto como uma versão melhorada

das abordagens de campo médio devido a van-der-Walls e Curie-Weiss [51]. Uma ideia central

10Existe uma crença generalizada em muitos livros-texto que as diferenças não existem a partir de certos valores
P e T. Porém, veja o trabalho de Fisher e Widom https://doi.org/10.1063%2F1.1671624 para uma discussão mais
refinada.
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é a de parâmetro de ordem, uma grandeza termodinâmica que é zero na fase desordenada11e

diferente de zero na fase ordenada. A Teoria de Landau consegue apreciar o fenômeno de uni-

versalidade, que é a observação que vários modelos com detalhes microscópicos diferentes dão

origem aos mesmos comportamentos para grandezas termodinâmicas próximo a um ponto crítico

[8, 51]. Tais comportamentos são governados por certos expoentes críticos, os quais descrevem os

comportamentos assintóticos acima referidos, tipicamente mediante leis de potência, e.g., o calor

específico c ∼ |T − Tc|α12sendo α seu expoente crítico. O calor específico é um exemplo comum

de comportamento divergente, e podemos argumentar que essas divergências denunciam o fato de

correlações tornarem-se de longo alcance: isto é, o comprimento de correlação espacial ξ diverge

como ξ ∝ |r|−ν , onde r = T − Tc é a distância do ponto crítico. Nesse sentido, uma correlação

infinita faz com que o sistema pareça homogêneo mediante transformações de escala arbitrárias13,

dando origem a um comportamento fractal [8]. Decorre daí que esperamos ordem de logo alcance

para sistemas críticos, e isso pode ser apreciado pelo comportamento das funções de correlação,

que iremos expor brevemente na próxima seção.

Mencionamos finalmente que a teoria de Landau falha quantitativamente em prever os valores

dos expoentes críticos quando os sistemas tem dimensão inferior à chamada dimensão crítica supe-

rior [8, 51]. Se a dimensionalidade do sistema é superior a esse valor, as flutuações no parâmetro

de ordem - que burlariam o sucesso da teoria de Landau - não são importantes para o comporta-

mento crítico. Se a dimensionalidade está entre as chamadas dimensão crítica inferior e superior,

ainda há transição mas a aproximação de campo médio também não descreve com acurácia. Para

sistemas com dimensão inferior à crítica inferior, temos flutuações tão fortes que a fase ordenada é

completamente apagada do “espaço de opções” do sistema - isso significa que não pode haver tran-

sição de fase a temperatura não nula para aquela dimensionalidade do sistema. Essa dependência

dimensional pode ser apreciada através do Argumento de Landau-Peierls e entendida como uma

competição entre as flutuações de energia e entropia do sistema. Seguindo Cardy [8], imagine que

temos um sistema unidimensional ferromagnético com L sítios a uma temperatura T e suponha

que o custo energético para inverter a orientação de qualquer spin (realizar um spin-flip e criar

uma parede de domínio) seja da ordem de J , i.e., O(J). As flutuações térmicas podem induzir um

11Existe uma dificuldade no uso do termo “desordem” quando estamos abordando sistemas desordenados simul-
taneamente à teoria das transições de fases. O leitor pode usar a seguinte regra: se os termos “desordenado” e “sujo”
puderem ser intercambiados sem prejuízo à sua compreensão, significa que estamos falando da “quenched disorder” e
isto significa presença de impurezas; caso contrário, trata-se de uma fase de algum modelo/sistema que se encontra
em discussão.

12Vale notar que o comportamento crítico depende da dimensionalidade do sistema, podendo ser o caso de
apresentar divergências logarítmicas no lugar de leis de potência. Não nos debruçaremos a esse respeito no texto.
Para mais informações, veja https://doi.org/10.1016%2F0550-3213%2872%2990279-9 e Ref. [8].

13Na verdade, em muitos casos é mais forte do que isso, temos invariância conforme. Veja [8, 21].
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spin-flip e assim a energia livre sofrerá uma variação ∆F ∼ O(J) − kBT ln Ω. Mas o número de

configurações compatíveis com esse spin-flip é justamente Ω = L, devido à homogeneidade. Isto

significa que para L suficientemente grande e T finita ∆F < 0. Assim o ordenamento ferromag-

nético não poderia ser um mínimo da energia livre, tornando-se portanto um arranjo instável a

temperaturas finitas. Dito de outra forma, a entropia só pode perder se T = 0. Em contraste,

para duas dimensões, criar uma parede de domínio significa flipar uma cadeia de spin, fechada,

de tamanho ℓ, e exige um custo O(ℓJ). O número de configurações corresponde ao número de

caminhadas aleatórias autoevitantes, fechadas e de tamanho ℓ. Esse número é certamente menor

do que 4ℓ considerando uma rede quadrada ou, equivalentemente, supondo que a caminhada tenha

número de coordenação 414, de modo que ln Ω < ℓ ln 4, donde podemos inferir (corretamente) que

existe um número µ < 4 tal que ∆F ∼ O(Jℓ) − kBTℓ lnµ. Dessa forma, para T suficientemente

baixa vemos que essas paredes causam ∆F > 0, o que significa que a fase ordenada de fato é

estável, e deve haver uma transição a Tc ∼ O(J)/kB. Entretanto, a T = 0 podemos apreciar outro

tipo de transição, as denominadas transições quânticas que exploramos brevemente a seguir.

2.1.2 Transições de fase quânticas

A presente seção é fortemente baseada na abordagem da Ref. [10]. Considere um hamiltoniano

Ising quântico sujeito a um campo transverso, em dimensão d numa rede hipercúbica tal que

H =
g

2

∑

i

σx
i −

1

2

∑

<i,j>

σz
i σ

z
j , (2.8)

sendo g > 0. < i, j > vincula apenas sítios i e j que são primeiros vizinhos, e as matrizes de Pauli,

na base diagonal de σz, são dadas por

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
. (2.9)

Vamos explorar alguns valores do parâmetro g a fim de evidenciar uma transição de fase quântica.

Se g = 0 recuperamos o Ising livre de campos externos e naturalmente H será diagonal na base

dos autovetores de σz. No entanto, para g 6= 0 os operadores σx provocarão spin-flips em um sítio.

Para g = 0 o estado fundamental é degenerado: uma função de onda com todos spin up ou

todos spin down é igualmente boa. Para |g| 6= 0 ≪ 1 haverá uma pequena perturbação, e a

14Isto é, estando em um ponto da rede quadrada, cada passo permitido se dá para cima, para baixo, esquerda ou
direita.
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correlação de longas distâncias é (para qualquer dos vetores no estado fundamental dubleto)

lim
|xi−xj |→∞

〈0| σz
i σ

z
j |0〉 = N2

0 , (2.10)

sendo N0 a magnetização espontânea do estado fundamental - que é 1 para g = 0.

Se agora |g| ≫ 1 o termo transverso domina e, em ordem zero, o estado fundamental é

|0〉 =
∏

j

|→〉j , (2.11)

sendo, na base longitudinal

|→〉j =

(
|↑〉j + |↓〉j

)

√
2

, (2.12)

|←〉j =

(
|↑〉j − |↓〉j

)

√
2

, (2.13)

os dois autoestados de σx
j com autovalres 1 e −1 respectivamente. Devido a essa falta de correlação

total entre sítios distintos, o estado fundamental em ordem zero produz 〈0| σz
i σ

z
j |0〉 = δij. De

maneira mais precisa, esperamos que se |0〉 é o estado fundamental exato no regime |g| ≫ 1, as

correlações permaneçam de curto alcance e se comportem como

〈0| σz
i σ

z
j |0〉 ∼ exp

(
−|xi − xj|

ξ

)
, (2.14)

sendo ξ o comprimento de correlação definido na seção anterior.

A mudança abrupta entre esses estados fundamentais sugere que não há uma transformação

analítica em função de g que mapeie os mesmos entre si; deve existir um valor crítico gc no qual

o comportamento das correlações se modifique descontinuamente. De fato, para uma rede de

tamanho infinito o gap15 é não nulo para todo g 6= gc e vai a zero para g = gc, produzindo assim

mais uma manifestação de criticalidade: um espectro de excitações sem massa16.

Após “sobrevoar” algumas características das transições quânticas, é preciso uma resposta mais

clara: afinal, quê é uma transição de fase quântica? Estaremos particularmente interessados nas

chamadas transições de segunda ordem, que basicamente são aquelas em que o gap vai a zero no

15Energia necessária para produzir excitações para estados vizinhos próximos, tipicamente contabilizada a partir
do estado fundamental.

16O jargão “espectro sem massa” faz sentido posto que ξ ∼ 1

m
, sendo m a escala de massa envolvida na teoria de

campo. Se m→ 0+,naturalmente ξ →∞, que é uma das assinaturas da criticalidade.
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A presença de impurezas traz grandes desafios na vida de físicos experimentais que desejam

sintetizar um material cujos 99,999% de pureza são fundamentais para um determinado fim; mas

ao mesmo tempo, a impureza (ou dopagem) [59] pode ser o ingrediente que faltava para dotar de

alta condutividade um material até então isolante. O fato é que, por bem ou por mal, a natureza

está saturada de ingredientes que contrariam alguns aspectos da “limpeza” dos sistemas que a

compõem. Isso algumas vezes pode ser o fim de um estado da matéria, suprimido pela presença

de aleatoriedades, e até mesmo o fim de uma transição de fase [14, 44]. Mas ao mesmo tempo, as

impurezas surpreendem com carecterísticas sem contrapartida num universo “limpo”: a Localização

de Anderson [42], Localização de Muitos Corpos [7], os “Vidros de Spin”17 e a Fase de Singletos

Aleatórios [60].

A fim de “encontrar ordem na desordem”, vamos discutir os efeitos de desordem que serão

responsáveis por originar as chamadas Fases de Griffiths [44], primeiro apresentando e aplicando

o Critério de Harris primeiro em um contexto clássico - o qual Griffiths abordou em seu trabalho

seminal [49] - e em seguida no mundo de baixas temperaturas, um mundo de efeitos quânticos por

excelência.

2.2.1 Critério de Harris

Uma recente e sucinta revisão a respeito de sistemas quânticos de muitos corpos e os efeitos

de desordem é devido ao Prof. Dr. Thomas Vojta e pode ser encontrada na Ref. [44]18. Citamos

esse trabalho dado que é do nosso interesse tratar apenas desordem fixa - como já mencionamos -

especificamente falando, da desordem de ligação/acoplamento, que em alguns casos guarda corre-

spondência com os efeitos de “massa aleatória”19. Esse tipo de desordem não destrói a estabilidade

das fases do bulk, mas pode desestabilizar as transições devido à existência de domínios locais que

possuem uma fase distinta daquela do bulk do sistema. Nossa física de interesse aqui é justamente

essa dos domínios locais.

Para obter um critério norteador a respeito da influência que a desordem de massa aleatória

ocasiona, seguimos o belo argumento devido a Harris [62]: imagine que o sistema é dividido em

blocos cujos tamanhos são iguais ao comprimento de correlação ξ; devido à presença de desordem,

17Em inglês, Spin Glasses. Veja o excelente texto introdutório de K. H. Fisher e J. A. Hertz “Spin Glasses” pela
Cambridge University Press.

18A Tese de livre docência do Prof. Dr. José A. Hoyos Neto é uma ótima referência para uma breve síntese histórica
da evolução das ideias aqui tratadas, além de abordar o interessantíssimo problema de sistemas com desordem e
dissipação. O acesso é aberto e pode ser encontrado em http://repositorio.ifsc.usp.br/handle/RIIFSC/5991.

19Outro tipo de desordem, a de campo aleatório, não será do nosso interesse, mas vale recordar a existência do
critério de Imry-Ma. Para mais detalhes veja a Ref. [61].
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cada bloco tem sua própria temperatura crítica. O “truque” é comparar o desvio-padrão ∆Tc

dessas flutuações de temperaturas críticas com a distância global |T − Tc| ao ponto crítico do

sistema limpo: desde que ∆Tc < |T − Tc| todos os blocos estarão na mesma fase e o sistema

é aproximadamente uniforme, mas caso contrário haverá blocos em fases opostas aos “lados” da

transição em Tc. Ora, mas como nossos blocos tem, por construção, desordens independentes, o

teorema do limite central [50, 51] nos garante uma dispersão normal, a qual é da ordem da raiz

do inverso do volume do sistema d-dimensional, i.e. ∆Tc ∼ ξ−d/2; por outro lado, o sistema limpo

tem um comprimento de correlação que diverge como ξ ∼ |T − Tc|−ν proximo à transição, sendo

ν o expoente crítico do sistema limpo. A inconsistência do ponto crítico é garantida, portanto, no

limite T → Tc desde que o Critério de Harris

νd > 2, (2.16)

seja violado. Vale chamar atenção para dois fatos: (i) o critério de Harris é necessário mas não

suficiente para garantir estabilidade, dado que o mesmo é “cego” para detalhes em escalas finitas

que podem influenciar na transição20 e (ii) esse argumento essencialmente clássico continua valendo

para transições quânticas porque a desordem fixa varia apenas no espaço e não no eixo de tempo

imaginário.

Vemos assim que para certos casos, a desordem é irrelevante no sentido de renormalização.

Mas estamos justamente interessados nos casos em que ela é importante. O paradigma central que

exemplifica essa relevância á justamente o de regiões raras.

2.2.2 Regiões raras

O critério de Harris sugere uma forma (natural) de classificar a “força” da desordem mediante

um “zoom-out” ou coarse graining : observar o sistema em escalas cada vez maiores21 e ver o que

acontece. A primeira opção é quando a desigualdade é satisfeita, e nada de novo acontece: a física

macroscópica da transição é a mesma do sistema limpo. Se a desigualdade não é satisfeita temos

os casos marginais - que fogem do nosso interesse - e os casos em que a desordem tem um papel

finito22 ou infinito. Nossa física nesse trabalho está fortemente baseada na situação em que o coarse

20Ver referências 74 a 76 da Ref. [44] para mais detalhes.
21É claro, no sentido da teoria de escala/grupo de renormalização.
22Aqui as médias não convergem completamente no limite termodinâmico: a largura de suas curvas mantém

um tamanho finito. Isso tem como consequência uma mudança nos expoentes críticos - mas o decaimento por lei
de potência permanece. Esse assunto é melhor explorado no trabalho de Ibrahim e colaboradores, que pode ser
encontrado em Phys. Rev. E 90:042132.
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graining não consegue evitar a desordem: pelo contrário, ele aumenta a desordem, e a física do

sistema passa a ser controlada por um ponto fixo de desordem infinita23.

O que a literatura aponta [14, 44] é que várias transições em sistemas desordenados são dom-

inadas por flutuações raras de desordem forte e as regiões raras em que as mesmas residem: elas

causam singularidades fora do ponto crítico usual (do sistema limpo), e são costumeiramente

chamadas Singularidades de Griffiths, mas para fazer jus à história do tema denomina-las-emos

Singularidades de Griffiths-McCoy24, devido aos trabalhos seminais de Griffiths [49] e McCoy (veja

nota de rodapé número 22). Seguiremos mais ou menos de perto os argumentos originais de

Griffiths ao tratar o modelo Ising clássico diluto/diluído.

Como já dissemos, a desordem de ligação guarda analogia muito próxima ao caso de desor-

dem de massa, e.g., defeitos nos quais há uma probabilidade p de que um determinado sítio seja

preenchido com um spin - o exemplo tradicional é novamente um ferromagneto tipo Ising. Isso

origina vacâncias, o que implica que amostras macroscópicas possuirão um número não nulo de

regiões sem vacâncias - clusters sem desordem - tão raras quanto menor p. Essas regiões são,

também, de uma raridade dependente do seu tamanho, e se pensarmos em um sistema próximo a

transição mas, digamos, ainda na fase paramagnética, é possivel que essas regiões localmente ap-

resentem a “fase errada”, qual seja, ferromagnética. Tomando desordem descorrelacionada - grosso

modo, independente das direções em que se observa o sistema através de escalas cada vez maiores -

é imediato que a probabilidade w(VRR) de se encontrar uma região sem vacâncias, de tamanho LRR

cujo volume associado é VRR ∼ Ld
RR será exponencialmente pequena w(VRR) ∼ exp(−cVRR)

25. No

caso clássico, cada região rara ordenada age como um superspin com momento de dipolo propor-

cional a VRR, fazendo com que a susceptibilidade da região rara se comporte como χ(VRR) ∼ V 2
RR

T
26.

Dessa forma, o decréscimo exponencial supera o aumento por lei de potência, e na média a con-

tribuição dessas regiões é basicamente desprezível27. O resultado é outro quando olhamos para

sistemas quânticos a T = 0. No caso do próprio Ising quântico diluto em campo transverso, as

excitações de uma certa região rara para os primeiros estados excitados (as combinações simétrica

e antisimétrica de alinhamento paralelo e antiparalelo do superspin ao campo) são separadas por

23Novamente, referimos aos trabalhos seminais de Fisher em Phys. Rev. Lett. 69:534 e Ref. [60] para mais
detalhes desse conceito.

24Veja mais a esse respeito na supracitada tese de livre docência do Prof. Hoyos. É importante lembrar que
McCoy-Wu foram alguns dos primeiros a sugerir que desordem exerce um papel importante na “suavização” de
algumas transições, fenômeno observado em meados dos anos 60 que até então carecia de explicações. Veja o
primeiro de uma série importante de trabalhos dos autores Barry McCoy e Tai Wu em Physical Review 176, 2,
631-643, 1968.

25A constante c pode ser interpretada como a concentração de vacâncias.
26Esse resultado é obtido via Teoria de Resposta Linear (TRL). Veja por exemplo o texto de Mahan [63] para

TRL em geral.
27Veja referências 92 a 94 em [44].
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um gap exponencialmente pequeno ∆ ∼ exp(−aVRR) o qual contribui com uma susceptibilidade

exponencialmente relevante!

Outros efeitos de desordem, correlação de desordem, consequências na dinâmica e etc podem

ocorrer. Mencionamos apenas que para o sistema do nosso interesse, que pertence à mesma classe

de universalidade dos magnetos de Ising, a dimensão crítica inferior é d−c = 1, a dimensão efetiva

das regiões raras é dRR = 1 e dν < 2, portanto o comportamento crítico é controlado pelo ponto

fixo de desordem infinita28. Prezaremos por alguma brevidade, concentrando-nos adiante na visão

geral das Fases de Griffiths Quânticas, em seguida tecendo alguns comentários a respeito das Fases

de Griffiths que aparecem na classe de universalidade da cadeia dXX.

2.2.3 Fases de Griffiths quânticas,

De uma forma que possa ser tão genérica e ao mesmo tempo precisa quanto possível, podemos

dizer que uma Fase de Griffiths é uma região do diagrama de fases no qual a desordem permite

a existência de regiões raras cujo comportamento tomado em conjunto difere de maneira impor-

tante daquele do bulk - e o paradigma mais simples é justamente pensar na inversão local de

fases termodinâmicas, onde teríamos uma ordem ferromagnética na região rara, apesar do bulk se

encontrar em fase paramagnética. Esse tipo de fenômeno acontece quando um sistema quântico

de muitos corpos, desordenado, se encontra próximo a uma transição de fases, seja ela induzida

por parâmetros termodinâmicos ou microscópicos. No nosso trabalho, é justamente a transição

via modificação de parâmetros microscópicos que nos interessa - fundamentalmente, transições

quânticas (T = 0).

Como já dissemos, a classe de Fases de Griffiths Quânticas a que o modelo XX desordenado

pertence, conforme a classificação de Hoyos-Vojta , é denominada classe B - mais especificamente,

o modelo pertence à classe B2. Fases de Griffiths de classe B são dotadas de singularidades de

Griffiths-McCoy muito fortes devido à combinação/competição de dois efeitos exponencialmente

pequenos: a probabilidade de ocorrência de uma região rara de dimensões LRR e o gap no espectro

de baixas excitações, que como vimos também decai exponencialmente. Quase por um “milagre”,

o efeito total disso é uma densidade de estados governada por lei de potência, de comportamento:

g(ǫ) ∼ ǫ
d
z
−1, não-universal devido ao expoente dinâmico z. Uma das evidências experimentais

mais fortes para esse comportamento é observada na liga Ni1−xVx: o níquel é um ferromagneto de

temperatura de Curie Tc = 627K, mas a mistura com vanádio leva a uma fase de Griffiths quando

a concentração crítica xc próxima de 11% é atingida. Vários resultados na literatura confirmam

28Dentro do esquema de classificação de Vojta & Hoyos (veja [64]) a cadeia dXX está na classe B2.

15



as previsões de uma fase de Griffiths 29. A literatura é vasta e elenca vários exemplos de sistemas

metálicos dotados de uma fase de Griffiths quântica30.

2.2.4 Fase de Griffiths na cadeia dXX

Em nosso estudo, pretendemos identificar os tempos críticos da cadeia XX desordenada (dXX,

por brevidade). Para tanto, precisamos entender primeiramente o diagrama de fases quânticas de

equilíbrio para esse sistema.

A cadeia dXX é definida como:

H(λ) =
∑

j

λj(σ
+
j σ

−
j+1 + h.c.), (2.17)

sendo 0 < λj os acoplamentos, e “λ” na verdade é uma notação prática para indicar uma coleção

λ = (λ1 · · ·λN) de acoplamentos e σ+
j , σ

−
k os operadores “escada”, os quais são definidos pela álgebra

das matrizes de Pauli: [
σα
j , σ

β
j

]
= i2ǫαβγσ

γ
j , (2.18)

sendo α, β, γ ∈ {x, y, z}, σ+
j = σx

j + iσy
j e σ−

j = σx
j − iσy

j . Com isso, obtém-se as relações de

comutação e anticomutação para os operadores escada[
σ+
j , σ

−
k

]
= δjkσ

z
j , (2.19)

{σ+
j , σ

−
k } = δjk1 + (1− δjk)2σ+

j σ
−
k . (2.20)

Sabe-se que o hamiltoniano definido na Eq. (2.21) é equivalente a um sistema de férmions livres

sem spin, com termos de hopping aleatórios através de uma Transformação de Jordan-Wigner [65,

66]. Ou seja, temos um hamiltoniano do tipo

H(λ) =
∑

j

λj(c
†
jcj+1 + h.c.). (2.21)

Indexamos os sítios presentes na cadeia de tamanho L, em leitura convencional da esquerda para

a direita: imagine primeiro uma cadeia aberta; nela, o sítio 1 está na extremidade da esquerda,

o sítio 2 é o primeiro sucessor à direita do sítio e assim por diante, até o sítio L (um número

natural que consideraremos par) que se encontra na extremidade, à direita de todos os demais; por

fim, é claro, fechamos a cadeia para garantir periodicidade. Os acoplamentos λj, como explicitado

29Veja as referências 131 e 132 da Ref. [44].
30Veja por exemplo as referências 19 e 79 de [44], bem como as referências lá citadas.

16







3 Transições de fase quânticas dinâmicas

3.1 Amplitude de Loschmidt e DQPTs

Estamos interessados em protocolos nos quais o nosso sistema de muitos corpos interage fraca-

mente com o ambiente, de maneira que o desprezaremos e a dinâmica seja tratada satisfatoriamente

como unitária nas escalas de tempo experimentalmente desejáveis. Esse cenário é rotineiramente

criado por arranjos de átomos ultrafrios e armadilhas ópticas [1–4].

O protocolo fora do equilíbrio mais simples que pode ser vinculado a uma DQPT32 é o protocolo

de quench quântico/têmpera quântica. Consiste em preparar um sistema inicial em um certo estado

|ψ0〉 (tipicamente o estado fundamental) de um hamiltoniano H0 = H(λ0) tomando um valor

particular λ0 (ou um conjunto de valores, no interesse de sistemas desordenados) de um parâmetro

λ ajustável que define uma família de hamiltonianos indexados pelo mesmo: H(λ). Em seguida,

há uma mudança abrupta λ0 → λf e, para t > 0, o estado evoluído no tempo é dado por33

|ψ(t)〉 = e−iH(λf )t |ψ0〉 , (3.1)

dando origem a uma dinâmica não trivial desde que o estado inicial não seja autoestado de H(λf ) ≡
Hf , o hamiltoniano final. É importante notar que estamos interessados nos chamados quenches

globais nos quais essa mudança de parâmetros seja apreciada extensivamente, isto é da ordem da

dimensão característica do sistema.

Em muitos cenários surgem tais protocolos, e é de interesse computar a Amplitude de Loschmidt

(AL)

A(t) = 〈ψ0 |ψ(t)〉 = 〈ψ0| e−iH(λf )t |ψ0〉 , (3.2)

cujo módulo quadrado é denotado Loschmidt Echo (LE)

L(t) = |A(t)|2 . (3.3)

Essas quantidades são denominadas amplitudes de retorno e fidelidades (no caso da AL) ou prob-

abilidades de persistência do vácuo (no caso da LE) em seus mais distintos contextos como caos

quântico, ressonância magnética nuclear e outros34. Devido à clara analogia entre AL e funções de

32A definição em si de uma DQPT não está necessariamente restrita a esse protocolo. Veja referências 29, 41-44
e a seção 6.5 de [5] para uma discussão desse assunto que foge do nosso escopo.

33Por comodidade, estamos utilizando unidades nas quais ~ = 1.
34Veja as referências 45 e 46 citadas em [5].
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partição de fronteira [41], existe uma relação de escala bem definida no limite termodinâmico (o

tamanho L do sistema cresce indefinidamente, i.e. L→∞) A(t) = e−Lℓ(t) para têmperas globais.

Isso leva a

ℓ(t) = − lim
L→∞

1

L
ln (A(t)) . (3.4)

Mais precisamente, estaremos interessados em definir uma Energia Livre Dinâmica

f(t) = − lim
L→∞

1

L
ln |A(t)|2 = 2ℜ{ℓ(t)} . (3.5)

A ideia basica é buscar não-analiticiades nessa grandeza. Tipicamente o que ocorre é que, na

vizinhança de certos tempos tc denominados instantes críticos temos,

f(t) ∼
∣∣∣∣
t− tc
tc

∣∣∣∣
d

, (3.6)

sendo d um expoente crítico que pode depender do modelo e da dimensionalidade do mesmo.

Outros comportamentos, como singularidades logarítmicas já foram reportadas na literatura em

modelos Ising 2D [67]. Vale ressaltar que em 2010 [68] a estrutura não-analítica de ALs já havia

sido apontada, mas como ressaltamos anteriormente, foi apenas em 2013 que Heyl e colaboradores

interpretaram tal comportamento como indicativo de uma transição de fase dinâmica.

De um modo geral, DQPTs são esperadas sempre que o protocolo de têmpera é feito de maneira

tal que os hamiltonianos final e inicial estejam separados por uma transição de equilíbrio, i.e.,

digamos que H(λ0) e H(λ∞) estejam em fases termodinâmicas distintas: uma têmpera entre

essas fases costuma aparecer. Mas há um número substancial de exceções 35 que indicam que

fundamentalmente, transições dinâmicas devem ser percebidas como um fenômeno crítico distinto

das transições de equilíbrio. No entanto, nem tudo está perdido, devido à conexão sugerida pelos

zeros de Fisher36.

3.2 Exemplo: a cadeia de Ising em campo transverso

Seguindo37 a Ref. [40], considere novamente a cadeia de Ising em campo transverso, agora em

35Veja as referências 56, 58 e 62-65 de [5].
36Para artigos em que esses zeros são experimentalmente apreciados, veja as referências 70 e 71 idem referência

nota 32.
37Os resultados dessa seção provém dos autores referenciados, e não originais de nossa parte.
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uma dimensão, sujeito a condições de contorno periódicas (PBC)

H =
g

2

∑

i

σx
i −

1

2

N∑

i=1

σz
i σ

z
i+1, (3.7)

em que sabemos o que acontece para os vários valores de g : se |g| < 1 há ordem ferromagnética em

T = 0, g = gc = 1 apresenta uma transição quântica e se |g| > 1 temos um paramagneto. Como é

amplamente conhecido, o hamiltoniano acima pode ser diagonalizado via Transformação de Jordan-

Wigner [65], seguido de uma Transformada Discreta de Fourier e por fim uma Transformação de

Bogolyubov [66]. No fim do dia, temos a seguinte dispersão [40]

εk (g) =

√
(g − cos k)2 + sin2 k, (3.8)

e fazendo uma têmpera entre os parâmetros g0 e g1 temos que a energia livre dinâmica por partícula

pode ser determinada, no limite termodinâmico, para qualquer têmpera [40]

fg0,g1 (z) = −
∫ π

0

dk

2π
ln
(
cos2 φk + sin2 φke

−2zεk(g1)
)
, (3.9)

sendo z uma varável complexa, φk = θk (g0) − θk (g1) e tan (2θk (g)) ≡ sin k
g−cos k

, θk (g) ∈
[
0, π

2

]
. A

equação acima ignora um termo “trivial”, proporcional à energia do estado fundamental de H (g1) .

Os zeros de Fisher nesse caso são [40]

zn (k) =
1

2εk (g1)

(
ln
(
tan2 φk

)
+ iπ (2n+ 1)

)
, n ∈ Z. (3.10)

Os limites infravermelho e ultravioleta (k = 0 e k = π) dos ângulos de Bogolyubov são re-

spectivamente φk=0 e φk=π. No primeiro caso temos as possibilidades qualitativamente distin-

tas são (i)φk=0 = 0, o que caracteriza uma têmpera na mesma fase do diagrama de equilíbrio;

(ii)φk=0 = π/4, representando uma têmpera saindo do/chegando no ponto crítico; por fim, (iii)

φk=0 = π/2, sinaliza uma têmpera atravessando o ponto crítico. No caso ultravioleta, sempre

φk=π = 0. Em particular, note que uma têmpera cruzando o ponto crítico necessariamente faz as

linhas de Fisher cruzarem o eixo real. Assim, esses instantes dão origem a um comportamento não

analítico da LE, análogo à impossibilidade de extensão analítica para expansões de altas temper-

aturas próximo a uma transição termodinâmica. Tais instantes são denominados instantes críticos

21



e para uma têmpera atravessando o ponto crítico obtem-se a seguinte expressão desses tempos

t∗n = t∗
(
n+

1

2

)
, n ∈ Z. (3.11)

Temos que t∗ = π
εk∗ (g1)

, sendo k∗ determinado pela condição cos k∗ = 1+g0g1
g0+g1

. Existe um resultado

devido a Pollman e colaboradores [68] em que se estuda a dinâmica adiabática para uma têmpera

através do ponto crítico, nas imediações do mesmo, e obtém-se que a escala de energia relevante é

o gap de massa m (g1) = |g1 − 1| do hamiltoniano final. Entretanto, vemos pelos resultados acima

que para uma têmpera arbitrária escalas de energia fora do equilíbrio são altamente relevantes,

pois note por exemplo que uma vez fixado g0 e tomando g1 = 1 + δ, |δ| ≪1, então εk∗ (g1)
m(g1)

∝ 1√
|δ|

,

mostrando que as diferenças são substanciais.

Há uma interpretação interessante do modo k∗, pensada a partir do fato que se n (k) é a

ocupação do estado excitado com modo k na base diagonal de Hf (g1) - o hamiltoniano final.

Temos no caso n (k∗) = 1
2
; modos com k > k∗ possuem ocupação térmica n (k) < 1/2 enquanto

aqueles com k < k∗ representam uma inversão de população n (k) > 1/2, o que formalmente

corresponde a temperatura efetiva infinita. O modo k∗ corresponde assim a temperatura infinita

[69].

A maior motivação para conceber estes fenômenos enquanto transições de fase quânticas dinâmi-

cas vem de considerar a função distribuição de trabalho para uma têmpera dupla: o sistema é

preparado no estado fundamental de H (g0) e a têmpera é feita para H (g1) no instante t = 0 e

em seguida o sistema volta a ser H (g0) em um certo instante, é claro, t > 0. A distribuição de

trabalho, então, definida como

P (W, t) =
∑

j

δ (W − (Ej − EGS (g0))) |〈Ej|ψi (t)〉|2 , (3.12)

sendo |Ej〉 os autoestados de H (g0), é uma quantidade que obedece uma forma P (W, t) ∼
e−Lr(w,t) com uma função r (w, t) que depende da densidade de trabalho w = W/L e tem uma

expressão exata no limite termodinâmico, pois conforme o teorema de Gärtner-Ellis [70] r (w, t) =

inf
R∈R

(c (R, t)− wR), ou seja, é a transformada de Legendre de c (R, t) = − 1
L
ln
[∫
dWP (W, t) e−RW

]

que é por sua vez, no caso em pauta

c (R, t) = −
∫ π

0

dk

2π
ln
(
1 + sin2 (2φk) sin

2 (εk (g1) t)
(
e−2εk(g0)R − 1

))
. (3.13)

e naturalmente, r (0, t) fornece a probabilidade de retorno ao estado fundamental. Isto significa que
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4 Metodologia

4.1 Solução Geral

É possível obter uma expressão genérica para L(t) para hamiltonianos do tipo definido na Eq.

(2.21). Para tanto, note que estes hamiltonianos podem ser escritos na seguinte forma compacta

H = C†TC, (4.1)

sendo

C ≡




c1

c2
...

cL−1

cL




, (4.2)

em que os c′js são os operadores fermiônicos de aniquilação38 e

T ≡




0 λ1 0 · · · 0 λL

λ1 0 λ2 · · · 0 0

0 λ2 0 λ3 0 0

0 0 λ3
. . .

...
...

...
...

... · · · 0 λL−1

λL 0 0 · · · λL−1 0




. (4.3)

Por construção a matriz T é real e simétrica, portanto diagonalizável. Buscamos uma transfor-

mação unitária A tal que D = A†TA, sendo D uma matriz diagonal e única a menos do ordena-

mento de suas colunas ou linhas. No caso em cena, A é a matriz cujas colunas são os autovetores

de T .

Note que em vista de A†A = AA† = I, têm-se

H = C†AA†TAA†C = Z†DZ, (4.4)

38Os quais, juntamente aos operadores de criação c
†
j = (cj)

†, são definidos pela álgebra
{
ci, c

†
j

}
= δij e {ci, cj} = 0,
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em que definimos

Z ≡




z1

z2
...

zL−1

zL




= A†C. (4.5)

Vamos definir H1 = H(0) ≡ Y †D1Y , H2 = H(λ) ≡ X†D2X, sendo

X ≡




x1

x2
...

xL−1

xL




= A†
1C, (4.6)

e

Y ≡




y1

y2
...

yL−1

yL




= A†
2C. (4.7)

Destarte, obtemos que C = A1X, e então podemos escrever

Y = A†
2A1X. (4.8)

Definindo A = A†
2A1, segue que A†A = AA† = I, e detA = detA†

2 detA1 = 1, isto é, Y e X estão

conectados por uma transformação unitária; isto é esperado, posto que podemos obter H1 de H2

continuamente (e vice-versa). Em particular, as Aj’s são matrizes ortogonais (A†
j = AT

j ).

Note que o estado fundamental de H(0) é

|GS〉 =
L
2∏

m=1

y†m |0〉 , (4.9)
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mas Y = AX ⇐⇒ Y † = X†A†, o que pode ser escrito como y†m =
∑L

j x
†
ja

∗
mj, e então

|GS〉 =
L
2∏

m=1

L∑

j

x†ja
∗
mj |0〉 , (4.10)

sendo, é claro, a base x†j, xj aquela que diagonaliza H2, isto é, H2 =
∑L

k=1 ωkx
†
kxk. Esta é a repre-

sentação mais conveniente para avaliar a Amplitude de Loschmidt A(t) = 〈GS| exp (−iH2t) |GS〉
pois

exp (−iH2t) |GS〉 = exp (−iH2t)

L/2∏

m=1

L∑

j

x†ja
∗
mj |0〉 . (4.11)

Mas

exp (−iH2t)
L∑

j

x†ja
∗
mj =

L∑

j

exp(−iωjt)x
†
jexp (−iH2t) a

∗
mj, (4.12)

ou seja

exp (−iH2t) |GS〉 =
L/2∏

m=1

L∑

j=1

a∗mjexp(−iωjt)x
†
j |0〉 . (4.13)

Invertendo a relação entre xj e yn temos x†j =
∑L

n=1 y
†
nanj.

∴ exp(−iH2t) |GS〉 =
L/2∏

m=1




L/2∑

n=1

Umn(t)y
†
n


 |0〉 , (4.14)

em que definimos

Umn(t) =
L∑

j=1

anjexp(−iωjt)a
∗
mj =

(
Aexp(−iΩt)A†)

mn
, (4.15)

sendo Ω = diag
(
ω1, ω2, · · · , ωL

)
, e como deve ser, Umn(0) =

∑L
j=1 a

∗
mjanj = δmn. Portanto,

segue que

A(t) = 〈0| yL
2

yL
2
−1 · · · y1

L/2∑

n=1

U1n(t)y
†
n · · ·

L/2∑

n=1

UL
2
n(t)y

†
n |0〉 , (4.16)
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de que resulta

A(t) = det




U11(t) U12(t) · · · U1L
2

(t)

U21(t) U22(t) · · · U2L
2

(t)
...

...
. . .

...

UL
2
1 UL

2
2 · · · UL

2

L
2

(t)



, (4.17)

o que fornece uma “forma fechada” para avaliação da Amplitude de Loschmidt, e a Echo L (t) =
|A (t)|2 particularmente útil em simulações numéricas. No entanto, a expressão acima é de difícil

compreensão, no sentido de que a Física envolvida não parece clara. Há portanto a necessidade

de um modelo, possivelmente aproximado, a fim de compreender o que se passa nos processos

estudados. Por isso, conduzimos abaixo o tratamento de expressões analíticas fechadas, um tanto

mais palatáveis, começando com o caso “limpo” genérico; em seguida, discutimos um caso particular

que se mostrará útil na exploração de resultados.

A Eq. (4.17) será a referência para ajustar a exatidão dos modelos empregados. No entanto,

ressaltamos desde já a existência de limitações numéricas envolvendo a precisão de ponto flutuante

- mesmo utilizando precisão quádrupla39 - o que tipicamente ocorre em sistemas de desordem muito

forte e com tamanhos de rede maiores que um certo valor dependente da desordem; sendo assim,

como discutido na seção de resultados, os dados obtidos por esta metodologia devem ser avaliados

com cautela. Utilizamos a linguagem Julia [71] em nossas rotinas de programação.

39Veja a seção 5.2.4.
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4.2 Soluções Analíticas

4.2.1 Têmpera genérica para o caso limpo

Consideremos agora que o sistema seja preparado no estado |ψ0〉 , o qual é o estado fundamental

do hamiltoniano H0 definido por

H0 =
1

2
J0

[
L−1∑

j=1

(
1 + (−1)jδ

) (
c†jcj+1 + h.c.

)
+ (1 + δ) (−1)N+1

(
c†Lc1 + h.c.

)]
, (4.18)

e depois evoluímos esse estado pelo hamiltoniano

H̃ =
1

2
J

[
L−1∑

j=1

(
1 + (−1)j δ̃

)(
c†jcj+1 + h.c.

)
+
(
1 + δ̃

)
(−1)N+1

(
c†Lc1 + h.c.

)]
. (4.19)

Note que neste caso não há desordem: temos dois acoplamentos que se repetem alternadamente,

para cada hamiltonianio. Nas expressões acima, δ ou δ̃ parametriza a dimerização do sistema,

sendo que valores positivos indicam a fase dímero par. N é o número de partículas no estado

fundamental de H0 (uma quantidade conservada por ambos hamiltonianos). Estes hamiltonianos

podem ser diagonalizados via série de Fourier, por meio dos operadores η e γ definidos a seguir:

c2j =
√

2
L

∑
q e

i2qjηq e c2j−1 =
√

2
L

∑
q e

iq(2j−1)γq, sendo

q =
2π

L

(
n− 1 + (−1)N

4

)
, (4.20)

tal que n = 1, 2, ..., L
2
. Fazendo essa mudança de base em H0, temos

H0 = J0
∑

q

(
γ†q η†q

)( 0 λqe
−2iθq

λqe
2iθq 0

)(
γq

ηq

)
(4.21)

= J0
∑

q

λq
(
α†
qαq − β†

qβq
)
, (4.22)

sendo os autovalores±λq, em que λq =
√
cos 2q + δ2 sin 2q, e os respectivos autovetores 1√

2

(
e−iθq

±eiθq

)
.
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Temos ainda cos 2θq =
cos(q)
λq

e sin 2θq = δ sin(q)
λq

. Os operadores α e β são dados por

αq =
1√
2

(
eiθqγq + e−iθqηq

)
, βq =

1√
2

(
eiθqγq − e−iθqηq

)
, (4.23)

donde, é claro

|ψ0〉 =
∏

q

β†
q |0〉 . (4.24)

De forma inteiramente análoga, podemos diagonalizar o hamiltoniano final

H̃ = J
∑

q

λ̃q

(
α̃†
qα̃q − β̃†

q β̃q

)
. (4.25)

O segredo para avaliar A(t) é relacionar os operadores αq, βq e α̃q, β̃q respectivamente. Para tanto,

basta inverter as relações entre αq, βq e γq, ηq:

β†
q =

e−iθqγ†q − eiθqη†q√
2

=
e−iθqeiθ̃q

(
α̃†
q + β̃†

q

)
− eiθqe−iθ̃q

(
α̃†
q − β̃†

q

)

2
,

= cos
(
θ̃q − θq

)
β̃†
q + i sin

(
θ̃q − θq

)
α̃†
q = cos (∆θq) β̃

†
q + i sin (∆θq) α̃

†
q. (4.26)

Assim, obtemos

A(t) = 〈0|
∏

q↓
βqe

−iH̃t
∏

k↓
β†
k |0〉

=
∏

q

〈0|
(
cos (∆θq) β̃q − i sin (∆θq) α̃q

)
e−iλ̃qJt(α̃†

qα̃q−β̃†
q β̃q)

(
cos (∆θq) β̃

†
q + i sin (∆θq) α̃

†
q

)
|0〉 ,

(4.27)

mas eAc†cc† = eAc†eAc†c, sendo A escalar; portanto

A (t) =
∏

q

〈0|
(
cos (∆θq) β̃q − i sin (∆θq) α̃q

)(
cos (∆θq) β̃

†
qe

iλ̃qJt + i sin (∆θq) α̃
†
qe

−iλ̃qJt
)
|0〉

=
∏

q

(
cos2 (∆θq) e

iλ̃qJt + sin2 (∆θq) e
−iλ̃qJt

)

=
∏

q

(
cos
(
λ̃qJt

)
+ i sin

(
λ̃qJt

)(cos2 q + δδ̃ sin2 q

λqλ̃q

))
. (4.28)
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A Eq. (4.28) tem raízes quando

(
cos2 q + δδ̃ sin2 q

λqλ̃q

)
= 0, (4.29)

e

cos
(
λ̃qJt

)
= 0. (4.30)

É notável, e de certo modo esperado, que a primeira condição seja satisfeita apenas quando δδ̃ ≤ 0,

posto que se trata de uma têmpera em que o acoplamento δ̃ cruza a transição de fase de equilíbrio.

Figura 5: Diagrama de equilíbrio para hamiltonianos da forma 4.18.

A segunda condição fornece os instantes críticos, isto é, aqueles nos quais a transição de fase

dinâmica ocorre:

λ̃qJtn = (2n+ 1)
π

2
, n ∈ Z. (4.31)

Uma vez que a Eq. (4.30) depende apenas de δ̃, fica claro que a têmpera inversa não é equivalente,

de forma genérica: os casos de equivalência ocorrem somente para δ = −δ̃, como esperado pela

simetria em relação ao diagrama de fase. Para o caso extremo em que a têmpera consiste em partir

da fase par, com δ = 1 e chegar à fase ímpar, com δ̃ = −1 (ou o contrário), temos pela Eq. (4.29)

sin2 q = cos2 q, (4.32)

ou seja q ∈ {π
4
, 3π

4
}. Pela Eq. (4.20), isto é possível apenas no limite termodinâmico.

Por fim, utilizando que L (t) = |A (t)|2 , no limite termodinâmico é possível escrever a energia livre
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dinâmica como

f (t) = − lim
L→∞

ln (L (t))
L

= − 1

2π

∫ π

0

dq ln

∣∣∣∣∣∣
cos2

(
λ̃qJt

)
+ sin2

(
λ̃qJt

)(cos2 q + δδ̃ sin2 q

λqλ̃q

)2
∣∣∣∣∣∣
.

(4.33)

O maior dos nossos interesses, a priori, está na derivada de f (t), posto que é esperado uma

descontinuidade do tipo “bico” nos instantes críticos, o que significa que f ′ (t) deve exibir pelo

menos uma descontinuidade do tipo “salto”.
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tante notar que, do estado inicial, nos importa apenas a topologia - os valores dos acoplamentos

ímpares pouco nos importam. De fato, considerando o estado fundamental de H0 temos um pro-

duto de singletos isolados:

|ψ0〉 =
⊗

j

|s2j−1,2j〉 = |s1,2〉 ⊗ |s3,4〉 ⊗ · · · ⊗ |sL−3,L−2〉 ⊗ |sL−1,L〉 , (4.36)

sendo |si,j〉 = |↑i↓j〉−|↓i↑j〉√
2

, e, naturalmente, i, j simbolizam a localização espacial de um spin. Uma

vez que [H2j, H2k] = 0, o hamiltoniano é composto por uma soma de subsistemas independentes

H ′
2js o operador evolução temporal pode ser escrito como

e−iHt = e−iHLte−iHL−2t . . . e−iH2t. (4.37)

Para prosseguir, devemos avaliar primeiramente termos da forma

eA(σ
+

2
σ−
3
+h.c.) = 1 + A

(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)
+

1

2!
A2
(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)2
+ . . . (4.38)

Note que
(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)2
= 1

2
(1− σz

2σ
z
3), donde é fácil obter

(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)3
= 1

2
(1− σz

2σ
z
3)
(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)
=(

σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)
, o que nos permite escrever

eA(σ
+

2
σ−
3
+h.c.) = 1 +

(
A+

1

3!
A3 + . . .

)(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)
+

(
1

2!
A2 +

1

4!
A4 + . . .

)
1

2
(1− σz

2σ
z
3)

= 1 +
(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)
sinhA+ (coshA− 1)

1

2
(1− σz

2σ
z
3)

=
1

2
(coshA+ 1) +

(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)
sinhA+

1

2
σz
2σ

z
3 (1− coshA)

= cosh2 A

2
+
(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)
sinhA− σz

2σ
z
3 sinh

2 A

2
. (4.39)

Utilizando a Eq. (4.14) podemos escrever

e−iH2jt =e−itJ2(σ+

2jσ
−
2j+1

+h.c.) = cos2
(
J2jt

2

)
+ sin

(
J2jt

2

)
σz
2σ

z
3 − i sin (J2jt)

(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)

=cos2
(
J2jt

2

)
+ sin2

(
J2jt

2

)
σz
2σ

z
3 − i2 sin

(
J2jt

2

)
cos

(
J2jt

2

)(
σ+
2 σ

−
3 + h.c.

)
. (4.40)

O cálculo da Amplitude de Loschmidt para a situação em cena é, essencialmente, um processo de

sucessiva integração dos graus de liberdade; conforme veremos, o diagrama a seguir introduz uma
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L1(t) =

∣∣∣∣∣∣

(
∏

J∈S1

cos

(
Jt

2

)
+
∏

J∈S1

sin

(
Jt

2

))2
∣∣∣∣∣∣

2

, (4.45)

em que definimos

S1 = {J2,3, J4,13, J14,15, J16,1} ,

e

L2(t) =

∣∣∣∣∣∣

(
∏

J∈S2

cos

(
Jt

2

)
−
∏

J∈S2

sin

(
Jt

2

))2
∣∣∣∣∣∣

2

, (4.46)

sendo

S2 = {J6,7, J8,5} .

Conforme discutiremos a respeito das evidências na seção 5, esperamos que a amplitude de

Loschmidt para uma têmpera cujo hamiltoniano final seja dotado de m regiões raras desconexas

(na aproximação do SDRG) seja da forma

ASDRG(t) =
m∏

j=1

ASDRG
j (t), (4.47)

sendo ASDRG
j a amplitude obtida considerando o ciclo da j-ésima região rara.

4.2.3 Renormalizando o hamiltoniano final

Considere mais uma vez a Fig. (8); temos dois tipos de segmentos vermelhos: os que conec-

tam dímeros distintos e os que partem de e chegam a um mesmo dímero; o que aprendemos na

seção anterior é que, para fins de cálculo da energia livre dinâmica, somente os do primeiro tipo

interessam, e que eles fornecem as escalas de energia presentes na Eq. (4.43). Esta é uma primeira

observação-chave. A segunda, consiste em aplicar o SDRG para obter uma estrutura efetiva de

singletos isolados na tentativa de melhor compreender as origens de uma possível criticalidade

dinâmica para a cadeia XX interagente41 ao longo do diagrama de fases. Para simplificar a análise,

vamos iniciar tratando uma têmpera na qual o hamiltoniano final é dotado de uma única ilha na

qual lRR representa o número de sítios que contribuem efetivamente na formação da região rara,

isto é, lRR = 2(dRR+1) onde dRR é o número de dímeros na fase contrária à do bulk. Considerando

lRR = 6 e L = 16, a seguinte imagem ilustra a fase final do sistema estudado (J2 ≫ Jf
e ≫ Jf

1 para

41Observe que até então, no caso extremo, estudamos a têmpera entre duas fases não interagentes.
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5 Resultados

5.1 Sistema Limpo

Vamos explorar algumas consequências dos resultados obtidos na seção 4.2.1. A primeira destas

consiste nas restrições impostas pelas Eqs. (4.20) e (4.29); considere, por exemplo, o caso em que

δ = −1, e que os acoplamentos de H̃ sejam [veja a Eq. (4.19)]

J

2

(
1− δ̃

)
= 5, (5.1)

e
J

2

(
1 + δ̃

)
= 10, (5.2)

assim, temos J = 15 e δ̃ = 1
3
. Mas, pela Eq. (4.29) é preciso que

cos2 q =
1

3
sin2 q, (5.3)

ou seja

|sin q| =
√
3

2
↔ q = ±π

3
. (5.4)

Ora, dado que a Eq. (4.20) requer q = 2π
L

(
n− 1+(−1)N

4

)
, deve existir n ∈ Z tal que

n =
1 + (−1)N

4
+
L

3
, (5.5)

uma impossibilidade, dado que consideramos L par em nossos estudos. Este resultado é importante,

uma vez que as considerações de paridade não desaparecem no limite termodinâmico e também

porque, muito embora no caso em cena uma forma fechada pôde ser obtida para L→∞, evidencia

que algumas dificuldades podem incorrer quando tratando do crescimento de sistemas finitos - no

exemplo acima, em particular, para qualquer L que não seja da forma L = 2 ∗ 3m, m ∈ N, o

instante crítico é “evitado”.

A segunda consequência de interesse é a assimetria com relação a uma têmpera partindo de ou

chegando ao ponto crítico. Primeiro, considere δ = −1 e δ̃ = 0: tal situação impossibilita a

existência de tempos finitos que mantenham a consistência entre as Eqs. (4.29) e (4.30). No

entanto, caso δ = 0 e δ̃ = −1 a consistência é facilmente obtida desde que q = π
2
.

Os dois resultados acima discutidos sugerem cautela para situações análogas quando tratarmos do
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sistema desordenado.

Na figura 12, apresentamos a energia livre dinâmica, Eq. (4.33) para δ = 1 e alguns valores de δ̃.

0 0.5 1 1.5 2
Jt/π

0

0.2

0.4

0.6

0.8

f(t)

δ=−1

δ=−0.5

δ=−0.1

0.5
0.707

1.58

~

~
~

Figura 12: A energia livre dinâmica f (t) vs Jt/π, dada pela Eq.(4.33) [caso limpo no limite
termodinâmico] para δ = 1 e δ̃ = δf .

A presença de “bicos” sugere fortemente que a derivada de f (t) é descontínua. De fato, conforme

vimos anteriormente f ′ (t) é descontínua nos tempos críticos. Para δ̃ 6= −1 podemos fazer uma

análise numérica da derivada, avaliando seu comportamento para um dado L a cada instante t, e

também através da análise de tamanhos finitos - comparando f ′ (t ≈ tc) para vários valores de L.
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0.5 1 1.5
Jt/π

-0.5

0

0.5

1

f’(t)

Figura 13: Derivada da energia livre dinâmica f ′ (t) vs Jt/π, na têmpera do caso extremo para
L→∞, δ = 1 e δ̃ = −1.

Uma forma de obter assinaturas das transições dinâmicas consiste em estudar os maiores valores

da derivada segunda, nas imediações do tempo crítico, e comparar seu comportamento em função

do tamanho do sistema. Segue exemplo do caso extremo em que essa relação de tamanhos finitos

é evidenciada.
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0.49 0.5 0.51
Jt/π

-80

-40

0

f’’(t) 32

64

L=200

L=2000

Figura 14: Derivada segunda da energia livre dinâmica f ′′ (t) vs Jt/π, para δ = 1 e δ̃ = −1. O
estudo dos valores de f ′′ próxima aos instantes críticos serve para inferir numericamente assinaturas
das transições: observa-se que a derivada segunda escala ao infinito conforme o tamanho L.

De fato, a descontinuidade na função original pode ser inferida mediante uma não analiticidade

na derivada que, por sua vez, pode ser vista no comportamento divergente da derivada segunda

no ponto de descontinuidade em questão.

42



5.2 Sistemas com Desordem Forte

5.2.1 Localizando picos

Considere novamente o resultado do exemplo descrito na seção 4.2.3 dado pela Eq. (4.50).

Tomando J2 = 100, Jf
1 = 0.1 e Jf

e = 50.05 segue que o tempo crítico previsto pelo modelo efetivo

conforme equação acima referida, é aproximadamente tc
π
≈ 1

50
= 0.02 - dado que para os parâmetros

escolhidos Jeff ∼ 4.10−6. Na figura adiante segue comparação entre a solução analítica aproximada

e o resultado numérico obtido aplicando a Eq. (4.17).

0.02 0.04 0.06

t/π

0

0.5

1

1.5

2

f(t)

Determinante
Aproximado (SDRG)

Figura 15: Energia livre dinâmica f (t) vs t/π para uma têmpera ímpar com 2 dímeros e L = 20.
Os quadrados negros representam o resultado exato obtido pela Eq. (4.17). Nas cruzes em cor
indigo temos o resultado aproximado fSDRG(t) = − 1

L
lnLSDRG(t) (veja texto).

Como podemos ver acima, muito embora a intensidade do pico seja superestimada pela nossa

aplicação do SDRG, a posição do mesmo, pelo menos para os primeiros instantes, é encontrada

com certa precisão. Perceba a tendência de formação dos platôs a partir de aproximadamente 0,02

unidades de tempo no gráfico. Estes são discutidos na seção 5.2.4, e as evidências parecem apontá-

los como instabilidades numéricas. De fato, esse “achatamento” já está presente no primeiro pico,

conforme detalhe na figura abaixo.
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Figura 16: Detalhe da energia livre dinâmica f (t) vs t/π para uma têmpera ímpar com 2 dímeros
e L = 20. Os quadrados negros representam o resultado exato obtido pela Eq. (4.17). Nas cruzes
em cor indigo temos o resultado aproximado fSDRG(t) = − 1

L
lnLSDRG(t) (veja texto).

5.2.2 Superposição

Mais uma vez, observe a Fig. (8) e as Eq. (4.45) e (4.46). É interessante que temos dois

ciclos completos, sendo um formado pelos sítios 1 a 4, este último conectado ao sítio 13 que então

continua até o 16º. O outro loop é formado pelos sítios 5 a 8. Cada um dá origem a contribuições

distintas e independentes na Echo, resultando em uma aditividade da energia livre dinâmica42.

Uma observação importante é que aquela estrutura de ciclos poderia muito bem ter sido obtida

mediante aplicação do SDRG43! Isto nos permite generalizar facilmente que, de maneira geral, o

SDRG prevê um princípio de superposição linear para as ilhas. É claro que, como o SDRG fornece a

física de baixas energias do sistema, não precisamos esperar concordância com a solução exata para

tempos suficientemente longos, o que nos leva a estudar os primeiros picos em busca de evidências

das transições baseados no modelo efetivo e nos cálculos numéricos. De fato, podemos verificar

a consistência dessa previsão a partir da solução exata dada pela Eq. (4.17) para casos bastante

simples, conforme Figs. (17) e (18). As simulações foram conduzidas utilizando-se sistemas de

42Lembre-se que a energia livre dinâmica é dada, essencialmente, pelo logaritmo natural do módulo quadrado da
amplitude de Loschmidt.

43Vide seção 4.2.3 e apêndice B.
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tamanho L = 20 e ilhas de tamanho lRR = 4. Vemos que o princípio da superposição figura de fato

nos dados reais, muito embora a singularidade prevista pelo SDRG seja “amortecida”, pelo menos

para os tempos iniciais.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t/π

0

0.5

1

1.5

2

f(t)

2x energia livre para uma ilha Je=5.005

Uma ilha Je=5.005
Duas ilhas Je=5.005

0.627 0.6275 0.628 0.6285

1.35

1.36

1.37

1.38

Figura 17: Superposição: as curvas negra (quadrados) e vermelha (círculos) se sobrepõem, como
qualitativamente esperado pelo SDRG; duas ilhas idênticas, suficientemente afastadas e num sis-
tema submetido a desordem alta comportam-se como uma mesma ilha cuja respectiva energia
livre dinâmica é multiplicada por um fator 2 (cruzes de cor indigo). Note como o detalhe indica a
precisão da superposição, no inset à esquerda.
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Figura 18: Superposição: as curvas negra (quadrados) e indigo (cruzes) se sobrepõem, como
qualitativamente esperado pelo SDRG; o comportamento somado de duas energias livres, para
dois sistemas de mesmo tamanho de bulk e de ilha mas cujas escalas de energia se discriminam nas
ilhas (5.005 e 4.985 no exemplo em cena), é o mesmo que um único sistema, de mesmo tamanho
dos anteriores, nos quais há duas ilhas suficientemente afastadas com seus tamanhos e escalas
de energia respectivamente iguais àquelas descritas na primeira situação. A curva avermelhada
(círculos) mostra o valor da diferença entre as curvas preta e vermelha. Note como o detalhe
indica a precisão da superposição, no inset à esquerda.

5.2.3 Transições de ordem zero

Vamos agora discutir os zeros da Echo, identificando os instantes críticos das singularidades

fortes às quais associamos “transições dinâmicas de ordem zero”. Muito embora o argumento seja

geral para outros tipos de têmpera, dentro da aproximação do SDRG, vamos retomar o caso do

quench extremo, em que as regiões do diagrama de fase são a fase dímero par, a qual fornece o

estado fundamental, e a fase dímero ímpar no final - exatamente o problema que resolvemos na

seção 4.2.1, em que H0 é dado pela Eq. (4.34) e H pela (4.35). A única hipótese simplificadora

será que teremos apenas dois valores de acoplamentos ímpares, sendo N1 o número de ocorrências

do acoplamento J1 e N2 o de J2, em que naturalmente N1 +N2 =
L
2
. L é o tamanho do sistema e

definiremos J1 ≤ J2. As fases de equilíbrio, recordamos, são relacionadas conforme Fig. (6).
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Abaixo, comparamos a solução exata do quench extremo com a avaliação do determinante [veja

Eq. (4.17) para o mesmo protocolo, i.e., sair da fase par e evoluir o sistema na fase ímpar]. As

respectivas imagens dispõem os casos em que L assume os valores 22, 24 e 28, correspondendo

a L/2 ímpar, L/4 par e L/4 ímpar, respectivamente. Nos casos em que L/2 é um número par,

fizemos N1 = N2 =
L
4

por corresponder ao caso mais provável em um sorteio binário. No caso de

L/2 ímpar teremos N1 = ⌊L/4⌋ e N2 = L/2 − ⌊L/4⌋. Utilizamos J1 = 0.1, J2 = 10 e Jf
e = 1000

em todas realizações discriminadas a seguir. Em cada das 3 figuras subsequentes, temos também

o seguinte padrão: 4 figuras indexadas de a a d, sendo que a figura a apresenta o perfil geral

de um período da dinâmica; b dá o detalhe do pico em t = π; c traz sempre um “zoom” no

primeiro pico da dinâmica, a fim de que apreciemos em quais casos, se algum, ali observeremos

não-analiticidades. Finalmente, o gráfico d essencialmente mostra o detalhe dos demais picos entre

0 e π.
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Figura 19: Comparação dos resultados obtidos pelo SDRG (Eq. (4.43)) e aplicação da Eq. (4.17).
Sistema de tamanho L = 22, o que implica L/2 ímpar. Note a diferença dos picos entre esse
gráfico e aquele representado na Fig. (21). Ainda, observe que aqui plotamos a diferença entre os
resultados do determinante (quadrados) e da fórmula analítica (cruzes), resultado este representado
pela linha verde-claro.
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Figura 20: Comparação dos resultados obtidos pelo SDRG (Eq. (4.43)) e aplicação da Eq. (4.17).
Sistema de tamanho L = 24, o que implica L/4 par. Temos N1 = N2 = L

4
= 6. Note a diferença

dos picos entre esse gráfico e aquele representado na Fig. (21).
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Figura 21: Comparação dos resultados obtidos pelo SDRG (Eq. (4.43)) e aplicação da Eq. (4.17).
Sistema de tamanho L = 28, o que implica L/4 ímpar. Temos N1 = N2 = L

4
= 7. Note a

diferença dos picos nesse gráfico para com os dois anteriores, principalmente de forma mais notável
os detalhes dos “bicos” em d.

Os exemplos acima servem para ilustrar algumas características gerais. Quando L
2

ímpar,

a única forma de zerar a amplitude44 dá-se por meio de pelo menos dois valores distintos de

acoplamentos pares - uma vez que é condição suficiente para transição as partes real e imaginária

irem a zero simultaneamente - relacionados como J2
J1

= 2n+1
2m

ou o recíproco, em que J2 > J1 e

m,n ∈ Z. Devido à especificidade, estes são chamados também de zeros acidentais. Notamos assim

que existência de dois acoplamentos distintos é essencial para existência desse tipo de transição,

44Lembre-se que estamos interessados nos zeros reais!
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dado que pressupõe zerar um termo de seno e outro de cosseno, simultaneamente, fato tal que ocorre

apenas quando estas funções tem períodos distintos comensurávieis (donde a razão racional). Se
L
2

par esses zeros podem ainda existir, desde que respeitado o acima exposto; no entanto, se L
4

for

ímpar e o sistema limpo (J2j = J∀j) podemos obter imediatamente
∣∣cos Jt

2

∣∣ =
∣∣sin Jt

2

∣∣ , recuperando

a Eq. (4.29) para o caso δ = 1 = −δ̃. O último caso que pode ser discriminado com facilidade

é quando L/4 é ímpar e, na presença de dois acoplamentos, fazemos N1 = N2. Desta forma, a

Amplitude de Loschmidt será

ASDRG(t) =

([
cos

(
J1t

2

)
cos

(
J2t

2

)]L/4
−
[
sin

(
J1t

2

)
sin

(
J2t

2

)]L/4)2

,

mas lembrando que

cos (a) cos (b) =
1

2
(cos (a− b) + cos (a+ b)) ,

e

sin (a) sin (b) =
1

2
(cos (a− b)− cos (a+ b)) ,

temos45 a seguinte família de tempos críticos

t (m) =
π

J2 + J1
(2m+ 1) ≡ π

J
(2m+ 1) , m ∈ Z (5.6)

que proporcionam singularidades fortes, originando uma transição dinâmica de ordem zero e servem

para explicar as estruturas “pontiagudas” que aparecem na Fig. (21) mas que não ocorrem nas

duas figuras anteriores à mesma.

A análise dos demais casos exige abordagens númericas e é sensível de modo geral à desordem,

impossibilitando um tratamento genérico. O que permanece, entretanto, em todos casos, é a

possibilidade dos zeros acidentais - os picos em t = π e t = 3π nas três figuras correspondem

aos zeros acidentais. Ressaltamos ainda que essa transição dinâmica de ordem zero ocorre para

tamanhos finitos e não tem análogo nas transições de fase de equilíbrio46.

5.2.4 Crescendo uma ilha

Para estudar o comportamento da Loschmidt Echo em um protocolo de têmpera na qual |ψ0〉
45Estamos definindo J ≡ J2 + J1
46Rigorosamente, as transições de fase de equilíbrio só acontecem por um efeito coletivo que é manifestado no

limite termodinâmico. Neste sentido pode-se interpretar que a transição dinâmica de ordem zero não se caracteriza
como uma “transição genuína”.
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corresponde ao estado fundamental da fase ímpar e Hfinal corresponde a um sistema na FGI47

contendo uma ou mais regiões raras/ilhas, é preciso tomar cuidado no ajuste do nosso tuning

parameter, no caso o acoplamento par Je. Como de praxe, os acoplamentos ímpares são fixados:

têm os mesmos valores e mesma localização tanto no hamiltoniano final quanto no inicial. Seus

possíveis valores são J1 ou J2, sendo J1 < J2. Como já vimos na seção anterior (5.2.3) o número

de ocorrências de J1, denotado N1 e o número de ocorrências de J2, denotado N2 satisfazem

N1 +N2 =
L

2
= Ne, (5.7)

onde é claro Ne corresponde ao número de ocorrências de Je. Recordando da distância à critical-

idade δ = 〈lnJe〉 − 〈lnJo〉 que para nosso caso particular torna-se δ = 1
2
lnJe − N1

L
lnJ1 − N2

L
lnJ2,

obtemos o valor crítico para Je(fixado, por definição, impondo δ = 0)

J critico
e ≡ Jc = J

2N1
L

1 J
2N2
L

2 . (5.8)

Mas, pela Eq. (5.7) temos N2 =
L
2
−N1, donde

Jc = J2

(
J1
J2

) 2N1
L

= J2

(
J1
J2

) lRR
L

. (5.9)

Note que, se o tamanho da região rara, lRR, é um número finito, no limite termodinâmico temos

Jc → J2. Podemos ver na imagem a seguir que, de fato, a transição está ausente para sistemas

com uma ilha finita cujo tamanho é fixado enquanto o bulk cresce:

47Fase de Griffiths Ímpar, conforme definimos na seção 2.2.3.
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Figura 22: No eixo vertical temos a energia livre dinâmica, para simulação de vários sistemas
com bulk grande em comparação à ilha, de tamanho fixo, no caso, 4 sítios. Os pontos preto,
indigo e vermelho, correspondem a sistemas de tamanhos 300, 500 e 1000 sítios respectivamente.
É apresentado o primeiro pico. Note o achatamento da curva conforme L aumenta.

Isto nos mostra que, a fim de garantir que a região crítica do diagrama de fases estático esteja

presente, é necessário satisfazer pelo menos uma das seguintes condições: (i) a cadeia deve possuir

uma região rara de extensão lRR infinita onde, digamos lRR = L
α
, α ∈ N e α > 1; (ii) Deve ocorrer

um número infinito de encadeamentos de regiões raras suficientemente grandes e suficientemente

próximas para que o algoritmo do SDRG gere acoplamentos efetivos que conectem suas paredes

de domínio externas, até que estes acoplamentos se anulem para L → ∞48; em ambos os casos

teremos N1 →∞. Por simplicidade, abordaremos somente o caso (i) neste trabalho. Ressaltamos

ainda que nos resultados apresentados na Fig. (22), no intuito de confirmar se as candidatas a

descontinuidades de tipo “bico” eram reais ou meros efeitos de baixa resolução, obtivemos curvas

suaves utilizando um passo de tempo de pelo menos ∆t = 10−7, em que empregamos precisão

quádrupla de ponto flutuante. E muito embora essa pequeníssima escala seja utilizada, não há

presença de ruídos/instabilidades numéricas perceptíveis; o que contrasta fortemente com os resul-

tados obtidos para ilhas maiores, ainda que o sistema como um todo não seja tão grande49: segue

48Observe que mediante aplicação do SDRG, um singleto de ligação exponencialmente pequena será construído
ao fim desse processo.

49O que evidencia que as escalas de energia fundamentais para a dinâmica estão presentes nas regiões de “inversão
de ordem” - justamente onde figuram as regiões raras, por definição. Uma previsão, pelo menos qualitativamente
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o fenômeno aqui gravita em torno dos efeitos de paridade que já apreciamos na circunstância do

quench extremo.

Por fim, mencionamos que o acúmulo dos resultados por nós obtidos nesse trabalho permite

inferir a existência de curvas de Energia Livre como aquela representada na Fig. (25) abaixo,

originando assim uma forte candidata ao título de Fase de Griffiths Dinâmica:

Figura 25: Esboço qualitativo de uma possível configuração construída mediante aplicação do
princípio da superposição. Note que um contínuo pode se desenvolver conforme escalas de energia
cada vez mais próximas entre si participem da dinâmica.
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6 Considerações finais e perspectivas futuras

Neste trabalho, deixamos nossa contribuição na esperança de descortinar novos horizontes na

dinâmica de quench de sistemas desordenados, com consequências que esperamos se generalizem

para além do caso unidimensional. Trouxemos, se não o primeiro, um dos poucos modelos em

que a introdução de desordem não anula uma transição de fases dinâmica. Além disso, emerge

no jogo um fenômeno desconhecido, dentro do melhor que pudemos apreciar na literatura, que

denominamos transições de fase quânticas dinâmicas de ordem zero. Muito embora as limitações

numéricas tenham sido um desafio, acreditamos que as assinaturas do fenômeno são claras: a

aplicação do princípio de superposição e os comportamentos das derivadas sugerem que mesmo na

presença de interação é possível haver uma Fase de Griffiths Dinâmica, pelo menos de Primeira

Ordem, isto é, uma na qual um contínuo de transições é caracterizada por descontinuidades na

derivada primeira da Energia Livre Dinâmica. Mostramos como o resultado da têmpera no caso

extremo pode ser obtido pela introdução de uma notação gráfica simplificadora, e que além desse

resultado isolado, sua avaliação permite uma orientação no entendimento geral das propriedades

da dinâmica das regiões raras e suas contribuições na Loschmidt Echo (LE). Vimos também os

efeitos de paridade, e. g. a forma como o tamanho de uma ilha influencia no comportamento da

sua LE, além das assimetrias entre os protocolos de têmpera - para além da mera distinção das

escalas de energia [ver por exemplo seção 5.1].

Ainda em curso de ajustes finais, planejamos agregar outros resultados a um ou mais artigos

que pretendemos submeter51 e que, dados os prazos, não puderam ser incluídos nessa dissertação:

(i) uma condição suficiente para periodicidade da Amplitude de Loschmidt, acrescido a conjecturas

no tocante às condições de necessidade e suficiência desse objeto matemático, (ii) um paralelo entre

nosso modelo e o modelo Ising unidimensional, (iii) um estudo mais aprofundado a respeito dos

limites do nosso modelo efetivo, atestando se o mesmo consegue capturar todas nuances numéricas

qualitativas essenciais na assinatura da Fase de Grifffiths, (iv) alguns resultados assintoticamente

exatos no limite termodinâmico, nos quais são derivadas várias formas explícitas de obtenção

de um contínuo de transições de ordem zero, (v) a prova de que uma única ilha infinita com

desordem uniforme não apresenta transições no caso extremo e (vi) um paralelo final entre a

relação de dispersão da Fase de Griffiths do equilíbrio e a “susceptibilidade” generalizada devido

às contribuições das regiões raras no caso do quench, conforme estudamos. Além disso, algumas

conjecturas e planos futuros passam por técnicas genéricas para solucionar problemas de evolução

temporal utilizando transformações canônicas bem como utilizando uma abordagem baseada na

51Ainda se encontram em escrita.
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Regra de Ouro de Fermi. Por fim, observamos que talvez a ideia e os mecanismos da Fase de

Griffiths Dinâmica possam servir na elucidação da física de vidros de spin, materiais vítreos como

um todo e do fenômeno da metaestabilidade em geral.

Uma palavra a respeito de extensões dos nossos resultados: esperamos que protocolos análogos

para maiores dimensões incorram em consequências dinâmicas similares, ao menos qualitativa-

mente, e também não acreditamos que a dinâmica obtida possua nuances meramente particulares

à cadeia dXX. Seria natural pensar, e.g., em uma têmpera “extrema” no modelo Ising 2D em

rede quadrada no qual o estado fundamental advenha de uma “fase horizontal” (isto é, apenas os

acoplamentos ao longo da direção X são ativados) e o sistema é evoluído na “fase vertical” (acopla-

mentos não nulos apenas ao longo de Y). Nos parece bem possível que a ideia diagramática dos

ciclos/loops pode ser adaptada e aplicada também neste caso. De fato, outro resultado bastante

imediato mas que não pudemos registrar foi uma quase equivalência entre a dinâmica do modelo

Ising 1D e o nosso resultado do caso extremo.

Ressaltamos que nossa denominação ingênua das transições dinâmicas não poderia sequer pre-

tender esgotar o assunto da classificação das transições dinâmicas. Há outros critérios que poderiam

ser considerados - como por exemplo, parâmetros de ordem de dimerização, parâmetros topológicos

etc - e que não foram mencionados no texto. Nosso esforço que não exaure mas, esperamos, abre

novos caminhos, foi qual o do marceneiro que se dedica à construção do cavalete para que também

outros artistas ali possam trabalhar.
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A Transformação de Jordan-Wigner

A transformaçao de Jordan-Wigner consiste em mapear uma cadeia de spin em uma cadeia de

férmions livres sem spin. Isto se faz da seguinte forma: definimos os operadores fermiônicos cm e

c†m como

cm = exp

(
iπ

m−1∑

k=1

σ+
k σ

−
k

)
σ−
m, (A.1)

c†m = exp

(
−iπ

m−1∑

k=1

σ+
k σ

−
k

)
σ+
m, (A.2)

m = {1, 2, ..., L}.

Como A = iπ
∑m−1

k=1 σ
+
k σ

−
k = −A†, é óbvio que exp

(
iπ
∑m−1

k=1 σ
+
k σ

−
k

)
exp

(
−iπ

∑m−1
k=1 σ

+
k σ

−
k

)
= 1.

Temos também [A, σ−
m] =

[
A†, σ+

m

]
= 0 e assim

c†mcm = σ+
mσ

−
m.

Utilizando as propriedades dos operadores levantamento e abaixamento, é fácil ver que

{cj, cj′} = 0 =
{
c†j, c

†
j′

}
, (A.3)

e {
cj, c

†
j

}
= δj,j′ . (A.4)

Essas relações de comutação definem operadores fermiônicos no espaço de Fock [65, 66]. Vamos

mapear um hamiltoniano do tipo

HdXX =
L∑

j=1

Kj

2

(
σ+
j σ

−
j+1 + h.c.

)
=

L−1∑

j=1

Kj

2

(
σ+
j σ

−
j+1 + h.c.

)
+
KL

2

(
σ+
Lσ

−
1 + h.c.

)

=
L−1∑

j=1

Kj

2

(
σ+
j σ

−
j+1 + h.c.

)
+Hs,

em uma cadeia de férmions livres sem spin. Note que o hamiltoniano está sujeito a condições de

contorno periódicas.
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Primeiro, invertendo as Eq. (7.1) e (7.2) temos

σ−
m = exp

(
−iπ

m−1∑

k=1

σ+
k σ

−
k

)
cm, (A.5)

σ+
m = exp

(
−iπ

m−1∑

k=1

σ+
k σ

−
k

)
c†m. (A.6)

Assim, temos σ+
mσ

−
m+1 = c†m exp (−iπσ+

mσ
−
m) cm+1; percebendo que (σ+

mσ
−
m)

n
= σ+

mσ
−
m, n ∈ N,

podemos escrever52

exp
(
iπσ+

mσ
−
m

)
= σ+

mσ
−
m

( ∞∑

n=0

(iπ)n

n!
− 1

)
+ I2L =

(
I − 2σ+

mσ
−
m

)
= (−σz

m) ,

∴ exp
(
−iπσ+

mσ
−
m

)
= exp

(
−iπc†mcm

)
=
(
I − 2c†mcm

)

∴ σ+
mσ

−
m+1 = c†m

(
I − 2c†mcm

)
cm+1 = c†mcm+1. (A.7)

∴ HdXX =
L−1∑

j=1

Kj

2

(
c†jcj+1 + h.c.

)
+Hs, (A.8)

sendo que o termo Hs torna-se

(−1)n↑+1 KL

2

(
c†Lc1 + h.c.

)
, (A.9)

onde n↑ é o número de partículas - equivalentemente, o número de spins apontando para cima(
+1

2

)
- na cadeia. Em todo nosso trabalho, estudamos a física do half-filling : n↑ =

L
2
.

Finalmente, portanto, podemos escrever

HdXX ≡ HF =
L−1∑

j=1

Kj

2

(
c†jcj+1 + h.c.

)
+ (−1)n↑+1 KL

2

(
c†Lc1 + h.c.

)
. (A.10)

Nosso hamiltoniano apresenta simetria de gauge para a transformação cj → eiαj/Lcj, em que

impomos α = 0 se n↑ é ímpar e α = π se n↑ par a fim de garantir PBC. Com isto, obtemos um

hamiltoniano tipo free-fermions, spinless com termos de hopping complexos e aleatórios; para uma

52I2L ≡ Ié a matriz identidade em dimensão 2L.
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cadeia fechada cuja hamiltoniana original estava sob PBC, temos

HF =
L∑

j=1

Kj

2

(
eiα/Lc†jcj+1 + h.c.

)
. (A.11)
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B Decimação da Cadeia XX Desordenada

Considere o hamiltoniano

ĤdXX =
L−1∑

i=1

Ki

4
(σx

i σ
x
i+1 + σy

i σ
y
i+1). (B.1)

Suponha que inicialmente a configuração de acloplamentos de uma cadeia de L sítios seja (..., Kl, Km, Kr, ...)L

sendo Km o maior acoplamento desta distribuição arbitrária. Seja H0 o hamiltoniano que descreve

o par de spins com acoplamento Km

H0 =
Km

4
(σx

mσ
x
m+1 + σy

mσ
y
m+1),

e W uma perturbação, associada com a interação do sítios com seus vizinhos adjacentes,

W =
Kl

4
(σx

m−1σ
x
m + σy

m−1σ
y
m) +

Kr

4
(σx

m+1σ
x
m+2 + σy

m+1σ
y
m+2), (B.2)

sendo σx
k = 1

2

(
σ+
k + σ−

k

)
e σy

k = 1
i2

(
σ+
k − σ−

k

)
.

Denotamos |0〉 = |↑m↓m+1〉−|↓m↑m+1〉√
2

, |1〉 = |↑m↑m+1〉 , |2〉 = |↑m↓m+1〉+|↓m↑m+1〉√
2

e |3〉 = |↓m↓m+1〉 os

autoestados de H0 associados às energias E0 = −Km

2
, E1 = 0, E2 =

Km

2
e E3 = 0 respectivamente.

Note que as energias E1 e E3 são iguais, o que caracteriza um subespaço duplamente degenerado.

Entretanto, não será necessário utilizar o aparato da teoria de perturbação degenerada pois (i)

o estado fundamental é não degenerado e (ii) definindo Sz
T0

=
∑m+1

j=m
1
2
σz
j , então Sz

T0
|1〉 = |1〉 =

−Sz
T0
|3〉 = − |3〉 e Sz

T0
|2〉 = 0 |2〉. Uma vez que

[
H0, S

z
T0

]
= 0, |1〉 , |2〉 e |3〉 permanecem bons

estados para o problema [32].

O hamiltoniano efetivo será obtido via teoria de perturbação de segunda ordem

Heff = H0 + 〈0|W |0〉+
3∑

j=1

| 〈0|W |j〉 |2
E0 − Ej

.

É fácil ver que 〈0|W |0〉 = 0. Na verdade, podemos interpretar essa anulação fisicamente: devido

ao efeito de desordem magnética, em uma primeira aproximação os spin não interagem entre si.

Obtemos

Heff = H0 −
1

Km

| 〈0|W |2〉 |2 − 2

Km

∑

j={1,3}
| 〈0|W |j〉 |2. (B.3)
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É fácil ver que

〈0|W |1〉 = 1√
8

(
Klσ

+
m−1 −Krσ

+
m+2

)
,

〈0|W |2〉 = 0,

〈0|W |3〉 = − 1√
8

(
Klσ

−
m−1 −Krσ

−
m+2

)
= −〈1|W |0〉 ,

o que nos leva a

|〈0|W |1〉|2 = 1

8

[
K2

l

(
σ+
m−1σ

−
m−1

)
+K2

r

(
σ+
m+2σ

−
m+2

)
−KlKr

(
σ+
m−1σ

−
m+2 + h.c.

)]
, (B.4)

e obviamente

|〈0|W |2〉|2 = 0, (B.5)

em que foi utilizado o fato (σz)2 = I, sendo I o operador identidade. Por fim,

|〈0|W |3〉|2 = |〈0|W |1〉|2 .

Inserindo os resultados acima na Eq. (B.3) e utilizando das identidades {σ+, σ−} = I e

σ+
m−1σ

−
m+2 + h.c. = 1

2

(
σx
m−1σ

x
m+2 + σy

m−1σ
y
m+2

)
, obtemos

Heff = H0 + Ẽ0 +
KlKr

Km

[
1

4

(
σx
m−1σ

x
m+2 + σy

m−1σ
y
m+2

)]
, (B.6)

em que definimos Ẽ0 = −K2
l
+K2

r

Km4
. Escrevendo de maneira mais sucinta, temos

Heff = H0 + Ẽ0 +
KlKr

Km

~Sm−1· ~Sm+2, (B.7)

de tal maneira que nesses casos é possível construir uma hamiltoniana efetiva, que tem a mesma

forma da hamiltoniana original, obtida eliminando os graus de liberdade associados com H0 criando

um acoplamento efetivo entre os spins m− 1 e m+ 2 dado por

KlKr

Km

= Keff (B.8)
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