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RESUMO

Este trabalho apresenta uma introducao elementar ao dominio da Geometria Algébrica,
tendo como foco um dos principais objetos de estudo da area: conjuntos algébricos.

O trabalho visa descrever conceitos e propriedades de conjuntos algébricos do ponto de vista
algébrico, geométrico e analitico. Teoremas cléssicos, como o Teorema da Base de Hilbert e o
Teorema de Zeros de Hilbert, sdao demonstrados. A Topologia de Zariski e as nogoes de vari-
edade algébrica, anel de coordenadas, anel local, multiplicidade e dimensao sao exploradas no
decorrer do trabalho. Para esta construcao foram estudados, previamente, contetidos conside-
rados pré-requisitos, como definicoes e resultados basicos de Algebra Linear, Algebra Abstrata
e Topologia.

Palavras-chave: Geometria Algébrica, Conjuntos Algébricos, Variedades, Topologia de Za-
riski, Multiplicidade, Dimensao de Krull.






ABSTRACT

This work presents an elementary introduction to the domain of Algebraic Geometry, focu-
sing on one of the main study objects in the area: algebraic sets.

The paper aims to describe concepts and properties of algebraic sets from an algebraic,
geometric and analytical point of view. Classical theorems, such as Hilbert’s Basis Theorem and
Hilbert’s Nullstellensatz, the Zariski’s Topology and the notions of algebraic variety, coordinate
ring, local ring, multiplicity and dimension were explored throughout this work. For this
construction, we have previously studied contents regarded as prerequisites, such as definitions
and basic results of Linear Algebra, Abstract Algebra and Topology.

Keywords: Algebraic Geometry, Algebraic Sets, Varieties, Zariski’s Topology, Multiplicity,
Krull’s Dimension.
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INTRODUCAO

Desde a Grécia Antiga, por volta de 400 a.C., a Geometria e a Algebra sao utilizadas em
conjunto para resolver problemas. As dificuldades encontradas pelos gregos os levaram a criar
a “Algebra Geométrica”, onde ndo era permitido somar areas com volumes, a escrita era feita de
forma mais homogénea e as equagoes eram interpretadas geometricamente, um claro exemplo
disso é a utilizagao de construgoes geométricas simples para encontrar raizes de equagoes da
forma “2? = ab”. Posteriormente, a proximidade dessas duas areas fica ainda mais explicita
com a publicagao do Livro IT de “Os Elementos” de Euclides de Alexandria (século IIT a.C.) que
apresenta dez proposicoes tratando de identidades algébricas descritas através de representacoes
geométricas.

Com a introdugao da Geometria Analitica no século XVI e os trabalhos de René Descartes,
a relacdo entre a Algebra e a Geometria foi além de dar significados a algebra por meio de
interpretacoes geométricas. No tratado La Géométrie de Descartes, ele buscou através de
processos algébricos libertar a geometria de diagramas e usou métodos que utilizavam tanto
geometria quanto algebra como ferramentas para resolver problemas geométricos e algébricos.
E assim, com essa mudanca que acontece a partir da Algebra Geométrica, chega-se as raizes da
atual Geometria Algébrica, foco principal deste trabalho.

Hoje, a Geometria Algébrica ocupa um papel central na Mateméatica moderna e permite
diversas abordagens, assim como variadas aplicagoes. Grandes areas como Analise Complexa,
Teoria dos Numeros e Topologia estao frequentemente relacionadas a topicos estudados na Ge-
ometria Algébrica. Neste trabalho algumas dessas conexoes vao ser apresentadas, por exemplo,
ao trabalharmos com variedades algébricas sobre o corpo dos niimeros complexos e ao apresen-
tarmos caracterizacoes analiticas, fica evidente como a Anéalise Complexa esta presente, assim
como ao falarmos sobre a topologia de Zariski, é nitido a relacao com a Topologia.

Dessa forma, o objetivo deste trabalho é fazer uma introdugao a Geometria Algébrica, tendo
como principal tema os conjuntos algébricos, isto ¢, manifestacoes geométricas das solugoes de
sistemas de equagoes polinomiais, e suas propriedades. Buscamos reunir resultados de algumas
das diversas referéncias de Geometria Algébrica sobre este tema, entre elas estao “Algebraic
Geometry” de Robin Hartshorne, “T'he Red Book of Varieties” de David Mumford, “Algebraic
Curves: An Introduction to Algebraic Geometry” de William Fulton e “Methods of Algebraic
Geometry” de Daniel Pedoe e William Vallance Douglas Hodge. Este estudo foi distribuido ao

longo de 4 capitulos.

No Capitulo 1 apresentamos objetos iniciais desta teoria e pré-requisitos que serao utiliza-
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dos no decorrer do trabalho. Neste capitulo relembramos e estudamos conceitos de Algebra
Linear, de Algebra Abstrata e Topologia. As secoes 1 e 3 sdo dedicadas a Algebra Abstrata e
nelas encontram-se os conceitos de anéis, corpos, ideais, homomorfismos, modulos, localizacoes,
sequéncias exatas e diversos resultados relacionados. Na secao 2 é apresentado brevemente o
contetdo inicial de Algebra Linear. E na tltima secdo encontram-se os conceitos e resultados
de topologia geral que serao utilizados, principalmente, ao estudarmos a Topologia de Zariski.

No Capitulo 2 sao introduzidas as nocgoes iniciais da Geometria Algébrica, como espagos
afins e conjuntos algébricos, e sao demonstrados alguns teoremas classicos da area, entre eles
o Teorema da Base de Hilbert e o Teorema dos Zeros de Hilbert. Fechamos o capitulo com a
apresentacao da Topologia de Zariski e alguns resultados relacionados, em especial, enunciamos
uma relacao entre a topologia usual e a Topologia de Zariski, este resultado é demonstrado
posteriormente. O contetido deste capitulo é fundamental para o desenvolvimento dos proximos,
visto que constréi uma base para os estudos seguintes e fornece ferramentas para as proximas
demonstragoes.

O Capitulo 3 refere-se ao estudo de variedades algébricas afins. A segao 1 é dedicada a
definicao e caracterizagao de conjuntos algébricos irredutiveis, isto é, variedades algébricas. Na
secao 2 sao apresentadas estruturas essenciais para este trabalho: anel de coordenadas, anel de
fungoes regulares e anel local de uma variedade. Na segao 3 estudamos aplicagoes entre vari-
edades algébricas e alguns resultados relacionados. As estruturas apresentadas neste capitulo
sao essenciais para as defini¢oes e caracterizacoes estudadas no Capitulo 4, principalmente nas
secoes 4.1 e 4.2.

No Capitulo 4 a interdisciplinaridade entre areas da Matematica fica clara. Na secao 4.1 tra-
zemos a noc¢ao de multiplicidade de conjuntos algébricos, inicialmente apresentamos tal nocao
para curvas planas e em seguida generalizamos para variedades algébricas. Na secao 4.2 estu-
damos e relacionamos conceitos de dimensoes de conjuntos algébricos, neste momento vamos
analisar a dimensdo de trés perspectivas, duas delas utilizam artificios de Algebra: dimensdo de
Krull e grau de transcendéncia de uma extensao. Ja a terceira nocao de dimensao apresentada
neste trabalho trata-se de uma caracterizacao analitica em conjunto com uma interpretacao ge-
ométrica. No decorrer do capitulo buscamos exibir e demonstrar as relagoes entre os conceitos
trabalhados. O Capitulo é finalizado com uma secao dedicada & provar um resultado apresen-
tado na secao 4.3, neste momento ja construimos ferramentas suficientes para demonstrar tal
resultado e justificar sua importancia.

As informacoes e contextos historicos apresentados nesta introducao e no decorrer do tra-

balho tém como fonte o MacTutor History of Mathematics archive e a referéncia [2].
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CONCEITOS BASICOS 3

1. CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo estamos interessados em reunir alguns pré-requisitos para o presente traba-
lho. Supomos que o (a) leitor (a) esteja familiarizado (a) com as nogdes basicas de Algebra
Comutativa, Algebra Linear e Topologia, entretanto buscamos construir este trabalho tao auto-
nomo quanto possivel e, por isso, as proximas secoes sao dedicadas a revisoes destes temas. Os

conteudos apresentados neste capitulo serao frequentemente utilizados ao longo do trabalho.

1.1 ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Nesta secao apresentaremos algumas estruturas algébricas e suas propriedades. Para um

estudo detalhado de tais conceitos indicamos a referéncia [4].

1.1.1 ANEIS, IDEAIS E DOMINIOS

Muitos conjuntos possuem naturalmente duas operacgoes binarias: soma e multiplicacao.
Exemplos que rapidamente vém a nossa mente sao: os nimeros inteiros, os nimeros reais, os
polinémios e as matrizes. O conceito abstrato que assume essa possibilidade é justamente o
de anel. Em meados do séculos XIX, Richard Dedekind introduziu este conceito, entretanto o
termo anel (Zahlring) foi criado por David Hilbert em 1897 e a primeira definigdo axiomaética
de anéis foi dada por Adolf Fraenkel em um ensaio no Journal fir die reine und angewandte
Mathematik (A. L. Crelle), vol. 145, em 1914.

Definicao 1.1 (Anel). Um anel comutativo com unidade (A, +,-) € um conjunto A com pelo
menos dois elementos, munido de uma operacao denotada por 4+, chamada adicao, e de uma

operacao denotada por -, chamada multiplicacao, que satisfazem as condi¢oes sequintes:
A.1) A adigao € associativa, isto €, Vr,y,z € A, (x+y)+z=x+ (y+ 2).

A.2) Eziste um elemento neutro com respeito a adigio, isto €, 30 € A tal que, Vx € A,

O+xz=x2 e 2+0=n2x.

A.3) Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adigao, isto €, ¥ x € A, 3z € A

tal que ©+2=0 e z4+2=0.
A.4) A adigao € comutativa, isto é,Vx,y € A, v+y=y+ .

M.1) A multiplicagao € associativa, isto é, Vx,y,z € A, (z-y)-z=x-(y- 2).

BACHARELADO EM MATEMATICA



4 CONCEITOS BASICOS

M.2) Euxiste um elemento neutro com respeito ¢ multiplicagao, isto €, 1 € A tal que, Yz €

A 1-x=x2 e z-1=nux.

M.3) A multiplicacao é comutativa, isto é, Vr,y € A, z-y=1y-x.

AM) A adigao é distributiva relativamente a multiplicacao, isto é, Vr,y,z € A, x-(y+z) =
r-y+ax-z.

Neste trabalho chamamos um anel comutativo com unidade apenas de anel.
Um conjunto G fechado em relagao a operagao + que satisfaz as condigoes A.1, A.2 e A.3

é dito grupo. E, se também satisfaz a condi¢ao A.4, é dito grupo abeliano.

Defini¢ao 1.2 (Dominio e corpo). Um anel (D,+,-) é chamado dominio se ele satisfaz a

sequinte condi¢ao:

M.4) O produto de quaisquer dois elementos nao nulos de D é um elemento nao nulo, isto é,
Vae,y € D\ {0}, z-y #0.

Um anel (K,+,-) é chamado de corpo se ele satisfaz a sequinte condi¢ao:

M.4’) Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito a multiplicagao,
isto €,V € K \ {0}, Jy € K tal que z -y = 1.

Um corpo K € dito algebricamente fechado se qualquer polinémio de uwma varidvel com

coeficientes em K possui uma raiz em K.

Por exemplo, o corpo dos ntmeros reais K = R nao é algebricamente fechado, visto que a
equagao polinomial 22+2 = 0 em R[z] ndo possui raiz em R. Por outro lado, o corpo dos ntimeros
complexos K = C é algebricamente fechado e é exatamente isso que o Teorema Fundamental
da Algebra garante. A discussdo sobre tal resultado ocorre desde o inicio do século XVII e dela
participou diversos matematicos, entre eles, Albert Girard, Descartes, Leibniz, Euler, Lagrange
e Laplace. A primeira demonstracao considerada sem falhas foi apresentada apenas no inicio

do século XIX pelo sui¢o Argand.

Defini¢ao 1.3 (Ideal). Seja (A,+,-) um anel e I um subconjunto nao vazio de A. Dizemos

que I € um ideal de A se

i) e+yel, Ve,yel;

ii) ax € I, Vr € 1,Va € A.

Se I # A entdo I € dito ideal proprio de A.

Defini¢ao 1.4 (Ideal primo). Seja A um anel. Dizemos que um ideal I C A € um ideal primo
de A se para todo a,b € A tais que ab € I entaoa € I oub € I.

Definigao 1.5 (Ideal maximal). Seja A um anel. Dizemos que um ideal I C A € um ideal

mazimal de A se:

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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i) I+ A;

ii) V ideal J C A, com J DI = J = A ouJ = 1. Ou seja, nao existe ideal intermedidrio
entre I e A.

Definicao 1.6. Seja S um subconjunto qualquer de um anel A. Definimos o ideal gerado por
S como sendo a intersecao de todos ideais que contém S. Denotamos por (S) o ideal gerado

por S. Desta forma, todos os elementos u € (S) sao expressos como um somatorio finito da

forma:
n
U:Zajsj, coma; € Aes;€S. (1.1)
j=1
Dado um anel A e elementos ay, ..., a, € A, denotamos ({ay, ..., a,}) somente por {(ay, ..., a,).

Definigao 1.7 (Ideal principal). Seja A um anel. Dizemos que um ideal I C A € um ideal

principal de A se I pode ser gerado por um unico elemento em A.

Defini¢ao 1.8 (Dominio principal). Seja D um dominio. Dizemos que D é um dominio prin-

cipal se cada ideal de D é um ideal principal.
Um exemplo de um dominio principal é R[X].

Definigao 1.9 (Anel quociente). Sejam A um anel e I um ideal de A. Definimos o anel
quociente A/I como o anel de classes residuais modulo I, isto é, a relagio de congruéncia
mddulo o ideal 1. Temos que a sequinte relagio (a = b < a —b € I) € uma relagao de
equivaléncia em A e a classe de equivaléncia de um elemento a é o conjuntoa = {a+b|b €
It =a+1.

Assim, o anel quociente A/I forma um anel em relagdo as operagoes

(a+ 1)+ (b+1) = (a+b)+1, (1.2)
(a+I)b+1I) := ab+ 1. (1.3)

Definicao 1.10. Sejam D um dominio e a, b elementos de D. Dizemos que b divide a se existe

¢ € D tal que a = bc. Denotamos por b | a para dizer que b divide a.

Definicao 1.11. Sejam D um dominio e a € D. Dizemos que a € invertivel em D se existe
be D tal que ab = 1.

Definicao 1.12. Sejam D um dominio e p € D nao nulo e nao invertivel. Dizemos que p é

primo se sempre que p | xy, entao p | x oup | y.
A definigao seguinte sera utilizada em varios momentos deste trabalho.

Definigao 1.13. Sejam D um dominio e p € D um elemento nao invertivel e nao nulo do

anel. Dizemos que p € irredutivel se p = ab implicar que a ou b € invertivel.

BACHARELADO EM MATEMATICA



6 CONCEITOS BASICOS

1.1.2 ALGUNS RESULTADOS
Apresentamos agora resultados relacionados as defini¢oes dadas na se¢ao anterior.

Teorema 1.14. Sejam D um dominio principal e p € D um elemento irredutivel. Entao o

ideal I = (p) € mazimal.

Demonstrag¢ao. Suponha que existe J tal que I C J. Como D é dominio principal J = (a) para
algum a € D. Temos que p € J, entao existe ¢ € D tal que p = ac, como p ¢é irredutivel temos
que a é invertivel ou ¢ é invertivel. Se ¢ é invertivel, existe d € D tal que cd = 1, logo pd = a
e entao a € I, contradizendo a suposi¢ao de I contido propriamente em J. Entao devemos ter
que a é invertivel e, assim, existe b € A tal que ab = 1, entdo 1 € (a). Logo (a) = D, o que
conclui a prova.

]

A seguir, apresentaremos o Lema de Zorn, necessario para demonstragao de resultados

posteriores.

Teorema 1.15 (Lema de Zorn). Seja X um conjunto parcialmente ordenado tal que todo
subconjunto Y C X totalmente ordenado possui um limitante superior. Entao X possui um

elemento maximal.
A demonstracao do Lema de Zorn (Teorema 1.15) pode ser encontrada em [5], pagina 62.

Teorema 1.16. Sejam A um anel e I um ideal proprio de A. Entao I estd contido em um

ideal mazximal m de A.

Demonstragao. Considere o conjunto
X={JCA|Jéumideal,onde 1 ¢ JelICJ}.

Como I € X, temos que X # & e X é um conjunto parcialmente ordenado com relagao a
inclusao “C”. Seja {J)} um subconjunto totalmente ordenado de X e J = UJ,. Assim, J é
um ideal e 1 ¢ J. Além disso, Jy, C J, VA. Assim, J ¢é um limitante superior para o conjunto
{Jr} em X e, portanto, todo subconjunto de X possui cota superior. Logo, pelo Lema de
Zorn (Teorema 1.15), X possui elemento méaximo m tal que I C m e m é um ideal maximal,

concluindo a demonstracao. O]

Os proximos resultados caracterizam ideais primos e maximais em termos de seus anéis

quocientes.

Teorema 1.17. Seja A um anel e [ um ideal de A. Entao, A/l é um dominio se, e somente

se, I € um ideal primo.

Demonstrag¢ao. Suponha A/I dominio. Se ab € I, entdao (a + I)(b+ 1) = ab+ I = I. Como
A/I & um dominio, devemos ter que a+1 =T oub+1=1,logoa € [ oub € I e, portanto, [

é ideal primo.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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Por outro lado, o quociente A/I é um anel para qualquer ideal proprio I. Assim, devemos
mostrar que se I é um ideal primo, entdao A/l nao possui divisores de zero (veja Defini¢ao 1.2
M.4). Sejam a e b elementos nao nulos de A e suponhamos que (a + I)(b+1)=0+1 =1,
entao temos que ab € I. Como [ é primoa € I oub € [ e portantoa+I=Toub+1=1. [

Teorema 1.18. Seja A um anel e m um ideal de A. Entdao, A/m €é um corpo se, e somente

se, m € um ideal maximal.

Demonstragao. Suponha que I ¢é ideal maximal e provaremos que A/I é um corpo, isto é, que
todo elemento nao nulo de A/I possui inverso multiplicativo. Seja b € A tal que b ¢ I, devemos
mostrar que b + I possui inverso multiplicativo. Considere o ideal J =1+ (b) = {a+br | a €
I, r € A}. Oideal J contém propriamente I e como I é maximal, entao devemos ter que J = A

logo, 1 € J. Portanto, existem a € [ e r € A tais que 1 = a + br. Entao
I+ I=(a+br)+I=br+1=0O+1)(r+1), (1.4)

logo A/m é um corpo. Por outro lado, suponha que A/l é um corpo e que J é um ideal de A
que contém propriamente I. Seja b € J tal que b ¢ I, entdao b+ I é um elemento nao nulo de
A/I e, portanto, possui inverso. Logo, existe a + I nao nulo tal que (a + I)(b+1) =1+ 1,
disso segue que 1 —ab € I C J. Assim 1 =1—ab+ (ab) € J e, portanto, J = A o que implica

que I é maximal. O]
Dos Teoremas 1.17 e 1.18 segue o seguinte resultado:
Corolario 1.19. Seja A um anel. Todo ideal mazximal I de A é um ideal primo.

Demonstrag¢ao. Como I é maximal, A/I é um corpo e, em particular, um dominio. Logo I é

primo. ]

1.1.3 HOMOMORFISMOS E EXTENSOES

Na Algebra Abstrata, um homomorfismo é uma aplicagdo que preserva a estrutura entre
duas estruturas algébricas. A seguir definimos homomorfismo entre anéis e apresentamos mais

algumas nocgoes e resultados.

Defini¢ao 1.20 (Homomorfismo). Sejam (A,+,-) e (B,®,®) dois anéis. Uma aplicag¢io ¢ :

A — B ¢ um homomorfismo se satisfaz as condigoes sequintes:
i) plar +ag) = w(a1) ® w(az), Yai,as € A;
ii) p(ar-az) = p(ar) © p(as), Vai,ay € A;

iii) p(14) = @(1p), onde 14 representa o elemento neutro da multiplicagao de A e 1g o ele-

mento neutro da multiplicacao de B.

Proposicao 1.21. Sejam (A, +,:) e (B, ®,®) dois anéis e ¢ : A — B um homomorfismo.
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i) Seja kerp:={a € A | p(a) =0}. Entdao ker ¢ é um ideal de A chamado nicleo de ;
ii) Seja Imy :={p(a) | a € A} C B. Entao (Imy,®,®) é um anel chamado imagem de o;
iii) ¢ € injetor se, e somente se, ker ¢ = 0.

Definicao 1.22. Um homomorfismo de anéis ¢ : A — B € um isomorfismo se ¢ € injetor e

sobrejetor. Os anéis A e B sao ditos isomorfos se existe um isomorfismo entre A e B.

Teorema 1.23 (Teorema dos Isomorfismos). Sejam (A, +,:) e (B,®,®) dois anéisep : A — B

um homomorfismo. Entao a aplicagcao @ abaixo é um isomorfismo de anéis:

A
ker o
a — p(a).

P — Imy (1.5)

Demonstracao. Sejam aq,as € A tais que a; = a3. Como a; = @y segue que a; — as € kerp e
como ¢ é um homomorfismo também segue que p(a; — az) = p(ar) — p(as) e, assim, p(a;) =

¢(ay), portanto p(ay) = P(az). Logo, p é uma fun¢ao bem definida. Além disso, temos

P(a1 +a2) = plar + az) = p(ar + az) = p(ar) © p(az) = P(a1) © P(az), (1.6)

(a1 - az) = plar - az) = ¢(ar - az) = p(ar1) © p(az) = p(ar) © P(az), (1.7)

logo ¢ é um homomorfismo. Como I'm © = Im @, p é sobrejetor. Por fim, temos que
kerp={ac Alkero | p(a) =0} ={ac Alkerp | p(a) =0} ={a € A/ker o | a € ker o} = {0}.

Portanto, ¢ injetor, o que conclui a prova. O

Dado um anel A, denotamos por A[zy,...,x,] o anel de polinémios nas variaveis xy, ..., =,

com coeficientes em A.

Exemplo 1.24. Sejam A um anel e aq, ..., a, elementos de A. Temos que mﬂxll—x:_}w ~ A.

De fato, considere o homomorfismo

o: Alry,...,z,] — A (1.8)

flzr, .. xn) = flay, ..., ap).

Temos que p € sobrejetor e ker ¢ = (1 — ay,...,x, — a,). Assim, pelo Teorema dos Isomor-
fismos (Teorema 1.23), )
<I1—C[L1,17...,’In]—an> ~Imp=A
Se A € um corpo, seque do Teorema 1.18, que o ideal (x1 — ay,...,x, — a,) € mazimal.
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Definigao 1.25 (Corpo de fragdes). Seja D um dominio com as operagéoes + e -. Entao eziste

um corpo K, chamado corpo de fragoes, tal que
i) (K,®,®) contém um subanel que € isomorfo a (D, +,-);
ii) Para todo k € K, existem a,b € D, b# 0 tais que k =a ® b,

Demonstragao. Seja S = {(a,b);a,b € D e b # 0}. Definimos a relacao de equivaléncia ~ em
S por (a,b) ~ (¢,d) se ad = be. Seja K = S/ ~ o conjunto das classes de equivaléncia e denote
a classe de (a,b) por a/b, isto é, a/b = {(c,d) € S;ad = bc}. Assim, definimos as operagoes de

adicao e multiplicacao em K da seguinte forma:

a/b®c/d = (ad+ bc)/bd, (1.9)
a/b®c/d = ac/bd. (1.10)

Temos que bd # 0, pois b # 0, d # 0 e D é um dominio, logo K ¢ fechado em relagao as
operagoes @ e ®. Mostraremos agora que as operagoes estao bem definidas. Sejam a/b = a’/V/

ec/d=c/d, temos que ab/ = a'b e ¢d = 'd. Entao

(ad + be)b'd = adb'd + beb'd
— (ab)dd' + (cd)bV
= (d'b)dd" + ('d)b’
= d'd'bd+ b'bd
= (dd + JV)bd.

Logo a/b @ ¢/d = (ad + be)/bd = (d'd + b))/ Vd = d' /b & /d', isto &, a adigao esta bem

definida em K. De forma anéaloga para a multiplicacao temos que
(ac)t'd = (ab')ed = (a'b)d'd = (a'd)bd

e, portanto, a/b® c¢/d = d' /bl ©® ¢ /d, isto é, a multiplicagdo também esta bem definida em K.

Além disso, K é um corpo em que 0/1 é a identidade da adi¢do, 1/1 é a identidade da
multiplica¢do, —a/b é o inverso aditivo de a/b e b/a é o inverso multiplicativo de um elemento
nao nulo a/b, onde 1 é o elemento neutro da multiplicagdo de D. As propriedades comutativa
e associativa da adigao e da multiplicacao sao facilmente mostradas, assim como a propriedade
distributiva da adicao em relagao a multiplicagao.

Por fim, considere a aplicacao ¢ : D — K dada por ¢(z) = x/1. Para um elemento a/b € K
temos que a/b = a/1 ® 1/b, como bb~! = 1, segue que a/b = a/1 ® b~'/1 e, portanto, ¢ é um

isomorfismo sobre sua imagem. O

Finalizamos a se¢cao com a definicao de extensao de corpos, alguns conceitos relacionados
e um teorema que sera utilizado posteriormente na demonstracao do Teorema dos Zeros de
Hilbert.
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Defini¢ao 1.26 (Extensao). Um corpo K € dito uma extensio de F' se K contém F como um

subcorpo. Denotamos a extensao por F C K.

Definicao 1.27. Seja F C K uma extensao de corpos. Um elemento a € K € dito algébrico

sobre F' se existe um polinomio nao nulo f(x) € F[x] tal que f(a) = 0.
Por exemplo, considere R C C. Temos que i é algébrico sobre R.

Definigao 1.28 (Extensao Algébrica). Seja F' C K uma extensao de corpos. Se todos os
elementos de K sao algébricos sobre F', F' C K € dita uma extensao algébrica. Caso contrdrio

a extensao € chamada extensao transcendental.
Temos que R C C é uma extensao algébrica.

Teorema 1.29. Sejam F um corpo e K um dominio finitamente gerado sobre F', isto €, existem

ay, ..., € K tais que K = Flag, ..., Entao K € algébrico sobre F.

A demonstracao do Teorema 1.29 pode ser encontrada em [12], pagina 7. Em [1], pagina 82
encontra-se a demonstragdo para o caso em que K é uma algebra (Definigdo 1.47) finitamente

gerada.

1.2 ALGEBRA LINEAR

Para realizar o estudo dos conceitos apresentados nesta se¢ao utilizamos a referéncia [8].

Defini¢ao 1.30 (Espago Vetorial). Dizemos que V' tem uma estrutura de espago vetorial sobre
um corpo de escalares K com as operacoes de adicao + e de multiplicagao por escalar - se as

sequintes condigoes sao satisfeitas:

Al) Va,y,z€V, (z+y)+z=x+(y+ 2).

A.2) J0e€V tal queVe €V, 04+ =2 ex+0=ux.

A3)VereV,3zeV tal que x+2=0ez+x=0. Este elemento z é denotado por —zx.
Ad)y Ve,yeV,z+y=y+zx.

M.1) Ve eV, Vo, K, (a-f) - z=a-(0-x).

M.2) Vo,y eV, Vo, e K, (a+p) -z =a-z+f-zea-(z+y)=a-z+a-y

M.3) VzeV,1 -2 =u.

Defini¢ao 1.31 (Subespaco). Sejam V um espago vetorial sobre K com as operagoes + e - e
W um subconjunto nao vazio de V. Dizemos que W € um subespaco vetorial de V' se, e somente

se, as sequintes condigcoes sao satisfeitas

i) W é fechado em relag¢ao & operagao adigcao sobre V. Isto €, se x,y € W, entao x +y € W;
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ii) W € fechado (estdvel) em relacio a operacao multiplicagdo por escalar sobre V. Isto é, se
reW, entioa-xeW,Va e K.

Definigao 1.32 (Combinagao Linear). Sejam V' um espago vetorial sobre K ey € V. Dizemos
que y € uma combinagao linear de xy,...,x, se, e somente se, existem oy, ..., a, € K tais que

Y =121+ + 0pTy.

Definicao 1.33. Sejam V um espaco vetorial sobre K e S um subconjunto ndao vazio de V.
Denotamos por (S) o conjunto de todas as combinagoes lineares de elementos de S. Temos que

(S) € um subespaco e chamamos (S) de subespago gerado por S.

Definicao 1.34. Sejam V' um espacgo vetorial sobre K e S C V. Dizemos que S € um sub-

conjunto linearmente dependente se, e somente se, existem vetores distintos x1,...,x, € S e
escalares oy, . ..,a, € K nao todos nulos tais que
oz + -+ oz, = 0. (1.11)

Caso contrdrio, S € dito linearmente independente.

Definigao 1.35 (Base). Seja V' um espago vetorial sobre K. Dizemos que um subconjunto
B CV é uma base de V' se satisfaz

i) B geraV, isto é, (B) =V;
ii) B € um conjunto linearmente independente.

Dizemos que V' € um espaco vetorial de dimensao finita se, e somente se, V admite uma base
finita. Neste caso, definimos a dimensao de V' como a quantidade de elementos em uma base

B deV.

A definicao de dimensao para um espaco vetorial de dimensao finita fica bem definida pelo

seguinte resultado.

Teorema 1.36. Seja V' um espago vetorial sobre K e o conjunto de vetores x1,xo, ..., T, uma
base de V. Entao todo subconjunto linearmente independente de V' € finito e contém no mdximo

m elementos.

Demonstracao. Para demonstrar o teorema basta mostrar que todo subconjunto S de V' que
contém mais de m vetores ¢ linearmente dependente. Seja S tal conjunto, entao existem
vetores yi,...,y, € S distintos onde n > m. Como cada y; com j = 1,...,n estd em V temos

y; = > i, comay; € K paraj=1,...,n. Se fiy1+- -+ By, = 0, onde §; sdo escalares,

temos
Zﬁjyj = Z/Bj (Z Oéisz) = Z (Z Oé@'jﬁj> z; = 0. (1.12)
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

Como {x1,...,2,} é base de V, temos, para todo i, que

j=1

BACHARELADO EM MATEMATICA



12 CONCEITOS BASICOS

Isto representa um sistema de equacoes homogéneo com m linhas e n variaveis. Como m < n,
existe solu¢ao nao trivial, isto é, existem (f,...,0,) € K™ nao todos nulos satisfazendo a
equagao (1.12). Portanto, S é um conjunto linearmente dependente.

m

Definigao 1.37 (Transformagao Linear). Sejam V e W espagos vetoriais sobre K. Uma trans-

formagao linear de V-em W € uma funcao T : V — W tal que
T(ax+y)=al(z)+T(y) (1.14)

para todo x,y € V e para todo escalar o € K.

Definicao 1.38. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K e T uma transformacao linear de
Vem W. O conjunto ker (T) = {x € V | T(z) = 0} é chamado nicleo de T. O conjunto
Im(T)={yeW |3z €V tal que T(x) =y} é chamado imagem de T

Temos que Ker(T) e Im(T) sao subespagos vetoriais.

A seguir finalizamos a se¢do com um resultado que relaciona as dimensées de Im (T) e
ker (T).

Teorema 1.39 (Teorema do Nucleo e da Imagem). Sejam V' e W espagos vetoriais sobre K e

T uma transformacao linear de V.em W. Se V' € um espaco de dimensao finita, entio
dim Im (T) + dim ker (T) = dim V. (1.15)

A demonstracao do Teorema 1.39 pode ser encontrada na referéncia [8], pagina 71.

1.3 MODULOS E SEQUENCIAS

O conceito de modulo sobre um anel é a generalizagao da nocao de espago vetorial, em
que, em vez de um corpo, temos um anel como o conjunto de escalares. Dessa forma, um
modulo, como espacos vetoriais, é o produto entre elementos de um grupo abeliano com um
anel. Nesta secao introduzimos a defini¢ao e propriedades elementares de modulos. Além disso,
apresentamos brevemente a nogao de sequéncia de A-modulos, de localizagdo e de anéis (e

modulos) graduados. Para a construgao desta se¢ao utilizamos a referéncia [1].

Definigao 1.40 (Mdédulo). Seja A um anel. Um A-mddulo é um par (M, ) onde M € um
grupo abeliano e p: A x M — M que leva (a,m) — am e satisfaz:

i) a(m+n) =am+an;
ii) (a+b)m =am + bm;
iii) (ab)m = a(bm);

iv) 1m =m;
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para todo a,b € A em,n € M.

Definicao 1.41 (Submodulo). Sejam A um anel e M um A-mddulo. Um submddulo M’ de M

€ um subgrupo de M que € fechado em relacao a multiplicagcdo por elementos de A.

O grupo abeliano M /M’ herda uma estrutura de A-modulo de M, definida por a(m+M') =
am + M'. Logo M/M' é definido como sendo o A-mo6dulo quociente de M por M’.

Definigao 1.42. Sejam M um A-mddulo e (M;);en uma familia de submddulos de M.
i) A soma direta ©M; serd denotada por >, M; e chamada de soma dos modulos M,;.

ii) Em geral nao podemos definir o produto de dois submddulos, mas podemos definir o produto
IM onde I € um ideal e M um A-mddulo, como sendo o conjunto de todas as somas

finitas > aym; com a; € I e m; € M;.

A soma ) M; ¢ um submoédulo de M e é o menor submodulo de M que contém todos os
M;. A intersegao NM; e o produto I'M também sao submoédulos de M.

Se um modulo M = >~ Am; dizemos que os m;’s formam um conjunto de geradores de
M, isto significa que todo elemento de M pode ser expresso (nao necessariamente de maneira
tinica) como uma combinagao linear finita dos m;’s com coeficientes em A. Um A-modulo é

dito finitamente gerado se ele tem um conjunto finito de geradores.

Defini¢ao 1.43 (Aniquilador). Sejam M wum mddulo e N e P submddulos de M. Definimos
(N : P) como sendo o conjunto de todos os a € A tais que aP C N, logo (N : P) € um ideal
de A. Em particular, (0 : M) € o conjunto de todos os a € A tais que aM = 0, este ideal é
chamado aniquilador de M e é denotado por Ann(M).

Assim como definimos homomorfismo entre anéis (Defini¢ao 1.20), definimos agora homo-

morfismos entre A-médulos.

Definigao 1.44. Sejam M e N A-modulos. Uma funcao f: M — N é dita A-homomorfismo

se para quaisquer my,mo € M e a € A, valem as sequintes condigoes
(1) flmi+me) = f(ma) + f(m2);
(ii) flami)=af(mi).

A seguir apresentamos uma forma de representar uma relacao entre homomorfismos de

A-modulos por meio de diagramas: sequéncias exatas.

Definigao 1.45 (Sequéncia exata). Sejam {..., M;_1, M;, M; 11, ...} uma famiia de A-modulos
ef{..., fix1: M; = M;.q,...} uma familia de A-homomorfismos. A sequéncia
fit1

¢ dita exata em M; se Im(f;) = Ker(fi11). A sequéncia € exata se € exata em cada M,;.
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Definigao 1.46. Uma sequéncia exata de A-mddulos e A-homomorfismos do tipo

€ dita sequéncia exata curta.
A seguir definimos mais uma estrutura algébrica.

Definigao 1.47 (Algebra). Sejam K um corpo e A um espaco vetorial sobre K equipado com
uma operagao bindria - : A x A — A chamada de multiplicacao. Entao A é uma K-dlgebra se

para todo x,y,z € A e a,b € K valem as sequintes propriedades:
() (z4+y)-z=a-24+y-z
) z-(e+y) =z-z+z2-y;
(iii) (ax) - (by) = (ab)(z - y).
Os proximos conceitos serao fundamentais para a construcao da secao 4.1.

Definicao 1.48 (Anel graduado). Um anel graduado A é um anel com uma familia (A,)nez

de subgrupos aditivos de A tais que A= ® A, e A, A, C A,y para todo n,m € Z.
nez

Definigao 1.49. Sejam A um anel graduado e M um A-mddulo. Entao M € dito graduado se

existe uma famiia de subgrupos aditivos (M,)n>o de M tais que
M=&7 M, e A,M,C M,im Y m,n>0.

Um elemento nao nulo x € M € dito homogéneo de graun se x € M,.

Definigao 1.50. Sejam A um anel graduado e I um ideal de A. O ideal I é dito homogéneo

se € gerado por um conjunto de elementos homogéneos.
Um modulo graduado que também é um anel graduado é dito algebra graduada.

Exemplo 1.51. O anel de polinémios Clx| = @&A; é um anel graduado onde A; = {az'}. O
ideal I = (2%) € um ideal homogéneo em Clz]. Analogamente J = (x* +y*+ 22, xy, yz + 21, 2°)

¢ um ideal homogéneo em Clx,y, z].

Como uma generalizagao da forma em que construimos o corpo de fragoes de um dominio
(Definigao 1.25), podemos construir a localizagdo em um subconjunto multiplicativo de um anel

como sendo o anel obtido invertendo formalmente os elementos deste subconjunto.

Definicao 1.52. Seja A um anel. Um conjunto multiplicativo S C A € um subconjunto que €
fechado por produto, ou seja, se s,t € S entao st € S, e tal que 1 € S. Defina uma relacao =

em A xS como seque:
(a,s) = (d,s') & (as’ — d's)u =0 para algum u € S. (1.18)

A relacao = € uma relacao de equivaléncia.
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Denotemos por ¢ a classe de equivaléncia de (a, s) e seja S'A = (A x S)/ = o conjunto

das classes de equivaléncias. Vamos colocar uma estrutura de anel S™'A definindo adigio e

multiplicagao da maneira usual:

aq as @182 + 981 a; Qo a1a9
ST 2o . (1.19)
S1 52 5152 S1 82 5152

Com estas operagoes de adi¢ao e multiplicacao definimos o seguinte:

Defini¢ao 1.53 (Localizagao). Seja S™'A o anel comutativo com elemento nulo ¥ e elemento
identidade % FEste anel € dito de localizacdo de A com respeito a S. Associado a S™'A temos

um homomorfismo de anéis p: A — S™'A dado por a 1 chamado de mapa de localizagao.
Proposicao 1.54 (Anel local). Seja A um anel. As sequintes condigoes sao equivalentes:

i) O conjunto de elementos nao invertiveis de A forma um ideal.

ii) A possui um tnico ideal mazimal que contém todo ideal préprio de A.

Um anel que satisfaz tais condicoes € chamado anel local.

Demonstra¢ao. Suponha que A possui um tinico ideal maximal m que contém todo ideal préprio
de A. Considere J o conjunto de elementos nao invertiveis. Sejam x,y € J e a € A. Temos
que z +y € J, pois (x) C m e (y) C m e portanto (xz + y) C m, o que mostra que x +y € J.
E suponha ax ¢ J, logo 1 = rax = (ra)x para algum r € A, ou seja, x é invertivel, absurdo.
Logo ax € J e, consequentemente, J ¢ um ideal.

Por outro lado, suponha que o conjunto de elementos nao invertiveis J de A é um ideal.
Todo ideal préprio I de A nao contém elementos invertiveis, logo I C J, VI, portanto, J é o

tnico ideal maximal de A. m
A seguir apresentamos um exemplo de anel local.

Exemplo 1.55. Sejam A um dominio e p C A um ideal primo. Entao o conjunto S = A\ p €
multiplicativo. A localizagao de A por S é um anel denotado por A, e dito localiza¢ao de A por
p. A extensao pA, de p em A, € o unico ideal mazimal em Ay, pois cada elemento fora dele é

nvertivel.

Desta forma, temos que o anel A, é um anel local.

Se A ¢ um anel graduado e p é um ideal homogéneo primo em A, entao denotamos por A
o subanel de elementos de grau 0 na localizacdo T'A em respeito ao conjunto multiplicativo
T formado pelos elementos homogéneos de A que nao estao em p.

O conjunto 7' A tem uma graduacao natural dada por

grau(f/g) = grau(f) — grau(g), (1.20)

para f homogéneo em A e g € T. Assim, A(,) ¢ um anel local e o tinico ideal maximal ¢ a

intersecao (p - T7'A) N Agy. Em particular, se A é um dominio, entdo para p = (0) obtemos o
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corpo A((oy). Analogamente, se f € A ¢ um elemento homogéneo, denotamos por Ay o subanel

de elementos de grau 0 no anel localizado S.

Proposigao 1.56 (Propriedade Universal da Localizagao). Seja g : A — B um homomorfismo
de anéis tal que todos os elementos g(s) € B, s € S sao invertiveis. Entao existe um inico

homomorfismo h: S™*A — B tal que g = hop.

A g B

|
h

S—1A

A demonstragao da Proposi¢ao 1.56 pode ser encontrada em [1], pagina 37.

Assim, temos o seguinte fato:

Proposicao 1.57. Se A é um dominio, o conjunto S = A\ {0} é multiplicativo e a localizagao

por S € somente o corpo de fragoes de A.

Proposicao 1.58. Sejam S, C Sy conjuntos multiplicativos e p: A — Syt A o homomorfismo

canonico dado na Definigio 1.53. Entdo a localizagio dupla (p(S)) 'Syt A € isomorfa a Sy A,

Juntando a Proposicao 1.57, o Exemplo 1.55 e a transitividade de localizacao para um

dominio A, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.59. Sejam A um dominio e p um ideal primo de A. Entao o corpo de fracoes
de A € igual ao corpo de fracoes da localizagdao de A por p. Isto €, considere a transitividade

de localizag¢io com dois conjuntos multiplicativos A\ p C A\ {0}.

1.4 ToOPOLOGIA GERAL

Topologia geral é um ramo da Matemética que preocupa-se com o estudo da generalizagao
dos conceitos de distancia, continuidade e convergéncia. Nesta secao trazemos alguns conceitos

bésicos desta area. Para a construcdo desta se¢ao utilizamos a referéncia [10].

Definig¢ao 1.60 (Topologia). Seja X um conjunto. Uma cole¢ao T de subconjuntos de X é dita

topologia se satisfaz as sequintes condicoes:

i) O conjunto vazio @ e o conjunto todo X pertencem a T;

ii) A wniao dos elementos de qualquer subcolegio de T pertence a T;

iii) A intersecdao dos elementos de qualquer subcole¢io finita de T pertence a T.

FEspago topoldgico é o par ordenado (X, 7), onde X é um conjunto e 7 € uma topologia em X.

Definicao 1.61. Sejam 7 e 7’ topologias em um conjunto X. Se v C 7', dizemos que 7' € mais

fina que T.
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Dados (X,7) e Y C X, definimos 7 = {Y N A; A € 7}. Temos que (Y,7) ¢ um espago

topologico. Neste caso, dizemos que Y é um subespaco de X.

Defini¢ao 1.62 (Aberto). Seja X um espago topoldgico com uma topologia T , um subconjunto
A C X € um conjunto aberto de X se A € T.

Com a Defini¢do 1.62 podemos reescrever a nocao de “mais fina”. Se 7 e 7/ sdo topologias

em um conjunto X, tais que todo aberto de 7 é um aberto de 7/, entdo 7’ é mais fina que 7.

Defini¢ao 1.63 (Fechado). Seja X um espago topoldgico e F' um subconjunto de X. Dizemos
que F' € fechado se o conjunto X — F for aberto.

Definigao 1.64 (Interior). Seja X um espago topoldgico e Z um subconjunto de X. O interior

de Z ¢ a uniao de todos os conjuntos abertos contidos em Z.

Defini¢ao 1.65 (Fecho). Seja X um espago topoldgico e Z um subconjunto de X. O fecho de
Z € a intersecao de todos os conjuntos fechados que contém Z. FEquivalentemente, o fecho de
Z € o menor fechado que contém Z.

Denotamos o fecho de Z por Z.

Definicao 1.66. Seja X um espago topoldgico. O subconjunto Z de X € dito denso em X se
o fecho de Z € igual a X. FEquivalentemente, Z € denso em X se qualquer vizinhanc¢a de um

ponto x € X possui um elemento a € Z.

Por exemplo, com a topologia usual de R, temos que Q é denso em R.

Segue da Definicao 1.66 o seguinte resultado:

Proposicao 1.67. Sejam 7 e 7' topologias em um conjunto X tal que 7' € mais fina que T.

Entao o fecho de um conjunto Z em 7' estd contido no fecho de Z em .
Teorema 1.68. Seja X um espaco topoldgico. Entao as sequintes condigoes valem:
i) @ e X sao fechados;

ii) Interse¢ao arbitrdria de conjuntos fechados é um conjunto fechado;

iii) Unido finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Veja demonstragao do Teorema 1.68 em [10], pagina 94.
Os seguintes resultados serao utilizados na comparagao da Topologia de Zariski com a

topologia usual em C".

Teorema 1.69. Seja X um espago topologico e Y um subespagco de X. Entao um conjunto Z

€ fechado em'Y se, e somente se, Z € igual a intersecao de um conjunto fechado de X com Y .

Veja demonstragao do Teorema 1.69 em [10], pagina 94.
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Definicao 1.70. Seja X um espaco topoldgico e Y um subespaco de X. Dizemos que Y €
localmente fechado se para todo a € Y, existe um aberto U em X tal que UNY € fechado em
U.

Teorema 1.71. Seja X um espaco topoldgico, Y um subespaco de X e Z um subconjunto de
Y. Entio o fecho de Z emY é ZNY. Onde Z denota o fecho de Z em X.

Demonstragao. Seja Z" o fecho que Z em Y. O fecho Z é fechado em X, entdo, pelo Teorema
1.69, ZNY é fechado em Y. Como Z contém Z e Y contém Z temos que Z NY contém Z.
E como Z é, por definicao, a intersecao de todos os conjuntos fechados de Y que contém 7,
temos Z' C (ZNnY).

Por outro lado, sabemos que 7" 6 fechado em Y, entao, pelo Teorema 1.69, 7' =Fny
para algum conjunto fechado F' em X. Logo I’ é um conjunto fechado de X que contém Z e
como Z é a intersecdo de todos os conjuntos fechados de X que contém Z, temos que Z C F.
Portanto, (ZNY) C (FNY) = 7Y, ou seja, Z'=7ZnY. O

Teorema 1.72. Seja X um espago topologico e Y um subconjunto localmente fechado de X.

EntioY € aberto em Y.

Demonstracao. Como Y é localmente fechado, dado a € Y existe um aberto U em X tal que
UNY éfechado em U. Temos que UNY ¢é aberto em Y. Como U NY fechado em U temos
que WU =UNY, entdo, pelo Teorema 1.71, UNY =UNY.

Dessa forma, como a é um ponto arbitrario e como UNY =UNY C Y é aberto em Y,

segue que Y é aberto em Y. O]
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2. ALGUNS TEOREMAS CLASSICOS

Neste capitulo enunciamos e demonstramos alguns teoremas cléssicos. Em particular, de-
monstramos o Teorema da Base Hilbert e o Teorema de Zeros de Hilbert.

Além disso, apresentamos os conjuntos algébricos e como estes objetos sao definidos em
termos de ideais, exibimos propriedades bésicas de conjuntos algébricos e consequéncias do
Teorema de Zeros de Hilbert. Por fim, mostramos a possibilidade de induzir uma topologia,

chamada de Topologia de Zariski sobre essas estruturas. Utilizamos como referéncia [12], |9] e

[6].

2.1 ANEIS NOETHERIANOS E TEOREMA DA BASE DE
HILBERT

Emmy Noether foi uma matematica alema que contribuiu de maneira significativa nos cam-
pos de Fisica Teérica e Algebra Abstrata, considerada uma das mulheres mais importantes da
historia da matematica, ela revolucionou as teorias sobre anéis, corpos e algebra. Em 1921,
no artigo “Idealtheorie in Ringbereichen” ela utilizou de forma elegante a Condi¢ao da Ca-
deia Ascendente e, por isso, objetos que satisfazem esta condicao sao ditos noetherianos em

homenagem & Emmy Noether. A seguir, apresentamos alguns destes conceitos.

Definigao 2.1 (Anel noetheriano). Dizemos que um anel A é um anel noetheriano se qualquer

ideal I de A for finitamente gerado, isto é, existem r1,...,1 € A tais que [ = (ry,..., 7).
Apresentamos a seguir resultados que caracterizam a definicao acima.

Teorema 2.2. Seja A um anel. Temos que A € um anel noetheriano se, e somente se, A
satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente, isto €, para a cadeia de ideais encaizados I, C Iy C

- C I, C ..., existe k € N tal que I, = I; para todo j > k.

Demonstracao. Primeiramente, provaremos que se A um anel noetheriano, entao A satisfaz a

condicao de cadeia ascendente. De fato, dada uma cadeia arbitréria
LCLC---Cl,C... (2.1)

Considere [ := U I;. Temos que I é um ideal de A pois é a uniao de ideais encaixados de

€N
A.
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Como A é um anel noetheriano (Definigao 2.1), segue que I ¢ finitamente gerado, ou seja,
I=(ry,...,r). Provaremos agora que I = I; para algum j € N.

Pela definigdo de I, segue que para todo i € {1,...,t}, existem j; € N tais que r; € I;,.

Desta forma, seja j := max{ji,...,j:}. Temos entao

Ij 2 {7”1,...,7’}}. (22)
Logo, I; D I. Por outro lado, como I; C I;;; € --- C Ul; = I, segue, portanto, que
I, = I;4; = --- = 1. Assim, concluimos que a cadeia (2.1) satisfaz a condicdo de cadeia

ascendente e, como a cadeia é arbitraria, temos que A satisfaz a condicao de cadeia ascendente.
Seja A um anel que satisfaz a condicao de cadeia ascendente, mostraremos que A é um anel
noetheriano.
A prova sera por absurdo. Tome [ um ideal de A e suponha que I nao é finitamente gerado.
Considere i € I e defina I} := (i1). Seja is € I\ I; e considere Iy := (i1,15). De modo anélogo,
tomemos 4, € I \ I,_; e definimos I,, := (i1,13,...,1,). Sempre é possivel encontrar i; visto

que I nao é finitamente gerado. Por construcao, obtemos a seguinte cadeia:
LChLChLC CLig. ... (2.3)

Por hipotese A satisfaz a condigao de cadeia ascendente, entao existe k € N tal que I, = I;
para todo 7 > k, o que implica que I é finitamente gerado, o que é absurdo. Logo, todo ideal

I de A é finitamente gerado, o que prova que A é um anel noetheriano. O

Teorema 2.3. Seja A um anel. Temos que A € um anel noetheriano se, e somente se, A
satisfaz a condi¢cao mazximal, isto €, toda familia nao-vazia de ideais admite elemento mazimal

na familia.

Demonstra¢ao. Seja A um anel noetheriano, mostraremos que A satisfaz a condi¢ao maximal.
Seja F uma familia de ideais de A nao vazia tal que F nao tem elemento maximal. Assim, seja
I, € F, entao existe I, € F tal que I} C I. Segue que, existe I3 € F tal que Iy C I3. Assim,

obtemos a seguinte cadeia de ideais
LSLGLG GCLG. ... (2.4)

que nao estabiliza, absurdo. Pois, pelo Teorema 2.2, toda cadeia de ideais encaixados de A
estabiliza. Logo F tem um elemento maximal.

Por outro lado, seja A um anel que satisfaz a condi¢gao maximal, suponhamos por contradi¢ao
que A nao é noetheriano. Entao, pelo Teorema 2.2, existe pelo menos uma cadeia de ideais em

A que nao estabiliza, que denotaremos por
LCLCI3C---CI,C... (2.5)

Considere a familia F = {I; | i € N}, temos que F nao tem elemento maximal, o que contraria
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a hipotese. Portanto, A é noetheriano. O

Teorema 2.4 (Teorema da Base de Hilbert). Seja A um anel noetheriano. Entio o anel de

polinémios Alx] também € noetheriano.

Demonstra¢ao. Suponha que A[x] ndo é noetheriano, entao existe um ideal J C A[x] tal que J
nao ¢ finitamente gerado. Seja fi(x) € J um polindémio nao constante de menor grau possivel.
Seja fo(x) um polinémio ndo constante de menor grau possivel em J \ (f1). De modo anélogo,
seja

fa@) € T\ (fi, s fur)

de menor grau possivel. Notemos que, as escolhas dos f; sempre é possivel devido ao Principio da
Boa Ordem e pelo fato de J nao ser finitamente gerado. Para cada i, considere gr(f;) := m; # 0.

Temos que m;y1 > m;, Vi. Podemos escrever f; = a;z™ + ... e tomemos a seguinte cadeia de
ideais de A:

(a1) C (ay,a9) C (ay,a9,a3) C -+ C {ay,as,as,...,a,) C ... (2.6)

Como A é um anel noetheriano, segue que A satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente e portanto

existe n € N tal que:

(ay,a9,a3,...,a,) = (a1, 02,03, ..., 0y, Gpy1) = (Q1,02,03, ..., Ap,y Qpi, Gpg2) = ... (2.7)
Assim a1 € (a1, az,as, ..., a,). Logo, existem a; € A tais que ap41 = Y, &;a;. Tomemos
n
9(x) = fapa(z) = > aua™ T f (). (2.8)
i=1

Por construcao, g satisfaz as seguintes propriedades:
i) g(x) #0;

ii) g(x) & (fr,-- -, fn);

iii) gr(g(z)) < gr(fos(2)).

Logo, fn+1 nao é o polinémio de menor grau possivel em J \ (fi,..., fn), 0 que é um absurdo

pela escolha de f, 1. Portanto, obtemos que A[x] é noetheriano. O
O Teorema 2.4 admite uma generalizacao natural como se segue.

Corolario 2.5. Sejam A um anel noetheriano e x1, ..., x, varidveis. Entao o anel de polino-

mios Alxy,...,x,| € noetheriano.

Demonstracao. Utilizaremos indugao sobre n.

i) O caso n = 1, segue pelo Teorema 2.4;
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ii) Suponhamos que A[xy,...,z,] é noetheriano. Verificaremos que A[xy,...,2Z,41] é noethe-
riano. De fato, considere A’ = Alxy,...,x,], aplicando o Teorema 2.4, temos que A’[x, 1] é

noetheriano. Como
Alzpi1] = Alzy, oo ] [Tng] = Alxy, o 0, T,

temos que A[zy,...,x, 1] € noetheriano, o que termina a prova. ]

2.2 CONJUNTOS ALGEBRICOS

Um dos estudos em Geometria Algébrica é a geometria das formas determinadas por equa-
¢oes algébricas. De forma simplificada, é o estudo geométrico do conjunto de zeros de uma
familia de polinémios. Assim, nesta secao, apresentamos os conjuntos algébricos buscando

constituir uma relagao entre a Algebra e a Geometria.

Definig¢ao 2.6 (Espago Afim). Seja K um corpo algebricamente fechado. O conjunto de todas
as n-uplas (ai, .. .,a,) de elementos de K € denotado por K" e serd chamado de n-espaco afim
sobre K.

Defini¢ao 2.7 (Conjunto Algébrico). Denotamos o conjunto de todas as solu¢oes em K™ de
um sistema de equagoes
folz1, ..o x,) =0, a=1,...1,

onde cada f, € um polinémio do anel de polinomios K|x1, ..., x,], por V(fi,..., fi) e chamamos

de conjunto algébrico. Ou seja,

V(fi,-.-, i) ={(a1,...,a,) € K" | folar,...,a,) =0, a=1,...,1}. (2.9)
Definigao 2.8. Para um ideal I em um anel de polinomios K[z1, ..., x,], definimos
V(I)={(b,...,b,) € K"|Vgel,g(b,...,b,) =0}. (2.10)

V(I) € dito o conjunto algébrico determinado pelo ideal 1.

Lema 2.9. Quando I = (f1,..., fi), temos V(I) =V (f1,..., fi)

Demonstrag¢ao. Por um lado, para um elemento arbitrario f do ideal I gerado por fi,..., f; no
anel de polinomios K{z1,...,x,] de n varidveis, existem g, € Kl[z1,...,x,], a = 1,...,1, tais
que
1
F@n, ) =) gal@n, . an) falan, o ). (2.11)
a=1
Assim, se (ai,...,a,) € V(f1,..., f1) segue que fi(a1,...,a,) = ... = filar,...,a,) =0, 0

que implica f(ay,...,a,) = 0. Logo, V(fi1,...,fi) C V(I). Mostraremos agora que V(I) C
V(fi,..., fi). Seja (by,...,b,) € V(I), como f, € I, temos fu(by,...,b,) = 0, para todo
a=1,...,1. Assim, V(I) C V(f1,..., fi), 0 que termina a prova. ]

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



ALGUNS TEOREMAS CLASSICOS 23

O Teorema da Base de Hilbert (Teorema 2.4) garante que todo ideal do anel de polindmios
K[zq,...,x,] é da forma I = (fy,..., f;). Entdo, pelo Lema 2.9, o conjunto algébrico deter-
minado por um ideal é, de fato, o conjunto algébrico de um sistema de equagoes. E mais, o

conjunto algébrico V(fi,..., fi), determinado pelo sistema de equagoes

¢ precisamente o conjunto algébrico determinado pelo ideal I = (fy,..., f;) no anel de po-
linomios Klz1,...,x,] gerado por fi,..., f;. No decorrer deste trabalho estudaremos mais o

conjunto algébrico V(I) determinado pelo ideal I do que o sistema de equagoes.

Para o ideal nulo (0), temos que V({0)) = K™. Dessa forma, os n-espagos afins sobre K nao
sao apenas espagos vetoriais n-dimensionais, mas também sao conjuntos algébricos e quando
considerados como tal, denotaremos por A" ou A%

O proximo resultado caracteriza todos os conjuntos algébricos de AL..

Lema 2.10. Os conjuntos algébricos proprios e nao vazios de Ak sdo conjuntos finitos de

pontos.

Demonstragdo. Seja V' C Al um conjunto algébrico, isto é, V = V() para algum subconjunto
de polinémios S C K[z]. Assim, V = {a € K' | f(a) = 0,Vf € S}. Se V for infinito, um

polindmio de uma variavel f admitira infinitas raizes, absurdo. Logo V' é finito. m

A seguir, apresentamos resultados fundamentais para a correspondéncia entre ideais e con-

juntos algébricos.

Proposicao 2.11. Para ideais I, J e {I\} xea no anel de polinomios Klzy, ..., x,] sobre um

corpo K, A € A, onde A pode ser um conjunto infinito, temos:
i) V(IHuV(J)=V({INnJ);
li) ﬁ,\eAV(I)\) = V(ZAEA I)\),'

iii) V(1) D V(J), para VI C v/ J,

onde Y ,cnIn denota o ideal de Klz,...,z,) gerado por {Lihrea e VI = {f €
Klzy, ..., xz,]|f™ € I para algum inteiro m}, /I ¢ dito radical de I.

Demonstragao. i) Direto da defini¢ao de conjunto algébrico, temos que V(I) D V(J) para
I C J. De fato, se (ay,...,a,) € V(J), um zero de todos os polindémios em J &, certamente,
zero de todos os polindmios em I. Logo, temos V(INJ) D V(I)e V(INJ) D V(J). Assim,
VUV (J)CVINJ).

Por outro lado, tome (ay,...,a,) € V(I NJ). Se (ai,...,a,) ¢ V(I) entdo existe um
polinémio f € I tal que f(ay,...,a,) # 0. Entdo, para um elemento arbitrario g(z1,...,x,) €
J, temos h = f-g e InNJ. Logo,

h(ay,...,a,) = f(a1,...,a,)g(a,...,a,) = 0. (2.12)
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Consequentemente g(aq, ..., a,) = 0, o que implica que (ay,...,a,) € V(J), assim, V(INJ) C
V(I)UV(J). Portanto, V(INJ)=V(I)UV(J).
ii) Como I, C > ., Ix para todo p € A, temos

V)2V L) = (V) >V _ L.

AEA peA AEA
Para cada A, escreva I, em termos de geradores Iy = (hyi,...,hxm,). Para (ai,...,a,) €
MeaV (1)), temos hyj(as,...,a,) = 0,7 =1,...,my. Por outro lado, {hy;}ren, 1<j<m, gera o

ideal Y\ x In. Assim, (ay,...,an) € V(3 cp In). Portanto, NaeaV(Iy) = V(D cn In)-

iii) Basta mostrarmos que V(v/I) = V(I). Seja f € V1, entdo f™ € I para algum inteiro m.
Para (ay,...,a,) € V(I), temos f™(ay,...,a,) = 0. Consequentemente, f(ay,...,a,) =0, isto
&, (ay,...,a,) € V(VI), o que mostra que V(I) C V(v/I). A inclusao V(1) C V(I), segue
pelo fato de que I € v/I. Portanto, V (I) = V(V/I), o que termina a prova.

[
Corolario 2.12. Para um quantidade finita de ideais I, ..., Is em Klzy,...,x,], temos
Uvu)=v (ﬂ Ij> .
j=1 J=1
Demonstragao. A prova segue por indugao sobre s e pela Proposigao 2.11, item (i).
[

Na Proposi¢ao 2.11 item ii), A ndo precisa ser finito. Ja o Corolario 2.12 vale apenas para
uma quantidade finita de ideais. A seguir, apresentamos um contraexemplo com um caso em
que K = C.

Exemplo 2.13. Seja {¢;}ien € C uma colegao enumerdvel e infinita de elementos distintos do

corpo dos complexos C. Considere os ideais
[j:<$_cj>7 JGN

em Clz|. Temos que
Iiyn---nI = H(QZ - Cji>‘

Assim, a igualdade

vale. Por outro lado, temos

U V(I;) ={c1,c,... },
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e V((0)) = C'. Podem ser escolhidos cy,cy, ... tais que C' 2 {c1,¢y,... }. Entdo

Jrwrs e (fn)

j=1

2.3 IDEAL DE UM CONJUNTO

Apresentamos mais algumas notagoes.

Definicao 2.14. Dado um conjunto V' no espaco afim n-dimensional K™ sobre um corpo alge-

bricamente fechado K, definimos o ideal I(V') determinado por V da sequinte forma
I(V)=A{f€ K[x,...,z,] | f(b1,...,b,) =0, para todo (by,...,b,) € V}.

As seguintes propriedades mostram algumas das relagoes entre ideais e conjuntos algébricos.
Proposicao 2.15. Para X, Y subconjuntos de K™ e S subconjunto de Klx1,...,x,] temos:
i) Se X CY, entao I[(X) D I(Y);

il) I(XUY)=1(X)nI(Y),
iii) I(V(S)) DS eV((X)) DX;
iv) I(V(I(X))) = I(X). Entao se I € o ideal de um conjunto algébrico W, I = I(V(I)).

Demonstragao. i) Tome f € I(Y), temos f(P) = 0 para todo P € Y, Em particular, como
X CY, f(P) =0 vale para todo P € X. Portanto f € I(X) e I(Y) C I(X).

ii) Como XUY D X e XUY DY, peloitem (i) temos que (X UY) C I(X)e I(XUY) C
I(Y), consequentemente, I(X UY) C I(X)NI(Y).

Por outro lado, tome f € I(X)NI(Y), temos que f € I(X) e f € I(Y). Entao, f(P) =0,
VP e X,e f(P)=0, VP €Y. Logo f(P) =0, VP € XUY. Portanto f € I(X UY), assim
I(XUY)>I(X)NI(Y). Logo (X UY) = I(X)NI(Y).

iii) Se f € S, entao f(P) = 0 para todo P € V(S), pela definigdo de V(S). Logo f €
I(V(S)). Analogamente, se P € X, temos que g(P) = 0 para todo g € I(X). Assim,
PeV(I(X)).

iv) Pela segunda afirmacao do item (iii) temos que V(I(X)) D X, assim, pelo item (ii)
segue que [(V(I1(X))) C I(X). E pela primeira afirmagao do item (iii), com S = I(X), segue
que I(V(I(X))) D I(X), o que conclui a prova. O

2.4 O TEOREMA DOS ZEROS DE HILBERT

E necessério ter V() # @ para que um conjunto algébrico V(1) em K™ tenha um significado
geométrico. O teorema chamado Versao Fraca do Teorema de Zeros de Hilbert garante esta

condicao.
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Lema 2.16. Um ideal mazimal no anel de polinomios K|xy,...,x,] sobre um corpo algebrica-

mente fechado K tem a sequinte forma:
(X1 —ay, ..., Ty — ay), ag; €K, j=1,...,n.

Demonstracao. Sejam um ideal maximal de K[xy,...,z,]. Vamos definir J = K|z, ..., x,]/m.
Temos pelo Teorema 1.18 que J é um corpo. Temos também que J é finitamente gerado com
coeficientes em K, ou seja, J = K|[T7,...,T,]. Assim, pelo Teorema 1.29, temos que J é
algébrico sobre K e portanto, como K ¢ algebricamente fechado, concluimos que J = K.
Assim, para cada x;, existe a; € K tal que a; é residuo de x; assim, x; — a; € m para todo
i=1,...,n. Logo, (x1 — ay,...,x, — a,) C m. Pelo Exemplo 1.24 (x; — ay,...,2, — a,) ¢ um

ideal maximal e, entdo, m = (1 — ay,..., T, — ay). a

Teorema 2.17 (Versao Fraca do Teorema de Zeros de Hilbert). Sejam K wum corpo al-

gebricamente fechado e I um ideal de Klxy,...,x,| que nao contém a identidade (isto é,

I# Klxy,...,x,]). Entao V(I) # @ .

Demonstragao. Seja I um ideal qualquer de Klzy,...,x,]. Pelo Teorema 1.16 sabemos que
existe um ideal maximal m tal que I C m. Assim, V(m) C V(I), entdo basta provarmos que
V(m) # @. Pelo Lema 2.16 segue que m = (z1—ay, ..., Tp—a,), entdo V(m) = {(a1,...,a,)} #
.

O

O Lema 2.16 também é comumente chamado de Versao Fraca do Teorema de Zeros de
Hilbert. Além disso, perceba que é crucial que K seja um corpo algebricamente fechado no
Lema 2.16 e no Teorema 2.17. Pois, por exemplo, sabemos que se K = R tais resultados nao
valeriam. Pelo Teorema 1.14, os ideais maximais do anel de polinémios R[z] de uma variavel
sao da forma (z —a), a € R e da forma (2% + ax +b), a,b € R, a®> —4b < 0, visto que estes sao
os elementos irredutiveis em R[z]. Um exemplo explicito seria V(2% + 1) = @ que mostra que
o Teorema 2.17 nao vale em R.

Para V :=V(J), com J um ideal de Klzy,...,x,], temos

JC V().
Entretanto, V(f?) = V(f) para f em K[x1,...,z,]. Mais ainda, V(J) = V(v/J), veja a prova

do item (iii) da Proposi¢ao 2.11. Assim, a igualdade I(V(J)) = J pode nao ser valida, veja
Exemplo 2.18.

Exemplo 2.18. Considere o ideal J = (y*) em Clz,y|. Temos que
V(J) = {(a,0) € C*}.

Como f(a,0) =0 para todo polinémio da forma f(x,y) = g(x,y).y com g € Clz,y| seque que
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Logo I(V (J)) # J.

O proximo teorema, conhecido como o Teorema de Zeros de Hilbert, originalmente Hilbert’s
Nullstellensatz, explica melhor a relagao entre J e I(V(J)). O Teorema de Zeros de Hilbert
estabelece uma relacdo fundamental entre Algebra e Geometria, considerada uma das bases
da Geometria Algébrica. Esta relagao foi descoberta e demonstrada em Ueber die Theorie der
algebraischen Formen (1893) por David Hilbert.

Teorema 2.19 (Teorema dos Zeros de Hilbert). Para um ideal J no anel de polinémios

Klzy,...,x,] sobre um corpo algebricamente fechado K, temos
I(V(J) =VJ.

Demonstragio. Pela Definicao 2.14, temos que v/J C I(V(J)). De fato, se g € v/J, entéo

g™ € J para algum inteiro m. Assim,
g"(ay,...,a,) =0 VY(ay,...,a,) € V(J),

consequentemente, g(ay,...,a,) =0 Y(ay,...,a,) € V(J). Logo g € I(V(J)), o que mostra a
inclusao v.J C I(V(J)).

Entdo, é suficiente provar que para f € I(V(J)) vale que f € v/J.

Seja xp uma nova varidvel e seja J o ideal gerado por 1 — xof(x1,...,2,) e por J, sendo J
considerado como um ideal no anel de polinoémios K|z, ..., z,| com n + 1 variaveis.

Primeiramente, suponha V(J) # @. Seja (ao,...,a,) € V(J), temos que (a1,...,a,) €
V(J) pois J C J.

Entao f(ai,...,a,) =0, pois (ai,...,a,) € V(J) e por hipotese f € I(V(J)). Entretanto,

como 1 —xzof € Je (ag,...,a,) € V(J), obtemos a contradicio
0=1—apf(a,...,a,) =1 (2.13)
Logo, devemos ter V(J) = @. Portanto, pelo Teorema 2.17, J = K|z, ..., x,], entdo J contém

a identidade 1. Logo, podemos escrever

1= h(zg,...,xn)(1 —xof(21,...,2, +ZQJ T,y ) fi(T1, .., ), (2.14)

h,g; € Klxo,...,x,], f; € J. Substituindo z, por 1/f na equagao acima e multiplicando dos

dois lados por uma certa poténcia m de f obtemos

Zg] Ty x) fi( ), G € Kla, ..., @), (2.15)

Consequentemente, f™ € J, o que termina a prova. ]
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Devido a este teorema, para estudar conjuntos algébricos V' (J) podemos focar apenas nos

ideais que satisfazem J = v/.J. Ideais com esta propriedade sdo chamados de ideais reduzidos.

2.5 TOPOLOGIA DE ZARISKI E CONSEQUENCIAS DO TE-
OREMA DOS ZEROS

Nesta secao apresentamos consequéncias do Teorema de Zeros de Hilbert e exibimos uma
topologia que pode ser induzida sobre conjuntos algébricos. Nesta secao K é um corpo alge-

bricamente fechado.

Lembrando que um ideal é radical se I = v/I.

Corolario 2.20. Se I é um ideal radical em K[xq,...,x,], entao I(V(I)) = I. Portanto, existe

uma correspondéncia bijetora entre ideais radicais e conjuntos algébricos.

Teorema 2.21. Seja I um ideal em Klz1,...,x,]. Entio Klxy,... ,x,|/1 € um espago vetorial
de dimensdo finita sobre K se, e somente se, V(I) € um conjunto finito. Se isso acontece, o

nidmero de pontos em V(I) é no mdrimo dimg (K|xy, ..., x,|/1).

Demonstra¢ao. Suponha K |xy, ..., z,]/I um espago vetorial de dimensao finita sobre K. Sejam
Py, ..., P, € V(I) pontos distintos. Tome fi,..., f, € K[z1,...,x,] tais que f;(P;) =0sei # j
e fi(P)=1,comi, j=1,...,r.

Seja fi o I-rtesiduo de fi. Se Y, Nifi = 0, \; € K entdao >\ f; € I. Logo \; =
(Y- Nifi)(P;) = 0. Consequentemente, os f; sdo linearmente independentes sobre K, entdo,

pelo Teorema 1.36, segue que
r < dimg(K|xy,...,z,|/1). (2.16)

Por outro lado, suponha V' (I) finito, isto é, V/(I) = {Py,...,P.}. Seja P, = (pi1,- -, Pin), €
defina F; por F; = [[;_,(z; —pij), 7 =1,...,n. Entdo F; € I(V(I)), logo, pelo Teorema dos
Zeros de Hilbert (Teorema 2.19), F}¥' € I para algum N > 0. Considere N grande o suficiente
para funcionar para todos os Fj.

) —N
Tomando I-residuos, F', N

— S 7T
;= 0, entao 7

¢ uma combinagao linear sobre K de

1,7;,...,7;/%"1.  Segue por indugdo que T;* é uma combinagdo linear sobre K de
1,7;,...,7;"N=1 para todo s. De fato, ja temos que esta afirmacao vale para @;"", supomos
B s g ) J ’
que vale para Z;° com s > r/N e mostraremos para :E_js“. Temos que
rN—1 rN—1 rN—2
—s+1 _ —s5 =— __ —k\ — _ —k+1\ _ —k+1 —7rN
T, =TT = g (axT;"). T} = g (apT;""") = E (axT;" ) + apn—1T; .
k=0 k=0 k=0
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rN—1

Mas temos também que ;" = > (by7;¥). Entao podemos escrever
k=0
rN—2
Z; " = Z arn—1bo + (arn_1ber1 + a) TP, (2.17)
k=0
com ay, b, € K, para k=0,...,rN — 2, concluindo a inducao.
Além disso, um elemento @ € K{z1,...,x,]/] ¢ uma combinagao linear do conjunto {7 *" -
- Tn® | s; € N}. Assim, como cada T; % é combinagao linear de 1,75, ...,7Z;"V !, o conjunto
{Zg™ ... T, | m; <rN} gera Klxy,...,x,|/I como um K-espago vetorial. O

A seguir apresentamos um exemplo do Teorema 2.21.

Exemplo 2.22. Considere f(x,y) € Clx,y]. Temos que f(x,y) possui um nimero finito de

{(I,y); %(%y) = g—‘;(:c,y) = 0}

Clz, y]
(%:%)

Corolario 2.23. Sejam V =V (J;) e W =V (J3) conjuntos algébricos em K™ que satisfazem

singularidades, isto €,

€ finito, se, e somente se, tem dimensao finita sobre C.

V 2 W entao temos que
Ji1 €V Ja. (2.18)

Demonstragao. Pela Proposigao 2.15 i) temos que se V. O W, entao I(V(J1)) C I(V(J2)).
Entao o Teorema 2.19 implica que
J1 C A e

Suponha \/.J; = v/ Ja, entdo V = W. Logo para V 2 W obtemos v/J; G V/'Ja. O

Corolario 2.24. Quando um conjunto algébrico V(I) é nao vazio e diferente de A}, o com-

plemento
V(D =AL\ V() ={(a,...,a,) € K"|3f €I tal que f(ai,...,a,) # 0}

nao € um conjunto algébrico.

Demonstragdo. Suponha que exista um ideal J em K[z1,...,x,] satisfazendo V (1)¢ = V(J).
Entao, como V(1) UV (J) = A%, pela Proposigao 2.11(i), temos

V(INJ)=V(I)UV(J) =A%,

Pelo Teorema de Zeros de Hilbert (Teorema 2.19) temos que /I N .J = (0). Logo, pela definicio
de radical, I N J = (0). Se () # (0) e (J) # (0), existem polindmios f e g tais que f € I e
g € J, com f,gnado nulos. Assim, f-g#0e f-g € INJ, o que contradiz I N.J = (0). Logo ou
I =(0) ou J = (0), o que implica que V(I) = A} ou V(I) = &, contradizendo nossa hipdtese.
Isto é, ndo existe um ideal J que satisfaca V(I)¢ = V(J). O
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Proposicao 2.25. O conjunto de todos os complementos de conjuntos algébricos
O = {V(D°|I éum ideal de K[z, ..., 2]}

tem as sequintes propriedades:

i) 2€0 eA) 0.
ll) Se 01,02 € O, entao 01002 e 0.

iii) (U,cp Or € O, para Oy € O e X € A, onde A pode ser infinito.

Definindo um subconjunto O como conjunto aberto se O € O, induzimos uma topologia
sobre K", onde os fechados serao os conjuntos algébricos. Esta topologia é chamada de Topologia
de Zariski em K™.

Tomando K = C e considerando a topologia usual em C" sendo a topologia proveniente
da métrica euclidiana em C", finalizamos esta se¢ao com a nog¢ao de construtibilidade e alguns

resultados que relacionam a topologia usual com a topologia de Zariski.

Defini¢ao 2.26 (Construtibilidade). Seja V' um conjunto algébrico. Um subconjunto A de V

é construtivel se A € uma uniao finita de subconjuntos de V' localmente fechados.

Teorema 2.27. Se Z ¢ um subconjunto construtivel de C", entao o fecho de Z na topologia de

Zariskr € igual ao fecho de Z na topologia usual.

Do teorema acima segue que se X é fechado na topologia de Zariski entao X é fechado na
topologia usual. Entretanto, a reciproca vale apenas se X for construtivel, ou seja: Se X é
construtivel e é fechado na topologia usual entao X é fechado na topologia de Zariski.

Além disso, se Z é construtivel entdo o fecho Z na topologia usual é algébrico. Temos que
se f: C" — C™ é uma aplicagao polinomial, X C C™ conjunto construtivel, entdo f(X) é um
conjunto construtivel; veja secao 4.3. Por outro lado, a imagem de um conjunto algébrico nao

é, necessariamente, algébrico. Veja Exemplo 2.28

Exemplo 2.28. Seja X um conjunto algébrico definido como
X ={zy —1=0} cC?
e ™ a aplica¢ao

. C> = C

(r,y) — =x.

Nao ¢ dificil ver que m(X) = C* e que C* = C. Assim, temos que C* é construtivel mas nao é
algébrico e o fecho C* € algébrico.

As demonstragoes do Teorema 2.27 e das consequéncias dele exigem ferramentas que ainda
nao apresentamos e, por isso, serao feitas posteriormente na se¢ao 4.3. A referéncia utilizada

para o estudo de tais resultados ¢ a [9].
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3. VARIEDADES ALGEBRICAS AFINS

3.1 VARIEDADES ALGEBRICAS

Abordamos agora os conjuntos algébricos irredutiveis e apresentamos mais algumas notagoes
e resultados. Em particular, provaremos que todo conjunto algébrico se decompoe em compo-
nentes irredutiveis. Utilizamos para o estudo deste topicos as referéncias [12] e [3]|. Nesta sec¢ao

K & um corpo algebricamente fechado.

Defini¢ao 3.1 (Variedade Algébrica). Um conjunto algébrico V' no espago afim K™ sobre um

corpo K € dito redutivel quando V' é a uniao de conjuntos algébricos Vi e Vs,

V=WVUV, V#£VieV£Wh

Quando um conjunto algébrico nao € redutivel, ele € dito irredutivel. Um conjunto algébrico

wrredutivel € chamado variedade algébrica.

Proposicao 3.2. Um conjunto algébrico V' é irredutivel se, e somente se, o ideal 1(V') associado

a'V € um ideal primo.

Demonstracao. As provas serao por absurdo. Tome V um conjunto algébrico irredutivel e
suponha que I(V) ndo é um ideal primo, isto é, existem fi, fo ¢ I(V) tais que fifo € I(V).
Logo V(fif2) D V(I(V)) =V, entdo segue que

V=VnV(fif) =V V(L) UV(f)=VV(H)uVnV(f)). (3.1)

temos que VNV(f;) € V pois, caso contrario, VC V(f;) e I(V) D I(V(fi)) e, entdo, teriamos
fi € I(V) parai =1, 2. Logo V é redutivel, absurdo.

Por outro lado, temos I(V') primo. Suponha V =V, UV, com V; C V, entao I(V;) D I(V).
Seja fi € I(V;), fi ¢ I(V), 1 =1,2. Como I(V) = I(V; UV,), temos que para todo P € V,
PeViouP €V, Assim fifo(P) = fi(P).fa(P) = 0 e, portanto, fifo € I(V). Logo I(V') nao

é primo, absurdo. O
Como consequéncia do Teorema 2.19 e da Proposicao 3.2 temos o seguinte resultado.

Corolario 3.3. Se I ¢ um ideal primo, entiao V(I) € irredutivel. Existe uma correspondéncia
bijetora entre ideais primos e conjuntos algébricos irredutiveis. Os ideais mazimais correspon-

dem a pontos.
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Proposicao 3.4. Um ideal m de K|xy,...,x,] € mazimal se, e somente se, m = I(P) para
algum P € K".
Demonstracao. (=) Como m é maximal, entdo m é um ideal primo de K[zy, ..., z,] (Corolario

1.19). Assim, V = V(m) é uma variedade algébrica. Por definigao V' ¢ nao vazio, entao podemos
tomar um ponto P € V e, pela Proposigao 2.15, temos que m = I(V) C I(P) mas como m ¢é
maximal e I(P) # K|y, ..., x,] segue que m = I(P).

(<) Suponha m = I(P) para algum P € K". Vamos que mostrar que se um ideal J
de Klzy,...,x,] contém m entdo J = m ou J = K[zy,...,x,]. De fato se J DO m temos
V(J) € V(m) = {P}, logo V(J) = {P} ou V(J) = @. No primeiro caso, v.J = I(V(J)) =
I(P) = m entdao J C m, mas como supomos m C J, temos J = m. No segundo caso,
VI=I(V(J]) =I1(@) = K[zy,...,z,] entdo J = K[zy,...,x,]. Logo m é um ideal maximal.

0

O préximo lema sera utilizado na demonstragao do Teorema 3.6. No Teorema 2.3 vimos
que uma colecao qualquer nao vazia de ideias em um anel noetheriano tem elemento maximal.

Como consequéncia deste teorema temos o seguinte resultado:

Lema 3.5. Uma colegao qualquer nao vazia de conjuntos algébricos em K™ tem um elemento

manimal.

Demonstragao. Seja {V;} uma colegdo nao vazia de conjuntos algébricos em K™. Considere
a colegao de ideais {I(V;)}. Pelo Teorema 2.3 a colegao {I(V;)} possui um elemento maximal
I(V,,). Como I(V,,) D I(V;) para todo i € N, temos V,,, = V(I(V,,)) C V(I(V;)) = V;. Portanto

Vin € um elemento minimal da cole¢ao {V;}. O

A decomposicao de um conjunto algébrico em conjuntos algébricos irredutiveis é tnica e

finita, conforme o resultado a seguir.

Teorema 3.6. Seja V' um conjunto algébrico em K". FEntao existem Vi,...,V, conjuntos
algébricos irredutiveis tais que V.=V, U---UV, e V; £ V; para i # j. Os conjuntos algébricos

Vi,...,V, sao unicos.

Demonstracao. Seja S o conjunto de todos os conjuntos algébricos V' em K" tais que V nao é
a uniao de conjuntos algébricos irredutiveis. Queremos mostrar que S é vazio. Suponhamos S
nao vazio e tomemos V' um elemento minimal de S. Como V € S, existem V;, V5 € K" tais
que V =V UV, com V; ;Cé V parat = 1ou 2. Como V; CV eV é elemento minimal de .5,
temos V; ¢ S. Entao V; é redutivel, isto é, V; = V;; U--- UV, com Vj; irredutivel para todo
J. Dessa forma, concluimos que V' = U;;V;; contradizendo a suposicao de V' € S. Portanto,
qualquer conjunto algébrico V' pode ser escrito como V = V; U --- UV, V; irredutivel para
i=1,...,n. Para obter V; € V; para i # j, descartamos V; tal que V; C V; para i # j.

Mostraremos agora a unicidade de Vi,...,V,,. Seja V. =W U---UW,, outra decomposi¢ao,
entao

%zVﬂ%z(OWj)ﬁ%:O(Wjﬂ%). (3.2)

Jj=1 Jj=1
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Logo V; C Wj( para algum j(i) e W, C Vi para algum k. Mas V; C Vj implica i = k e,
portanto, V; = Wj(;). Analogamente, cada W; é igual a algum V(). ]

Os conjuntos V; sao chamados componentes irredutiveis de Ve V = Vi U---UV, é a

decomposi¢ao de V' em componentes irredutiveis.

3.2 ESTRUTURAS ASSOCIADAS A UMA VARIEDADE ALGE-
BRICA

Apresentamos mais algumas notacoes e resultados algébricos que sao utilizados no estudo

de variedades algébricas, como anel de coordenadas, anel local e corpo de fungoes de V.

Definigao 3.7 (Anel de coordenadas). Para uma variedade algébrica V' no espago afim n-

dimensional K™, o anel quociente
A(V) = K[xq,...,z,)/I(V)

€ chamado anel de coordenadas de V.
Assim, a Proposigao 3.2 pode ser reescrita da seguinte forma:

Proposicao 3.8. Um conjunto algébrico V-em K" € irredutivel se, e somente se, seu anel de

coordenadas A(V') € um dominio.

O anel de coordenadas A(V') pode ser visto como o conjunto de fung¢oes polinomiais definidas

em V.

Defini¢ao 3.9 (Corpo de fragoes). Se V' é uma variedade algébrica, entiao o corpo dos quoci-
entes f/g com f e g no dominio A(V) é chamado de corpo de fragoes sobre V' e € denotado

por K[V]. Um elemento de K[V] é uma fun¢ao racional em V.

Definicao 3.10. Seja V' uma variedade algébrica em K™. Se f € uma func¢ao racional em V
e P €V, dizemos que f estd definida em P se existe algum par a,b € A(V), tal que f = a/b,
temos b(P) # 0.

Apresentamos mais alguns conceitos de natureza algébrica.

Proposicao 3.11 (Dominio de valorizacao discreta). Seja D um dominio que nao é corpo. As

sequintes condigoes sao equivalentes:
i) D € um anel noetheriano e local, e o ideal maximal m de D € principal.

ii) Existe um elemento irredutivel t € D tal que todo z € D diferente de zero pode ser escrito
de maneira unica na forma z = ut"™, u elemento invertivel em D e n um numero inteiro

nao neqativo.
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Um anel que satisfaz tais condigoes € chamado anel de valorizacao discreta. Um elemento t

como em (i) € dito parametro de uniformizagao de D.

Demonstragao. (i) = (i1): Seja m o ideal maximal de D e t um gerador de m. Suponha
ut™ = vt™, u e v elementos invertiveis e n > m. Entao ut"™™ = v é um elemento invertivel
e como t nao pode ser um elemento invertivel, segue que n = m e u = v. Assim, a expressao
de qualquer z = ut™ é tnica. Para mostrar que qualquer z pode ser expresso dessa forma,
podemos assumir que z nao é invertivel (para z invertivel basta tomar z = zt"). Entao z = z;t
para algum z; € A. Se z; é um elemento invertivel acabamos, caso contrario assuma z; = 2t
para algum z, € A. Continuando este processo encontra-se uma sequéncia infinita z1, 29, . . .,
com z; = z;y1t. Afirmamos que para algum m, z,, é invertivel, o que termina a prova. Caso
contrario, como A ¢ noetheriano, a cadeia de ideais (z1) C (22) C ... tem um elemento maximal
(Teorema 2.3), entao (z,) = (z,+1) para algum n. Logo 2,1 = vz, para algum v € A e, entao,
2, = vtz, e vt = 1. Absurdo, pois t nao pode ser unidade. Portanto, todo z € D se escreve
como z = ut".

(17) = (i): Temos que m = (t) é um conjunto de elementos nao invertiveis. E os tnicos
ideais de A sdo ideais principais (t"), n inteiro ndo negativo. Logo A é um dominio de ideais
principais e, consequentemente, ¢ um anel noetheriano. Além disso, A é um anel local cujo

ideal maximal é m = (t). O

Sugerimos ao (&) leitor (a) relembrar a defini¢ao de anel local dada na Proposigao 1.54.

Definimos a seguinte estrutura:

Definigao 3.12 (Anel local de uma variedade). Seja V' uma variedade algébrica em K" e
P € V. Definimos Op(V') como o conjunto de fungoes racionais em V que estio definidas em

P. O anel Op(V) € chamado anel local de V' em P.

Provaremos que Op(V') é um dominio, noetheriano e local, veja Proposigao 3.19.

Explicamos agora a no¢ao de uma fungao regular em uma variedade algébrica V.

Definicao 3.13. Uma funcao f : V. — K € regular em um ponto P € V se existe uma
vizinhanga aberta U, tal que P € U C V| e existem polindmios g, h € K[y, ..., x,] tais que h
nunca € zero em U e f = g/h em U. Dizemos que f € reqular em V' se é reqular em cada ponto
de V.

Defini¢ao 3.14. Seja V' uma variedade algébrica. Denotamos por O(V') o anel das fungoes

requlares em V.

Proposicao 3.15. O conjunto O(V') das fun¢des requlares na variedade algébrica V € um anel

(K -dlgebra) munido das operagoes
(f+a)w) = fw+9w), AN =1, (Fa)) = fwgy). (3.3)
Definicao 3.16. Considere a relacao de equivaléncia ~ definida por

[~ g« 3U um aberto, com 0 € U tal que fir = gjv.
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As classes de equivaléncia sao chamadas de germes da fungao f.

Lema 3.17. Sejam V' uma variedade algébrica, f,g € O(V) e U um aberto nao vazio de V.
Se fiu = gjv entao f(x) = g(x) para todo x € V.

Veja demonstragao do Lema 3.17 em [6], pagina 15.

Reescrevendo a defini¢ao 3.12 utilizando a nogao de fungao regular, temos o seguinte:

Defini¢ao 3.18 (Anel Local). Se P € V, definimos o anel local Op de P em V' como o anel de
germes de fungoes requlares em V' ao redor de P. Ou seja, um elemento de Op € um par (U, f)

onde U € uma vizinhanga de V' contendo P e f uma func¢ao regular em U e identificamos dois

pares (U, f) e (W,g) se f=gem UNW.

Op possui um ideal maximal de germes de fungoes que se anulam em P e, por isso, o nome

“anel local de P” ¢ justificado. O préximo resultado mostra exatamente isso.
Proposicao 3.19. Sejam V' uma variedade algébrica e P € V.

i) O conjunto Op munido das operagoes

é um anel.

ii) O conjunto mp := {(U, f) € Op | f(P) =0} € o unico ideal mazximal de Op. Consequen-

temente, Op € um anel local.
Demonstrag¢ao. Provaremos somente o item (ii).

ii) Primeiro, mostraremos que o subconjunto mp é um ideal proprio de Op. Como 0(P) = 0
temos (V,0) € mp, entdo mp ¢ nao vazio. Considere (U, f), (W, g) € mp ¢ (Y,h) € Op,
temos que (U N W, f —g) € mp, pois como f(P) = g(P) = 0 tem-se (f — g)(P) =
f(P)—g(P)=0. Além disso, (fh)(P) = f(P)h(P) = 0.h(P) = 0 e, consequentemente,
(UNY, fh) € mp. Logo mp é um ideal. E para (V,1) € Op, temos 1(P) = 1 e, portanto,

(V,1) ¢ mp, isto &, mp ¢ um ideal proprio de Op.

Agora mostraremos que mp é o tnico ideal maximal de Op, para isso, mostremos que
todo elemento Op \ mp é invertivel. Dado (U, f) € Op \ mp, existem polindmios
fi, f2 € Klzy,...,x,] tais que f(u) = % e fo(u) # 0 para todo u € U. Considere
o subconjunto fechado Z(f1) = {Q € V | fi(Q) = 0}, temos que Z(f1) 2 U, pois
caso contrario terfamos f;(U) = 0, consequentemente, pelo Lema 3.17, f1(V) = 0, o que
contradiz a hipotese de f ¢ mp. Dessa forma, temos que Z(f;) N U é um subconjunto
fechado proprio de U. Entao o complementar W = U \ (U N Z(f1)) é um aberto proprio
de U. Além disso, P € W pois f(P) # 0 ja que (U, f) ¢ mp. Como fi(w) # 0 para todo
w € W, entdo (W, £) € Op e (U, f)(W, £) = (UnW, L££) = (W,1) = (V,1), ou seja,
(U, f) é um elemento invertivel de Op. E como tomamos (U, f) um elemento qualquer,
mostramos que todo elemento de Op \ mp é invertivel. Assim, pela Proposi¢ao 1.54 a

prova segue.
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[]

Defini¢ao 3.20 (Corpo de Fungoes). Seja V' uma variedade algébrica. Definimos o corpo de
fungoes K(V') de V' da sequinte maneira: um elemento de K(V') € uma classe de equivaléncia
de pares (U, f), onde U € um subconjunto aberto nao vazio (na topologia de Zariski) de V', f €

uma fun¢ao reqular em U e identificamos dois pares (U, f) e (W, g) se f =g em UNW.

Os elementos de K(V') sao chamadas as fungoes regulares em V.

Proposicao 3.21. Seja V' uma variedade algébrica. O corpo de fungées K (V') quando munido

das operacoes
(U, [)+W.g):=UNW, f+g) e (U J[) - (V.g):={UNW, fg) (3.5)

€ um corpo.

Na proxima segao veremos que O(V) se identifica em Op que, por sua vez, se identifica em

K (V). E, por fim, apresentamos um exemplo que motivara os estudos da proxima segao.

Exemplo 3.22. O anel de coordenadas de um curva quadrdtica
C=V(@*+y*-1)
no plano afim K? quando K = C ¢ dada por
A(C) = Klz,y] /(2" +y* — 1)
Tome u = x +iy e v =x —iy. Entdo o anel de coordenadas A(C) torna-se
A(C) = Klu,v]/{uv — 1).

Perceba que este anel de coordenadas é isomorfo a K[u,1/u]. A mudanga de coordenadas acima

pode ser formulada em termos da teoria dos anéis comutativos como um isomorfismo:

o: Klz,y]/(x* +y* = 1) = Klu,1/ul,
—

v oo St 1)
y %(u—l/u).

Pode ser observado que a inversa deste isomorfismo € dado por

ot Klu,1/u] = Klz,y]/(2® +9* — 1),

u = T+ .
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3.3 MORFISMO ENTRE VARIEDADES E ALGUMAS RELA-
COES

Generalizando o conceito de mudanca de coordenadas como no Exemplo 3.22, pode-se definir
um morfismo entre conjuntos algébricos V' e W. O termo morfismo é uma terminologia utilizada

para aplicacoes na Geometria Algébrica.

Defini¢ao 3.23 (Morfismo). Sejam V C K™ e W C K™ conguntos algébricos e p : V. — W
uma aplicacao de conjuntos. A aplicacao ¢ € dita morfismo de V em W se pode ser expressa
em termos de polinémios. Isto é, existem polindmios fi,..., fm € K[x1,...,2,] tais que para

todo P = (ay,...,a,) € V vale que

o(P)=(filat, .. an), .., fmlas, ... an)). (3.6)

Proposigao 3.24. Sejam V e W wariedades algébricas e ¢ : V — W um morfismo. Entao ¢

induz wm homomorfismo ¢* entre os anéis de coordenadas A(V') e A(W):

et AW) — A(V) (3.7)
[ = foe.

Isto €, se f € A(W) é o I(W)-residuo de um polinomio F, entao o*(f) = fop é o I(V)-residuo
do polinomio F(f1,..., fm).

Defini¢ao 3.25 (Isomorfismo). Sejam V' e W wvariedades algébricas e ¢ : V. — W um mor-
fismo. Entao ¢ € dito isomorfismo se existe um morfismo ¢ : W — V tal que Yo p = Iy

p o1y = Iy, onde Iy representa a funcao identidade em V' e Iy a funcao identidade em W.

Conjuntos algébricos isomorfos podem ser considerados algebricamente e geometricamente
iguais. Neste sentido, é desejavel obter uma definicado de um morfismo em termos de um

conjunto algébrico e seu anel de coordenadas.

Proposigao 3.26. Sejam V C K™ e W C K™ variedades algébricas. Existe uma correspondén-
cia bijetora natural entre os morfismos ¢ : V.— W e os homomorfismos ¢* : A(W) — A(V).

Qualquer morfismo ¢ € uma restricao de um morfismo de K™ em K™.

Demonstragao. Seja 1 : A(W) — A(V) um homomorfismo. Escolhemos T; € K|z, ..., x,] tais

que Y(x; + IW)) =T, +I[(V),i=1,...,m. Entao T = (T4,...,T,,) é¢ um morfismo de K"

em K™ einduz T : A(AZ) — A(A%), onde A(AR) = K[y, ..., 7] ¢ AAY) = K[y, ..., 7,].
Temos que T'(V)) C W. De fato, tomando F' € I(WW) segue para todo a € V' temos

T(F)(a)=FoT(a) = F(Ty,...,T))(a). (3.8)
Como F(Ty,...,T,,) € IW)(a) = F(T\,...,Ty)(a) se a € V, entdo

FoT(a)=F(Ti,...,T)(a) = Y(F(z1,...,2m))(a) = ¥(0amw))(a), (3.9)

BACHARELADO EM MATEMATICA



38 VARIEDADES ALGEBRICAS AFINS

pois F' € I(W). Uma vez que ¢ ¢ homomorfismo, 1 (04mw))(a) = 0aqy(a) = 0. Com isso,
obtemos T'(a) € V(I(W)). Mas W ¢é uma variedade algébrica, garantindo que V(I(W)) =W
e, assim, T'(V) C W. Logo a restricao ¢ = T}y : V — W é um morfismo.

A Proposicao 3.24 garante que, a partir de ¢, obtemos um homomorfismo ¢* : A(W) —
A(V) tal que o*(F+I(W)) = F(Ty,...,T,) + I(V). Portanto ¢* = .

Portanto, dado um homomorfismo entre os anéis de coordenadas, construimos um morfismo
entre as variedades. E, pela Proposicao 3.24, dada um morfismo entre variedades, construimos

um homomorfismo entre anéis de coordenadas. O

O resultado a seguir segue diretamente da Proposigao 3.26.

Corolario 3.27. Sejam V e W wariedades algébricas. Entao V e W sao isomorfas se, e

somente se, os anéis de coordenadas A(V) e A(W) sao isomorfos sobre K.

Defini¢ao 3.28 (Mudanga de Coordenadas). Uma mudanca afim de coordenadas em K™ é um
morfismo T = (T4, ...,T,) : K" — K" tal que cada T; é um polinémio de grau 1 e tal que T é

bijetor.

Estudamos agora a conexao entre os pontos de um conjunto algébrico V' e os ideais maximais

do anel de coordenadas A(V') de V.

Defini¢ao 3.29 (Espectro Maximal). Seja A um anel. Denotamos a totalidade de ideais ma-

ximais de A por Spm A e chamamos de espectro maximal de A.

Proposicao 3.30. Para um conjunto algébrico V', existe uma correspondéncia um-a-um entre

0s pontos de V' e o espectro mazimal Spm A(V). Para o anel de coordenadas
AV) = Klxy,...,z,)/1(V),

o ponto (ai,...,a,) em V corresponde ao ideal maximal de A(V') determinado por (T; —

a1,y ..., Ty — ).

Demonstra¢ao. Um ponto (aq,...,a,) em um conjunto algébrico V- C K™ corresponde a um
ideal maximal (zy — ay,...,2, — a,) de K[z1,...,x,]. Denotaremos a classe residual de z;
por Z; no anel de coordenadas A(V') = K[xy,...,x,|/I(V). Entado (z1 — ay,..., T, — a,) ¢ um
ideal maximal de A(V'). Por outro lado, para um ideal maximal m de A(V), a imagem inversa

¥~}(m) de m sob o homomorfismo sobrejetor candnico
Y Kz, ..o x| = Koy, ..o, 2]/ I(V)

é um ideal maximal do anel de polindémios K|x1,...,z,]. Utilizando o Corolario 2.16, podemos

escrever

@Z)_l(m) =(zy —by,...,xy — by).

Mostraremos que (by,...,b,) € V. E suficiente mostrar que

<I1—b1,...,$n—bn> D[(V)
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Como 0 € m e ¥~1(0) = I(V), obtemos ¥~(m) D ~1(0) = I(V).
O

Mostraremos agora como um homomorfismo de anéis é induzido por um morfismo entre

conjuntos algébricos.

Proposicao 3.31. Sejam A e B anéis e ¢ : A — B um homomorfismo sobrejetivo de anéis

com nicleo ker ¢ = N.
i) Um ideal I C B € primo se, e somente se, ¢~ (I) € um ideal primo de A tal que N C ¢~ (I).

i4)Um ideal I C B ¢ mazimal se, e somente se, ¢~ (I) é um ideal mazimal de A tal que
N C ¢ Y1),

Demonstragao. i) (=) Como I é um ideal, 0 € I e, portanto, N = ¢~(0) C ¢~*(I). Considere
x,y € A tais que zy € ¢~ '(I). Como ¢(zy) € I, entdo ¢(zy) = ¢(x)d(y) € I, logo,
é(x) € I ou ¢(y) € I, pois I é um ideal primo. Logo, = € ¢~ (I) ou y € ¢! (I), ou seja,
¢ 1(I) ¢ um ideal primo de A.

(<) Suponha que ¢~1(I) ¢ um ideal primo de A tal que N C ¢ *(I). Considere a,b € B
tais que ab € I. Como ¢ é sobrejetor, entdo existem x,y € A, z € ¢~1(I), tais que
a=¢(x),b=¢(y) e ab=¢(2). Assim, ¢(zy — z) = ¢(x)d(y) — ¢(z) = ab — ab = 0, isto
é, 2y —z € N. Como N C ¢~ () e z € ¢1(I), temos que zy € ¢~ (I). Além disso,
z e ¢ (I)ouy € ¢'(I), pois ¢~'(I) é um ideal primo. Disso segue que ¢(z) = a € I
ou ¢(y) = b € I, portanto, I é um ideal primo.

ii) (=) Como I é um ideal, 0 € I e, portanto, N = ¢~1(0) C ¢~!(I). Suponha que J C A
¢ um ideal contendo ¢~'(I). Como ¢ ¢ sobrejetora, temos que I C ¢(J) mas como [
¢ maximal, temos ¢(J) = I ou ¢(J) = B. Se ¢(J) = I, entao J C ¢~ '(I) e com isso
J=¢ (). Se ¢(J) = B, entao J = A, pois como ¢(J) = B, dado = € A, existe j € J
tal que ¢(j) = ¢(x), assim z — j € N C J, logo a € J, isto ¢, A C J. Portanto, ¢~ (1) é

maximal.

(<) Suponha que ¢~1(I) ¢ um ideal maximal de A tal que N C ¢~!(I). Considere um
ideal J C B contendo I, entdao ¢~ *(I) C ¢~!(J). Como ¢~*(I) ¢ um ideal maximal, entao
oY J) = ¢ (1) ou p~1(J) = A. Mas como ¢ é sobrejetor temos que J = ¢(¢1(J)).
Logo, J = ¢(¢7'(J)) = ¢(¢7'(I)) = I ou J = ¢(A) = B. Portanto, I ¢ um ideal
maximal.

]

A seguir apresentamos alguns resultados relacionados ao anel de fungoes regulares, anel

local e corpo de fungoes regulares.

Definicao 3.32. Sejam V uma variedade e P € V um ponto. O corpo de residuos de P é
definido como Kp := Op/mp, onde mp := {{U, f) | f(P)=0}.
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Proposicao 3.33. Seja V' uma variedade. Para todo ponto P € V' existe um isomorfismo de

corpos Kp ~ K.

Demonstragao. Considere a funcao

g OP — K (310)
{U.f) — [f(P).

Mostraremos que € é um homomorfismo sobrejetor de anéis cujo nicleo é mp.
Sejam (U, f) = (W, g) € Op. Logo P € UNW e fluynw = gurw e, entao, e(f) = f(P) =
g(P) = e(g). Portanto, € estd bem definida. Além disso, dados (U, f), (W, g) € Op temos que

(U N)+ W, g) =e(UnW,f+9g)) = (f+9)(P) (3.11)
= f(P)+g(P) =c({U, f)) +e((W,9)),
(U, YW, g)) =e((UNW, fg)) = (f9)(P) (3.12)

= [(P)g(P) = (U, ))e((W, g)).

Logo € é um homomorfismo de anéis e, por defini¢ao de nicleo, temos kere = {(U, f) € Op |
f(P) =0} = mp. Além disso, para cada ¢ € K, considere a func¢ao constante f.: V — K dada
por f.(v) = ¢ para todo v € V, entdo f. é regular em V e e((V, f.)) = f.(P) = ¢, ou seja, € é

sobrejetor. Assim, pelo Teorema dos Isomorfismos (Teorema 1.23), temos que Kp ~ K. O

Proposicao 3.34. Seja V uma variedade. Para todo ponto P € V, existem homomorfismos
ingetores de anéis O(V) — Op — K(V).

Demonstracao. i) O(V) — Op. Dada f € O(V), por defini¢ao f é regular em todo V. Como

V' é um aberto de V' que contém P, podemos definir a fungao

fo= (V.f)
Dados f,g € O(V), temos
pep(f+g9)=V.f+g9) = (V.[)+(V.9) = or(f) +vr(9) (3.14)

or(fg) = (V.fg) = (V. ) {(V,9) = vp(f)er(g)

Logo ¢p ¢ um homomorfismo. Além disso, ¢p € injetor, pois se pp(f) = (V,0), f =0
em todo V.

ii) Op — K(V). Dada (U, f) € Op, por defini¢cdo U é abertoem V, Pe Ve f € O(U). E se
(U, f) = (W, g) € Op, entdo UNW ¢ um aberto de V, p € UNw e flurw = g,,,,,,- Assim,
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podemos definir a funcao

{U.f) = (U[)

Pelas Proposicgoes 3.19 e 3.21, 1¥p é um homomorfismo de anéis. Além disso, ©p é injetor.
De fato, se (U, f) € Op & tal que vp((U, f)) = (V,0), entdo f = 0 em U. Como
(U,0) = (V,0) em Op, entao (U, f) = (V,0) em Op.

m

No proximo exemplo esta relagao se mostra clara.

Exemplo 3.35. Considere a variedade algébrica V- = V(f) C C? onde f : x = 0. E sejam
O(V) o anel de fungoes requlares em V., Op(V') o anel local de V' em um ponto P € V e K(V)
o corpo de funcoes requlares em V.

Temos que a fungao

1
= AT

g ¢ O(V),

de fato g nao é reqular em (0,1), por exemplo.
Além disso, g € Op(V') quando P = (0,0) mas g ¢ Op(V') quando P = (0,1).
Agora, considere Z(q) o conjunto de zeros de ¢ = y*+1. Temos que V € fechado na topologia

de Zariski e, consequentemente V- — Z(q) é um aberto. Em'V — Z(q) a funcao

¢ reqular e, portanto, g € K(V).
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4. MULTIPLICIDADE E DIMENSOES

4.1 MULTIPLICIDADE

No decorrer desta se¢ao nogoes de modulos e sequéncias serao utilizados frequentemente,

sugerimos ao (&) leitor (a) relembrar tais conceitos na se¢ao 1.3, se necessério.

4.1.1 MULTIPLICIDADE LOCAL DE CURVAS PLANAS

Nesta secao definimos e apresentamos uma forma de calcular a multiplicidade local de curvas
planas a fim de motivar e possibilitar a generalizagao deste conceito para variedades algébri-
cas. Para as demonstracoes deste conteiido sao necessarias as defini¢oes de retas tangentes,
pontos singulares, translagoes e resultados relacionados a modulos e sequéncias exatas, a seguir
apresentamos estas nogoes. Para este estudo foi utilizada a referéncia [3].

O espago afim (veja Defini¢ao 2.6) K' de dimensao 1 ¢ dito reta afim, assim como K2 é dito

plano afim.

Definigao 4.1 (Hipersuperficie). Seja F' € K[xq,...,x,]. Se F nao for uma constante, o
conjunto de zeros de F' é chamado de hipersuperficie definido por F' e é denotado por V (F).

Em K" o conjunto V(F') é chamado de hiperplano quando F' é um polindémio de grau um.
Uma hipersuperficie em K? é chamada de curva plana afim e se F' é um polinémio de grau um,
essa curva serd uma reta. Nesta sec@ao apresentamos resultados para curvas planas afins, isto é,
vamos trabalhar em K?2.

Temos que as curvas do plano afim correspondem a polinémios nao constantes F' € K|[X,Y]
sem miltiplos fatores, onde F' é determinado até a multiplicacao por uma constante diferente
de zero. Para alguns propositos, é util permitir que F' tenha varios fatores, modificando ligei-

ramente esta definicao, temos o seguinte:

Defini¢ao 4.2. Sejam F,G € K[X,Y] polinomios. Dizemos que F e G sao equivalentes se
F = \G para algum X € K diferente de zero.

Definigao 4.3 (Curva). Definimos uma curva do plano afim como uma classe de equivaléncia

de polindmios nao constantes sob essa relagcao de equivaléncia.

Frequentemente, distorcemos essa distingao de equivaléncia e dizemos, por exemplo, “a curva

plana Y2 — X3” ou mesmo “a curva plana Y? = X3”.
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Definigao 4.4 (Grau de curva). O grau de uma curva € o grau do polinémio que a define.

Uma curva de grau um é uma reta, entao falamos da ‘reta aX + bY + ¢’ ou “da reta
aX +0Y +c=0".

Definicao 4.5. Seja F' uma curva. Se F = [[ Ff*, onde F; sao os fatores irredutiveis de F,

dizemos que os F;’s sao as componentes de F' e e; € a multiplicidade da componente F;.

A componente F; é simples se e; = 1 e multipla caso contrario. Observe que as componentes
F; de F podem ser recuperados (mesmo a equivaléncia) de V(F'), mas as multiplicidades dos

componentes nao podem.

Defini¢ao 4.6 (Ponto Singular). Sejam F' uma curva e P = (a,b) € F. O ponto P € dito
ponto simples de F' se uma das derivadas parciais € nao nula, isto €, Fx(P) # 0 ou Fy(P) # 0.

Um ponto que nao é simples é dito miltiplo ou singular.
Uma curva formada por pontos simples é dita curva nao singular.

Definicao 4.7 (Reta tangente). Sejam F' uma curva e P = (a,b) € F' um ponto simples. Neste
caso a reta Fx(P)(X —a)+ Fy(P)(Y —b) =0 é chamada de tangente de F' em P.

Proposigao 4.8. Sejam P e P’ pontos em A%, Ly, Lo retas distintas que passam por P e L),
L, retas distintas que passam por P'. Entao existe uma mudanga de coordenadas afim T de
Az tal que T(P)=P eT(L;))=1L,,i=1,2.

Demonstragao. Considere as equacoes vetoriais
Li=P+ Xy, Lo=P+Xvy, Li=P +X ] e L,=P + v,

das retas Ly, Ly, L] e Ly, onde A € K e vy, vy, v}, 05 € K2
Como L; e Ly sao distintas e ambas passam pelo ponto P entao as retas L; e Ly nao sao
paralelas e, assim, o conjunto B = {vy, v2} € linearmente independente. Dessa forma o conjunto

B forma uma base para o espaco K2. Definimos entao a aplicacao linear h : K? — K?2 tal que
h(vy) =v] e h(vy) = v
que estd bem definida pois est4 definida em uma base B de K2. Considere entao a transformacao

T: K?* — K?
Q@ = Q)+ (P —h(P)).

Temos que T(P) = P' e T(L;) = T(P+\v;) = h(P+Av;)+ P —h(P) = P'+\v| parai € {1,2}

como queriamos demonstrar. O

Defini¢ao 4.9 (Multiplicidade de Curva). Seja F' uma curva qualquer, P = (0,0). FEscreva
F=F,+F,++F,, onde F; é um polinémio homogéneo em K[X,Y| de grau i, F,, # 0.

Definimos m como a multiplicidade de F' em P = (0,0) e denotamos m = up(F).
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Proposicao 4.10. Seja F' uma curva. O ponto P = (0,0) € simples em F' se, e somente se,

pp(F) =1 e neste caso Fy € exatamente a reta tangente de F' em P.

Demonstra¢ao. Como P € F temos que m > 0, pois caso contrario Fy = ¢ # 0 e, conse-
quentemente, F(P) = Fy(P) + Fi(P)+---+ F,(P) = ¢+ 0 = ¢ # 0, o que implicaria que
P¢F.

(=) Se P = (0,0) é um ponto simples, entdo Fx(0,0) # 0 ou Fy(0,0) # 0. Mas como a
derivada parcial de todo polinémio homogéneo F; com ¢ > 2 é um polindmio homogéneo de
graui—1> 1, entdo F;x(0,0) = 0 e F;(0,0) = 0 para todo ¢ > 2. Portanto, F' tem um termo
Fy = aX 4+ bY com a ou b nao nulo, isto é, F' = F} + termos de maior grau. Logo, up(F) = 1.

(<) Suponha pup(F) = 1 e Fy = aX +bY com a # 0 ou b # 0. Entao Fx =
a + termos de maior grau e Fy = b+ termos de maior grau. Como cada F; é um polinémio
homogéneo, temos que Fx(0,0) = a e Fy(0,0) = b, logo Fx # 0 ou Fy # 0, ou seja, P é um
ponto simples.

E nesse caso a reta tangente é justamente Fy, de fato t = Fx(P)(X —0)+ Fy(P)(Y —0) =
aX +bY = F. O

Se P = (a,b) é um ponto arbitrario de F', nos estendemos a definigdo da multiplicidade
pp(F) transladando (0,0) para P. Seja T' a mudanga de coordenadas afim tal que T'(X,Y) =
(X 4+ a,Y +b), entdo T(0,0) = P e T o F é uma curva contendo (0,0). Definimos entao
pp(F) = poo(T(F)). A Proposicdo 4.10 vale para P um ponto qualquer. Se m = 2, P ¢
chamado ponto duplo, se m = 3, ponto triplo, e assim segue.

Se F' é uma curva irredutivel, V(F) é uma variedade algébrica em K?. Usualmente escre-
vemos A(F), K(F) e Op(F) invés de A(V(F)), K(V(F)), e Op(V(F)). Relembramos que
escrevemos K™ para nos referir ao espago afim de dimensao n e A% quando identificamos K"

como uma variedade algébrica.

Proposicao 4.11. Sejam P, Q € K" e T : K™ — K" uma mudang¢a de coordenadas afim
T tal que T(P) = Q. Entio T : Og(A%L) — Op(A%) é um isomorfismo. Além disso, se
V C K™ ¢ uma variedade algébrica e P € T~Y(V), entdo T induz um isomorfismo de Og(V)
em Op(T~HV)).

Lema 4.12. Seja P = (0,...,0) € K", O = Op(A}), m =mp(Af). Seja I C K[zy,...,2,] 0

ideal gerado por 1, ...,x,. Entao se IO =m temos ["O = m" para todo r.

A Proposigao 4.11 e o Lema 4.12 sao, respectivamente, os exercicios 2.22 e 2.43 da referéncia

[3]-

Lema 4.13. Seja I = (X,Y) C K[X,Y]. Entio dimg(K[X,Y]/I") =142+ -+n = 220,

Demonstragao. Considere K[X,Y] um K-espago vetorial que tem como base o conjunto
{XY7 | i+ j > 0}, da mesma forma o ideal I = (X,Y) tem como base o conjunto
{XY7 |i+j > 1}. Entdo a base do ideal I"™ enquanto K-espago vetorial ¢ {X*Y7 | i+ j > n}.
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Logo

K[X,Y]
In

K[X7Y]:1+2+...+nzw. (4.1)

={XY7|i+j<n}) = dimKI—n 5

[l
Lema 4.14. Se V(I) = {P}, entio K[x,...,x,]/I € isomorfo a Op(Af)/IOp(A}%).

O Lema 4.14 é consequéncia direta de um resultado (“Proposition 6”) apresentado na refe-

réncia [3], pagina 27.

Proposigao 4.15. i) Seja 0 — V' SN VA N VN Ry sequéncia exata de espagos

vetoriais de dimensao finita sobre K. Entao dimV' + dim V" = dimV'.

ii) Seja 0 — Vj eV, B Vs BV — 0 wma sequéncia exata de espacos vetoriais de
dimensao finita sobre K.Entao dimVy = dim V3 — dim Vs + dim V.

Demonstragao. i) Pelo o Teorema do Nicleo e da Imagem (Teorema 1.39) nas aplicagoes
v V= Vep: V—V"vale que

dim V = dim ker(p) + dim Im(yp)

dim V' = dim ker(y) + dim Im(1).

Como a sequéncia ¢ exata temos que Im () = ker (@), ker () = 0 e dim Im(p) = dimV".
Logo dimV = dim V' + dim V".

ii) A aplicagdo ¢ é injetora e aplicacdo @3 é sobrejetora, entdo dimker(p;) = 0 e
dimIm(ps) = dimVy. E como a sequéncia é exata vale dim Im(ps) = dimker(ps) e
dim Im(p1) = dim ker(p,). Assim, utilizando o Teorema do Nucleo e da Imagem (Teorema

1.39) em @1, ¢y € 3 temos que

dimVy = dimker(ps) + dim Im(p3) = dim ker(ps) + dim Vy, (4.2)
dimVy = dimker(pz) + dim Im(ps) = dim ker(ps) + dim ker(gs), (4.3)
dimVy = dimker(py) + dim Im(p1) = dim ker(ps) (4.4)
Logo
dimVy £ dimVs — dim ker(¢3)
2 dim Vs — (dim Vo — dim ker(ps))
4.4

dim Vs — dim Vy + dim V4
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Proposicao 4.16. Se O é um anel local com um ideal mazximal m, entao existe uma sequéncia

exata natural de O-modulos
0 — m"/m" — O/m™! — O/m™ — 0. (4.5)

Lema 4.17. Sejam A um anel de valorizacao discreta com um ideal mazimal m. Suponha que
o corpo K € um subanel de A e que a composicio K — A — A/m é um isomorfismo de K
com A/m. Se K C A e m"/m"™ é um A-mddulo, entao m"/m" ™' é um K-espago vetorial e

dimy (m™/m™*) =1 para todo n > 0.

A Proposigao 4.16 e o Lema 4.17 s@o, respectivamente, os exercicios 2.49(e) e 2.50 da
referéncia [3].
Seja F' uma curva plana irredutivel e P € F. Os préximos resultados nos dao uma forma

de encontrar a multiplicidade de P em F' em termos do anel local Op(F).

Teorema 4.18. P ¢é um ponto simples de F' se, e somente se, Op(F) é um anel de valoriza¢ao
discreta. Neste caso, se L = aX + bY + ¢ € uma reta qualquer que passa por P e nao € a reta

tangente o F em P, entao a imagem de L em Op(F) é um pardmetro de uniformizag¢ao.

Demonstragao. (=) Seja V. = V(F). Suponha P = (a,b) um ponto simples em F, t =
fx(P)(X —a)+ fy(P)(Y —b) a reta tangente & F' em P e L a reta que passa por P e nao é
tangente a F' em P. Entéo, existe uma mudanga de coordenadas T : K? — K? tal que T'(0) = P
e T induz um isomorfismo T : K[X,Y] — K[X,Y] dado por T(X) = L e T(Y) = t. Assim,
podemos assumir P = (0,0), em que Y = 0 é a reta tangente & F' em P (veja Proposigoes 4.8
e 4.11). Pela Proposicao 3.11 basta mostrar que mp(F) é gerado por x.
A sequéncia
0— (F) — KIX,) Y] — A(V)—=0 (4.6)

¢ exata. Como F' € I[(P) =1 = (X,Y), existe um isomorfismo de anéis locais

KIX,Y], N

e mp(V) é gerado pelas imagens de X e Y.

Dessa forma, temos FF =Y + F,, + F,,,1 + --- + F,, onde F; sao polinomios homogéneos
em K[X,Y] de graui € {m,...,n}. Seja F(X,0) = Q(X) os termos de F' que ndo dependem
de Y. Entao X? divide Q(X) e, assim, podemos escrever F' = YG + X?H com G € K[X,Y]
e He K[X]. Em A(V), YG = —X?H € (X). Mas G(0,0) # 0, logo, G ¢ (X,Y) e G ¢ um

elemento invertivel em Op (V). Entéao,
Y = -X?HG™! (4.8)

e, portanto, Y € (X), como queriamos.
(<) Suponhamos que Op(F') é um anel de valorizacao discreta. Entao, mp(F) ¢ um ideal

principal e, pelo Lema 4.17, temos que dimyg mp(F)"/mp(F)"*1 = 1. Pelo Teorema 4.19
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(proximo resultado), up(F) =1, isto é, P é um ponto simples. O]

Finalizamos com o principal resultado desta secao.

Teorema 4.19. Seja P um ponto em uma curva irredutivel F'. Entao para todo n suficiente-

mente grande
pp(F) = dimg (mp(F)" /mp(F)"*).

Em particular, a multiplicidade de F' em P depende somente do anel local Op(F).

Demonstrag¢ao. No decorrer dessa demonstragao escreveremos m no lugar de mp(F'). Considere

a sequéncia exata de Op(F')-modulos (que existe pela Proposicao 4.16):

—
0 mn+1 mn+1 mm

— 0. (4.9)

E suficiente mostrar que dimg Op(F)/m™ = nup(F) + ¢ para alguma constante ¢ e para todo

n > pup(F) (veja Proposigao 4.15). Desta forma, obteremos que
(n+4+ Dup(F) +c=dimgm"/m" + nup(F) + c. (4.10)

Tome P = (0,0), logo, m™ = I"Op(F), onde I = (X,Y) C K[X,Y] (veja Lema 4.12). Entao,

V(I") = P e pelo Lema 4.14

K[X,Y]  Op(A?)
= O (4.11)

Logo,
KIX.Y]  Op(A)  Op(F) _ Op(F)

(In,Fy — (I",F)Op(A2) — I"Op(F) mn

(4.12)

Denotando pup(F') por p e escrevendo F' como a soma de polindmios homogéneos, temos
F = F, 4 termos de maior grau. Assim, F' € [" e se G € ["#, entao F'G € I". Seja ¢ o

homomorfismo natural sobrejetor

CK[X)Y] K[X)Y]
o Tn — I F)

E seja ¢ a aplicacao linear sobre K dada por

 K[X,)Y] K[X,Y]
L T N T
G — FG.

Temos entao que ker ¢ = (F') = Im1) e 1 é injetora.A sequéncia de K-espagos vetoriais

K[X,Y]LK[X,Y] o K[X)Y]

0— —
In—n In (I, F)

—0 (4.13)
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¢ exata. Considerando a sequéncia (4.13), a Proposi¢ao 4.13 e a Proposigao 4.15 segue que

KXY altD) -p(n-wtD) )
dimg T 5 5 =np = (4.14)

Definindo ¢ = p(1 — 1) /2 e considerando a relacao dada na equagao (4.12) acabamos a prova.
[

4.1.2 MULTIPLICIDADE DE VARIEDADES ALGEBRICAS

Generalizando a nogao apresentada na secao anterior, apresentamos uma forma de calcular

a multiplicidade de uma variedade algébrica. Para realizar este estudo foi utilizada a referéncia

[6]-

Proposigao 4.20. Seja M um mddulo graduado finitamente gerado sobre um anel noetheriano
S. Entao existe uma filtracio 0 = M° C M' C ... C M’ = M de submddulos graduados tal
que para cada i, M*/M"' ~ (S/p;)(l;), onde p; é um ideal homogéneo primo de S el; € Z. A

filtragcao nao € unica e para uma filtragao qualquer temos que:

i) Se p € um ideal homogéneo primo de S, entio p 2 Ann M < p 2O p; para algum i. Em
particular, os elementos minimais do conjunto {p1,...,p,} sao apenas os primos minimais

de M, ou seja, 0s primos que sao minimais e contém Ann M.

ii) Para cada primo de M, o nimero de vezes que p aparece no conjunto {p1,...,p.} € igual

ao comprimento de M, sobre o anel local S, independente da filtragao.

Demonstracao. Para provar a existéncia da filtracao, considere 7 o conjunto de submodulos
graduados de M que admitem tal filtracao. Claramente, o médulo 0 admite tal filtragao, logo
7 nao é vazio. M é um moédulo noetheriano, logo existe um submoédulo maximal M’ C M.
Considere entao M" = M/M'. Se M"” = 0 a prova esta concluida. Caso contrario, considere o
conjunto de ideais J = {I,, = Ann(m); m € M" é um elemento homogéneo nao nulo}. Cada
I, ¢ um ideal homogéneo e I, # S. Como S é um anel noetheriano, existe um elemento
m € M", m # 0, tal que I,,, ¢ um elemento maximal do conjunto 7. Provaremos que I, é
um ideal primo. Suponha ab € I,,, mas b ¢ I,,. Queremos mostrar que a € I,,. Decompondo
em componentes homogéneas, podemos assumir que a, b sao elementos homogéneos. Agora
considere o elemento bm € M"”. Como b ¢ I,,, bm # 0. Entao, temos que I,,, C Iy, mas como
I, ¢ maximal I,,, = [;,,. Mas ab € I,,, entao abm = 0, logo a € I,, = I,, como queriamos
demonstrar. Assim I, € um ideal homogéneo primo de S. Chamando I,, = p. Tome m com
grau [. Entao o modulo N C M"” gerado por m é isomorfo & (S/p)(—[). Seja N' C M a imagem
inversa de N em M. Entao M’ € N'e N'/M’ ~ (S/p)(—1). Logo N’ também tem uma filtragao
como queriamos. Isso contradiz a maximalidade de M’. Concluimos entao que M’ é igual a M,
0 que prova a existéncia da filtragao.

i) Suponha a filtracio dada de M. Temos que p D Ann M < p D Ann (M'/M*1) para
algum i. Mas Ann (S/p;)/(l)) = p;, portanto, esta provado (i).
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ii) Para provar (ii) calculamos a localizagao no ideal primo minimal p. Como p ¢ minimal
no conjunto {py,...,p,}, apos a localizacao segue que M} = M!~" exceto nos casos em que
p = pi. Nestes casos temos M) /M~ ~ (S/p), = k(p). O corpo quociente de S/p, esquecendo
a graduagao. Isso mostra que M, é um S,-méddulo de comprimento finito igual ao nimero que

p ocorre no conjunto {p1,...,p.}. O

Definigao 4.21 (Multiplicidade de médulo). Seja M um S-mddulo graduado e p um primo mi-
nimal de M. Definimos a multiplicidade de M em p, denotada por p,(M), como o comprimento
de M, sobre S,.

Visto a nocao de multiplicidade para um modulo graduado finitamente gerado qualquer,
olharemos para o anel local Op(V') como um mo6dulo graduado e esta sera a multiplicidade da

variedade algébrica V.

4.2 DIMENSAO DE VARIEDADES ALGEBRICAS

Nesta secao abordaremos de maneira algébrica e geométrica o conceito de dimensao de
conjuntos algébricos e mostramos a equivaléncia das dimensoes algébrica e geométrica de uma
variedade algébrica, ou seja, de um conjunto algébrico irredutivel. Para tais estudos foram
utilizadas as referéncias [12], [13], [7]. Além disso, apresentamos a nogao de dimensao de Krull
para conjuntos algébricos e mostramos algumas equivaléncias. Para este estudo foram utilizadas

as referéncias [11], [1], [6].

4.2.1 DIMENSAO ALGEBRICA

Relembramos que notagao utilizada para a extensao de corpos (Definigao 1.26) FF C K é
F/K.

Defini¢ao 4.22. Dado B ={Xj,...,X,,} C K, B € dito algebricamente independente sobre F

se nao existem polindomios com coeficientes em F' zerados por B. Ou seja,

BfeFly,....un); f(X1,...,X,) =0

Defini¢ao 4.23. Um subconjunto B de K ¢ dito base de transcendéncia de F/K se
i) B € algebricamente independente sobre F'.
ii) B C B’ e B’ é um subconjunto algebricamente independente sobre F entio B = B'.

A cardinalidade de uma base de transcendéncia de F/K é chamado grau de transcendéncia
de F/K e serd denotado por tr.degyF.

Definigao 4.24. Se V' é um conjunto algébrico irredutivel, entao o corpo dos quocientes f/g
com f e g no dominio

K[V] = Klz1,...,2,]/1(V)
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¢ chamado de corpo de fragoes sobre V e € denotado por (K[V]).

Perceba que K C (K[V]), dessa forma (K[V]) é dito extensdao de K e assim a seguinte

definicao pode ser feita.

Definigao 4.25. O grau de transcendéncia de (K[V]) sobre K é chamado de dimensao algébrica
de V sobre K.

4.2.2 DIMENSAO GEOMETRICA

Seja V' um conjunto algébrico nao vazio qualquer em C". Pelo Teorema da Base de Hilbert
sabemos que existem polindmios fi, ..., fr que sao geradores do ideal I(V'). Para cada x € V,
considere a matriz df;/0z; de tamanho k x n avaliado em z. Seja p o maior posto que esta

matriz atinge em pontos de V.

Definigao 4.26. Um ponto x € V' € dito nao-singular se a matriz (0f;/0x;) atinge seu posto

mdzrimo p em x, e singular se

posto(0f;/0x;)(x) < p.
A definigao acima nao depende da escolha dos polinomios geradores de (V).

Teorema 4.27. Seja V uma variedade algébrica. Consideramos My C V' o conjunto de pontos

p em que o posto de V € o maximo p. E sendo Vy : =V — My, entao
i) My é uma variedade analitica diferencidvel de dimensdo n — p;
ii) Vi € wazio ou é um conjunto algébrico proprio de V;

iii) Dim(V) =n —p.

A dimensao de M; ¢é dita dimensao geométrica de V. Dessa forma, o item (iii) nos permite
concluir que as dimensoes algébrica e geométrica de uma variedade algébrica sao equivalentes.
A demonstragao do item 4.27.7 pode ser encontrada em [13| e as demonstragoes dos itens

4.27.i e 4.27.iii podem ser encontradas em [7], Capitulo X, se¢ao 5.

Exemplo 4.28. Considere V a variedade algébrica em C? definida pelo ideal de polinémios

gerado por f(z,y,z) = 3 — y? + 2*. Calculando a matriz das derivadas parciais temos:
Vf(:v,y, Z) = (3$2 ) _2y ) 4Z3)

O posto desta matriz é mdzximo e igual a 1 exceto no ponto (0,0,0). Dessa forma, se escrevermos
V =M UV, onde V; = {(0,0,0)} e M; =V —{(0,0,0)}, pelo item (i) temos que dimM; =
3 —1 =2, consequentemente,

dim V = 2.
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4.2.3 DIMENSAO DE KRULL

Wolfgang Krull foi um matematico alemao que fez contribui¢oes fundamentais para a algebra
comutativa, uma delas foi a definicao de dimensao de Krull, essa noc¢ao pode ser trabalhada
em espagos topologicos, anéis e conjuntos algébricos. Nesta secao exploramos este conceito e
buscamos relacionar o contetdo estudado neste capitulo.

As proximas definigoes e resultados relacionados a elas podem ser encontrados em [6], Ca-

pitulo 1. Apresentamos, inicialmente, algumas defini¢bes essenciais.

Defini¢ao 4.29 (Espago noetheriano). Um espaco topoldgico X € dito espago noetheriano se
satisfaz a condi¢cao de cadeia descendente para subconjuntos fechados, isto €, para qualquer
sequéncia de subconjuntos fechados Vi D Vo O --- D V,, D ..., existe k € N tal que Vj, =V
para todo j > k.

Defini¢ao 4.30 (Ideal priméario). Um ideal ¢ C A é chamado um ideal primdrio se qualquer
divisor de zero em A/q é um elemento nilpotente. Em outras palavras, se x, y € A e xy € q,

entao x € q ou y" € q para algum n > 0.

Definigao 4.31 (Decomposigao Primaria). Seja A um anel e I um ideal de A. Uma decompo-

sicao primdria de I € a representacao de I como intersecao finita de ideais primdrios

i=1

Se, além disso, todos os ideais \/q; sao distintos e temos g; ) ‘r;'qj para todo 1, a decomposicao
JF

¢ chamada decomposi¢cao minimal.

Definigao 4.32 (Extensao Integral de Anéis). Seja A C B uma extensao de aneis. Um
elemento b € B é chamado um elemento integral (ou algébrico, se A e B sao corpos) se b
satisfaz uma equagdo polinomial com coeficientes em A, isto €, existem ag, aq,...,a,_1 € A,
n € N, tais que

V" 4 ap 0" 4 agb +ag = 0. (4.15)

Se cada elemento de B é integral sobre A, entao B € dita uma extensao integral de A (extensao

algébrica no caso de extensao de corpos).

Vamos apresentar a definicao de dimensao de Krull de um anel e algumas nogoes relaciona-
das.

Definigao 4.33. Seja A um anel e pg C p1 € -+ C p, uma cadeia de ideais primos de A.

Dizemos que esta cadeia tem comprimento n.

Definig¢ao 4.34 (Dimensao de Krull para Anéis). Seja A um anel. O supremo de comprimentos

de todas as cadeias de ideais primos em A € dito a dimensado de Krull de A.

Exemplo 4.35. Considere Z o anel dos inteiros. Veja que como Z é um dominio de fatoragao

unica, cada ideal primo nao nulo é maximal. Logo a dimensao de Krull de Z € 1.
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Definigao 4.36 (Altura de ideal primo). Seja A um anel e p C A um ideal primo. A altura
de p € o supremo de comprimentos de todas as cadeias de ideais primos contidos em p, isto €,

o supremo das cadeias da forma

Po P& &P =D (4.16)
Em outras palavras, é a dimensao de localiza¢ao de A por p. Denotamos a altura de p por ht(p)

Temos que a dimensao de A é o supremo das alturas de seus ideais primos. Apresentamos

agora a noc¢ao de altura para ideais arbitrarios:

Definigao 4.37. Seja A um anel e I um ideal de A. A altura q de I é o infimo de alturas de

1deais primos contendo 1.

Proposigao 4.38. Seja A um anel. Para todo ideal I de A wvale que
ht(I) + dim(A/I) < dimA. (4.17)

Veremos que esta desigualdade vira igualdade quando A é um dominio e I é um ideal primo.

As demonstragoes da Proposicao 4.38 e dos proximos resultados podem ser encontradas em

[1].
Teorema 4.39. Seja A um anel noetheriano. Entao dim Alz] = dim A+ 1.

Observe que a dimensao de Krull de qualquer corpo K é 0.

Utilizando Teorema 4.39 e o Teorema da Base de Hilbert (Teorema 2.4) temos o resultado

a seguir.
Teorema 4.40. Seja K um corpo e K[zy,...,x,] 0o anel de polindomios em n varidveis sobre
K. Entao

dim Klzy,...,x,] =n. (4.18)
Lema 4.41. Seja K um corpo. A altura do ideal (x1,...,x;) C Klzy,...,x;] € exatamente 1.

Lema 4.42. Seja A C B uma extensao integral, I C B um ideal e S C A um conjunto

multiplicativo. Entao:
i) B/I é integral sobre A/(ANI);
ii) S7'B € integral sobre ST'A.

Teorema 4.43 (Teorema de Going-Up). Seja A C B um extensao integral de anéis. Considere
uma cadeia de ideais primos p1 C --- C p, em A e uma cadeia de primos ¢ C -+ C q,, de B,
com m < n, tais que ¢; N A = p; para todo 1 < i < m. Entao existem ¢y C Gmi1 C -+ C qn
para qual ¢; VA = p; para todo 1 < i < n. Além disso, se a primeira cadeia tem inclusoes

estritas, a sequnda também tem.
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Corolario 4.44. Seja A C B uma extensao integral. Entao dim A = dim B.

Teorema 4.45 (Teorema de Normalizagdo de Noether (forte)). Seja A = Klz1,...,z,] uma
dlgebra polinomial sobre o corpo K e seja I um ideal de A tal que ht(I) = r. Entdo existem n

elementos yy,...,y, € A algebricamente independentes tais que

1. A € uma extensao integral de Klyy, ..., ynl;

2. INK[y1, - yn) = W1y Yr)-

Teorema 4.46 (Teorema de Normalizagao de Noether). Seja A uma dlgebra finitamente gerada
sobre um corpo K. Entao existem zy,...,z. € A algebricamente independentes sobre K e A €

uma extensao integral de K|z1,. .., z|. Além disso, dim A =r.

Teorema 4.47. Seja A um dominio finitamente gerado sobre o corpo K. FEntao dim A =

tr.degix Frac A, onde FracA € o corpo de fragoes de A.

Demonstragao. Pelo Teorema de Normaliza¢ao de Noether (Teorema 4.46), existem 21, ..., 2, €
A algebricamente independentes sobre K tais que A é uma extensao integral de K|[zy,..., 2.
Seja F'= FracAe L = K(z,...,%). Entdo L C F é uma extensao algébrica e tr.degx F' =
tr.degx L + tr.degr, F' = r + 0 = dim A. m

Teorema 4.48. Seja A um dominio finitamente gerado sobre o corpo K e p um ideal primo
de A. Entao

htp + dim (A/p) = dim A. (4.19)
Demonstragao. Pelo Teorema de Normalizagao de Noether (Teorema 4.46), existem 21, ..., 2, €
A algebricamente independentes sobre K tais que A é uma extensao integral de Klz1, ..., 2]
e, alem disso, dim A = r. Denote p’ = p N Klz,...,2]. Pelo Lema 4.42 e pelo Corolario

4.44 temos dim A/p = dim K|z, ..., zx]/p’ e pelo Teorema de Going-Up (Teorema 4.43) segue
que ht(p) = ht(p'). Dessa forma, podemos supor que A é um &lgebra polinomial e aplicar
o Teorema de Normalizagdo de Noether Forte (Teorema 4.45) para K[z1,..., 2] e p/, isto é,
existem yy, ..., Yy, € K[z1,..., 2] algebricamente independentes tais que K|z, ..., 2, é integral
sobre Ky1,...,y.] e 9 N K[y1,..., 4] = (W1, .-, Yne(p)) - Pelo Teorema 4.40 e novamente pelo

Lema 4.42 e Corolario 4.44 temos
dim K|z, ...,z|/0) =dim Ky, ...,y /K[y1, ..., Ynep)] = — ht(p). (4.20)
E do Lema 4.41 obtemos

ht(p') = ht(K[y1, - -, Ynp)]) = ht(p), (4.21)

por fim, pelo Teorema 4.40 segue que

ht(p') = dim (K[z,. .., 2.]) = dim A. (4.22)
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Podemos generalizar o resultado visto no Teorema 3.6 para espagos noetherianos com a

proposicao a seguir.

Proposigao 4.49. Em um espago noetheriano X, cada subconjunto fechado V' pode ser expresso
como unido finita V=V, U---UV, de conjuntos irredutiveis V;. Se requeremos que V; € V; para
i # j, entao os conjuntos V; sao determinados unicamente. Chamamos eles as componentes

irredutiveis de V.

Demonstrag¢ao. Suponha agora que V = V/ U ... V! é uma outra representacao de V' como

unido de conjuntos irredutiveis. Entao, V{ = V/ NV = U_,(V/ NV;). Mas V] ¢ irredutivel,
or isso V/ = V/ NV, para algum 7 e V] C V;. Pela mesma argumentacao, V; C V! para algum

p 1 1 p g 1 g G i b g

. Logo V/ C V! e j = 1, consequentemente V/ = V;. Aplicando indu¢do sobre o conjunto

J go Vy j €J 1 G y

V A\ Vi =Uju V] = NjxVj concluimos a prova. O

Definimos agora a dimensao de um conjunto algébrico enquanto espago topoldgico e noethe-

riano e estudamos algumas formas de se calcular tal dimensao.

Definigao 4.50 (Dimensao de conjunto algébrico). Seja X um espago topoldgico. A dimensao
de X € o supremo de comprimentos de cadeias Zy C Z1 S --- C Z, de subconjuntos irredutiveis
fechados distintos. A dimensao topoldgica de um conjunto algébrico V' € a dimensao de V' como

espaco topologico na topologia de Zariski.

Teorema 4.51. Seja V' um conjunto algébrico. Entao a dimensao topologica de V € igual a

dimensao de seu anel de coordenadas A(V).

Demonstra¢ao. Se V' é um conjunto algébrico de K", entao os subconjuntos irredutiveis em
V' correspondem aos ideais primos de K[xy,...,z,]| contendo I(V') (veja Proposi¢ao 3.2) que
correspondem aos ideais primos de A(V) = Klz1,...,2,]/I(V). Entao dim V é o supremo
de comprimentos das cadeias de ideais primos em A(V'), que é a dimensao de Krull do anel
A(V). O

Proposicao 4.52. Seja V=V, U---UV, a decomposicao de um espaco topologico V- em unido

de componentes irredutiveis. Entao dim V = max;dimV;.

Demonstra¢ao. A dimensao de V' é o supremo de cadeias Zy C Z; C --- € Z,, de subconjuntos

irredutiveis, entao para todo V; em alguma cadeia vale que Z; = V; para algum j. Logo
dimV > max;dim V.
Por outro lado, seja Zy C Z; € --- C Z, uma cadeia de conjuntos irredutiveis fechados com

comprimento maximal. Temos que

r

Zy=2,0V=2,0ViU---UV,) = J(Z,nV})
i=1
é uma representacao de Z,, como uma uniao de conjuntos fechados em Z,,. Como Z,, é irredutivel
Zn = Z,NV;, para algum ¢. Por isso, Z,, C V;. Mas por construcao Z,, ¢ um conjunto irredutivel
maximal, por isso Z, = V;. Assim, Zy C 7, C --- C Z, = V; entao dim V; > n = dimV.

Portanto, dimV = max;dim V;. ]
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Exemplo 4.53. Seja X C K? uma curva plana X =V ({f)), onde f(z,y) =z —1vy. Como [ ¢
um polinémio irredutivel, o ideal gerado por f, (f), é um ideal primo e, entdo, X C K? é um
conjunto algébrico irredutivel. Além disso, A(X) = K[z,y|/(f) ~ K|[z]| tem dimensao 1, logo

X também tem dimensao 1.

Proposicao 4.54. Todo subconjunto aberto e nao vazio de um espago topologico irredutivel é

irredutivel e denso.

Demonstracao. Sejam X um espaco topologico irredutivel e Y um subconjunto aberto nao
vazio de X. Suponha, por contradi¢ao, que Y nao seja irredutivel. Entao existem Y; e Y;
subconjuntos fechados proprios de Y tais que Y = Y; UY;. Como Y; e Y, sao fechados em Y,
existem X; e Xy subconjuntos fechados de X, tais que Y7 = Y N X; e Yy = Y N X,. Tome
Y'=Y,U(X\Y). Como Y é aberto em X, entdo X \ Y ¢é fechado e, portanto, Y’ também é
fechado em X. Além disso, como Y7, Y5 sdo subconjuntos préprios de Y por hipdtese, entao
Y’ # X. De fato, (Y')¢ = (Y2 U(X\Y)C =YINY =YFN(ViUY,) =Y Ny, =Y\ Y,
¢ nao vazio. Assim, X = Y; UY’, o que contradiz a hipotese de X ser irredutivel. Logo Y é
irredutivel.

Além disso, Y ¢é denso em X. De fato, se Y # X, entdo X = (X\Y)UY. Como (X \Y) ¢
um fechado proprio de X pois, por hipotese, Y é aberto e nio vazio e Y é um fechado proprio

de X, pois Y # X, isso contradiz a hipétese de X ser irredutivel. O

Lema 4.55. Seja A um anel e Spm(A) o espectro de ideais maximais de A. Se A é um dominio,
entio A= [ An.
meSpm(A)

Demonstragao. Denote o corpo de fragoes de A por K(A). Tome m € Spm (A), como m é um
ideal maximal 1 ¢ m. Logo para todo x € A temos que v = § € A, portanto A C A,,. Como
A C Ay, para cada m € Spm (A), entao A C (,,copm(a) Am-

Agora, tome r € K(A) e defina I, :== {a € A | ar € A}. Dados z,y € I, e z € A temos que
(x —y)r =ar —yr € A, pois como a € A e xr € R, segue que zr,yr € A e (ax)r = a(xr) € A,
portanto, I, € um ideal de A. Além disso, temos que I, = A se, e somente se, r € A. De fato,
se r € A, entao xr € A para todo x € A, ou seja, A = I,. Por outro lado, se I, = A temos
r=1r € A.

Assim, para mostrar ﬂmGSpm(A) A,, C A basta mostrar que: se r € K(A) é tal que I, # R
entdo existe m € Spm (A) tal que r ¢ A,,. Com efeito, se I, # A existe m € Spm (A) tal
que I, € m. Por contradigao, se € A, existem p € Ae g € A\ m tais que r = g. Logo

qgr =p € A e entao q € I, C m, absurdo! O

Por fim, o proximo teorema mostra a relagao entre conceitos apresentados anteriormente.
Veremos que a dimensao de V' é igual a dimensao do anel de fungoes regulares O(V) (Veja
definigao 3.12). A vantagem desta abordagem é que a dimensao de O(V') pode ser calculada
localmente. Isto é, para cada ponto P € V definimos o anel local Op de P em V tal que

dimOp = dimV.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



MULTIPLICIDADE E DIMENSOES 57

Teorema 4.56. Seja V' C K™ uma variedade algébrica, A(V) o anel de coordenadas de V,
O(V) o anel de fungoes requlares em V e K(V') o corpo de fungoes requlares em V. Entao

i) O(V) ~ A(V);

ii) Para cada ponto P € V seja mp C A(V') o ideal das fungoes que se anulam em P. Entao

P < mp é uma correspondéncia 1 — 1 entre os pontos de V e os ideais mazximais de

AV);
iii) Para cada ponto P € V', existe um isomorfismo de anéis A(V )y, ~ Op e dim Op = dim 'V ;

iv) O corpo de fragoes de A(V') é isomorfo a K(V') e, consequentemente, K(V') € uma extensdo
finitamente gerada de K e tr.degreK(V) = dim V.

Demonstragao. Lembre que todo polinémio f € Klxy,...,x,| induz uma fungao f: V — K.

Assim, considere o homomorfismo

a: Klzy,...,z,) — O() (4.23)
f = f|V7
como &(f) =0 < f € I(V), temos que kera = I(V). Entdo & induz um homomorfismo

injetor o : A(V) — O(V). Mostraremos agora os itens (ii), (iii) e (iv) e, posteriormente,

retornaremos a demonstragao do item (i).
ii) Segue da Proposigao 3.30.
iii) Fixe P € V e considere o homomorfismo injetor (veja Proposigao 3.34) de anéis

pp=p: O(V) — Op (4.24)
fo= {Vif).

E considere também o homomorfismo poa : A(V) — Op. Observe que se g(P) # 0, isto
¢, g€ A(V)\ mp, entao P € V\ Z(a(g)) e, consequentemente, V' \ Z(g) ¢ um aberto nao
vazio de V. Isso implica que ¢ o a(g) ¢ um elemento invertivel em Op. Pela Propriedade

Universal da Localizagao (Proposi¢ao 1.56) existe (um tnico) homomorfismo

ap . A(V)m — Op (425)

. <U, §> onde U = V \ Z(g).

Y

Q [

Como a e ¢ sdo injetores, ap é injetor. Além disso, para todo (W, h) € Op existe
h € A(V ), tal que ap(h) = (W, h), isto &, ap é sobrejetor.

Logo os anéis A(V),,, e Op sao isomorfos.

Além disso, temos que todo elemento A(V),,, \ mp € invertivel, logo A(V),,, ¢ um anel

local e seu ideal maximal ¢ mp. E como A(V),, ~ Op, segue da Proposi¢ao 3.31 que
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ap(mp) = m é um ideal maximal e pela defini¢do de Anel Local (Proposi¢ao 1.54) que
todo ideal proprio de Op esté contido em m. E pela Proposicao 3.33, Proposicao 4.51,

Teorema 4.47 e Teorema 4.48 temos que

dimV "2 dim A(V) "2 ht(mp) + dim A(V) /mp = ht(m) + dim Kp = dim Op. (4.26)

iv) Pela Proposigao 1.59 o corpo de fragdes de A(V') é isomorfo ao corpo de fragoes de A(V ),
e pelo item (iii) temos que Op ~ A(V )., logo o corpo de fragdes de A(V),,, é isomorfo
ao corpo de fragoes de Op, o qual denotaremos por Kp. Entao para mostrar que o corpo

de fragoes de A(V') é isomorfo a K(V'), mostraremos que Kp é isomorfo a K (V).

Considere agora a fung¢ao injetora ¢p = ¢ : Op — K(V) definida na Proposi¢ao 3.34.
Temos que se (U, f) # (V,0) € Op entao ¥((U, f)) # (V,0) € K(V). Logo, pela Proprie-
dade Universal da Localizac¢ao (veja Proposigao 1.56), ¥ induz o seguinte homomorfismo

(as operagoes estao bem definidas e a prova pode ser consultada na Proposi¢ao 3.21):

op=¢: Kp — K(V) (4.27)

(f52) = wn g

Primeiramente, temos que ¢ é nao nula, basta tomar ¢((V,c)) = (V,¢c) # 0 para ¢ uma
funcao constante nao nula. Pela propria definicao da funcao, ¢ é injetora. Temos que ¢

¢ sobrejetora. E, portanto, K (V') é isomorfo a K, (corpo de fragoes de Op).

Além disso, temos que A(V) é um dominio finitamente gerado, entdo pelo Teorema 4.47
segue que
dimV = dim A(V') = tr.degx Frac(A(V)) = tr.dege K(V), (4.28)

o que conclui a prova do item.

i) Pelas definigoes temos A(V) C O(V). E pelo Lema 4.55, Proposigao 3.30 e itens (ii) e (iii),
temos que
A(V) Q O(V) g mpevop >~ ﬂpA(V)mP.

Logo A(V) CO(V) C NpevA(V ). Portanto A(V) ~ O(V).

4.3 TOPOLOGIA DE ZARISKI E TOPOLOGIA USUAL

Oscar Zariski foi um matematico nascido no Império Russo, atual Bielorrissia, em 1899,
conhecido pelo seu trabalho com as fundagoes da Geometria Algébrica utilizando métodos
algébricos, além disso, Zariski é conhecido por ter introduzido a topologia de Zariski na década
de 1950. Exibimos esta topologia na secao 2.5 e, agora, estamos interessados em demonstrar o

Teorema 2.27 apresentado anteriormente e em explorar alguns outros resultados relacionados.
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Ao escrever “fechado” e “aberto” nesta se¢ao, nos referimos a fechados e abertos na topologia
de Zariski, denotamos o fecho de um conjunto X em relacao a esta topologia por X7 Quando
nos referirmos a fechados e abertos da topologia proveniente da métrica euclidiana em C" estara
indicado, denotamos o fecho de um conjunto X em relacio & esta topologia por X. No decorrer
desta se¢ao chamamos a topologia proveniente da métrica euclidiana em C" de “topologia usual”.

Considere a caracterizagao de dimensao dada no Teorema 4.56, isto ¢ dim V = tr.degx K (V).
Proposicao 4.57. Seja Y uma subvariedade fechada propria de V. Entao dimY < dimV'.
A demonstragao da Proposigao 4.57 pode ser encontrada em [9], pagina 40.

Definigao 4.58 (Codimensao). Seja Y uma subvariedade fechada propria de V. Entao
dimV — dimY ¢€ dito codimensio de V em Y. Denotamos a codimensio de V em Y por
codim (V emY').

Definicao 4.59. Um morfismo f : X — Y de variedades algébricas afim é dito dominante se

a imagem de f € densa em Y, isto €, Y = f(X) .
Teorema 4.60. Seja [ : X — Y um morfismo dominante de variedades algébricas e seja

r=dimX —dimY. Entao existe um aberto nao vazio U CY tal que
i) Uc f(X);

ii) Para todo subconjunto fechado irredutivel W C'Y, tal que W NU # &, e para toda compo-
nente Z de f~*(W) tal que Z N f~Y(U) # @,

dim 7 = dimW +r (4.29)

ou
codim (Z em X) = codim (W em Y). (4.30)

A demonstragao do Teorema 4.60 pode ser encontrada em |9, pagina 49.

Algebras boolianas sdo estruturas algébricas caracterizadas por serem fechadas sobre unides
finitas e complementos, o nome “booliana” é uma homenagem ao matematico inglés George Bo-
ole que introduziu este sistema algébrico em 1847. Conjuntos construtiveis (veja Definigao 2.26)
formam uma &algebra booliana de subconjuntos de X. Na verdade, conjuntos construtiveis sao
precisamente a élgebra booliana gerada por conjuntos abertos e conjuntos fechados, formando,
assim, a menor algebra booliana contendo todos conjuntos abertos, o nome construtivel segue

deste fato. A seguir, apresentamos um resultado sobre morfismos e conjuntos construtiveis.

Corolario 4.61 (Chevalley). Sejam X e Y wvariedades algébricas e f : X — Y um morfismo
qualquer. Entao a imagem de f € um conjunto construtivel em Y. De forma geral, f leva

conjuntos construtiveis de X em conjuntos construtiveis de Y .

Demonstracao. Dividiremos essa prova em dois casos:
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i) Se f é dominante, seja U C Y um aberto nao vazio como no Teorema 4.60. Aplicaremos
inducao sobre dim Y. Temos que a imagem de f é um conjunto construtivel para dimY =
0, pois a imagem serd um conjunto finito de pontos e um conjunto finito de pontos é
construtivel. Suponha que o resultado vale para dimY < k, mostraremos que também
vale para dimY = k+1. Sejam Z, ..., Z, as componentes de Y —U e sejam Wy, ..., Wi,
as componentes de f~'(Z;). Considere g;; : Wi; — Z; a restrigao de f. Como dim Z; <

dimY’, pela hipotese de indugao temos que g;;(W;;) é construtivel. E como
F(X) =U U g (W),
2%

f(X) também ¢ construtivel.

ii) Se f ¢ ndo dominante, seja Z = f(X) . Entao f(X) C Z = f(X)Z C Y e, portanto,
dimZ < dimY. Assim, o fato da imagem de f ser construtivel em Y segue do caso

anterior.

A partir deste momento tomamos K = C.

Teorema 4.62. Seja X uma variedade algébrica e U C X um aberto nao vazio. Entao U é

denso (em relagdo a topologia usual) em X, isto ¢, U = X.

Do Teorema 4.62 segue o Teorema 2.27 enunciado na Segao 4.3. A seguir enunciamos este

resultado novamente e apresentamos uma demonstragao.

Corolario 4.63. Se Y C X ¢é um subconjunto construtivel de uma variedade algébrica X, entao

o fecho de Y na topologia de Zariski e o fecho de 'Y na topologia usual sao os mesmos.

Demonstracao. Como a topologia de Zariski é mais fina que a topologia usual, temos que
Y C v’ (veja Proposi¢ao 1.67). Como Y é uma uniao finita de conjuntos localmente fechados,
entao Y é localmente fechado em X. Assim, pelo Teorema 1.72, temos que Y é aberto em v

E pelo Teorema 4.62 segue que Y = v O]

Considere f : C? — C? uma aplicacao polinomial tal que a diferencial df, possui inversa
diferenciével em um ponto a € C2. Entao o Teorema da Funcao Inversa implica que existe um
aberto (na topologia usual) V' que esta contido na imagem f(C?) e que contém f(a). Como

o conjunto C? & construtivel, f(C?) é construtivel, pelo Teorema 4.61. Além disso, segue do

Teorema 4.63 que f(C?) = f(CQ)Z D f(C?). Dessa forma, garantimos que existe um aberto
Vem f (C2)Z e V tem exatamente dimensao 2, mas como f (CQ)Z ¢ uma variedade algébrica,
teremos que a dimensao de f(Cz)Z também ¢é 2 e, portanto, f(C?) = f(CQ)Z = C2% Isto ¢, a

imagem de f ¢ densa em C? tanto na topologia de Zariski como na topologia usual.

Mostrar que a imagem de uma fungao é densa (em relagao a topologia a usual) e encontrar
o fecho de um conjunto na topologia de Zariski nem sempre sao trabalhos faceis, mas, em geral,
mostrar que um conjunto é construtivel e encontrar o fecho (na topologia usual) de um conjunto

é uma tarefa mais simples.
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