Universidade Federal de Uberlandia

Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais do Pontal

Curso de Matemaéatica

Trabalho de Conclusao de Curso

Algumas Aplicacoes da Forma Canonica
de Jordan

por

Vitor Hugo Muniz Oliveira |

Bacharelado em Matemaética - Ituiutaba - MG

Orientadora: Profa. Dra. Patricia Borges dos Santos




Algumas Aplicacoes da Forma Canoénica de Jordan

Banca examinadora:

Profa.  Dra.
(Orientadora).

Patricia Borges dos Santos

Profa. Dra. Evaneide Alves Carneiro.

Profa. Dra. Milena Almeida Leite Brandao.

Este exemplar corresponde a redacao fi-
nal da Monografia devidamente corrigida
e defendida por Vitor Hugo Muniz
Oliveira e aprovada pela comissao

julgadora.

[tuiutaba, 18 de Dezembro de 2020.

Criso, Bongen den Saniten

Profa. Dra. Patrl’cg Borges dos Santos

Monografia apresentada ao Instituto de
Ciencias Exatas e Naturais , UFU como
requisito parcial para obtencao do titulo

de Bacharel em Matematica.



A minha Orientadora
Profa. Dra. Patricia Borges

dos Santos

ﬁ




AGRADECIMENTOS

A Deus por ter me dado saude e forcas para superar as dificuldades. Aos meus pais
Benedito Divino de Oliveira e Leila Macedo Muniz pelo amor, incentivo e pelo apoio
incondicional. Obrigado meus avéds, irma, tios(as) e primos(as) que nos momentos de mi-
nha auséncia dedicados ao estudo superior, sempre fizeram entender que o futuro é feito
a partir da constante dedicag@ao no presente! Obrigado, a minha familia, amigos, especi-
almente a Talita Soares Martins, o Paulo Ricardo de Oliveira Andrade e aos integrantes
dos grupos “Ex Formandos 2020”e “Mafia da Inclusao”por sempre estarem ao meu lado
nas horas mais dificeis, onde houve muito choro e as vezes vontade de desistir. A minha
orientadora, Profa. Dra. Patricia Borges dos Santos, pelo suporte, dedicacao, pelas suas
correcoes e incentivos. Agradeco, especialmente ao Prof. Dr. Marcelo Gongalves Oliveira
Vieira pela tutoria do PET Matematica Pontal, a Profa. Dra. Evaneide Alves Carneiro e
a Profa. Dra. Milena Almeida Leite Brandao por comporem minha banca avaliadora, e a
todos os professores do curso de Matematica do Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais
do Pontal-ICENP da Universidade Federal de Uberlandia-UFU por me proporcionarem
o conhecimento nao apenas racional, mas a manifestacao do carater e afetividade da
educagao no processo de formacao profissional, por tanto que se dedicaram a mim, nao
somente por terem me ensinado, mas por terem me feito aprender. A Universidade Fe-
deral de Uberlandia-UFU, seu corpo docente, direcao e administracao, especialmente ao
Eder Vieira Flor, que oportunizaram a janela que hoje vislumbro um horizonte superior,
eivado pela acendrada confianga no mérito e ética aqui presentes. A todos que direta ou

indiretamente fizeram parte da minha formacao, o meu muito obrigado.



RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar conceitos de Algebra Linear, com énfase na
Forma Canonica de Jordan e na demonstracao de sua existéncia. Apresentar os estudos
sobre algumas aplicacoes em sistemas lineares de Equacoes Diferenciais Ordindrias uti-
lizando a Forma Canonica de Jordan, apresentando como resultado a resolugao de um
problema de modelagem Matematica que trata do desabamento de um prédio, por meio
dos métodos estudados. A Forma Canonica de Jordan é a representacao matricial mais
simples possivel para um operador linear nao diagonalizavel definido em um espaco veto-
rial de dimensao finita, e pode ser obtida quando o polinomio caracteristico do operador
considerado puder ser decomposto em fatores lineares. O trabalho foi desenvolvido em
um projeto de iniciacao cientifica, apds o pesquisador fazer o curso de Algebra Linear II,
onde foi escolhido o tema do trabalho. A metodologia utilizada foi pesquisa qualitativa
através de um estudo sobre a pesquisa bibliogréafica, onde foram feitas varias leituras e re-
solvidos véarios exemplos de acordo com o tema do trabalho. A pesquisa contribuird para

a formacao académica do pesquisador, leitores e futuros pesquisadores em Matematica.

Palavras-chave: Forma Canonica de Jordan, Algebra Linear, Equagoes Diferenciais,

Sistemas Lineares.
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INTRODUCAO

A Forma Canonica de Jordan é um conceito bastante til em Algebra Linear, pois fornece
a representacao matricial mais simples possivel para um operador linear nao diagona-
lizavel definido em um espaco vetorial de dimensao finita. Para desenvolver a teoria que
permeia a construcao da Forma Canonica de Jordan, utilizamos os conceitos, propriedades
e resultados referentes a Somas Diretas, Subespacos Invariantes, Decomposicao Primaria,
Operadores Nilpotentes e Autovetores Generalizados. Provamos que a Forma Canonica
de Jordan pode ser obtida quando o polindmio caracteristico do operador considerado
puder ser decomposto em fatores lineares, o que sempre ocorre no corpo dos complexos.
Mostramos que a existéncia da Forma Canoénica de Jordan para um operador qualquer
¢ uma consequéncia da sua existéncia para operadores nilpotentes. Com o auxilio dos
autovetores generalizados exibimos uma base para o espaco vetorial em relacao ao qual
a representacao matricial do operador linear considerado estara na Forma Canoénica de
Jordan.

As atividades realizadas durante o projeto visam o estudo aprofundado de resultados
relacionados ao tema da pesquisa, bem como a relacao entre esse tema e alguns resulta-
dos cléssicos de Algebra Linear e Equacgoes Diferenciais Ordinarias. Para alcancar isto,
a metodologia escolhida foi a pesquisa qualitativa através de um estudo sobre a pesquisa
bibliogréfica e os pressupostos que embasaram nossa pesquisa. Para selecionar o material,
foram feitos varios tipos de leituras e resolvidos varios exemplos e exercicios de acordo
com as diferentes etapas tracadas em nosso roteiro. Em nosso estudo é de fundamental

importancia fazer leituras recorrentes, pois elas devem ter um foco diferente em cada parte



do processo e nao desviar cronologicamente dos critérios e procedimentos.

Neste trabalho estudamos alguns conceitos e resultados de Algebra Linear, dando
énfase na Forma Canonica de Jordan, exibindo a demonstracao de sua existéncia. Também
estudamos algumas aplicagoes na resolucao de sistemas lineares e na resolucao de siste-
mas lineares de equagoes de recorréncia, utilizando métodos de Equacoes Diferenciais
Ordinarias e a Forma Canonica de Jordan, que, de modo genérico, consiste em saber
escrever uma matriz dada numa forma “quase” diagonalizavel. Uma das aplicagoes estu-
dadas neste trabalho da Forma Canonica de Jordan é o cédlculo de fungoes de matrizes,
tais como as fungoes polinomiais ou exponenciais definidas no espaco das matrizes. Um
exemplo onde fungoes de matrizes aparecem de forma oculta é no Teorema de Cayley-
Hamilton. Além desta aplicagao, utilizamos a Forma Canonica de Jordan, na resolugao
de sistemas lineares relacionados ao nosso cotidiano, como por exemplo: desabamento de

prédio, misturas de liquidos em reservatérios ou, circuitos elétricos.
Justificativa

A Forma Canonica de Jordan é um conceito complexo, belo e 1til para resolver sis-
temas lineares de equacoes diferenciais ordinarias, mas pode ser ineficiente quando nos
deparamos com matrizes de dimensoes grandes, veja em [11]. Essa forma matricial é vista
no curso de Algebra Linear Avangada em um contexto breve. Como citado anteriormente,
a Forma Canonica de Jordan pode ser utilizada na resolucao de sistemas lineares de re-
corréncia e outros sistemas, mas podemos nos deparar com o seguinte questionamento: é
possivel utilizar essa forma matricial na resolucao de problemas avaliando acontecimentos
do nosso cotidiano? A resposta é sim. Como exemplo, podemos citar um sistema onde
é possivel analisar a estrutura de um prédio utilizando alguns métodos de Equagoes Di-
ferenciais Ordinarias, como o método do fator integrante e o problema do valor inicial,
utilizando a Forma Canonica de Jordan para verificar se é possivel a resolucao desses
problemas.

Com este projeto, o estudante de graduacao tem a experiéncia de aprofundar os estu-
dos em Algebra Linear, Equacoes Diferencias Ordinarias e ainda utiliza-los na resolucao de
problemas e algumas generalizagoes. O pesquisador escolheu o tema “Algumas Aplicagoes
de Forma Canonica de Jordan” quando fez o curso de Algebra Linear II com a professora
e orientadora do trabalho. O estudante se interessou por um dos conteudos da disciplina,

a Forma Canonica de Jordan, e conversou a respeito com a professora, que pesquisou



possiveis estudos para fazer com o tema que havia proposto, entao apresentou a proposta
ao estudante, e assim fizeram o estudo sobre o tema, que se tornou um projeto de iniciacao
cientifica, visando no trabalho de conclusao de curso realizado. Enfim, a pesquisa estd
contribuindo para uma formacao ampla e diversificada e possivelmente na formacao de

futuros pesquisadores em Matemaética.

Objetivo

Este trabalho tem como objetivo estudar a Forma Canonica de Jordan, exibindo a de-
monstragao de sua existéncia e estudar algumas aplicagoes em sistemas lineares, como por
exemplo, sistemas homogéneos com coeficientes constantes, sistemas homogéneos com co-
eficientes constantes nos nimeros complexos, sistemas nao homogéneos com coeficientes
constantes e matrizes exponenciais, utilizando métodos de Algebra Linear e Equagoes Di-
ferencias Ordinarias. Além disso, apresentamos a solucao de um problema de modelagem
Matematica usando as técnicas estudadas para alcancar o objetivo final da pesquisa que

é apresentar uma solucao inédita.

Estrutura dos Tépicos Apresentados

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e No capitulo 1 (Defini¢oes e Resultados Preliminares), apresentamos definigoes e
resultados preliminares que foram utilizados durante nossa pesquisa. Neste capitulo

utilizamos notas de aula da orientadora do trabalho retiradas das referéncias [1], [5],

[7] e [9].

e No capitulo 2 (A Forma Canoénica de Jordan), apresentamos alguns conceitos utili-
zados na forma matricial da Forma Canonica de Jordan, a demonstracao de sua exis-
tencia e exemplos para o entendimento do leitor /pesquisador da area. Neste capitulo
utilizamos notas de aula da orientadora do trabalho retiradas das referéncias [1], [4]
e [5].

e No capitulo 3 (Aplicagoes em Sistemas de Equagoes Diferenciais), estudamos

aplicacoes da Forma Canonica de Jordan em sistemas homogéneos com coeficientes



constantes, sistemas homogéneos com coeficientes constantes nos niimeros comple-
x0s, sistemas nao homogéneos com coeficientes constantes e matrizes exponenciais.
Neste capitulo, o pesquisador traduziu o conteido encontrado nas referéncias [2], [3]

e [8] .

No capitulo 4 (Modelagem Matematica em Sistemas Lineares com Coeficientes Cons-
tantes), estudamos generalizagdes e técnicas de Algebra Linear/Equagoes Diferenci-
ais Ordindarias existentes na resolucao de sistemas de equacoes diferenciais que mo-
delam situagoes cotidianas, apresentando um modelo e a solugao de um problema
de desabamento de um prédio. Neste capitulo, o pesquisador traduziu o problema

desenvolvido disponivel nas referéncias [3] e [6].



CAPITULO 1

DEFINICOES E RESULTADOS
PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados preliminares de Algebra
Linear que serao utilizados para exibirmos a Forma Canonica de Jordan e suas aplicacoes

utilizando sistemas lineares de Equacoes Diferenciais.

Polinomio Caracteristico, Autovalores e Autovetores

Estamos interessados em estudar as transformacoes lineares de um K-espaco vetorial V
nele mesmo 7" : V — V. Uma tal transformacao é chamada de operador linear sobre V.
Lembrando que o conjunto do operadores lineares sobre V' é denotado por L(V) e que

com as operacoes:
i (T1 + TQ)(U) = Tl(U> + TQ(U),
ii. (aT)(v)=aT(v),
VT, T, T € L(V),YVa €K VoveV, tal que L(V) é um K-espago vetorial.

Definicao 1.1. Seja T : V. — V um operador linear. Dizemos que A\ € K é um autovalor

de T se existe v eV, com v # 0 tal que:



T(v) = M.

Se A é um autovalor de T e w € V' € tal que T(w) = Aw, entao w € dito um autovetor de

T associado ao autovalor \.

Observagao 1.2. Note que se v #0 e A € K, entao:

v € autovetor associado a N <= v € ker(T — \I).
De fato,
Tw)=M < 0=TwW) —w=Tw) —A(v) & (T'—X)v)=0.

Exemplo 1.3. Seja V' um R-espago vetorial e seja T : V — V definida por T'(v) = 2v.

Entao, todo vetor nao nulo de V' é autovetor de T associado ao autovalor 2 € R.

Exemplo 1.4. Seja T : V — V definido por:

Observe que T' nao possui autovetores. De fato, suponhamos por absurdo que existe A € R
e (x,y) # (0,0) tais que, T(x,y) = Nz, y).

Teremos:
(~y2) = T(r.9) = () = { o
r = My
r= y=A-Ar)=>r=-Ne=No+r=0=2(\+1)=0 (1.1)
—y=dr =M\ = —y= y=>Ny+y=0=>y\+1)=0 (1.2)

Como N\? +1 # 0 seque de (1.1) e (1.2) que x = 0 e y = 0 o que contraria a hipdtese
(z,y) # (0,0).

Definicao 1.5. Seja T' € L(V'). Dizemos que W C 'V é T-invariante (ou invariante sob
T)seT(W)CcW,YVweW.

Exemplo 1.6. Sejam T : V — V' um operador linear e W = kerT'. Para todo w € W
teremos T'(w) = 0 = T(W) = {0} e como {0} C kerT = W teremos T'(kerT') C ker T,

ou seja, ker T ¢ um subespaco T-invariante de V.
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Proposicao 1.7. Sejam V um K-espago vetorial e T' € L(V'). Sdo equivalentes:

1. T possui autovalor;

2. Exziste um subespaco T-invariante de dimensao 1.

Definicao 1.8. O conjunto de todos os autovetores associados ao autovalor A € K de
T mais o vetor nulo € chamado de autoespaco de T associado a A e serd denotado por
V(N T), ou seja,

VINT)={veV :Tw)=}U{0} =ker(T — \I),

onde I é o operador identidade.

Observagao 1.9. V(\,T) é um subespago de V que é T-invariante. De fato, veja na
Observagao 1.2 que V(N\,T) = ker(T — AI). Além disso, dado v € V(N T) temos que
T(v) = Xv e entio T(T(v)) = T(\v) = AT'(v), ou seja, T(v) € V(A\,T).

Teorema 1.10. Seja V' um K-espaco vetorial de dimensao n e 5 uma base para V. Se

T € L(V) entao serao equivalentes.

1. X € autovalor de T';
2. (T —=X):V =V nao € um isomorfismo;

8. det([T]; — Al,) = 0 (onde I, é a matriz identidade de ordem n).

Demonstragao. (1.) = (2.) Sabemos que T — A ¢é isomorfismo se, e somente se,
ker(T'— AI) = {0}. Por hipdtese, A é um autovalor de T' e veja na Observagao (1.2)
que ker(T — AI) # {0}. Logo (T'— AI) nao pode ser isomorfismo.

(2.) = (3.) Como T'— Al nao ¢ isomorfismo, temos que 7" — AI nao ¢ injetora. Logo,

existe v € ker(T' — AI) com v # 0. Se [v]; = (a1, ag, ..., a,) entao:

(T = A)(v) = 0 = (T = AI)(v)], = 0 = [T — A, [v], = 0.

Isto mostra que o sistema linear homogéneo dado por:



1 aq

) . _ N (6]
[T — M,z | = | . | admite uma solugdo nio nula, a saber, [v]; = [

T 0 Qay,

Portanto, a matriz dos coeficientes [T — \I| 5 nao pode ter inversa. Para isto, basta que
det [T — AI]5 = 0, ou equivalentemente que det([T]; — Al,) = 0.
(3.) = (1.) Como det([T]; — Al,) = 0 temos que o sistema linear dado por:

T 0
i) 0

([T — M) | . = | | é possivel e indeterminado.
Tn 0

Logo, admite uma solugao nao trivial, ou seja, existe v € V, v # 0 tal que
([T]ﬁ — A,) [v]ﬁ = 0 = [T—)\I]B[v]ﬁ = 0 = [(T-X)w)] = 0
= (T'"— M\)(v) = 0= T(v) = Av, ou seja, \ é autovalor. O

Observagao 1.11. Usamos na demonstragao do Teorema (1.10) o sequinte fato: “Se T :

V =V € um operador linear que nao € isomorfismo, entao T ndo € injetor e sobrejetor”.

Exemplo 1.12. Seja V = {asin(z) + bcos(z) :a+b € R} e sejaT : V — V dado por:

T(asin(z) + bcos(z) = (a + b) sin(z) + 2bcos(x).

Tomando § = {sin(x), cos(x)} como base para V', teremos:
T (sin(z)) = sin(z) = 1 - sin(z) + 0 - cos(x)
T(cos(x)) =1-sin(x) + 2 - cos(x)

o [T (1 1) .
ou seja, |1g| = e entao,
0 2

1—-A 1

PO =det(T), =) = | YT

= (1-N)(2- ).

Portanto, os autovalores de ' sao A=1 e A = 2.

Se considerarmos A do item 3 no Teorema (1.10) como uma varidvel temos a seguinte

definicao:
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Definicao 1.13. Seja T : V. — V um operador linear e seja 5 uma base para V. O
polinémio na varidvel A dado por det([T]; — AL,) = 0 serd chamado de polinomio carac-

teristico de T e serd denotado por pr(\).

Observagao 1.14. 1. Se dimV = n, entdio pr(\) = (—1)"A"+(termos de menor

grau). Logo, Opr = n, onde O € o grau do polinémio,

2. Sejam B e ' duas bases para o K-espaco vetorial V' e seja T um operador linear em
V. Entao:
[T15 = 5 [T)5 105

onde [I]g, ¢ a matriz de mudanga de base e [I]g, = ([I]gl)_l. Isto significa que para
um espac¢o vetorial de dimensao finita sempre podemos obter uma matriz invertivel

P, chamada de matriz de mudanca de base, tal que [Ty = P~ [T], P;

3. O polinomio caracteristico de um operador linear nao depende da base. De fato,
sejam B, ' duas bases do K-espaco vetorial V. Seja P a matriz de mudanga de

base. Dagi:
det([T]B —\,) = det(P™! [T]B’ P —\P71P) =det P’l([T]B, — /\]n)P] =
= det P~ det([T] — Al,) det P =

Tt P det([T] 5 — Aly) det P = det([T] 5 — Aly).

Lema 1.15. Seja T um operador linear sobre o K-espaco vetorial V. Sejam Ay, Ao, -+, Ag
autovalores distintos de T e sejam V (A1, T), V(Xe,T), -+, V(As,T) 0s autoespagos asso-
ciados. Neste caso, W .= V(N T)+V (A, T)+ -+ V(As, T) € uma soma direta.

Ser soma direta significa que se [3; é uma base para V(\;,T),V = 1,2,--- | s, entao

B U By U---U [, sera uma base para W. Desta forma também concluimos que:
dimW =dimV (A, T) +dim V (A, T) + - - - + dim V/( A, T').

Definicao 1.16. Seja V' um K-espacgo vetorial e T um operador linear sobre V. Dizemos

que T € diagonalizdvel se existe uma base para V' formada por autovetores de T

Como afirmamos, a Forma Canonica de Jordan é a representacao matricial mais sim-
ples possivel para um operador linear nao diagonalizavel definido em um espaco vetorial
de dimensao finita. Podemos observar que se um operador linear é diagonalizével sobre

V entao:
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A0 0
0 X 0
[T]ﬁ = )
0 0 - M\
sendo B = {vy,vq, -+ ,v,} uma base para V formada por autovetores de T'e Ay, Ag, -+, Ag

os autovalores correspondentes (nao necessariamente distintos). Neste caso, o polinomio

caracteristico sera:
n

"
pr(A) = [ =A™
i=1

Vale também a reciproca deste fato, isto é, se a matriz de T" em relagao a alguma base for
diagonal, entao esta base esta formada por autovetores e consequentemente 1" é diagona-
lizavel.

O proximo lema nos garante que autovetores associados a autovalores distintos de um
operador linear 7" formam um conjunto L.I.. Acontece que nem sempre este conjunto sera
base do espaco vetorial. Nestes casos, quando T nao é diagonalizavel, é que queremos

estabelecer uma decomposicao mais proxima o possivel da forma diagonal.

Lema 1.17. Seja T um operador linear e V- um K-espaco vetorial. Sejam Ay, Ag, -+, Ag
autovalores distintos de T e sejam vy, vq, -+ ,vs autovetores correspondentes. FEntao, o
conjunto {vy,ve,- -+ ,vs} € linearmente independente.

Exemplo 1.18. Seja T : R3 — R? o0 operador dado por:
T(a,b,c) = (—3a — Tb — 6¢,a + 5b + 6¢, —a — b — 2¢).

Podemos verificar que T nao é diagonalizdvel ao descrever os autoespagos associados a
cada autovalor.
Tomando a base candnica do R®, 8= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, temos:

-3 -7 —6
T,= 1 5 6|,
-1 -1 =2
—3-X =T —6
pr(X) = det([T]5 — A3) = det 1 5—-X 6 =(-2-2)*4-N).

—1 -1 —-2-2A
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Portanto, os autovalores de T" sao —2 e 4.

Note que:

1. Cdlculo do autoespago associado ao autovalor —2:

-3 -7 —6 200 -1 -7 —6
V(=2,T) = ker(T + 213) = 1 +1 0 20 1 7 6
-1 -1 - 0 0 2 -1 -1 0
(—%—Yy 62 =0
T =2z
= r+Ty+6z =0 :{
y:
\ —r—y =0

={(z,—2,2) : 2 € R¥} = {2(1,-1,1) : z e R3} = [(1, -1, 1)].
= dimV(=2,T) = 1.

2. Cdlculo do autoespacgo associado ao autovalor 4:

-3 =7 —6 4 0 0 -7 =7 —6
V(4,T) =ker(T —413) = 1 5 6 |- 040 ]|= 1 1 6
-1 -1 -2 0 0 4 -1 -1 —6
—Tr—Ty—62z =0
=y
= r+y+6z =0 :{
z=0
—r—y—6z =0

= dimV(4,T) = 1.

Dai, W = V(=2,T) ® V(4,T) C R? jd que dim W = 2. Portanto, nio existe uma base

para R® formada por autovetores de T. Logo, T nao é diagonalizdvel.

Definicao 1.19. Seja V um K-espago vetorial, dimV =n e T um operador linear sobre
V. Se a € K € um autovalor de T, a multiplicidade algébrica de o serd sua multiplicidade
como raiz do polinémio caracteristico e serd denotada por pur(a). Jda a multiplicidade

geométrica corresponde a dimensdo do autoespago V(a,T), a saber dim V (a, T)).

Em geral, temos que o valor da multiplicidade geométrica é no maximo o da mul-
tiplicidade algébrica. O préximo teorema nos garante, em particular, que quando elas

coincidirem teremos um operador linear diagonalizavel.
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Teorema 1.20. Sejam V um K-espago vetorial, T um operador linear sobre Ve A, Ao, -+, A

distintos autovalores de T'. Sao equivalentes:

1. T € diagonalizdvel;
it. V=V, T)aV(,T)d - V(A T);
dimV = " dim V(X;, T);
i=1
1. .

pr(\) = H()\Z — )\)di, onde d; = dim V' (\;, T),Vi = 1,2,---m.

=1

Observe que como o dominio e o contradominio de um operador linear coincidem,

podemos fazer as composigoes T'o T, ToT oT, ---, ToToT o---0oT, obtendo novos

n vezes
operadores lineares.

Denote por T% a composigao ToT oT o ---oT. Assim a cada polinémio p(r) € K [x]

i vezes

associamos ao operador linear p(7), da seguinte maneira:

Kz] — L(V)
p(x) =ao+ax+---ax” = p(T) =al +aT +agT? +---a,T"

Isto significa que para cada v € V' teremos:
p(T)(v) = agv + a; T (v) + axT?*(v) + - - - + a, T"(v).

O Teorema de Cayley-Hamilton vem nos garantir que quando construimos o operador

linear p(T') a partir do polindémio caracteristico obteremos o operador nulo.

Teorema 1.21 (Cayley-Hamilton). Seja T um operador linear num K-espago vetorial
V. Entao, pr(T) = 0.

Definigao 1.22. O dnico polindmio ménico de menor grau que satisfaz q(T) = 0 serd

chamado de polinomio minimal e serd denotado por mry(x).

Proposicao 1.23. Seja V' um K-espago vetorial e T € L(V'). Temos que:

i. Seq(x) € Klz] eq(T) =0, entio mr(z)|q(z);
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ii. As raizes do polindmio caracteristico pr(x) coincidem com as raizes do polindmio
minimal mp(x).

Exemplo 1.24. Sejam Ty, T, € L(R3) dados por Ty(a1, as, az) = (2a; + as, 2as + az, 2az)

e Ty(ay, as,a3) = (2a1,2a9,2a3). Vamos encontrar mr,(x) e mry,(x). Tomando a base

canonica do R3, B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, temos:

210 2 00
[Tl]gz 02 117, [T2]ﬁ: 020 |,
00 2 00 2
2—X 1 0
Py ()\) = det([Tl]B — )\[3) = det 0 2—A 1 = (2 — )\)3,
0 0 2-=2A
2—X 0
pr(A\) =det([To]; — Al;) =det| 0 2—X 0 =(2- )\
0 2-2A

Portanto, o autovalor de [T1]z e [T»]s € 2.

1. Como pr,(N) = (2 — \)3, seque da Proposicao (1.23) que as possibilidades para
mr, (A) sao: 2 — X, (2 =M%, (2 = N)3. Verificaremos qual destes polinémios cumpre
mr, (T1) = 0. Observe que se 8 € uma base de V, entao mr(T) =0 & [mp(T)]; =

a) Cdlculo para o polinémio 2 — \:

210 0 010
mr ([T]y) = (Mg —23)= 0 2 1 | - 2 =1 oo £0.
00 2 00 0 00
Logo, mry, () # 2 — A
b) Cdlculo para o polinomio (2 — \)%:
010 0 0 0
mr, ([T],) = ([T —2I) = | 0 0 1 001]|=]00 £ 0,
0 00 0 00 0 0
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ou seja, mr,(\) # (2 — )%

Portanto, o polinémio minimal de Ty é mp, () = (2 — \)3.

2. Como pr, = (2—M\)?, as possibilidades para mr, também sio 2— X\, (2—N\)?, (2—\)3.

a) Cdlculo para o polinémio 2 — \:

2
mr,([T]g) = ([T = 2I) = | 0
0

S NN O
S N O

0 2
Ol—12°0
2 0

Portanto, o polinomio minimal de [T5)z é mp,(X) =2 — .

Subespacos Invariantes

Vimos que W C V é um subespago T-invariante se T(W) C W, V w € W e para
T € L(V). Observe que se W é T-invariante, entao T'|y € L(W).

Lema 1.25. Sejam T,S € L(V) e suponha que T o S = SoT. Entdo ker(S) e S(V) sdo

T-invariantes.

Proposigao 1.26. Sejam V um K-espago vetorial e T € L(V'). Se W C V' é T-invariante

entao existe uma base 5 de 'V tal que:
Mpxm me(n—m)
[Tﬁ] = ( )
O(n—m)xm P(n—m)x(n—m)
onde dimV =n e dim W = m.
Proposicao 1.27. Sejam V um K-espaco vetorial e T um operador linear sobre V. Se

Wi, Wa, ..., W,. sao subespacgos T-invariantes de V eV =W, Wy D ... & W, entao existe

uma base de V' tal que :

AL 0 0 - 0

0 Ay 0 - 0
Ts=|0 0o A4 -~ 0 |,

0 0 0 - A

onde A; é uma matriz quadrada do tamanho m; = dimW;, V j =1,2, ... r.
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1 2
Exemplo 1.28. Seja P uma matriz invertivel tal que P~YAP € diagonal e A = ( 0 o ) .

Calcule A,
Usaremos que se P € a matriz de mudanga de base de B’ para [ entio [T|z =
P T)sP.

O Cilculo do polinomio caracteristico para encontrar os autovalores é dado por:

1—A 2

A) =det(A—)\) =
pr(A) ( ) 0 9\

= (1-N)(2-N.

Portanto, os autovalores sao 1 e 2.
= Cdlculo do autoespago associado ao autovalor 1:
V(1,T) =ker(T — I) = {(z,0) : z € R} = {z(1,0) : z € R} = [(1,0)].
= Cllculo do autoespaco associado ao autovalor 2:
V(2,T) =ker(T —2I) = {(2y,y) 1y € R} = {y(2,1) : y e R} = [(2, 1)].
Logo, as bases para R?* formadas pelos autovetores 1 e 2 sao f = {(1,0),(2,1)} e f/ =

{(1,0), (0, 1)}.

Podemos definir as matrizes de mudanca de base como:

(12
(=2 g
P _<O 1)—UM-

= Cdlculo da matriz diagonal:

oo (1 2)(32)(22)-(22)

Como D = P"'AP = A = PDP~!, entdo:

A100 _ pploop-1 _ 1 2 10 1 —9 _ 1 2(2100 1) |
0 1 0 2100 0 1 0 9100

Veremos no préximo teorema, se V' é um espaco vetorial de dimensao S, entao um

operador linear serd diagonalizavel se, e somente se, possuir S autovalores distintos.
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Teorema 1.29. Sejam V um K-espaco vetorial e T € L(V). Entao T € diagonalizdvel
se, e somente se, mr(x) = (x — A\)(z — Aa)...(x — As) sendo Ai, Aa, ..., A 0s distintos

autovalores de T.

Teorema 1.30. (Decomposi¢cao Primdria) Sejam T um operador linear sobre V' e

mp o polinomio minimal de T e escreva:
a1 T2 Tk
mr =Py Py Py
a decomposicao de mp em fatores irredutiveis, monicos e distintos py,pa, ..., pr. Se W; é

o nicleo de p;'(T),V i=1,2,....,k, entao:

k
V=W &Wd..a&W, =P ke p(T);

i=1

2. W; € T-invariante ¥V 1 = 1,2, ..., k;

3. Se Tilw, representa a restricao T; ao subespago Wy, entao o polinémio minimal de
T, sera p;',\Vi=1,..k.

Exemplo 1.31. Seja T um operador cuja matriz em relagcao a base B € dada por:

—1
Tls=] 2 2 -1
2 2 0

Vamos estabelecer a decomposicao garantida pelo Teorema (1.30) para V', ou seja, vamos

encontrar os Wis, os Ts e os polindmios mr. s.
1. Cadlculo do polinomio caracteristico:

3-X2 1 —1
pr(N) =det([Tlg—A)=| 2 2-X —1|=2-N*1-\).
2 2 =)

2. Possibilidades para polinomio minimal my e my:
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a) Cdlculo para my = (2 = A)(1 — N),

1 1 -1 2 1 —1 2 0 —1
my = ([Tg=20)(T]s-0)=| 2 0 —1 2 1 -1 |=|20 -1]#0,
2 2 =2 2 2 —1 4 0 -2
b) Cdlculo para my = (2 — X\)*(1 — \),
1 -1 0 2 1 —1
me=([T]s—2D)*([Tls—I)=| 0 0 0 2 1 -1 | =0
2 =20 2 2 -1

Portanto, o polinémio minimal é mp(X) = (2 — X)?(1 — \).

3. Pelo Teorema (1.30) calcularemos os autoespagos associados de acordo com 0s

autovalores 1 e 2 encontrados com o polinomio caracteristico.

a) Cdlculo do autoespago associado ao autovalor 2:
W, = V(,T) = ker([Tlpg — 2I)* = {(z,z,2) : z,z € K} =
{2(1,1,0) + 2(0,0,1) : 2, € K} = [(1,1,0), (0,0,1)].

Portanto, dimV (2, T) = 2.

b) Cadlculo do autoespago associado ao autovalor 1:
Wy = V(1,T) = ker([T)g — I) = {(x,0,22) € K} = {2(1,0,2) : z € K =
[(1,0,2)].

Portanto, dimV (1,T) = 1.

Pelo teorema (1.30) W = V(2,7) @ V(1,T) C K3, entio a dimW =
d1mW1+W2:3

3. Agora encontraremos Ty e Ty tal que Ty = T'|w, e Ty = T'|w,. Para isso, utilizaremos
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a base 3 =1(1,0,2),(1,1,0),(0,0,1)] de K3, entdo:

3 —1 1
2 —1 1 = +41 0 | +0] 0 |,
22 0 0 1 2
3 1 -1 0 1 0
2 2 -1 0| = 1 l+0fl o |[+0] 0],
2 0 1 0 1
31 -1 1 1
2 2 -1 0 = +0f 0 | +1
2 0 2 1
-1 0
. 4 -1
Portanto, [Tz = 4 00 e entao Ty = Tlw, = (4 0> e

=Tlw, = (1),



CAPITULO 2

A FORMA CANONICA DE
JORDAN

Neste capitulo apresentaremos a Forma Canonica de Jordan. Essa forma matricial é um
conceito bastante util em Algebra Linear, pois fornece uma matriz mais simples possivel
para um operador linear nao diagonalizavel definido em um espago vetorial de dimensao
finita. Para desenvolvermos a teoria da construcao da Forma Canonica de Jordan uti-
lizamos os conceitos, propriedades e resultados a respeito: Somas Diretas, Subespacgos
Invariantes, Decomposicao Primaria, Operadores Nilpotentes e Autovetores Generaliza-
dos. Provamos que a Forma Canonica de Jordan pode ser obtida quando o polinomio
caracteristico do operador considerado puder ser decomposto em fatores lineares, o que
sempre ocorre no corpo dos complexos. Mostramos que a existéncia da Forma Canonica
de Jordan para um operador qualquer é uma consequéncia da sua existéncia para opera-
dores nilpotentes. Com o auxilio dos autovetores generalizados exibimos uma base para o
espago vetorial em relagao ao qual a representacao matricial do operador linear conside-
rado estara na Forma Canonica de Jordan. A Forma Canonica de Jordan foi apresentada
em 1870 pelo matemaético francés Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922). Jordan
foi um matematico que atuou em varias areas, contribuindo essencialmente em todos os
topicos que eram estudados na época, incluindo Grupos Finitos, Algebra Linear e Multi-

linear, Teoria dos Numeros, Topologia de Poliedros, Equagoes Diferenciais e Mecanica.
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Figura 2.1: Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)
Fonte: Site MacTutor de John O’Connor e Edmund Robertson.!

Defini¢ao 2.1. Um operador N € L(V') € nilpotente se existir r > 0 tal que N" = 0. Se

r=min{s € N: N°* =0} entao r serd chamado de indice de nilpoténcia de N.

Observacgao 2.2. 1. Veja que se N" =0 e s >r, entao N° = 0.
2. Se N é um operador em V' e [3 é uma base de V' tem-se:
N =0& ([N]B)T =0.

Exemplo 2.3. Considere o operador derivagio D : Pr(R) — Py(R), onde Py(R) € o
conjunto dos polinémios da forma a + bt + ct? e sua derivagao é b+ 2ct. Em relagdo a
base B = {1,t,t*} a matriz de D é:

[D]g =

o O O

1
0
0

S N O

Afirmamos que D é um operador nilpotente cujo indice de nilpoténcia € 3. De fato,

010 010 00 2
DZ=10 0 2 002 (f=[000][,
000 000 000

'Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Jordan/pictdisplay/. Acesso em:
24 nov. 2020.
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00 2 010 000
D=0 0 0 002]=]000
00 0 000 000

Logo, D3 = 0.

e Outra maneira de verificar que D3 = 0.

Observe que se T' € L(V') é um operador nilpotente com indice de nilpoténcia igual a

k, entao existe u € V tal que:
T u) #0 e TF(u) = 0.

Considere o conjunto:
B ={u,T(u), T*(u), ..., T*(u)},

e note que 3 é linearmente independente, pois se apu + oy T'(u) + ... + a1 T%(u) = 0,
aplicando T*~! a esta expressdo obtemos «y = 0, aplicando 7%~2 novamente, a; = 0 e
procedendo desta forma concluimos que a; =0, Vi =0, ...,k — 1.

Conclusao: O indice de nilpoténcia nao ultrapassa dimV, isto é, k < n = dim V.

Logo, se T é nilpotente sempre teremos 7" = 0.

Observagao 2.4. Suponha que 8 = {u,T(u), T?*(u),...,T* 1 (u)} seja uma base para V.

Como serd a matriz de T’ em relagao a B¢

Tw)=0-u+1-T(u)+0-T*(u)+0-T*u) + ... +0- T (u),
T(T(w)=0-u+0-T(u)+1-T*u) +0-T*u)+ .. +0-T"(u),
T(T*(u) =0-u+0-T(u) +0-T%(u)+1-T3w) +...+0- T (u)
T(TF2(u) =0-u40-T(u) +0-T*(u) +0-T3(u) + ... +1-T"(u),

0
T(T u))=0-u+0-T(u)+0-T*(u) +0-T*u) 4+ ... +0- T
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000 --00

Teorema 2.5. Seja T : 'V — V um operador nilpotente de indice k. Entao T admite

uma representac¢ao matricial em bloco cujos elementos diagonais tém a forma:

1
0

(isto €, todos os elementos de N sdo 0’s, exceto os que estio diretamente acima da diagonal
principal, que sdo 1’s). Hd ao menos uma N de ordem k, e todas as outras N sdo de
ordem < k. O numero de N'’s de cada ordem possivel é determinado de modo unico por
T. Além disso, o numero total de N'’s de todas as ordens € igual a dimensao do nicleo
de T

Definicao 2.6. Uma célula de Jordan é uma matriz de forma:

10
0 - 00
Jn(d) =
000 -+ d1
000 -+ 0d

Teorema 2.7. Seja T € L(V') um operador nilpotente. Entao, existe uma base B de V
tal que:
Ja,(0) 0 e 0

o= 0 O 0
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com N
dimV = Z d;.
=1

Observacao 2.8. Se T : V. — V € um operador linear nilpotente, entao pelo Teorema
(2.7) existe uma base 5 de V' tal que:

Jy0) 0 -~ 0

0 Ji.(0) .- 0

o= | 0 Ot
0 0 Ja.(0)

Observemos que:

1. O nimero de células de Jordan k € igual a dimker T'=(nimero de colunas nulas).

2. A maior célula de Jordan de [T']g tem dimensdo igual ao indice de nilpoténcia de T

que por sua vez € igual ao grau do polinomio minimal.

Teorema 2.9. Seja T : 'V — V um operador linear cujos polinomios caracteristico e

minimal sao respectivamente:

pr(Y) = [Tw =0 e mr() = [T =0,

onde 0s \; sao escalares distintos. Entao T admite uma representacao matricial em blocos

J cujos elementos diagonais tém a forma:

ANo10 0
(DY

Ty = :
000 - A 1
000 - 0 X

Para cada \; os blocos corespondentes J;; tém as sequintes propriedades:

i. Hd ao menos um J;; de ordem m;; todos os outros J;j sao de ordem < m;;

. A soma das ordens dos J;; € n;;
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iti. O numero de J;; € igual a multiplicidade geométrica de A;;
w. O numero de J;; de cada ordem possivel é univocamente determinado por T'.

Demonstragao. Pelo Teorema (1.30) da Decomposigao Priméaria, T é decomponivel em
operadores 17, ..., T,, isto é, T =T, & ... ® T, onde (A\; — A)™ é o polindbmio minimal de

T;. Assim, em particular:
(Ty =\ D)™ =0,.., (T, — \.I)" = 0.
Faca N; =T, — \;I. Entao, parat=1,...,r:
T, = N;+ NI, onde N =0,

isto é, T; é a soma do operador escalar A\;I e um operador nilpotente N;, que é de indice

m;, pois (A; — A)™ é o polindmio minimal de T;.

Mas pelo Teorema (2.5) sobre operadores nilpotentes, podemos escolher uma base tal que
N; esteja em forma canonica. Nesta base, T; = N; + \;I é representado por uma ma-
triz diagonal em bloco M; cujos elementos diagonais sao as matrizes J;;. A soma direta
U das matrizes M; estd em Forma Candnica de Jordan e, pelo Teorema (2.7), é uma

representacao matricial 7.

Finalmente, devemos mostrar que os blocos J;; verificam as propriedades desejadas:

i. Decorre do fato de que N; é de indice m;.
ii. E verdadeira, pois T" e J tém o mesmo polinomio caracteristico.

i, I verdadeira, pois a nulidade de N; = T; — \;I ¢é igual a multiplicidade geométrica

do autovalor A;.

iv. Decorre do fato de que os T; e entao os N;, sao univocamente determinados por T;.

U
Jiu 0 0
o ' 0 Jy --- =
Definicao 2.10. A matriz [T = | = o ¢ chamada de Forma Candnica
0 0 J;

de Jordan do oparador T
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-3 4 3 15
. -1 1 0 5 .
Exemplo 2.11. Dada a matriz A = 0 3 3|’ extbiremos a base e Forma
0o 2 2

Canédnica de Jordan.

Primeiro calcularemos o polindmio caracteristico pa(\) e o polinémio minimal ma(\).

—3-=A 4 3 15
-1 1—A 0 5
A) =det(A— ) = = AN+ 3N+ 3N+ 1).
pa(A) = det(A — AT) IR )
0 2 2— A
Como o polinomio caracteristico pa(\) tem como autovalores \y = Ay = A3 = —1 ¢

A = 0, com autovalores —1 de multiplicidade 3 e autovalor O de multiplicidade 1, entao:
ma(\) = A\ +1)%.

Portanto, a Forma Canonica de Jordan J serd:

-1 1 0 O
O -1 1 0
J =
-1 0
0 O

Por dltimo, calcularemos os autoespacos associados aos autovalores Ay = Ao = A3 =

—1 e Ay =0, ou seja:

ker(A+1)° = {(z,y, (=3/2w,w) : 2,y,w € R}
= {2(1,0,0,0) 4+ y(0,1,0,0) + w(0,0,(=3/2),1)}
= [(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 3, —2)],
ker(A+1)* = {(2,,0,0) : 7,y € R*} = {2(1,0,0,0) +%((0,1,0,0) : 2,y € R*}
= [(1,0,0,0), (0,1,0,0)],
ker(A+1) = {(2y,9,0,0) : y € R'} = {y(2,1,0,0) : y € R*} =[(2,1,0,0)],
ker(A —0I) = {(8w, 3w, —w,w) : w € R*} = {w(8,3,—1,1) : w € R*} = [(8,3,—-1,1)].

Para formar a base da Forma Canonica Jordan, precisamos de um vetor

vy € ker(A + 1)3\ ker(A + I)%.  Assim, tome vy = (0,0,3,—2), os préxrimos serdo



26

vy = (A+ Ivy = (=21,-10,0,0), v3 = (A+ I)*v; = (2,1,0,0) e o dltimo estard no
ker(A), digamos vy = (8,3,—1,1).
Portanto, a base associada a matriz A serd:
[(0,0,3,-2),(—21,-10,0,0),(2,1,0,0),(8,3,—1,1)].
Exemplo 2.12. Considere a transformacdo linear T : C* — C* dada por:
T(r,y,z,w) = 2z, + 2y,x + 2y + 2z, 2 — w),
e seja A a matriz de T na base canonica. Encontre uma matriz de mudanca de base P
tal que B = P7YAP esteja na Forma Candnica de Jordan e calcule B.
Sabemos que a base canénica 3 de C* é definida como:
8 =1{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)},
entao tomemos cada vetor de T' associado a cada vetor da base candnica 3 como T(1,0,0,0) =
(2,1,1,0), 7(0,1,0,0) = (0,2,2,0), 7(0,0,1,0) = (0,0,2,1) e T(0,0,0,1) = (0,0,0, —1).

Assim, formando a matriz transformacao Ty, ou seja:

Ts =

— = N

0
2
2

_= NN O O

0 0

Primeiro calcularemos o polinémio caracteristico pr,(A) e o polindmio minimal mg, (N).

—1

2—A 0 0 0
1 2—A 0 0
A) = det = (2= N)3(=1-)).
pr,(N) S U B ERVACE B
0 0 1 —1-A
Como o polinomio caracteristico pr, tem autovalores A\y = Ay = A3 =2 e \y = —1, com

autovalores 2 de multiplicidade 3 e autovalor —1 de multiplicidade 1, entao:

mr, = (A — 2\ + 1).

B

Portanto, a Forma Canonica de Jordan Jr serd:

210

Jr, =

B

o o O

2 1
0 2
0 0
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Agora calcularemos os autoespacos associados aos autovalores \y = Ay = A3 = 2 e
A = —1 para encontrar a base da Forma Canodnica de Jordan e formar a matriz P de

mudanca de base. Assim:

ker(Tp — 21)* = {(—6y + 9z — 27w, y, z,w) : y, z,w € C*}
= {y(—6,1,0,0) + 2(9,0,1,0) + w(—27,0,0,1) : y, z,w € C*}
= [(—6,1,0,0),(9,0,1,0), (-27,0,0,1)],

ker(Tp — 21)* = {(0, 3z — 9w, 2z, 2w) : z,w € C*}
= {2(0,3,2,0) + w(0,-9,0,2) : z,w € C*}
= [(0,3,2,0), (0,-9,0,2)],

ker(T — 21) = {(0,0, 3w, w) : w € C*} = {w(0,0,3,1) : w € C*} = [(0,0,3,1)],
ker(Ts + I) = {(0,0,0,w) : w € C*} = {w(0,0,0,1) : w € C*} = [(0,0,0, 1)].

Para  formar a base da Forma Canonica Jordan, precisamos de wm vetor
vy € ker(Tp — 2I)* \ ker(Ts — 21)*. Assim, tome vy = (9,0,1,0), os prdzimos serao
vy = (Tp — 20)vy = (0,9,9,1), vg = (T — 2I)*v; = (0,0,18,6) e o wultimo estard no
ker(Ts + I), digamos vy = (0,0,0,1).

Portanto, a base associada a matriz transformacao T3 serd
[(9,0,1,0),(0,9,9,1),(0,0,18,6),(0,0,0,1)] e a matriz de mudan¢a de base P serd:

9 0
0 0
pP=
19 18 0
0 6 1
Por fim, calcularemos B = P™YAP, ou seja:
1/9 0 0 0 2 00 9 0 0
0 1/9 0 0 1 20 0 0
B=P'AP= /
~1/162 —1/18 1/18 0 12 2 19 18 0
1/27 2/9 -1/3 1 001 —1 0 6 1
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29 0 0 0 90 0 0
19 29 0 0 0 0
| —1/81 0 1/9 0 1918 0

—1/27 —2/9 1/3 -1 01 6 1

200 0
120 0
o120

000 —1

Portanto, B estd em Jr,.

No préximo capitulo apresentaremos algumas aplicagoes em sistemas de Equacoes
Diferencias, utilizando a Forma Canonica de Jordan. As aplicacoes que trabalharemos
sao relativas: Sistemas Homogéneos com Coeficientes Constantes, Sistemas Homogéneos
com Coeficientes Constantes nos Numeros Complexos, Sistemas nao Homogéneos com

Coeficientes Constantes e Matrizes Exponenciais. Vejamos a seguir esse estudo.



CAPITULO 3

APLICACOES EM SISTEMAS DE
EQUACOES DIFERENCIAIS

Neste capitulo apresentaremos sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinarias utilizando a
Forma Canoénica de Jordan e matrizes de mudanca de base para resolver solugoes gerais,
Problemas de Valor Inicial e solugoes particulares deses sistemas. Trabalharemos com
sistemas homogéneos com coeficientes constantes, sistemas homogéneos com coeficientes
constantes nos nimeros complexos, sistemas nao homogéneos com coeficientes constantes

e matrizes exponenciais.

Sistemas Homogéneos com Coeficientes Constantes

O objetivo desta segao é utilizar a Forma Canonica de Jordan para resolver sistemas
de equacoes diferenciais ordindrias. Um sistema linear da forma:

)
yi = au()yr + - + a1 (@)yn + 01 (2)

?/é = ap (v)y1 + -+ + agn(T)yn + ga(z) (3.1)

\ Yn = an1(T)y1 + -+ + @n(T)Yn + gn(2)

é chamado de sistema de equacgoes diferenciais lineares de primeira ordem. Se todas as

fungoes g1(x),- -+ , go(x) forem identicamente nulas no intervalo I = (a, b), dizemos que o

29
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sistema (3.1) é homogéneo; caso contrério, ele é nao-homogeéneo.
A forma matricial de um sistema linear pode ser descrita de seguinte maneira. Se Y,

A(z) e G(x) denotarem respectivamente as matrizes:

Y1 () ann(z) ap(z) ... () 91()
v Y2 () Alz) = an(x) axp(r) ... a(r) Glz) = 92()
Yn () 1 (T)  apa(z) ... apn(2) gn(T)

entao o sistema de equacoes lineares de primeira ordem sera escrito como:
Y' = A(2)Y + G(x).

Se o sistema for homogéneo, sua forma matricial serd simplesmente Y’ = A(z)Y.

Vamos investigar solugoes de sistemas homogéneos com coeficientes constantes, ou
seja, sistemas da forma Y’ = AY, sendo A uma matriz com todas as entradas sendo
constantes.

Considere o sistema matricial Y’ = AY. A estratégia que seguiremos ao longo desta

secao sera dada pelos seguintes passos:

Passo 1. Sejam J a Forma Canonica de Jordan de A e P a matriz de mudanga de
base. Entao A = PJP~! sendo P~!' uma matriz com termos constantes. Dai

P7Y(Y") = (P7'Y), e o sistema se escreve da seguinte forma:

Y' = (PJP Y)Y & P Y = J(P'Y) & (P'Y) = J(PT'Y). (3.2)

Passo 2. Se Z = P~'Y, podemos reescrever (3.2) como:

7' = JZ onde a solugao do novo sistema sera dada por Z.

Passo 3. Daf como Z = P7'Y entao Y = PZ e esta serd a solucao do sistema original.

Examinando esta estratégia, podemos observar que é facil resolver o Passo 1 e também
o Passo 3, pois consistem apenas em multiplicar matrizes. O mais importante para nosso
estudo é ser capaz de resolver o Passo 2, e é nesse passo que a Forma Canonica de Jordan
sera tutil. Cabe ressaltar também que sera relativamente fécil resolver o sistema 2" = JZ,

quando J for uma matriz na Forma Canonica de Jordan.
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Ao longo desta se¢ao, veremos que Z' = JZ tem como solucao Z = M;C, onde My,
¢ uma matriz de funcoes, chamada de matriz fundamental do sistema e C' é um vetor de
constantes arbitrarias.

Apesar de nao ser uma légica necessaria, vamos olhar uma matriz diagonal como uma
matriz da Forma Canonica de Jordan em que todos os blocos de Jordan sao blocos 1 por

1, pois isto nos dard ideia de como lidar com os outros casos.

Teorema 3.1. Seja J uma matriz diagonal k por k:

ai
a9 0
as
J =
0 ag—1
Qg
Entao o sistema Z' = JZ tem a solugao:
e
er?r 0
a3
7 = C = MyC,
0 ek —1%
eIk
1
C2 , o
onde, C' = _ ¢ um vetor de constantes arbitrdarias ci,ca,- - , Cg.
Ck

Demonstracao. Substituindo a matriz J no sistema Z’ = JZ vemos que:

21 a1 zq

Z9 Q929

2L, ar2r
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Observe que a equacao de z. envolve apenas z; e nenhuma das outras varidveis, entao
K2 9
podemos resolvé-las separadamente. Em geral, a equacao diferencial z’ = az tem solucao

z = ce®. Desta forma, o sistema 7' = JZ terd solugao:

a1 x

ci1e € C1
coe®?® e2® 0 Co
Z p— p— 0 5
Ckeakx kT CL
que ¢é exatamente o produto MzC' mencionado acima. O

Exemplo 3.2. Considere o sistema Y’ = AY onde:

2 =3 =3
A= 2 =2 -2
-2 1 1

Desenvolveremos a Forma Canonica de Jordan e encontraremos a matriz de mudancga
de base P, para isso calcularemos o polinémio caracteristico pa(\), o polindmio minimal
ma(\) e por fim, para encontrar a base de Jordan calcularemos o nicleo dos operadores

A — M, para cada autovalor \.

2-A -3 -3
pad) =det| 2 —2-) -2 |=AA-2)(A+1),
—2 1 1—A

ma(A) = A\ —2)(A + 1).

Portanto a Forma Canonica de Jordan terd 3 blocos de Jordan de dimensao 1 com auto-

valores —1, 0 e 2:

-1 0 0
J = 000
0 0 2

Como A € diagonalizavel, a base de Jordan serd uma base de autovetores, e a matriz P,

terd em suas colunas os autovetores encontrados:
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ker(A+ 1) = {(z,0,2) : v € R*} = {z (1,0,1) : # € R*} = [(1,0, 1)],
ker(A) = {(0,—z,2): 2 € R*} = {2 (0,—1,1) : z € R*} = [(0, -1, 1)],
ker(A —2I) = {(—z,—2,2) : 2 € R*} = {2z (=1,-1,1) : 2 e R*} = (=1, -1, 1)],

entdo as bases associadas a J sao {(1,0,1),(0,—1,1),(=1,—1,1)}. Logo a matriz P é:

1 0 -1
P = 0o -1 -1
1 1 1
Entao Z' = JZ tem solugado:
e 0 0 C1
Z=1 0 1 0 e | =M,C.
0 0 e* 3
Ainda, Y = PZ = PMzC, isto é:
1 0 —1 e 0 0 C1
Y=]0 -1 -1 0O 1 0 Co
1 1 1 0 e* c3
e’ 0 —e* c1
=1 0 —1 —e* Cy
e 1 e s
cre”® — c3e®”
= —Cy — 3%

cre”% + ¢y + cge®®

Agora veremos como usar a Forma Canonica de Jordan para resolver sistemas
Y’ = AY, onde a matriz dos coeficientes A nao é diagonalizdvel.
Para entendermos melhor o processo, primeiro analisaremos um sistema 2’ = JZ,

onde J é uma matriz constante com um unico bloco de Jordan.
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Teorema 3.3. Seja J um bloco de Jordan k por k com autovalor a:

a 1
a 1 0
a 1
J =
0 a 1
a
Entao o sistema Z' = JZ tem a solu¢ao:
1 o 22/20 23/30 - 2P/ (k—1)!
1z 2%/20 - 22k —2)!
1 x oo 2P (k - 3)!
Z =e" _ . C=MzC,
x
1
C1
C2
onde, C' = ) € um vetor de constantes arbitrarias ci,ca,- -+, Cg.
Ck

Demonstrag¢ao. Mostraremos para os casos k = 1,2 e 3. Podemos observar que a demons-
tracao é uma simples aplicagao de técnicas para resolver equacoes diferenciais de primeira
ordem.

Para o caso k = 1, consideremos o sistema:

(1) = (a)(=21),

que equivale a equacao diferencial:

2 =az.
Esta equacao diferencial tem a solugao:
21 = 1™,

podemos reescreveé-la como:

(21) = €™ (1)(cr).
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Para o caso k = 2, consideremos o sistema:

z1y [al 2
24 0 a z )
que equivale ao sistema de equagoes diferenciais:

{ 21 = az + 2

zh = azs
Temos a solucao da segunda equacao do sistema como:
Z9 = cze“m,
e substituindo a solucao da segunda equagao do sitema na primeira, obtemos:
2y = az + e,
Reescrevendo a equacao acima, temos a solucao:
2 —az = e,

e observando que esta equagao tem e~

ambos os lados da equagao por esse fator, temos:

e (2] —az) = ¢y

(e7%2) = ¢y

ey = /cg dx = 1 + cox.

Entao:

21 = e (c1 + ).

A solucao do sistema é:

29 = e cy

{ 21 = €"(c; + cox)

reescrevendo na forma matricial, obtemos:

()= (0 ()

como fator integrante. Entao multiplicando
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Para o caso k = 3, consideremos o sistema:

21 a 10 2
2z | =1 0 a 1 z |,
2% 0 0 a 23

que equivale ao sistema de equagoes diferenciais definido por trés varidveis:

Zy = az;+ 2
zh = azy + 23
2 = azs

Se observarmos o sistema, podemos notar que as duas tltimas equacoes do sistema equi-

valem ao sistema do caso k = 2, onde temos a solucao referente ao caso k = 3 como:

2o = €"(cy+ c37)

z3 = ey
Substituindo o valor de z; na equagao 21, obtemos:
2] = az + e (cy + c3x).
Reescrevendo a equacao acima, temos a solucao:

2 —az = e"(ca + c31),

—ax

observando que esta equacao tem e~ %" como fator integrante. Entao multiplicando ambos

os lados da equacao por esse fator, temos:
e (2] —az) = ¢ + c3x
(e7%2) = g + ez
e Wy = /(02 + c3x) dx = ¢ + cox + c3(2?/2).
Entao:
21 = e (cy + cow + c3(22/2)).
A solucao do sistema é:
21 = (e + cor + c3(2%/2))

29 = e (cy + cyx)

23 = e*cg
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reescrevendo na forma matricial, obtemos:

2 1 z 2%/2 c1
2z | =€ 01 = Co
Z3 0 0 1 C3

]

Observacao 3.4. Suponha que Z' = JZ, onde J é uma matriz da Forma Canonica de
Jordan formada por vdrios blocos. Podemos observar que esses sistemas se decompoem,
em varios subsistemas, um para cada bloco de Jordan. Ja que esses sistemas estao des-
conectados, podemos resolvé-los separadamente usando o Teorema (3.3), e em sequida

reuni-los para obter uma solucao geral.

Exemplo 3.5. Considere o sistema Y’ = AY :

2 1 1
A= -2 -1 -2
1 1 2

Novamente, para achar a Forma Canénica de Jordan de A e encontrarmos a matriz P
calcularemos o polinémio caracteristico pa(X), o polindmio minimal ma(\) e a base de

Jordan.

pad) =det| -2 —-1-Xx =2 |=(A-1)7,
1 1 2—A
ma(\) = (A —1)2.
Portanto a Forma Canodnica de Jordan terd 2 blocos de Jordan para o autovalor 1, um de

dimensao 1 e outro de dimensao 2:

[
—_ =

J:

_ o O

0 0
Agora encontraremos a matriz P, através da base de Jordan:
ker(A — I)? = R,
ker(A—1) ={(—y—2,9,2) :y,z € R’} =
={y (-1,1,0),2(-1,0,1) : y, z € R*} = [(—1,1,0), (—1,0, 1)].
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Tomaremos um vetor para a base fora de ker(A —I), por exemplo, v = (1,0,0) o prézimo
serd (A—1I)v = (1,—2,1) e o terceiro deve estar em ker(A —I), digamos, v = (—1,0,1).
Portanto a base de Jordan serd {(1,—2,1),(1,0,0),(—1,0,1)} e a matriz P é:

11 -1
P=| -2 0 0
1 0
Desta forma, Z' = JZ terd solucdo:
et xe® 0 c1
7 = 0 e 0 Co = M;C.
0 0 ¢€* C3
Ainda, Y = PZ = PMzC, isto é:
1 1 -1 et ze® 0 c1
Y=| -2 0 0 e’ Co
1 0 1 0 0 e€° c3
et ze® 4+ e —e” c1
=1 —2¢° —2xe” 0 Co
e’ re® e’ C3

(c1 4 co — c3)€” + coxe®

= —2c1e® — 2coxe”®

(c1 + c3)e” + coze”®

Por fim, vamos exemplificar como este método serve também para se resolver proble-
mas de valor inicial (PVI). A partir do que ja desenvolvemos, precisaremos apenas de uma
etapa a mais.

J& escrevemos a solucao de 7' = JZ como Z = MyzC. Sendo mais explicito, rees-
creveremos esta solu¢ao como Z(x) = My(xz)C para nos lembrar que Z(x) é um vetor
de fungdes, Myz(x) é uma matriz de fungoes e C' é um vetor constante. A observagao

fundamental é que Mz(0) = I é a matriz identidade. Assim, se desejamos resolver o PVTI:
Z'=1JZ, Z(0) = Zy,

descobrimos que, em geral,

Z(JT) = Mz(ZL’)O,
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e em particular,

entao a solucao para o PVI sera:
Z(x) = My(x)Z,.

Para resolvermos o sistema Y’ = AY, com A = PJP~!, vimos que a solucao desse sistema

¢Y = PZ = PM,C'. Manipulando o sistema algebricamente, obtemos:

Y = PM,C = PMyIC = PMyz(P~'P)C
— (PMzP~Y)(PO).

Defina My = PM,;P~' el = PC. Note que My ainda é uma matriz de funcoes, I" é
um vetor de constantes arbitrarias, devido a P ser uma matriz constante invertivel e, C'

um vetor de constantes arbitrarias. Com essa notagao, vemos que:
Y’ =AY tem como solucao Y = MyT.
Agora para resolvermos o PVI:
Y' = AY, Y (0) = Yo.

Reescrevendo a solugao acima de Y/ = AY e explicitando a variavel independente, obte-

mos Y (z) = My (x)I', em particular,
Yo =Y (0) = My(0)l = PM4(0)P™'T'= PIP"'T' =T.
Entao, podemos observar que:
Y'=AY, Y(0)=Y, tem como solucdo Y (x)= My (z)Yp.

Exemplo 3.6. Considere o sistema Y’ = AY onde:

As ( 01 ) |

—4 4

Para determinar a Forma Canonica de Jordan facamos:

—-A 1

=\ — 4\ + 4,
—4 4\

pa(A) = det
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ma(\) = (A —2)2
Portanto, a Forma Canonica de Jordan terd apenas 1 bloco de Jordan para o autovalor 2:
2 1
J = )
Agora encontraremos a matriz P, através da bases de Jordan:
ker(A — 21)? = R?,
ker(A —2I) = {(z,27) : z € R*} = {z (1,2) : € R*} = [(1,2)].

Tomemos um vetor em R? \ ker(A — 2I), digamos, v = (1,0) e faga (A—21)v = (-2, —4)
entdo a base de Jordan serd {(—2,—4),(1,0)}. Logo a matriz P é:

()

Dat,
e2ac l’€2$
My(x) =
Z< ) ( 0 e?x )
e
-2 1 2z 2z 0 —1/4
My (z) = PMy(2)P~! = ©or /
-4 0 0 e* 1 —1/2
[ ¥ —2xe* re?®
_4€2x €2$+2x€2$
Entao,

2x 2x 2x
ai et — 2ze e ai
Y(z) = My(x) = ) ) )
ao —4e* et 4 2xe” ao

B < a1e*® + (=2ay + as)ze* >

aze® + (—4day + 2ay)re™

3
) entdo a solucdao particular do PVI é:

3e%® — 14xe®®
Y(z)= .
—8e%* — 28ze?®
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Observagao 3.7. Esta variacao do método tem seus pros e contras. Ela € menos efetiva
que o método original para resolver um tnico problema de valor inicial (jd que requer
o cdleulo de P! e algumas multiplicagoes extra de matrizes), mas tem a vantagem de
expressar a solucao diretamente em termos das condigoes iniciais. Isto o torna mais
eficiente quando o mesmo sistema Y' = AY deve ser resolvido para vdrias condi¢oes

INICLALS.

Sistemas Homogéneos com Coeficientes Constantes

nos Niumeros Complexos

Nesta secao, mostraremos como resolver um sistema homogéneo Y/ = AY onde o po-
linomio caracteristico de A tem raizes complexas. A principio, a resolucao é a mesma
em relacao ao polinomio caracteristico de A com raizes reais que vimos na se¢ao anterior,

mas na pratica existe um passo a mais para chegar na resolucao.
Definicao 3.8. Seja z um numero complexo, a exponencial € é definida por:

2 23

¥
=1 -t 5+
€ +z+2+3+

A exponencial complexa tem as seguintes propriedades.

Teorema 3.9. 1. Para qualquer 6:

" = cos(0) + isin(6);
2. Para qualquer a:
3. Para qualquer z, e zo:
4. Se z = s+ it, entao:

e® = e*(cos(t) + isin(t));

5. Para qualquer z:

|
X
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O lema a seguir nos ajudara na resolucao dos sistemas homogeéneos.

Lema 3.10. Seja A uma matriz com entradas reais, e v um autovetor de A com autovalor

associado \. Entao, v € um autovetor de A com autovalor associado .

Demonstracao. Por hipdtese, temos que Av = Av. Tomando o complexo conjugado de

cada lado da equacao obtemos:
Av= = A0 = \v = AT = \v
(com A = A, j4 que todas as entradas de A sdo reais), como querfamos. O

2 =17
Exemplo 3.11. Considere o sistema Y' = AY, onde A = ( ) A )

Para achar a Forma Canonica de Jordan de A e encontrarmos a matriz P calcularemos

o polinomio caracteristico pa(\), o polinomio minimal ma(\) e a base de Jordan.

22—\ 17

A) = det
pa 14—

=A% — 6\ + 25,

pa(A) = N2 —6A+25 com raizes A\; = 3-+4i e Ay = \| = 3—44, cada uma de multiplicidade

1. Portanto, A\ e Ay sao os autovalores de A e consequentemente o polinomio minimal é:
ma(A) = (A= (3+44)) (A — (3 —4i)).

Agora, calcularemos os autoespacos referente aos autovalores associados. Para o auto-

valor Ay = 3 + 4i, temos o autoespaco Es.4 = ker(A — (3 + 4i)I) e tem como base

—1+4 —
vy = . , € consequentemente, pelo Lema (3.10), para o autovalor \y = A\ =

—1—4
1

Portanto a Forma Canonica de Jordan terd 2 blocos de Jordan de dimensao 1, respecti-

3—4i temos o autoespago Es3_4; = ker(A—(3—41)I) e tem como base § vy = Ty = (

vamente com autovalores \y =3 +4i e Ay = A\ = 3 — 4i.

344i 0
J= [t .
0 3—4i

Como encontramos as bases associadas aos autoespacos anteriormente, podemos definir a

—14+4: —1—4
p_ + 41 ) ‘
1 1

matriz P como:
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Continuaremos com o mesmo método da se¢ao anterior, mas agora usaremos F' para

denotar um vetor de constantes arbitrarias. Desta forma, Z' = JZ terd solugao:

e(B+4i)z 0 fl f1€(3+4i):1:
< 0 6(3741)37 f2 z f26(374z)x

Ainda, Y = PZ = PMyzF, isto é:

v 14 14 etz fi
1 1 0 6(3741')90 f2
:f1€(3+4i)m ( —1+4 ) + f26(374i)m ( —1 -4 ) '

1 1

Agora queremos que nossa equagdao diferencial tenha solucdes reais e, para que seja o

caso, devemos ter fo = f1. Assim, podemos escrever nossa solu¢ao como:

Y = fretie —1+4i + frel3—tie —1—di
1 1
= feB+ae ( —l+d ) + fleB3—4i)e ( —l+d ))
1 1

onde f1 € uma constante complexa arbitrdria.

Essa solucao € correta, mas inaceitdvel. Queremos resolver o sistema Y' = AY', onde
A tem coeficientes reais, e temos uma solugao que € de fato um vetor real, mas esse vetor
€ expresso em termos de numeros complexos e funcoes. Precisamos obter uma solugao
que seja expressa totalmente em termos de numeros reais e funcoes. Para fazer isso,
precisamos de uma etapa extra.

Para nao interromper o fluxo da exposi¢ao, simplesmente afirmamos aqui o que pre-
cisamos fazer, e justificamos apds a conclusao do exemplo.

Portanto, fazemos o sequinte: Simplesmente substituimos a matriz PMy pela matriz

, -1+ 4
cuja primeira coluna € a parte real Re(eM*v;) = Re <6(3+4’)"”" < . )), e cuja

. -1+ 4
sequnda coluna € a parte imagindria Im(e*®vy) = I'm (e(3+41)x ( | )), e o vetor
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F pelo vetor C de constantes reais arbitrarias. Calculamos:

| T —1+4i
o(B+4i)z ( 1+ ! ) =e**(cos(4x) + i sin(4z)) ( ;L Z )

_ e < — cos(4x) — 4sin(4x) ) g ( 4 cos(4x) — sin(4x) )
cos(4x) sin(4z)
:R6< My, ) + Im( My, ) .

e assim obtemos:

v _ ( e3®(— cos(4x) — 4sin(4x)) e (4 cos(4w) — sin(4x)) ) ( a1 )

e3® cos(4x) 37 sin(4x) Cy

[ (=c1 4 4cp)e’ cos(4x) + (—4er — cp)e? sin(4x))
163 cos(4x) + cpe3” sin(4x) '

Agora justificamos por meio do seguinte Lema, a etapa que demos.

Lema 3.12. Considere o sistema Y' = AY, onde A € uma matriz com entradas reais.

Este sistema tem solugao geral da sequinte forma:

Y = PMzF = (v | U_1><6A01w e&)(%)Z(GMM | W)(%)

onde f1 é uma constante complexa arbitrdria. Entdo este sistema também tem solugdo

geral da forma:

Y = ( Re(eM®vy) | Im(eM®vy) ) < “ ) ;

Co

onde ¢1 e ¢y sao constantes reais arbitrdrias.

Demonstracao. Primeiro observe que para qualquer nimero complexo z = x + iy, * =
Re(z) = (1/2)(z + %) e y = Im(z) = (1/2i)(z — Z), e da mesma forma, para qualquer
vetor complexo.

Agora Y’ = AY tem solucao geral Y = PMzF = PMz(RR™')F = (PMzR)(R™'F)

para qualquer matriz invertivel R. Agora, escolhemos:

e ( /2 1/2 )
1/2 —1/2i
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Com esta escolha de R,
PMyR = ( Re(eM®vy) | Im(eM®vy) ) :

Entao:

Uma vez que f; é uma constante complexa arbitraria, podemos escolher escreve-la como

f1 = (1/2)(c1 + icy) para constantes reais arbitrarias ¢; e ¢z, e com esta escolha:
c
R'F=( ")
Co

Agora resolveremos Y’ = AY onde A é uma matriz real 3 por 3 com um par de

]

autovalores complexos e um terceiro autovalor real. Como vocé vera, usamos a ideia do
Lema (3.12) para simplesmente substituir as colunas “relevantes”de PMy a fim de obter

nossa solucao final.

15 —16 8
Exemplo 3.13. Considere o sistema Y' =AY, onde A=| 10 —10 5
0 1 2

Para achar a Forma Canénica de Jordan de A e encontrarmos a matriz P calcularemos

o polindmio caracteristico pa(X), o polinomio minimal ma(\) e a base de Jordan.

15—\ —16 8
pa(d)=det| 10 —10—X 5 |=(A*=2x+5)(A-5),
0 1 2-2A

pa(A) = (AN2=2X\+5)(A=5) com raizes \; = 14+2i, Ay = A\; = 1—2i e \3 = 5, cada uma uma
de multiplicidade 1. Portanto, A1, Ay € A3 sao autovalores de A e correspondentemente o
polinomio minimal €é:

ma(A) = (A2 —2X +5)(\ = 5).

Agora, calcularemos os autoespacos referente aos autovalores associados. Para o au-

tovalor A\ = 1+ 2i, temos o autoespa¢o F1y9; = ker(A — (1 4 2i)I) e tem como base
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—24+2
v=\| —1+2 , consequentemente, pelo Lema (3.10), para o autovalor Ay = \; =
1
—2—2i
1—2i, temos o autoespago Ey_o; = ker(A—(1—24)I), tem como base { v =77 = | —1 —2i
1

e para o autovalor A3 = 5, temos o autoespa¢o Es = ker(A — 5I) e temos como base

4

vg=1 3

1

Portanto a Forma Canonica de Jordan terd 3 blocos de Jordan de dimensao 1, respecti-

vamente, com autovalores \y = 1+2i, \oa =X\ =1 —2i e A3 = 5.

1+2¢ 0 0
J = 0 1—-2¢ 0
0 0 )

Como encontramos as bases associadas aos autoespacos anteriormente, podemos defi-
nir a matriz P como:
2420 —2—-2i 4
P=1 —-1+2i —-1-2i 3
1 1 1

Entao, Z' = JZ tem solugao:

€(1+2i)a: 0 0 fl fle(1+2i)a7
7 = 0 e(-20z | = MgF = | feGr2oe
0 0 e C3 c3ed”

Ainda, Y = PZ = PMyF, isto €,

—242 —-2-2i 4 e(1+2i)x 0 0 fi
Y= -14+2 -1-2 3 0 ell=20z i
1 1 1 0 0 e’ c3
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Agora,
949 —2 4+ 2
eU2e |14 97 | =e®(cos(2x) +isin(2z)) | —1+2i
1 1
e”(cos(2x) — 2sin(2x)) e*(2cos(2x) — 2sin(2x))
=| e*(—cos(2x) — 2sin(2z)) | +i| e"(2cos(2z) — 2sin(2z)) |,
e” cos(2x) e sin(2x)
e de fato,
465:p
3| =1 3¢ |,
e5z

entao, substituindo as colunas relevantes de PMy, encontramos:

e®(cos(2z) — 2sin(2z))  e*(2cos(2z) — 2sin(2z)) 4e>® ¢
Y =| e"(—cos(2x) — 2sin(2x)) e*(2cos(2z) — 2sin(2x)) 3e>® &
e cos(2x) e’ sin(2x) e’ 3

(—2¢; + 2¢9)e” cos(2z) + (—2¢; — 2¢9)e” sin(2x) + 4ege™
= (—c1 + 2¢0)e” cos(2x) + (=21 — ¢2)e® sin(2x) + 3cze>®

c1e” cos(2z) + cpe” sin(2z) + cze’”

Sistemas nao Homogéneos com Coeficientes

Constantes

Nesta se¢ao, mostraremos como resolver um sistema nao homogéneo Y’ = AY +G(x), onde
G(z) é um vetor de fungoes. (Abreviaremos frequentemente G(z) por GG). Usaremos um
método que é uma generalizagao direta do método que usamos para resolver os sistemas
homogéneos na secao “Sistemas Homogéeneos com Coeficientes Constantes”.

Considere o sistema matricial Y’ = AY + G. A estratégia que seguiremos ao longo
desta segao serd dada pelos seguintes passos:

Passo 1. Escreva A = PJP~! com J sendo a Forma Canonica de Jordan, entao temos
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0 sistema como:

Y = (PJPHY +G
Y' = PJPYY)+@G
PYY' = PlPJ(PY)+ PG
PYY' = JPYY)+ PG
(P7YY)Y = J(P'Y)+ PG
(Observe que, uma vez que P~' é uma matriz constante, temos que
(P7lY) =P71Y")

Passo 2. Defina Z = P7'Y e H = P~'G, entao este sistema torna-se:
2= JZ+H

e resolva este sistema para Z.

Passo 3. Como Z = P~'Y, temos que:
Y =PZ

é a solucao para nosso sistema original.

Examinando essa estratégia, observamos que a chave para desenvolver este método ¢é
ser capaz de resolver o Passo 2 e, novamente, isso é direto. Em cada bloco de Jordan,
resolvemos de baixo para cima. Vamos focar nossa atencao em um tunico bloco k X k.
A equacao para a ultima funcao z naquele bloco é uma equacao diferencial de primeira
ordem nao homogénea envolvendo apenas z;,. A equacao para a ultima funcao z,_; naquele
bloco é uma equacao diferencial de primeira ordem nao homogénea envolvendo apenas zj_1
e 2, dal substituimos a solugao de z, para obter uma equagao diferencial de primeira
ordem nao homogénea para z,_; envolvendo apenas z,_q, etc. Para desenvolver este
método, devemos comecgar com algumas preliminares.

Para a matriz fixa A, dizemos que o sistema nao homogéneo Y’ = AY + G(z) estd
associado ao sistema homogéneo Y’ = AY. Pelo que fizemos anteriormente, sabemos
como encontrar a solucao geral de Y/ = AY. Em primeiro lugar, veremos que, para
encontrar a solugao geral de Y’ = AY + G(z), basta encontrar uma unica solugao desse

sistema.

Lema 3.14. Seja Y; qualquer solu¢ao de Y' = AY + G(x). Se Y} € qualquer solugao
do sistema homogéneo associado Y' = AY, entao Y, + Y; também € uma solucdo de
Y' =AY + G(x), e cada solugio de Y' = AY + G(x) € deste formato.
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Consequentemente, a solugao geral de Y' = AY + G(z) € dada por Y =Y, +Y;, onde
Y}, denota a solucao geral de Y' = AY.

Demonstragao. Primeiro verificaremos que Y = Y, +Y; é uma solucao de Y’ = AY +G(x).

Entao calcularemos:

Y=Y, +Y) =Y, +Y/ = (AY,) + (AY; + G)
=AYV, +Y)+G=AY + G,

como queriamos.

Agora verificaremos que toda solugdo Y de Y’ = AY + G(x) é desta forma. Portanto,
seja Y qualquer solucao desse sistema nao homogéneo. Certamente podemos escrever
Y=Y-Y)+Y,=Y,+Y,onde Y}, =Y —Y,. Precisamos mostrar que Y}, definido dessa

forma é de fato uma solucao de Y’ = AY. Novamente calculamos:

V= (Y =YY = (A 46) - (4 G

como queriamos. O

Por convencao, chamaremos Y; uma solugao particular do sistema nao homogéneo.

Agora vamos relembrar das técnicas utilizadas na primeira secao deste capitulo, e
manter a notagao anterior. O sistema homogéneo Y’ = AY tem solucao geral Y, = PM;C
onde C' é um vetor de constantes arbitrarias. Vamos definir Ny = Ny (x) = PMy(z) por
conveniéncia, assim Y, = NyC. Entao, Y/ = (NyC) = N;C, logo, substituindo na
equagao Y’ = AY, obtemos a equagao N;.C = ANyC. Uma vez que esta equagao deve

ser valida para qualquer C, concluimos que:
Ny = ANy .

Usamos esse fato para escrever uma solucao para Y’ = AY + (. Verificaremos por
calculo direto que a funcao que escrevemos é de fato uma solucao. Essa verificacao nao
é tao dificil quanto responder a pergunta de como resolver essa funcao, mas a explicagao
para isso envolve a matriz exponencial e por isso a adiamos para a se¢ao seguinte. No en-
tanto, assim que tivermos essa solugao (nao importa como a tenhamos criado), certamente

estaremos livres para usa-la.
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E conveniente introduzir a seguinte notagao nao padronizada. Para um vetor H(x),
deixamos [, H(x)dx denotar uma integral arbitréria fixa de H(z). Em outras palavras,
ao obter fo H(x)dz, simplesmente ignoramos as constantes de integragao. Isso é legitimo
para 0 nosso propdsito, ja que pelo Lema (3.14) s6 precisamos encontrar uma tinica solugao
para um sistema nao homogeéneo, e nao importa qual encontrarmos, qualquer uma servira.
Dito de outra forma, podemos “absorver”as constantes de integragao na solucao geral do

sistema homogeéneo associado.
Teorema 3.15. A funcao Y; = Ny fo Ny'G dx é uma solugdo do sistema Y' = AY +G.

Demonstrag¢ao. Para mostrar essa solugao, simplesmente calculamos Y/. Entéao, temos:

Y] = (NY/Ngla dx)
0

pela regra do produto

= N{,/NylG dx + Ny (/NylG d:z:)
0

pela definicao de integral

= N}, /N;lG dz + Ny (N, 'G)
0

:N’Y/NylG de+ G
0

como Ny = ANy

— (ANy) /NylG de +G
0

0

— AV + G
como queriamos. O

Agora faremos alguns exemplos: um sistema diagonalizavel 2 x 2, um sistema nao
diagonalizavel 2 x 2, um sistema diagonalizavel 3 x 3 e um sistema 2 x 2 com polinémio
caracteristico tendo raizes complexas. Em todos esses exemplos, quando se trata de

encontrar Ny ', é conveniente usar o fato de que Ny' = (PMy)~t = M,' P~
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5 =7
Exemplo 3.16. Considere o sistema Y' = AY 4+ G onde A = < > e

2 —4
30e*
G = “ .
60e2®

Desenvolveremos a Forma Canonica de Jordan e encontraremos a matriz de mudanca
de base P, para isso calcularemos o polinémio caracterisitco pa(\), o polindmio minimal
ma(A) e por fim, para encontrar a base de Jordan calcularemos o nicleo dos operadores

A — M, para cada autovalor \.

5—X =7

=X —-\—6,
2 —4—\

pa(A) = det

ma(A) = (A —=3)(A+2).

Portanto a Forma Canonica de Jordan terd 2 blocos de Jordan de dimensao 1 com

(1)

Como A € diagonalizavel, a base de Jordan serd uma base de autovalores, e a matriz

autovalores 3 e —2:

P, terd em suas colunas os autovetores encontrados:

ker(A — 31) = {(7z,22) : v € R*} = {z (7,2) : 2 € R*} = [(7,2)],
ker(A—20) = {(y,y) 1y e R’} = {y (1,1) : y e R} = [(1,1)],

entdo as bases associadas a J sao {(7,2),(1,1)}. Logo as matrizes P e P~ respectiva-

(1))

Com isso, My e M,' sio respectivamente:

3z 0 —3z 0
My=| € e M = | © ,
0 e 2 0 e

e Ny = PMy, entao:

. e 3T 0 1 1 —1 30e® Ge 2% — 12¢*
NY G - 2x = 2x - 3x 4x ’
0 e 5 -2 7 60e —12€3% + 84e¢

mente sao:
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Assim,

/N;IG _ —3e7%% 4 12¢7* ’
0 —4e3% 4 2]t

71 = —3e72 4 12¢7%
Yi _ NY/N;IG _ € (& + e '
0 2 1 0 e 2 —4e3% 4 21t
—25¢% + 10562 )

Portanto, Y; =
—10e* + 45¢e%*

0 1
Exemplo 3.17. Considere o sistema Y = AY + G onde A = ( ) €

4 4
60 3x
= ).
727"
Pelo Ezemplo (3.6) sabemos que o polinomio caracteristico py(\) = A2 — 4\ + 4, o po-

2 1
linomio minimal ma(\) = (A\—2)?, a Forma Candnca de Jordan J = ( ) >, a matriz

0
-2 1 _ 1 0 —1 ‘
de mudanga de base P = e sua inversa P~' = [ = , € a matriz
—4 0 4 4 =2
B 6293 erw . = 6—250 —5(76_2x
de fungao My = e sua wnversa M, = .
0 e* 0 e 2

Como Ny = PMy, entao:

N-lg - e _ge % <1> 0 —1 60e* \ [ —18e% — 60ze” + 36ze>
v 0 e 4)\ 1 -2 72¢5° 60e” — 36¢3 '
Assim,

/NylG _ 60e* — 60xe® — 10e3® + 12xe3® |
0 60e® — 12¢3%

1 -2 1 e ge?r 60e® — 60ze” — 10e3* 4 12ze3®
Y, =Ny | Ny G = .
0 —4 0 0 e 60e® — 12e3*
—60e3* + 8ed* )

Logo, Y; =
—240e3% + 40e5*
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2 -3 -3
Exemplo 3.18. Considere o sistema Y' = AY + G onde A = 2 =2 =2 e
-2 1 1
ot
G=| 12¢%*
20t

Desenvolveremos a Forma Candnica de Jordan e encontraremos a matriz de mudanca
de base P, para isso calcularemos o polinémio caracterisitco pa(N), o polindmio minimal
ma(A) e por fim, para encontrar a base de Jordan calcularemos o nicleo dos operadores

A — M, para cada autovalor \.

2—\ -3 -3
paA)=det| 2 —2-X 2 |=A=N+A+2),
~1 11—

ma(A) = AA = 2)(A + 1).

Portanto a Forma Canonica de Jordan terd 3 blocos de Jordan de dimensao 1 com
autovalores —1, 0 e 2:

-1 0

0

0

o O
o O

Como A € diagonalizdvel, a base de Jordan serd uma base de autovalores, e a matriz

P, tera em suas colunas os autovetores encontrados:
ker(A+ 1) = {(z,0,z) : x € R*} = {x (1,0,1) : x € R*} = [(1,0, 1)],
ker(A) = {(0,—2,2) : 2 € R*} = {2 (0,—1,1) : € R*} = [(0, -1, 1)],
ker(A—2I) = {(~z,—2,2): 2 € R¥} = {2z (-1,-1,1) : 2 € R*} = [(—1, -1, 1)],

entao as bases associadas a J sao {(1,0,1),(0,—1,1),(=1,—1,1)}. Logo as matrizes P e

P~ respectivamente sdo:
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Com isso, My e M; respectivamente sao:

e 0 0 e 0 0
My, = 0 1 0 e M;'=1 01 0 :
0 0 e* 0 0 e
e Ny = PM, entao:
e 0 0 0o 1 1 er 12e*® + 20>
N'G=| 0 1 o 1 -2 -1 123 | = | €7 — 24e37 — 20e®
0 0 e -1 1 1 20et® —e % 4 12e* 4 20e**
Assim,
3et 4 45"
/ NG = | er—8e% —5et |,
" ™% 4 1267 + 10
6?
1 0 —1 e 0 0 3el? 4 4e5®
Y;-:NY/N;lG: 0 -1 -1 0 1 O e® — 8e3T — Hetv
" 111 0 0 e | \ e 412" + 10e2

—e% — 9e3% — Getr
Portanto, Y; = | —2e® — 4¢3 — 5et*

2e% + Te3% + 9el®

. . 2 =7

Exemplo 3.19. Considere o sistema Y' = AY + G onde A = L. e

200
G = .

160e*
Pelo Ezemplo (3.11) sabemos que o polinomio caracteristico pa(A) = A% — 6\ + 25, o
polinomio minimal ma(A) = (A— (3441))(A— (3 —44)), a Forma Candnca de Jordan J =

3+ 44 0 —1+4 —1—4
e , a matriz de mudanca de base P = ! e sua in-
0 3—4i 1 1
1 1 144 eBHaz
versa P71 = (—) ! , e a matriz de funcdo My = ,
8i) \ =1 —1+4 0 B4z
. . 6—(34—41‘):5 0
e sua wnversa M, = 0 (3
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Como Ny = PMy, entao:

NG = e~ Bz 0 | (l) 1 1+44i 200
0 e~ (3—4i)z 8i —1 —1+4i 160e®

—25ie” (3D 4 20(4 — j)e(-274)
250 BT L 20(4 + §)e(~2H4)z

Assim,
/NlG [ (A4 30)elTF T 4 (—4 4 180 )e 2T
0 Y (4 _ 3i)e(73+4i)x + (_4 _ 18i)672+4i)x !

€

Yi:Ny/N;lG
0

1 1 0 6(374i)x

I R A ) (44 3i) + (—4+ 18i)e”
a 1 1 (4 —3i) + (—4 — 18i)e”

—32 — 136¢€”
Assim, Y; = ( ‘ )

8 — 8e”

Observe que nesse 1ltimo exemplo poderiamos fazer os calculos com nimeros comple-

xos diretamente, ou seja, sem ter que converter exponencial complexa em termos reais.

7
Exemplo 3.20. Considere o problema de valor inicial Y = AY + G, Y (0) = ( ),

17
onde A = o 7 e G = SUe .
2 —4 60e2*

Primeiro calcularemos a solucao geral do sistema homogéneo associado utilizando o método
da primeira se¢ao (Sistemas Homogéneos com Coeficientes Constantes) deste capitulo.
Para isso, encontraremos o polinémio caracteristico p4(X), o polinémio minimal m4(X),

a Forma Canonica de Jordan J e a matriz de mudanga de base P.

5—A -7

=\~ )\ -6,
24—

pa(N) = det

144 —1—di eBHir (4 4 30)e=37407 4 (=4 4 18i)e 274"
(4 — 30)el3H40T 4 (—4 — 18i)e 24"

)
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ma(A) = (A= 3)(A+2),

3 0
J = )
0 —2
Cidlculo dos autoespacos associados aos autovalores \y =3 € Ao = —2:

ker(A — 31) = {(Ty,2y) : y € R2} = {y(7,2) : y € R} = [(7,2)],
ker(A+2I) = {(x,z) : 2 € R*} = {x(1,1) : 2 € R*} = [(1,1)],

71
Logo,P = :

Entao Z' = JZ tem como solugao:
Z = MyC = e 0 c1 _ cre3” '
0 e 2 o coe 2"
E o sistema homogéneo tem como solugao geral:
71 ()
Y, = PZ = PMyC = ‘ “
2 1 0 e 2 o
B 763x 672:1: 1
2e3% 72 Co
[ Tee?t 4 e )

2c,€3% + coe™ 2

Pelo Exemplo (3.16) temos que a solug¢ao original do sistema tem como solu¢do par-

v _ —25e" + 105e**
Z —10¢* + 45¢>* |
Portanto, nosso sistema tem como solucao geral:

Y=V 4y — Tcre3® + cye™ N —25¢% 4 105e**
2¢1€3% + o™ —10e® 4 45¢e%*

ticular:

[ T’ 4 e — 25¢ + 105
20163 + coe2 — 10e® + 45e2® |

Por fim, aplicamos a condi¢cao inicial para obter o sistema linear:

7 80 7
Y(O) _ Cc1+Cy + _ 7
201 + o + 35 17
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com solugao c; = —11 e co = 4. Substituindo, encontramos a solucao para nosso problema
de valor inicial:
v ( —T7e3% + 4e=% — 25¢7 + 10562 ) |
—22e3% 4 4e72 — 10e® + 45e>®

Matrizes Exponenciais

Nesta secao, discutiremos a matriz exponencial e seu uso na resolucao de sistemas Y’ =
AY . Nossa primeira tarefa é perguntar qual o meio de definir uma matriz exponencial.
Para responder isso, somos guiados por exponenciais comuns. Lembre-se de que, para
qualquer ntimero complexo z, a exponencial e* é dada por:

2,3 4

_ L E
e f1—|—2+2!—|—3!+4!—|—...

Com isso em mente, definimos a matriz exponencial da seguinte maneira.

Definicao 3.21. Seja T' uma matriz quadrada. Entdo, a matriz exponencial e’ € definida
por:

1 1 1
T 2 3 4
e —I—I—T—i—z!T +3!T +4!T + ..

Note que essa definicao faz sentido, ja que essa série sempre converge.

Lembre-se de que a equacgao diferencial 3y’ = ay tem a solucao y = ce®. A situacao
para Y/ = AY é muito analoga. Note que usamos I' em vez de C para denotar um vetor
de constantes por razoes que ficarao claras um pouco mais tarde. Observe que I' estad a
direita na equagao que aparece no Teorema (3.22) abaixo, uma consequéncia do fato de

que a multiplicacao da matriz nao é comutativa.

Teorema 3.22. (1) Seja A uma matriz quadrada. Entao a solucao geral de Y' = AY

¢ dado por Y = e*T" onde I é um vetor de constantes arbitrdrias.

(2) O problema de valor inicial Y' = AY, Y (0) = Yy tem solugdo Y = %Y.

Az

Demonstragao. (1) Primeiro calcularemos e Para fazer isso, observe que (Az)* =

(Az)(Az) = (AA)(zz) = A%2? visto que a multiplicagdao de matriz comuta com

multiplicagio escalar, e (Az)® = (Ax)?(Az) = (A%2?)(Az) = (A%A)(2%x) = A3, e
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da mesma forma, (Az)* = A¥z* para qualquer k. Entao, substituindo na Defini¢ao

(3.21), temos que:
Az Lo L s 1y,

Para encontrar Y, podemos diferenciar essa série termo por termo. Lembrando que

A e I' sdo matrizes constantes, vemos que:

1 1 1
2 1 3,..2 1 4.3
= A—l—Ax—i—EAx +§Aa: + ... |T

1 1
=A (I + Az + §A2x2 + §A3x3 + ) I

= A(e™T) = AY,

como queriamos.

(2) Por (1) sabemos que Y’ = AY tem solugao Y = e/*T. Usaremos a condi¢io inicial

para resolver para I'. Tomando x = 0, temos:

Yo =Y(0) =T =T =T =T,

onde e significa a exponencial da matriz zero, e o valor disso é a matriz identidade
I, como na Definigao (3.21)). Entdo T =Yy e Y = T = %Yy,
O

No restante desta secdo, veremos como traduzir a solucao teérica de Y’ = AY dada
pelo Teorema (3.22) em uma pratica. Para manter nossa notagao simples, manteremos
casos 2 X 2 ou 3 x 3, mas o principio é o mesmo, independentemente do tamanho da

matriz.

Lema 3.23. Se J € uma matriz diagonal,



CAP.3 e APLICACOES EM SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS 59

entio e’* é a matriz diagonal:

Demonstra¢ao. Suponha que J é 2 x 2,

d, 0
J = .
0 ds

di> 0 d® 0
Entao podemos facilmente calcular J? = ( (1) 5.2 >, JP = ( ' >, e da
2

d* 0
0 df
Entéao, como na demonstracao do Teorema (3.22),

mesma forma, J* = ( ) para qualquer k.

1 1 1
Jz 2,2 3,.3 4,4
e —I+J:v+2!J:v —|—3!J[E +4!J$ + ..

10 di 0 Lf{d*> 0\ , 1(d’> 0 ,
= -+ T+ — 5 Tt + = 5 x° 4+ ...
0 1 0 dy 2! 0 dy 3! 0 dy

[ 14 dir+ g(diz)? + g(diw)® + 0
0 1+ dow + 55(daw)? + 3 (dax)® + .

Exemplo 3.24. Queremos encontrar a solugao geral de Y' = JY onde:

()

Para fazer isso, aplicamos diretamente o Teorema (3.22) e o Lema (3.23). A solucao

0 e V2 Yoe 2"

¢ dada por:
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Agora suponha que queiramos encontrar a solucdo geral de Y' = AY onde A =

5 =7
( 0 4 | Ainda podemos aplicar o Teorema (3.22) para concluir que a solugdo €
Y —

e *T. Novamente tentaremos calcular e’*. Agora encontramos:
5 =7 11 =7 41 —49
A= , A% = , AP = s e
2 -4 2 2 14 —-22
Az 10 5 =7 1 11 =7 5 1 41 —49 3
e = + T+ = i 7+
0 1 2 —4 20\ 2 2 31\ 14 —22

Lema 3.25. Sejam S e T matrizes quaisquer. Suponha que:
S =PTP,

para alguma matriz inversivel P. Entao:

Sk = PT*P~' para cada k

e’ = pe P,
Demonstracdao. Simplesmente calcularemos:
S? =88 = (PTPY)(PTP ') = PI(P'P)TP ' = PTITP ' = PTTP™' = PT?P,
S? = S%S = (PT*P ') (PTP')= PT*(P'P)TP ' = PIT*ITP! = PI°TP ! = PT*P ",
St =SS = (PT*P')(PTP') = PT*(P'P)TP ' = PIT*ITP! = PT°TP' = PT*P*,

Entao:
1 1 51
5 — 292, g3 g4
e —I+S+2!S +3!S 4!S + ...
1 1 1
= PIP™' + PTP™! 4 PT°P ™' 4 G PT*PT S PT'P!
P (14T o7 S Sty ) P
B 2" Tyt T4t T

= pe’' P,

como queriamos. O
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Exemplo 3.26. Queremos encontrar a solu¢ao geral de Y' = AY onde:

(0 0)

Para isso, calcularemos o polindmio caracteristico pa(\) e o polinémio minimal m ()

para encontrar a Forma Canodnica de Jordan J.

5—A —7
2 —4 -\

ma(A) = (A —3)(A+2),

(1)

Agora calcularemos os autoespacos associados aos autovalores \y = 3 e Ay = —2 para

pa(A) = det =) - \-6,

encontrar a matriz de mudanca de base P:

ker(A — 31) = {(7z,2z) : x € R} = {x(7,2) : x € R} = [(7,2)],
ker(A+2I) ={(y.y):y € R} ={y(1,1) : y e R} = [(1,1)],

N 7 1 1 1 -1
Entao P = eP1=1(2 .
2 1 5 -2 7

Pelo lema (3.25), temos que:

eAw — PeJ:vP—l
71 e* 0 1 1 -1
= 21)(0 6—2;1:)(3)(_2 7)
B 7631‘ 6—250 1/5 _1/5
= 2631 6721 _2/5 7/5
(7/5)e3® — (2/5)e™2 (=7/5)e3® + (7/5)e™** )
(2/5)€ = (2/5)e™> (=2/5)e™ + (T/5)e™*"

y— o — ( (7/5)e* — (2/5)e7 (=7/5)c + (T/5)e™>" ) <% )
(2/5)e% — (2/5)e2 (=2/5)e¥ + (7/5)e > ) \ 7,
_ ( ((7/5)m = (7/5)12)e* + ((=2/5) + (7/5)12)e ™ )

((2/8)m — (2/5)72)€® + (=2/5)m + (7/5)y)e™™ )
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Exemplo 3.27. Queremos encontrar a solucdo geral de Y' = AY onde:

Para isso, calcularemos o polinomio caracteristico pa(\) e o polinémio minimal ma(\)

para encontrar a Forma Canonica de Jordan J.

2— A -3 -3
pa(A) = det 22—\ =2 |=A=-N+)1+2),
—2 1 1-X

ma(A) = AA+1)(A —-2),

-1 00
J = 000
0 0 2
Agora calcularemos os autoespacos associados aos autovalores \y = —1, \y = 0 e

A3 = 2 para encontrar a matriz de mudanca de base P:

ker(A+ 1) = {(2,0,2) : x € R} = {2(1,0,1) : z € R} = [(1,0,1)],

ker<A) = {(Ov —y,y) RS R} - {y(07 -1, 1) RS R} = [(07 -1, 1)]7
ker(A—2I)={(—z,—2,2): z e R} = {z(—1,-1,1) : x € R} = [(—1,—1,1)].

1 0 -1 0o 1 1
Entao, P=| 0 -1 -1 e P~ = 1 -2 -1
1 1 1 -1 1 1
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Pelo Lema (3.25), temos que:

eA:E — PeJmP—l

1 0 —1 e 0 0 0 1 1
= 0 -1 -1 1 0 1 -2 -1
1 1 1 0 0 e* -1 1 1
e 0 —e* 0o 1 1
= 0 —1 —e* 1 -2 -1
e 1 e2z -1 1 1
€2m e % — €2x et — 6232
= _1+62I 9 _ 2= 1 — 2

e
62:1: e~ % 6235 e % 6236 o
Y =T = —14e% 2 — e 1—e% Yo
1_€2x e—x_2+€2x e—x_1+€2z Y3
(72 + )™ + (1 — 72 — 13)e*
= (=11 + 2% +73) + (11 — 72 — 73)e™
(Y2 +y3)e™ + (11 = 272 = 73) + (= + 72 +73)e*
Agora suponha que queiramos resolver o problema de wvalor inicial Y =AY,
1
Y0)=1 0 |. Entdo:
0
Y = ey (0)
62:v et — 623: et — €2m 1
= _1+62$ 9 _ 2 1 — 2

1_6250 6—x_2+62:c e—z_1+e2x

622:

=] —1+e*

1 — e
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Observacao 3.28. Vamos comparar os resultados do nosso método desta secao com o do
método apresentado na primeira secao deste capitulo (Sistemas Homogéneos com Coefi-

cientes Constantes) . No caso do Exemplo (3.26), o método anterior fornece a solugdo:

3x 0
y=pr|° C
0 6721

= Pe’"C,

3 0
onde J = ( 0 o ), enquanto o método desta secao nos da:

Y = Pe’*P7IT.

Mas observe que essas respostas sao realmente as mesmas! Basta apenas definirmos
C' = P7'T, jd que P'T" € wma matriz constante.

Da mesma forma, no caso do Exemplo (3.27), o método anterior fornece a solugao:

e 0 0
Y =P 0 1 0 C
0 0 e*
= Pe’",
-1 0 0
onde J = 0 0 0 |, enquanto nosso método dessa se¢ao define:
0 0 2

Y = Pe*P7IT.

e novamente, definindo C = P'T", vemos que as solucoes sio as mesmas.
Portanto, o ponto aqui nao € o fato da matriz exponencial permitir resolver novos

problemas, mas sim que ela dé um novo ponto de vista sobre as solugoes que jd obtivemos.

Embora esses dois métodos sejam, em principio, os mesmos, podemos perguntar qual
¢ preferivel na pratica. A este respeito, vemos que o método anterior € melhor, pois o uso
da matriz exponencial exige que encontremos P~ o que pode ser uma quantidade con-

siderdvel de trabalho. No entanto, essa vantagem € (parcialmente) negada se quisermos
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resolver problemas de valor inicial, pois o método da matriz exponencial nos da tmedia-
tamente as constantes desconhecidas T', como I' = Y'(0), enquanto no primeiro método

devemos resolver um sistema linear para obter as constantes desconhecidas C'.

Passando agora para o caso ndao diagonalizdvel. Suponha que Z' = JZ onde J € uma
matriz que consiste em um unico bloco Jordan. Entao, pelo Teorema (3.22), isso tem
a solu¢io Z = e’*T'. Por outro lado, no Teorema (3.1) jd vimos que esse sistema tem
solucdo Z = M,C'. Nesse caso, simplesmente temos C =T, entdo devemos ter e’* = M.

Vejamos que isso € verdade calculando e’® diretamente.

Teorema 3.29. Seja J um bloco de Jordan k x k com autovalor a:

a 1
a 1 0
a 1
J =
0 a 1
a
Entao:
1 oz 22/20 23/30 - 2F1/(k - 1)
01 =« 22/20 - 2F2/(k—2)!
k—3
Je 1 r e zv0/(k—3)!

Demonstracdo. Primeiro suponha que J é um bloco de Jordan 2 x 2:

g a 1
B 0 a)’
. a®> 2a 5 a® 3a® . at 4a3
entao J* = , J0 = , JE = ) e
0 a® 0 a 0 a*
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Assim:

e vimos que:

miy = moy =1+ ax + %(axf + %(aw)3 + %(axf + %(amf + ...
_
e
o, Lo 1.3, 4.5
mio = T+ ax +iax +§ax +aax + ...
=xz(l+ ax + %(amf + %(am)?’ + %(amf +...) = xe™

e assim concluimos que:

0
J = 11,
a
a’? 2a 1 a® 3a®> 3a a* 4a®
entdo J? = 0 a® 2a |, J? = 0 a* 3¢ |, J* = 0 a
0 0 a? 0 0 a 0

a® 5a* 10a®
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Assim

1 00 0 a’ 2a 1 a® 3a®> 3a
Jx 1 2 1 3 2 3
e =101 0 |+ alx—l—y Oa2a9€—l—§ 0 a° 3a° |z

0 0 1 0 a 0 0 a? 0 0 a

. a* 4a® 6a? . a® 5a* 10a
+ ] 0 a* 4d® x4+ﬁ 0 a® 5Hat |2°+..
at 0 a
miyp My2 Mg
= 0 Mo M3 )

0 0 mas33

e vimos que:
1 o, 1 3, 1 4 5
mu_m22_m33—1+ax+2'( ) +§( ) +ﬂ(a$) +a(ax) +
:eax’
e
B R L P L Y
Mis = Moy = = + ax’ + —a’x® + —a’z? a*x .
12 23 o1 3] 1l
= ze™

como vimos no caso 2 x 2. Finalmente:

1 Loa L1\, (L,

1 1 1
= 5 (1 +ax + 2'( ) + i(am)?’ + )
1
= g%
9
entao:
e xe® (1/2)x2e 1z 22/2!
el® = 0 e ret® =e™| 01 = ,
0 0 e 00 1
e do mesmo raciocinio, para maiores blocos de Jordan. O]

Vamos ver como aplicar esse teorema em alguns exemplos.
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2 1 1
Exemplo 3.30. Considere o sistema Y' = AY onde A = 2 1 —2 | e o problema
-1 0 2
8
de valor inicial Y = AY, Y (0) = | 32
)

Queremos encontar a solucao para esse problema. Para isso, calcularemos o polinomio

caracteristico pa(\) e o polinomio minimal m(X) para encontrar a Forma Candnica de

Jordan J.
2— )\ 1 1

paA)=det| 2 1-X =2 |=-XN+XN+51+3,
-1 0 —2-2\
ma(\) = (A +1)*(\ = 3).

Entao a Forma Canonica de Jordan J serd:

-1 10
J = 0 -1 0
0o 0 3

Agora encontraremos a matriz de mudanca de base P. Para isso, calcularemos o0s

autoespagos associados aos autovalores Ay = —1, \g = —1 e A3 = 3.

ker(A+1)* = {(v,—22,2) : x,2 € R} = {z(1,-2,0),2(0,0,1) : 2,2 € R} = [(1,—-2,0), (0,0, 1)],
ker(A+ 1) ={(z,—22,—2) : z e R} = {2(1,-2,-1) : z € R} = [(1, -2, -1)],
ker(A — 3I) = {(—5y, —6y,y) : y € R} = {y(—6,-5,1) : y € R} = [(—5,—6,1)].

Como a matriz A € nao diagonalizavel e de dimensao 3, devemos escolher um vetor
de ker(A+1)? que ndo esteja em ker(A+1I). Analisando, podemos observar que qualquer
um dos vetores de ker(A + I)? pode ser utilizado. Escolhemos por conveniéncia o vetor
v=(0,0,1), o outro vetor serd (A+I)v = (1,—2,—1) e o terceiro vetor estd em ker(A —
31), digamos v = (=5, —6,1).

Portanto, a matriz de mudanca de base P serad:
1 0 =5

P=1-20 -6 |,
-1 1 1
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e sua inversa P~ serd:
3/8 =5/16 0
Pl = /2 —1/4 1
-1/8 —-1/16 0
Entao
Y =Pe’" P~
1 0 =5 e zxze™® 0 3/8 —=5/16 0
=1 -2 0 —6 0 e* 0 /2 —1/4 1
-1 1 1 0 0 e -1/8 —1/16 0
e re ™ 5e37 3/8 =5/16 0
=| —2e° —2ze”" 6e3” /2 —-1/4 1
—e  —ge e ¥ -1/8 —1/16 0
(3/8)e™® + (1/2)xe™" + (5/8)e3® (=5/16)e™® — (1/4)xe™" + (5/16)e3® re
= (=3/4)e™® — xe ™ — (3/4)e3” (5/8)e™ + (1/2)ze™ — (3/8)e3® —2xe®
(1/8)e™* — (1/2)xze " — (1/8)e*  (1/16)e™" + (1/4)xe " — (1/16)e®* e % —xe ™
e assim,
Y =T
(3/8)e™® + (1/2)ze™® + (5/8)e3*  (=5/16)e™% — (1/4)xe™" + (5/16)e3" ze ® "
= (=3/4)e™® —ze™® — (3/4)e3® (5/8)e™% + (1/2)ze® — (3/8)e3® —2ze” " Yo
(1/8)e™® — (1/2)ze™% — (1/8)e3®  (1/16)e™* + (1/4)we™* — (1/16)e3® ™% —xe™® 3

((3/8)m —

(5/16)y2)e™" +
((=3/4)71 + (5/8)72)e
((1/8)71 + (1/16)72 + y3)e

((1/2)m -

T 4+ (—’yl + (1/2)’}/2 — 2’73)1'6_l‘ +
T ((-1/8)m -

T (=12 + (1/4)72 — ys)ze

O problema de valor inicial tem solucdo:

Y = eAbe
(3/8)e™® + (1/2)ze=" + (5/8)e3®  (=5/16)e % — (1/4)ze™ "
= (=3/4)e™ —ze~® — (3/4)e3" (5/8)e " +
(1/8)e=® — (1/2)ze™" — (1/8)e3*  (1/16)e™* + (1/4)we™* —
—e % 4 xe T + 15e3”
= | l4e® — 2ze™® — 18e*
8e % — xe % — 3

(1/4)v2 +y3)we™® +

((5/8)71 + (5/16)72)e3®
(3/8)72)e*"
(1/16)v2)e

((=3/4)n —

(5/16)e3® xe

(1/2)ze™" — (3/8)e>

3x )
+ e -
e —2xe™ "
(1/16)e3® e % —ze™®



70

Agora resolveremos um sistema Y’ = AY’, onde a matriz A tem autovalores complexos.

2 =17
Exemplo 3.31. Considere o sistema Y' = AY onde a = ( ) A )

Pelo Ezemplo (3.11) temos que:

i —1—di 344i 0
pP— T L TR B .
1 1 0 3—4i

Para resolver esse sistema utilizando o método desta secao precisamos encontrar a

1 1 1+4
P_1:<—,) .
8i (—1 —1+4z‘>

matriz P~1:

Entao:

eAx — PeJ:cP—l

144 —1—4i e@Hr g (1) 1 144
1 1 0 e3—4i)z 8t —1 =144
[ M Mz
mao1 Moo 7

onde,

= (g ) (CLH A 4 (1= aiyels=20)
_ (81) 1+ 4i)e™ (cos (4) + isin (42)) — (~1 — 4i)c* (cos (4x) — isin (4z))
_ (é) (4 cos (4z) — sin (42))/( (cos (4) ( )sm (4:6))
i = (g ) (-1 )L+ 47 4 (1= 41+ 40)s-00)
~ () e amsinaan@) = e (57 )sinan) )
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Mgy = (é) (e3T)e _ o(B3-ti)zy (%) (i3 (sin (42))(2)) = € (G) sin (4:(:)) :
Moy = (é) ((1+40)e™H% 4 (=1 4 4i)e®~*0)
= (é) ((1 + 44)e**(cos (4a) + isin (4x)) — (—1 + 4i)e**(cos (4x) — isin (4x))
= (é) (ie* (4 cos (47) — sin (42))(2)) = €** (cos (4z) + G) sin (4x)> :
Entdo:

o _ e ( cos (4z) — (1/4)sin (4z)  (—17/4)sin (4z) )
(1/4) sin (4x) cos (4z) + (1/4) sin (4x)

v e ( e cos (4z) + ((—1/4)m + (—17/4)72) sin (4z) ) |
72€% cos (4z) + ((1/4)71 + (1/4)72)e’ sin (47)
Observacao 3.32. Como vimos, para uma matriz J na Forma Canonica de Jordan,
e’® = My, na notacio da secao Sistemas Homogéneos com Coeficientes Constantes.
Mas também na notacao da secao Sistemas Homogéneos com Coeficientes Constantes, se

A= PJP ', entdo e’* = Pe’/*P~' = PM,P~' = My.

Observacao 3.33. Agora vamos ver como usar a matriz exponencial para resolver um
sistema ndo homogéneo Y' = AY + G(z). Visto que ja sabemos como resolver sistemas
homogéneos, sé precisamos, pelo Lema (3.14), encontrar uma solugdo (iunica) particular
Y; desse sistema nao homogéneo, e € isso que faremos. Usaremos novamente a notacdao da
secao Sistemas Nao Homogéneos com Coeficientes Constantes, de que fo H(z)dz denota
uma integral arbitrdaria (mas fiza) de H(z).

Assim, considere Y' = AY + G(x). Entdo, procedendo analogamente quanto a um

sistema ordindrio de uma equacao diferencial linear ordindria de primeira ordem, temos:
Y' =AY + G(2)
Y' — AY = G(x),

Az

e, multiplicando essa equacgao pelo fator integrante e, obtemos:

e (Y — AY) = e G ()
(6—Amy)/ _ €_AxG<l’>,
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com solucao:

7A$Y / A:EG
i_ / —AacG( )d
0

Vamos comparar isso com a solugcao que encontramos ao usar o Teorema (3 15).
Pela Observagio (3.32), podemos reescrever esta solugdo como Y; = My [, My'G(z).
Isso é bem parecido com o que tinhamos no teorema (3.15). Ld tivemos a solugdo
Y, = Ny fo N;IG(x), onde Ny = PMy. Mas essas solugoes sao as mesmas, como My =
PMzP~t = NyP~'. Entio My' = PM,"' e N;' = M,'P~, entio M;"' = PNy

Substituindo, encontramos:
Y, = My /MylG(x)
0
= NYP—l/PNglG(x),
0
e, com P € uma matriz constante, podemos trazé-la para fora da integral e obter:

Y; = Nyplp/NylG(a:)
0

= Ny /0 Ny'G(x)

Nos trés capitulos anteriores, foram apresentados algumas defini¢oes, teoremas, re-

como quem/amos.

sultados importantes de Algebra Linear e algumas aplicacoes em sistemas de Equacoes
Diferencias, utilizando a Forma Canonica de Jordan. No proximo capitulo vamos mo-
delar um problema de desabamento de um prédio utilizando os conceitos estudados no
capitulo anterior. O problema mostra o deslocamento horizontal de um prédio durante

um terremoto. Vejamos a seguir esse problema.



CAPITULO 4

MODELAGEM MATEMATICA
EM SISTEMAS LINEARES COM
COEFICIENTES CONSTANTES

Neste capitulo apresentaremos um problema matematico relacionado a tremores/terremotos
em edificios de vérios andares. No problema, utilizaremos os métodos estudados no
Capitulo 3 (Aplicagoes em Sistemas de Equagoes Diferenciais), em particular, o método
da secao Sistemas Homogéneos com Coeficientes Constantes nos Numeros Complexos

resolvendo o problema de valor inicial para encontrar a solugao do problema.

Problema de Desabamento de Prédio

Grandes terremotos costumam ter um efeito devastador em edificios. Por exemplo, o
famoso terremoto de San Francisco de 1906 destruiu grande parte da cidade. Mais re-
centemente, aquela area foi atingida pelo terremoto Loma Prieta que muitas pessoas no
Estados Unidos e outros lugares experimentaram em segunda mao enquanto assistiam na
televisao o jogo da Major League Baseball World Series que estava acontecendo em San

Francisco em 1989.

73
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Figura 4.1: Terremoto Loma Pietra em Sao Francisco, EUA, em 17 de outubro de 1989.

Fonte: Site Curbed Sao Francisco de Brock Keeling.?

Modelo de deslocamento dos andares de um prédio:

Neste projeto, modelamos o efeito de um terremoto em um edificio de dois andares e,
em seguida, resolver e interpretar matematicamente. Deixe x; representar o deslocamento
horizontal do i-ésimo andar. Aqui, a posicao de equilibrio sera um ponto fixo no chao, de
modo que zy = 0. Durante um terremoto, o solo se move horizontalmente de forma que
cada andar é considerado deslocado em relacao ao solo. Assumimos que o i-ésimo andar
do edificio tem uma massa m;, e o piso sucessivo € conectado por um conector elastico cujo
efeito se assemelha ao de uma mola. Normalmente, os elementos estruturais em grandes
edificios sao feitos de ago, um material altamente elastico. Cada conector fornece uma
forca restauradora quando os andares sao deslocados um em relagao ao outro. Assumimos

ue a Lei de Hooke® possui, com constante de proporcionalidade k; entre o i-ésimo e o
)

’Disponivel  em: https://sf.curbed.com/2019/10/17/20898956 /loma-prieta-earthquake-photos-

images-sf-anniversary-quake. Acesso em: 24 nov. 2020.
3 A mola helicoidal é um exemplo simples de um corpo material eldstico, apresentando uma deformacao

Al muito grande a partir de seu comprimento de equilibrio Iy, quando sujeita a uma forga deformadora.
A elongagao (ou contragdo) Al da mola apresenta uma dependéncia linear entre a forga aplicada. A forga
restauradora Fr, exercida pela mola (que se opoe a forga externa F') é proporcional a sua deformagao linear
Al: Fr = —k Al. Esta relagao é conhecida como a lei de Hooke, sendo a constante de proporcionalidade
k chamada de constante eldstica da mola, que é um parametro caracteristico da mola helicoidal. Veja em
[10].
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(¢ + 1)-ésimo andares. Dali, temos que a forca restauradora entre esses dois andares i é
dada por:
F = Fki(zip — 33),

onde z;47 é o deslocamento horizontal do (i 4+ 1)-ésimo andar em relacao ao i-ésimo
andar. Também assumimos uma reacao semelhante entre o primeiro andar e o solo, com
a constante de proporcionalidade k.

Podemos aplicar a segunda Lei de Newton, F' = ma (onde F' = forga, m = massa
e a = aceleragdo), a cada andar do edificio para chegar ao seguinte sistema linear de
equacoes diferenciais.

(

mix = —koxy + k(2o — 1)
m2$/2/ = —kl(-TQ - 1‘1) + k2($3 - .TQ) (41)
Mny, = —kn_1Z0 (T — Tp-1)

\

Como exemplo simples, considere um edificio de dois andares com cada andar tendo
massa m = bH000kg e cada constante de forca restauradora tendo um valor de

k = 10000kg/s?. Entao o sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem é:

{ ] = —4x; + 29 (4.2)

xhy = 2xy — 2w

Sejam y; = T, Y2 = To, Y3 = T} € ys = 4. Substituindo na Equagao (4.2) obtemos o

seguinte sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem equivalente.

Y = Ys

Yy =Ua

ys = —4dy1+ 2y
Yy =2y1 — 2ys

Ainda podemos escrever o sistema da seguinte forma:

Y Lo Y1
Ys _ 0 1 Y2
v | | -4 200 ]| w
Y 2 =200 Ya
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0 10

01

Considere o sistema Y’ = AY, onde A = 0 0
2 =2 00

Calcularemos o polinomio caracteristico p4(A), o polinomio minimal m () e a matriz

de mudanca de base P.

-2 0 1 0

pa(A) = det 0 A 0 1 A4+ 60% + 4.
—4 2 =X 0
2 -2 0 =)\

Para encontrarmos os autovalores A associados, reduziremos o grau do polinémio. Para
isso, substituiremos a varidvel A para a varidvel v. Entao, seja A? = 7, temos que o novo
polinémio caracterfstico serd pa(y) = 7% + 67 + 4 e seus autovalores siao 7, = —3 — /5
e v = —3+ V5. Para M2 = v1 temos A\ = +iy/3 — V5 e para A2 = Y2 temos
Ao = +iv/3 + /5. Entao, o polinémio minimal m 4(\) seré:

ma(\) = (A—i\/ﬁ) ()\+i 3—\/S> (A—im) <)\+im>.

Agora calcularemos os autoespacos associados aos autovalores \;, A1, Ay e Ay da matriz

A. Para o autoespaco EZ\/?WE = ker (A — (i\/ 3 — \/5> I> temos como base:

1

14++5
- 9

iv3—V5b
¢(1+¢5)< 3—\/5)
2

\ /

consequentemente, pelo Lema (3.10), temos que o autoespaco E_Z, ViviT ker (A + <i\/ 3— \/5> I >
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tem como base:

<
I

\

/

\

iV3+5
z’(1—x/5)( 3+x/3>
2

)

/

7

consequentemente, pelo Lema (3.10), temos que o autoespago E_img = ker <A + (z 3+ \/5) I)

tem como base:

(

S
I

\

1

()
2
—iv3+ V5
—i (1-5) (V3+V5)

2

\

/

Portanto a Forma Canodnica de Jordan terd 4 blocos de Jordan de dimensao 1, res-

pectivamente, com autovalores A\; = iv/3 — V5, A = —iv/3 =5, A = ivV3++Vb e
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Ao = —iv/3+ /5.
iv3—+5 0 0 0
0 —iv/3 -5 0 0
0 0 ivV3++5 0
0 0 0 —ivV3+ V5

Definamos Wy = vV3+ V5 e Wy = V3 -6 para reduzir os céalculos apresentados

nas matrizes seguintes.
Como encontramos as bases associadas aos autoespacos anteriormente, podemos defi-

nir a matriz de mudanca de base P como:

1 1 1 1
=) ) ) ()
2 2 2 2
P=
iWao —iWa Wy —iWh

()] O] (05 m) (7))

Entao, Z' = JZ tem solugao:

eWer 0 0 fi
g 0 e 0 fi
0 0 &M= 9 fo
0 0 0 e WMo fa
fleiWQm
— M,F = fie .
fzeszc

Ainda, Y = PZ = PMyF, isto é,

1 1 1 1 etWae 0 0 0
=) =) 7 (%) :
0 e~ W2z 0 0
v — 2 2 2 2
iWo —iWs Wy —iW, 0 0 etz 0
(%)) (050)m) (057)m) G(7)m) JU e oo
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Agora,

6iW2m

e de fato,

eiwlw

= €0 (cos (Wyx) 4 isin (Wyix))

€0 (cos (Waz) + isin (Wazx))

cos (Waz)

1++5
2

> cos (Wazx)

—Wi sin (Waz)
~(1+v5)
2

sin (Waz)

cos (Wiz)

1-+5
2

) cos (Wiz)

—Wi sin (Whz)

1-V5
a 2

> Wi sin (Wiz)

2
iWo

2

sin (Waz)
< ! +2\/5> sin (Wax)
+1
Wy cos (Wax)

<1 +2\/5> cos (Wazx)

("

(-

sin (W1 z)

5 > sin (Wiz)

W1 cos (Wiz)

2\/5> Wi cos (Wiz)
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entao, substituindo as colunas relevantes de PM ;. Encontramos:

2

2

cos (Wiz) sin (Wi z) cos (Waz) sin (Wazx) c1
<1 _\/§> cos (Wyz) (1_ ﬁ) sin (W) <1+\/§> cos (Wax) (L\/g) sin (Waz) co
2 2 2 2
v —
—Wj sin (Wi ) Wi cos (Wiz) — Wy sin (Waz) Wy cos (Waz) c3
-(1-v5 - - (1+v5
<g> W1y sin (Wi x) (%) Wy cos (Wix) <Q> Wy sin (Wax) <¥> Wy cos (Wax) cy

cy cos (Wizx) 4 cg sin (Wyix) + c3 cos (Wax) + ¢4 sin (Wax)

2

2

<1 72\/g> c1 cos (Wiz) + (%ﬁ) cg sin (Wiz) + (1 ha \/g> cg cos (Waz) + (1 + \/5> cq sin (Waz)

—c1 Wy sin (Wiz) 4+ caWq cos (Wiz) — egWa sin (Waz) + ¢4 Wa cos (Waz)

1+V5
2

> c1 Wy sin (Wiz) + (1_27\/5> coWy cos (Wizx) — (

- (1 _2\/5 > c3 Wy sin (Wax) + <1+2\/3> caWy cos (Waz)

Agora aplicaremos o problema de valor inicial para encontar a solucao do sistema

0
0
linear Y/ = AY, onde Y (0) = e Entao:
5
0
0 c1 +c3 0
0 <1\/5>61+<1+\/5>61 0
2 2
Y (0) = = = ,
1 1
5 coWi + caWo 3
0 CQW1<1_\/5>+C4W2<1+\/5> 0
2 2
com solucao ¢y = c3 =0, co = W ecy = % M. Substituindo na solucao
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geral, entao temos que o resultado do nosso problema do valor inicial tem como solugao:

<W> sin (W) + (W) sin (Wa)

o <(3 + ﬁW) sin (Whz) + <W> sin (Wax)
(W) Wi cos (Wia) — (W) Wa cos (Waz)
<(_3 + ﬁW) Wi cos (W) — <(5+\/51)0\0/m> Wy cos (Waa)

Sejam

r1(x) = <(\/3— v+ \/3> sin (W) + (

20v/5

20v/5

£a(a) = ((—3 + VB3 + \/5> sin (Wia) (

(5+v5)V3 -5

100

(5+v5)V3 -5

> sin (Wax)

100

> sin (Waz)

as funcoes que representam o deslocamento horizontal de cada andar do prédio no tempo

x.

A tabela abaixo mostra os valores em que x; e x5 se desloca em relagdo ao tempo

0 <z <5 em segundos:

T Ty To
0] 0 0

1| 0,09 | 0,019
2 0 0,101
31 0,066 | 0,01
4| -0,005 | —0,032
5|—0,117 | —0,024

Tabela 1: Deslocamento horizontal dos andares z; e x5 em metros.



82

Observe que inicialmente z; se move para a direita, mas é retardado pelo arrasto de
To, enquanto x, esta inicialmente em repouso, mas acelera, devido a atracao de xq, para
ultrapassar r; em um segundo. Ele continua para a direita, eventualmente puxando x;
até a marca de dois segundos. Nesse ponto, o arrasto de x; diminuiu a velocidade de x5
até parar, depois disso x5 se move para a esquerda, passando o ponto de equilibrio em
3,2 segundos e continua se movendo para a esquerda, arrastando z; junto com ele.

Isso também pode ser observado na Figura (4.2) que representa os gréficos de x; e x9

dos deslocamentos em fungao do tempo.

0.1

0.05

-7 ) -5 -4 -3 -2 -1 0 1

-0.05

Figura 4.2: Gréfico de z1(x) e xo(z).

Fonte: Arquivo Pessoal. Grafico plotado no Geogebra.

Conclusao

A relevancia dessa monografia situa-se na reformulacao de resultados encontradas na lite-
ratura, mas escritos de uma forma mais didatica. Os resultados aqui apresentados abrem
uma gama de possibilidades para o desenvolvimento de trabalhos futuros. Uma delas
¢ desenvolver um algoritmo computacional que resolva um sistema linear de Equacoes
Diferenciais Ordinérias apresentados no Capitulo 3 (Aplicagoes em Sistemas de Equagoes
Diferenciais), utilizando linguagem de programacao Matematica. A outra é aprofundar
os estudos em outros tipos de problemas de modelagem Mateméatica, como por exemplo,
aplicar uma modelagem Matematica em problemas relacionados com misturas de liquidos

em reservatérios, circuitos elétricos, mas também em qualquer outro tipo de problema
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relacionado ao nosso cotidiano, tendo em vista que, neste trabalho foram feitas tentativas
de resolver esses tipos de problemas (reservatério de misturas e circuitos elétricos), mas
nao conseguiu-se alcancar o resultado esperado, portanto deixa-se em aberto os proble-
mas para futuras pesquisas. Por fim, ressaltamos que o método do Capitulo 3, utilizado
para resolver o problema de desabamento do prédio foi resolvido com éxito. Ao aplicar
uma abordagem diferente da convencional, usando a Forma Canonica de Jordan, chega-
se na solugao do problema de valor inicial (P.V.1.). Isto significa que neste trabalho a
solucao de um sistema homogéneo com coeficientes contantes relacionado a um problema

de modelagem Matematica nos ntimeros complexos foi obtida de maneira inédita.
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