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Resumo

O emaranhamento é uma correlagdo puramente quantica capaz de permitir a realiza-
¢do de protocolos de informacao tais como teletransporte quantico e criptografia quantica,
e € um dos requisitos nas implementa¢des de um computador quantico, o que torna a busca
por estados emaranhados um fato de interesse pratico. Nessa dissertacdo, busca-se apresen-
tar a geragdo dindmica de estados da classe GHZ de alta fidelidade em sistemas de /N qubits
de carga, que interagem via interacdo coulombiana e formados pela composi¢do de pares
de pontos quanticos nanoestruturados. Utilizando-se de condic¢des especificas, concernen-
tes a parametros no Hamiltoniano e condi¢do inicial para a dindmica, nota-se que o sistema
pode se comportar aproximadamente como uma oscilacao de dois niveis, contendo estados
presentes na definicdo do GHZ. Propde-se também um modelo efetivo, capaz de captar a es-
séncia da dinamica completa e fornecer estimativas para importantes quantidades do sistema,
principalmente seu periodo de oscilacdo, i.e., a escala temporal em que a dinAmica ocorre.

Por fim, avalia-se a viabilidade experimental dos resultados aqui obtidos.

Palavras-chave: emaranhamento, classe GHZ, sistemas multipartidos, pontos quanticos,

qubits de carga, informacdo quantica.



Abstract

Entanglement is at the heart of Quantum Mechanics, being a purely quantum correla-
tion, with no analogous in Classical Mechanics. It is a resource that allows for the realization
of protocols such as Quantum Teleportation and Quantum Cryptography, and a requirement
for all implementations of a quantum computer. Thus, the search for entangled states is a
matter of practical interest. In this dissertation, we present the dynamic generation of high
fidelity GHZ class states in a system of NV (up to 10) charged qubits, the latter interacting via
a Coulomb-like interaction. Each qubit is to be considered a pair of quantum dots coupled by
a tunneling parameter, sharing one extra electron. By utilizing specific conditions, regarding
to parameters in the Hamiltonian and initial condition, we note the system to behave approx-
imately as a two level one, containing states present in the GHZ definition. We also propose
an effective model, which is capable of capture the dynamic’s complete essence and to pro-
vide estimations for some of the system’s important quantities, mainly the oscillation period,
i.e., the time scale in which the dynamics takes place. We also analyse the experimental

feasibility of the results here obtained.

Key-words: entanglement, GHZ class, N qubits systems, quantum dots, quantum informa-

tion.
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(a) Representacdo esquemdtica de uma heteroestrutura AlGaAs/GaAs cres-
cida na direcdo z, sendo L a espessura da camada intermedidria. (b) Repre-
sentagdo do perfil energético das bandas de condugao e valéncia, em que AF,
e AF, sdo a diferenca de energia das bandas de condugdo e de valéncia dos
materiais e E aAs(AlGaAs) ¢ o energia do gap do material GaAs (AlGaAs). (c)

Potencial efetivo na banda de condu¢do do GaAs, existente em decorréncia

dadiferencade energia AFE,.. . . . . . . . .. ...

(a) Imagem, feita por microscopia eletronica, da amostra utilizada no traba-
lho de Hayashi. Os eletrodos Vg, V.., e assim por diante, sdo tensionados
de modo que os pontos quanticos L e R (da esquerda e direita, respectiva-
mente) sejam definidos no gds bidimensional de elétrons da heteroestrutura
AlGaAs/GaAs, por entre os reservatorios S e D (de fonte e dreno, respec-
tivamente). O valor da tensdo desses eletrodos também tem a fungdo de
controlar os parametros envolvidos no Hamiltoniano do sistema. (b) Regime
de inicializacdo do sistema, em que a diferenga de potencial entre a fonte e o
dreno, Vy,, estd ligada. ', e I'p sdo os acoplamentos entre fonte e ponto da
esquerda e dreno e ponto da direita, respectivamente. (c) Regime de mani-
pulacdo do par de pontos quanticos, em que a diferenca de potencial Vs estd
desligada, o que provoca um bloqueio de Coulomb. Elétrons no reservatério
de fonte ndo tem energia para vencer a repulsao de Coulomb dos elétrons nos
pontos, ao passo em que os elétrons dos pontos ndo tem energia suficiente
para tunelar para os reservatorios. Nesse caso, o acoplamento dominante é o

tunelamento entre 0s dois pontos. . . . . . . .. ...l
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2.3 (a) Representacdo do sistema de trés qubits de carga: seis pontos quinti-

3.1

cos (circulo azul escuro) sdo acoplados aos pares (elipse azul clara), cada par

constituindo uma molécula quantica. Os tunelamentos permitidos (Vi2, Vay, ...

sdo representados por linhas s6lidas azul escuro. O acoplamento do tipo Cou-
lomb (Uis, Uy, ...) se da por entre elétrons pertencentes a pontos quanticos
de diferentes moléculas e s@o indicados pelas linhas pontilhadas vermelhas
ou linhas tracejadas cinza. (b) Representacdo energética da i-ésima molécula
quantica. Consegue-se nesse caso tornar explicitos os niveis eletronicos E;
e F; .1, onde 2¢; é a desintonia, e [';, (I'g) € o acoplamento a fonte (dreno)
de cargas. Na figura estd representado o sistema no regime de bloqueio de

Coulomb. . . . . . .

Dindmica em um conjunto de trés moléculas quanticas acopladas como fun-

QOGHZy
h

p(0) = ]000)X000| e os parametros fisicos e; = 0, J = 25ueV e A = J/8 no

cdo do parametro adimensional

, considerando-se a condicao inicial

Hamiltoniano, eq. (2.38). Painel (a) apresenta as popula¢des Pyoo(t) (circulo
preto preenchido) e P;11(¢) (circulo marrom ndo preenchido), em conjunto
com a evolucdo dessas duas quantidades considerando-se um modelo efe-
tivo de dois niveis (veja a segdo sobre o modelo efetivo): Pyoe(t) (linha
solida marrom) e Py (t) (linha tracejada cinza). O painel (b) apresenta
a evolucdo de 73 (quadrado preto preenchido) e as fidelidades gz (tri-
angulo marrom preenchido) e #¢pz, (cruz marrom). As duas Gltimas sdo
calculados utilizando-se da eq. (2.30), com os estados target definidos por
prarget = |Vanz(ZE) X Vanz(ZE)| € prarget = |Yenz(Z) X Yanz(3)|, res-
pectivamente. A linha vertical ponto-tracejada azul evidencia o tempo de

formacdo do primeiro estado GHZ, correspondendo at ~ 10.6ns.. . . . . .

46



32

33

34

Geragdo dindmica de estados GHZ para A = J/6. A descrigdo é andloga ao
caso encontrado na figura 3.1 e, portanto, sdo utilizadas as mesmas quanti-
dades. Aqui, a linha ponto-tracejada azul apresenta o tempo de formacao do

primeiro GHZ, correspondendo a tgl){Z ~446ns. ...

Dinamica do sistema em func¢do do parametro adimensional %, considerando-

se a condi¢@o inicial p(0) = |010)010

, €, para os parametros no Hamiltoni-
ano, ¢; = 0, J = 25ueV, e dois valores de taxa de tunelamento: A = .J/8
nos painéis (a) e (b), e A = J/6 nos painéis (c) e (d). Painel (a): popula-
¢oes Pyio(t) (circulo preto preenchido), Pygi(t) (circulo marrom ndo preen-
chido), além das populacdes obtidas partindo-se do modelo efetivo de dois
niveis, sendo essas Pyioe(t) (linha sélida marrom) e Pyg1 o (¢) (linha tra-
cejada cinza).Painel (b): evolucdo do quantificador 73 (quadrado preto pre-
enchido) e as fidelidades .Fprp_ (tridngulo marrom preenchido) e Fprip,
(cruz marrom). As fidelidades sdo calculadas utilizando-se a eq. (2.30) para
os estados farget |Uprip(—3)) e |VpLip(5)), respectivamente. A linha ver-
tical azul ponto-tracedada apresenta o tempo de formacdo do primeiro estado
FLIP, de valor ¢ ;p ~ 10.6ns. Os paineis (c) e (d) correspondem ao caso
A = J/6 e seguem as mesmas convengdes apresentadas. Nesse caso, a linha

vertical azul ponto-tracejada marca o tempo % ;p ~ 4.46ns. . . . . . . ..

Dindmica das populagdes Pyyo(t) (circulo preto preenchido) e Pyiq(t) (cir-
culo marrom nao preenchido), tal como a fidelidade .-#qyz_ (tridngulo mar-
rom) considerando a acdo do dephasing para ¢; = 0, J = 25ueV, A =
J/6, e a condigdo inicial p(0) = ]000) (000| com (a) Ygepn = 1072 GHz;
(b)Ydeph = 10! GHz, e (¢) Ydeph = 1 GHz. A linha ponto-tracejada azul
destaca o tempo de formacgao do primeiro estado GHZ, correspondendo a

Gz R AABDS. . L
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59

76



3.5

3.6

Dinamica em um conjunto de duas moléculas quanticas acopladas como fun-

QBELLt

¢30 do pardmetro adimensional *—

, considerando-se a condicdo inicial
p(0) = ]00)00]| e os pardmetros fisicos &; = 0, J = 25ueV e A = J/8
no Hamiltoniano, eq. (3.74). Apresentam-se as populagdes Py(t) (circulo
preto preenchido) e Py (t) (circulo marrom ndo preenchido), em conjunto
com a evolucdo dessas duas quantidades considerando-se um modelo efe-
tivo de dois niveis, quais sejam, Py (f) (linha sélida marrom) e Py o (t)
(linha tracejada cinza), assim como a fidelidade .% 7 (tridngulo marrom
preenchido). A ultima quantidade € calculada utilizando-se a eq. (2.30), com
o estado farget definido por piarget = |YeeLL(—7/2)XVeeLL(—7/2)|, em
que |Vpprr(—m/2)) = %(|00> — 7]11)). A curva de fidelidade efetiva,

Foii(t) (linha ponto-tracejada preta) é produzida utilizando-se a eq. (3.102).

Dindmica em um conjunto de duas moléculas quanticas acopladas como fun-

()BELLy
h

cdo do parametro adimensional , considerando-se a condicao inicial
p(0) = ]00)00] e os pardmetros fisicos ¢, = 0, J = 25ueV e A = J/6
no Hamiltoniano, eq. (3.74). Apresentam-se as populagdes Py(t) (circulo
preto preenchido) e Py (t) (circulo marrom néo preenchido), em conjunto
com a evolucdo dessas duas quantidades considerando-se um modelo efe-
tivo de dois niveis, quais sejam, Py (f) (linha sélida marrom) e Py e (t)
(linha tracejada cinza), assim como a fidelidade %5~ _ (tridngulo marrom
preenchido). A tltima quantidade € calculada utilizando-se a eq. (2.30), com
o estado farget definido por piarget = |YBeLL(—7/2)X¥eeLL(—7/2)|, em

que [Yppr(—m/2)) = \%(!0@ — ¢ |11)). A curva de fidelidade efetiva,

Z.(t) (linha ponto-tracejada preta) € produzida utilizando-se a eq. (3.102).
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3.7 Dinamica em um conjunto de duas moléculas quanticas acopladas como fun-

QBELLt

¢30 do pardmetro adimensional *—

, considerando-se a condicdo inicial
p(0) = ]00)00]| e os pardmetros fisicos &; = 0, J = 25ueV e A = J/4
no Hamiltoniano, eq. (3.74). Apresentam-se as populagdes FPyo(t) (circulo
preto preenchido) e Py (t) (circulo marrom néo preenchido), em conjunto
com a evolucdo dessas duas quantidades considerando-se um modelo efe-
tivo de dois niveis, quais sejam, Py (f) (linha sélida marrom) e Py e (t)
(linha tracejada cinza), assim como a fidelidade .%p» (tridngulo marrom
preenchido). A ultima quantidade € calculada utilizando-se a eq. (2.30), com
o estado rarget definido por piarget = |YurLL(—7/2)X¥peLL(—7/2)|, em
que |YpprL(—7/2)) = %(|OO) — 7]11)). A curva de fidelidade efetiva,

Z.1(t) (linha ponto-tracejada preta) é produzida utilizando-se a eq. (3.102). 87

3.8 Dinamica em um conjunto de dez moléculas quanticas acopladas como fun-

GHZ
Q7 “t
h

cdo do parametro adimensional , considerando-se a condic¢do inicial
p(0) = [0)2'%(0|*" e os pardmetros fisicos &; = 0, J = 25ueV e A = J/8
no Hamiltoniano, eq. (3.134). Apresentam-se as populacoes P|0>®1o (t) (cir-
culo preto preenchido) e F;ys10 (t) (circulo marrom ndo preenchido), em
conjunto com a evolugdo dessas duas quantidades considerando-se um mo-
delo efetivo de dois niveis, quais sejam, P|O>®1o7eﬁ(t) (linha sélida marrom) e
Bye0 q(t) (linha tracejada cinza), assim como a fidelidade Fcnz_ (trin-

gulo marrom preenchido). A ultima quantidade € calculada utilizando-se a

eq. (2.30), com o estado target definido por prarger = |Yarz,o(—7/2)X Y arz,,(—7/2)],
em que |Yguz,,(—7/2)) = \/L§(|0)®10 —i]1)®'%). A curva de fidelidade

efetiva, .Z.¢(t) (linha ponto-tracejada preta) é produzida utilizando-se a eq.

(B.179). . . 107



5.1

Dindmica em um conjunto de quatro moléculas quanticas acopladas como

O

fung@o do parametro adimensional —-

, considerando-se a condic¢ao inicial
p(0) = |0000%0000| e os pardmetros fisicos ¢; = 0, J = 25ueV e A = J/8
no Hamiltoniano, eq. (5.1). Apresentam-se as populagdes Pyooo(t) (circulo
preto preenchido) e Pj;11(t) (circulo marrom ndo preenchido), em conjunto
com a evolucdo dessas duas quantidades considerando-se um modelo efetivo
de dois niveis, quais sejam, Pyoooer(t) (linha sélida marrom) e Pyy11 o (f)
(linha tracejada cinza), assim como a fidelidade .#¢pz_ (tridngulo marrom
preenchido). A ultima quantidade € calculada utilizando-se a eq. (2.30), com
o estado farget definido por piareet = |VYenz, (—7/2)Venz, (—7/2)|, em
que |Veuz, (—7/2)) = \/Li(|0000) —i|1111)). A fidelidade efetiva Fog(t)

(linha preta ponto-tracejada € plotada utilizando-se aeq. (5.23). . . . . . ..
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Capitulo 1

Introducao

N3ao h4 teoria fisica mais excéntrica e desafiadora do que a Mecanica Quantica (MQ).
E, na MQ, ndo ha fenomenologia mais peculiar do que aquela relacionada ao Emaranha-
mento. Na literatura da fisica, a primeira menc¢ao a esse fenomeno se deve aos fisicos Eins-
tein, Podolsky e Rosen, em seu artigo seminal de 1935 [1]. O trabalho tinha como fim
demonstrar a incompleteza da MQ como uma boa descri¢do para a realidade fisica e, para
tanto, utilizava-se de um estado emaranhado. Evidentemente, a época, ndo se tinha uma
descricdo precisa do que seria um estado desse tipo, tampouco mencionaram no trabalho
o termo emaranhamento. Nesse sentido, apenas notaram que o dito estado produzia estra-
nhos resultados concernentes as medi¢des de observaveis incompativeis realizadas em locais
distantes espacialmente. Da constatacdo de que observaveis incompativeis ndo tem valores
fornecidos pela MQ, deduzem duas alternativas excludentes: (1) a MQ estd incompleta ou
(2) de fato observdveis incompativeis ndo possuem realidade fisica simultanea. Assumem,
entdo, a negacao de (1) e, utilizando-se de um estado emaranhado e um conjunto de medidas
realizados sobre uma das partes do sistema (que podem estar, em principio, tdo separados
quanto se queira fazer), concluem que (2) também € falsa. Portanto, (1) deve ser tomada
verdadeira. O erro no argumento do artigo estd em assumir que, quando considerado um
estado emaranhado, medidas realizadas sobre parte de um sistema nao podem influenciar na
outra parcela instantaneamente (de fato € natural assumir tal hipotese, ainda mais se tratando

do criador da teoria da relatividade; apesar de uma aparente violacdo da dltima, o colapso
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instantaneo da funcdo de onda global ndo implica em uma possibilidade de transmissao de
informacdo de forma superluminal). Uma formulacdo do paradoxo EPR mais simples e
proxima da linguagem hoje utilizada na Informacao Quantica € proposta por Bohm [2]. O
termo emaranhamento, propriamente dito, é cunhado por Schrédinger poucos meses apds a
publicagdo do artigo de Einstein et. al [3, 4]. Nele, Schrodinger analisa o status quo da MQ,
apresenta o seu famoso Gedanken Experiment denominado Gato de Schrodinger e, principal-
mente, faz constatacdes sobre o emaranhamento em estados. Ao enunciar que, nesses casos,
o melhor conhecimento do todo supera o melhor conhecimento das partes, ha um primeiro
passo na direcdo de uma defini¢do precisa do que seja um estado emaranhado. De fato, no
caso puro, um estado emaranhado € aquele em que se tem um vetor estado descrevendo o
sistema composto, mas, contraintuitivamente, nao se consegue associar um vetor estado para
as componentes desse todo.

A proxima grande contribui¢io na histéria do emaranhamento ocorre em 1964, e é
produzida por John Bell [5]. Esse artigo € também seminal, posto que nele € introduzida uma
primeira desigualdade, denominada atualmente como Desigualdade de Bell. Nesse trabalho
o autor assume como verdade a incompleteza da MQ (como discorrido no artigo de Eins-
tein), introduz formalmente a nocao de varidveis ocultas (o que tornaria a teoria completa)
e, enfim, deriva uma desigualdade contendo correlacdes entre medidas realizadas em locais
separados espacialmente. O ponto central é: todo modelo para a MQ, respeitando as hipo-
teses utilizadas por Bell (realismo, localidade e livre-arbitrio), deveria produzir resultados
estatisticos que ndo violam a desigualdade deduzida. Nesse mesmo artigo, Bell utiliza um
estado emaranhado para demonstrar que a desigualdade € violada nesse caso. Nesse sentido,
a conclusdo tedrica é que o resultado estatistico das correlacdes produzidas por estados ema-
ranhados (ao menos para os estados de Bell) ndo podem ser reproduzidos por uma teoria de
varidveis ocultas locais - um modelo cldssico da natureza [6]. E curioso notar que, assim
como no artigo EPR, o emaranhamento nao € o ponto central da argumentacio e, ainda as-
sim, acaba por se sobressair como consequéncia de sua estranha fenomenologia associada.
E de grande importancia destacar que a grande juiza para determinagio sobre a violagdo ou

ndo das desigualdades de Bell € a natureza. O primeiro teste experimental sobre violagdo das
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desigualdades é devido a Aspect et. al. [7, 8]. E considerado que tais experimentos sofrem de
loopholes, com origem nos aparatos experimentais. Recentemente, pesquisadores afirmam
ter obtido uma violacdo loophole-free [9, 10, 11, 12, 13, 14]. Usualmente, hd uma busca por
violag¢des de outras desigualdades do tipo Bell, por exemplo, as desigualdades CHSH [15].
Para uma revisdo de literatura completa sobre as desigualdades de Bell, veja [16].

Em meados da década de 1980, os campos da Informacdo e Computacao Quantica sdo
oficialmente fundados, com a proposi¢ao de um primeiro protocolo de criptografia quantica
e a consideracdo da capacidade computacional de um computador quantico [17, 18, 19]. Na
década seguinte surgem diversos dos chamados protocolos da informacdo qudntica: um novo
protocolo de criptografia quantica utilizando-se do teorema de Bell [20], codificac@o quantica
densa [21], teletransporte quantico de um estado de dois niveis via pares EPR e comunicacao
classica [22] e, por fim, teletransporte quantico de um par EPR (também conhecido como
entanglement swapping) [23], sdo alguns exemplos. Note que o emaranhamento € o fator
capaz de permitir a propria existéncia desses protocolos e, por conseguinte, torna-se essencial
colocd-lo em bases formais. Com isso, toda e qualquer andlise qualitativa e, por vezes,
filosofica desse fendmeno € abandonada em prol de algo que se transforma em um recurso,
tao real e manipuldvel quanto energia (para uma revisao de literatura sobre a histéria do
emaranhamento, veja a introdugdo do artigo [6]; para se convencer de que o emaranhamento
estd presente no laboratério, veja alguma das implementagdes do teletransporte quantico em
variados contextos experimentais [24, 25, 26]).

Os primeiros resultados matematicos concernentes a teoria do emaranhamento referem-
se a sistemas bipartidos (i.e., compostos de duas partes), cuja dimensdo de cada uma das par-
tes € finita. O problema da caracterizacdo do emaranhamento em sistemas bipartidos puros
€ resolvido pela Decomposicdo de Schmidt. Com efeito, um estado € dito separavel se, e so-
mente se, seu rank de Schmidt € 1 [27]. Do contrario, o estado estd emaranhado. Para estados
mistos, o problema da caracterizagdo do emaranhamento s6 tem solu¢@o para baixas dimen-
sionalidades. A defini¢cdo de um estado emaranhado no caso misto foi proposta por Wer-
ner [28] (Na realidade Werner introduziu a definicdo do que ndo € um estado emaranhado,

denominando-o estado separavel. Nesse caso o estado pode ser produzido utilizando-se ape-
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nas recursos cldssicos e argumentou que um estado emaranhado nunca poderia ser escrito
dessa forma. Um estado separdvel deve ser compreendido como uma combinag¢do convexa
de estados compostos em que se consegue associar um estado bem definido para cada um
dos subsistemas). Apesar de conceitualmente simples, dado um estado quantico, decidir
sob julgamento de tal defini¢do € um problema de grande complexidade. Por consequéncia,
criam-se os chamados critérios de separabilidade, esses funcionando como segue: dado um
estado, aplica-se o critério e obtem-se uma das trés respostas: estado emaranhado, estado nao
emaranhado ou inconclusivo. O teste mais poderoso (i.e., capaz de detectar, em comparagao
aos demais critérios, o maior nimero de estados como emaranhado) é o chamado critério de
Peres-Horodecki [29]. Peres observou como sempre um estado separdvel mantem-se positivo
definido sob aplicacdo do mapa de transposi¢do parcial. Portanto, um estado que torna-se nao
positivo definido sob esse mapa ndo pode ser separdvel (e portanto, deve ser emaranhado).
Foi demonstrado, pouco depois, que esse critério € necessario e suficiente quando as dimen-
soes sdo 2 X 2 e 2 x 3, mas apenas necessdrio em dimensdes maiores (i.e., existem estados
emaranhados que s@o positivos por transposicdo parcial) [30]. Para além da capacidade de
caracterizacdo de um estado como separdavel ou emaranhado, € de bastante interesse avaliar
a quantidade de emaranhamento contido em um dado estado (€ natural de se esperar que nao
somente existam estados separdveis e estados maximamente emaranhados, tais como os es-
tados de Bell, mas sim um espectro de estados, por entre esses dois limites, contendo menos
desse recurso para a implementacdo em protocolos). Essa tarefa fica a cargo dos quantifica-
dores de emaranhamento. Expressdes analiticas dessa ferramenta sdo bastante escassas na
literatura da fisica, destacando-se a Concorréncia, introduzida por Wooters e aqui utilizada
de maneira indireta (veja a se¢do sobre quantificadores) [31].

Quando o numero de partes do sistema € maior do que 2, o sistema € dito multi-
partido. Posto que mesmo a caracteriza¢cdo do emaranhamento em sistemas bipartidos é um
problema em aberto, € de se esperar que os resultados em sistemas multipartidos sejam ainda
mais escassos. As dificuldades sdo diversas: a dicotomia separabilidade - emaranhamento
ndo faz tanto sentido, pois pode ser que partes do sistema estejam emaranhadas e outras

ndo (portanto os critérios de separabilidade precisam ser repensados); garantindo-se a com-
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pleta inseparabilidade de todas as partes do sistema, verifica-se que surgem tipos distintos
de emaranhamento [32]; a complexidade e tamanho do espaco de Hilbert composto. Feliz-
mente, do ponto de vista empirico e tedrico, existe uma ferramenta capaz de contornar essas
dificuldades e, minimamente, providenciar caminhos para o avango tedrico-experimental da
area. Tal ferramenta é chamada de Testemunha de Emaranhamento, sendo introduzida por
Terhal [33]. Ao contrdrio do que foi discorrido até esse ponto, uma testemunha de ema-
ranhamento, como o nome sugere, detecta emaranhamento (ao contrdrio de um critério de
separabilidade)[6, 27, 34, 35, 36].

Evidéncias sugerem que um computador quantico possui uma capacidade computaci-
onal superior (em alguns casos) aos computadores cldssicos, da atual geracao. Um exemplo
disso € o algoritmo de Shor para a fatorizacdo de inteiros [37]. Esse problema pertence a uma
classe de problemas praticamente insoltiveis com a utiliza¢do de computadores cldssicos, ao
passo em que o algoritmo quantico de Shor fornece uma solucdo em tempo polinomial. O
bloco basico de processamento em um computador quantico € o chamado bit quéntico. Esse
pode ser considerado como qualquer sistema quantico de dois niveis e, portanto, existem
intimeras possiveis implementacdes de um computador quantico, tais como: ions frios apri-
sionados [38], espectroscopia de ressonancia magnética eletronica e nuclear [39, 40], dispo-
sitivos supercondutores [41] e pontos quanticos [42]. Independente da arquitetura e tipo de
implementagdo, existem requerimentos para que seja factivel, quais sejam, (1) escalabilidade
do sistema fisico com qubits bem definidos, (2) facilidade de inicializa¢do do sistema, (3)
tempo de descoeréncia muito mais longo do que o tempo de computacdo (leia-se, tempo de
atuacdo dos unitdrios nos qubits), (4) um conjunto universal de portas 16gicas quanticas (ope-
radores unitdrios que atuam no sistema e produzem uma dada computacgdo) e, por fim, (5) a
possibilidade de leitura do sistema (ap6s uma computagdo) [43]. Nesse sentido, pontos quan-
ticos semicondutores nanoestruturados t€ém-se mostrado promissores candidatos. Em 2003,
Hayashi et. al. demonstraram a oscilagdo coerente de um qubit formado por dois pontos
quanticos carregados compartilhando um elétron, conjunto denominado molécula quéntica
[44]. Alguns anos depois, em 2009, Fujisawa et. al. estudaram um sistema de duas molé-

culas quanticas acopladas, tendo sucesso na geracao de portas logicas (CROT, SWAP, FLIP)
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em um regime particular de parametros. O proprio artigo de 2003 € suficiente para satisfazer
parte de (1) (qubits bem definidos), (2), visto que € apresentado um procedimento de inicia-
lizagdo do sistema por meio de pulsos de voltagem e (5), em que as leituras do sistema sdo
feitas por métodos de transporte (corrente). No artigo de 2009, o critério (4) € satisfeito e
percebe-se a possibilidade de escalabilidade. Até a presente data, ndo se tem relato de um
sistema desse tipo com nimero de qubits maior do que 2.

Trabalhos desenvolvidos no Instituto de Fisica (INFIS) da Universidade Federal de
Uberlandia contribuiram de maneira importante para o estudo da geragdo dinamica de esta-
dos emaranhados nesse contexto de qubits de carga. Com efeito, Oliveira e Sanz desenvolve-
ram um estudo sistematico sobre as propriedades do emaranhamento desse sistema, demons-
trando como a base de estados de Bell esté relacionada com os autoestados do Hamiltoniano
desse sistema. Em particular, demonstraram que estados maximamente emaranhados (es-
tados de Bell) podem ser dinamicamente obtidos pela manipulacdo dos parametros fisicos
relacionados a taxa de tunelamento, dessintonias e interagdo de Coulomb [45]. Também,
Souza e Sanz desenvolveram uma equac@o mestra para descrever sistemas abertos de mo-
léculas quanticas acopladas, fora do equilibrio [46]. Por fim, mais recentemente, Souza,
Oliveira e Sanz demonstraram como o acoplamento dos elétrons (nos qubits) com modos
vibracionais da rede podem produzir estados de Bell [47].

Este trabalho é uma sequéncia direta do Trabalho de Conclusdo de Curso desenvol-
vido pelo estudante. Nele, buscou-se dar continuidade ao que foi desenvolvido por Oliveira
em 2015, i.e., buscar a geragdo dinamica de estados maximamente emaranhados em um sis-
tema de trés qubits de carga (tr€s moléculas quanticas acopladas), interagentes via intera¢ao
de Coulomb. De maneira resumida, concluiu-se positivamente nesse sentido, de sorte que foi
encontrado um regime de pardmetros para o qual o Hamiltoniano evolui o sistema a estados
do tipo GHZ de alta fidelidade. Adicionalmente, descobriu-se que dependendo da condicdo
inicial do operador densidade, o tipo de estado GHZ obtido se altera [48]. Tais resultados fo-
ram obtidos por meio de simulacdes numéricas e ndo possuiam justificativas tedricas. Ainda,
ndo se apresentou uma escala temporal de obtencdo dos estados GHZ (i.e., a escala tempo-

ral da dindmica era desconhecida). Tais justificativas foram exploradas durante a realizagdo
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desta dissertacdo de mestrado. Os resultados demonstram que, por um lado, a geracdo de
estados altamente emaranhados de /V qubits nesse contexto é possivel, sob certas condicdes.
Por outro, a escala temporal de obten¢do desses estados parece ser muito maior do que a
escala de atuagdo do principal mecanismo de descoeréncia, tornando, portanto, a realizacao
de um computador quantico nessa implementacao um desafio do ponto de vista experimental
(ndo satisfacdo do critério (3)).

O objetivo deste trabalho é apresentar a geracdo dindmica de estados GHZ de alta
fidelidade em um sistema de N qubits de carga e, com um modelo efetivo (que também pode
ser generalizado), caracterizar de forma aproximada tal dindmica de muitos corpos em uma
linguagem compativel com a Informag¢do Quantica. O trabalho estd organizado como segue:
no capitulo 2, apresenta-se o formalismo da MQ necessdrio para a descri¢do do sistema de
interesse, sua dindmica e extracdo de informacdo. Também, algumas no¢des bdsicas sobre
o emaranhamento, sua defini¢do formal e a ideia de tipos de emaranhamento que surge em
sistemas multipartidos (também, apresenta-se a defini¢do do que € um estado pertencente a
classe GHZ). Além de uma descri¢do mais precisa do sistema de qubits de carga. No capitulo
3, apresentam-se os resultados originais do trabalho. No capitulo 4, apresentam-se algumas
consideragdes finais. Foi também incluido um apéndice contendo o caso dindmico N = 4

qubits e uma pequena digressao sobre a operacdo de trago parcial.
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Capitulo 2

Conceitos fundamentais

Apresenta-se nesse capitulo um breve resumo concernente ao formalismo quéntico a
ser utilizado no estudo do emaranhamento, de maneira geral, e a determinagdo da dinamica
do sistema de interesse e célculo de propriedades fisicas desse sistema, de maneira mais
particular. Inicia-se por uma exposicdo dos postulados da Mecanica Quantica no contexto
de vetores estados, como comumente encontrado em variados livros didéticos, e depois se
apresenta o conceito de operador densidade (ou mesmo matriz densidade) e uma formulagao
postulatoria equivalente para tal operador. Duas ressalvas devem ser feitas nesse ponto, quais
sejam, ndo hd a inten¢do de completeza na apresentacdo dos conceitos relacionados a Me-
canica Quantica (i.e., demonstracdes e a maciga parcela de fenomenologia associada a esta
teoria ndo serdao aqui exploradas) e sdo considerados apenas espacos vetoriais complexos de
dimensao finita. Também, busca-se apresentar as no¢des basicas da teoria do emaranhamento
de modo a possibilitar uma caracterizagdo do fendmeno homo6nimo no contexto dos estados
puros, sendo isso suficiente para a completa caracterizagao dos estados maximamente ema-
ranhados obtidos dinamicamente no sistema de interesse. Adicionalmente, apresenta-se a
classificacdo dos estados puros em um sistema de trés qubits via classes de equivaléncia por
SLOCC (traduzindo do inglés, operacdes locais e comunicacdo cldssica estocdsticas) e al-
guns bons quantificadores do emaranhamento presente nos estados de interesse, assim como
uma medida muito util de distancia de operadores - Fidelidade. Por fim, apresentam-se no-

¢oes relacionadas ao sistema de interesse e, principalmente, o mapeamento de férmions para
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qubits do Hamiltoniano desse sistema.

2.1 Postulados fundamentais da Mecanica Quantica

2.1.1 O formalismo do Vetor Estado

Toda a fenomenologia associada a Mecanica Quantica (MQ) pode ser reproduzida
a partir de seis postulados fundamentais [49]. Em sintese, a cada sistema fisico associa-se
um espaco de Hilbert 7 (espaco vetorial complexo, munido de um produto interno bem
definido, denotado espaco de estado) e o representante do estado deste sistema é um vetor
estado |1 (t)) € . Naturalmente, toda sorte de informagdo contida no sistema pode ser
extraida a partir desse vetor estado. A todo elemento fisico efetivamente mensurdvel pode-
se associar um operador hermitiano .27 atuando em .77, recebendo o nome de Observdvel.
O tnico resultado possivel da medida de um observavel ./ corresponde a um elemento de
seu espectro, {a;}. Em particular, a probabilidade de obter-se o autovalor a,, é expressa
por Z(a,) = >.9", [{al]9p(t))]?, em que g, € o grau de degenerescéncia de a, e {|a’)}
(i =1, ..., g,) € um conjunto ortonormal de vetores caracterizando uma base no subespacgo &,
associado ao autovalor a,, do observavel .o7. A dita probabilidade corresponde ao coeficiente
de expansao do vetor estado na representacido dos autoestados do dito observavel e é obtida
pela aplicagdo de uma das representagdes do operador identidade, qual seja, [ = > P, =
>, 309 Jak) (al| neste vetor estado. Supondo-se que o autovalor a,, seja obtido apés a
medida do observavel .7, entdo o vetor estado representante do sistema, imediatamente apos

a medida, deve ser um vetor normalizado do respectivo subespaco &;, dado por )

(| Pnl®)
Em um contexto em que ndo sdo realizadas medidas, a dinamica do sistema ocorre de

forma suave (sem colapsos do vetor estado) e é governada pela equacdo de Schrodinger:

. d
the, [0(t)) = H{@) [¥(1)), 2.1)

onde H(t) é o operador Hamiltoniano, associado a energia do sistema e obtido pela quan-

tizacdo do Hamiltoniano cldssico, quando possivel, ou a introdu¢do de Hamiltonianos sem
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andlogos classicos (e.g., spin). Na condicdo em que H € independente do tempo, a evolugio

—iHt

do vetor estado tem a forma [¢(t)) = e~ = [1)(0)).

Em muitas situacdes empiricamente realizaveis ocorre de ndo se conseguir atribuir
um vetor estado como representante do estado do sistema. Tal acontecimento ndo tem rela-
¢do com a fenomenologia quantica, sendo com uma ignordncia cldssica do experimentador
em relacdo ao sistema (Como consequéncia desse comentério, escolheu-se utilizar, implici-
tamente, estados mistos provenientes de misturas proprias de estados puros para introduzir
o proprio conceito de operador densidade. Entretanto, existem também estados mistos de-
nominados misturas impréprias. Nesse caso, naturalmente, ndo se consegue atribuir um ve-
tor estado para representar o sistema e, similarmente, uma combinagdo convexa de estados
puros, como ocorre em uma mistura prépria). Desenvolveu-se, nesse sentido, um forma-
lismo mais geral capaz de, mesmo ndo atribuindo um vetor estado ao sistema, definir uma
quantidade da qual, assim como para os vetores estados, consegue-se extrair toda sorte de

informacdo do sistema.

2.1.2 O formalismo do Operador Densidade

De modo geral, um sistema quantico pode ser considerado puro ou misto. No pri-
meiro caso, é sempre possivel associar ao sistema um vetor estado, digamos |1 (t)), enquanto
no segundo deve-se proceder como segue. Seja um espago de Hilbert .7, com uma base as-
sociada {|a,)} e seja um conjunto de vetores estados {|11), [12), ..., |¥i), ..., |¥s)}. A
cada |1);), associa-se uma probabilidade cldssica p; > 0, de sorte que se tem um conjunto de
probabilidades {p1, p2, ..., pi, ..., s}, satisfazendo zs: p; = 1. Entdo, diz-se que o sistema

i=1
possui a probabilidade p; de ocupar a configuracio referente ao vetor estado ;). Nesse
caso, ndo hd um vetor estado genérico [1(t)) em que se pode representar completamente o
sistema, conhece-se apenas um conjunto de configuracdes acessiveis, tdo provaveis quanto
0 seu peso probabilistico permite. Esse cendrio € frequente na natureza, sendo uma con-

sequéncia de nossa ignorancia sobre o estado ocupado pelo sistema (exemplos diversos siao

polarizacdo de um f6ton emitido por uma fonte de luz natural, e spin dos elétrons emitidos
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por uma fonte térmica a temperatura 7' no experimento de Stern-Gerlach) [49]. Por fim, note
como o formalismo dos vetores estado estd contido no formalismo do operador densidade
(para se obter o primeiro do segundo € suficiente fazer p; = 1 para um dado 7).

A MQ € instrisicamente estatistica. Por conseguinte médias e variancias das medidas
obtidas empiricamente surgem de forma natural, para além de erros instrumentais. Nesse
sentido, [50] oferece uma boa motivacdo para a forma tomada pelo operador densidade.
Com efeito, considere um sistema puro representado pelo vetor estado |¢(t)), um observavel
2 e um conjunto de autoestados {|u,)} referentes a outro observavel % de espectro nao

degenerado. Expande-se entdo o vetor estado e o observével nessa base, obtendo-se:

) = > Culun), 2.2)

2 =Y (uw| 2luy) [, (2.3)

n’,n

Define-se entdo o valor esperado de 2, no caso de um estado puro, pela expressao

(2) = (¥|2]¢). Aplicando-se (2.2) e (2.3), tem-se:

(2) = ) 2,.C.Cp. (2.4)

n'n

Essa quantidade pode ser interpretada como segue: sejam N >> 1 sistemas iden-
ticamente preparados de estado |¢)), mede-se em todos eles, simultaneamente, 0 mesmo
observavel 2. A média de todos esses resultados serd justamente (2).

No caso de um sistema misto, esse pode ocupar distintos estados, \W), cada qual
com probabilidade p;. Define-se entdo o valor esperado individual (2%) = (¥!|2]y"), de

expressao muito parecida a (2.4):
(27) = Y 2uaCiC3, 2.5)

sendo a diferenca entre (2.4) e (2.5), o conjunto dos coeficientes de expansdo. No caso

misto, esses dependem de qual o estado ocupado pelo sistema (notado pela inclusio do indice
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). Assim, o valor esperado geral serd dado pela média ponderada dos valores esperados

individuais, com os pesos probabilisticos p;:

(2) = > pi(2) =) 2u.> nCiiC. (2.6)
Baseando-se em (2.6), define-se o termo geral da matriz densidade p como:

prar = Y _piCriCh. 2.7)

Para que a equacao acima seja satisfeita, pode-se definir um operador densidade como

sendo

p=> vty (V] (2.8)

2.1.3 Propriedades gerais do Operador Densidade

Algumas propriedades importantes podem ser extraidas da forma tomada pelo ope-
rador densidade em (2.8), enunciadas a seguir e sendo validas, em principio, para sistemas

puros ou mistos [50].

Propriedade 1 Um operador densidade é hermitiano:
p=r' (2.9)

Com efeito, p! = (ZzpZ [9%) (1 )T =>. (pz' [0 (Y] )T = Zzpz( 9" ("] )T =
>oipilvh) (@' = p.

Propriedade 2 A condicdo de normalizacdo do ensemble de estados puros implica na uni-

dade do traco do operador identidade:
Tr{p} = > pun = 1. (2.10)

Tem-se novamente que p = Y. p; |1") '] e, portanto, Tr{p} = >, p; Tr(|"}¢'|) =
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> pi ('), Agora, pela normalizagdo dos estados puros no ensemble, (¢'[¢) =1 V .

Entdo, Tr{p} = > . p; = 1, pela normalizacdo das probabilidades nesse ensemble.

Propriedade 3 Verifica-se que um operador densidade é positivo-definido:
p>0. (2.11)

A demonstracdo de positividade de um operador X pode ser realizada de duas manei-
ras, quais sejam, pode-se demonstrar que o espectro de X € constituido exclusivamente por
nimeros reais ndo negativos ou, equivalentemente, que (¢|X|¢) > 0 qualquer que seja |¢)
do espago de Hibert. Mas (o110} = (0] (S 10K0'] ) 16} = S {olu) 07}e) =
Supil(@) >0 Y |¢) € .

Existe uma interpretacdo fisica associada aos elementos diagonais da matriz densi-
dade. Dada uma base ortonormal {|u,)} (autoestados de algum operador hermitiano %/)
em que se expande p, tem-se pg como a probabilidade de o sistema ocupar o estado |uy),
por isso tais elementos diagonais sdo chamados populacéoes. Os elementos fora da diagonal
também tem uma interpretagdo fisica associada: o elemento arbitrdrio p;; d4 uma medida
da sobreposi¢do quantica entre os estados |u;) e |u;), por isso sdo denominados coérencias
[49, 50].

Em suma, um operador densidade descrevendo um estado fisico, definido via ensem-
bles de estados puros, é um operador Hermitiano, p = p', de traco unitdrio, Tr{p} = 1
e positivo definido, p > 0 (a dltima notagdo € usual no contexto da informacao quantica).
Equivalentemente, supondo-se uma matriz p qualquer, satisfazendo tais propriedades, deve-
se concluir que tal matriz representa de fato um operador densidade. Para alguns dos pro-
positos dessa dissertacdo, € de interesse reformular os postulados da MQ de um ponto de
vista em que os operadores densidade sejam mais fundamentais se comparados aos vetores

estados.
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2.1.4 Os postulados no formalismo do operador densidade

Na sequéncia, enunciam-se os postulados da MQ em uma 6ptica sob a qual o operador
densidade possui uma defini¢cdo intrinseca, i.e., nao requer a definicao a priori de um ensem-
ble de estados. Novamente, toda a fenomenologia da MQ pode ser recuperada partindo-se

dos postulados que seguem [51].

Postulado 1 A rodo sistema fisico pode-se associar um espago vetorial complexo munido de
um produto interno (i.e., um espaco de Hilbert), denominado espago de estado e denotado
FC. O sistema é completamente descrito por um operador densidade p, satisfazendo este as
propriedades de hermiticidade, positividade e unitaridade do traco e atuando no espago de

estado do sistema.

Postulado 2 A evolugdo de um sistema fechado é descrita por uma transformagdo unitdria,

dada por p = UpUT.

No caso em que o interesse se da por uma evolugdo estritamente temporal do sistema

e se o operador Hamiltoniano é independente do tempo, entdo U (¢, tg) = exp{ M } e

o0 xn{ o B0

O operador p(t) é obtido, equivalentemente, por meio da solu¢do da equacdo de Von

Neumann

ihp(t) = [H, p(1)], (2.13)

sendo essa o andlogo da equacdo de Schrodinger para operadores densidade. Explicitada a
equivaléncia, no contexto em que o tema dindmica temporal unitdria surgir, as solu¢des nu-
méricas apresentadas devem ser compreendidas como sendo obtidas da solu¢do da equacdo

de Von Neumann.

Postulado 3 As medidas qudnticas sdo descritas por uma colegcdo {M,,} de operadores de
medida. Tais operadores atuam no espaco de estado do sistema a ser medido. O indice m

deve ser compreendido como um dos possiveis resultados das medicdes experimentais. Se
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o estado qudntico de um sistema no instante imediatamente anterior a medida é p, entdo a

probabilidade de se obter o resultado m é dado pela expressdo

p(m) = Tr(M},Myp), (2.14)

ao passo em que o estado do sistema imediatamente apos a medida deve ser considerado

como da forma
M, pM},

T 2.15
Tr (M), M, p) A

p=

Tendo-se um conjunto qualquer de operadores {M,,}, esse é considerado como um
conjunto fisicamente realizdvel de medidas se a condigdo Y., M/ M,, = I é satisfeita, em
que [ é o operador identidade atuando no espago de estado do sistema. Pode-se pensar,
particularmente, nas chamadas medidas projetivas, estando essas intimamente relacionadas
a observaveis. Dado um observavel A, uma medida projetiva se traduz em uma medida
desse observdvel no sistema. Os operadores de medida s@o substituidos pelos operadores

projetores presentes na decomposi¢do espectral de tal operador, qual seja,
A= "a,P, (2.16)

em que P, = Y9 |a! Yal|. Esses satisfazem duas propriedades importantes: P! = P,,
P,P,, = 0,mP,. Ademais, sempre vdo satisfazer a condi¢@o necessdria para que um con-
junto de operadores seja um conjunto realizdvel de medidas, pois > P, =1 =" PIP,.
Quando nesse contexto de medidas projetivas, somente elementos presentes no espectro de

observaveis podem ser obtidos empiricamente.

Postulado 4 O espaco de Hilbert de um sistema composto é obtido pelo produto tensorial

dos espagos de Hilbert das partes.

O tltimo postulado € ressaltado porque na mesma medida em que os operadores den-
sidade sdao recomendados para a descricao de sistemas mistos, também o sdo para a descri¢ao
de partes de um sistema composto, utilizando-se dos chamados estados reduzidos, obtidos

pela operacdo do trago parcial aplicado no operador densidade completo.
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2.2 Definicao formal do emaranhamento para N qubits

Uma vez que a dissertag@o se ocupa da carateriza¢cdo do emaranhamento contido em
sistemas em que as partes constituintes sao qubits, faz-se aqui uma particularizacdo da nota-
¢do do espaco de Hilbert e espaco de operadores lineares atuando no ultimo. Considera-
se como espaco de Hilbert genérico um espaco de Hilbert de N qubits, isto é, Sy ~
Cle .. C? = ((C2)®N. O bloco basico de constru¢ido da base computacional asso-
ciada a J#y é dado pelos autoestados do operador o,. Isto é, faz-se .77 = span {|0), |1)},

1 0
, com |0) = ell) = . Tem-se que dim () = 2V e,
0 1

utilizando-se da notacao explicitada, constroi-se diretamente a base computacional associada

em que o, = [0)0] — |1)(1

a esse espaco de Hilbert de N qubits, base essa dada pelo conjunto {|0Y*" | ... | |1)®"}.

Portanto, estados puros com vetores estado associados |¢) € %, sdo vetores complexos
com 2% coeficientes escritos na base computacional ja citada. Os operadores lineares em
, por sua vez, na mesma representagio escolhida, tem seu espaco denotado por . ()
e devem ser identificados como matrizes complexas quadradas de dimensdo 2V. Tanto os ob-
servaveis quanto os estados fisicamente possiveis sdo elementos de £ (7 ), evidentemente
em por¢des diferentes desse espaco.

Considere, entdo, um vetor estado | V) € J#y; segue a defini¢do [27].

Definicdo 1 O vetor estado |V) é dito completamente separdvel se pode ser escrito como

um produto tensorial (em todas as N partes) da seguinte forma

b)) = ® |6:) . 2.17)

Na eq. (2.17), deve-se identificar |¢;) como pertencente ao espago de Hilbert do i-
ésimo qubit. Pensando-se em um espaco de N qubits, a identificacdo de um estado puro
como separdvel (ou, mais comumente, um estado produto) impde vinculos severos sobre a
forma de escrita desse estado, uma vez que se deve encontrar, para cada um dos qubits, um
estado |¢;) que possibilite, no produto tensorial completo, a escrita presente na eq. (2.17).

Quando um vetor estado ndao pode ser identificado como separdvel, entdo ele deve possuir
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algum tipo de emaranhamento. Naturalmente, ndo separabilidade completa ndo implica di-
retamente emaranhamento genuino por entre os /N qubits. Nesse sentido, pode-se pensar na

definicao que segue.

Defini¢do 2 Um vetor estado |V) é dito k-separdvel, com 1 < k < N, se existe ao menos

uma parti¢do das N partes em k partes, { Py, Ps, ..., Py}, tal que é vdlida a equagdo seguinte
k

T) = X) |61)p, (2.18)
i=1

E importante ressaltar como o estado é separdvel no sentido das k-partes, mas nao
separdavel no interior dessas particdes. Um exemplo se faz necessdrio para elucidar essa
ideia de k-separabilidade. Considere, para tanto, o caso ndo trivial mais simples, N = 3
qubits. Denomina-se cada qubit com as primeiras letras do alfabeto, A, B e C. Nesse caso,
tem-se apenas o valor £k = 2 como permissivel. As possiveis particdes desse sistema sao:
{P,=AP=DBC},{P=C,P,=AB},{P, = B, P, = CA}. Os estados, por sua vez,

podem entdo ser 2-separdveis (ou mesmo biseparaveis) no sentido que segue

|\I/> = |¢1>A ® ’¢2>BCW (2.19)

e as permutacdes possiveis. Dessa maneira, |¢1) , pertence ao espaco de Hilbert do qubit A,
a0 passo em que |¢2) 5 pertence ao espago de Hilbert composto dos qubits B e C. Adici-
onalmente, para que o estado seja de fato biseparavel, deve-se garantir que |@2) 5 ndo seja
separavel nesse espaco de Hilbert reduzido, isto €, o sistema de trés qubits, quando repre-
sentado pelo estado em (2.19), apresenta separabilidade em relagdo as partes A e BC', mas
emaranhamento nessa ultima parte. Esse mesmo desenvolvimento pode ser extendido a um
caso mais genérico de NV qubits e todas as possiveis k-separabilidades (ou k-parti¢cdes do es-
paco de N qubits). Por fim, segue a defini¢do de um estado puro genuinamente emaranhado

no sentido dos /N qubits

Definicdo 3 Um estado puro |V) é dito genuinamente N emaranhado quando ndo é um

estado separdvel e, simultaneamente, um estado k-separdvel, qualquer que seja k > 1.

30



Portanto, mesmo no contexto de estados puros a determinagdo de inseparabilidade
dos N qubits € complicada, posto que para tanto deve-se verificar a ndo separabilidade (i.e.,
o vetor estado ndo é um estado produto) e a ndo k-separabilidade (i.e., nenhum dos qubits ou
conjunto de qubits estd descorrelacionado dos demais). Alternativamente, pode-se definir um
estado como genuinamente N emaranhado quando se garante a sua ndo separabilidade em
relagdo a todas as possiveis biparticdes do espaco de Hilbert em questdo [52, 53]. Entretanto,
como torna evidente a discussao no paragrafo subsequente, essa distingdo ndo tem relevancia
aqui.

Felizmente, o contexto dessa dissertacdo € bastante especifico: busca-se a geracdo
dinamica de estados puros maximamente emaranhados pertencentes a uma classe particular,
chamada classe de estados GHZ. Nesse sentido, ndo € de interesse caracterizar-se, a todo
instante, em qual classe (ou tipo de emaranhamento) estd contido o estado dinamicamente
obtido; ndo hd a necessidade de se preocupar com todas as possiveis particdes e consequentes
k-separabilidades. E suficiente buscar-se meios que possibilitem a deteccio desses estados
(garantindo a sua identificagdo como estados GHZ) quando forem de fato produzidos. Ainda
mais interessante € o fato de que, qualquer que seja o niimero /N de qubits do sistema, a classe
de estados GHZ sempre existe e € notabilizada como um conjunto de estados caracterizado

pela inseparabilidade dos /V qubits, portanto satisfazendo a defini¢do 3.

2.3 Classes de estados

Nessa sec¢do busca-se apresentar o conceito muito util de classes de estados e o critério
pelo qual sdo definidas tais classes. Notar-se-4 como essa ideia estd relacionada intimamente
aos possiveis tipos de emaranhamento de um sistema, aqui particularmente sob a 6ptica do
critério SLOCC. A nogdo de classe GHZ surge naturalmente para esse tipo de critério e, por

fim, argumenta-se como de fato essa classe estd presente em um sistema de N qubits.
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2.3.1 Classes de estados via critério SLOCC

Definem-se Operagoes Locais e Comunicacdo Cldssica (em inglés Local Operations
and Classical Communication (LOCC)), como um subconjunto de todas as operagdes atu-
antes no espaco de Hilbert .7 de um sistema multipartido (incluem-se observaveis e portas
l6gicas, para citar alguns exemplos), caracterizadas pela utilizagdo exclusiva de operacdes
locais e a existéncia de um canal classico de comunicac¢do permitindo a cada um dos sub-
sistemas conhecer, quando necessdrio, o resultado de operacdes realizadas em outros sub-
sistemas. Ressalta-se que o emaranhamento contido em um estado p nunca pode aumentar
através unicamente das LOCC, ao passo em que € possivel diminuir.

Seja por exemplo um sistema bipartido de matriz densidade p cujo valor de uma me-
dida de emaranhamento qualquer é denotada F(p4p) (a no¢do de medida de emaranhamento
serd melhor trabalhada na se¢@o seguinte; para os propdsitos da se¢cdo em questdo € sufici-
ente considerar uma medida de emaranhamento como uma funcio capaz de quantificar o
emaranhamento contido no estado p; usualmente o valor £ = 0 implica separabilidade, ao
passo em que £ = 1 implica maximo emaranhamento). Apds a aplicagdo de operacdes lo-
cais arbitrérias, transforma-se a matriz densidade inicial em uma nova matriz densidade p 4.
Entretanto, deve-se manter a desigualdade E(pap) < E(pap). Ora, se tais estados possuem
exatamente a mesma quantidade de emaranhamento (no caso do sinal da igualdade), entdo
podem executar os mesmos protocolos de IQ, indistinguivelmente. Dessa maneira, dois es-
tados ) e |¢p) sdo ditos equivalentes se, e somente se, sdo obtidos um do outro mediante
as LOCC, com probabilidade unitdria de sucesso. Um resultado matematico enuncia que
estados sdo equivalentes (nesse sentido proposto) se, € somente se, estdo relacionados por
Operadores Locais Unitdrios. O termo Local implica atuagdo individual em cada um dos
subsistemas e Unitdrio no sentido comum de manuten¢do da norma quando aplicado em
vetores estado. Quantitativamente, |¢) = Us ® Up |1)). Esse é um fator limitante para a de-
finicdo dada de equivaléncia, pois mesmo em casos onde o sistema considerado € bipartido,
estados nao sdo comumente relacionados por meio desses operadores, fazendo o nimero de

classes ser grande e tornando a definicdo de classes de pouca utilidade prética.
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A solugdo para esse problema € relaxar a condi¢cdo de probabilidade unitéria de ob-
ten¢do de um estado pelo outro. Diz-se entdo que os estados |1)) e |¢) de um sistema mul-
tipartido arbitrdrio pertencem a mesma classe de equivaléncia de emaranhamento quando
podem ser obtidos um do outro mediante as LOCC, com probabilidade ndo nula. Além
de solucionar o problema anteriormente citado, em termos praticos, se |1)) e |¢) sdo equi-
valentes partindo-se dessa defini¢cao, entdo podem ser utilizados na realizacdo dos mesmos
protocolos de IQ com a ressalva de que a performance depende do estado escolhido para a
tarefa (evidentemente agora ha apenas uma probabilidade de sucesso da execugdo do pro-
tocolo). Outro resultado matemdtico enuncia que dois estados sdo equivalentes perante as
SLOCC (o adicional S informa a relaxacdo da probabilidade e quer dizer estocdstico, em
inglés Stochastic) se um Operador Local Inversivel (ou em inglés, Invertible Local Opera-
tor, ILO) relaciona ambos os estados. Quantitativamente, no caso de um sistema tripartido,
|¢) = A® B® Cy) e, naturalmente, [)) = A™! ® B~ @ C~!|¢). Os operadores A,
B e C sintetizam todas as operagdes locais realizadas sobre os subsistemas homdnimos, ndo
interessando o ordenamento temporal das mesmas [32].

A ultima defini¢do, aplicada ao conjunto de todos os estados puros de um sistema
tripartido (lembre-se, aqui as partes devem ser consideradas qubits), permite concluir a exis-
téncia de seis classes de equivaléncia distintas. Com isso, quer-se dizer que para estados
pertencentes a diferentes classes, ndo existe um /LO da forma A ® B ® C relacionando-os.
Mais fisicamente, estados pertencentes a essas classes inequivalentes por SLOCC nao podem
ser transformados um no outro por LOCC, mesmo com uma baixa probabilidade sucesso.

A primeira dessas classes € denominada classe separdvel e nela encontram-se 0s es-
tados produto (do inglés, product states, em referéncia ao produto tensorial). Os qubits estdo
completamente descorrelacionados nesse caso e, portanto, qualquer que seja o quantificador
de emaranhamento escolhido, esse deve retornar um valor nulo. O representante genérico

para estados deste tipo € da forma

|1/JABC> = |0>A |O>B |0>c . (2.20)
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Todos os estados separdveis de um sistema tripartido podem ser obtidos do estado
(2.20) por meio de algum ILO.

Adicionalmente, existem trés classes de formato similar contendo, no entanto, ema-
ranhamento distinto. Sdo as classes de emaranhamento bipartido no sistema tripartido. Sua
nomenclatura € identificada como classe A - BC, classe B - CA e classe C - AB. Os detalhes
serdo apresentados para uma delas e podem ser facilmente generalizados as demais. No caso
da primeira, a letra A encontra-se separada (pelo hifen) das letras B e C (estas agrupadas), o
que significa separabilidade do subsistema A com relagdo aos subsistemas B e C, enquanto
estes ultimos estdo emaranhados. Intuitivamente conhece-se quais os qubits emaranhados e
aquele separdvel nas demais classes. Também, pode-se compreender a razdo pela qual as trés
classes possuem emaranhamento fundamentalmente distinto. E bem verdade que os quanti-
ficadores de emaranhamento, quando aplicados em representantes de cada uma das classes
podem apresentar o mesmo valor numérico. No entanto, essa quantidade de emaranhamento,
apesar de numericamente equivalente, estd distribuida em diferentes setores do sistema glo-
bal para cada um deles. Entdo, assumindo-se a aplica¢do exclusiva de operacdes do tipo
LOCC, o emaranhamento ndo pode aumentar. Nesse caso ele teria de ser redistribuido, isto
€, decrescer com relacdo a dois subsistemas (o que pode ser realizado pela aplicacdo de
operadores locais ndo inversiveis), e crescer novamente com relacdo a dois outros, o que
€ absurdo por hipétese. Portanto, de fato as classes sdo ndo equivalentes. O representante

genérico para estados pertencentes a classe A - BC € da forma:

1
|¢ABC> = E ’O>A (|0>B ‘O>C + ‘1>B ’1>c>7 (2.21)

em que se escolhe, como representante da classe, um estado em que os qubits ndo separa-
veis estdo maximamente emaranhados. Qualquer estado em um sistema tripartido possuindo
emaranhamento entre os qubits B e C (e, portanto, na classe A - BC) pode ser transfor-
mado no estado em (2.21) por LOCC com uma probabilidade ndo nula de sucesso, sendo a
reciproca também verdadeira. A mesma arguicao é valida para as demais classes e os repre-

sentantes genéricos possuem forma similar, alterando-se apenas o indice do estado separavel
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(o ket externo a soma em parénteses).

Restam agora duas classes inequivalentes por SLOCC a serem exploradas, quais se-
jam, as classes GHZ e W. Ambas compartilham uma caracteristica em comum: seus esta-
dos representantes sao emaranhados no sentido genuino, i.e., 0s trés qubits sdo inseparaveis
quando da descri¢do do estado. A existéncia dessas duas classes foi considerada uma nova
faceta do emaranhamento em sistemas de multiplas partes (nimero de partes maior do que
2), pois adicionalmente a inseparabilidade de todos os qubits no sistema, as propriedades de
emaranhamento dos estados pertencentes as duas classes sdo distintas. O representante de

um estado da classe GHZ € dado por

1

(Wenz(9)) NG

(10)410) 5 10)¢ + e’ D456, (2.22)

em que ¢ € R é uma fase e, mais usualmente, os subindices dos subsistemas sdo oculta-
dos por simplicidade. O nome dado a essa classe € em homenagem a Greenberger, Horne
e Zeilinger, quando o utilizaram na produ¢do de uma prova complementar ao teorema de
Bell [54]. De fato, uma de suas caracteristicas mais interessantes € a maxima violagao de
desigualdades do tipo Bell (adequadas a sistemas multipartidos) [55]. Por médxima violacdo,
quer-se dizer que dado o conjunto completo de estados representantes de um sistema mul-
tipartido, todos podem ser colocados sob teste das desigualdades de Bell. Um subconjunto
dos estados as violard, uma vez que se tem a existéncia de correlagdes puramente quanticas e
nao locais por entre os subsistemas de tais estados. Essa violacdo se dard em um espectro de
valores, pois a quantidade de correlagdo ndo € equivalente para todos os estados. Nesse sen-
tido, um dos estados pertencente a tal subconjunto deve possuir midximo valor de correlacao
e, por conseguinte, viola maximamente a desigualdade de Bell. Pode-se dizer que os estados
GHZ sao para N qubits o que os estados de Bell sdo para N = 2. De fato, alguns resulta-
dos desse trabalho indicam que o contrario € mais natural de se considerar, 1.e., estados de
Bell sdo os estados GHZ para N = 2 (colocando-se assim os estados GHZ em um patamar
mais genérico). O argumento de transformacao de estados (apresentado no caso das classes

bisepardveis) também € valido aqui. O representante para a classe GHZ foi escolhido de tal
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maneira que possui 0 maximo emaranhamento possivel do tipo contido em estados da classe
GHZ. Qualquer estado de trés qubits insepardveis e contendo emaranhamento GHZ pode ser
transformado no estado em (2.22) por LOCC com uma probabilidade ndo nula de sucesso,
sendo a reciproca verdadeira.

Por sua vez, o representante escolhido para a Classe de estados W é dado por

1

W) 7

(1100) + [010) + [001)). (2.23)

Vale aqui também o mesmo argumento sobre a razio de defini¢ao desse estado como
representante da classe (seu maximo emaranhamento no sentido do emaranhamento do tipo
W). Comparando-se os representantes (2.22) e (2.23) das classes GHZ e W, respectivamente,
observa-se uma diferenga essencial. Aqueles pertencentes a ultima necessitam da combina-
¢do linear de trés vetores estado, ao contrdrio dos primeiros, necessitando de apenas dois.
Essa €, em termos simplificados, a razdo de existirem essas duas classes de emaranhamento
genuinamente triplo, pois implica na inexisténcia de um operador local inversivel capaz de
transforma-los um no outro e vice-versa. Alternativamente, note também como estados do
tipo GHZ tem um emaranhamento bastante suscetivel quanto a perda de partes do sistema e
medidas locais (observe, para tanto, como uma medida projetiva do operador |0)0|® [5® I
transforma o estado GHZ em um estado separdvel), ao passo em que o emaranhamento de es-
tados do tipo W € robusto nesse mesmo sentido. Inicialmente tinha-se como objetivo também
a geracdo dinamica de estados W, visto que também sdo importantes para alguns protocolos
da Informac¢do Quantica, mas essa abordagem foi abandonada. A dificuldade principal na sua
obtencdo € referente a impossibilidade (até 0 momento) de encontrar-se uma base ortonormal
para o espacgo de Hilbert contendo somente estados do tipo W (e maximamente emaranha-
dos nesse sentido). Isso possibilitaria a reescrita do Hamiltoniano de interesse nessa base e
uma consequente facilitacdo no processo de se encontrar os regimes de parametros para os
quais os estados W devem ser obtidos dinamicamente. No caso dos estados GHZ, por outro
lado, essa base existe e € conhecida como base GHZ. Ademais, o espectro do Hamiltoniano

utilizado € particularmente eficiente no sentido de agrupar (em porcdes energéticas distin-
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tas desse espectro) estados necessdrios a geracao de estados GHZ, ao passo em que separa
energeticamente os estados necessdrios a geracao dos estados W.

Como ultimo comentario, deve-se ressaltar como essa classificacdo do conjunto dos
estados puros de um sistema de trés qubits ndo pode ser generalizada para /N qubits, pois o
nimero de classes inequivalentes por SLOCC torna-se rapidamente bastante grande (o que
diminui sua utilidade prética). Novamente, isso ndo serd um problema para os propdsitos
dessa dissertacao, visto que, independentemente do nimero de qubits, garante-se que existem

ao menos estados do tipo GHZ, cujo representante € escolhido da forma

1

ﬂ(|0>®N + e [1)%N). (2.24)

Wanzy ()

Ademais, todos os estados que sao SLOCC do estado acima podem também ser con-
siderados estados GHZ, isto €, sdo estados contendo emaranhamento genuino por entre 0s
N qubits e (possivelmente) maximamente emaranhados nesse sentido. Um desses que se

N
2 2

destacou dos demais € obtido do estado em (2.24) pelo ILO [ ® 0,]®2, quando N é par
(quando N é impar deve-se fazer [/ ® ar]®% ® I). Esse estado é denominado aqui por

FLIP, sendo da forma

I\D‘Z

Uripy (8)) = —=([01)°% + ¢ [10)9%), (2.25)

Sl

2.4 Quantificadores de emaranhamento

Nessa secdo busca-se apresentar os principais quantificadores de emaranhamento uti-
lizados para a identifica¢do dos estados GHZ obtidos dinamicamente no sistema de trés qu-
bits. Os quantificadores em questio sao denominados tangle e podem ser considerados como
uma generalizacdo do quantificador Concorréncia, esse valido para estados mistos de um sis-
tema de dois qubits, ao passo em que os primeiros sao validos apenas para estados puros de
um sistema de trés qubits. Utiliza-se também o conceito de fidelidade com relacdo a um

estado definido previamente. Caracteriza-se como uma medida de distancia entre matrizes
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e na medida em que o numero de qubits do sistema cresce, torna-se ainda mais importante

devido a auséncia de bons quantificadores de emaranhamento nesses casos.

2.4.1 Tangles

Como o nome da se¢do sugere, quantificadores de emaranhamento sdao fungdes de
operadores densidade, usualmente denotados como F, tais que possuem dominio no espaco
de operadores densidade (ainda que no subconjunto de estados puros) e levam ao intervalo da
reta real [0, 1]. No limite inferior, diz-se que o estado € separdvel, enquanto no superior diz-
se que o estado é maximamente emaranhado (no sentido do emaranhamento a ser detectado).
Para que um dado £ seja de fato um quantificador, deve satisfazer uma série de proprieda-
des pré-definidas, baseadas principalmente em aspectos fisicos do emaranhamento. Uma
dessas propriedades foi rapidamente citada anteriormente, sendo o ndo crescimento perante
LOCC. Aqui nao serdo apresentadas as propriedades, tampouco serdo apresentadas as moti-
vagdes e desenvolvimento tedricos que levaram a proposi¢ao e definicao dos quantificadores
utilizados. Por conseguinte, trata-se de uma abordagem puramente pratica, ressaltando-se,
naturalmente, como sao calculados e o que esse valor, quando obtido, permite inferir sobre
0 emaranhamento no sistema.

Um bom quantificador do emaranhamento contido em estados das classe GHZ € de-

nominado 3-tangle, denotado por 75 e da forma [56, 57]

T3 = TA(BC) — TAB — TAC» (2.26)

em que,

Ta(e) = 4Det(pa), (2.27)

em que p4 € o estado reduzido quando sdo tragados parcialmente (para mais informagdes

sobre a operacgdo de traco parcial, veja a subsecdo reservada a essa operagdo matematica no
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apéndice) os qubits B e C, i.e., pa = Trp[Trc(p)], ainda

Tap = Tr(pappas) — 2M1 A, (2.28)

em que pap = Tro(p), pap € a chamada matriz densidade de spin-flip, definida como pap =
(0,20,)pap*(0,20,), pap* é 0 complexo conjugado da matriz densidade p 45 €, por fim, A
e Ao 530 as raizes quadradas dos tinicos autovalores ndo nulos do operador p4pp4p. Calcula-
se T4c analogamente, desde que se faga a utilizacdo do operador reduzido pac = Trp(p). A
quantidade 73 € ciclica, de sorte que quaisquer um dos qubits pode ser identificado como A,
B e C e valor 73 serd o mesmo, desde que o estado utilizado para o calculo seja mantido.

E dito que o 73 é um bom quantificador para o emaranhamento da classe GHZ como
consequéncia de 73(p) > 0 <= p € GHZ [32]. Dessa maneira, qualquer estado com um
valor de 3-tangle positivo pode ser transformado, com probabilidade ndo nula de sucesso,
no estado em (2.22). De maneira oposta, o valor de 73 para estados pertencentes as classes
separdvel, bisepardveis e W € nulo. Note no entanto que os estados da classe W possuem
de fato emaranhamento genuino por entre os trés qubits; por essa razao 73 nao pode ser
considerado um quantificador de emaranhamento genuino para N = 3, mas somente para o
emaranhamento da classe GHZ.

Assim, quando se tem 73(p) = 0, nada pode ser dito sobre a classe do estado. Ao
passo em que 73(p) > 0 o garante como um estado da classe GHZ. Particularmente quando
se tem 73(p) = 1, entdo o estado possui 0 mdximo emaranhamento possivel do tipo GHZ e,
portanto, p deve ser um produto externo dos estados da forma em (2.22).

Como uma quantidade auxiliar, define-se

To = TAB + TAC, (2.29)

esse ultimo quantificando, de certa maneira, o emaranhamento bipartido no sistema de trés
qubits. Em suma, considera-se como condi¢@o necessdria e suficiente para a identificacdo de

um estado p(t) como um estado maximamente emaranhado da classe GHZ que 73(p(t)) =
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1 (a0 mesmo tempo deve ocorrer 7, = 0, apesar de que a unidade de 73 carregue essa
informacdo em sua prépria defini¢do; nesse cendrio, 75 informa, fora dos pontos 73 = 1,
quanto de emaranhamento bipartido existe no sistema, independente de quais os pares de

qubits estdo efetivamente emaranhados nesse sentido).

2.4.2 Fidelidade de um estado quéntico

Em termos absolutos a Fidelidade ndo é um quantificador de emaranhamento. En-
tretanto, quando utilizada da maneira adequada pode ser de grande valor na identificagdo de
estados maximamente emaranhados, pois a Fidelidade € uma medida da similaridade entre
operadores [51]. Assim, seja prarger © Operador representante de um estado de interesse (em
particular, tal estado sempre serd considerado puro) e seja p(t) o operador representante do

sistema. Entdo a Fidelidade pode ser calculada como segue

ﬁ(p(t)a ptarget) = Tr[p(t)ptarget]' (230)

Quando se tem .7 (p(t), prarget) = 0, entdo € possivel interpretar que p(t) é ortogonal
ao estado de interesse, ao passo em que # (p(t), prarget) = 1 significa p(t) = piarger. Dessa
maneira, pode-se definir piarget = Yz (0)(Vanz(4)|, de sorte que quando a Fidelidade se

aproxima da unidade, p(t) aproxima-se da forma de um estado maximamente emaranhado.

2.5 O sistema de interesse

Nesta secdo, apresenta-se o sistema de interesse que € a plataforma experimental da
nossa proposta: pontos quanticos carregados. A codificacdo do qubit neste sistema di-se por
meio da ocupacao de um elétron em excesso que tunela entre dois pontos quanticos. Também
¢ apresentada uma adequacdo (mapeamento) da nota¢do de segunda quantizagdo para uma

notacdo usualmente utilizada no meio da informagdo quantica.
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2.5.1 Heteroestruturas semicondutoras e pontos quanticos carregados

As chamadas heteroestruturas semicondutoras sdo estruturas hibridas formadas por
finas camadas de materiais semicondutores distintos e dispostos de forma intercalada (e.g.,
em um dado substrato do elemento X, deposita-se uma fina camada do elemento Y e, acima
do ultimo, deposita-se uma nova camada do elemento X) [58]. A tecnologia atual € tal que
as dimensdes envolvidas em seu processo de producdo sdo da ordem de nandometros. De-
pendendo dos tipos de materiais utilizados consegue-se, por diferentes mecanismos fisicos,
confinar os portadores de carga de um dos elementos na direcdo de crescimento/deposi¢do. O
conceito chave aqui € a diferenga entre as brechas (gaps) de energia: ao juntar dois materiais
semiconductores com diferentes valores de gap, os portadores de carga ficam armadilhados
em um pogo de potencial. Este efeito pode ser observado na figura 2.1.

A consequéncia da existéncia desse poco de potencial para os elétrons na camada
mais fina de material pode ser entendida qualitativamente impondo que a fun¢do de onda
de tais elétrons seja obtida aproximando-se o complexo potencial de muitos corpos a que
estdo submetidos pelo simples pogo de potencial V' (z), visto na figura 2.1. Naturalmente,
nas direcdes = e y, em que os portadores de carga podem ser descritos aproximadamente
como particulas livres, as solu¢des da equacdo de Schrodinger sao fungdes de onda plana.
Na dire¢do z, tem-se ondas estaciondrias no interior da fina camada e ondas evanescentes no
exterior. As energias associadas assumem apenas alguns valores e portanto sao quantizadas.
Dessa maneira verifica-se que a heteroestrutura, ao confinar os elétrons nesse poco de po-
tencial da banda de condug@o do GaAs, reduz um grau de liberdade do sistema tornando-o,
nesse caso, um gas bidimensional de elétrons.

Como o préprio nome sugere, o sistema descrito no pardgrafo anterior é bidimen-
sional (i.e., os elétrons possuem dois graus de liberdade na posi¢do). Conseguindo-se, por
qualquer mecanismo fisico, confinar ainda outro grau de liberdade de um géis bidimensional
de elétrons na posicdo, o sistema torna-se unidimensional e recebe o nome de fio qudntico.
Nesse caso, a energia dos elétrons tem duas contribuicdes quantizadas (e.g., as dire¢des y € z,

com fung¢des de onda estaciondrias) e uma contribui¢ao continua, referente a direcao =, com
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Figura 2.1: (a) Representacdo esquematica de uma heteroestrutura AlGaAs/GaAs crescida na direcéo
z, sendo L a espessura da camada intermedidria. (b) Representacido do perfil energético das bandas
de conducio e valéncia, em que AFE. e AFE, sdo a diferenca de energia das bandas de conducio e de

valéncia dos materiais e EgG aAs(AlGads) ¢ energia do gap do material GaAs (AlGaAs). (c) Potencial

efetivo na banda de conducio do GaAs, existente em decorréncia da diferenga de energia AF..
Fonte: [58]

funcdo de onda dispersiva (onda plana). O confinamento do grau de liberdade restante em
um fio quantico gera o chamado ponto quadntico. Nesse caso os elétrons estdo confinados nas
trés dire¢des espaciais e, por conseguinte, seu espectro ¢ completamente discreto. Por isso
sao usualmente denominados dtomos artificiais. A diferenca entre esses € 0s &tomos naturais
€ que a alteracdo do nimero de elétrons em um ponto quantico pode provocar consideraveis
alteracdes em suas propriedades fisicas (por exemplo, a condutividade).

O processo de formagao de um ponto quantico € fundamental para a sua caracteriza-

cdo e determinagdo de propriedades fisicas associadas. Interessa-se aqui, particularmente,
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pelos pontos quanticos eletroestaticos. A sua formacgdo decorre da presenga de eletrodos
localizados na parte superior de uma heteroestrutura semicondutora. Quando tensionados
negativamente, os elétrons do gds bidimensional sdo expelidos da regido desses eletrodos e
confinados (nas trés dimensdes) em pequenas regides do espaco. Ressalta-se que o nimero
de elétrons pode ser ajustado pelo valor da tensdo nos eletrodos. Em todo caso, tem-se um
sistema de muitos corpos, com niveis energéticos discretos bem definidos e cada elétron
ocupando um desses niveis.

Em principio, um ponto quéntico € suficiente para a codificacdo de um qubit. Com
efeito, pode-se utilizar o spin do elétron ocupando o nivel energético mais alto desse ponto.
Entretanto, pode-se desejar utilizar outro grau de liberdade, como o de ocupacio eletronica.
Para tanto € necessério dois pontos quanticos acoplados - para que de fato se consiga duas
configuracdes distintas e a consequente codificagao do qubit. A demonstracdo da viabilidade
desse tipo de sistema ocorreu em 2003, por Hayashi et. al. [44], e uma representacdo do
sistema pode ser vista na figura 2.2. Tem-se um par de pontos quénticos acoplados por tu-
nelamento e definidos pela presencga dos eletrodos Vg, V., € assim por diante. Consegue-se
garantir que apenas dois estados eletronicos (um do ponto da esquerda e um do ponto da
direta) estdo disponiveis para ocupacdo de um tnico elétron em excesso. O regime de inici-
alizac@o ocorre quando uma alta diferenga de potencial elétrico, Vs ~ 650ueV, é mantida
entre os reservatorios. Nesse caso o acoplamento entre reservatorios (fonte e dreno) e pontos
¢ muito mais importante do que acoplamentos ineldsticos entre os estados eletronicos desses
pontos e o préprio tunelamento entre os pontos, ocorrendo assim o acimulo de um elétron
em excesso no ponto da esquerda. O regime de manipulacdo ocorre, logo apds o da inicia-
lizacdo, quando a diferenga de potencial elétrico entre reservatdrios é desligada. Com isso
o sistema entra em um regime de bloqueio de Coulomb e apenas o tunelamento do elétron
em excesso entre os dois estados eletronicos disponiveis € permitido. Nesse caso de fato um
qubit pode ser codificado. Um primeiro passo no sentido da escalabilidade empirica desse
tipo de sistema foi obtida pelo mesmo grupo em 2009 [59], quando dois desses pares de
pontos quanticos sdo permitidos interagir por Coulomb, mas estando isolados (elétrons nao

podem tunelar entre pares distintos). Ressalta-se que em laboratério, os experimentos sao
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realizados a um temperatura 7' = 100mK, na presenca de um campo magnético de modulo

B =0.6T.

300 nm

Vi Vc VR
LVICVrR

Figura 2.2: (a) Imagem, feita por microscopia eletronica, da amostra utilizada no trabalho de Hayashi.
Os eletrodos Vg, V;., e assim por diante, sdo tensionados de modo que os pontos quanticos L e R (da
esquerda e direita, respectivamente) sejam definidos no gis bidimensional de elétrons da heteroestru-
tura AlGaAs/GaAs, por entre os reservatdrios S e D (de fonte e dreno, respectivamente). O valor da
tensdo desses eletrodos também tem a func¢do de controlar os pardmetros envolvidos no Hamiltoniano
do sistema. (b) Regime de inicializacdo do sistema, em que a diferenca de potencial entre a fonte e
o dreno, Vg, estd ligada. I'y, e I'r sdo os acoplamentos entre fonte e ponto da esquerda e dreno e
ponto da direita, respectivamente. (c) Regime de manipulacio do par de pontos quanticos, em que
a diferenca de potencial Vj, estd desligada, o que provoca um bloqueio de Coulomb. Elétrons no
reservatorio de fonte ndo tem energia para vencer a repulsdo de Coulomb dos elétrons nos pontos,
ao passo em que os elétrons dos pontos nio tem energia suficiente para tunelar para os reservatorios.
Nesse caso, o acoplamento dominante € o tunelamento entre os dois pontos.

Fonte: [58]

2.5.2 Qubits de carga

O modelo de estudo utilizado consiste em um sistema de trés qubits de carga (na reali-
dade, esse foi 0 modelo inicial considerado, mas veja a se¢do sobre a dindmica para N qubits
para uma proposta de generalizacdo), codificados em pontos quanticos carregados. Cada qu-
bit € codificado em estados eletronicos de ocupacdo em um par de pontos quanticos, tais

pares sendo conhecidos como moléculas quanticas (o nome € consequéncia da associacao de
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um ponto quantico com um dtomo artifical. Disso segue que um par de pontos quanticos seja
uma molécula artificial) [44], e o acoplamento por entre tais pares € obtido por um parame-
tro de tunelamento. Considera-se que os pares de pontos quanticos compartilham apenas um
elétron em excesso, podendo esse ocupar apenas um nivel eletrénico em cada um dos pon-
tos do par. Os elétrons podem tunelar dentro das moléculas, mas € proibido o tunelamento
eletronico entre pontos quanticos pertencentes a moléculas distintas. O acoplamento desses
pontos com reservatorios de elétrons permite a inicializa¢do do sistema em uma dada confi-
guracdo de ocupacdo eletronica (refor¢cando-se aqui que cada par € inicializado com apenas
um elétron em um dos dois pontos do par). Além do potencial eletroquimico de cada ponto
quantico (esses dando origem a dessintonia entre os dois niveis de cada qubit) e os acopla-
mentos de tunelamento (esses dando origem as transi¢des entre os dois niveis de cada qubit),
considera-se que elétrons pertencentes a diferentes qubits interagem via uma interacao do
tipo Coulomb (a0 menos para primeiros vizinhos) [59, 60]. Uma representacdo do sistema
se encontra na figura 2.3, ressaltando as principais caracteristicas de um experimento com
pontos quanticos carregados, um arranjo que tem sido estudado ao menos nas ultimas duas
décadas [61].

Os seis pontos quanticos encontrados na figura 2.3 estao localizados na interseccao
de dois semicondutores de gap energético distinto (como a heteroestrutura GaAs/AlGaAs),
0 que produz um gas bidimensional de elétrons (do inglés two dimensional electron gas,
ou 2DEG). Os pontos quanticos sdo entdo definidos por um confinamento espacial das di-
mensdes restantes, obtido esse pela presenca de eletrodos tensionados negativamente e po-
sicionados no superior da heteroestrutura (acima do gas). Ademais, eletrodos possibilitam
um acoplamento entre o sistema e reservatorios eletronicos: um de fonte, com a funcdo de
providenciar elétrons a entrarem no sistema; um dreno, com a funcao de retirar elétrons do
sistema, assim como permitir a realizacao de medidas de corrente em cada um dos qubits,
por exemplo. Diversos outros eletrodos espalhados pela arquitetura do sistema permitem um
bom controle dos parametros fisicos relacionados ao tunelamento, V;;, assim como da ener-
gia dos niveis eletronicos nos pontos, E;, ocorrendo tal manipulacdo de forma independente

para cada ponto quantico/par de pontos quanticos.
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Figura 2.3: (a) Representagdo do sistema de trés qubits de carga: seis pontos quanticos (circulo azul
escuro) sdo acoplados aos pares (elipse azul clara), cada par constituindo uma molécula quantica. Os
tunelamentos permitidos (Vi2, Va4, ...) sdo representados por linhas sélidas azul escuro. O acopla-
mento do tipo Coulomb (U3, U4, ...) se da por entre elétrons pertencentes a pontos quanticos de
diferentes moléculas e sdo indicados pelas linhas pontilhadas vermelhas ou linhas tracejadas cinza.
(b) Representacao energética da i-ésima molécula quantica. Consegue-se nesse caso tornar explicitos
os niveis eletronicos E; e F;;1, onde 2¢; € a desintonia, e I';, (I'r) € o acoplamento a fonte (dreno)
de cargas. Na figura estd representado o sistema no regime de bloqueio de Coulomb.
Fonte: [62]

Nessa dissertacdo, considera-se a evolucdo temporal de um sistema j4 inicializado,
i.e., no decorrer da geracdo de resultados e andlise dd-se como certa a presenca de 1 elétron
extra presente em cada um dos qubits € a tensdo por entre os reservatorios de fonte e dreno
(que de fato criou essa configuragdo inicial de cargas) é tomada como desligada. Portanto,
durante o estudo encontra-se o sistema em um regime de bloqueio de Coulomb, uma vez que
elétrons nos reservatérios ndo possuem a energia necessdria para tunelarem aos pontos, ou
mesmo dos pontos em dire¢do aos reservatorios [63]. Nesse sentido, hd conservagdo de car-
gas no sistema, podendo essa ser confirmada pelo cilculo da ocupacdo média eletronica nos
pontos. Com esse conjunto de consideragdes levado em conta, 0 Hamiltoniano do sistema

(escrito em segunda quantizacdo) é da forma

6
Heqps = Y Emi+U +V, (2.31)

=1

46



em que,

U = Uigning + Upgning + Ussnang + Usanang
(2.32)

+ Ussnans + Usgnane + Ussnans + Usgnane,

V = Viodldy + Vigdldy + Vigdlds + h.c.. (2.33)

Aqui, d: (d;) é o i-ésimo operador de criagdo (aniquilacdo) fermidnico, o operador
nimero é definido como n; = ledi, representando esse o nimero de elétrons no ¢-ésimo
ponto e, por fim, todos os parametros fisicos em Hgqps tem unidade de energia. O primeiro
termo em (2.31) traduz-se no valor do nivel eletrobnico do i-€simo ponto, ao passo em que
o dltimo termo representa o parametro de tunelamento entre o ¢-€simo e o j-€simo ponto
do mesmo qubit. O segundo termo, por sua vez, leva em conta a interacdo de Coulomb
entre elétrons ocupando diferentes pontos. Como € de se esperar, por constru¢io, quando de
elementos ndo nulos U;;, hd uma repulsdo do tipo Coulomb somente na condi¢do em que o
1-ésimo e j-€simo pontos estdo, simultaneamente, ocupados.

O espaco de Hilbert .7%qps do sistema é tal que dim(.7%qns) = 64, e uma boa esco-

lha de base para esse espaco é dada pelo conjunto de estados {|1)%®, ... | |0)®°

},em que |1)
(|0)) significa ponto ocupado (vazio). Como explicado anteriormente, considera-se aqui uma
dinamica unitdria em que, a cada par de elétrons codificando um qubit, h4 apenas um elétron
compartilhado. Esses vinculos diminuem drasticamente o espaco de Hilbert dinamicamente
acessivel ao sistema de 64 possiveis configuracdes eletronicas a apenas 8, dadas pelo con-
junto {|101010),|101001),]100110),|100101),|011010),|011001),]010110),|010101)}.
Esse espaco de Hilbert reduzido 8-dimensional € isomorfico a um espago de Hilbert refe-
rente a um sistema de trés qubits (o que € evidentemente esperado). Tal observagao justifica
a realizacdo de um mapeamento do tipo férmions-qubits, de modo que se possa trabalhar
diretamente com a notagao utilizada na teoria da informacao quantica. [46]

De modo a se obter a nova forma do Hamiltoniano do sistema no espago de trés

qubits (somente esse passo € necessdrio, uma vez que a nova base é obtida por uma sim-

ples contragdo dos elementos do espaco reduzido; veja na sequéncia) primeiro escreve-se
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o operador de criacdo (aniquilagdo) utilizando-se de uma transformacao de Jordan-Wigner

+oy

di =020V g aﬁ) ® 089(672') (d; = o2 @ o g 0?(67i)) ' emque 0 = 73

7

€ 00,z
sdo o operador identidade e o operador de Pauli na direcdo z atuando em um espaco de Hil-
bert bidimensional, respectivamente. Define-se entdo um operador projecao no subespaco

reduzido dos trés qubits, dado por

W = |101010)(101010| + [101001)(101001| +

1100110)(100110| + |100101)100101| +
(2.34)

011010)(011010| + [011001)011001| +

010110)(010110| + [010101)(010101] .

Nesse sentido, o0 novo Hamiltoniano no espaco de Hilbert de trés qubits, denotado
Hsqps, € definido como Hiqps = W HgqpsW. Faz-se também uma contragdo da notagdo
da base do espaco de ocupagdo como segue: 10 — 0, 01 — 1 (|100101) — |011), por

exemplo). O ultimo passo € definir a seguinte parametrizagdo dos acoplamentos em Hgqps:

Ey=—Fy=¢,B3=—Fy=¢y, F5 = —Fg = €3 (2.35)
Vig = Va1 = —Ay, Vay = Vig = — Ay, Vg = Vs = —A3 (2.36)

Uig = Upy = —Uyy = —Usz = J12,Uss = Uss = —Usg = —Uys = Jos. (2.37)

Tem-se como resultado o que segue

3 2 3
HgQBS = Z €i0'g) + Z Ji7i+10'£i)0'£,i+1) + Z AZO'g) == H() + V, (238)
=1 i=1 =1
em que
3 2
Ho=) el +) Jiinolol*h, (2:39)
i=1 i=1

!Com os operadores definidos dessa maneira, garante-se que as relagdes de anticomutagfio fermidnicas sdo

satisfeitas, quais sejam, {d;, d;r} =dj e {clj7 d;r} = 0.
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V=> Aol (2.40)

em que ag; = (()i_l) ® ag; ® aég_i) e otolth = Uéi_Q) ®oP @o™ g 0(()2_i). O pri-

meiro termo em (2.38) refere-se a dessintonia do i-ésimo qubit, o segundo a interagdo de
Coulomb por entre o i-ésimo e (i + 1)-ésimo qubits e o Gltimo termo se traduz como a taxa
de tunelamento do :-ésimo qubit. Na presente notagdo, oy € um operador identidade 2x2 e
escolhe-se uma base (por muitas vezes chamada computacional) para o espaco de Hilbert

s escrita em termos dos autoestados do operador o, de sorte que o, = [0)(0| — |1)(1| e

o, = |0X1]|+|1)0], com |0) = ell) = , sendo os elementos dessa base os estados
0 1

no conjunto {|000) , |001),]010),]011),|100),|101),|110),|111)}. Alguns pontos impor-
tantes devem ser ressaltados nesse momento. O Hamiltoniano H3qgps € exatamente o que se
espera de uma extensao direta do caso (bem conhecido e ja estudado) de um sistema de dois
qubits no contexto de qubits de carga, para um sistema de trés qubits nesse mesmo contexto
[45, 46, 47]. Fundamentalmente, a fisica do problema nao € alterada como consequéncia
desse processo de mapeamento de férmions em qubits e, como detalhado anteriormente, é
apenas possivel em decorréncia de uma dindmica unitdria com o vinculo adicional de apenas
um elétron por par definidor de qubits. Entretanto, constatou-se que trabalhar nesse espaco
reduzido permite compreender de forma mais clara a fungdo dos parametros no sentido de se
obter estados maximamente emaranhados. Além disso, trabalhar nessa nova notacao (usual-
mente utilizada na drea da informagdo quantica) permite relacionar, muito mais diretamente,
os parametros fisicos presentes em (2.38) com esses mesmos valores utilizados/extraidos

empiricamente.
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Explicitamente, H3qps tem a forma seguinte

Eoo Az Ay 0 Ay 0 0 0
Az Eppr 0 Ay 0 Ay 0 0
Ay 0 FEpo Az 0 0 Aq 0

0 Ay Az FEpp O 0 0 Aq

HSQBS = 5
Aq 0 0 0 FEipo Az Ay 0

(2.41)

O Al O 0 Ag E101 0 AQ
0 0 Ay 0 Ay 0 FEuo As

0 0 0 Ay 0 Ay Az Ein

em que os elementos diagonais, autovalores do operador H,, podem ser encontrados no

conjunto de equagdes (3.6).
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Capitulo 3

Obtencao dinamica de estados GHZ

Neste capitulo busca-se apresentar os principais resultados concernentes a obtencao
dindmica de estados GHZ no contexto de qubits de carga. Comeca-se com o caso de trés
qubits, conforme explicado no capitulo de introducdo. Inicia-se pela apresentacdo das con-
di¢Oes impostas sobre o Hamiltoniano (2.38) e das melhores condigdes iniciais, € depois se
introduz a ideia de um Hamiltoniano efetivo capaz de capturar a esséncia da dinamica exata.
A dinamica efetiva é importante pois ilustra a fisica do problema, incluindo, principalmente,
uma estimativa para a frequéncia de oscilagdo da dindmica exata, demonstrando também
que essa frequéncia ndo é constante no tempo. O sistema € entdo colocado sob influéncia
de um canal quantico ruidoso, aqui particularmente um canal de dephasing, e sdo estudados
os regimes para os quais um GHZ de alta fidelidade seja obtido. O resultado para o va-
lor do acoplamento no Hamiltoniano efetivo corrobora a possibilidade de generalizacdo dos
resultados obtidos para um nimero genérico N de qubits. Os casos N = 2 e N = 4 sdo
resolvidos analiticamente, sendo o dltimo caso discutido no Apéndice. Com isso, conjectura-
se como esse regime de dindmica deve valer para um nimero /N de qubits e, nesse sentido,
apresentam-se os resultados para /N = 10. Por fim, estuda-se a principal consequéncia de se
considerar a conjectura vélida, qual seja, a escala temporal das oscilacdes e sua viabilidade
empirica frente ao canal de dephasing. Parte dos resultados desse capitulo foram submetidos
a Physical Review A [64]. O manuscrito também estd disponivel no repositério ArXiv no

link [62].
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3.1 Geracao de estado GHZ em um sistema de trés qubits

de carga

O sistema de interesse foi descrito na subse¢do 2.5.2. Em sintese, o Hamiltoniano,
denotado H3qgs, encontra-se na eq. (2.38), assim como a base escolhida para expansdo do

espago de Hilbert J#%qps € dada pela base computacional
{]000) , |001), |010),]011),|100) ,|101),|110),|111)}. (3.1)

As informagdes sdo extraidas do sistema utilizando-se de sua matriz densidade asso-
ciada p(t). Essa, por sua vez, é obtida da solucdo da equacdo de Von Neumann encontrada
na eq. (2.13), com a identificagdo H — H3qps. O postulado dos operadores, eq. (2.14),
permite o célculo das populaces associadas ao sistema quando se substitui M M,, por um

operador projetor |e)(e|, de sorte que

P.(t) = Tr [[e)e| p(t)], (3:2)

em que e refere-se a um dos elementos da base computacional, i.e., e = 000,001, ... e
assim por diante. Portanto Pyo(t), Pooi(t), ... sdo as populacdes (dependentes do tempo)
dos estados |000) e [001), ..., respectivamente. Os quantificadores de emaranhamento do
estado p(t) sdo computados por meio das equagdes (2.26), (2.27) e (2.28), ao passo em que
a Fidelidade desse estado com um estado maximamente emaranhado (definido previamente)

¢ calculado pela eq. (2.30).

3.1.1 Resultado das simulacoes numéricas

Uma andlise preliminar concernente as caracteristicas do espectro de H3qps demons-
tram como as melhores condi¢des para a obtencdo dos estados GHZ e FLIP sao obtidas
fazendo-se as dessintonias nulas, €, = €5 = €3 = 0, e igualando-se as taxas de tunelamento,

A; = Ay = Az = A. Faz-se também com que as interagdes de Coulomb estejam fixas e
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equivalentes para os dois qubits vizinhos, Jio = Jog = J = 25ueV, em concordincia com
relatos encontrados na literatura [60]. Todos os parametros no Hamiltoniano sdo dados em
funcdo desse acoplamento de Coulomb, J. Para essa escolha de pardmetros, o Hamiltoniano

toma a forma seguinte

27 A A 0 A 0 0

A0 0 A0 A 0 0
A0 -2J A0 0 A 0

I:—,SQBS _ o A A 0 0 0 0 A (3.3)

A 0 0 00 A A O
0O A 0 0 A =2J 0 A
o 0 A 0 A 0 0 A
0 0 0 A0 A A 2J

Na figura 3.1(a), plota-se o comportamento dinamico das populacdes dos estados

|000) e |111), Pooo(t) e Pi11(t), respectivamente, considerando-se A = .J/8 e a condigdo

OGHZ
L

inicial p(0) = |000X000|. Define-se também um novo pardmetro adimensional

, em

3 . . ~ e A .
que QCHZ — %, que se demonstra importante na discussdo da dindmica temporal do sis-

tema estudado. Nota-se que Pyo(t) = Pi11(t) = 1/2, para o valor QG;IZt ~ /4. Ao
mesmo tempo, tem-se 73 = 1, notado pela curva de quadrados preto preenchidos no painel
(b) da figura 3.1. Simultaneamente ocorre 7, = 0, mas esse resultado ndo € disposto na
figura. Como discorrido anteriormente, tais valores obtidos para os quantificadores de ema-
ranhamento sdo sinais claros da obtencdo de um estado pertencente a classe GHZ. Afim de
determinar o valor da fase relativa ¢ desse estado GHZ, calculam-se as fidelidades % gy
(tridngulo marrom preenchido) e .Znz, (cruz marrom), o que corresponde a fazer o estado
Prarget cOM as fases ¢ = /2. Obtem-se .Fgny = 1, para instantes de tempo correspon-

\ QGHZtl . s A . .
dentes & ——C2 ~ 7 /4 de sorte que se pode concluir que o estado dindmico do sistema,
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nesse instante particular de tempo, é dado por

1

| (thuz)) = [Wanz(—7/2)) = 7

(|000) — 4 |111)). (3.4)

Observam-se também sinais de formacéo do estado |Vnuz(7/2)) em @ ~ 3m/4,
indicados por altos valores de 73 € -#quy, .- Tais valores, no entanto, sdo ligeiramente inferi-
ores ao valor unitério.

Algumas observacdes importantes devem aqui ser feitas. A primeira € a de que para o
valor exposto de A e condicio inicial, tem-se apenas as duas populacdes expostas na figura
3.1 como as dinamicamente acessiveis, sendo todas as demais aproximadamente nulas. No
entanto, o espaco de Hilbert em questdo tem oito dimensdes e, portanto, esse comportamento
deve ser considerado ndo trivial. Pode-se pensar, a priori, como explicacdo para esse feno-
meno, uma bloco-diagonalizacdo do Hamiltoniano Hsqps na base computacional, sob essas
condi¢cdes dos pardmetros. Adicionalmente, a existéncia de uma oscilagdo de dois niveis,
envolvendo os estados |000) e |111), fornece fundamentagdo para a proposi¢do de uma dina-
mica efetiva, ocorrendo em um espaco de Hilbert contendo somente os estados citados, e que
evolui sob influéncia de um Hamiltoniano bidimensional efetivo. Este modelo sera capaz de
reproduzir a mesma fisica do sistema resolvida numericamente, permitindo compreender e
extrair informagdes importantes do sistema. Como principal exemplo tem-se uma estimativa
para a frequéncia de oscilagdo desse sistema de dois niveis. A segunda observacdo € a de
que as curvas apresentadas na figura 3.1, painéis (a) e (b), ndo sdo tao suaves como expostas.
De fato possuem esse comportamento médio, no entanto hd um tipo de comportamento de
batimento ao redor dessas curvas mais suaves, para o qual a intensidade estd diretamente
relacionada com o valor de A e aumenta com o crescimento desse pardmetro. Nesse sentido,
altos valores de A implicam em uma dindmica menos suave, afastando-se também do com-

portamento de dois niveis. Por fim, alterar a condi¢@o inicial para p(0) = [111)(111

, implica
em um mesmo comportamento dindmico do encontrado na figura 3.1, com a diferenca de
que a fase relativa do primeiro GHZ produzido é ¢ = /2, o que, novamente, é consistente

com a ideia de bloco-diagonalizagido de H3qps nas condi¢des citadas.
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Figura 3.1: Dindmica em um conjunto de trés moléculas quanticas acopladas como fungéo do para-
metro adimensional QG:Zt, considerando-se a condic@o inicial p(0) = |000)000| e os pardmetros

fisicos ¢; = 0, J = 25ueV e A = J/8 no Hamiltoniano, eq. (2.38). Painel (a) apresenta as
populagdes Ppoo(t) (circulo preto preenchido) e Pi11(t) (circulo marrom ndo preenchido), em con-
junto com a evolucdo dessas duas quantidades considerando-se um modelo efetivo de dois niveis
(veja a segdo sobre o modelo efetivo): Pyoo e (t) (linha sélida marrom) e Pjjq e (t) (linha trace-
jada cinza). O painel (b) apresenta a evolucdo de 73 (quadrado preto preenchido) e as fidelidades
Farz_ (tridngulo marrom preenchido) e .-Zgpz, (cruz marrom). As duas tltimas sdo calculados
utilizando-se da eq. (2.30), com os estados target definidos por piarget = ‘\IJGHZ(_T")X\IJGHZ(_T”)‘
€ Prarget = ]\PGHZ(g)X\DGHZ(%) , respectivamente. A linha vertical ponto-tracejada azul evidencia
o tempo de formacdo do primeiro estado GHZ, correspondendo a ¢ ~ 10.6ns.

Fonte: Préprio autor
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Para compreender melhor o papel do pardmetro A na dindmica, plota-se na figura
3.2(a) as populagdes Pyo(t) e Pi11(t), considerando-se um valor maior para a taxa de tu-
nelamento, qual seja, A = .J/6 e mesma condi¢@o inicial. Novamente, essas populacdes
plotadas sdo as unicas dinamicamente acessadas e a existéncia de cruzamentos nessas cur-
vas indicam a formac¢do de estados GHZ. Isso € confirmado pelo comportamento de 73 e
das fidelidades, na figura 3.2(b). Ao passo em que o tempo de obtencdo do primeiro estado
GHZ diminuiu, sendo esse t(GzI)-IZ ~ 4.46ns, a oscilagdo coerente dos estados |000) e |111)
€ menos regular, e apresenta uma intensidade maior no comportamento dos batimentos. Os
valores méximos de fidelidade e 3-tangle sdo também ligeiramente inferiores a 1, da ordem
de ~ 0.98. Ressalta-se que, ainda assim, tais estados GHZ de alta fidelidade sdao bons es-
tados para a realizagdo de protocolos de informacdo quantica; com isso, quer-se dizer que a
probabilidade de sucesso do protocolo € alta para estados com a fidelidade mencionada.

Ao se utilizar a mesma condi¢do inicial, mas com A = .J/4, ainda se obtem estados
GHZ de alta fidelidade. No entanto, nesse ponto, as demais populacdes tornam-se numeri-
camente ndo despreziveis, o que afeta negativamente a dinamica de dois niveis, diminuindo
os valores de fidelidade e 73, € aumentando 7»; em outras palavras, a qualidade dos GHZ
obtidos decresce. As simulagdes ndo apresentam comportamento dinamico de interesse para
valores de A > J/4, a0 menos no sentido de obtengdo de estados GHZ.

Por outro lado, a utilizagdo de valores A < .J/8 implica na obtenc¢do de estados GHZ
maximamente emaranhados, enquanto o comportamento de batimento € praticamente ine-
xistente. O problema nesse caso di-se pelo aumento da escala temporal em que a dindmica
ocorre. Uma vez que J estd fixo, A tem o controle sobre a ordem temporal da dindmica e
verifica-se que sdo inversamente proporcionais (veja a secao sobre dindmica efetiva para mai-
ores detalhes). Em um estudo puramente tedrico isso ndo se apresenta como um problema,
mas para os propdsitos de uma implementacdo experimental realistica, deve-se considerar
ao menos algum mecanismo de descoeréncia. Na existéncia desse, mesmo anteriormente a
obtencdo de estados GHZ o mecanismo ird atuar e evoluir o sistema para um estado comple-

tamente misto.
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Figura 3.2: Geracdo dindmica de estados GHZ para A = J/6. A descrigdo é andloga ao caso

encontrado na figura 3.1 e, portanto, sdo utilizadas as mesmas quantidades. Aqui, a linha ponto-
tracejada azul apresenta o tempo de formagdo do primeiro GHZ, correspondendo a tgl){z ~ 4.46mns.

Fonte: Préprio autor

Seguindo-se 0 mesmo procedimento citado nos paragrafos anteriores, pode-se obter
os estados da classe GHZ, maximamente emaranhados nesse sentido, aqui denominados

FLIP, como definidos na eq. (2.25), considerando o caso /N = 3. Para o fazer, considera-se
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valores equivalentes dos pardmetros no Hamiltoniano, mas se faz p(0) = [010)(010| e, para
o célculo da fidelidade, define-se prarget = |VrLip(+5) X YrLip(+5)|. Na figura 3.3 plota-se
os resultados para a dindmica de populacdes (solu¢cdo exata e modelo efetivo), nos painéis
superiores (a) e (c), e a dinamica do quantificador 73 e fidelidades, nos painéis inferiores (b)
e (d), para dois valores distintos de taxa de tunelamento, quais sejam, A = J/8 (painéis (a) e
(b)) e A = J/6 (painéis (c) e (d)). Uma rdapida compara¢do com os casos anteriores (figuras
3.1 e 3.2), demonstra como a dindmica é essencialmente equivalente, salvo pela excecao de
que, nesse Novo caso, as tnicas populagdes (aproximadamente) acessadas sdo as Pyio(t) e
Pio1(t). Os célculos associados a fidelidade e tangle revelam como o estado

1

|WpLip(—7/2)) = 7

(|010) — i [101)), (3.5)

é gerado no instante th; p = t{y,. Também se repete o comportamento do sistema mediante
a variagdo dos valores de tunelamento: valores baixos (A < .J/8) melhoram a oscilagdo de
dois niveis ao passo em que fazem aumentar o periodo em que a dindmica ocorre; valores
altos (A > J/4) diminuem o tempo de obtencdo de estados GHZ de alta fidelidade, mas
o modelo efetivo comeca a falhar e diferentes populacdes tornam-se ndo despreziveis. As
linhas continuas nos painéis (a) e (c) referem-se as populagdes obtidas por um modelo efetivo

de dois niveis.
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Figura 3.3: Dinimica do sistema em fung@o do pardmetro adimensional ==, considerando-se a
condigdo inicial p(0) = |010)(010], e, para os pardmetros no Hamiltoniano, £; = 0, J = 25ueV, e
dois valores de taxa de tunelamento: A = J/8 nos painéis (a) e (b), e A = .J/6 nos painéis (c) e (d).
Painel (a): populagdes Pyio(t) (circulo preto preenchido), Pio1(¢) (circulo marrom ndo preenchido),
além das populagdes obtidas partindo-se do modelo efetivo de dois niveis, sendo essas Ppig eft (%)
(linha sélida marrom) e Pjg;eq(t) (linha tracejada cinza).Painel (b): evolugdo do quantificador 73
(quadrado preto preenchido) e as fidelidades Zpr1p_ (tridngulo marrom preenchido) e %y 1p , (cruz
marrom). As fidelidades s@o calculadas utilizando-se a eq. (2.30) para os estados target ‘\I/FLIP (— §)>
e ’\IJFLIP (%)>, respectivamente. A linha vertical azul ponto-tracedada apresenta o tempo de formacao
do primeiro estado FLIP, de valor t%LIP ~ 10.6ns. Os paineis (c) e (d) correspondem ao caso A =
J/6 e seguem as mesmas convengdes apresentadas. Nesse caso, a linha vertical azul ponto-tracejada
marca o tempo t%LIP ~ 4.46mns.

Fonte: Préprio autor

3.1.2 Modelo efetivo de dois niveis da geracao de estados GHZ

Nessa subse¢do discutem-se as propriedades do sistema de modo mais analitico e,
também, propde-se uma dindmica efetiva para substituir a exata, tal que seja mediada por
um Hamiltoniano efetivo e envolvendo apenas dois estados (o que € de fato observado com

uma boa aproximacao na subsecdo anterior). Essa abordagem esclarece e fornece alguma
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justificativa para os resultados das simula¢des numéricas.

Para tanto, considere o termo H, definido na eq. (2.39). Por constru¢do, o operador
em questdo é diagonal quando escrito na base computacional {|000) , ..., [111)} e, portanto,
os elementos diagonais devem corresponder aos elementos de seu espectro. Esses podem ser

diretamente computados e sdo da forma

FEooo = (000|Hp|000) = €1 +e3+ 35+ Jio + Jos (3.6a)
Eoo1 = (001|Hol001) = &, + &5 — 3 + J12 — Jog (3.6b)
Eoio = (010[Ho|010) = & — &5 + &3 — J12 — Jog (3.6¢)
Eoin = (011|Ho|011) = €1 — &g —e3 — J1o2 + Jog (3.6d)
Fioo = (100|Ho|100) = —&y + &5 + €3 — J1o + Jog (3.6¢)
Eior = (101|Hp|101) = —e1 + 29 — 3 — Jio — Jo (3.60)
Ero = (110|Hp|110) = —e; — 5 + 3 + Jio — Jo (3.62)
By = (11|Hp|111) = —e; — &5 — 3 + Jio + Jos. (3.6h)

Particularmente, na auséncia dos termos de dessintonia, ¢; = 0 V 7, e considerando-se
Jio = Joz = J fixo, obtém-se um espectro energético de H, com trés dominios energéticos

distintos, da forma

Eooo = Eynn = 2J (3.7a)
Eoio = Ein = —2J (3.7b)
Eoor = Eoin = Eioo = E1io = 0 (3.7¢)

Denomina-se H, o Hamiltoniano diagonal resultante da escolha de parametros rela-
tada acima, na eq. (2.38). Destaca-se agora o operador V, contendo todos os elementos néo

diagonais definido como

V=2A> o (3.8)
tal que H 3QBs = Hy+V. A seguir, considera-se uma situa¢do em que A < J, tal que o
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operador ndo-diagonal 1% pode ser tratado como um perturbagdo. Notou-se, anteriormente,
como a evolucdo das populacdes, dada uma condi¢do inicial ajustada para um dos autoesta-
dos de ]:IO (e que pertence a um dos dominios energéticos), sob o Hamiltoniano H. 3QBs> COM
V sendo considerado uma perturbacgdo (A € [%, %]), ndo permite uma evolucao para estados
fora desse subespaco de H,.

Esse fato é de bastante interesse pela argumentacio que segue: considere p(0) =
|000)(000|. Agora, como consequéncia de A < .J, os unicos estados acessados dinamica-
mente devem ser, aproximadamente, |000) e |111). Ora, isso corresponde a um sistema de
dois niveis envolvendo tais estados. Em um instante arbitrario, o sistema pode ser conside-
rado no estado

|W(t)) ~ Ci(t) |000) + Co(t) |111) . (3.9)

Ainda que seja impossivel, da argumentacdo anterior, afirmar que isso de fato ird

ocorrer, se em um instante particular t', obtém-se C' (') = Cy(t') ~ % entao

() ~ %(yoom +11Y), (3.10)

Esse dltimo pode ser identificado como um estado maximamente emaranhado da
classe GHZ.

E importante ressaltar que niio h4 (no sentido analitico) uma bloco-diagonalizagio de
ﬁngBS na base computacional e, desse modo, outras populacdes podem ser acessadas com
uma baixa probabilidade; a aproximacgdo de dois niveis torna-se 6tima na medida em que
os valores de A decrescem para um J fixo. Esse fato também explica o comportamento
de batimento observado nas curvas de populacdes, o que deve ser atribuido ao aumento de
populacdo nos demais subespacos de H,. Por fim, ao se utilizar de uma condic¢do inicial
associada ao subespaco de energia nula, ainda sdo obtidos estados GHZ; no entanto, a dina-
mica nesse subespaco € um pouco mais complexa, visto que envolve quatro estados ao invés
de dois.

Como consequéncia do comportamento comentado, propde-se substituir o espago de

Hilbert dos trés qubits por um espago de apenas dois niveis, composto dos estados [000) e
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|111). A dindmica agora ocorre por meio de um Hamiltoniano efetivo definido para atuar

nesse novo espago, sendo da forma
Hygi o = QCM[111)(000] + h.c., 3.11)

em que 2°17 & o acoplamento efetivo por entre esses dois estados. Um Hamiltoniano efetivo
similar pode ser proposto no caso de a condic¢do inicial dar-se no subespago de energia —2.J,
sendo da forma

Hibge e = Q797[101)(010] + h.c., (3.12)

e em que se observa a equivaléncia do valor do acoplamento, i.e., conclui-se que QFMF =

QCSHZ Note como os processos considerados no Hamiltoniano H. 3QBs NA0 s30 capazes, em
primeira ordem, de acoplar os estados citados. Nesse sentido, deve-se considerar que a
transicdo requerida ocorre por meio de transi¢cdes virtuais nos demais estados do espaco de
Hilbert completo dos trés qubits, e em uma escala temporal curta quando comparada a escala
temporal da dindmica do sistema.

Busca-se agora determinar o valor acoplamento efetivo Q“"%. Considerando-se a
discussdo acerca das populacdes acessadas dinamicamente via H 3qBs, dependendo da con-
dicdo inicial, pode-se pensar em dividir o espaco de Hilbert em duas parcelas, quais se-
jam, a parte A composta dos estados {|000), |111)}, e a parte B, composta pelo estados
{]001), ]010), |011), |100),|101),]110)} (pode-se utilizar esse mesmo desenvolvimento de
modo a se determinar QF¥ desde que se altere o segmento A com os estados corretos).
Reorganiza-se a base do espaco de Hilbert de maneira a evidenciar essas duas partes como
segue

{{|000), [111)}, {|001),[010), 011}, 100), |101), |110)} }. (3.13)

Kets nesse rearranjo serdo da forma

) = ; (3.14)
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em que C'4 é um bloco 2x1 do vetor [¢)) com as componentes associadas a parte A do espago
de Hilbert (e 0 mesmo argumento para C'g, sendo esse um bloco 6x1). Operadores também
podem ser representados nesse rearranjo utilizando-se de blocos, como segue
OAA OAB
0 = . (3.15)
OBA OBB
Nesse caso, O44 é um bloco 2x2 da matrix O relacionado a parte A, OB & um bloco
6x6 da matrix O relacionado 2 parte B, O é um bloco 2x6 da matrix O e é responsavel
pelo acoplamento do espaco B com o espaco A e, por fim, O%4 é um bloco 6x2 da matrix O
e € responsavel pelo acoplamento do espaco A com o espaco B.
Particularmente, H. 3QBs € representado nesse arranjo como segue
TAA  [JTAB
H3QBS H3QBS

Hsqps = (3.16)

rTBA rTBB
H3QBS H3QBS

A partir desse ponto, o subindice 3()Bs dos blocos matriciais serd omitido. Analisa-se

agora o problema de autovalores associado a H. 3QBs, dado por

Hsqusl$) = El), (3.17)
e, escrito de maneira mais explicita, da forma

ﬁAA ﬁAB CA CA
- — F . (3.18)
HBA HBB CB CB

A equagdo acima € equivalente ao seguinte sistema de equacdes

H*C,+ H*2Cy = EC, (3.19)

HBPAC, + HPBCy = ECH (3.20)
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Da equagdo (3.20), tem-se
Cp = (E— HPBYHPAC,. (3.21)
Substituindo-se a eq. (3.21) na eq. (3.19), decorre a seguinte equagdo
HA + AAB(E — BB 1HPA Oy = EC,. (3.22)

Note como a eq. (3.22) € exatamente o que se espera de uma dinamica efetiva no

subespago A, dado que se defina
TS o = O+ HAP(E — HPP) HBA, (3.23)

como o Hamiltoniano efetivo dessa dindmica. Interessa-se aqui pelo elemento (111|H. fQI%ZS off

do Hamiltoniano efetivo acima, pois a seguinte identificacdo é possivel
Q% — (111|HGHE ]000). (3.24)

De maneira a determinar 1% deve-se agora estudar a forma explicita dos operado-

res HA4, HAB, [IBA, HBB . Para tanto, definem-se os projetores P e Q, tais que

P = |000Y(000] + |111)(111], (3.25)

Q=1-P (3.26)

Note, das defini¢des (3.25) e (3.26), como P € um projetor do subespaco A, ao passo

em que () é um projetor do subespagco B. Ainda, recordando-se de que ]:IgQBS = Hy+V,

64



decorrem as seguintes defini¢des

H*Y = P(Hy + V)P, (3.27a)
an s -
HPE = Q(H,+V)Q, (3.27b)
H*B = P(Hy+V)Q, (3.27¢)
HB4 = Q(Hy+V)P. (3.27d)
Da eq. (3.27a), tem-se
HA = PH,P + PVP. (3.28)

Sendo H, diagonal na base computacional, identifica-se que
PHyP = FEy0|000)(000| 4 Eyy1|111)(111]. (3.29)
Utilizando-se a eq. (3.8) e a eq. (3.25), conclui-se que

VP = A(|100)(000| 4 [011)(111] 4+ [010)(000| + |101)(111| + |001)(000| + |110)(111]).
(3.30)
Ora, portanto,

PVP = 0. (3.31)

Assim, tem-se o primeiro bloco escrito de maneira explicita na base computacional,

sendo esse da forma
H* = Fy50[000)(000] + Eyy1]111)(111]. (3.32)
Adicionalmente, substituindo-se a eq. (3.23) na eq. (3.24), tem-se

Q% = (11HGHE ¢|000) = (111[H44000) + (111|HAP(E — HBP)~' [174|000).
(3.33)
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Utilizando-se a eq. (3.32) na equagdo acima, decorre que
QM2 = (11|HGE, £]000) = (111|HAP(E — HPP)~ 1P4|000). (3.34)

Da eq. (3.27b), tem-se

HP® — QH\Q +QVQ = HPP + VBB, (3.35)

em que se define
QHQ = HJ”, (3.36)
QVQ = VBB, (3.37)

Nesse ponto, anteriormente a determinag@o dos operadores HPP e VPB, deve-se re-

QGHZ

tornar a expressao de para a apresentacdo de um importante desenvolvimento. Observe

a eq. (3.34) e considere, em particular, o termo (F — HBB )~L. Note que
E—-HP? = p-g,"" v = (- 01,"") [[ —(E - H,"%)'WBB| . (3.38)
Segue, portanto, a seguinte identidade
-1

(E— HPP)™ = |[ - (E - ﬁOBB)lvBB} (E—Hy ") (3.39)

P . ~ BB , .. .
Esse passo € justificado na medida em que H, ¢ diagonal na base computacional,
% . . ~ BB, _
enquanto H BB 30 0 é. Sabe-se, dessa maneira, atuar o operador (K — Hy ) I em estados

da base computacional, utilizando-se da propriedade
F(A)la) = F(a)la), (3.40)

em que F(A) é uma fungdo do operador A e |a) um de seus autoestados. Substituindo-se
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entdo (3.39) em (3.34), tem-se

-1

OCHZ — (111|FAB |1 — (B — H," )W (B — H,"T) HPA000).  (3.41)

Definindo-se

X = (E-Hy, )'vBB (3.42)

decorre que
-1

[—(BE—H "7 WBE| = (1-X)\, (3.43)

O operador acima pode ser expandido em série de Taylor, tornando-se
IT-X)'=T+X+X*2+ X3+ . (3.44)

O termo de ordem zero [ é incapaz de acoplar os estados |000) e |111) (pois para

tanto é necess4rio a0 menos um processo de terceira ordem em V/; note como Q¢H%

possui,
sem a expansdo do operador, um processo de ordem dois em V/, visto pela presenca de H4?
e HB4). Nesse sentido, o termo de ordem 1, qual seja, X € suficiente para a ocorréncia do

requerido acoplamento. Utiliza-se entdio da seguinte aproximagio para o cdlculo de Q%%

(I-X)"' ~I+X. (3.45)

QGHZ

Como dito anteriormente, a identidade nao contribui para e, portanto, tem-se

(substituindo-se a aproximacao em série de Taylor para o operador na eq. (3.41) e identifi-

cando corretamente X)
OCHZ — (111|HAB(E — Hy" )" 'WEB(E — H,"" ) HB4)000). (3.46)

Pode-se agora retornar ao estudo da forma explicita dos operadores envolvidos na
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definicdo de QCM%. Com efeito, da eq. (3.37), tem-se
VBB — QVQ. (3.47)

Calcula-se, em primeira instincia, o operador V (), resultando em

VQ = A(|101)(001] 4 |110)(010| + |[111)(011| + |000)(100]| + [001)(101| + [010)(110|
+1011)(001| + |000)(010| + [001)(011] + [110)(100| + [111)(101] 4 [100)(110]

+1000)(001| 4 ]011)(010] 4 |010)(011] 4 |101)(100| + |100)(101] + |[111)(110]),
(3.48)

e em seguida, calcula-se o operador completo QV () (simplesmente a aplicacdo do projetor
(2 no operador V(). Portanto,
VBB = A (|001><101y +1001)(011| + |010)(110| + |010)(011|
+1011)(001] 4-]011)(010] 4 |100)(110| 4 |100) (101 (3.49)

+[101)(001| + ]101)(100] 4 |110)(010| + |11o><100|>.

Da eq. (3.36), € facil notar que a forma explicita desse operador € dada por

™" = Eyp1|001)(001] + Ey10]010)(010| + Eor1[011)(011|+ .
(3.50)
FE100]100) (100] + E101[101)(101] + E110/110)(110].
Da eq. (3.27¢), tem-se
HAB = PH,Q + PVQ. (3.51)

Naturalmente o operador PﬁoQ ¢ nulo pois, novamente, H’O ¢ diagonal na base com-

putacional. Tem-se, dessa maneira,

HAZ = PVQ = (]000)(000] + [111)(111))VQ, (3.52)
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e utilizando-se o operador V' () calculado anteriomente, obtem-se

HAB = A(|000)(100| + |000)(010] + |000) (001
(3.53)

+ [111)(011| + [111)(101| + |111)(110]).

Da eq. (3.27d), tem-se

HPA = QH,P+QVP = QVP, (3.54)

em que, novamente, o operador QHoP é o operador nulo. O operador V' P ja foi estudado
anteriormente, de sorte que para determinar HBA ¢ suficiente aplicar a esse o operador ().

Tal operag@o permite concluir o que segue

HP4 = A(]001)(000] + [010)(000] + [100)(000]
(3.55)

+ |011)(111] 4 ]101)(111| + [110)(111]).

Tem-se agora todos os operadores requeridos para a determinacio de QG"%. Da eq.

(3.46) e inserindo dois operadores identidade nessa expressao, decorre que

o

8
Q% = NOSTAL AP R K|(E — Ho" ") VER(E — Hy"C) ) (ul H74]000).
k=1 u=1
(3.56)
Note em (3.56) como apesar dos indices dos somatorios percorrerem todos os vetores
do espaco de Hilbert, contribuem para Q%H? efetivamente apenas os termos cujo acopla-
mento é permitido pelos operadores HAZ, VBB ¢ HBA  Analisando-se as expressdes ex-
plicitas de tais operadores, nota-se que ha termos de acoplamento apenas para um numero
reduzido de estados. Além disso, note como esses operadores estdo intimamente ligados a
perturbacao Ve que de fato para a transi¢ao requerida sao necessarios processos virtuais na
parte B do espaco de Hilbert.
Define-se a seguinte identificacdo: £ = 1, |000); k = 2, |[111); k = 3, |001); k = 4,

010); k = 5, [011); ); )

). A partir de (3.53), calcula-se
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0 seguinte termo
(111 H*P|k) = A((011[k) + (101|k) + (110[k)) = A(Sk5 + Oz + Ops).  (3.57)
Substituindo-se a eq. (3.57) na equagdo (3.56) e apds algumas manipulacdes, vem

8
Q% = NOAOLL(E — Hy ) VEB(E — Hy ) ) {ul HP41000) +

u=1

8
S AQOL(E — Y)Y WERE — H)"P) u) (u BPA000)+ (3.58)

u=1

8
S AQIO[E — Hy )T VEB(E — HyP)H u) (u] HP4|000).

u=1

Por outro lado, da eq. (3.55), conclui-se que
(u|ﬁBA|O()0> = A((u|001) + (u]|010) 4+ (u|100)) = A(Ou3 + Oua + dus)- (3.59)

Novamente, substituindo-se a eq. (3.59) na eq. (3.58) e apds algumas manipulagdes,

obtém-se
QCHZ — A2(011/(E — Hy" ) 'WEBB(E — Hy,"7)1001)+

A2011|(E — Hy"P)y'WEB(E — H,"")~!|010)+
A2011(E — Hy ")y 'WEB(E — H,"7)~1|100)+
A2(101|(E — Hy D) 'WBB(E — Hy ") ~1001)+
A2(101/(E — Hy ") 'WBB(E — H,"")~1|010)+ (3.60)
A2(101|(E — Hy D) 'WBB(E — Hy ")~ 1100)+
A2(110|(E — Hy D) 'WBB(E — Hy ")~ 1001)+
A2(110[(E — Hy ") 'WBB(E — H,"")~1|010)+

A2(110[(E — Hy )" 'WBB(E — H,"")~1100).
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Aplicando-se na eq. (3.60) a propriedade (3.40), decorre que

OGHZ _ A2(011|VEB|001) A2(011|VPB|010) A2(011|VPB|100)
(E— Eon)(E—Eom) (E—Eom)(E—Eono) (E— Eon)(E — Eo)

A2(101|VPB|001) A2(101|VPB|010) A2(101|VPB|100)
(E— En)(E—Ewm) (F—En)(E—-Eun) (E— Eio)(E — Epo)

A2(110[VBB|001) A2(110|VBB|010) A2(110|VBB|100)
(E - EllO)(E - EOOI) (E - EllO)(E - EOlO) (E - EllO)(E - EIO((§)61

A partir da eq. (3.49), conclui-se que
(011|VEB|100) = (101|VPE|010) = (110]V5Z|001) = O, (3.62)

a0 passo que os demais termos presentes na eq. (3.61) envolvendo o operador V55 sdo todos

iguais a A. Finalmente, substituindo-se essas informacdes na (3.61), vem

A3 A3
OGHZ _ + +
(E— FEon)(E — Eop1)  (E— Eo1)(E — Eoo)

A3 A3
+ + 3.63
(E — E)(E — Eon1)  (E— Ei01)(E — Evo) (5.63)
A3 A3
_.I_

(E - EllO)(E - EOlO) (E - EllO)(E - ElOO) '

Chegou-se na equacdo acima partindo-se da eq. de Schrodinger independente do
tempo exata (com isso quer-se dizer que |¢)) e E correspondem aos autoestados e auto-
valores de ﬁgQBS). Nesse sentido, pode-se imaginar |¢)) como o conjunto de autoestados
correspondentes a H, obtidos por corregdes da perturbagdo V e 0 mesmo é valido para os
autovalores E. Portanto, pode-se fazer, por exemplo, |¢/) como a corre¢do no ket [000) e £
como a correcdo da energia Ey. E ficil se convencer de que as corre¢des serdo pequenas

se comparadas com esse ultimo valor e, portanto, faz-se £/ ~ FEyyy = 2.J. Substituindo-se
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essa aproximagio na expressdo acima, obtem-se Q1% = A3/ J2,

A solug@o do problema efetivo

ihperr(t) = { S ot peﬁ(t)] (3.64)

tem como consequéncia (nas condi¢des iniciais apresentadas na subsecdo das simulacdes

numéricas) a seguinte forma para as populagdes

GHZ

Pan(€) = TH(0004000] p()) = cos? (1), (.65
GHZ

Pasan(t) = To(U{111 (1) = si? (), 366

As oscilagdes de Rabi para as populagdes efetivas Pyoo o () (linha sélida marrom) e
P11 o (t) (linha tracejada cinza) podem ser encontradas nas figuras 3.1 e 3.2 para diferentes
valores de A. Note como o modelo efetivo descreve bem o modelo exato para baixos valores
de tempo (qualquer que seja o valor de A no regime citado) e, pensando-se em escalas
temporais maiores, 0 modelo fita melhor menores valores de A. O modelo também permite
concluir como a evolugdo exata é ndo periddica e, nos casos de maior valor de A, decai na
amplitude (o que € explicado pelo aumento de populagdes na parte B do espaco de Hilbert).
O mesmo comportamento das populacdes efetivas € observado considerando-se a condig@o
inicial no subespaco de energia —2.J (veja a figura 3.3).

Uma vez que sistemas realistas estdo sob acdo de mecanismos de descoeréncia, ¢ de
fundamental importincia estudar a escala temporal em que a dinamica exata ocorre. Isso
pode ser feito utilizando-se do modelo efetivo, uma vez que esse € descrito por uma fungao
periodica analitica. Das equacdes (3.65) e (3.66), conclui-se que o periodo de oscilagido

associado a dinamica efetiva é dado por

1] 27
h

Considerando-se A = %, xr € R, substituicdo direta na expressdo acima permite
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concluir

Ts(z, J) = <%>x3 (3.68)

Recorda-se de que esse modelo s6 € vélido na condi¢do em que ¢; = 0, J fixo e
A < J. Também, as simulacdes demonstraram como os melhores valores para a taxa de
tunelamento estdo no intervalo A € [J/8, J/4] e, portanto, = € [4, 8]. Utilizando-se o valor

do acoplamento de Coulomb J = 25u¢eV, tem-se
T(x,25ueV) ~ (0.083ns)z>. (3.69)

A eq. (3.69) permite compreender a influéncia direta da variacdo da taxa de tunela-
mento A no periodo de oscilagcdo (a0 menos nesse regime em que a dindmica efetiva descreve
de maneira adequada o sistema exato). Grandes valores desse acoplamento (x < 4), dimi-
nuem o periodo da oscilacdo (entretanto o modelo efetivo deixa de ser uma boa descricao
do sistema, pelos motivos ja expostos anteriormente). Por outro lado, baixos valores desse
acoplamento (x > 8) melhoram a descri¢do do sistema pelo modelo efetivo, ao custo de que
o periodo de oscilagdo cres¢a polinomialmente com a terceira poténcia de x; nesse sentido,
deve-se sempre ter em mente que o periodo de atuacdo (experimentalmente aceito) para os
mecanismos de dephasing (veja a subsecao de dinamica sob um canal de dephasing) ¢ da or-
dem de 1ns. Essa é, de maneira simplificada, a razdo pela qual trunca-se x = 8 (truncando-se,
portanto, A = J/8 como o menor valor da taxa de tunelamento). Substituindo-se alguns va-
lores de z, tem-se: T'(4,25ueV’) ~ 5.3ns, T'(6,25ueV) ~ 17.9ns, T'(8,25ueV’) ~ 42.3ns.
Nas simula¢Oes numéricas, o tempo de obteng@o do primeiro estado GHZ ocorre aproxima-
damente em }IT. Esses longos periodos de oscilagdo (se comparados aos tempos empiricos
de obtencdo da oscilagdo coerente do sistema de dois qubits ~ 2ns) também explicam o

porqué de o sistema ser tao fragil em relac@o ao canal quantico ruidoso de dephasing.
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3.1.3 A dinamica sob influéncia de um canal ruidoso - dephasing

Nessa subsecdo, discute-se os efeitos de dephasing ' de carga, o principal mecanismo
de descoeréncia no contexto de pontos quanticos de carga [51, 65, 66]. Para quantificar o
efeito do dephasing na geracdo dos estados GHZ, resolve-se numericamente uma equagao

mestra de Lindblad [60] escrita como

8

. 1
p() = [Haqpes p) + 5 T (2LepL] = LiLLp —pLiL})., (3.70)
k=1

em que ['; sdo as taxas associadas ao canal de dephasing em unidades de energia, L sdo os
operadores de pulo (tradugdo livre de jump operators), e a escala temporal do processo de
dephasing é dada por Tyepn = 1/9% = h/T'k, com v, em Hertz. O agente fisico por trds desse
processo € a flutuacao de carga do background (lembre-se, ainda que efetivamente somente
o grau de liberdade de ocupacdo de um elétron defina o qubit de carga, existem varios outros
elétrons formando esse background; a flutuacao energética dessas cargas de fundo provoca,
portanto, uma flutuag@o energética do nivel ocupado por esse elétron definidor do qubit). De

modo a modelar o efeito de dephasing, consideram-se os operadores de pulo como
Ly = k) (k] (3.71)

na equacdo (3.70). Aqui, |k) corresponde a um dos elementos da base computacional. Por-
tanto, L; = |000) (000|, Ly = |001) (001]| e assim por diante. A solu¢do numérica é obtida
considerando-se I';, = I'g4epn para todo k.

Plota-se na figura 3.4 os resultados para a dindmica das populagdes Pyyo(t) (ponto
preto preenchido) e Pyq1(t) (ponto marrom ndo preenchido), e a fidelidade Fgyz_ (tridn-
gulo marrom preenchido), considerando-se trés valores distintos do parametro de dephasing:
Yaeph = 1072 GHz no painel (a), Ygepn = 10~ GHz no painel (b) € Y4epn = 1 GHz no painel

(c). Os parametros no Hamiltoniano, por sua vez, sdo os mesmos do caso sem dephasing

'O dephasing é um importante mecanismo de descoeréncia para o contexto da informagio quintica e a sua
atuacdo em um operador densidade genérico é eliminar, assintoticamente no tempo, as coeréncias, transfor-
mando tal operador em um estado separdvel.
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(particularmente, A = J/6). Busca-se aqui a formacdo do estado GHZ |Vguz(—7/2)),

posto que tal estado é o primeiro dinamicamente gerado.
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Figura 3.4: Dinamica das populagdes Pyoo(t) (circulo preto preenchido) e Pj;1(t) (circulo marrom
nao preenchido), tal como a fidelidade .#cpz_ (tridngulo marrom) considerando a acdo do dephasing
parae; = 0, J = 25ueV, A = J/6, e a condigdo inicial 4(0) = |000) (000 com (a) Yaepnh = 1072
GHz; (b)Ydeph = 10! GHz, e (¢) Ydeph = 1 GHz. A linha ponto-tracejada azul destaca o tempo de
formagdo do primeiro estado GHZ, correspondendo a t(,y;, ~ 4.46 ns.
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Os resultados demonstram uma alta sensibilidade da dindmica de trés qubits em re-
lagdo a esse mecanismo. Mesmo para valores baixos das taxas de dephasing, figura 3.4(a),
a reducdo da amplitude das oscilagcdes é um claro sinal de que hd a promocdo de popula-
coes indesejadas (leia-se, populacdes nao envolvidas na definicdo do estado GHZ reque-
rido), de uma maneira incoerente. Em ¢y, ainda se tem um maximo da fidelidade de valor
Faenz. ~ 0.85 em relagdo ao estado alvo |Wgnz(—7/2)); a populagdo Pyoo apresenta um
valor aproximado de 0.62. Isso significa que o processo de dephasing afeta fortemente o
processo de tunelamento coerente de terceira ordem responsdvel pela dindmica efetiva de
dois niveis, cujo produto final € a formacao dos estados da classe GHZ. Aumentando-se o
valor da taxa de dephasing para Ygepn = 107" GHz, veja a 3.4(b), nota-se que o compor-
tamento oscilatorio é completamente perdido e a fidelidade apresenta um médximo de baixo
valor (= 0.55). Finalmente, para v4.pn = 1 GHz, caso disposto na figura 3.4(c), a populagdo
Phoo e fidelidade decaem rapidamente, com P;q; crescendo até que, em ¢ ~ 12 ns, o ope-
rador densidade torna-se uma mistura estatistica. De fato, para as tr€s taxas de dephasing
consideradas, é verdade que lim;_,, p(t) = /8. Esse comportamento demonstra que a via-
bilidade da geragdo de estados da classe GHZ no contexto dos qubits de carga € um desafio
experimental em aberto, uma vez que € importante se garantir um setup com baixos valores
da taxa de dephasing.

Em suma, a formacao de estados GHZ no presente sistema (e considerando-se N = 3
qubits) € bastante sensitiva ao dephasing de carga. Entretanto, se baixos valores dessa taxa
forem obtidos experimentalmente, pode-se encontrar altos valores de fidelidade para estados

do tipo GHZ e FLIP.

3.2 Analise da escalabilidade da geracao dinamica de esta-

dos da classe GHZ

Nas préximas paginas, busca-se apresentar uma conjectura acerca do valor do aco-

plamento efetivo em um sistema de /V qubits e um breve estudo sobre as consequéncias da
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mesma.

O caso N = 3 foi apresentado previamente, em que se concluiu que

A3
Q= =, (3.72)
e o Hamiltoniano efetivo dado por
Hipt o = Q5M7111)(000] + h.c.. (3.73)

Revisita-se o caso de N = 2, tratado previamente na dissertacdo intitulada Ema-
ranhamento eletronico em moléculas de pontos quanticos semicondutores [58] e no artigo
[45], afim de comparar o modelo efetivo empregado para /N = 3 com resultados analiticos.

Depois trata-se o caso de N arbitrério.

3.2.1 Ocaso N =2

Considerando-se N = 2 qubits, tem-se como Hamiltoniano o operador

2 2
HQQBS = Z €i0'§i) + J120'£1)0'£2) -+ Z AZO'Q(CZ) = H(] -+ V, (374)
=1 =1
€m que,
2
HO = Ze’fiUS) -+ J120'£,1)0£2), (375)
=1
2
V=> Aol (3.76)

O primeiro passo do método € analisar o espectro do operador H,. E facil se conven-

cer de que, sendo a base computacional escrita em termos dos autoestados de o, tal operador
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€ diagonal na referida base. Tem-se, portanto,

Eoo = €1 + &2 + Jio, (3.77a)
Eor =1 — &2 — Jio, (3.77b)
Eyg = —e1+e& — Jio, (3.77¢)
Eiy = —e1 — &+ Jro. (3.77d)

Toma-se, nesse ponto, ; = 0 V i, Jio = J fixo, A; = A < J e, denotam-se os

operadores Hj e V' com um til superescrito. Portanto, o espectro de H, é dado por

Eoo = E11 = +J, (3.78a)

Ey = Eyp=—J. (3.78b)

Isto €, o espectro desse operador consiste de dois dominios energéticos distintos, de-
generados e distantes um do outro por um gap de 2J. Ao se considerar a adicdo de uma
perturbacdo a H,, tal que o parametro dessa perturbacdo seja pequeno em comparacio a .J,
espera-se que essa perturbacido conecte fracamente estados pertencentes a diferentes subes-
pacos energéticos de H,. Dessa maneira, ao se iniciar o sistema em um desses subespagos
e fazer com que o sistema evolua temporalmente sob o Hamiltoniano ﬁIQQBS = f]o + V,
espera-se que o sistema mantenha-se no subespaco inicial, a0 menos na escala temporal de
interesse. (Existem processos virtuais ocorrendo, em uma escala temporal muito mais curta,
sendo responsdveis pelo acoplamento entre estados no subespago de interesse com os de-
mais subespacos e que, de fato, sdo responsdveis pelo acoplamento efetivo entre estados no
mesmo subespaco. Note, pois, que no Hamiltoniano I:IQQBS nao ha termo de acoplamento
entre |00) e [11)).

Esse cendrio € interessante pela seguinte razdo: considere, por exemplo, p(0) =
|00)00|. Agora, como consequéncia de A < J, os tnicos estados acessados dinamica-
mente devem ser, aproximadamente, |00) e |11). Mas isso corresponde a um sistema de dois

niveis envolvendo tais estados. Em um instante de tempo arbitrario, o estado do sistema pode
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ser considerado

W(1)) & 1 (£)]00) + ea(t)|11). (3.79)

Ainda que seja impossivel, da argumentacdo anterior, afirmar que isso de fato ird

ocorrer, se em um instante particular ', obtem-se ¢, (t') = c,(t') ~ 1/+/2, entio

() ~ %(!0@ T [11)), (3.80)

esse ultimo sendo um estado de Bell, i.e., um estado puro maximamente emaranhado em
um sistema de dois qubits. Argumentagdo semelhante é valida quando se faz p(t = 0) =
|01) (10|, sendo outro dos estados de Bell obtido dinamicamente.

Esse raciocinio permite considerar o sistema de dois qubits, quando satisfeitas as
condig¢des expostas previamente, como efetivamente um sistema de dois niveis que evolui no

tempo sob acdo de um Hamiltoniano efetivo dado por
HoqBs et = QPEEE111)(00] + h.c., (3.81)

Oou mesmo,

Hoqpser = 257 7"[10)(01] + h.c. (3.82)

Determina-se o valor do acoplamento efetivo QPP analogamente ao caso N = 3.
Particiona-se o espaco de Hilbert em dois, sendo uma parte de interesse envolvendo ape-
nas dois niveis (denotada por A) e o restante do espaco (denotada por B), como segue
{{]00) , |11)},{]01),|10)}}. Nessa organizagdo, pode-se escrever o Hamiltoniano Haqps eft

em blocos, como visto na eq. (3.18) e seguindo-se 0 mesmo raciocinio, conclui-se que
Hoqpser = HA + HAP(E — HPP) P4, (3.83)
Essa equacdo permite a identificacdo requerida do acoplamento efetivo, dado por
QPELL — (11| Hygps o|00) = (11| | HA + HAB(E — HPB) T HBA|100).  (3.84)

80



Os operadores H44, HAB HPA HPBB sio definidos como nas equacdes (3.27a),
(3.27¢), (3.27d) e (3.27b), respectivamente, desde que se utilize o Hamiltoniano correto (aqui
Hyqps eff), assim como os projetores corretos P = |00)(00| + [11X11|,Q =1 — P.

E facil computar, nesse caso, a forma explicita dos blocos do Hamiltoniano, sendo

dados por
HA = Eyy |00)00] + Eyy [11)(11], (3.85)
HAP = A(]00)10] + [00)01| + [11)01] + [11)10]), (3.86)
HB% = A(]10)00] + [01)00] + |01)(11] + [10)X11]). (3.87)

Tem-se ainda que H?Z = HPB + VBB com HPP = QHyQ e VEP = QV Q. Nesse
caso ndo serd necessdrio computar o ultimo termo. Com efeito, utilizando-se a eq. (3.85),

conclui-se que
QBELE — (11| HAB(E — HPP)~'HP4|00) . (3.88)
Utilizando-se, também, a identidade na eq. (3.39), tem-se
-1

QBELL — (1) FAB| T — (B — Hy"") VPP (B — ") THBA00).  (3.89)

O acoplamento requerido estd associado com transi¢des virtuais de segunda ordem no
parametro de tunelamento. A expressdo acima, por outro lado, demonstra a existéncia dessa
transi¢cdo (termos HAB ¢ HB4) sem a necessidade de expansdo do operador entre colchetes.
Por conseguinte, utiliza-se a expansdo de ordem zero do referido operador, de sorte que

-1
I—(FE- ﬁOBB)*VBB ~ I. Portanto,

QBELL — (11| HAB(E — H," ")~ HP4 |00) (3.90)

em que HP® = Fy, |01)(01] 4 F14|10)(10]. Introduzindo-se duas relagdes de completeza na
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expressao do acoplamento efetivo, decorre que

4
QPELE = NN (L EAP k) (k|(E — HPP) ™ |u) (u|Hpal00). (3.91)

4
k=1 u=1

Substituicao direta dos bloco-operadores na expressao acima, permite concluir que

A2
QPELE = —. (3.92)

Nas figuras 3.5, 3.6 e 3.7, plota-se a dinamica das populacdes de interesse, as res-
pectivas populacdes efetivas, a fidelidade com um estado de interesse definido previamente
e uma curva de fidelidade efetiva (a ser definida em breve). O dito estado de interesse é
dado por |VYppr(—7/2)) = \%(|OO> —i]11)). As populagdes exatas sdo: Py(t) (circulo
preto preenchido) e Pj;(¢) (circulo marrom ndo preenchido). As populagdes efetivas sio:
Poo e (t) (linha sélida marrom) e Py o (t) (linha tracejada cinza). Em relacdo as curvas de
fidelidade, a exata é composta por tridngulos marrons preenchidos, ao passo que a efetiva é
representada pela linha ponto-tracejada preta. Todos os graficos sd@o construidos utilizando-
se os parametros €; = 0 e J = 25ueV/, ao passo em que cada um possui um valor distinto do
parAmetro de tunelamento, sendo esses A = J/8, A = J/6 e A = J/4. Nessas condi¢des,
a configuracdo inicial em algum dos autoestados do operador H, garante que a dindmica
deve ocorrer aproximadamente como previsto pelo modelo efetivo. Utiliza-se em todos os
casos p(0) = |00)00] (portanto a dindmica de dois niveis ocorre no subespago de Hy com

energia +./). Nota-se, em todos os casos, como sdo de fato obtidos estados de Bell de alta

QBELLt

fidelidade. Também, o modelo efetivo ajusta-se bem a todos os casos, desde que -

seja
pequeno. Na medida em que esse parametro cresce, as curvas exata e efetiva distanciam-se;
a discordancia também aumenta na medida em que o valor de A é maior. Esse é o0 mesmo
comportamento observado no caso N = 3.

Particularmente, a solu¢ao do problema efetivo

ihpeﬁ (t) = [HQQBs,efh Peft (t)]7 (393)
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tem como consequéncia a seguinte forma para a matriz densidade efetiva

()BELL ()BELL
t) |00)00| + icos( - t> sin( = t) |00)(11]

BELL

pun(t) = cos?(

(3.94)
()BELL ()BELL ()BELL
- icos( ; t)sin( ; t) |11)(00] + Sin2( ; t) |11)11],
de onde segue a forma para as populagdes efetivas
BELL
%:mmmwmmaw(ht) (3.95)
BELL
Py = Tr(|11) (11 peys(t)) = sinQ( ; t). (3.96)
Portanto, o periodo de oscilagdo da solugdo efetiva é dado por
1| 2m

h

Considerando-se entdo J fixo, A = Z, com 2 € Z e substituindo-se a expressao

z°

QBELL

explicita de na equacao acima, decorre que

Ty(z,J) = (%)aﬂ (3.98)

Do caso N = 3, conclui-se que os valores Gtimos de x estdo no intervalo x € [4, §]
(isso porque os valores 6timos de A estdo entre J/8 e J/4). Considerando-se J = 25ueV/,
decorre que

Ty(z,250eV) = (0.083 ns)a>. (3.99)

Portanto, 75(8,25pueV) ~ 5.3 ns, To(6,25ueV) ~ 3 ns, Ta(4,25ueV) ~ 1.3 ns.
Esses resultados sdo satisfatérios com relagdo a dinamica empirica de um sistema de dois

qubits no contexto de qubits de carga.
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A fidelidade efetiva é definida de maneira direta. Tem-se que

Prarget = |VUBELL(—7/2)) (UppLL(—7/2)|, (3.100)

e, portanto, explicitamente

(100)(00] + 7 [00)(11] — 4 [11)(00] 4 [11)(11] ). (3.101)

N | —

Ptarget =

Assim, Fog(t) = Tr (peﬁ(t) ptarget), resultando na expressao seguinte

1 2QBELL
Fet(t) = 3 [1 + sin(Tt)} : (3.102)

Note que, garantindo-se uma boa proximidade da dindmica exata e efetiva (isso ocorre
ao menos para A = J/8), os resultados extraidos da dltima produzem boas estimativas para
todas as quantidades de interesse da primeira. Tem-se func¢des analiticas que descrevem
as populacdes, tal como o seu periodo de oscilacdo, e também uma curva analitica para o

comportamento da fidelidade do sistema.
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Figura 3.5: Dindmica em um conjunto de duas moléculas quanticas acopladas como fun¢do do
A . . BELL . o A
parimetro adimensional £ —, considerando-se a condi¢@o inicial p(0) = |00)(00| e os pardme-

tros fisicos ¢; = 0, J = 25ueV e A = J/8 no Hamiltoniano, eq. (3.74). Apresentam-se as
populacdes Pyo(t) (circulo preto preenchido) e Ppp(¢) (circulo marrom ndo preenchido), em con-
junto com a evolug@o dessas duas quantidades considerando-se um modelo efetivo de dois niveis,
quais sejam, Pyo e (t) (linha sélida marrom) e Pjq q(t) (linha tracejada cinza), assim como a fi-
delidade .G z_ (tridngulo marrom preenchido). A iltima quantidade € calculada utilizando-se a
eq. (2.30), com o estado target definido por piarget = |YBeLL(—7/2) VBELL(—7/2)|, em que
|UpprL(—m/2)) = 2=(]00) — i [11)). A curva de fidelidade efetiva, .Z.g(t) (linha ponto-tracejada

V2
preta) é produzida utilizando-se a eq. (3.102).

Fonte: Préprio autor
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Figura 3.6: Dinamica em um conjunto de duas moléculas quanticas acopladas como fun¢do do
. . BELL . e ~
parimetro adimensional —, considerando-se a condi¢@o inicial p(0) = [00)(00| e os pardme-

tros fisicos ¢;, = 0, J = 25ueV e A = J/6 no Hamiltoniano, eq. (3.74). Apresentam-se as
populacdes Pyo(t) (circulo preto preenchido) e Ppp(t) (circulo marrom ndo preenchido), em con-
junto com a evolugdo dessas duas quantidades considerando-se um modelo efetivo de dois niveis,
quais sejam, Pyo g (t) (linha s6lida marrom) e Pjq g (t) (linha tracejada cinza), assim como a fi-
delidade .Gz (tridngulo marrom preenchido). A iltima quantidade € calculada utilizando-se a
eq. (2.30), com o estado target definido por prarget = |YBELL(—T/2)X¥YBELL(—T/2)|, em que
|UpprL(—m/2)) = ==(|00) — i [11)). A curva de fidelidade efetiva, .Zog(t) (linha ponto-tracejada

V2
preta) é produzida utilizando-se a eq. (3.102).

Fonte: Préprio autor
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Figura 3.7: Dindmica em um conjunto de duas moléculas quanticas acopladas como fun¢do do
pardmetro adimensional QBELLt, considerando-se a condi¢do inicial p(0) = |00)(00| e os pardme-
tros fisicos ; = 0, J = 25ueV e A = J/4 no Hamiltoniano, eq. (3.74). Apresentam-se as
populacdes Pyo(t) (circulo preto preenchido) e Ppp(¢) (circulo marrom ndo preenchido), em con-
junto com a evolug@o dessas duas quantidades considerando-se um modelo efetivo de dois niveis,
quais sejam, Pyg e (t) (linha sélida marrom) e Pjq q(t) (linha tracejada cinza), assim como a fi-
delidade .G z_ (tridngulo marrom preenchido). A iltima quantidade € calculada utilizando-se a
eq. (2.30), com o estado target definido por piarget = |YBELL(—7/2) VBELL(—7/2)|, em que
\VppLL(—7/2)) = %(|OO> —]11)). A curva de fidelidade efetiva, .Z.q(t) (linha ponto-tracejada
preta) é produzida utilizando-se a eq. (3.102).

Fonte: Préprio autor

O caso N = 2 qubits € especial pois, utilizando-se de uma rotacado de base, pode-se
encontrar uma solugdo analitica para o problema de autovalores de Hqps. Nas proximas
paginas, busca-se demonstrar como a forma obtida para as populacdes efetivas é recuperada
quando, na solug¢do analitica, utilizam-se as condicdes sob as quais o modelo efetivo € valido,
quais sejam, p(0) = [00)00], A = J/z, A < J.

Para tanto faz-se necessdrio, em primeiro lugar, determinar p(t) analiticamente ou,
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equivalentemente (no caso de uma dinimica unitdria), o vetor estado |W(t)). Partindo-se do

Hamiltoniano na eq. (3.74) e considerando-se ¢; = 0, J15 = J, A; = A, obtém-se
Hyqps = JoMo® + Aol + o). (3.103)

Considerando o ordenamento da base computacional como sendo {|00) , |11) ,|01) , |10)},

a representacdo matricial de Hyqps tem a forma

J 0 A A
o J A A
Hyqps = (3.104)
A A —-J 0
A A 0 —J

Resulta interessante escrever o Hamiltoniano em uma nova base ortonormal, cujos

elementos sdo os estados de Bell definidos como

1
[y) = E( 01) £ |10) ) (3.105a)
1

|¢:ﬁ:> = \/5

(100) + [11)). (3.105b)

Um ordenamento interessante para a base de Bell é dado por {|¢_) , [v0_) , |o1) , [4)},

pois dessa maneira o operador Hamiltoniano torna-se

J 0 0 0
0 —J 0 0

Haqps = (3.106)
0 0 J 2A
0 0 2A —J

Segue que |¢_) e [¢)_) sdo autoestados de Hoqps com autovalores +.J e —.J, respec-

tivamente. Os demais autovalores e autoestados podem ser determinados pelo problema de
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autovalores de Hsqps no subespago span{|¢,) , [¢4)}. Com efeito,

J—X 2A
=\ —J?—4A*=0. (3.107)
A —J =)\

Portanto, os autovalores restantes sao dados por

2A\ ?
Ap=+Jy 1+ <7) . (3.108)

Os autoestados sao determinados da maneira usual, resolvendo a equacdo

J 2A )\ |« 2«
=+J4/1+ <%> , (3.109)
2A —J |\ B J g
de onde segue que
J 24\
B—iﬂ( 1+ (7> $1)a (3.110)

e, portanto, o autoestado | A1) (normalizado) é dado por

- e ) ] [ 4 B )

(3.111)
De modo a simplificar a notagdo, define-se

J? 2A\?  \?]?

2A\°
y=1/1+ (—) , (3.112b)

J
e segue que
Ae) = = [164) £ 2 (v ¥ 1) o) (3.113)
+) = . + oA Y+ +/ |- .
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Em sintese, os autoestados e autovalores de Hyqps sdo dados por

o_), +J (3.114a)

: (3.114b)

¥-)
AL, 41+ (%) (3.114c)
Ay, —Jy )1+ ( JA) . (3.114d)

A evolucao temporal do sistema pode ser agora determinada, a partir da aplicacao do
operador de evolucdo temporal no vetor estado inicial, tendo esse tltimo sido projetado na
base dos autoestados de Hoqps. Reescrevendo-se a condigdo inicial em termos dos autoesta-

dos, obtem-se

1
ﬁ( 6:) +16-))

+

O estado evoluido é obtido ao se atuar com o propagador U (t) sob o estado inicial,

w(0)) = [00) =
(3.115)
o)+ - )+ - ).

de forma que

Z% [exp<_;Jt> o-) + iexp(_@*t) A+ a—l_exp(_i;{_t) |A_>]
1
% [A+)

—iJt |gz5>+i i 1+ 24 2
5 exp . Jrexp Zh 7

(3.116)
Escrevendo-se os autoestados | A1) em sua forma explicita e, em seguida, escrevendo

os estados de Bell em sua representacdo na base computacional e, por fim, apds algumas
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manipulagdes, conclui-se que o vetor estado do sistema |W(t)) é dado por

1 J 1 J 2AN\?| 1 J 24\
|\I!(t)>:§ exp —zﬁt +a—%rexp —zﬁt 1+ - —|—a—26Xp i—t 1+ —
—1—1 —e —z'Jt + ! e —z'Jt 1+ 2A\°
2] PR T2 P Ty T

1 J 2A\
+—exp [/ 1+ | —
1 J J 1 J J
o7 exp (—zﬁty> ﬂ@ —-1) - o7 OXP (zﬁty> ﬂ(y + 1)] (|01) + [10))
(3.117)

} 100)
} 11)

J

L1
2

Para estudar a geracdo da dindmica de estados de Bell como definidos na equacao

(3.105b), calcula-se a populacio Py (t) = |[(00¥(t))|*, dada por
1 J J 2A\?
Poo(t) = 5{1 + COS(ﬁt) Ccos lgt 1+ (7)
(2 —a%) . (JN . |J 2A\°
+T‘[2+ S111 gt S111 ﬁt ]. + 7
2 | e (22 2
ata? o J '

Nesse ponto, faz-se uma andlise concernente aos parametros envolvidos na expres-

+

i (3.118)

sdo acima, de modo que se possa justificar algumas aproximacgdes a serem apresentadas.

Considerando-se J = 25ueV, A = J/8, decorre que

2A\?
y= 1+<7) ~ 1.031. (3.119)

Por outro lado, fazendo-se

2 2
y=4/1+ (%> ~1+4 2(%) ~ 1.031. (3.120)
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Portanto, faz-se razoavel utilizar a expansdo de Taylor de y. Dessa maneira,

J 2
2 e o 2 ~
ol =1+ (m) (y — 1)% ~ 1.015. (3.121a)
J 2
o =1+ (E) (y +1)? ~ 66.98. (3.121b)

Ou, utilizando-se a expansdo de y, tem-se

J\? A2 2 A2
2
a+—1+(ﬂ> (1+2ﬁ—1) Nl_'_ﬁ (3.122a)

J\? A? 2 J2 A2\ 2 J?
2 =1 S 142—+1) =14+—=(1+=-) =34+-—. (3.122b
o +2A +J2+ +A2 +J2 +A2 ( )
Dessa maneira, tem-se que
2 2 ‘]2
a —a+~2—|—F (3.123)
Também,
2
J . (3.124)

(a2 -a2) _2 :
4L —1le — 0. Dessa maneira,

Conclui-se que ~—— a2
-o5 -5
1 J J A?
Poo(t) ~ 5{1 + cos (ﬁt> oS ﬁt(l + 2?)

sin( L) sin [ Ze(14 22
Sin 7 Sin 2 J2 .

= cos(a) cos(b) — sin(a)sin(b) e

+

(3.125)

Ainda, utilizando-se as identidades cos(a + b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a), decorre que

(3.126)

1+ cos 247
hJ

1
Poo(t> - 5
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Por fim, utilizando-se a identidade cos?(z) = % [1 + cos(Zx)] , decorre que

o [ A%t
Pgo(t) ~ COS —_— | = POO eﬁ‘(t). (3127)
Jh ’
Similarmente, tem-se que Py (¢) = [(11|W(¢))|*. Pode-se demonstrar que tal popula-

cdo tem a forma seguinte

1 QA 2
Pii(t) = 3 1 —cos (%t) CoSs %t 14+ (7> +

2 _ 2 2A\ 2
_%m(gt) sin | 21 1+<7) i (3.128)

ata? h J

Aplicando-se as mesmas consideracdes/aproximacgdes, decorre que

o (A%

Piy(t) ~sin®( —— | = Pryen(t). (3.129)
Jh ’

Esses resultados confirmam a hipdtese inicial, de que a soluc¢do pelo modelo efetivo é

aproximadamente um caso particular da solucdo analitica, quando aplicado o devido regime

de parametros no Hamiltoniano.

3.2.2 O caso geral - N qubits

Pela similaridade dos resultados obtidos nos casos particulares N = 2, N = 3 e
N = 42, em relagfo A expressdo para o acoplamento efetivo, similaridade essa traduzida na

equagdo

AN
Qi = N = 2,34, (3.130)

o JN-17

%Esse tltimo caso estd desenvolvido integralmente na secio de apéndices. Cronologicamente veio primeiro
como um passo intermedidrio importante na consolidagdo de uma proposta de generalizacdo. Entretanto, para
evitar repeticdo de argumentos, foi deslocado para o apéndice. Naturalmente, agora estd em condi¢des de
confirmar os métodos mais gerais que essa secao propde, como um caso particular de interesse.
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inicia-se a busca por um tipo de generalizagdo (tanto do modelo efetivo, quanto da prépria
dindmica exata) para um sistema composto por um nimero genérico N de qubits, sob acdo
de uma generalizacdo do Hamiltoniano para os casos particulares. Discutir-se-a as razdes
pelas quais se acredita que o resultado deve ser valido para qualquer NV, baseando-se princi-
palmente na ideia de que as condi¢des necessdrias para que o comportamento exato e efetivo

ocorram nos casos particulares, encontram-se também no caso geral.

3.2.2.1 O Hamiltoniano de N qubits e a base computacional

Inicia-se pela estruturagcdo do espaco de Hilbert, tal como a escrita formal da gene-
ralizacdo do Hamiltoniano a ser estudado. O espaco de Hilbert de um sistema de N qu-

bits é dado por SAiqes ~ (C*)®V, a base computacional associada € dada pelo conjunto

{10)*N . 11)®V} e tem-se Dim(ARqps) = 2. Reforga-se aqui que a notagdo escolhida
1

é tal que C? = span{|0),|1)}, tendo-se, por defini¢do, |0) = ,ell) =
0 1

Por fim, tais vetores de base sdo identificados como autoestados do operador o, de

sorte que

0. = 0)(0] — [1)(1] (3.131)

o = |0)1] + [1)0]. (3.132)
Um elemento arbitrdrio da base computacional serd denotado como

€1, o LEN) 5 & €40,1}. (3.133)

O Hamiltoniano do sistema é considerado como da forma

N N-1 N
Hygps = > &0+ JiznoWol™ + 3 " Aol = Hy+V, (3.134)
=1 =1

i=1
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em que

N N-1
= ol + ) JinoPolh, (3.135)
=1 =
N
V=> Aol (3.136)
1=1

Similarmente aos casos particulares, sendo a base computacional construida com pro-
dutos tensoriais dos autoestados do operador o,, H, deve ser diagonal na referida base.
Estuda-se, na sequéncia, tal espectro.

Considere a aplicacdo do operador H; em um elemento arbitrdrio da base computa-

cional |£, ... ,&n), como segue

N
Hol&, ... &n) = {261 + Z Jm+10 ZH } &1, En)

St e+ [zw e - e
- =1
= Z& 51, fN)} + {ZJ@@'HUS)U,(;H”&, 75N>:|
- i=1 z:lNi1
= 251 61 61) 7€N>:| + |:2Ji,i+l<_1)£i+€i+l’§17 7€N>:|
:le N =1
= Z(—l)élf’:l + Z<_1)&+&+1Ji,i+l} ’617 7§N>'
o = (3.137)
Segue que
N N-1 N
(&, - EnlHol&, .. &n) = {Z(—l)ﬁisﬁZ(—l)éi“’*v@-,ﬁl} [T0c. 3138
i=1 i=1 i=1

Da igualdade acima, obtem-se a forma genérica dos autovalores desse operador para

um elemento de base |£;, ... ,&n), qual seja,
N N—
Be ooy =) (=D%ei+ ) (=15, (3.139)
i=1 —
sendo esse determinado, naturalmente, quando se define o conjunto {&;, ... ,{y} referente

95



ao estado em questdo.

A computacao completa do espectro de Hy ndo é possivel nesse ponto, uma vez que,
para tanto, deve-se fornecer o nimero /N de qubits do sistema (pois isso permite conhecer
os conjuntos possiveis {{1, ... ,{y}) ao passo que tal acdo caminha em dire¢do contréria
ao proposito da se¢do em questdo. De fato, para tais propdsitos nio se faz necessario fixar
N. Note, pois, como o modelo de dindmica efetiva é baseado em dois pilares principais:
a existéncia de subespacos energéticos no espectro de H cujo espacamento é da ordem da
interagdo de Coulomb, J;;;1; um baixo valor atribuido ao pardmetro de tunelamento no
Hamiltoniano, A; < J; ;41 V <. Tais condi¢des, a priori, garantem que, na medida em que
o sistema € inicializado em um dos subespacos energéticos de Hy, a dindmica sob influéncia
de ]:INQBS = Hy+V, permite fracamente transigoes para estados que vivem em diferentes
subespagos. Novamente, € preciso ressaltar que transi¢des virtuais por entre autoestados
pertencentes a diferentes subespacos de H, podem e devem ocorrer em uma escala temporal
curta, quando comparada a escala da dindmica, de sorte que efetivamente € como se houvesse
um acoplamento entre os autoestados pertencentes a0 mesmo subespago. Nesse sentido, no
caso de confirmarmos a existéncia de tais subespacos energéticos no espectro de H, para N
qubits e, ademais, que tais subespagos estdo distantes (energeticamente) por um fator ~ .J,
entdo A < J por si s6 deve garantir a validade do modelo efetivo para N qubits.

Considera-se, em primeira instancia, ¢; =0 V 4, J; ;41 = J V 1 fixo, de sorte que

N-1
Hy — Hy=J) oWl (3.140)
=1
€ 0 espectro de f{() torna-se
N-1
Ee ey =J ) (—1)FH, (3.141)

i=1

para o estado |&, ... ,&n).
Nesse ponto € interessante introduzir uma nog¢ao importante a ser utilizada, qual seja,

a dos pares de qubits. Um par de qubits vizinhos serd denotado por (&, &x1), k=1, ..., N—
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1. Naturalmente, tem-se os pares iniciando em (&7, &) até o dltimo par ({x_1,&n), i.e., dado
um sistema de N qubits, tem-se /N — 1 desses pares. Define-se como n o nimero de pares
com sinal de pseudo-spin ao contrdrio. Ao contrdrio aqui significa que para o k-ésimo par,
tem-se & = 0, {1 = 1 ou vice-versa. Define-se também m = N — 1 — n como o nimero
de qubits com sinal de pseudo-spin paralelos.

Agora, note como cada elemento (—1)%*%i+1 do somatério na expressio do autovalor
genérico resulta em

(_1)fz‘+fi+1 = + ]_’ se 52 — 52._,’_1

-1, se &#&in

(3.142)

Portanto, conclui-se que

N-1

(—1)5 T = (m — n), (3.143)
i=1

uma vez que para cada par com sinal de pseudo-spin paralelo, o somatdério contribui com +1,

ao passo em que para cada par com sinal de pseudo-spin antiparalelo, o somatério contribui

com —1. Assim,

N-1
D (—DEFE = (N —1—2n), (3.144)
i=1

Naturalmente, n = n(&, ... ,&y), sendo esse determinado por um processo de

contagem simples. Ainda,n € [0, N —1]e (N —1—-2n) € [-(N —1), (N —1)]. O espectro

de f]o torna-se

Be ey =(N—1-=2n)J (3.145)
paraoestado |§1, ... ,&v)en=n(&, ... ,&N).
Da expressdo acima, conclui-se que todos os estados {|¢;, ... ,&y)} com 0 mesmo

valor de n terdo o mesmo autovalor e, portanto, esse é o fator capaz de caracterizar (ou
distinguir) os subespacos de H,. De fato, pode-se denotar {I&1, .- ,&N)}n como o conjunto
de estados na base computacional com o mesmo valor de n. A caracterizagdo da base em
termos dos subespagos se dd como segue: {|{1, ..., En) o — (N=1)J, {|&1, -, En) 1 —

(N=1=2)J {[&1, o &} — (N = 1= )], e, {61, oo )t —> —(N = 1),
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Note como para quaisquer dois subespacgos de H, a sua diferenca de energia € sempre

maior do que J. De fato, considere k,[ € [0, N — 1], entdo
AEy = (N —1-2k)J — (N —1—20)J =2J(l — k). (3.146)

Assim, parak = [—1,tem-se AE;_;; = 2J. Parak = [—2, entdo AE)_5; = 4J. Por
outro lado, se k = [ + 1, entdo AE;;; = —2J e quando k = [ + 2, entdo AE;, o, = —4J
e assim por diante (evidentemente nao hd problema com o sinal da diferenca de energia;
importa aqui o fato de existir uma diferenca de energia). No pior cendrio, i.e., subespagos
energéticos vizinhos (k = [ & 1), a diferenca energética é |2.J| > J.

Prontamente pode-se argumentar como os conjuntos de estados {|&;, ... ,&n)}, de-
vem variar drasticamente com a mudanga do numero de qubits [V (considere, por exemplo,
a variacao desses conjuntos nos casos N = 3 e N = 4). De fato esse € o caso para todo n,
excetoparan = 0en = N — 1 e, como ficard claro na sequéncia, esses sdo os dois Uinicos
conjuntos necessarios para a geracdo de estados GHZ de alta fidelidade, assim como sdo os
subespagos em que o modelo efetivo de dois niveis funciona.

Qualquer que seja o nimero N de qubits,
n=0 < &= .. =(v=0 e &= ... =&v=1. (3.147)

Portanto, {|¢&1, ... ,&n)Yo = {|0)¥V,11)®N}, o que caracteriza um subespaco de

H, de dois niveis com energia (N — 1)J, existente qualquer que seja N. Similarmente,

Portanto, {|¢&1, ... ,&n)Ivor = {]01)®Y2110)%Y2}, 0 que novamente caracteriza
um subespaco de H, de dois niveis com energia —(N — 1)J, existente qualquer que seja N
(simples ajustes de notagdo devem ser feitos se N é impar).

Considera-se a argumentagdo anterior suficiente no sentido de sustentar a ideia de

uma aproximada dindmica exata de dois niveis qualquer que seja N, uma vez que se pode
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sempre iniciar o sistema no subespaco n = 0 (ou mesmoemn = N — 1) e fazer A < J.

3.2.2.2 Hamiltoniano efetivo para a geracao de estados GHZ de N qubits

Como nos casos particulares, ao se considerar a adi¢do de uma perturbacio a Ho,
na qual o parametro é pequeno em comparagdo a .J, espera-se que a perturbacido conecte
fracamente, no decorrer da dindmica, estados pertencentes a diferentes n-subespacos de H,.
Assim, ao se inicializar o sistema em um dos n-subespacos, e deixar o sistema evoluir sob
H = Hy + V, espera-se que o sistema mantenha-se (aproximadamente) nesse subespaco.

Portanto, considerar-se-d que o sistema evolui sob o Hamiltoniano Hnqes = Hy + V, em

que
N
V=AY o), A< (3.149)
i=1
Isso € de fato um cendrio promissor pela seguinte razdo: se o sistema € inicializado em
{|&, - &) toou{|&, ... ,&n)}n—1,como consequénciade A < J, os tinicos estados

) ) ~ N N N/2 N/2 .
acessados dinamicamente sdo {|0)®Y [1)*™} ou {]01)®N2 |10)*"?}, respectivamente.
Mas isso corresponde a um sistema de dois niveis, envolvendo os estados referidos. Entdo,

em um instante arbitrério, o estado do sistema pode ser considerado como

() = Ci(1) [0)°" + Coft) 1), (3.150)

ou,
(W (1)) = Cy(t) |01 Cy(t) |10)2N/2 . (3.151)

Se em um dado instante ¢’ obtem-se Cy(t') = Cs(t') ~ 1/+/2, entdo
1

() = —(|0)=Y + |1)=Y 3.152
[W(t)) \/§(’> +1H7), (3.152)

ou,

1

[T(t)) = —=(|01) N2 + [10)7/?), (3.153)

Sl

2

esses sendo estados do tipo GHZ, i.e., estados puros maximamente emaranhados em um
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sistema de N qubits (contendo emaranhamento genuino entre N qubits). Descreve-se essa

situacdo utilizando-se um Hamiltoniano efetivo dado por
Hxgpsert = QW 21)2N (019N + h.c., (3.154)

na condi¢do em que o sistema exato € iniciado em p(t = 0) = |0)®N{(0|*Y ou p(t = 0) =

[1)EN (12N ¢ o sistema exato evolui sob Hyqps = Hy + V. Similarmente,
Hygps.or = QWFP[10Y2V2(01 9N 1 he., (3.155)

na condi¢do em que o sistema exato ¢ iniciado em p(t = 0) = [01)®/2(01|2N/2 ou p(t =
0) = |10)®N/2(10|®N/? ¢ o sistema exato evolui sob Hyops = Hy + V.

A determinagdo do acoplamento efetivo Q§H% (ou, equivalentemente, Q5MP) segue
o procedimento aplicado nos casos particulares. Aqui o tratamento serd um pouco mais
trabalhado de modo a demonstrar a equagao genérica de determinacdo do dito acoplamento.

Deve-se primeiro separar o espaco de Hilbert em duas partes, A e B,
{I0)=%, )=y, {Jo¥=01), L 1200, (3.156)

em que usualmente a parte A estd associada com os subespacos de Hy com n = 0 ou n =
N — 1. Partindo-se da eq. de Schrodinger independente do tempo, pode-se concluir que o

Hamiltoniano efetivo desse sistema de dois niveis é dado por
Hyqpser = H* + HAP(E — HPB) "1 B4, (3.157)
€, portanto,

O = (11 Hyqonerl0)* = (SN[ + B2 (B — BPP) AP0 (158)
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Definindo-se os operadores projetores

P = [0) (0] + [1)N (1] #F,

Q:]_P7

€ facil ver que as definicdes que seguem sdo validas,

H* = P(Hy + V)P,
HPP = Q(Hy+V)Q,
HAP = P(Hy+V)Q,

H54 — Q(Hy + 7)P

Simplificando-se a expressdo do acoplamento, vem

Q]C\;fHZ _ <1’®N[_~[AA’0>®N + <1‘®N F[AB(E . f{BB)—lﬁBA ’0>®N'

(3.159a)

(3.159b)

(3.160a)
(3.160b)
(3.160c)

(3.160d)

(3.161)

Analisa-se nesse instante, em particular, o segundo termo da equag@o acima, denotado

por S. Tem-se

(B — HPP)™ = (B~ QHyQ — QVQ) ™" = (E — HPP — VFB)~1,

e, portanto,

(E—HPP) ™! = [I —(E - H(?B)—WBB} 71(E — HPP)™

Ora, entdo S € dado por

(3.162)

(3.163)

-1
S = <1|®N{FIAB [[ —(E - FI(PB)*VBB} (E - FI(?B)*HBA}\O)@?N. (3.164)

101



1
Denota-se o operador {I —(E— HPB )‘IVBB} como segue

-1
ll — (B - ﬁg?B)—lvBB} =(I-X)", (3.165)

em que X = (E — HPP)"'WPBB, Ora, pode-se tratar tal operador utilizando-se da sua

expansao em série de Taylor, dada por
IT-X)'=T+X+X*+ ... + XV 24 (3.166)

Agora, note como Q2§17 estd associado com um processo de ordem N na perturbagio
V. No formato em que S se encontra, existe a priori um processo de segunda ordem (termos
HAB e [ BA) Portanto, é suficiente se considerar o truncamento da série no termo de ordem
N — 2, como segue

I-X)'~T+ X+ . +XV2 (3.167)

Segue que

S = (12N FAP {1 + o+ XN‘Q} (B — BEP)~ HPAJ)eN
— <1’®NﬁABXN72(E . ﬁé?B)flﬁBAl(»@N (3168)

N—2
_ <1|®N]:IAB |:(E . I:I(J]BB)—IVBB} (E . ]:IOBB)_IFIBA|O>®N.
E finalmente, conclui-se que

QSHZ — (1|®N FTAA|0)8N 1 (1|9 fTAB {(E _ 1{[53)1‘733} N_Q(E _ [:[(?B)flﬁBA‘(»@N’

(3.169)

sendo essa valida para qualquer nimero N de qubits, fazendo-se a ressalva de que para
N = 2, deve-se considerar X° = [.

Aqui ndo serd computado explicitamente o valor desse acoplamento, devido ao vo-

lume de contas envolvido. No entanto, garantiu-se para N qualquer as condi¢des necessarias
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para a ocorréncia da dinimica exata de dois niveis, podendo-se sempre fazer A < J. Ocorre
também de a equagdo determinante do acoplamento Q§H% ser estruturalmente equivalente
para todo V. Tendo-se esses fatos como fundamentagdo, conjectura-se o que segue.
Conjectura: O valor do acoplamento efetivo Q$, presente no Hamiltoniano efetivo
Hyxqps et = QG2 1)EN(0|®N + h.c., é dado por
AN

Ot = T (3.170)

Note que a conjectura também € valida para o acoplamento no subespacon = N — 1,
isto €, considera-se que Q5T = QFHZ,

A partir desse ponto, assume-se a conjectura como verdadeira e estuda-se a principal
consequéncia desse fato, qual seja, o periodo de oscilacdo do pseudo sistema de dois niveis.

A solucao do modelo efetivo de dois niveis € obtida da equacao de Von Neumann

ihpest(t) = [Hxqpsefts pett(t)] (3.171)

permitindo concluir a seguinte forma para a matriz densidade efetiva

Q]C\;THZ QN QN Q]C\}THZ Q]C\;}I_IZ ®N QN
pest(t) = cos? (Tt> |0)=7 (07" + z'cos( . t) sin(Tt) 10)=7 (1]

. QF™ N QR oN N | o AN ®N /1 |®N
— dcos| — t )sin - t)11)°7 (0]"" +sin 5 t) )= (17

(3.172)
Portanto, as populacdes efetivas sdo da forma
QGHZ
Poyen = Tr(]0)#Y(0*Y per(t)) = cos’ ( - t), (3.173a)
QGHZ
Pyey = Tr (1) (1% pe(t)) = sin® ( - t)- (3.173b)

Dessa maneira, o periodo de oscilagdo das populagdes Fgyon € FPyen € dado pela
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expressao

7=t [2—7] . (3.174)

2|77
h

Uma vez que esse modelo é vdlido somente nas condi¢des em que ¢; = 0, A < J,
considera-se J fixo (isso é fisicamente justificivel) e A = <, x € R. Simples substitui¢io

T

dessas informagdes na expressao para o periodo, permite concluir que

Ty(z,J) = <%)xN (3.175)

O caso particular N = 3, assim como as simulacdes numéricas apresentadas permi-
tem concluir que valores 6timos da taxa de tunelamento estdo no intervalo A € [J/8, J/4]
e, portanto, considera-se x € [4,8]. Um tipico valor para a for¢a de Coulomb é dado por
J = 25u€eV e, para esse, estima-se na sequéncia o perfodo de oscilagio Ty (z, 25ueV). E
facil computar que

Tn(z,25ueV) = (0.083 ns)z™. (3.176)

Naturalmente os casos particulares estao aqui contemplados, por constru¢do da con-
jectura. O melhor cendrio possivel é obtido fazendo-se N = 2 e z = 4, em que T3 (4, 25ueV) ~
1.3ns. Fica claro, a partir dessa equag@o, como o periodo cresce exponencialmente com o au-
mento do nimero de qubits. De modo a contemplar um sistema fisico real (em que exista no
minimo o mecanismo de dephasing), pode-se pensar em aumentar o valor de ./, mantendo-se
x ~ 8 fixo e, evidentemente, buscar maneiras para se diminuir I,

A fidelidade efetiva é definida de maneira direta. Tem-se que

Ptarget = |\IJGHZN(_7/2)><\IIGHZN<_7T/2)| y (3177)

e, portanto, explicitamente

Ptarget =

(10)=Y 01N+ 10) N (1*N — i [N (01N + [1)®N PV).  (3.178)

N | —

Assim, Z(t) = Tr (peﬁ(t)ptarget>, resultando, explicitamente, na expressdo se-
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guinte

GHZ
Fer(t) = % {1 + sin (Mhtﬂ : (3.179)

E importante ressaltar algumas questdes nesse ponto. A obtencio dinimica de estados
GHZ de alta fidelidade e um modelo efetivo para descrever a dindmica exata dos /N qubits
sdo aspectos distintos da dissertacao em questdo. Com isso quer-se dizer que pode ocorrer de
a dinamica efetiva ser de fato um bom modelo, mas na medida em que /N cresce, os estados
GHZ tenham cada vez menor fidelidade. O oposto também € possivel, isto €, obtengdo de
estados GHZ de alta fidelidade, mas com o modelo efetivo sendo cada vez menos uma boa
descricdo para o sistema. Nesse sentido, a situacdo ideal ocorre quando esses dois objetivos
caminham em conjunto: os estados GHZ sdo obtidos, o que é importante no sentido da teo-
ria da informagdo quantica, ao passo em que o modelo efetivo (por meio de suas expressdes
analiticas) fornece importantes estimativas para quantidades do sistema (que ndo seriam ob-
tidas facilmente por outros meios), destacando-se o periodo de oscilacio e expressdes para
as populagdes e fidelidade. A unica maneira de isso ser colocado em prova € por meio da
andlise dos resultados de simula¢des numéricas.

Com efeito, na figura 3.8, plota-se o resultado das simula¢gdes numéricas para o caso
N = 10 (veja, nesse caso ndo houve solugdo analitica do parametro de acoplamento, portanto
¢ um teste do regime de validade da conjectura), como fun¢do do parametro adimensional
QGHZt . L . L
—8—. A legenda de simbolos pode ser encontrada na prépria figura. Note como hé de fato
concordancia das curvas exatas e efetiva com um bom grau de exatidao, no que concerne ao
comportamento oscilatério (intensidade e frequéncia) dessas curvas. Pensado-se em termos
matriciais, o resultado € bastante ndo trivial. Note, pois, que as matrizes e vetores envolvidos
tem dimensdo 2! = 1024 e o resultado enuncia que, sob as condig¢des jé citadas, de todos
esses graus de liberdade, importam apenas 2, quais sejam, aqueles envolvidos na definicao

. ~ . . QGHZy

do estado GHZ de dimensdo 10. Do modelo efetivo, conclui-se que em —— ~ 7 obtem-se

3

o estado

Wz (—1/2)) = —= (|0 — i 1)), (3.180)

V2

Ressalta-se que foram realizadas simulacdes de N = 5 até N = 10. Os resultados
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sdo bastante similares aos encontrados na figura 3.8 (o que € natural, pois se a generalizacio
funciona at¢ N = 10, € natural que funcione em casos de N menor) e por isso nao sao
apresentados aqui. De maneira geral, observa-se que os resultados utilizando-se de A = .J/8
sd0 robustos em todos esses casos, ao passo que para A = .J/6 nota-se um aumento de
discordancia (tanto uma diminui¢@o no valor da fidelidade do estado GHZ obtido, quanto na
discordancia com o modelo efetivo) na medida em que N cresce. O caso A = J/4 apresenta
uma alta discordancia jd no caso N = 2 (veja a subsec¢ao reservada a esse caso) e, portanto,
espera-se que essa discordancia apenas cres¢a com o crescimento de N. Maiores valores
de N nao foram testados por falta de capacidade computacional e, principalmente, tempo
habil. Para uma discussdo sobre o que pode significar essa generalizac¢do, sua importancia e

possiveis limitacdes, veja a proxima subsecao.
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Figura 3.8: Dindmica em um conjunto de dez moléculas quanticas acopladas como funcdo do para-
metro adimensional Qﬁ}?zt, considerando-se a condigdo inicial p(0) = [0Y%° (0|**° e os pardmetros
fisicos ¢; = 0, J = 25ueV e A = J/8 no Hamiltoniano, eq. (3.134). Apresentam-se as popula-
coes P|0>®10 (t) (circulo preto preenchido) e P|1>®10 (t) (circulo marrom néo preenchido), em conjunto
com a evolucdo dessas duas quantidades considerando-se um modelo efetivo de dois niveis, quais
sejam, Pl 10 o(t) (linha sélida marrom) e Byyso, o (t) (linha tracejada cinza), assim como a fi-
delidade %Gy (tridngulo marrom preenchido). A dltima quantidade € calculada utilizando-se a
eq. (2.30), com o estado rarget definido por piarger = |Yauz,0(—7/2)X¥GHZ,,(—T/2)], em que
|Wanz, (—7/2)) = (0% — i |1)®19). A curva de fidelidade efetiva, Zg(t) (linha ponto-

V2
tracejada preta) € produzida utilizando-se a eq. (3.179).

Fonte: Préprio autor

3.2.2.3 Viabilidade da formacao de estados GHZ de N qubits

Nesta secdo, discute-se aspectos sobre a viabilidade experimental e as limitacdes da
nossa proposta tedrica de geragao de estados GHZ para N qubits. Ainda que se tenha discor-
rido no sentido de que as condi¢des encontradas nos casos particulares também se encontram

(ou podem ser produzidas) no caso geral, ndo existe uma garantia de que o comportamento
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de uma oscilacdo de dois niveis repete-se qualquer que seja o numero de qubits. O nu-
mero de estados no espaco de Hilbert cresce exponencialmente com o nimero de qubits,
portanto o nimero de estados nos n-subespacos de H, também o faz. Nesse sentido, ainda
que A < J conecte fracamente os diferentes n-subespacos, o nimero de transi¢cdes possi-
veis cresce também exponencialmente e, portanto, um nimero muito grande de populacdes
despreziveis, pode se tornar nao desprezivel.

Em segunda instancia, a conjectura em si para o valor do acoplamento efetivo. O
numero de casos resolvidos analiticamente (este termo aqui deve ser lido com cautela. Quer-
se dizer que, na proposta de generalizacdo para o valor do acoplamento efetivo, com todas
as suas aproximacdes e consideracdes feitas, conseguiu-se explicitamente determinar esse
valor) € bastante reduzido N = 2, 3,4, quando em comparag@o com o conteudo exposto na
conjectura, qual seja, de validade qualquer que seja o nimero N de qubits. Como dito, o
espaco de Hilbert dificulta bastante a solu¢do da eq. (3.2.2.2) mesmo para o préximo caso
nao resolvido NV = 5 (naturalmente, isso decorre de Dim(%’gQBs) = 2% e, por conseguinte,
da dimensao dos operadores relacionados ser 32x32). Provavelmente um melhor enunciado
para a conjectura seja de validade até um N da ordem de 10 qubits (leia-se um numero N
baixo de qubits), 50 qubits ou mesmo 100 qubits. A problemdtica, entretanto, é a de que
esse valor de corte € desconhecido. Dessa forma, mantem-se a conjectura em seu enunciado
original. Ademais, tais valores podem ser considerados fisicamente ndo realizaveis, como
ficara claro nos préximos pardgrafos. Em sintese, ndo € de importancia se conhecer o valor N
em que o modelo efetivo deixa de funcionar, uma vez que os valores fisicamente realizdveis
estdo bastante proximos dos valores resolvidos analiticamente.

A viabilidade experimental da nossa proposta requer uma discussdo sobre as escalas
temporais relevantes no problema. Como dito na subsec¢dao 3.1.3, o dephasing € o prin-
cipal processo de descoeréncia neste sistema. Com efeito, a primeira pode ser estimada
analisando-se o inverso da taxa de dephasing I'g.,,, usualmente escrita em unidades de
frequéncia. O valor estimado para essa constante € de 'y, ~ 1GHz. Segue que a es-

cala temporal de atuacdo do dephasing € da ordem de T}, ~ = 1 ns. A segunda

Fdeph

escala de importéncia, a de oscilagdo do sistema exato, pode ser avaliada quantitativamente
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pela eq. (3.176). Evidentemente, deve-se fazer a ressalva de que a descricdo efetiva ndo é
perfeita e livre de erros. Por outro lado, no que diz respeito ao primeiro periodo de oscila-
¢do, as curvas exata e efetiva demonstram ser suficientemente similares para o propdsito de
estimar o periodo de oscilagdo da dinamica exata. Isso € interessante pois a (3.176) permite
conhecer, para quaisquer .J, x (consequentemente taxa de tunelamento A) e nimero N de
qubits, a quantidade requerida. O problema de implementacio experimental da nossa pro-
posta € identificado quando se nota que mesmo para valores pequenos de N, a estimativa
do periodo da dinamica exata torna-se muito maior do que o periodo de atuag¢do do depha-
sing. Por exemplo, fazendo-se N = 5, J = 25ueV e x = 6, esse valor de x demonstra
ser importante pois diminui o periodo, mantendo ainda uma alta fidelidade dos estados GHZ
obtidos, tem-se 75(6,25ueV) ~ 643ns >> Ty.,,. Usualmente o primeiro estado GHZ de

alta fidelidade é obtido em T(%254<V)

~ 161ns. Portanto, anteriormente a obtencdo desse
GHZ, o sistema evolui para um estado do tipo 2% (correspondendo, evidentemente, a um
estado separdvel). Essa problemadtica da escala vale também para os casos N = 3 e N = 4,
como se pode verificar pelos valores calculados de periodo nas subsecdes anteriores. De
fato, € por essa razdo que I'y.,;, precisou ser reduzido na subse¢do de dindmica sob o canal
de dephasing, de modo a permitir a geragdo de ao menos um estado GHZ de alta fidelidade,
no caso N = 3.

Outro problema é dado pelo que segue: qual a limitagcdo dos pardmetros J e A na
medida em que se faz crescer o niimero de qubits no sistema, de modo que o sistema (origi-
nalmente de pontos quanticos acoplados) possa ainda ser considerado como um sistema de
N qubits? Esse questionamento € justificado na medida em que os qubits sdo identificados
sob condi¢des experimentais bastante especificas, a partir de pontos quanticos acoplados.
Deve-se garantir, por exemplo, a existéncia de apenas dois niveis eletrOnicos acessiveis (um
em cada ponto) de modo que se tenha apenas duas ocupacdes eletronicas possiveis (na ja-
nela das energias envolvidas). Utilizou-se nessa dissertacdo valores extraidos dos trabalhos
experimentais originais (em que se garantem todas as condi¢des necessdrias para a definicao
dos qubits, partindo-se dos pontos quanticos acoplados). Supde-esse aqui que esses parame-

tros ndo podem assumir valores quaisquer. Entretanto, nota-se que um aumento de ./ com
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x fixado (ainda assim hd um aumento relativo de A = J/x), permite uma diminui¢do do
periodo da oscilagdo efetiva/exata. Por exemplo, dobrar o valor de J, em qualquer um dos
casos calculados, diminui pela metade o periodo; ainda assim, as escalas temporais do sis-
tema continuam muito maiores se comparadas com a escala do dephasing. Em sintese, o
fato de o periodo crescer exponencialmente com o nimero de qubits € bastante inesperado
e, considerando-se toda a discussdo até aqui, cria desafios para a implementagdo realista da
proposta. Pois, mantendo-se x fixo, a quantidade ™V cresce exponencialmente com N, ao
passo em que, para a manuten¢do de baixos periodos (da ordem do periodo do dephasing),
deve-se fazer J também crescer exponencialmente. Isso pode, do ponto de vista empirico,
descaracterizar completamente o sistema (ndo permitindo uma boa defini¢do dos qubits),
além de se apresentar como um custo energético muito alto. Esse custo pode ser estimado

por meio da inversdo da eq. do periodo, como segue

In(x,T) = (%)JJN (3.181)

Fazendo-se na equagdo acima 1" = Ty, ~ 1ns, entdo
Iy (z,1ns) ~ (2.1ueV)z". (3.182)

Por fim, fazendo-se © = 6 ¢ N = 3, tem-se J3(6,1ns) ~ 447ueV (assim como
A = J/6 ~ T5ueV’). Note que esse altissimo custo ocorre em um dos casos mais simples
do niimero de qubits.

O udltimo assunto a ser discutido refere-se a um questionamento importante sobre o
regime de obtencdo dos estados GHZ: o regime de parametros e condicao inicial sdo Gnicos
no sentido da geracdo de estados GHZ de alta fidelidade? Evidentemente aqui ndo ha pre-
tensdo de garantir-se a unicidade do método de obtencdo dos estados GHZ em um sistema
de N qubits de carga (sob influéncia de uma interagdo de Coulomb). Entretanto, ainda que
nao seja Unico, aparenta ser o caminho mais direto e simples nesse sentido. Essa afirmativa

¢ justificada na medida em que se considerae; =0, J; ;41 = J, A; = AV 4. S3o simpli-
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ficagdes severas e implicam grande restri¢do sob o espaco de fase dos pardmetros. Qualquer
que seja o diferente método utilizado, deve ser constituido de uma combinacdo mais compli-
cada para os valores desses parametros (e possivelmente a consideragdo de dessintonias nao
nulas). Supondo-se existente esse método alternativo, deve-se ainda questionar sob o regime
de validade dos parametros e a escala de obten¢do da dindmica do sistema (como feito para o
método utilizado na dissertacao, de modo a avaliar a sua possivel implementagdo experimen-
tal), seja para N = 3 ou uma possivel proposta de generalizacdo para N qubits. Uma busca
por métodos alternativos, deve ser facilitada ao se fazer a utilizagdo de métodos de optimi-
zacdo de quantidades de interesse (por exemplo, pode-se tentar optimizar alguns parametros
em H3qps de modo que se maximize 73 ou a fidelidade em relagdo a um estado GHZ). Por
outro lado, supondo-se inexistentes tais métodos alternativos, o que implica na unicidade do
método aqui utilizado, entdo a obten¢ao de estados GHZ no contexto de N qubits de carga
estd severamente limitada pela montagem experimental. Tanto no sentido de buscar métodos
para diminuir severamente o dephasing do sistema (e isso sem considerar outros mecanis-
mos de descoérencia), quanto de estudo da viabilidade fisica do regime de parametros do

acoplamento de Coulomb e taxa de tunelamento.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

Nesta dissertacdo, estudou-se teoricamente uma proposta para a obten¢do dinamica
de estados GHZ em um sistema de trés qubits de carga. Com este objetivo, explorou-se
a dindmica quantica usando-se uma abordagem numérica, calculando-se grandezas como as
populacdes dos estados quanticos, diversos quantificadores de emaranhamento e a fidelidade.
De posse dos resultados numéricos, foi possivel a proposicao de um modelo efetivo de dois
niveis capaz de fornecer estimativas importantes acerca da dindmica exata, destacando-se
principalmente o periodo da ultima. Notou-se que as condi¢Oes para a obten¢do de uma
aproximada dindmica analitica e modelo efetivo de dois niveis podem ser reproduzidas no
caso genérico de N qubits, o que implicou também em uma busca por generaliza¢do do
resultado particular de trés qubits, i.e., tinha-se como objetivo a geracdo dinamica de estados
GHZ de alta fidelidade em um sistema de N qubits de carga.

Como justificativa para a generalizacdo da dindmica exata para /N qubits, descobriu-
se que o espectro do Hamiltoniano diagonal H, depende da varidavel n (o nimero de pares de
qubits com sinal de pseudo-spin antiparalelos). Esse fato € suficiente para demonstrar que,
em termos energéticos, todos os autoestados desse operador com 0 mesmo n possuem mesma
energia e se agrupam em porcoes distintas desse espectro (demonstrou-se que essa diferenca
energética entre por¢cdes com n distintos € de no minimo 2.J). Também, os autoestados de
maior e menor energia, n = 0 en = N — 1, compdem, qualquer que seja o nimero de qubits

N, subespacos de dois niveis bastante eficientes para a geracdo dindmica de estados GHZ,

113



visto que incluem os dois estados separdveis presentes nas proprias definicdes de estados
GHZ e FLIP. Dessa maneira, ao incluir o operador de tunelamento V na dindmica, fazer
com que este seja uma perturbagcdo em comparagdo com o pardmetro de Coulomb (A < J),
e iniciar o sistema em um dos autoestados de lffo comn = 0oun = N — 1, verifica-se que
a dindmica mantém-se, de forma aproximada, somente nesse subespaco e, portanto, estados
GHZ de alta fidelidade devem ser obtidos, qualquer que seja o nimero de qubits /NV. Essa
justificativa foi confirmada verdadeira até o nimero de qubits N = 10.

De maneira analitica, determinou-se o acoplamento efetivo Q]%HZ nos casos N = 2,
N = 3 e N = 4 e conjecturou-se que a regra particular pode ser generalizada para qualquer
nimero /N de qubits. As simula¢des numéricas de N = 5 até N = 10 indicam que a conjec-
tura € valida. O modelo efetivo € util pois permite inferir importantes quantidades acerca do
sistema. Destacam-se as expressdes analiticas para as populacdes efetivas (3.173), fidelidade
efetiva com relagdo a estados GHZ definidos previamente (3.179) e, principalmente, uma ex-
pressdo para o periodo de oscilagdo (3.175). Em particular, no caso N = 2, verificou-se que,
sob as condi¢des nas quais se considera valido o modelo efetivo, as curvas de populacdo
efetiva sdo recuperadas da solucdo analitica geral.

Concernente a viabilidade experimental dos resultados aqui obtidos, uma andlise so-
bre o periodo de oscilacdo efetivo no caso de N qubits em comparacdo com o tempo de
atuacdo do mecanismo de dephasing leva a conclusdo de que serd de fato um desafio a ob-
tencao de estados GHZ no contexto de qubits de carga, visto que 7’ € proporcional a N-ésima
poténcia de x (esse idealmente esta entre 6 € 8). Uma possibilidade de se diminuir tal periodo
é fazer J crescer, idealmente de maneira exponencial (isso também significa fazer crescer A,
pela maneira como foi escrito). Ndo se tem conhecimento, no entanto, de até que ponto
isso pode ser realizado em laboratdrio, visto que € preciso, em primeira instancia, garantir a

codificacao dos qubits.
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Capitulo 5

APENDICE

51 Ocaso N =4

O espago de Hilbert de um sistema de 4 qubits é dado por #gps ~ (C*)®* e a base
computacional associada é dada pelo conjunto de estados {|0)®*, ..., |1)®*} em que se utiliza
a mesma convencao anteriormente estabelecida. O Hamiltoniano do sistema é considerado

como da forma

Hyqps = Zga<l+ZJ“+1a (+1) ZA0—>—HO+V (5.1)

=1

em que,

4
= Z &0 + Z Jz z—i—la H_l (52)
i=1

V=> Aol (5.3)

Novamente, primeiro se estuda o espectro do operador H,. Pelas mesmas razdes an-

teriormente citadas, esse deve ser diagonal quando escrito na base computacional e, portanto,
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segue seu espectro

Eoooo = €1+ 2 +e3+ 4+ Jia + Jag + Jaa,
Eooor =1+ ¢ea+e3 —ex+ Jia+ Jag — Jag,
Eooo = €1+ ¢e2 —e3+ 4 + Jig — Jog — Ja,
Eooi1 = €1+ 62 —e3 — 4+ Jiz — Jag + Jay,
Eooo = €1 — €2 + &3+ 4 — Ji2 — Joz + Ja,
Eoin =1 — e+ &3 —e4— Jio — Jaz — Jaa,
Eoiio =1 — 2 —e3+e4 — Jiz + Joz — Jay,
Eoinn =¢e1—¢e2 —e3 — &4 — Jio + Jag + Jay,
Eiooo = —e1 +e2 + &3+ &4 — Jio + Jag + Jay,
Fioo1 = —e1+ &2+ &3 — 4 — Jia + Jaz — Jag,
Eioi0 = —e1+ &2 —e3+e4 — Jio — Jaz — Jag,
Eionn = —e1+ &2 —e3 —e4— Jig — Jaz + Jag,
Eri00 = —e1 — &2+ 3 +ea+ Ji2 — Jozg + Ja4,
Erim = —e1 —eate3 — s+ Jiz — Jag — Jay,
Eiii0 = —€1 — e —e3+ex+ Jia + Jag — Jag,

B = —e1 —e2—e3 —eg+ Jig + Jaz + Jz4,

(5.4a)
(5.4b)
(5.4¢)
(5.4d)
(5.4¢)
(5.4f)
(5.49)

(5.4h)
(5.4i)
(5.4))
(5.4K)
(5.41)
(5.4m)
(5.4n)

(5.40)

(5.4p)

Considera-se agora ¢; = 0, J; ;41 = J fixo, A; = A < J e denota-se os operadores

Hy eV como ﬁo e V. Ainda, o espectro de ﬁo torna-se

Eoooo = Eiin = +3J,
Eo101 = Eio10 = —3J,
Eooo1 = Evor1 = Eoii1 = Eioo0 = E1100 = E1110 = +J

Evor0 = Eoio0 = Eo110 = Eion1 = Erio1 = Eioon = —J.
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Portanto, nesse caso tem-se quatro subespacos energéticos no espectro de H,, sendo
esses degenerados e cada qual com distdncia minima de |2.J| do préximo subespago.

Novamente, considerando-se a adi¢do de uma perturbacdo nio diagonal a H, (ie.,
cujo parametro € pequeno em comparagdo a J), espera-se que tal perturbacio conecte fra-
camente, via dinamica, estados pertencentes a diferentes subespacos de H,. Dessa maneira,
ao se iniciar o sistema em um desses subespacos e deixar que 0 mesmo evolua sob a¢do do
Hamiltoniano F[4Q Bs = ﬁo +V, espera-se que (aproximadamente) o sistema mantenha-se
no subespaco inicial, na escala temporal de interesse (note que o mesmo comentdrio feito
no caso N = 2 vale aqui; existem transi¢des virtuais, em uma escala temporal menor, en-
tre o subespago de interesse e os demais subespacos; sdo essas transi¢des que permitem um
acoplamento efetivo entre os dois estados no subespacgo de interesse, uma vez que em ]:14QBS
tais estados ndo estdo acoplados). Naturalmente esse € um cendrio interessante, pois, nos
subespacos +3.J, ha a possibilidade de estados GHZ serem obtidos no decorrer do tempo.

Pela arguicdo anterior, pode-se considerar o sistema de 4 qubits como efetivamente

um sistema de dois niveis evoluindo no tempo via um Hamiltoniano efetivo da forma
Hygpser = Q57%]1111)(0000] + h.c., (5.6)
ou, equivalentemente para o subespago —3./, como

Hyqps.or = 2571010)(0101] + h.c. (5.7)

O método de determinagdo do parametro de acoplamento efetivo QSHZ/ FLIP ¢ analogo

ao caso N = 3, sendo as principais diferencas as que seguem: o espaco de Hilbert agora tem
dimensao 16, o que dificulta bastante a determina¢ado dos blocos do Hamiltoniano nas partes
A e B (no que concerne a um calculo manual dos mesmos); o operador projecdo aqui é
P = ]0000)(0000| + [1111)(1111] e @ = I — P; em um dado momento do método &
necessario expandir um dado operador em série de Taylor para operadores. No caso N = 3

pode-se truncar a série no termo de ordem 1, pois isso fornece um processo de ordem 3.
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Nesse caso, no entanto, deve-se truncar a série no termo de ordem dois. Percebe-se isso na

equacgao que segue

-1

QSHZ — (1111] HA40000)+(1111] HAB | —(E—-HPPY'VBB | (E—HEP)=1H5410000) .
(5.8)
O operador a ser expandido é [I — (E — HPP)~1VBB]~! ¢ aqui os operadores H45
e HBA geram um processo de segunda ordem (leia-se, sdo da ordem A?). Faz-se entdo

necessdrio a adicdo de outro processo de segunda ordem e isso é conseguido ao se fazer

I —(E— ]5[(?3)_11733]_1 ~I+[(E- F[(?B)_W/BB] +[(E - ﬁ(?B)_IVBB]Q. Segue que

2
QFM% = (1111] H*4|0000) + (1111 HAZ | (E — HEP)'VEB | (E— HEP)~*H5*10000) .

(5.9
Introduzindo-se relacdes de completeza na identidade acima e apds algumas manipu-

lagdes, tem-se

16

— (1111 HAB|K) (k|VBB|) (1|VEB|u) (u|HBA|0000)
wW= 2 (B~ E)(E — B)(E - By)

: (5.10)

kyau,l=1

Novamente, o problema de se determinar o acoplamento (por meio da eq. acima)
torna-se o problema de se determinar os blocos de EﬂlQBS nas partes A e B do espacgo de Hil-
bert. Os operadores HA% e f[f’B sdo triviais, nesse sentido, por serem diagonais nas partes.

Os demais operadores, definidos como nas equagdes (3.27¢), (3.27d) e (3.27b) resultam em

HAB = A< 0000 1000| + [1111)(0111| + [0000)(0100] + |1111)1011| +
(5.11)
+[0000)0010| 4 |1111)(1101| + [0000}0001| 4 |1111)(1110]| )

Note que, HAB = PV(Q, ao passo em que HBA = QV P, entdo ¢ facil convencer-se
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de que HP4 = (HAP)!. Por fim,

VBB = A( 10001)0011| + [0001)0101| + [0001)(1001| + [0010)(0011| 4

0010)(0110| 4 |0010)(1010] + [0011)X0001| + [0011)0010] +
0011)(0111 + [0011)(1011| 4 |0100)(0101| + [0100)X0110| +
0100)(1100| 4 |0101)(0001] + [0101)X0100] + [0101%0111] +
0101)(1101| 4 |0110)0010] + [0110X0100] + [0110%0111] +

0110)(1110] + [0111)0011] 4 [0111)(0101| 4 |0111)0110] +
(5.12)

11000)(1001| 4 |[1000)(1010] + |1000X1100| + [1001%0001| +
11001)(1000| 4 |1001)(1011] + |1001X1101| + [1010%0010] +
11010)(1000| 4 |1010)(1011| + |1010X1110| + [1011%0011] +
11011)(1001| 4 |1011)(1010| + |1100X0100| + |1100%1000] +

11100)(1101| 4 |1100)(1110] + |1101)X0101| + [1101%(1001] +

1101)(1100] + [1110)0110] + [1110)(1010] + [1110)(1100| )

Ap6s uma extensa série de calculos, conclui-se que o valor do acoplamento efetivo €

dado por
A4

QM ==

(5.13)

Nas figura 5.1, plotam-se a dindmica das populacdes de interesse, as respectivas po-
pulacdes efetivas, a fidelidade com um estado de interesse definido previamente, além de
a curva de fidelidade efetiva (definida na sequéncia, mas é andloga a curva obtida no caso
N = 2 com a ressalva de que deve se utilizar Q$"'% no argumento da fungio seno). O es-
tado alvo é dado por |Ygnz, (—7/2)) = \%(]0000) —i|1111)). As populagdes exatas sdo:
Poooo(t) (circulo preto preenchido) e Pjj11(t) (circulo marrom néo preenchido). As popula-
coes efetivas sdo: Pyoooen(t) (linha sélida marrom) e P11 .¢(t) (linha tracejada cinza). O
gréfico é construido utilizando-se os pardmetros ¢; = 0, J = 25ueV e A = J/8. Nessas

condig¢des, a configuragdo inicial em algum dos autoestados do operador H, garante que
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a dindmica deve ocorrer aproximadamente como previsto pelo modelo efetivo. Utiliza-se
p(0) = |0000)0000| (portanto a dinimica de dois niveis ocorre no subespaco de H, com
energia +3.J). Nota-se como sdo de fato obtidos estados GHZ de alta fidelidade. Também, o
modelo efetivo fita bem o modelo exato, desde que &;Zt seja pequeno. Na medida em que

esse parametro cresce, as curvas exata e efetiva distanciam-se, na medida em que o valor de

A € maior. Esse ¢ 0 mesmo comportamento observado no caso N = 3.

» T ] A
RN P N r.*s"'
- £ 2 ~
L) 'y 3
i ..(./ A a... 7
I. \-O \‘ .-
I. « \’ ®
B e N .
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Figura 5.1: Dindmica em um conjunto de quatro moléculas quanticas acopladas como funcio do
pardmetro adimensional L : Zt, considerando-se a condig@o inicial p(0) = |0000)(0000| e os para-
metros fisicos ; = 0, J = 25ueV e A = J/8 no Hamiltoniano, eq. (5.1). Apresentam-se as
populagdes Pyooo(t) (circulo preto preenchido) e Pyj11(t) (circulo marrom ndo preenchido), em con-
junto com a evolugdo dessas duas quantidades considerando-se um modelo efetivo de dois niveis,
quais sejam, Poopoer(t) (linha sélida marrom) e Pjq11 ¢ (t) (linha tracejada cinza), assim como a
fidelidade .#gnyz_ (tridngulo marrom preenchido). A dltima quantidade é calculada utilizando-se
a eq. (2.30), com o estado target definido por prarget = |Yauz,(—7/2)X¥YaHZ,(—7/2)|, em que
|Yeuz, (—7/2)) = %QOOOO} —|1111)). A fidelidade efetiva .Z.g(t) (linha preta ponto-tracejada

¢ plotada utilizando-se a eq. (5.23).

Fonte: Préprio autor
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Como no caso N = 2, a solucdo da equagado

ihpest (t) = [Haqs.eft, et (1)), (5.14)

resulta em uma matriz densidade efetiva da forma

QGHZ QGHZ QGHZ
peﬁc(t)—(:082< 4h t> 10000><0000\+¢cos( 4h t)sin( 4h t) |0000)(1111]|

QGHZ QGHZ QGHZ
—icos( 471 t)sin( 4ﬁ t)|1111)<0000|+sin2( 4h t)|1111>(1111|,

(5.15)
e, da equagdo acima, segue que as populacdes efetivas sdo da forma
QGHZ
P()[)O(Leﬁ‘(t) = TI'(|0000> <0000|peﬂ‘(t)) = COSQ( 4ﬁ t), (516)
QGHZ
Prier(t) = Tr(|1111) (1111 pege(t)) = sin® ( 4h t) : (5.17)
Portanto, o periodo de oscilagdo da solugdo efetiva é dado por
1| 2rn

h

Considerando-se entdo J fixo, A = %, com z € R e substituindo-se a expressao

explicita de Q25" na equagio acima, decorre que

h
Ty(z, J) = (Z]>m4 (5.19)

Do caso N = 3, conclui-se que os valores 6timos de x estdo no intervalo x € [4, §]
(isso porque os valores 6timos de A estdo entre J/8 e J/4). Considerando-se J = 25ueV/,

decorre que

Ty(z,25ueV) = (0.083 ns)z*. (5.20)
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Portanto, T4(8,25ueV’) ~ 339 ns, T4(6,25ueV) ~ 107 ns, Ty(4,25peV) ~ 21 ns.
Esse resultado pode ser considerado ruim, de certa maneira. Note pois que o modelo efetivo
descreve bem o sistema exato. Na condi¢do em que esse seja 0 Unico regime capaz de
produzir estados GHZ de alta fidelidade, entdo dificilmente sistemas de qubits de carga com
N > 3 devem ser observardos em laboratério. Em outras palavras, a escala de obtencao de
um GHZ é por muitas ordens de grandeza maior do que o tempo de atuacido do dephasing.
Essa faceta € explorada melhor na secao sobre o caso de NV qubits.

A fidelidade efetiva é definida de maneira direta. Tem-se que

Prarget = [Vanz, (—=7/2){Venz, (—7/2)], (5.21)

e, portanto, explicitamente

Ptarget =

(10000)0000] + 7 [0000)1111| — 7 [1111)0000] + [1111)1111]).  (5.22)

DN | —

Assim, Zz(t) = Tr (peff(t)ptarget), resultando, explicitamente, na expressao se-

guinte

GHZ
Fenr(t) = %[1 + sin(m‘;i t>] (5.23)

5.2 A operacao de traco parcial

Definicao 4 (Traco Parcial). Seja um operador X 4, a,. ... A, atuando em um espago de Hil-

veey

bert de N partes (todas finito-dimensionais) 7€y, a,, ..., Ay, € também sejam 1, identidades

atuando em H, e {|i) o, } uma base ortornomal para 7y, (I # k). Entdo, o trago parcial
em relagdo ao espago de Hilbert 74, é definido como
dimifAk
TradXasas oax} = O (I4,@..8(] 4. @Lay) Xa, as, ., ay (14,0..0|i) 5, .. @ Lay)
i=1
(5.24)

Da defini¢do acima, pode-se concluir que o traco parcial € um mapa (ou superope-
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rador) M : L(Hh, a,, . ay) — L (A,

A1) Aeg 1) Ay )» tomando como objeto de
aplicacao um operador linear que atua no espaco de Hilbert completo do sistema e levando a
um operador linear que atua em um espaco de Hilbert com um grau de liberdade a menos, a
parte Az. Assim como a operacdo do trago total, o traco parcial € um mapa linear.

O exemplo mais simples de aplicacdo da operacdo do trago parcial é obtido quando se
faz Ay = A, Ay = B (um sistema bipartido), e, ademais, #4p ~ C*®C?, com dim(7#,) =

dim(3) = 2 (trata-se do espago de Hilbert de dois qubits). Considerando-se um operador

linear pap € £ (H4p), escrito na base computacional como segue

pap =Y pilifkly @ Xl g, (5.25)

i,j,k,1=0,1

quer-se calcular o trago parcial de psp em relagdo a parte 5. Para tanto, utilizando-se a

definicao de trago parcial, vem

Trapas) = 3 (14 ® (ol pas(La o 1))

n=0,1

= Z i (La i) 4 ) (k|4 La) ® (n]j) 5 (Un) 4 (5.26)
1. kl=0,1
n,i,k=0,1

O exemplo acima deixa claro como um operador, inicialmente em £’ (¢, 5 ), torna-se
um operador atuando apenas em .Z (7% ).

A importancia do traco parcial, a0 menos no contexto da informacao quantica, é a de
descricdo de partes de um sistema composto. De fato, considerando-se que p 45 represente o
estado de um sistema de dois qubits, € possivel demonstrar a validade da equacdo que segue
nesse mesmo contexto de dois qubits (ndo obstante, sendo um resultado genérico para N

partes, desde que essas sejam finitas)

pla,, A) = Tr[(Pn,A ® [B)pAB} =1Tr [PmAT?“B(pAB)]- (5.27)

Na equagdo acima, p(a,, A) € identificada como a probabilidade de se obter a,, como
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resultado de uma medida local, na parte A, do observavel A no sistema bipartido. Note que
nesse caso » P, 4 = 4. Agora, a segunda parcela da igualdade ¢ bastante curiosa; também
apresenta, no sentido dos postulados do operador densidade, a forma de uma probabilidade,
qual seja, a de se obter a,, como resultado de uma medida do observavel A, mas em um
sistema com apenas uma parte e que, para essa completa identificacdo, deve-se concluir
que o estado representante desse sistema de uma parte é dado por p4 = Tre(pap). De
fato isso € o que se observa empiricamente, quando se tem um sistema composto de N
partes, com operador densidade p e deseja-se obter uma descri¢do particular de apenas M
(M < N) partes, € suficiente tomar-se o trago parcial de p com relacdo as N — M partes
restantes de nado interesse. Com isso, quer-se dizer, por exemplo, que toda a estatistica do
operador P, 4 ® Ip obtida quando o estado do sistema € dado por p 45 (tudo isso ocorrendo
em .2 (7)) é recuperada quando se tem a parte nao trivial P, 4 em um sistema de estado
pa (tudo ocorrendo em £ (5}).

De fato, para além da descricao fisica de sistemas em que se possui uma ignorancia
classica com relacdo ao vetor estado do sistema (estados mistos), uma das principais razdes
para a utilizagdo do formalismo de operador densidade € o excelente manejo desse para com
a descricao de estados reduzidos de um sistema composto; estados reduzidos obtidos, como

explicado, pela utilizagdo da operagdo de traco parcial.
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