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Resumo

Usando uma abordagem semiclassica formulada em termos de uma integral matricial, conside-
ramos a descri¢ao do transporte quantico cadtico quando uma barreira de tunelamento esta presente
em uma das guias de ondas. Para essa descri¢ao, obtivemos os momentos do transporte como uma
série de poténcias da probabilidade de reflexdo da barreira, cujos coeficientes sao func¢odes racionais
do nimero de canais M. Esse resultado, portanto, ¢ valido no regime quantico e nao sé quando
M > 1. As expressoes obtidas nao sao idénticas as expressoes da Teoria de Matrizes Aleatorias cor-

respondentes ao mesmo problema, mas sao de fato muito mais simples e ambas as teorias concordam

até onde foi possivel testar.

Palavras-chave: transporte quantico cadtico, aproximacgao semicldssica, caos quantico.



Abstract

Using a semiclassical approach formulated in terms of a matrix integral, we consider the
description of quantum chaotic transport when a tunnel barrier is present in one of the leads. For
this description, we obtain the transport moments as a power series in the reflection probability of
the barrier, whose coefficients are rational functions of the number of open channels M. Our results
are therefore valid in the quantum regime and not only when M > 1. The expressions we arrive at
are not identical to the Random Matrix Theory ones corresponding to the same problem, but are in

fact much simpler. Both theories agree as far as we can test.

Keywords: quantum chaotic transport, semiclassical approximation, quantum chaos.
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Introducao

O caos é uma propriedade observada apenas em sistemas cldssicos [1]. Essa propriedade pode
ser definida de forma geral da seguinte maneira: dizemos que um sistema ¢ cadtico quando ele é
sensivel as condigoes iniciais. Um exemplo disso é o transito de uma cidade grande [2]. Numa cidade
grande, tem-se a impressao de que ha dias em que o congestionamento é maior. E bem provével
que isso tenha acontecido por um acidente, uma mudanga climatica repentina, por uma empresa
que dispensou os seus funcionarios mais cedo e houve um fluxo maior num cruzamento, etc. Note
que o numero de variaveis para se prever o comportamento de um transito é enorme e, mesmo que
pudéssemos medi-las, nao seria possivel ter o controle total sobre todas elas, ja que poderiam mudar
a qualquer instante [3]. Uma pequena mudanga em uma dessas varidveis produziria uma dindmica
totalmente diferente e por isso, esse sistema é claramente sensivel as condigoes iniciais [4]. No dia a
dia, temos varios exemplos de sistemas que sao cadticos, como o clima, um dado lancado ao alto, a

difusdo das moléculas de leite numa xicara de café, o transito de uma capital, etc.

No contexto da mecénica classica, uma caracterizacdo dos sistemas cadticos pode ser feita
olhando para um conjunto de trajetérias que se originam numa regiao estreita do espaco de fase
[5]. Nesse tipo de sistema, essas trajetorias se afastam exponencialmente e a taxa média com que
se afastam é o chamado expoente de Lyapunov. Contudo, quando efeitos quéanticos sdo importantes,
a nocao de trajetorias no espago de fase perde o seu significado, bem como a nocao de expoente de

Lyapunov na estrutura da teoria quantica.

Nesse sentido, surge uma pergunta importante: se imaginarmos um sistema quantico cujo
analogo classico é cadtico, entao esse comportamento cadtico teria implicagoes nos efeitos quanticos
desse sistema? A resposta é sim [6]. Essa pergunta é enderecada a uma area da fisica chamada caos
quantico. O caos quantico tem como intuito estabelecer uma ponte entre a mecanica classica dos
sistemas caodticos e a mecanica quantica, ou seja, trata a interface entre essas duas areas. Essa area
da fisica surgiu na década de 1970, principalmente de uma perspectiva tedrica. Poucos experimentos
inicialmente exibiam a versatilidade de serem sensiveis, ao mesmo tempo, a sua dindmica classica
e quéntica. Atomos de Rydberg [7] se mostraram o principal meio de testar os conceitos do caos
quantico até inicio da década de 1990, marcado pelo desenvolvimento dos bilhares de microondas
[8], atomos ultra-frios em redes Oticas [9] e transporte a baixas temperaturas em heteroestruturas
semicondutoras mesoscopicas [10]. Todos esses exemplos de experimento serviram para demonstrar

conceitos do caos quantico.
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Neste trabalho, estamos interessados no transporte quantico cadtico de elétrons em sistemas
abertos no regime balistico. Isso significa que o sistema em estudo se "comunica” com o meio externo
de alguma maneira e que os elétrons se movimentam sem colidirem com obstaculos. Imaginamos
entao uma cavidade ligada ao meio externo através de duas guias de onda acopladas a essa cavidade,

por onde incidem elétrons no regime balistico.

Na visao classica do sistema, os elétrons colidem com as paredes da cavidade e da guia de
onda sofrendo reflexao especular. Na figura (1), mostramos um exemplo de cavidade e a trajetoria
de um elétron. Eventualmente, um elétron que entra por uma guia de onda ao colidir com as paredes
da cavidade pode acabar saindo pela outra guia de onda ou mesmo voltar pela guia por onde entrou,
mas nunca podendo atravessar as paredes e escapar do sistema. Nessa visao, o sistema ¢é equivalente a
um bilhar classico acoplado a guias de onda. A tnica caracteristica da cavidade que serda importante
¢ a sua geometria que determina se o transporte sera cadtico, como ¢é o presente caso. Isso seria o

que chamamos anteriormente de andlogo classico.

Figura 1: Interpretacao classica do transporte numa cavidade em formato de estadio (cadtica) aco-
plada a duas guias de onda.

Na versao quantica, o elétron deve ser visto como uma onda. Consideraremos um formato
das guias que permite a separagao da funcao de onda do elétron em componentes relativas a cada
grau de liberdade na guia. Para esse formato, o confinamento do elétron pelas paredes da guia de
onda impoe a quantizacao da componente transversal E; da sua energia, isto ¢, a parte da energia
relativa ao momento classico na direcao perpendicular a dire¢ao de propagacao. Portanto, a energia

do elétron nas guias de onda pode ser escrita como
hQ 2
E=E+E =— kz2+<n—7r> ., n=12 .. (1)
2m

onde Ej se refere a componente longitudinal do momento, paralela a guia de onda, e E; & componente
transversal; W; ¢ a largura das guias 1 ou 2. O ntmero quantico n da parte transversal indexa,
portanto, o autoestado da guia de onda em que o elétron se encontra. Por exemplo, se a guia de
onda tiver um formato retangular, esses autoestados serdao senoidais. Faremos a aproximacao de
guias de onda infinitamente longas, de modo que o elétron chega a cavidade por um autoestado da

guia.

Na linguagem de transporte, o autoestado da guia em que o elétron se encontra, caracterizado

pelo nimero quantico n, ¢ chamado canal de propagacao. Como todos os elétrons que entram pelas
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guias tém a mesma energia e essa energia ¢é fixa, entdao n deve ser limitado, isto é, deve ter um
valor maximo. O maior nimero quantico acessivel, n,,.., ¢ tal que toda a energia do elétron é
completamente transversal e, assim, n,,,, determina o nimero total de canais abertos da guia. O
numero de canais de propagacao sera tratado como uma variavel independente, diremos que a guia
de onda 1 contém N; canais de propagacao e a guia de onda 2 contém N, canais. Esse ntimero é

funcdo da energia e da largura das guias e é dado por N; = Y22EW: (7 =1 2).

Um experimento da versao quéntica desse sistema pode ser feito utilizando uma microestru-
tura semicondutora mesoscépica. Heteroestruturas semicondutoras de GaAs/AlGaAs criam um gés
de elétrons bidimensional (2DEG) mantendo o movimento dos elétrons na direcao perpendicular a
essa interface no estado fundamental [11, 12]. Dada a ordem cristalina da interface e o fato de que
os dopantes estao longe do plano dos portadores de carga (esse aspecto é geralmente referido na
literatura como clean cavities), um elétron pode viajar uma longa distancia, chamada livre caminho
médio de transporte [r, antes de ter o seu momento e sua fase quantica alterados. Varias técnicas de
fabricacao foram desenvolvidas para produzir um confinamento lateral do 2DEG definindo o formato
da cavidade. As resolu¢oes da ordem de microns ou sub-microns dessas técnicas permitem criar
estruturas mesoscopicas menores que o livre caminho médio de transporte, possibilitando assim um
regime balistico. Quando o tamanho da microestrutura L < I, o movimento classico dos elétrons
¢ dado por colisoes com as paredes da cavidade, com uma deflexdo lateral muito pequena devido
a suavidade do potencial da impureza. Mudando o formato de uma cavidade, é possivel ir de uma

dindmica integravel (nao cadtica) para uma dindmica cadtica e entdo estudar as consequéncias dessa

transicao a nivel quantico.

Essas cavidades semicondutoras, muitas vezes chamadas de pontos quanticos, sdo entao aco-
pladas a uma fonte de elétrons e um dreno através de guias e uma pequena diferenca de potencial
é aplicada para transportar os elétrons. A diferenca de potencial é sempre pequena para garantir
um regime linear, onde a corrente elétrica varia linearmente com a tensao e para que os elétrons que
participam do transporte sejam os elétrons do nivel de Fermi da fonte. Dessa maneira, garante-se

que os elétrons tenham todos a mesma energia Fp [11, 12].

Dado esse sistema, estamos interessados em obter informagoes fisicas de transporte, como a
sua condutancia, e quantidades estatisticas como a varidncia dessas informacoes fisicas. Para tratar
esse sistema fisico, utilizaremos uma abordagem de espalhamento, ja que se trata de um sistema
aberto, chamada abordagem de Landauer-Biittiker [13, 14]. Essa abordagem considera também que
as colisOes classicas dos elétrons sao elasticas e que os elétrons sao nao interagentes. A matriz de

espalhamento para uma cavidade com duas guias de onda tem a forma

s— (" ") 2)

t

Os blocos r e 1’ sdo chamados blocos de reflexdao e t e t' de blocos de transmissdao. Os blocos
de reflexao se referem aos elétrons que entraram e sairam pela mesma guia de onda, enquanto

os blocos de transmissao se referem aos elétrons que entraram por uma guia e sairam por outra.
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Os elementos de matriz representam amplitudes de transmissao ou reflexdao e o médulo quadrado
representa probabilidades. Por exemplo, |t32|> é a probabilidade de um elétron entrar pela guia de
onda 1 pelo canal n = 2 e sair pela guia de onda 2 pelo canal n = 3 . Os blocos r e 1/, portanto,
terao dimensao N; x N1 e Ny x Ny respectivamente, enquanto os blocos ¢ e t’ terdo dimensao Ny x Ny
e N1 X Ny respectivamente. A dimensao da matriz S serd, portanto, M x M onde M = Ny + Ny é o

numero total de canais.

A matriz S deve conservar probabilidade para que haja conservagao de carga, isto é, para que
todo elétron que entrar na cavidade deva sair, a matriz S deve ser unitaria, SST = 1. Outra maneira
de obter informacdo do transporte é considerando a matriz de transmissdo 7 = tit, onde ¢ é o bloco
de transmissao da matriz S. Como toda matriz hermitiana, a matriz 7 tera todos os autovalores

reais, que denotaremos por {77, T5, ..., T, }.

O problema do transporte em cavidades cadticas recebeu tratamento via duas abordagens: a
Teoria de Matrizes Aleatérias (RMT, do inglés Random Matriz Theory) e a Abordagem Semiclassica.
Na primeira abordagem, a matriz S e a matriz 7 sao tratadas como matrizes aleatérias de um
ensemble especifico. As duas questoes que a RMT pretende responder sao: Qual é o ensemble da
matriz S e da matriz 77 Como obter do ensemble a estatistica das propriedades de transporte?
Ja na segunda abordagem, os elementos da matriz S, e consequentemente da matriz 7T, sao dados
como somas sobre trajetérias classicas conectando os canais de propagacdao. Ambas as abordagens
experimentaram grande sucesso em descrever as propriedades de transporte [15, 16] e, mesmo sendo
bastante diferentes, concordam entre si em certos regimes. Uma descricao das duas abordagens sera

dada nos capitulos seguintes, com foco na abordagem semiclassica.

Na abordagem de espalhamento de Laudauer-Bittiker, quase todas as propriedades de trans-

porte da cavidade estao contidas na variavel [13, 14]
Tr[(¢he)"). (3)

Essa variavel é chamada momento do transporte e permite calcular varias quantidades de interesse.

Por exemplo a condutancia, G, esta relacionada com o primeiro momento, n = 1, na forma
o2
G=— Tr(t't) (4)
levando em conta as duas orientacgoes de spin. As flutuagoes de corrente sao descritas pelo chamado

shot-noise, dado pela expressao

26|V
oo

P (Tr(t't) — Tr[(t't)?) (5)

onde V' é a diferenca de potencial aplicada sobre os elétrons experimentalmente. Mesmo em baixas
temperaturas, a corrente elétrica como funcao do tempo tem uma natureza fundamentalmente ale-
atoria, ja que estamos tratando de correntes com poucos elétrons. Isso faz com que as quantidades

mencionadas acima sejam fungoes altamente flutuantes da energia. Para suavizar essas flutuagoes,



19

tomamos uma média sobre um intervalo de energia AFE suficiente

1 [E+AE
<Tr[(ﬂt)n]> = [ e (6)

EJE
Isso faz com que o n-ésimo momento se torne o momento médio, ou seja, a condutancia se torna a
condutancia média e assim por diante. Em ambas as abordagens, como os momentos do transporte
Tr[(t't)"] codificam varias das informacdes fisicas do sistema, o problema de descrever o transporte

se resume em obter uma expressao geral para os momentos.

Em caos quantico, incluindo o transporte quantico cadtico, a simetria de reversao temporal
desempenha um papel importante [6]. Na abordagem via RMT, essa simetria desempenha um
papel central, determinando qual é o ensemble da matriz de espalhamento e de transmissao. Na
abordagem semiclassica, essa simetria tem consequéncia na soma sobre trajetorias envolvida. Em
ambas, as quantidades fisicas calculadas sao ligeiramente diferentes, dependendo da presenca ou
auséncia dessa simetria. Neste trabalho, focaremos em sistemas sem a simetria de reversao temporal.

Experimentalmente isso corresponde a presenca de um campo magnético.

No regime fortemente cadtico, é esperado que os momentos do transporte nao dependam das
caracteristicas geométricas da cavidade e, portanto, sejam idénticos para todas as cavidades. Esse
fato é chamado de universalidade [17, 6]. O regime fortemente cadtico é garantido quando o tempo
de permanéncia do elétron na cavidade, 7p, é muito maior que o tempo de Ehrenfest, 7. O tempo de
Ehrenfest corresponde ao tempo necessario para que o pacote de onda do elétron se espalhe por toda a
cavidade, isto é, tenha comprimento de onda igual a largura do sistema. A condicao 7p > 7 é, entao,
necessaria para permitir ergodicidade na dinamica do elétron. Todos os resultados mencionados no

texto, incluindo os novos resultados derivados, serao descritos considerando esse regime.

Um problema que frequentemente surge nos experimentos envolvendo pontos quanticos e
bilhares de microondas é o acoplamento entre as guias de onda e a cavidade [18, 19]. Um acoplamento
imperfeito torna a interface entre a guia e a cavidade nao totalmente "transparente” aos elétrons, o
que influencia nas quantidades fisicas de transporte. A transparéncia da guia de onda é modelada a
partir de uma barreira de tunelamento caracterizada por uma taxa de tunelamento I'; no ¢-ésimo canal,
com I'; = 1 correspondendo ao caso ideal (acoplamento perfeito). Para o problema com barreiras,
apenas as primeiras ordens no inverso do nimero de canais, 1/M, de alguns momentos via teoria
semiclassica sao conhecidas, nao havendo nenhum resultado semiclassico exato. Nesta perspectiva,
derivamos uma nova expressao semiclassica para os momentos do transporte considerando que uma
das guias de ondas possui barreira de tunelamento (a segunda guia é mantida ideal) com taxa I'; = T’
igual em todos os canais. Essa expressao ¢ dada em termos de uma série de Taylor da probabilidade
de reflexdo na barreira v = 1 — I'; cujos coeficientes sdo fungoes racionais do niimero de canais M e,
portanto, contém todas as ordens em 1/M. Em particular, uma expressao simples para a condutancia

também é obtida. Esses resultados recentemente foram publicados em [5].

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 1 sdo definidos todos os

conceitos matematicos envolvidos com a teoria; no capitulo 2 uma breve descricao da RMT ¢é dada,
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contendo os principais resultados para o transporte; no capitulo 3, a abordagem semiclassica é
introduzida na sua primeira formulacao e na formulagao via integral matricial; o capitulo 4 discute
os novos resultados obtidos para o transporte com barreira de tunelamento e por fim o capitulo 5

traz consideragoes finais.



Definicoes Matematicas

1.1 Particoes e Diagramas de Young

Dado um ntumero inteiro n, as suas particoes sao todas as maneiras possiveis de escrevé-lo

como soma de nimeros inteiros. Por exemplo, as parti¢oes do niimero 4 sao

4) (1.1)

(
(3,1)
(2,2)

(2,1,1)

(1,1,1,1).

Usaremos a notagao acima em que as partes de uma dada particao sao colocadas em ordem decres-
cente e entre parénteses. As parti¢oes nao incluem o zero nem as permutagdes, como por exemplo
(1,2,1). Em linguagem matemaética, a parti¢do de um inteiro positivo n é uma sequéncia fracamente
decrescente de inteiros positivos A = (A1, Ag, ...) tal que >; \; = n. Dizemos, portanto, que \ partici-
ona n e representamos isso por A - n ou |A\| = n. Definimos o comprimento de uma particao A, £(\),

como sendo o nimero de partes da partigao, por exemplo £(2,1,1) = 3.

Uma outra notacgao para parti¢coes é escrever quantas vezes cada parte \; aparece em A. Por
exemplo, a particao (2,2,1,1,1) F 7 pode ser escrita como 1322, Perceba que isso nao significa

multiplicar 13 por 22. De forma geral, a notacao funciona da seguinte forma
(A1, Ag, ...) = 1M2%23% (1.2)

e chamamos \; a multiplicidade da parte ;.

Uma notagao interessante para representar particoes sao os diagramas de Young. Um dia-
grama de Young é um conjunto de caixas justificadas a esquerda tal que a primeira linha tem ),

caixas, a segunda linha tem A, caixas e assim por diante. Justificadas a esquerda significa que a
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primeira caixa de cada linha estd alinhada verticalmente. Na equagao (1.3), mostramos os diagramas

de Young correspondentes as particoes do nimero 4.

Uma outra definigdo importante é a de tabela de Young. Uma tabela de Young é um diagrama
de Young de formato A - n preenchido com os niimeros de 1 a n. Uma generalizacao é usar menos que
n numeros diferentes, de tal forma a permitir repeti¢coes. Nesse caso, temos uma tabela generalizada.
Se o nimero 1 aparecer ry vezes, o nimero 2 aparecer ry e assim por diante, definimos pu = (71,79, ...)

como o contetido da tabela de Young, por exemplo

(1.4)

3

tem formato A = (3,2) e contetdo 1223142 ou p = (2,0, 1, 2).

Dizemos que uma tabela de Young A\ - n é padrdao quando tanto as linhas quanto as colunas
sao estritamente crescentes. Por exemplo, para o formato A = (2,2, 1), existem 5 tabelas padrao nao

generalizadas

(1.5)

Uma tabela de Young em que as colunas sdo estritamente crescentes, mas as linhas sao

fracamente crescentes (podem haver repetigoes) é chamada semi-padrdo. Por exemplo

11112
213

(1.6)

¢ uma tabela semi-padrao. O nimero de tabelas de Young semi-padrao de formato A e contetdo p

¢ chamado nimero de Kostka e denotado por Ky,.

Uma relagdo entre duas parti¢oes é a relagdo de continéncia. Dizemos que p C A (u esté
contida em A) quando A; > p;, para todo i. Em termos dos diagramas de Young, a particio p
estd contida em A\ quando o seu diagrama de Young esta literalmente totalmente sobreposto pelo
diagrama de A. Essa relacdao nos permite definir os diagramas e as particoes enviesadas. Um diagrama

enviesado é obtido removendo-se um diagrama de Young menor de um outro diagrama maior que o
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contém. Por exemplo, para as particoes A = (5,5,4,3,2) e p = (4,4, 1), o diagrama correspondente
a particao enviesada (5,5,4,3,2)/(4,4,1) é

(1.7)

Note que . C A, pois o diagrama de A sobrepoe completamente o diagrama de p. Logo, um diagrama
enviesado A/ s6 pode ser definido se u C A. Os diagramas enviesados, quando preenchidos, se tornam

tabelas enviesadas.

1.2 Funcoes Simétricas Homogéneas

Fungoes simétricas sao fungoes invariantes pela troca de quaisquer de suas variaveis. Por
l 1. A . . 2 2 7 . ’ . . cd/\ .
exemplo, o polinémio f(x1,x2) = x{x9 + z125 € simétrico, pois permanece idéntico se trocarmos
por zy, ou seja, f(x1,x2) = f(x2,x1). Além disso, diremos que esse polindmio é homogéneo de grau
d se f(Axy, \Ta, ..., A\x,) = N f(21,29,...,2,). Por exemplo, o polindémio f(z1,xs) = 231y + z123 é
homogéneo de grau 3, porém o polindémio g(z1,zs) = 2279 + 2123 ndo é homogéneo. O conjunto de
) ) 1 2
todos os polindmios simétricos homogéneos em n variaveis forma um espago vetorial, que chamaremos
de A,,. Usaremos a notacao f(xi,zs,...,x,) = f(x) quando convier. Esse espaco vetorial contém
n ) ) ) n

varios tipos de polindmios simétricos interessantes, vejamos alguns deles.

Os polindémios simétricos elementares e, (x) sdo a soma de mondmios distintos de grau igual
a k, mas cada variavel aparece com expoente 1. Por exemplo, os polinomios elementares de trés

variaveis sao
e1(x1, o, x3) = X1 + T2 + X3, ea(®1, T2, T3) = X1 T + X1T3 + TaT3,  e3(T1, T2, T3) = T12273. (1.8)
E facil ver que a expressao geral para o polinonio elementar simétrico ex(z) serd

er(xy, o, ., Tp) = > Tjy Ty T (1.9)
1< <jaye s <jk<n

O polindémio elementar também pode ser definido em termos de uma partigio A = (A1, Az, ...) como
Ex = €N ENy--y (110)

onde cada ey, é dado pela expressao (1.9). Por exemplo, para as particoes A = (1,1) e A = (2),

teremos e(11)(z) = e1(z)e1(x) e e2) = ez(x) respectivamente.

Os polinémios simétricos completos hy(x) sao semelhantes aos elementares. A diferencga é que

as variaveis podem aparecer com poténcias maiores que 1, pois eles consistem da soma de todos os
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monomios distintos das suas variaveis. Para o caso de trés variaveis, eles sdo

hl(l'l,ZL‘Q,Ig) :I1+5E2—|—I3 (111)
hg(l‘l, o, .173) = .CE% + Qfg + .CE?;, + T1X2 + T1T3 + ToT3

3 3 3 2 2 2 2 2 2
hs(z1, 9, x3) = ] + x5 + Xy + X125 + 125 + ToXs + T1To + TIT3 + T5T3 + T1T2T3.

A sua expressao geral é:

hk(l‘l,...,xn) = Z Lj1Ljo-oTjy s (112)

1<51<525-<jk<n
com a diferenca em relagao aos polinomios elementares que agora os indices ji, ..., Jr podem ser iguais.
Uma outra maneira de obter os polindmios simétricos elementares e completos é através das suas

fungoes geratriz

kzi: er(2)th = f[l(l + z;t) (1.13)
g:hk(x)tk = f[ll_lxt (1.14)

Nas expressoes acima, basta comparar poténcias iguais da variavel ¢, de modo que do lado direito
o coeficiente que acompanha uma dada poténcia k de t corresponde ao k-ésimo polinémio. Para os
polindmios completos, é necessario expandir em série de Taylor. Em contraste com os polinémios
elementares, os polindmios completos continuam existindo para k£ > n, ou seja, para um indice maior

que o numero de variaveis. Eles também podem ser definidos em termos de partigdes como
hy = hx hay--es (1.15)

tal que cada h), é definido pela expressao (1.12).

Vale destacar a relagao desses dois polindmios simétricos com a mecanica estatistica. Imagine
um sistema quantico que tem niveis de energia F;. Seja n; o nimero de particulas no nivel i. No
caso de bésons nao-interagentes, podemos colocar qualquer nimero deles em cada nivel, ou seja
0 < n; < N. No caso de férmions nao-interagentes, podemos colocar apenas um em cada nivel, ou

seja n; € {0,1}. As fungoes de partigdo do ensemble gran-canénico sao

Zo= 3 e BT TS Gy =] (1.16)

n1,n2,...,NN i n;=0 i

para boésons e

Ip = Z e ni(Bi—n)/kpT _ H 21: ()™ = H(l + z;t) (1.17)

n1,Mn2,...,NN i n;=0 7

o—FEi/kpT

para férmions. Em ambos os casos, x; = e t = e/k8T  Encontramos, assim, as funcoes

geratriz dos polinémios simétricos completos e elementares (com infinitas varidveis).
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Um outro polindmio, que aparecerda bastante ao longo do texto, é o polinémio simétrico de

poténcias. Ele é certamente o mais simples, em trés variaveis sao
. .2 2 2 _ .3 3 3 1.18
pr(@1, 22, w3) = 21 + X2 + a3, P21, 22, 23) = 27 + a5 + 23, p3(w1, T2, 73) = ] + 25+ a5 (1.18)

e de forma geral
Pr(a1, T, oy ) = D ) (1.19)

Esse polinomio também pode ser definido em termos de uma particao de forma anéloga py = px,px,...-

Por exemplo, pa 1y (x) = p1(z)p1(x).

1.2.1 Funcoes de Schur

Um outro polindémio interessante do espago vetorial dos polindmios simétricos homogéneos
¢ a funcao de Schur. As fungées de Schur s,(z) sdo sempre definidas em termos de uma particao,
porém nao possuem uma féormula tao intuitiva como os polinémios citados anteriormente. Uma das
suas formulagoes é a chamada férmula bialternante de Cauchy, que consiste num quociente de dois
determinantes onde os elementos de matriz sao poténcias das variaveis:

Ni+l—i
det (a7
Sa(®1, T, oy ) = ——— (1.20)
det(z; ")
Essa formula pressupoe que o nimero de varidveis n é igual ao comprimento da particdo ¢(\) = £.

Portanto, os indices 7,7 vao de 1 a £. Escrevendo explicitamente

xi\ﬁr@*l l’g\l +4—1

Ao+4—2 x%z-ﬁ-é—?

T
' ' hi<ii<e
Sx(T1, o, .y Tp) = y—— : (1.21)
Ty Iy
:Uf_Q x§_2
Thi<ig<e

Se o nimero de varidveis n > ¢(\), podemos gereralizar a expressao (1.20) bastando trocar ¢ por n

= : J : 1.22
3)\(1'17 L2y eey $n) det(x?_z) An(ﬂf) ( )

_ det(x?”"*") B det (23t

Agora os indices 7, j vao de 1 a n e naturalmente \; = 0 se ¢ > ¢. Explicitamos que o determinante

do denominador det(:v?_i) é chamado determinante de Vandermonde, que pode ser escrito como

n

An(z) =]] ﬁ (zj—xi)= ][] (x5 — ). (1.23)

i=1j=i+1 1<i<j<n
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Note que a permutacao entre quaisquer duas varidveis x; e x; do Vandermonde produz um sinal nega-
tivo. As fungbes que possuem essa propriedade sao chamadas fungoes alternantes ou antissimétricas.

Os dois primeiros Vandermondes sao
AQ(%’) = (fEQ — 33'1), Ag(l’) = (.1’2 — 1'1)(1'3 — .1’1)(.1'3 — 1’2). (124)

Para trés varidveis, as trés primeiras fungoes de Schur sao

sy (@1, T2, 23) = 1 + T9 + T3 (1.25)
5(1,1)(T1, T2, 3) = 129 + ToT3 + 1173 (1.26)
5(2) (fEb T, l’g) = x% + .’13% + x% + T1X2 -+ ToXs + 13 (127)

Uma outra formula para as fungoes de Schur é a formula de Jacobi-Trudi, que expressa s, em termos

dos polinémios simétricos completos:

h}q h>\1+1 h/\1+2
S)\<I> = det(h,\iﬂ-_i) = h)\z—l h>\2 h>\2+1 el (128)

A fun¢do de Schur desempenha um papel importante quando todas as varidveis x; = 1.

Primeiro, quando tomamos os valores especiais x; = 2'~! para as varidveis na defini¢do (1.22), temos

1 I/\l—i-n—l m2()\1+n—1)

1|1 gretne2 p20etn-2)
sa(lyz, 2%, 2" ) = _ ' _ P (1.29)

1 1 1

sendo que o numerador é também um determinante de Vandermonde, apenas escrito de outra forma,

Ai+n—1i

no qual as variaveis sao x . Assim, a expressao acima pode ser reduzida a forma

s (1 v 22 1,’”_1) _ H prhitn—i _ pritn—i (1 30)
nem 1<i<j<n pi=t =gt '

Tomando o limite x — 1 pela regra de L’Hopital, obtemos a expressao

N—A+j—i

sx(1,1,.., 1) =s01" = ]

1<i<j<n J—1

(1.31)

Se escolhermos levar em conta explicitamente o comprimento da partigdo ¢(\) = ¢, podemos escrevé-

la como

9207 =TT s T = A+ =) (1.32)

i=1 j=it1

Essa expressao sera usada mais adiante nos préximos capitulos. Por fim, as fun¢des de Schur possuem

uma terceira férmula dada em termos de tabelas de Young. Dada uma tabela generalizada T com

contetido f, podemos associar a ela o monomio z*7) = 2 z5? ... Por exemplo
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Sl R Il rirdriz?d = aixiad. (1.33)

O conteido da tabela acima é p = (2,0,1,2). A fungdo de Schur pode ser definida da seguinte
maneira
sx(z) =Y ™), (1.34)
w(T)
sendo a soma feita sobre todos os conteidos p da tabela de Young T generalizada, semi-padrao e
de formato A. Por exemplo, considere a particio A = (2,2,1) e n = 3 varidveis. Basta pensarmos
em todas as tabelas de Young generalizadas (podendo haver repetigao) de formato (2,2,1) que sao

semi-padrao. Essas tabelas sao:

(1.35)

Sendo o conteido de cada tabela p = (2,2,1), up = (2,1,2) e p = (1,2, 2), obtemos a funcao de Schur
8(27171)(1’1, To,T3) = TITIT3 + x%mgxg + xw%m% Esse resultado pode ser verificado usando a expressao

(1.20).

1.2.2 Argumento Matricial e Mudancas de Base em A,

Qualquer uma das familias de polindmios simétricos citados anteriormente {ey},{h,}, {pa}
ou {s\} serve como uma base para o espaco vetorial A,. Isso significa que qualquer polinémio
simétrico homogéneo pode ser escrito como combinacao linear desses polinéomios. Naturalmente,
existem matrizes de mudanca de base, que leva uma familia em outra. Algumas dessas mudancas de
base sao [20]

ho(2) = 3 ;ApA(x) (1.36)
_1\n—t)

en(x) = ; (D&\pA(x) (1.37)

hu(z) = Kyusa(z) (1.38)

E outras duas importantes que aparecerao ao longo do texto sao

sa(z) =3 XA(M)pu(x) (1.39)

o

pulz) = %:XA(M)SA@), (1.40)
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onde x(p) sdo os caracteres das representagoes irredutiveis do grupo de permutagao S, [20].

Seja X uma matriz de dimensdo N com autovalores {xi, z3, ..., zx }, definiremos o polinémio
simétrico ex(X) com argumento matricial como sendo igual a eg(x1,xo,...,zx) e de forma andloga
para todos os outros polinomios. Essa notacao das variaveis como autovalores de uma matriz nos

permite escrever expressoes mais compactas. Por exemplo, as equagoes (1.13) e (1.14) ficam

iek(X)tk = det(1 + Xt), ihk(X)t’“

k=0

1

~ det(1— X¢t)’ (141)

O polinémio simétrico de poténcias com argumento matricial serd igual ao trago da k-ésima poténcia

de X, pp(X) = Tr(X*). Em termos de uma particio, podemos escrevé-lo:

() () N
pA(X) =[] o (X) = I] Te(X™) =[] D2 (1.42)
i=1 i=1 i=1 j=1

Por exemplo, para as partigoes A = (1,1) e A = (2) e N = 3 varidveis, temos

2 3
pan(X)=11>_ ZB;\ = (21 + 2y + 23) (21 + To + T3) = 22 + 25 + T3 + 22,79 + 27173 + 27973

i=1j=1
(1.43)
1 3
pey(X) =[] D2} = af + a3 + 3. (1.44)
i=1j=1

Outra forma de definir o polindmio simétrico de poténcias em termos de uma particdo com argumento
matricial é através da expressao

(X)) = > T Xi o ies (1.45)

i1 yeenrin k=1

onde a soma em cada indice iy, ...,i, vai de 1 a N e n = |\|. A permutagao 7 do indice k é qualquer
permutacao que tenha ciclo tipo igual a A\. Definimos o ciclo tipo de uma permutacao da seguinte
maneira. Se uma permutagao p possui A\ ciclos de tamanho 1, A ciclos de tamanho 2 e assim
por diante, entao a particao 1M2% ¢ chamada de ciclo tipo de p. Por exemplo, o ciclo tipo da
permutagao (123), que age na lista [1,2, 3] levandoo 1 no2,02no03eo03no 1, é A = (3); enquanto a
permutagao (123)(45)(67) tem ciclo tipo 1°223' ou A = (3,2,2). Novamente, tomemos como exemplo

as particoes A = (1,1) e A = (2) e N = 3 na expressao acima

2
Pan(X) =D T Xigyouir = 2o Xivin Xinip = Tr(X) Te(X) = (21 + 29 + 23) (21 + 22 + 73)

i1 09 i=1 11,42

(1.46)

2
P(2) (X) = Z H Xi(12)[k]7ik = Z Xigiy Xiiy = Z(Xz)iz,lé = Tr(XQ) = ,CL’% + x% + x% (147)

in ig i=1 in o ia
No primeiro caso, a permutagao 7 que tem ciclo tipo A = (1,1) é (1)(2) e leva o indice k nele mesmo.
No segundo caso a permutacao que tem ciclo tipo A = (2) é (12) e que leva o indice k = 1 em 2 ¢

vice-versa.
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1.2.3 Ortogonalidade das funcoes de Schur e Identidade de
Andréief

Se o argumento da func¢ao de Schur for uma matriz unitaria U, verificamos a seguinte ortogo-

nalidade dessas fungoes [21]
/U gy SO0 = B (1.48)

Sendo zj, 1 < j < N, os autovalores da matriz unitaria U, entdo s)\(U) = sx(z1,...,2n) sd0 08
caracteres da representacao irredutivel do grupo unitario [21]. Portanto, a relagao de ortogonalidade
entre as funcoes de Schur vem da cldssica ortogonalidade dos caracteres do grupo unitario U(NV).
Essa relagao pode ser provada usando uma identidade muito util chamada identidade de Andréief

[22], qual seja

[ detlfi(a;)] detlgi(a)] fjldxj — Nldet ( / fi(x)gj(ac)da:) . (1.49)

Essa identidade transforma a integral N-dimensional do produto de dois determinantes em um tnico
determinante de uma matriz cujos elementos sao integrais unidimensionais. A relacao de ortogona-
lidade (1.48) pode ser escrita em termos dos autovalores z; da matriz unitaria U. A densidade dos

autovalores da matriz unitaria U é [21]

1 1
Ty |2 =zl = e AE)P, (1.50)
N!(2m)N 1§¢1<_JI§N ! N!(2m)N
onde A(z) é o determinante de Vandermonde. Em termos dos autovalores, a expressiao (1.48) fica
1 _
/U(N) s\(U)s,(UN)dU = W%sk(z)sﬂ(zﬂA(z)Fdz = brs (1.51)

e a primeira igualdade expressa a chamada férmula de integragdo de Weyl [21]. A integral sobre o
grupo unitario U(N) se transforma na integral de linha sobre o circulo unitario, uma vez que todos
os autovalores de uma matriz unitdria tém moédulo 1, ou seja, sio da forma e, e o jacobiano é
proporcional ao Vandermonde ao quadrado. A ortogonalidade expressada pela tltima igualdade esta

demonstrada no apéndice A.

1.2.4 Coeficientes de Littlewood-Richardson
O produto entre duas fungoes de Schur pode ser expandido em fungoes de Schur, ou seja
s (X)s,(X) =D CF,s50(X) (1.52)

onde os coeficientes da expansao C}, sdo chamados coeficientes de Littlewood-Richardson. Esses

coeficientes sao obtidos a partir da regra de Littlwood-Richardson [23]. Essa regra pode ser formulada
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de vdrias maneiras e provavelmente a mais simples afirma que CY, ¢ o numero de tabelas de Young
semi-padrao de formato /X e conteido p. A particio v sobre a qual fazemos a soma é tal que
v F |A] + |u|. Além disso, uma ultima condigdo imposta pela regra pode ser colocada da seguinte
maneira genérica: a ultima caixa da i-ésima linha da tabela v/\ deve ser no méximo 7. Como

exemplo para as primeiras parti¢oes, temos

S1)S1) = S2) + Sa,1) (1.53)
S1,1)8(1) = S,1,1) T S2,1)

$2)8(1) = $3) T S(2,1)

5(3)8(1) = S(4) T 83,1

S@2,1)8(1) = $3,1) T S22) T S2,1,1)-

A maioria dos coeficientes para particoes pequenas sao 0 ou 1, o que acontece em particular
sempre que um dos fatores ¢ da forma s(,) ou s¢11,.). Esse resultado ¢ garantido pela férmula de

Pieri e a sua versao transposta [20]

S\S(r) = Z S, (1.54)
em que a particdo v é tal que |v/A| = r é uma faixa horizontal e

SAS(1r) = Z Sy, (1.55)

em que a particdo v é tal que |v/A| = r é uma faixa vertical.

O caso mais simples com coeficiente maior que 1 acontece quando nenhuma das parti¢oes tém
esse formato, ou seja, o produto s(21)S(2,1). Para expandirmos esse produto, basta listarmos todas as
tabelas de Young de formato v/(2,1) semi-padrao com contetdo (2,1) = 122!, tal que v - 6. Essas

tabelas estao mostradas abaixo.

(1.56)

2

Note que em todas as tabelas, a tltima caixa da i-ésima linha é no méaximo 7. Assim, a expansao fica

S@1)8(2,1) = S4,2) T S@,1,1) T 533) T 283,2,1) +5@3,1,1,1) T 22,2 + S22,1,1)- (1.57)
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1.3 Formula de Wick

Vamos introduzir agora integrais sobre matrizes e uma férmula muito util para calcula-las
chamada Foérmula de Wick. Considere a seguinte integral sobre matrizes complexas Z de dimensao
N x N

(1(2'2)) = / ~MTZ'2) ¢ 7t 7) dZ (1.58)

onde Z é um fator de normalizacao, M é um parametro e dZ nos diz que devemos integrar sobre cada
elemento de Z de forma independente. A funcdo f(Z1Z) é qualquer fungao polinomial da varidvel

—M Tx(

T , . .2
Z1Z. Perceba que o termo e Z'2) & um termo gaussiano, ja que

2,j=1 2,j=1

N N
exp (—MTr(ZTZ)) = exp (—M > ZiTJZJFi) = exp (—M > |Zj7i|2) (1.59)

sendo o elemento Z;; = x;; — 4y;, um nimero complexo, entao

N N
exp (—M > ]ZM]?) = exp (—M ol + %21) (1.60)

i,j=1 i,j=1

—MTx(Z127)

logo, e ¢ de fato gaussiana em todas as variaveis z; ; € v, ;.

A covariancia, que nada mais é que a média do produto de dois elementos de matriz, é

Omr 5j q

—MTx(ZZ) 7t
— Z Z 7 =
< Z/ d M

(1.61)

ou seja, o resultado é nao nulo apenas se m = r e j = ¢. A partir dai, enunciamos a seguinte férmula

<H Mp,Jk %Tk> Z H< M,Jk %(k)ﬂ”a(k)> M” Z Hémkv (k) ]kqu-(k) (1'62)

oc€Sy k=1 oc€Sy k=1

chamada férmula de Wick [24]. A férmula mostra que a média do produto de um niimero par
de elementos de matriz Z (ZT e Z) é igual & soma sobre todas as permutacoes dos indices k do
produto da média de pares de elementos de matriz (Z' e Z). Em outras palavras, um produto como
aquele mostrado no lado esquerdo pode ser decomposto numa soma do produto de todos os possiveis
pareamentos. S, é o grupo de todas as permutagoes o que agem na lista de indices [1,...,n]. Na

ultima igualdade, usamos a expressao da covariancia. Vejamos um exemplo, quando n = 2

(2o ZusZhas ) = (P Zas )P onss) 4 (2 Zas Y P Z) (169

:L(S 011 Omary O —|—i5 01q2Omary 0

A2 i Smara 2 g2 etz tmar J2q1-

O lado direito contém todas as possiveis combinacoes, perceba que na féormula de Wick os pareamen-

tos acontecem apenas entre Z' e Z.
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Figura 2: Esquerda: Representacdo de um elemento de matriz de Z e Z' que chamamos de aresta.
Direito: Diagrama correspondente ao tnico pareamento da férmula de Wick aplicada a <Tr(Z tZ )>

A férmula de Wick tem uma representacao em termos de diagramas [25, 26, 27]. Cada
elemento de matriz Z,, ; é representado por um par de setas, uma associada com o indice m e outra
associada com o indice j, com uma das extremidades marcadas. Nos elementos de matriz Z', as
setas apontam no sentido contrario de Z. Chamaremos esse par de setas por aresta. Por exemplo, se
calcularmos o valor médio <p,\(ZTZ )> através da equagao (1.58), entdo um termo como Tr[(Z7Z)4]
¢é representado por um vértice com 2q arestas. O produto entre pareamentos resultante da férmula
de Wick nos diz como ligar as arestas do vértice, produzindo assim, os diagramas. Vejamos alguns

exemplos.

O exemplo mais simples e trivial é <Tr(ZTZ )> Na figura (2), mostramos a representagao
dos elementos de matriz de ZT e Z e o diagrama correspondente ao tnico pareamento resultante da

formula de Wick para <Tr(Z tZ )> Esse caso é justamente a expressao da covariancia:

<Tr(ZTZ)> = fj (2}, 21:) = L fj 8.0k p = N (1.64)
s M 5= M

As deltas 9, ; e 0, i, significam que devemos ligar os segmentos indexados por ¢ e os segmentos indexados

J, sendo essas as Unicas ligagoes.

O proximo caso mais simples é <Tr[(Z Tz )2]> A aplicacao da formula de Wick resulta

mi,J1 ]lmeZ’j‘TLQ ]QZj27ml> (165)

(nizizf)= %

mi1,mz2,j1,j2=1

(2,
N
= Z < mi,j1 40 m2><Z7112 ]2Zj27m1> + <Z;rnl ]1Z J2 m1><Z7JLL2 J2Zj17m2>

m1,mz,j1,j2=1
1 N N
M2 Z 5m1m25j1j15m2m15j2j2 + Z 5m1m15j1j25m2m25j2j1
m1,mz,j1,j2=1 m1,mz2,j1,j2=1
3 3
=5 (N 4 N9

Os diagramas correspondentes aos pareamentos produzidos pela formula de Wick estao ilustrados na
figura (3). O Tr[(Z1Z)?] é representado como um vértice com 4 arestas, duas delas correspondendo

aos elementos de Z' e outras duas correspondendo aos elementos de Z. O nimero de maneiras de



33

SR |

*
i
1.
my ?

Figura 3: Esquerda: Representacio diagramética do Tr[(Z7Z)?] como um vértice com 4 arestas.
Direita: Diagramas correspondentes aos acoplamentos de Wick.

ligarmos as arestas de Z' com Z no diagrama é sempre igual ao nimero de acoplamentos de Wick.

Nesse caso, s6 existem 2 formas de liga-las.

A representacao diagramatica da féormula de Wick para as ordens mais altas do <Tr[(Z Tz )q]>
procede de forma analoga aos exemplos acima, ou seja, um traco de ordem ¢ sera representado por um
vértice com 2q arestas. De forma geral, a contribuicdo de cada diagrama sera N elevado ao niimero
de faces do diagrama, dividido por M elevado ao niimero de conexdes entre arestas. A face de um
diagrama ¢ definida da seguinte maneira: se ”cortarmos” o diagrama ao longo das ligacoes entre as
arestas, teremos um conjunto de superficies separadas umas das outras (em linguagem matematica,
um conjunto disjunto) em que cada superficie é homeomorfa a um disco. Se isso acontecer, entao
cada superficie é uma face. Por exemplo, nos diagramas da figura (3) identificamos 3 faces em cada
um, destacadas na figura (4). Logo, a contribui¢ao de cada diagrama serd N3, como foi obtido
fazendo-se a soma sobre os indices na expressao (1.65). Além disso, no denominador teremos M?, ja

que ambos os diagramas contém duas conexdes entre arestas.

A representacao diagramatica da formula de Wick é uma ferramenta poderosa, porque trans-
forma o problema de calcular uma integral matricial gaussiana num problema de desenhar diagramas

e contar as faces. No capitulo 3, esse método serd empregado no contexto do transporte.

P

Figura 4: Faces dos diagramas que resultam da aplicagdo da féormula de Wick em <Tr[(Z 'z )2]> As
faces sdo as superficies disjuntas obtidas ao “cortarmos” o diagrama ao longo das arestas. Ambos os
diagramas possuem 3 faces e, assim, contribuem com N? para o valor médio.



Abordagem via RMT

Antes de adentrarmos no foco deste trabalho, qual seja, a abordagem semiclassica do trans-
porte quantico cadtico, daremos uma breve descricao da abordagem via RMT. A intencao aqui é
apenas citar alguns resultados importantes com os quais compararemos os resultados obtidos no

capitulo seguinte. Antes disso, discutiremos brevemente a origem da RMT.

2.1 Teoria de Matrizes de Aleatorias - RMT

Nos anos 30, Fermi realizou experimentos com espalhamento de néutrons por niucleos de
atomos pesados [28, 29]. Foram observados nesses experimentos picos de ressonancia de longa vida
que levou Bohr a formular a ideia de um "nicleo composto” constituido por particulas fortemente
interagentes [30]. Cada uma das ressonancias corresponde a um estado composto de longa vida do
sistema formado pelo ntucleo alvo e o néutron. As descobertas de Fermi et. al e o pouco conhecimento
sobre a interacao das particulas no niucleo levaram a um rapido desenvolvimento da fisica nuclear na

época.

Na época, o modelo de camadas do ntcleo ainda era muito recente. Basicamente, esse modelo
prevé que assim como os elétrons, os prétons e os néutrons estao organizados em camadas ou niveis
de energia no nucleo atomico. Os dados coletados por Fermi nos experimentos com espalhamento de
néutrons revelavam um caréater estatistico desse espectro nuclear. Como o niimero de particulas no
nucleo era muito grande, isso tornava o espectro nuclear extremamente complexo, impossibilitando

acessa-lo usando uma abordagem via hamiltoniano.

Diante disso, na década de 50 o fisico Eugene Wigner decidiu utilizar uma abordagem estatis-
tica para tratar o espectro de nucleos pesados. A abordagem utilizada por Wigner se difere de uma
forma fundamental dos conceitos estatisticos aplicados em fisica. Em mecanica estatistica, considera-
se um ensemble de sistemas fisicos idénticos, ou seja, todos governados pelo mesmo hamiltoniano,
mas com diferentes condi¢oes iniciais, e calcula-se propriedades termodinamicas tomando a média

sobre o ensemble. Wigner procedeu de uma forma quase contraria, considerando um ensemble de
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sistemas governados por diferentes hamiltonianos que compartilhavam uma tnica caracteristica: as
simetrias do sistema. Em outras palavras, Wigner sorteou aleatoriamente os elementos de muitas
matrizes hamiltonianas, todas com a mesma distribuicao de probabilidade e com as mesmas simetrias,

por fim tomando a média sobre todas essas matrizes [31, 32].

Mais tarde, Dyson formalizou a abordagem utilizada por Wigner e mostrou que na estrutura
da teoria de Schrodinger padrao, existem trés ensembles genéricos de matrizes aleatérias definidas
em termos das propriedades de simetria de um hamiltoniano. Se o sistema tem simetria de reversao

temporal, entdo a hamiltoniana é uma matriz real e simétrica
H=HT. (2.1)

Se o sistema nao é invariante por reversao temporal, entdo o hamiltoniano é uma matriz hermitiana

com entradas complexas
H=H' (2.2)

e, finalmente, se o sistema tiver simetria de reversao temporal com spin semi-inteiro sem simetria de

rotacao, a hamiltoniana é uma matriz simplética e auto-dual H definida pela propriedade

0 I
HTJH =J, onde J= NN (2.3)
—Inxny 0
cujas entradas sdo quatérnions. Os quatérnions sao combinagoes lineares da matriz identidade 2 x 2

e das matrizes de Pauli 0,,0, € 0.

Quanto a distribuigao de probabilidade, ensembles gaussianos desempenham um papel impor-

tante em RMT. A distribuicao de probabilidade neste caso é proporcional a
P(H) o exp [~BN Te(H?)] (2.4)

onde  é chamado indice de Dyson e conta o niimero de ”graus de liberdade” das entradas de H,
isto é, o nimero de variaveis necessarias para se especificar a entrada. Wigner considerou entradas
reais, complexas ou quaternionicas, que correspondem a 3 = 1, § = 2 e = 4 respectivamente.
Para essas trés classes de simetria, os ensembles sdo chamados respectivamente de GOE, ensemble
gaussiano ortogonal; GUE, ensemble unitario gaussiano; e GSE, ensemble simplético gaussiano. Essa
nomenclatura vem do fato de que cada uma das matrizes com as simetrias citadas anteriormente
podem ser decompostas na forma H = MXM™! sendo M uma matriz ortogonal, unitiria ou

simplética respectivamente e do fato de que o Tr(H?) é invariante sob essas transformagoes.

A RMT obteve sucesso em descrever os niveis de energia nucleares de nticleos pesados e com
isso se tornou muito famosa. Até meados de 1977, a RMT tinha sido aplicada apenas em fisica

nuclear. A partir dai, a teoria se expandiu rapidamente e hoje encontra aplicagoes em varias areas



36

da fisica como fisica da matéria condensada, caos quantico, éptica quantica, etc.; na matematica,
como em teoria de nimeros e geometria algébrica; na biologia em estudos do RNA e até mesmo
finangas. Em particular, a RMT foi empregada no estudo do transporte quéntico cadtico [15] e

alguns dos resultados serao descritos nas segoes seguintes.

2.2 Cavidades Ideais

Imaginamos novamente uma cavidade caotica acoplada a duas guias de ondas por onde in-
cidem elétrons, como descritas na introducdo. Daqui em diante, chamaremos essas cavidades de
cavidades ideais. O adjetivo ideal diz respeito ao acoplamento entre as guias de onda e a cavidade.
Portanto, uma cavidade nao ideal serd uma cavidade que possui esse acoplamento imperfeito. O
acoplamento entre a guia e a cavidade é um detalhe experimental importante que tem implicagoes

no transporte e os detalhes dessas implicagoes serao discutidos no capitulo seguinte.

Os primeiros resultados usando RMT para transporte em cavidades cadticas ideais foram
obtidos ao longo dos anos de 1990 [33, 34, 35] para um ndimero grande de canais, ou seja, apenas
quando M > 1, revistos em [15]. Resultados validos para um ntimero de canais M arbitrario® foram
produzidos nos anos 2000 [36, 37, 38, 39, 40, 41], depois que uma conexao com a integral de Selberg
foi explorada [42].

Quando a dindmica classica correspondente na cavidade é fortemente cadtica e a universali-
dade é esperada, pode-se fazer uso da RMT no tratamento desse sistema. Para esse problema, a

matriz de espalhamento
r t

S = (2.5)

t

com dimensio M = N; + N, e a matriz de transmissdo 7 = tit, de dimensdao N;, sdo tratadas
como matrizes aleatérias. Focaremos no caso unitario, isto é, em sistemas sem simetria de reversao
temporal. Para cavidades ideais, a matriz de espalhamento S tem distribui¢cdo uniforme no grupo
unitario U(N) com medida de Haar [21]. Em resumo, isso significa que todas as matrizes S aleatérias
ocorrerdo com a mesma probabilidade nesse ensemble. A matriz S deve ser unitaria para que haja

conservacao de carga na cavidade.

Os momentos do transporte sao dados por Tr(7™). Como visto no capitulo anterior, o polino-
mio simétrico de poténcias com argumento matricial é pg,)(X) = Tr(X™). Logo, podemos escrever os
momentos de uma forma mais geral em termos de uma partigdo como p(7T) = pA(11, ..., T, ), onde
as variaveis T; sao os autovalores de 7. Como consequéncia, podemos notar o fato interessante de
que os momentos sao fungoes simétricas dos autovalores {7171, ..., Ty, } da matriz de transmissao T .

Sendo 7 uma matriz hermitiana, entdo todos os seus autovalores sao reais.

! Esse regime é geralmente chamado de regime quantico.
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A distribuigao de probabilidade dos autovalores de T é [43]

P(T) = AP T T (2:6)

onde cada autovalor T; € [0,1], o termo A(T") = [1;;(T; —T}) é o determinante de Vandermonde e A*
é uma constante de normalizacdo. Assumiremos N; < Ny sem perda de generalidade. Na abordagem
via RMT, os momentos sao calculados como uma média com respeito a distribugdo P(T'). Assim, os

momentos do transporte serao dados por
Lt ! Ny—N 2
<pA(T)>:N/O /O pA(TI,...,TNl)HT 2=NUA(T)|? dTy...dTy,. (2.7)
=1

Queremos resolver a integral para obtermos uma expressao dos momentos. Essa integral pode ser

resolvida através de uma generalizacao da integral de Selberg, conhecida como integral de Kadell.
Em 1944, o matemético Atle Selberg publicou a seguinte integral [44]
1 1m
Sp(a, B,7) = / / [t a—e)" I |1t—t" dti...dt, (2.8)
0 0 ;=51 1<i<j<n

cujo resultado ¢

T T(a+iNTB+ 00+ (G + 1))
Snla, B,7) = 1;[ Fla+p+m+j-1)NIA+7) .

A integral de Selberg permaneceu esquecida durante alguns anos, mas voltou em cena apds surgir
em problemas de fisica mais tarde [45]. Neste caso, ela pode ser usada para calcularmos a constante

de normalizac¢do N da distribuigao P(T). A constante de normalizagao ¢ igual & integral de P(T')

1 1M
N = [ [TIT AT dTy - dT, (2.10)
0 0 =1
Para resolvé-la, basta adaptarmos a integral de Selberg escolhendo os parametros f = 1, a =

Ny — Ny +1,v=1en= N;. Com isso teremos

1 1M
Sy (No — Ny +1,1,1) :/\/:/ / T A2 dty - - di, (2.11)
0 0 =1
que resulta
NAT(Ny — Ny + 14+ )T + D+ 2)
N = : 2.12
H I(Ny+7+1)I(2) ( )

Usando a propriedade da fungdo Gamma I'(n) = (n — 1)!, obtemos

Mol M-l 1
N =N,! ! —_— 2.13
1 jl;[o (1) il;[o Nyt —i ( )
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Obtida a constante de normalizacao, passamos agora para o valor médio <p,\(T)>. O primeiro
passo serd expressar os momentos em termos das fungoes de Schur. A justificativa para isso ficara

clara nas passagens seguintes. Logo, devemos calcular

1 1 1 N
(5u(T)) = N/o /0 su(Th, oo o) [T TN | A(T)? dT...d T, (2.14)
=1

Resolvemos a integral acima notando que ela se trata de um caso particular de uma generalizagao

da integral de Selberg conhecida como integral de Kadell [45]. A integral de Kadell é dada por

n

1 1
// TV, ) [T @ =) I 16— 4" dty...dt, (2.15)
0 0

i=1 1<i<j<n

cujo resultado é

{a+(n— 1)’7},(]) /)

{a+B+20n— 1)7}(7) 1 (1")Sule, B,7), (2.16)

onde S, (a, 8,7) é o resultado da integral original de Selberg (2.9). A generalizagao de Kadell inclui na
integral de Selberg o chamado polinémio de Jack, J /31/ D(ty, ..., t,), que também é uma funcio simétrica
homogénea. Esse polinémio é proporcional a funcao de Schur quando o parametro (1/v) = 1 através

da expressao

J;Sl)(t) = Hys,(t) = (i + ﬂ;‘ —i—j+1) s,(t) (2.17)

(@.5)€n
na qual o produtério em (i, j) significa que o produto é feito sobre todas as caixas do diagrama de
Young de formato i que tem como coordenada a i-ésima linha e a j-ésima coluna no diagrama. O

termo {z}{) ¢ dado por

£(p)
{2} = T (@+ (1 = i)y)) (2.18)

i=1

onde 1™ = z(z + 1)...(x +n — 1) é o fatorial crescente. Para as trés primeiras particdes e v = 1,

esse termo resulta

{z}y) =2 =2 (2.19)
{21y =2V @ -1)W = (z - 1)z
{a}y) = 2@ = 2(z + 1),

para vy = 2, por sua vez

(o} =2 =2 (2.20)
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Portanto, a quantidade {$}£7) ¢ nada mais do que uma generalizacao do fatorial crescente e é um
polindmio na varidvel z de grau |u|. O termo J{/7)(1") que também aparece no resultado da integral

de Kadell é o polinémio de Jack com n varidveis iguais a 1.

Assim, adaptamos a integral de Kadell escolhendo novamente os parametros v = 1, a =
Ny, — N1+ 1, 5 =1en = N;. Com isso, obtemos da integral de Kadell a nossa integral do valor

médio (5,(7))

/01.../01 su(tl,,,,,tNl):vl_ilthQN1|A(t)|2 dty...dty, (2.21)
que terda como resultado
_ AN 1M Nﬁ1 Ny = N1+ 14+ )T + DTG +2) (2.22)
(Ny + N} P i T(Nz+j+ 1I(2)
= i\tig; s (1) N!tgl(j!)Qiglm
- i]]\\;ig; s, (1NN

Aproveitamos para introduzir uma notagao que aparecera frequentemente ao longo do texto. Quando

~ = 1, denotaremos {x}/(}) por [z],, que pode ser expressa da seguinte forma

W (g - — )]
[x], = ljl W (2.23)

Como mencionado no capitulo anterior, a funcao de Schur su(lNl) pode ser calculada através da

equacao (1.32). Introduzimos uma nova expressao para Su(lN 1) mais compacta

dy[ N1,
1!

s, (1) = : (2.24)
onde d,, ¢ a dimensao da representagao irredutivel da classe do grupo de permutacao .S,, indexada pela
particdo p [20]. De forma mais simples, d, é o caracter do grupo de permutagao, x,(1"), calculado

na identidade. Essa quantidade pode ser expressa de varias formas, sendo uma delas

1

— (2.25)
(i — i+ J)!>1§i,j§£(u)

d, = n!det (

onde n = |u|. Interessantemente, d,, é também o nimero de tabelas de Young padrdao de formato f.

Por fim, juntando todos os resultados, chegamos finalmente na seguinte expressao para os

momentos do transporte

_ dy [N1]u[Na],
(5.(T)) = T (2.26)

n!
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Para as trés primeiras particoes, os momentos sao:

NN,
(s0)(T)) = 7 (2.27)
NiNa(Ny — 1)(Np — 1
(san(T) = éM(M >—(1) )
NiNy(Ny 4+ 1)(No + 1
SC) ;M(M +1) )

As trés primeiras particdes ja nos permite acessar duas propriedades fisicas do transporte numa

cavidade cadtica. A primeira é a condutancia média

62 62 NlNQ
= %<5(l)(7)> = (2.28)

e a segunda é o shot-noise médio, que mede a flutuacao de corrente elétrica, igual a pa)(T) — pa)(T).

G

Em termos da fungao de Schur, o shot-noise é

F= 26;|71V| (s (M) + (sa.(T)) = (s5(T))) (2.29)

28|V NEN3
- wh M(M?2-1)

2.3 Cavidades com Barreira de Tunelamento

Passemos agora para a descricao de resultados obtidos via RMT tratando de cavidades nao
ideais. Uma cavidade nao ideal é uma cavidade que possui um acoplamento imperfeito entre a guia
de onda e a cavidade. Quando isso acontece, a guia de onda deixa de ser "transparente” ao elétron.
Esse acoplamento é entao modelado introduzindo-se na teoria uma barreira de potencial na interface
entre a guia de onda e a cavidade. A barreira impde ao elétron uma taxa de tunelamento I'; no
i-ésimo canal, com I'; = 1 correspodendo ao caso ideal. Mais detalhes das consequéncias da inclusao

da barreira serao dados no capitulo seguinte.

Em RMT, a barreira de tunelamento é implementada introduzindo-se o chamado kernel de

Poisson para modelar a distribuigao estatistica da matriz S [46]
P(S) o |det(1 — ST8)|~(BM+2=5) (2.30)

onde S é a matriz de espalhamento média (para o caso ideal, S = 0) e 8 € {1,2,4} é o indice
de Dyson. Até o momento, no regime M > 1, as primeiras ordens da média e da variancia da

condutancia foram obtidas em [47], enquanto o shot-noise médio foi considerado em [48, 49].

Férmulas exatas para a distribuicao dos autovalores da matriz de transmissao 7, valida para
M arbitrario e apenas uma guia nao ideal, foram derivadas em [50, 51] por Vidal e Kanzieper em
termos de matrizes com elementos sendo fung¢oes hipergeométricas, no caso sem simetria de reversao

temporal.
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A distribuigao de probabilidade derivada por Vidal e Kanzieper na referéncia [50] é expressada
em termos dos autovalores de reflexao R;, que se relacionam com os ja conhecidos autovalores de
transmissao através da relacao R; = 1 —1T;. Esse resultado assume apenas uma das guias de onda nao
ideal e auséncia de simetria de reversao temporal. Assim, assumindo que os Ny canais de propagacao
na segunda guia sao ideais, enquanto na primeira guia as probabilidades de tunelamento I'; em cada

canal estao organizadas numa matriz diagonal I, a distribuicao é dada por

? ﬁ[ M (2.31)

~—

P(R) oc det(T)™ det(F

/\

onde A(R) e A(I') sdo determinantes de Vandermonde e F é uma matriz cujos elementos sdo a

funcao hipergeométrica
Fij = oF1(Ny+ 1, Ny + 1;1; (1 — T R;). (2.32)

A fungao hipergeométrica oFi(a,b,c; z), por sua vez, é definida pela série de poténcias

o g pn)
2F1<G,b,C;Z) = - -

n=0

(2.33)

cm !

onde (" é o fatorial crescente.

Esse resultado foi utilizado em [52] por Novaes et. al para se obter os momentos do transporte
exatos de uma cavidade cadtica com apenas uma guia nao-ideal. Em termos das fun¢des de Schur
dos autovalores de reflexao, foi mostrado que

<s,\(R > det(T Zsp Mp Z /\P|y|l []]:;]]# (2.34)

onde a soma em p é uma soma infinita sobre todas as particoes possiveis, a soma em v ¢é tal que
v Al +]p| e CX , é o coeficiente de Littlewood-Richardson. No regime de guias de ondas fracamente

nao ideais, I'; ~ 1, esse resultado pode ser visto como uma expansao perturbativa na variavel 1 — I'.

No capitulo seguinte, nés derivaremos um resultado semicléssico para os momentos do trans-
porte no caso em que as probabilidades de tunelamento I'; = I' sao iguais para todos os canais da
primeira guia (a segunda guia é mantida ideal) e expressamos esse resultado em termos de um parame-
tro de opacidade v =1 —1T', que é a probabilidade de reflexdo na barreira. Usando a homogeneidade

da fungao de Schur e a equagao (2.24), podemos usar a relagao

FLALAR

P (2.35)

sp(7) =

para escrever a expressao (2.34)

<3>\(R)> = SR

ol do.
|p|'

[M L [N1)?
]P Z /\,p|y|| [M]]u (236)
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para o caso particular I'; = I' mencionado. No capitulo seguinte, nés comparamos o resultado
semiclassico derivado com a expressao acima e encontramos concordancia para todas as partigoes
até o momento n = 5 e em todas as ordens em ~ até 6. Como o resultado semiclassico derivado é
expressado em termos dos autovalores de transmissao T; = 1 — R;, para que seja possivel compara-los,

devemos expressa-lo em termos de R; através da relagao [20]

5u(T) = s,(1 = R) = >_ (=) B, \(N1)sr(R) (2.37)
ACp
na qual
Ny +p—i [IV4] N
By = det (( )) _ Nl (238)
8 N+ A= 1<i,j<b(p) [N1]s ([ie] = [A)!
com

)
(i —i—Xj+j)! 1<i,j<t(n)

= = )t | (2.39)
sendo, de forma andloga & equacdo (2.25), o nimero de tabelas de Young padrao de formado p/\.
Mostraremos que a abordagem semiclassica conduz, surpreendentemente, a uma expressao mais

simples que a equagao (2.36).



Abordagem Semiclassica

Neste capitulo, pretende-se mostrar como originalmente a abordagem semicldssica para o
transporte quantico cadtico foi proposta. Os detalhes mais complicados que exigem conhecimento
avancado de sistemas dindmicos sao deixados de lado, mas boas referéncias sdo indicadas para os
leitores mais curiosos. Em seguida, nos voltamos para a formulacao via integral matricial, a qual

utilizamos para obter novos resultados para o transporte com uma barreira de tunelamento

3.1 Propagador Semiclassico

Vamos comecar derivando uma expressao que serd importante para a abordagem semicléssica.

A evolugao temporal de um sistema quéntico cujo hamiltoniano Hé independente do tempo pode ser

feita usando o operador de evolucao temporal U(ty,t). Se o sistema se encontra num estado |a, tg)

no tempo ty, entao a evolugao temporal desse sistema num tempo futuro ¢ para um outro estado
|, to; ) é dada por

;£ = Ulto, )], o) = exp {—hH(t _ toﬂ la, t). (3.1)

Se expandirmos o ket |a,tp) em termos dos autoestados {|a;)}; de um operador genérico A que

comuta com H, isto é []fl, /Al] = 0, teremos

lav, to; t) Zexp {

t—to)] ;) (@il o) = z\a, (as]av, to) exp[—;EZ-(t—to)] (3.2)

m\-

multiplicando em ambos os lados da equagao pelo autoestado do operador de posigao, (x|, & esquerda

(2l to; £) = S (elas) {aslev, to) exp [—;Ei(t _ to)] (3.3)

%

an to)uq, () exp [ ;El(t — to)} (3.4)
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onde u,, () = (z|a;) denota a autofuncio do operador A com autovalor a;. Usando a completeza dos

autoestados do operador de posigao [dz’ |z')(z'| =1 em c,,(to), obtemos
U(x, t;2' ty) = /dx/ K(z,t; 2 to) W(2' to) (3.5)
onde :
Kz, t;2 1) = 3 {wla) {aia’) exp [—;Ei(t - to)} (3.6)

i
na mecanica quantica é conhecido como propagador. Como o préprio nome diz, ele propaga a
funcao de onda W (2',ty) = (a;|a, tp) do sistema quantico que foi localizado precisamente na posi¢ao
2’ no tempo ty < t para a posi¢ao x no tempo t. O propagador pode ser mais elegantemente escrito
como .

K(z, 62, t0) = (x| exp {—;ﬁ(t _ to)} 1), (3.7)
sem a necessidade de qualquer operador genérico A que comute com H. A sua principal propriedade

¢ que o propagador satisfaz a equacgao

l—ihaat + f[] K(x,t; 2 tg) = —ih 6(z — 2")d(t — to) (3.8)

com a condigao de contorno K (z,t; 2, ty) = 0 quando t < to. Por esta razdo, o propagador é a fungao

de Green para a equagao de Schrodinger dependente do tempo, que a partir de agora chamaremos

por G
Glx, t; zo,to) = (|G (Lo, t)|a0) (3.9)
onde
G(t,to) = O(t — to) exp [—;ﬁ(t - tg)] . (3.10)

A fungao Heaviside 0(t — to) garante a condi¢ao de contorno K (x,t;zg,ty) = 0 quando ¢ < t.

A forma particular do propagador depende, é claro, do sistema fisico em estudo, precisamente
do potencial ao qual o sistema esta sujeito. Por simplicidade, consideraremos apenas hamiltonianos
da forma H = T4V, onde T é o operador de energia cinética quadratico no momento e Vo operador
de energia potencial que depende apenas das coordenadas de posigdo. Uma expressao para a funcao
de Green pode ser obtida em termos de uma integral de caminho no espago de coordenadas. Isso é

feito no apéndice B, chegando-se na expressao

N/2 .
) mN o0 o0 7
G(x,t;x(],t[)) = e(t—to) ]\llj}{l}o (m;j(t-to)) X [m dxl/,oo diL‘Nfl exXp |:hRN<l’, {xi},xo) .

(3.11)

3.1.1 Limite Semiclassico

Estamos interessados em obter o limite semiclassico da fungao de Green na equacao (3.11) e

isso é feito tomando o limite 2 — 0. Entretanto, ao fazermos esse limite, a exponencial ira oscilar
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muito rapidamente e, assim, contribuindo muito pouco para a integral. Para contornar este problema,

usamos o método da fase estacionaria, discutido a seguir.

3.1.1.1 Meétodo da Fase Estacionaria
Considere a seguinte integral
F()\) = / Tt MO, (3.12)

Queremos avaliar a integral no limite em que A\ — oo. Para A muito grande, a exponencial complexa

¢ uma funcao altamente oscilante dando praticamente nenhuma contribuicao para a integral, exceto
.. . p .. df

na vizinhanga do ponto extremo de f(t), isto é, na vizinhanga do ponto em que % = 0. Esse fato

serda exemplificado abaixo. Vamos assumir que esse ponto extremo seja t = to, assim exp[i\f(t)] é

uma fung¢ao que oscila pouco na vizinhanca de t; e oscila muito fora dessa vizinhanca.

Inicialmente, expandimos f(t) em torno de to. Teremos

FO) = [ a oo [in(fe0) + (10 (1) + é(t OO | RENCRE)

Se fizermos a mudanca de varidvel 7 = v/A(t — o) considerando a vizinhanca de t,, podemos escrever

PO\ = ;Xeﬂfw " e [; (# (o) + ;\T/; (ko) + ﬂ | (3.14)

Na vizinhanca de 7 = 0, o nosso ponto de interesse que corresponde a t = ty, podemos ignorar os
termos de ordem ciibica e mais alta porque eles dao contribuigoes com poténcias de % relativas ao

termo quadratico em 7, que tendem a zero no limite A — co. Escrevemos

1 i . o0 —elr 7/ 9 27TZ i\
Fors ey [t [t - [E o s

onde acrescentamos um fator de convergéncia e para dar significado a integral quando 7 = oo.

Obtivemos, portanto, uma aproximagao para a integral (3.12). Na figura (5), mostramos
como exemplo o grafico de f(t) = sinh?(¢) e a parte real da integral de f(t), no intervalo [—4, 4]
para A = 10. A fungdo f(¢) tem um ponto de minimo em ¢t = 0 e a vizinhanga desse ponto é a
regiao de maior contribuigdo para sua integral. Para esse exemplo, a integral na equagao (3.12) feita
numericamente no intervalo (—oo, 00) é 0.455884, enquanto a aproximagao da equacao (3.15) resulta
0.396333. Obviamente, quanto maior o valor de A\, maior a precisao da aproximacao. Para A = 100

por exemplo, o resultado da integral e da aproximacao sao 0.124948 e 0.125331, respectivamente.
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Figura 5: Esquerda: Gréfico da funcio f(t) = sinh®(¢), com um minimo em ¢ = 0. Direita: Grafico
de Re[F(10)], onde a maior contribuicao para a integral vem da vizinhan¢a do ponto de minimo de

f ).

3.1.1.2 Propagador Semiclassico

Pelo principio variacional de Langrange, os caminhos classicos sao caminhos que extremizam
a funcao principal de Hamilton. A condigdo para um extremo ao longo de um caminho discreto é

que
ORN(x,{x;}, x0)
6arj

A substituigdo da versao discreta da func¢do principal de Hamilton, eq. (B.11), na expressao acima

=0, para j=1,2,..,N—1. (3.16)

resulta numa versdo discreta da lei de Newton

Tipn + @i —2m\ OV ()
() = 347

ou seja, todos os caminhos classicos possiveis que extremizam a acao sao aqueles solucoes da lei de

Newton.

Podemos usar o método da fase estacionaria para avaliar a equacao (3.11) no limite semi-
classico. Se compararmos o argumento da exponencial na equagao (3.11) com o argumento da

exponencial na equagao (3.12), vemos que A~! faz o papel do A. Assim, se fizermos o limite i — 0,

ORN __
8117]' -

Denotaremos por {x;}, 0 conjunto de pontos do a-ésimo caminho classico solugdo da equagao (3.17).

esperamos uma contribuicdo dominante da regiao onde 0, portanto, de um caminho possivel.
Introduziremos também uma nova coordenada y,; = ; — Ta,4, que € o desvio a partir do a-ésimo

caminho.

Seguindo o método da fase estaciondria, vamos agora expandir Ry(x,{z;},zo) em torno do

a-ésimo caminho:

1N—1 N-1 82RN
Ry(z,{xi}, wo) = By (2, {@i}a, v0) + 3 > ; <8xi8xj>aya’iya’j . (3.18)

=1

Termos de ordem cibica e mais alta contribuem com poténcias de VA e se anulam no limite semi-
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classico. Substituindo a equagao (3.18) na funcdo de Green (3.11), encontramos

) mN Nr2 l
G(x,t; w0, t0) ~ O(t — t) lim >~ (277271@—25())) exp {hRN(% {ffz‘}mxo)] (3.19)

oo 0 i N—-1N-— aQRN
X /_Oodyl.../_oodyN,l exp [h g Z:: (8@8%)(1%%]

onde a soma é sobre todos os caminhos classicos a que conectam os pontos xy e x, além disso

abandonamos o subescrito o em y;.

Depois de fazermos algumas manipulagoes na expressao acima, sendo duas delas tomar a
transformada de Fourier para passarmos de uma expressao que depende do tempo para uma expressao
que depende da energia e passarmos da funcao principal de Hamilton R(x, z,t) para a acao classica
S(z, o, E) (para mais detalhes, veja [1]), a versao final da expressao escrita de uma forma simplificada

é
=3 AgetSe b >t (3.20)

onde A, é um termo de estabilidade da trajetéria o que deriva das integrais sobre as variaveis y;
incluindo as constantes (esse termo posteriormente inclui o chamado indice de Maslov) [1] e S, a
sua agao classica. Todos os célculos feitos até agora foram para derivar a expressao (3.20) chamada
propagador de Van Vleck, que desempenha um papel crucial na aproximacao semiclassica para o

transporte quantico caotico.

3.2 A Abordagem Semiclassica

Como dito anteriormente, usaremos uma abordagem de espalhamento para tratar o transporte
quantico em cavidades cadticas. A matriz de espalhamento S relaciona amplitudes quanticas de ondas
de entrada e saida de um sistema, tipicamente usada no estudo de colisoes de particulas. Neste caso,
essas ondas serao as func¢oes de onda dos elétrons que entram e saem da cavidade por ambas as guias.
Nesta abordagem para o transporte, os elementos da matriz S sdo aproximados pelo propagador

semiclassico. Por exemplo, os elementos do bloco de transmissao ¢ serao

to (3.21)

e T el
TD a:i—o

onde M = N; + Ny é o nimero total de canais e a soma é feita sobre todas as trajetorias a que

conectam os canais i e 0. Por exemplo para o caso da condutancia, que é proporcional ao primeiro

momento, usando essa aproximacao teremos uma soma dupla sobre trajetérias a e 3

tTt Z tl1 o1 017i1 = Z tzl,iltm,h - Z Z A A* iSa= SB /h (322)

11,01 11,01 D i1,01 iz —o1
Bri1—o1
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onde a soma sobre os canais de entrada ¢; vai de 1 a IN; e a soma sobre os canais de saida o, de 1 a

Ns5. De forma geral, os momentos do transporte em termos de somas sobre trajetorias serao

1 . i(Se, —Sg, )/h

Tr((#7)"] = 7 20 T 2 Aa A =)/t (3.23)
D 75 k=1ag,py

tal que ay conecta i) a oy e (i conecta i; a o sendo m uma permutacdo; os detalhes sobre essa

permutacao serao explicados mais adiante. Diremos que ¢t da origem a uma trajetoria que sera

chamada de trajetéria direta, enquanto t' da origem a sua trajetéria parceira. Teremos, portanto,

sempre pares de trajetérias de forma que o n-ésimo momento tera 2n trajetorias.

O carater ondulatério devido a natureza quantica dos elétrons da origem a efeitos importantes
para o transporte. Se enxergarmos o elétron como um pacote de onda, entdao a medida que o tempo
passa esse pacote de onda se espalha até que, depois de um certo tempo, a sua largura ¢ sera maior ou
igual a largura da cavidade L. O intervalo de tempo necessario para que 0 = L é o chamado tempo
de Ehrenfest 75 = A™!In(kpL), onde X é o expoente de Lyapunov médio da dinamica cldssica cadtica
e kr o modulo do vetor de onda de Fermi dos elétrons. Contudo, nesse regime a natureza ondulatéria
do elétron se torna aparente. Como estamos interessados no regime semiclassico, no qual \p < L,
entdo vamos considerar que 7p > 7g, sendo 7p o tempo de permanéncia da trajetoria dentro da

cavidade (do inglés dwell time), que mede quanto tempo o elétron passa dentro da cavidade.

O regime 7p > 7p serd importante para garantir que a particula sofra muitas colisoes antes
de sair da cavidade, cobrindo uma regiao maior do espaco de fase e "sentindo” a ergodicidade da
sua dinamica; tudo isso garante uma dindmica fortemente cadtica. Uma maneira de garantir que o
tempo de permanéncia da trajetoria seja longo o suficiente é fazer com que as larguras das guias W;
e Wy sejam pequenas comparadas com a largura da cavidade. A consequéncia disso é que quando
tomarmos # — 0, o nimero de canais nas guias N; ~ W;/h serd grande, sem prejuizos para a teoria.

O regime 75 > 7p também foi bastante estudado, revelando efeitos importantes [53, 54, 55, 56].

A teoria semiclassica do transporte quantico cadtico foi inicialmente desenvolvida por Richter
e Sieber [57, 58] e posteriormente por Haake e colaboradores [59, 60, 16]. A grande descoberta da
teoria se deu entendendo que o ingrediente principal sdo pares de trajetérias correlacionadas pela
acao classica. Esse par de trajetorias (a trajetéria direta e a parceira) é composto por trajetérias
que sdo praticamente idénticas na maior parte do tempo, portanto, tendo a mesma acao classica,
exceto nas regioes chamadas de encontros, onde elas se interferem construtivamente. Um encontro
¢ uma regiao formada por dois ou mais trechos da trajetéria direta que estreitamente se aproximam
ou se cruzam com um angulo de cruzamento pequeno no espago de configuragao e nele os trechos de
trajetérias parceiras trocam de trecho da trajetoria direta. Na figura (6), mostramos o exemplo de
um encontro duplo. Os outros trechos fora do encontro sdo chamados de links. No caso da figura (6),
temos trés links: o primeiro que sai da guia de onda da esquerda e chega até o encontro, o segundo
que liga os trechos da trajetoria direta do encontro e cuja parceira caminha no sentido inverso da

direta e o terceiro link que conduz a trajetoria para a guia da direita.
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Figura 6: Esquema de um par de trajetérias com um encontro duplo (retdngulo tracejado). No
encontro, um trecho da trajetéria direta (linha sélida) se aproxima de outro trecho e os trechos da
trajetéria parceira (linha tracejada) permutam entre si. As trajetérias direta e parceira fora da regiao
do encontro sdo praticamente indistinguiveis e tém a mesma acao classica. Como no segundo link as
trajetorias tém sentidos contrarios, esse par de trajetorias s6 contribui para sistemas com simetria
de reversao-temporal. Fonte: [16].

E importante ressaltar que nas figuras os encontros estardo sempre fora de escala para facilitar
a visualizacao e o formato da trajetéria nao é realistico. Como veremos a seguir, depois de fazer
algumas integracoes no espago de fase, o cdlculo dos momentos de transporte pode ser formulado
diagramaticamente. Isso significa que a teoria se reduz a algumas regras que dao a contribuicao
de cada diagrama para os momentos de transporte. A partir dai, o formato da trajetéria em si
serd irrelevante, todas as trajetérias com os mesmos encontros (independente do formato dos links)
serao "topologicamente” equivalentes, correspondendo ao mesmo diagrama. Além disso, veremos
que a teoria é perturbativa em 1/M e, por essas razoes, dizemos que a abordagem semiclassica
para o transporte quantico cadtico é uma teoria perturbativa diagramatica. Para dar uma descri¢ao
quantitativa da teoria semicldssica, seguiremos os célculos da referéncia [16] sem se aprofundar muito

nos detalhes. O intuito dessa descricao quantitativa é mostrar de onde vém as regras diagraméaticas.

3.2.1 Contribuicao Diagonal

Seguiremos a referéncia [16], que realiza os cdlculos considerando o primeiro momento Tr[(¢t)].
Partindo da expressao (3.22), o primeiro par de trajetérias que contribuem para o primeiro momento
corresponde ao caso mais simples, que é considerar o caso trivial de trajetérias iguais a = . Essa
contribuicao é chamada contribuicao diagonal. Nesse caso, a acao classica de ambas as trajetérias é

a mesma S, = Sg, logo as exponenciais se cancelam e o termo diagonal fica

1

<Tr[(tTt)]>diag - Mrp <Z Z ‘Aa‘2>- (3.24)

2,0 Q:i—0
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A soma sobre trajetorias ¢ avaliada seguindo a regra estabelecida por Richter e Sieber [58]. Essa regra

estabelece que a soma sobre trajetérias entre canais fixos é equivalente a integragao sobre o tempo

de permanéncia da trajetéria dentro na cavidade. Introduz-se uma taxa de decaimento exponencial
T

e "o que da a probabilidade de encontrar uma particula dentro da cavidade

2 o -L
S |Ad| :/ dT ¢ 5 = 1p. (3.25)
at—o 0

A regra de Richter-Sieber é andloga & regra de soma de Hannay-Ozodrio de Almeida [61]. Finalmente,

fazendo a soma sobre os canais, onde a soma em ¢ vai de 1 a N; e a soma em o vai de 1 a Ny, obtemos

NN,

<Tr[(ﬂt)]>dmg: T (3.26)

Esse é o primeiro termo da expansao perturbativa em 1/M da conduténcia. A aproximagao diagonal
ja reproduz completamente o resultado da RMT da conduténcia no caso sem simetria de reversao
temporal, Eq. (2.28). Adiante serd obtida uma expressao perturbativa geral para a condutancia e,
a partir dela veremos que, de fato, todas as contribui¢oes de ordem mais alta se anulam para o caso
unitario, restando apenas a aproximacao diagonal. No caso ortogonal, o proximo termo da expansao

que contribui com 1/M? se origina de um par de Richter-Sieber.

3.2.2 Pares de Richter-Sieber

A simetria de reversao temporal tem um papel fundamental no caos quantico, bem como
no transporte quantico cadtico. Se a dinamica dos elétrons na cavidade é invariante por reversao
temporal, entao a trajetéria parceira é permitida estar no sentido contrario a trajetoéria direta em

algum trecho, como no segundo link da figura (6). Isso s6 é permitido se a simetria estiver presente.

Figura 7: Par de trajetérias com um encontro duplo em um sistema sem invarancia de reversao-
temporal. A condi¢cao de mesmo sentido das trajetorias direta e parceira em todos os trechos produz
uma orbita peridédica. Orbitas periédicas nao sao permitidas na teoria semiclassica do transporte.
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Como veremos a seguir, essa simetria da origem a novos diagramas para o transporte, fazendo com

que os momentos sejam ligeiramente diferentes dependendo da presenca ou auséncia dessa simetria.

Se tentdssemos desenhar um par de trajetérias com um encontro duplo, como o da figura
(6), sem que a trajetéria direta e parceira tenham sentidos contrarios em algum link, produziriamos
uma Orbita periddica, como ilustra a figura (7). A abordagem de Laudauer-Biittiker ndo permite a
existéncia dessas 6rbitas, ja que todo elétron que entra na cavidade deve sair dela. Por essa razao,
um par de trajetérias com um encontro duplo é impossivel num sistema sem simetria de reversao

temporal.

Consideramos agora um sistema com simetria de reversao temporal. Chamaremos por par
de Richter-Sieber um par de trajetérias a e § onde existe um encontro duplo, exatamente como na
figura (6). Nesse par, a acdo classica S, e Sz é praticamente a mesma, com uma diferenca S, — Sp
que se origina principalmente do encontro. A teoria considera que a trajetoria esta sujeita a escapar
da cavidade apenas durante os links e o primeiro trecho do encontro. Isso porque se o primeiro
trecho do encontro acontece dentro da cavidade!, entdo o segundo trecho, que é quase idéntico ao
primeiro por defini¢ao, deve estar dentro da cavidade também. Essa proximidade entre o primeiro
e o segundo trecho do encontro é precisamente a correlagao de acao entre as trajetérias mencionada

anteriormente.

Se denotarmos o tempo gasto no primeiro trecho do encontro por t.,. € o tempo gasto em
cada link por t;,ty e t3, entao o chamado "tempo de exposicao” da trajetéria ¢ dado por T¢,, =
t1 4 to + t3 + tene que é menor que o tempo de permanéncia T = t; + ty + t3 + 2t.,. que inclui ainda
o tempo gasto no segundo trecho do encontro. Consequentemente, a probabilidade de sobrevivéncia

-T/p

e~ Tesr/™0 & maijor que a estimativa e Portanto, em resumo, a existéncia de encontros numa

trajetéria aumenta a sua probabilidade de sobrevivéncia.

Vejamos a geometria no espago de fase do encontro duplo. Tomamos uma se¢ao de Poincaré
P que é uma superficie ortogonal ao primeiro trecho do encontro. O primeiro trecho do encontro
intercepta essa secado num ponto qualquer x; e o segundo trecho num ponto x,. A teoria considera
que o ponto x, deve estar quase revertido no tempo com respeito a xy, isto é, a separacao entre os
pontos Txs e x; na se¢do de Poincaré, sendo 7 o operador de reversao temporal, deve ser pequena.
Essa separacao Txs, — x; pode ser decomposta em duas componentes vetoriais da se¢ao de Poincaré
chamadas componente estavel &; e componente instavel &, (as letras s e u se referem a stable e

unstable respectivamente)
Txo — X1 = 58, + ué,. (3.27)

Na figura (8), mostramos os pontos de cruzamento das trajetérias com a secdo de Poincaré. Se
P se move ao longo do encontro seguindo a evoluc¢ao temporal de x;, a componente instavel

cresce exponencialmente e a componente estavel s descresce exponencialmente. Para tempos longos

1 Veremos mais adiante no caso com barreiras de tunelamento que o encontro pode acontecer na guia de onda.
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Figura 8: Esquerda: Pontos de cruzamento dos trechos de um encontro duplo com a secao de Poincaré.
Os pontos X1, X, X'1 € X5 e 0s pontos revertidos temporalmente 7 x5 e Tx'5 estao indicados por setas.
A secdo de Poincaré P esta indicada pela barra vertical azul tranversal ao primeiro trecho do encontro
no ponto x;. ts; € o tempo entre o inicio do encontro e P e ¢, o tempo entre P e o final do encontro.
Direita: Decomposi¢ao de Txy — x; nas componentes estavel e instavel. Fonte: [19]

comparados com o tempo balistico (L/v sendo L a largura da cavidade e v a velocidade dos elétrons),

podemos escrever

s(t) ~ s(0)e (3.28)
u(t) ~ u(0)eM (3.29)

onde A é o expoente de Lyapunov. Por definicao, as coordenadas u e s estao limitadas a um intervalo
—c<u<c —c<s<c comcsendo uma pequena separagao no espago de fase. Como consequéncia
das duas equagoes acima, o tempo entre a se¢ao P e o final do encontro é o tempo necessario para
que a componente instavel cresca de u a +c e vale t,, ~ % In ﬁ Analogamente, o tempo entre o inicio

do encontro e a se¢do P ¢ igual ao tempo necessario para que a componente estavel diminua de ¢

<.

1
para s e vale t; ~ yIn BE

esses tempos estao mostrados na figura (8). Portanto, o tempo gasto para

percorrer um dos trechos do encontro é

C2

tenC:ts_f—tu:Xln@

(3.30)

Uma andlise um tanto complicada da hiperbolicidade da dindmica caética [62, 63] permite mostrar
que

CQ

1
-1
X AS

lene = ts + 1, = (331)

e portanto a diferenga de acao entre as trajetérias direta e parceira na regido do encontro é AS =

So — S = su.

Precisamos determinar o niimero médio de encontros duplos dentro de trajetérias a para

um dado tempo de permanéncia 7. Esse ntimero sera integrado junto com a probabilidade de
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sobrevivéncia dando o "peso” correspondente do encontro duplo para a probabilidade. Esse niimero

é representado por uma densidade de coordenadas estével e instavel da trajetéria « e dado por [16]

w(s, u) = / dtdts (3.32)

1
Dl ene(s,u)
onde €2 é o volume do espaco de fase. Essa densidade é normalizada tal que a integracao sobre todos
os valores de s e u pertencendo a um dado intervalo AS = su resulta no niimero de encontros duplos
de a. A normalizacao garante que a diferenga de agdo AS seja independente da posicdo da sessdo

de Poincaré P no encontro.

Por fim, para obter a contribuicdo do par de Richter-Sieber para a condutancia, a teoria
substitui a soma sobre  por uma soma sobre encontros duplos ou, equivalentemente, uma integral

sobre s e u com o peso w(s,u) e considera Az ~ A, [16] de modo que

(Te[(t'0)]) . = MTD<Z / dsdu Y |Aa|Pw(s,u Zsu/f> (3.33)

at—o

Em seguida, emprega-se novamente a regra de Richter-Sieber, Eq. (3.25), substituindo a soma sobre

trajetérias a por uma integral sobre o tempo de permanéncia 7' com o integrando envolvendo a

Texp
- oA . - — L (t1+totta+t
probabilidade de sobrevivéncia modificada pelo encontro e » =e mp (Htatts ) " Como o peso

w(s,u) ja integra sobre os tempos dos links ; e t9, entdo a integral sobre T pode ser substituida por

uma integral sobre o link final ¢3, tendo agora todas as regides do par de Richter-Sieber integradas

NN 1 _1 .
t _ AVidV2 75 (tittattattenc(sw)) isu/h
(O] s = 317, < / dhdtydts | dsdu T Pt e > (3.34)
de modo que o termo N;N, vem da soma sobre canais. A integral na expressao acima se fatora em

trés integrais independentes sobre os links,
00 t;
/ dtie ™ —1p, i=1,2,3 (3.35)
0

e uma integral sobre as separacoes estavel e instavel dentro do encontro,

1 _tenc(s,w) .
I= /dsdu ¢ » sl (3.36)
tenc(sau)

A integral do encontro I pode ser avaliada expandindo a primeira exponencial

s fene(s,u)

(3.37)

D

2)\h
Q

rapidamente quando tomamos o limite h — 0 e desaparece depois de tomarmos uma média. No

Como mostrado no apéndice A de [64], o termo linear < [dsdug—— th ) ez5u/h> = < sin h> oscila

limite semicléassico, o valor de I é determinado somente pelo termo linear, para o qual o denominador

tenc(s,u) cancela e assim

1 c . 1
I~ —— dsdu /") = — 3.38
QTD< e > M3 (3:38)
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_ tenc(s,u)

onde [dsdu /" — 27h e Q = 2rMhrp. Todos os outros termos da expansdao de e’ »  podem
ser ignorados comparados ao termo linear uma vez que % ~ :—g < 1, dada a consideracao do regime
semiclassico 7p > 7. Finalmente, substituindo o resultado da integral I e as integrais sobre os links

na expressao (3.34), resulta que a contribui¢do do par de Richter-Sieber para a conduténcia é

(m{(t')]), . = _NA}]Z? (3.39)

Como todos os termos 7p se cancelam e o resultado depende unicamente de N; e Ny, podemos

formular a seguinte regra diagramaética para a contribuicao total de qualquer diagrama:

« Cada link contribui com um fator de M~!;

« Cada encontro contribui com um fator —M:;

N; para cada par de trajetorias que entra na cavidade;

N, para cada par de trajetorias que sai da cavidade.

De modo que a contribuicao total de um diagrama sera dada pelo produto de cada um desses fatores.
O resultado da equacao (3.39) é o segundo termo da expansdo da condutincia de sistemas com

simetria de reversao temporal.

3.2.2.1 Condutancia

Dado que todos os diagramas contribuem para a condutancia, para obter uma expressao geral
para a condutancia que contenha todos os termos da expansao perturbativa, devemos considerar
todos os tipos de trajetérias, que diferem umas das outras pelo niimero de encontros, pelos tipos de
encontros (nimero de trechos), pelo sentido em que os trechos da trajetoria direta sdo atravessados

e pelas reconexoes da trajetoria parceira, tanto no caso unitario quanto no caso ortogonal.

As regras diagramaticas estabelecidas acima continuam valendo para todas as trajetorias.
Para provar isso, os autores em [16] generalizam os célculos feitos para o par de Richter-Sieber de
maneira intuitiva. Esses cdlculos estao descritos no apéndice C. Apos fazermos todas as integracoes
no espacgo de fase e resolvermos o problema combinatorial de determinar todas as trajetérias que

contribuem para uma dada poténcia de 1/M, obtemos para a condutdncia a expressao

Nl caso unitario
(et - | (3.40)

NiN>
M, caso ortogonal.

Encerramos aqui a descricao da aproximagcao semiclassica da maneira como foi originalmente
proposta. Algumas observacoes importantes merecem ser feitas a respeito. Note que a integral sobre

o tempo dos links, tanto no par de Richter-Sieber quanto no caso geral do apéndice C, nao leva em
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conta nenhuma caracteristica geométrica e resulta sempre a mesma contribuicao TVH Isso prova a
equivaléncia topolégica dos diagramas, de forma que o resultado depende apenas das caracteristicas

e do numero de encontros.

Outro fato importante é que os calculos nao levaram em conta nenhum aspecto geométrico
da cavidade. Isso significa que os mesmos resultados semiclassicos se aplicam a todas as cavidades
cadticas no regime 7p > 7. Esse fato é chamado de universalidade [17, 6] e é certamente um
dos resultados mais importantes do caos quantico. E surpreendente que sistemas quinticos cadti-
cos individualmente diferentes compartilhem de propriedades exatamente iguais. Esse fato, que foi
inicialmente formalizado na conjectura de Bohigas-Gianonni-Schmit [65] proposta hé mais de trinta
anos, mas porteriormente estendida, nao possui ainda uma prova formal, mas ja é amplamente aceito
devido a imensa quantidade de resultados que apontam para a sua veracidade. Essa conjectura en-
controu aplica¢des em muitos campos da fisica como fisica atémica, fisica nuclear, fisica mesoscopica,

etc.

Nos anos seguintes ao estabelecimento da teoria semiclassica do transporte a partir de inte-
gragoes sobre o tempo de permanéncia da trajetéria na cavidade, outras maneiras de se obter os
momentos foram desenvolvidas. Por exemplo, Berkolaiko et. al [66] perceberam que os diagramas
de primeira ordem em 1/M tém a mesma topologia de rvores, que sdo objetos matematicos de
genus zero; e Marcel Novaes propos uma integral matricial que reproduz as regras diagramaticas do

transporte [67]. A secdo seguinte serd dedicada & abordagem via integral matricial.

3.3 Formulacao via Integral Matricial

A formulagao a partir de integral matricial foi proposta por Marcel Novaes em [67] para o
caso unitario e em [68] para o caso ortogonal. Novaes propde uma integral sobre matrizes complexas
N x N que reproduzem exatamente as mesmas regras diagramaticas da abordagem semiclassica. Esse
método tem uma série de vantagens sobre os outros métodos existentes na literatura. A primeira
vantagem é que os diagramas sao obtidos logo de inicio e nao precisam ser construidos um a um
posteriormente, como é feito no método descrito na secao anterior. Além disso, a teoria envolvida
na construcao dos diagramas é mais simples que o método combinatorial proposto pela formulacao
anterior [16]. Uma outra vantagem desse método é que a integral pode ser adaptada para tratar
outros problemas, como a estatistica envolvendo matrizes de espalhamento em diferentes energias

69, 70].

A partir de agora, chamaremos as cavidades as quais nos referimos até aqui por cavidades
ideais e discutiremos primeiramente o modelo matricial para esse tipo. Uma cavidade nao ideal sera
uma cavidade com barreiras de tunelamento, que discutiremos posteriormente. Em ambos os casos,

nao consideraremos simetria de reversao temporal.
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3.3.1 Cavidades Ideais

Os momentos do transporte segundo esse modelo, para sistemas sem simetria de reversao

temporal, sdo dados pela seguinte integral matricial [67]

- R NS VD St T (VAP UR
< tjﬂk>,okt0k7ik>: lim — / e MEm M ZE L Z i dZ (3.41)

k=1 N=0 k=1

Rigorosamente, para que a expressao acima corresponda aos momentos do transporte, é necessario

ainda fazer a soma sobre os canais de entrada ¢ de 1 a N; e sobre os canais de saida 0 de 1 a Ns.

Para notar isso, basta lembrar que o polindmio simétrico de poténcias com argumento matricial
é po(X) = Tr(X™), logo p,(T) = Tr[(t't)"] que é justamente os momentos do transporte. Uma
expressao mais geral é obtida se escrevermos em termos de partigdes, p (7)), onde as partigoes
inteiras A = (n) correspondem & primeira expressao. Por fim, lancamos mao da equagdo (1.45) para

Pa, que é idéntica ao lado esquerdo da equacgao (3.41), a menos da soma sobre os canais i e 0.

Na integral matricial, a matriz Z é uma matriz complexa N x N e Z é uma constante de
normalizagao calculada no apéndice D. Para entendermos de que forma a integral reproduz as regras

diagramaticas e como os diagramas sdo construidos, contaremos com a formula de Wick.

3.3.1.1 Foérmula de Wick e Diagramas Semiclassicos

-MTr(2Z12)

Primeiro isolamos o termo ¢ = 1 da exponencial, e , tomando-o como parte da

medida de integracao dZ e expandimos em série de Taylor o restante da exponencial

(—=M)*
233

—MN Lmy[(ztz)e —MTr(zZt -M (_M)2
e MUty g MDY _ -MTe(212) l1+2Tr(ZTZ)2+ 5731 [Te(Z7Z)*) +

[1+_:§\/[Tr(ZTZ)3+ (;2]_\;) [Te(Z12)*]% + (;\?{!) [Tr(ZTZ)3]3+...] X ..

(3.42)

Cada Tr[(Z72)7 representa um encontro com ¢ trechos de trajetérias diretas e g trechos
de trajetorias parceiras. Essa conexao entre o trago e o encontro é feita através da representagao
diagramatica da férmula de Wick. Na formula de Wick, um elemento de Z ¢é representado por um
par de setas com uma das extremidades marcadas (para um elemento de Z', as setas apontam no
sentido contrdrio); e o trago Tr[(Z7Z)9], por sua vez, é representado por um vértice de valéncia 2g,

isto é, um vértice com 2q arestas.

Neste contexto, em comparacao com os diagramas da se¢ao 1.3, faremos uma pequena modi-

ficacao na representacao dos tragos para incorporar a estrutura interna do encontro. Por exemplo, o

[Te(ZT2))P + ...
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Figura 9: Nova representacdo do Tr[(Z7Z)?] no contexto do transporte, agora com uma estrutura
interna idéntica aos encontros. Neste novo esquema, os elementos de Z, do lado esquerdo, e os
elementos de Z7, do lado direito, continuam sendo representados por um par de setas (aresta) e as
ligacoes sao feitas conforme os indices aparecem de tras para frente na expansao do trago.

traco Tr[(Z7Z)?], que é escrito como
N

Te[(Z72)?) = SN T2 Ly (3.43)

mi,J1 m2,72
mi,m2,j1,j2=1

agora é representado conforme a figura (9), com as linhas cheias sendo trechos da trajetéria direta
e linhas trajejadas sendo trechos da trajetoria parceira. Nesta nova configuracao, os elementos de Z
sdo colocados do lado esquerdo na representacdo e os elementos de Z' do lado direito. As ligacdes
internas sdo feitas lendo-se a expressao do traco da direita para a esquerda na equagao (3.43). Lendo
dessa maneira, note que um indice ji € seguido por outro indice j; do elemento de Z seguinte e um
indice my, é seguido por outro indice my, de modo que as ligagoes sao feitas segundo essa ordem.
Com essa modificacdo, a representacao do traco agora contém toda a estrutura de um encontro. O

traco Tr[(Z7Z)?] por sua vez, escrito como

Tr[(Z12)] Z

1,j=1

m1 ,J1 ]17m2 ZTTTLQ ,J2 Zj2,m3 ZJ)’Lg j3Zj3,ml (344)
sera representado conforme a figura (10), que também tem a mesma estrutura de um encontro triplo,
e assim por diante. A figura (11) mostra uma comparacao entre os encontros duplo e triplo no

esquema de Richter-Sieber e a representacao dos mesmos encontros no modelo matricial.

Feita a conexao entre a representacao dos tragos e os encontros, a contribuicao de cada
um desses produtos entre Tr[(Z72)¢] resultantes da expansdo da exponencial em (3.42) é calculada
Portanto de forma geral, teremos integrais do tipo

integrando-os com o termo [];_, Z;r,r<k),0k Lopin-

“wl m/ °

4

J3 /i
my T m3‘

—dem T _--;----.
J2 J3

ety

Figura 10: Nova representacio do Tr[(Z1Z)3] no contexto do transporte num esquema andlogo a
figura (9).
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Figura 11: Correspondéncia entre encontros com ¢ trechos e a representacao diagramatica de
Tr[(Z1Z)9). O trago Tr(Z1Z)? (superior direito) corresponde a um encontro duplo, o trago Tr(Z7Z)?
(inferior direito) corresponde a um encontro triplo e assim por diante.

U (k)sOk

(1(2'2)), = /13 / e MTZD) £( 71 7) f[ Zl o Zyi dZ, (3.45)
k=1

onde n = || e 7 é qualquer permutacdo com ciclo tipo A. A funcio f(Z1Z) serd um desses produtos
entre Tr[(Z72)1).

Como exemplo, calculemos a contribuicao do par de Richter-Sieber para a condutancia. Um
par de Richter-Sieber é um par de trajetérias com um encontro duplo, que no modelo matricial
corresponde ao termo % Tr[(Z1Z)?] na expansao da exponencial. A contribui¢io desse diagrama

para a condutdncia (n = 1) sera dada por

—-M —-M 1
T r7\2 : —-MTx(Z12) T 7\21 71 ]
<2 Te[(Z72) ]>( | = lim —— ;1 o:1 — / e T(ZT2)))Z] 5 Zoyiy dZ (3.46)
1 I

: -M Y1 —MTe(ZYZ) 7t T i
= ]{,ILHOT Z Z E/e ( )medZjl,mzzmz,hzj%mlZi1701ZON'1 dz

11,01 47, j=1

com a soma em i; feita de 1 a N; e a soma em o de 1 a Ny. Novamente, essa integral pode ser feita
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Figura 12: Diagramas semicldssicos correspondentes aos acoplamentos de Wick na equagio (3.47).
Todos os diagramas contém 6rbitas periddicas e, portanto, se anulam ao tomarmos o limite N — 0.

via férmula de Wick. A aplicagdo da férmula resulta

<ZJr ZjhmzZ]L ZJ‘Q,leJr Zol’i1> -

mi,J1 m2,j2 11,01

VoiaZiv (Zh o Zoni )+ (3.47)
ZT

)2 “)
ZinsinZosina ) ZZonss [\ B2 )
ERE N
) (Zn )
)
)

m1 J1 ]17m2

ma,j2 ]17

11,01 ]17 2

< mi,J1 327 1
(2 virZovin ) 21
< mi,J1 01711>< ma2,j2 ]1, 2>< 11,01 ]2, 1

m1]1 0111> ma,j2 ]2m1>< 11,01 ]1m2 .

Introduzimos uma segunda alteracao na representacao da férmula de Wick no contexto do
transporte. Em vez de agruparmos todos os elementos da matriz Z que aparecem na integral em um

unico vértice, como ¢é feito na secao 1.3, colocaremos os elementos advindos do [];_; Z, f Z ou

L (k) Ok Ok5tk )
seja, os elementos cujos indices correspondem a canais de entrada e saida, separados e agruparemos
nos vértices s6 os elementos com indices 7 e m. Dessa forma, teremos a ideia de que a trajetéria

chega no sistema (cavidade) pela guia de onda da esquerda e sai pela guia de onda da direita.

Deve-se mencionar o fato de que, de maneira geral, um elemento de Z, representado como
um par de setas, ¢ um par de trajetérias que chega em um vértice ou sai do sistema, enquanto um
elemento de ZT é um par de trajetérias que deixa um vértice ou que entra no sistema. Portanto, a
férmula de Wick nos manda ligar um par de trajetérias que entra no sistema (Z') com um par de
trajetérias que entra num vértice (Z) e um par de trajetérias que sai de um vértice (Z7) com um par
de trajetérias que sai do sistema (7). Aplicando essa regra, todos os diagramas correspondentes aos

acoplamentos na equagao (3.47) estao ilustrados na figura (12).

Todos os diagramas da figura (12) contém o6rbitas peridédicas envolvendo linhas cheias ou
tracejadas. Isso revela a impossibilidade de haver um par de trajetérias com um encontro duplo

contribuindo para a condutancia num sistema sem simetria de reversao temporal. Como mencionado
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na subsecao 3.2.2, a tentativa de obtermos um diagrama com um encontro duplo sem a simetria
induz oOrbitas periédicas. Como a teoria do transporte se baseia numa abordagem de espalhamento,
orbitas periddicas nao sao admitidas. No modelo matricial proposto por Novaes, a contribuicao de
um diagrama com ¢ 6rbitas peridédicas é proporcional a Nt, ou seja, em correspondéncia com a se¢ao
1.3, as faces dos diagramas agora se traduzem em Orbitas peridédicas. Para provar essa afirmacao,

primeiro aplicamos a expressao da covariancia em cada um dos pareamentos na equagao (3.47)

—-M
<2Tr[(ZTZ)2]> = hm 5 Z Z < m1,J1 ]17mQZTTrL2,jQZj2’mlzZT1 01Z01,i1> (348)

(1) Zlaol m] 1

. —-M 1 N
= }}gOTW Z Z 5m1,m25j1,j15m2,m15j2,j25i1,i1501,01+

11,01 7, =1

mi,ma 5]1 J1 5m2,l1 6]2 ,01 5%1 ,m1Y01,52

> o

+
mi,mi (5j1 \J2 5m2,m2 5]'2 WJ1 51’1 ,i1Y%01,01 +

01,j1+
01,]'2+

mi,iy 59'1 ;01 5m2 ,1M2 5j2 J1 511 M1

5
5
Gy 01 i Orm st O o0 O
5
5

S o9

mi,i1 6j1 ;01 5m27m1 5j2 2J2 5i1 ymaYo1,71

Ao avaliarmos as deltas, alguns indices serao eliminados da soma, enquanto outros permanecerao
sendo somados. A esses ultimos, damos o nome de indices livres. Cada indice m; ou j; livre,
quando somado, produz um termo N de modo que a contribuicao de cada produto entre deltas sera
proporcional a N elevado ao nimero de indices livres. Assim, fazendo as somas sobre os indices

teremos

<_§4 Tr[(ZTZ)2]> = _éw NA}? lim, m (N*+ N + N®+ N + N + N). (3.49)
(1

Agora, é facil ver que as érbitas periddicas estao associadas aos indices my e j; nos diagramas. Por

exemplo, no diagrama (a) da figura (12) mostrado abaixo, as trés érbitas peridédicas conectam j; a

Ji, Jo @ jo € my a me, que sao precisamente os indices livres do termo correspondente na soma. Isso

prova que a contribuicao de um diagrama com ¢ d6rbitas periédicas é proporcional a N*.

Por fim, tomando o limite N — 0

<_§4 Tr[(ZTZ)2]> =0 (3.50)

(1)
como ja era esperado.

Na expansao (3.42), perceba que cada trago com expoente ¢ é acompanhado de uma poténcia
q de —M no numerador que da a contribuicao correta do encontro segundo as regras diagramaticas

citadas anteriormente. Depois de fazer as multiplica¢oes, teremos todas as possiveis combinacoes
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Figura 13: Diagrama (a) da figura (12). Cada uma das 6rbitas periddicas, destacadas em azul, preto
e vermelho, se origina da conexao entre arestas indexadas por indices jp ou my, de modo que o
numero de indices livres j; ou my é igual ao nimero de érbitas.

entre tracos, logo todos os tipos de diagramas com todos os tipos de encontros. A contribuicao
de cada um desses diagramas é calculada integrando cada termo com [];_, Z1 Zo, i, Usando a

Zw(kt)zok
formula de Wick.

Cada par de deltas de Kronecker, obtido pela expressao da covariancia aplicada nos parea-
mentos da formula de Wick, nos diz como ligar as arestas (trajetérias) dos vértices (encontros) com
os canais de entrada e saida iy e o, conectando o encontro as guias de onda e produzindo, portanto,
os links. Apds aplicarmos a férmula de Wick e a covariancia, cada par de ligagoes entre arestas (link)
estard acompanhado por um termo 1/M que dé a contribui¢ao correta do link segundo as regras

diagramaticas.

Como a férmula de Wick produz todos os tipos de ligacoes entre as arestas dos vértices, o
limite N — 0 é essencial para eliminar os diagramas que contenham Orbitas peridédicas ja que, como
foi mencionado, a contribuicido desse diagrama serd proporcional a N, com ¢ sendo o niimero de

orbitas periddicas.

Assim, em resumo, a exponencial é a parte da integral responsavel por produzir todos os
encontros no interior da cavidade e o produtoério é a parte responsavel pelo que acontece nas guias.
Em particular, a aproximacgao diagonal, que corresponde a um par de trajetorias sem encontro, se
origina do produto de todos os termos iguais a 1 na expansao em Taylor acima. Vejamos entdo como

resolver a integral (3.41) e obter uma expressao para os momentos.

3.3.2 Solucao Exata

Para resolver a integral, seguiremos o método utilizado em [67]. Fazemos uma decomposigao
em valores singulares na matriz Z, escrevendo-a como Z = UDV'T, onde U e V sdo matrizes unitarias
e D ¢é uma matriz diagonal. Essa decomposicao pode ser entendida através de uma analogia com

coordenadas esféricas, onde as matrizes U e V' desempenham o papel das coordenadas angulares ¢
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e 0 e matriz D desempenha o papel da coordenada radial r. O primeiro passo é obter a constante
de normalizacao Z. A medida de integracao dZ apds a decomposicao em valores singulares se torna
[71]

7 = |A(X)]PdX dU dV (3.51)

onde X = DD' = diag(x1, 2o, ...,7y) € as varidveis reais z; sdo os autovalores de X que residem
todos no intervalo [0, 1]. Mencionamos que dX = []; dz; e dU e dV sdao chamadas medida de Haar no
grupo unitario U(N) [21]. O termo A(X) é o Vandermonde dos autovalores z;, dado pela eq. (1.23).

Com isso, a constante de normalizacao, calculada no apéndice D, é [67]

; N N-1
Z= [ MM 097 = — ] (k)2 (3.52)

k=1

O produto Z'Z seré escrito como
Z'Z =vDU'UDVI = VXVT (3.53)

onde usamos o fato de que U é uma matriz unitaria, isto é, UTU = 1 e DD = X. A partir disso,

reescrevemos a exponencial da integral semicléssica

G—ME:;%Tr[(ZTz)q] —qu e Te(vxvh _qu L3 Te[(20)9] (3.54)

na qual usamos o fato de que o traco é invariante por transformacao unitaria. Reescrevemos nova-

mente a exponencial fazendo as seguintes manipulagoes

_qu L qTr[ )9 _ —MTqu ) ()2)‘? _ eMTr[ln(l—X)] (3_55)

onde reconhecemos no expoente a série de Taylor da funcao —In(1 —z) = 332, =-. Usamos agora a
identidade Tr[ln(A)] = In[det(A)] e obtemos

M THIn(1-X)) _ (M Infdet(1-X)) _ ghafdet(1-X) _ g (1 XYM (3.56)

O produtério [[F_, Z) Z

oy.0n Zowiy,. deve ser reescrito cuidadosamente usando a decomposicao

Z = UDVT, notando que se trata do produto de elementos da matriz de Z. Assim, teremos
11 =I5 ViwmDiUno Vo Dy v (3.57)

Ln (k) 10k Okﬂk mp,0 Ik Jkytk

onde escrevemos apenas um indice para as matrizes D' e D pelo fato de serem diagonais. A decom-

posicao em valores singulares, portanto, transforma a integral semiclassica em

o _ N 1 ! 2 M
<r:[ Lo H> = lim = [ X [ACOP det(1 = X)" x [dU dV 4, (U.X,V)  (3.58)
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em que

U X V H Z Vﬂ'(k) mkD UT Uok ]kD VT (359)

my ~ M0k Ik Y Jryik "
k= lmkjk 1

Ou seja, a decomposicao fatora a integral numa parte angular a. (U, V, X) que, depois de integrada
sobre U e V', contribui ainda para a parte radial, integrada sobre os autovalores de X. O termo
a,(U,V,X) é integrado sobre o grupo unitario usando o maquindrio das fungdes de Weingarten
(72, 73, 74]. As fungoes de Weingarten podem ser expandidas em termos dos caracteres do grupo de
permutagao S,. Os detalhes sobre a integragdo estdao descritos em [67]. Devemos mencionar que a

soma sobre os canais de entrada e saida ¢ e 0 é feita nessa passagem, resultando na expressao

/ dU AV ay(U,X,V) =Y WX#()\)S#(X) (3.60)
onde definimos
) , — i)
[N]x = 1;[1 W (3.61)

como uma generalizagdo do fatorial crescente, introduzida na equacao (2.23). O termo x,(A) é um
caracter do grupo de permutagao S, [20]. A particdo A indexa o momento do transporte calculado e
corresponde ao ciclo-tipo da permutacgao 7. s,(X) é a fungao de Schur dos autovalores de X. Como
a soma sobre canais ja foi feita no termo A,(X), podemos reescrever ambos os lados da equacao
(3.58) como

(pA(T)) = zlviino;: ; WM(A) /01 dX |AX)]? det(1 — X)Ms,(X). (3.62)

Partimos agora para a parte radial da integral semicldssica, com respeito aos autovalores de

R(M, N, i) = /01 dX |AX)]? det(1 — X)Ms,(X) (3.63)

Notamos que essa integral ¢ uma generalizagao da famosa integral de Selberg, conhecida como integral
de Kadell e dada por [45]

/ / J)\l//\ ta 1(1 — ¢ ) H |tz — tj‘hdtl...dtn (364)
1<i<j<n
cujo resultado é

{a+ (n— 1)y}

O L MM CPLAC) (3:65)
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em que S, (a, 8,7) é o resultado da integral original de Selberg

7 Dt 5008 + P+ G+ 1))

Sn(()é,ﬁ,")/) = =0 F(Oé + ﬁ + (n —|—j — 1)’}/)F(1 + 7) .

(3.66)

J /(\1/ Méo polinémio simétrico de Jack [20], relacionado com a fungao de Schur quando 1/ = 1 por

JV(t) = Hasy(t) = [T+ N, — i — j +1) sa(t) (3.67)
)
e o termo {x}E\V) ¢ definido pela equagao (2.18).

Apesar de todos os detalhes acima, a integral de Kadell pode ser facilmente aplicada bastando
relacionarmos alguns parametros. Como a nossa integral R é N-dimensional, primeiro tomamos
N =n. Ja que o termo "' ndo aparece na integral R, tomamos a = 1 para eliminé-lo da integral
de Kadell. Sendo X uma matriz diagonal, o determinante det(1 — X)™ = [IY,(1 — z;)™, que
corresponde exatamente ao termo [[~ (1 —t;)°~! quando f = M + 1. Finalmente, fazemos v = 1
para que o polinémio de Jack Jy seja proporcional a fungdo de Schur e para que [];; [t; — t;]?7 seja
igual a |A(X)]?, com A = p. Além disso, quando v = 1, o termo {z}{) ¢ idéntico a [2],, dado por
(3.61). Depois de fazermos todas essas mudancas de varidveis, a integral de Kadell fica idéntica a

integral R e, assim, resulta que

[N], N 2(M + j)!
R(M,N,p) = Nl——£ 5, T 3.68
(MLN. ) = N n 3o, E M+N+ﬁ (3.68)
A fungio de Schur s, (1%), por sua vez, pode ser escrita como
d,|N
s, (1Y) = ﬁ&i (3.69)

em que d, ¢ a dimensao da classe da representacao irredutivel do grupo de permutagao S,, indexada
por g [20]. Substituindo o resultado da integral R, a fungdao de Schur s,(1V) e a constante de

normalizagdo Z na expressao (3.62), chegamos na seguinte expressao para 0s momentos

() = i 3 T G g e e G0

. . . . 2 .
Devemos agora tomar o limite N — 0. Primeiro, o termo M — 1. No caso do produtério,
esse limite deve ser feito mais cuidadosamente,

J\i_f (M + j)! ]\i—[M—l-j
(M+N+5)b o (M +5)!

1. (3.71)

No caso do termo [2N + M],,, como esse termo é um polinémio, entdo claramente 2N + M], — [M],,.

Assim, obtemos [67]
1 [MN]u[Val,

>,

pukn

(7)) = Xu(A)dy- (3.72)

n!
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Se escolhermos expressar os momentos em termos das fungoes de Schur, <sA(’T)>, basta usarmos a

expressao (1.40), que resulta em

(s.(T)) = d“[pvﬂigigL‘ (3.73)

n!

e exibe uma forma mais compacta. Para as trés primeiras parti¢coes, os momentos sao:

NiN,

(s)(T)) = 7 (3.74)
NiNo(N; — 1)(Ny — 1)

<5(1,1)(T)> = <]\/[(M _>(1)
NyNy(Ny +1)(Ny 41

(se(T)) = (M(M +><1) |

Note que <s(1) (T)> = <p(1) (T)> é idéntico ao primeiro momento no caso unitario usando a formulagao
de Richter e Sieber, equacao (3.40). Esse resultado, Eq. (3.73), estd em concordancia com o resultado
via RMT, Eq. (2.26). A partir desse resultado, calculamos todas as propriedades fisicas relativas ao

transporte.



Cavidades com Barreira de Tunelamento

Todos os resultados descritos até agora se aplicam ao caso ideal, nos quais as guias de onda
se acoplam perfeitamente a cavidade. O acoplamento entre a guia de onda e a cavidade é um detalhe
experimental que tem implicagoes fisicas importantes. O acoplamento imperfeito frequentemente
ocorre em experimentos de bilhares de microondas e pontos quanticos e, para tornarmos o tratamento
tedrico descrito acima de uso pratico, é necessario incluir esse acoplamento imperfeito. Para isso,
considera-se uma parede fina de potencial, em outras palavras, uma barreira de potencial localizada
na interface entre a guia e a cavidade para modelar o acoplamento nao ideal. Ao passar por essa
barreira, a funcao de onda do elétron se divide numa parte transmitida e numa parte refletida. Essa
barreira impoe uma taxa de tunelamento I'; para o elétron no ¢-ésimo canal de propagacao, com

I'; = 1 correspondendo ao caso ideal.

O primeiro resultado semiclassico tratando o problema com barreiras de tunelamento é devido
a Whitney [75], no qual foram derivadas as regras diagramadticas para o transporte com barreiras.
Além disso, contudo, apenas a primeira ordem em 1/M da conduténcia e shot-noise foram obtidas,
em concordancia com RMT. Posteriormente, a varidncia da condutancia foi calculada [76] e a teoria
pdde ser estendida para tratar a estatistica do tempo de atraso e sistemas de Andreev [77, 78]. Em
todos esses trabalhos, os resultados se restrigem a primeira ordem em 1/M, tanto para o caso de
barreiras de tunelamento em uma das guias, quanto para ambas as guias, e o problema de obter uma

expressao semiclassica com todas as ordens continuou em aberto.

Neste trabalho, nés avancamos o entendimento desse problema, obtendo uma expressao via
abordagem semiclassica para os momentos do transporte de uma cavidade com barreira de tunela-
mento em uma das guias (a outra é mantida ideal), com probabilidades T'; = T" iguais em todos os
canais. Essa expressao ¢ dada por uma série de Taylor em v, onde v = 1 — I' é a probabilidade
de reflexdo do elétron na barreira, cujos coeficientes sao fungoes racionais do nimero de canais M
e, portanto, contém todas as ordens em 1/M. Uma expressdo para os momentos de um sistema
com essa mesma configuragao foi obtida usando teoria de matrizes aleatérias [52], Eq. (2.36), com
a qual o nosso resultado semiclassico concorda até onde foi possivel testar computacionalmente. As

proximas secoes sao dedicadas para a derivagao desse novo resultado semiclassico.
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4.1 Regras Diagramaticas

Como dito anteriormente, a presenca de barreiras de tunelamento, que impdem uma probabi-
lidade de tunelamento I'; no i-ésimo canal, modifica as regras diagraméaticas. Isso porque, ao passar
pela barreira de tunelamento, a fun¢ao de onda do elétron pode se dividir numa parte transmitida e
numa parte refletida e isso modifica as correlagdes de ac¢ao [75]. Devemos considerar, portanto, nas

regras diagramaticas a possibilidade de haver reflexao de trajetérias para o interior da cavidade.

Assumindo que a segunda guia de onda é ideal e que na primeira guia a taxa de tunelamento

I'; =T é a mesma para todos os canais, a contribuicao de cada diagrama se torna:

« Cada link contribui com [Ny(1 — ) + No]7! = [M — Ny 71

« Cada encontro contribui com [—N;(1—~9) — Ny] = [=M + N1v%], onde ¢ é o ntimero de trechos;
o Ni(1 — ) para cada par de trajetérias que entra na cavidade;

o N, para cada par de trajetérias que sai da cavidade;

o  para cada reflexdo na primeira guia de onda.

Para o calculo da condutéancia, por exemplo, a primeira ordem em 1/M continua sendo dada
pela aproximacao diagonal em que as trajetorias a = 3. A contribuicao desse diagrama passa a ser
Ni(1 —~)Ny/(M — Ny7) na presenca da barreira. Para a poténcia 1/M?, contamos com o par de

Richter-Sieber, que contém um encontro duplo e trés links e contribui com

N (1 = y)No(=M + N1v?)
(M — Nyvy)3

. (4.1)

A presenga de barreiras de tunelamento produz novos diagramas. Para 1/M?, contamos mais um
diagrama no qual as trajetérias sofrem uma reflexdo. Esse diagrama estd ilustrado na figura (14) e

contribui com

Nl(l _’Y)”YNz
(M — Nivy)? -

(4.2)

Figura 14: Trajetdrias correlacionadas por agdo que também contribuem para o termo 1/M? da
condutancia. A barra cinza na primeira guia representa a barreira de tunelamento.



68

Figura 15: Trajetérias correlacionadas por acao que contribuem para a condutdncia com 1/M? e
diferem por um encontro triplo (a) e dois encontros duplos (b). A barra cinza na primeira guia de
onda representa a barreira de tunelamento

Para 1/M?3, como discutido no apéndice C e ilustrado na figura (15), temos um diagrama
com um encontro triplo e quatro links e um diagrama com dois encontros duplos e cinco links, que
contribuem com

Ni(1=7)No(=M + N1v®)  Ni(1 = 7)No(=M + N1y?)*
(M + Nyy)* ’ (M + Nyv)®

(4.3)

respectivamente. Outros dois diagramas para essa mesma ordem estao mostrados na figura (16). O
primeiro contém trés links, nenhum encontro e duas reflexdes e o segundo contém quatro links, um

encontro duplo e uma reflexdo. As contribuicoes desses diagramas ainda para a condutancia sao

Ni(1=7)7*No  Ni(1 =)y (=M + N1v*) N,
(M — Niv)3 ’ (M — Nyvy)*

(4.4)

respectivamente.

Os pares de trajetorias correlacionadas podem ser representados por diagramas que sao grafos
de faixa. Essa representacao também é muito util e é equivalente a representacao diagramatica da
formula de Wick. Nesses diagramas, novamente os encontros com ¢ trechos se tornam vértices de
valéncia 2q e os links se tornam faixas orientadas cujas bordas sao a trajetéria direta (linha cheia) e a
trajetéria parceira (linha tracejada). Os diagramas do tipo grafo de faixa das trajetérias nas figuras

(15) e (16) estao mostrados nas figuras (17) e (18), respectivamente.

Figura 16: Trajetérias correlacionadas por agdo que também contribuem para a condutancia com
1/M? e diferem por duas reflexdes (a) e uma reflexdo e um encontro duplo (b). A barra cinza na
primeira guia representa a barreira de tunelamento.
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Figura 17: Diagramas de faixa correspondentes as trajetorias na figura (15). A barra preta representa
a primeira guia com barreira de tunelamento e a barra transparente a segunda guia de onda. O

encontro triplo se torna um vértice de valéncia 6 (a) e os encontros duplos se tornam vértices de
valéncia 4 (b).

Para o primeiro par, figura (17), o encontro triplo se torna um vértice de valéncia 6, fig.17-(a),
e os encontros duplos se tornam vértices de valéncia 4, fig.17-(b). Quando existe reflexdo na barreira
de tunelamento, isso pode ser interpretado como um encontro na guia de onda. Contudo, nesse caso
especial, os encontros tém valéncia impar. No primeiro diagrama da figura (18), duas reflexdes dao
origem a um vértice com valéncia 5 e no segundo diagrama uma reflexdo d4 origem a um vértice
com valéncia 3. A ocorréncia desses pseudovértices de valéncia impar é um dos motivos por tornar

o problema do transporte com barreiras mais complicado.

4.2 Inclusao da Barreira na Integral Matricial

Se ndao houvesse encontros nas guias de ondas, poderfamos propor a seguinte integral semi-
classica para os momentos

vy WM = Nd) toal 1T 71 ,
fim exp 2 . Te[(Z7 7)) kl;[lZiﬂk):OkZOWk (4.5)

Figura 18: Diagramas correspondentes as trajetérias na figura (16). A barra preta representa a
primeira guia com barreira de tunelamento e a barra transparente a segunda guia de onda. As

reflexoes sao vistas como encontros que acontecem na primeira guia de onda e esses encontros tém
valéncia impar.
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com o termo de normalizagao

N—
Z= [evrmnE Dy (4.6)

(M — N 1) Jl_ll
O termo (1 — )" d4 a contribuigdo dos n pares de trajetérias entrando na cavidade pela barreira
de tunelamento para o n-ésimo momento, segundo as regras diagraméaticas. De forma andloga ao

(M-N17)Tr(Z'Z) ¢ 3 expansdo em Taylor dos outros

caso ideal, o produto entre a medida gaussiana e~
termos da exponencial produziria, através da férmula de Wick, o termo (M — Nyy)~! para cada faixa
dos diagramas (link) e o termo —M + N;v? para cada vértice (encontro) de valéncia 2¢g e assim as

regras diagramaticas estariam implementadas corretamente.

Entretanto, devemos agora incorporar encontros na primeira guia de onda. A informacao

sobre o que acontece nas guias de onda deve estar contida no fator [[;_; Z; ! Z

Lr(k)sOk op iy J& que cada

elemento de matriz Zt é um par de trajetérias entrando na cavidade e cada elemento de matriz Z é

um par de trajetorias saindo da cavidade. Portanto, esse termo deve ser modificado.

Quando um encontro acontece na guia de onda, um pseudovértice é produzido com valéncia
impar. Se compararmos diagramas onde os encontros acontecem apenas no interior da cavidade
(Figura 17) com diagramas que contém encontro na guia (Figura 18), é como se um elemento de
matriz Z fosse substituido por um elemento de (ZZ7ZZ'Z) no diagrama 18-(a) e por um elemento
de (ZZ1Z) no diagrama 18-(b). Assim, para produzir um vértice de valéncia 2m + 1, devemos
substituir Z por Z(Z7Z)™. Como esses pseudovértices acontecem a partir de reflexdes na barreira,
esse termo deve estar acompanhado por um fator v de acordo com as regras diagramaticas. De

maneira geral, os encontros na guia sao implementados por meio da série geométrica

1

E—— Y AN ARl /AN LI 4.7

que contém todos os possiveis numeros de reflexdes na primeira guia de onda, com o fator v dando

a contribuicao segundo as regras diagramaticas. Portanto, postulamos a seguinte integral

n e (1 _ ,y)n _ Z;i1 (MfJ;/mq) Tr[(ZTZ)q] n : 1
<H w(k):ok Ok,lk> - ]:lflg[) Z / €|: :| H Ziﬂ-(k)yok Z 1 — fyZTZ ' dZ
k=1 Ok K

: (4.8)

perceba que quando v = 0, recuperamos a integral matricial (3.41) do caso ideal.

4.3 Solucao Exata

A nova integral matricial adaptada para o problema com uma barreira de tunelamento é mais
complicada que a integral do caso ideal. Para resolvé-la, novamente introduzimos uma decomposi¢ao

em valores singulares, Z = UDVT. A medida de integracio dZ continua idéntica a do caso ideal,
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equacao (3.51). Comecamos pela integral das varidveis angulares U e V' sobre o grupo unitéario U (V).
A integracao é andloga ao caso ideal, sendo a unica diferenca a parte diagonal envolvendo a matriz
X = DDt

1
ZZ | avav H VDU, o (UDl — Xv*) (4.9)
i=10=1 Ok ik

que ¢ igual a

[N1] [N, X
Zi[NP Xu(N)su (1_7)()- (4.10)

ukn ©

Partindo para a parte radial da integral, isto é, a integral sobre a matriz diagonal X, reescre-

vemos a exponencial da seguinte maneira

o _ q
. [, PO w Tr[(ZJfZ)q]}

oz, ] [z ene) | L, o] s, o5

(4.11)

onde escrevemos Z'Z = VXV e usamos a invaridncia por transformacio unitaria do traco. Reco-
~ ) ~ k
nhecemos novamente a expansao em série de Taylor da fungao —In(1 —z) = Y222, - no argumento

das exponenciais e assim obtemos

. {_ o0 W Tr[(ZTZ)q]}

o= = det(1 — X)Mdet(1 —yX)™™ (4.12)
Com isso, chegamos na seguinte integral radial
! 2 M -N X

/0 dX [AX)]? det(1 — X)M det(1 — 7 X) s, (1 - 7X> (4.13)
em que |A(X)]? é o jacobiano da decomposicao em valores singulares. Reescrevemos agora o segundo

determinante usando a identidade de Cauchy [20]. A identidade de Cauchy é dada por
> 15— (4.14)

Sw()8,( —_— .
1 — 2y,

na qual a soma infinita sobre w é feita sobre todas as partigdes possiveis. Como a matriz X é diagonal,
entdo o determinante det(1 —vX)™™ é o produtério dos elementos da matriz diagonal 1 — X, ou

seja,
(4.15)

Na identidade de Cauchy, podemos entao escolher a variavel y como N; variaveis y; = v e assim

teremos

det(1 —vX) ™™ =" 5,(7)s.(X) (4.16)
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com a soma sendo infinita. A primeira fungdo de Schur, s,(7), tem como argumento N; varidveis
iguais a . A fungao de Schur com o argumento complicado na integral radial, por sua vez, pode ser
expandida através da seguinte expressao

© (1 —XvX> = Z 7“)‘_‘”‘ Aupsp(X) (4.17)

POW

onde os coeficientes A, da expansao sao dados por um determinante cujos elementos de matriz sao

Aﬂp:(mt<<pi_z>> . (4.18)
Hi =3 /1<ij<e(p)

Essa expansao é chave na resolucao do problema e foi derivada no apéndice E. A partir dessas

binomios

expansoes, a integral radial é escrita como
S suly) YA A, / AX [AX)P det(1 — X)M s, (X)s,(X). (4.19)
w POW

Usamos agora a expansao (1.52) em fungoes de Schur e coeficientes de Littlewood-Richardson para

escrever o produto
5u(X)s,(X) = ZCZ,pSV(X) (4.20)

com a soma sendo feita sobre todas as parti¢oes v = |w|+|p| segundo a regra de Littlewood-Richardson.

Obtemos entao a integral

S su(y) oAk 4, Z /01 dX |A(X) 2 det(1 — X)Ms, (X). (4.21)

PO

A integral na expressao acima é nada mais que a mesma generalizagao da integral de Selberg

discutida anteriormente no caso ideal, chamada integral de Kadell. Aplicando o resultado, obtemos:

d,[N]? Jh (M + 5)!
H@N+M o (M + N+ )l

;/01 dX [A(X) det(1 — X) Mo, (X) = (M — Nyy)V (4.22)

Podemos previamente nos livrar de alguns termos no resultado acima tomando o limite N — 0.
Claramente o termo (M — Nyy)V* — 1 e também

N—-1 (M‘I—j N1 )l
H(M+N+] - (M +5)!

FO

1 (4.23)
2N + M], — [M],,. (4.24)

Coletando todas as partes da integral matricial, chegamos na seguinte expressao para o0s

momentos

(PA(T)) = lim (1 —7)" Y

N—0 urn

[V ][N . ol 1 dy[NT5
g N2 2 A 2 gy, (49

j pOp

perceba que o limite N — 0 permanece por ainda haver termos que dependem de V.
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4.3.1 Simplificacoes
E possivel simplificar a expressdo acima notando primeiramente a seguinte identidade [20]

Z SW(V)CZ,/) = SV/P(’Y) = f}/lV'_‘plsy/p(lNl) (426)

em que s,/,(1"") é uma funcdo de Schur enviesada com N; varidveis iguais a 1. Através da formula

de Jacobi-Trudi, essa funcao de Schur enviesada pode ser escrita como

N it i—1
sop1) =aer (M) (127
Vi_Z_pj+] 1<4,5<(v)
e assim, teremos
pA(T)) = lm (1 —)" ) —=— VT B (N1 i (4.28)
< ) N0 % [N]u V; v !'[M]u
onde
EH,V(NI Z AupSV/p<1Nl) (429)
nCpCr

A soma na expressao acima é feita sobre todas as particoes p que estao contidas em v e ao mesmo
tempo contém p. A relagado p C p deriva da expressao (4.17) e a relagao p C v deriva de (4.20). O
termo E,,,(N7) pode ser calculado usando o lema 9.1 da referéncia [79], que é uma versao da féormula

de Cauchy-Binet. Esse lema afirma que se
Hyy = Z FpGop (4.30)
p

em que os termos F,, e G,, sao determinantes da forma

Fp = det(fy,—ip,—5) (4.31)
GPM == det(gpl._wj_j), (432)
entao
H,, = det (Z Jviik gk,/Lj-j) . (4.33)
k

Aplicado ao nosso problema, esse lema nos da a seguinte expressao

By (Ny) = det (Z (Nl +yl:i——ii—_kk ) 1) (ujk— J>>

—aer (7)) B (1.3
Ny + Hi—J 1<i,j<b(v) [Nl]M (’V| - n>!
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deduzida no apéndice F. Substituindo na expressao dos momentos, temos

lv|—n Ju dy/u dV[N]ﬁ
N R G

. nx [V1]u[No]
(pA(T)) = lim (1 —7) > e e

pukn I vOou

(4.35)

Como a soma em v ¢é sobre todas as partigdes que contém g, comecando com v = p, entao a diferenca
|v| —n se estenderd de zero a infinito. Assim, fazendo as simplificagoes, podemos escrever a expressao

para os momentos da seguinte maneira

1 n [N d dl’/#
(pA(T)) = lim (1~ ) > NE X Z £ M Lo IV (4.36)
pkEn © Vl;nD—Lm
Devemos agora lidar com o limite
. [N],
]lvlino N, (4.37)

Para N pequeno, nds sabemos da expressao de [N], em termos dos contetidos de A que
[N]x ~ A, NPX) 1 O(NPHL (4.38)
em que ty ¢ o produto de todos os conteidos nao nulos

th= T (G—1) (4.39)
(4,3)EX
i#]
e D(A) é o tamanho do quadrado de Durfee de ), isto é, o comprimento do lado do maior diagrama
quadrado contido em A. Como v D p devido & expressao (4.20) e p D p devido a expressao (4.17),
entao temos que D(v) > D(u). Por essa razao o limite existe e s6 ¢ diferente de zero se D(v) = D(pu).

Logo

. [Nt
lim = —
N=0 [N], t,

As defini¢oes e expressoes utilizadas no calculo do limite estao explicadas no apéndice G. Finalmente,

chegamos na seguinte expressao para os momentos do transporte

> Vm [Nl]u dudzx/,u, 2
=(1—-—~y)" N. A — . 4.41
<p>\(7—)> ( 7) %[ 2]MXM( )m:0 m! V'_nz+m [M]y |V|' v/p ( )
VO
D(v)=D(n)
Em termos da funcao de Schur, temos uma expressao mais compacta
— n . ,y’m [Nl]ll dl/dy/p, 2
<8M(T)> - (1 - 7) [NQLL mz::()ﬁ ngm [M]l, |V|' v/p (4'42)
)
D(v)=D(n)

O termo m = 0 corresponde a v = p e coincide com o resultado para o caso ideal. Essa expressao é

surpreendentemente mais simples que a expressao obtida para o mesmo problema via RMT, equagao



7

(2.36). Isso porque o resultado da equacao (2.36) contém coeficientes de Littlewood-Richardson, que
nao possuem uma férmula explicita, enquanto todas as quantidades do lado direito na equacao (4.42)
possuem uma férmula. A demonstracao de que ambas as expressoes sao equivalentes nao é nem um
pouco trivial, mas verificamos que isso, de fato, é verdade até n = 5 e para todas as ordens em v até
6.

Em particular, podemos escrever uma férmula simples para a condutancia média. Quando
p = (1), verifica-se que particdo v deve ser um gancho, ou seja, deve ter a forma v = (m +1 —k, 1¥),
com k indo de 0 a m. A notacdo 1* significa uma sequéncia de k partes iguais a 1. A razao disso é

o fato de que D(v) = D(1). Além disso, quando p = (1), temos neste caso:

m
dyy =d, = (k) (4.43)

ou seja, o numero de tabelas de Young padrao de formato /(1) é igual ao nimero de tabelas de
Young padrao de formato v. O produto de todos os contetidos nao nulos serd ¢, /1) = (—1)F(m—k)lkL.

Com isso, apos algumas manipulagoes, obtemos a seguinte expressao para a condutancia média

NNy & 4™ & (N + DM RN — 1),
= (1-— 4.44
em que a™ e (a), s@o os fatoriais crescente e decrescente, respectivamente
a™ =a(a+1)---(a+ (n—1)) (4.45)

A expressao da condutancia avaliada no regime assintético de muitos canais N1, Ny > 1 é

conhecida da RMT para sistemas sem simetria de reversao-temporal, sendo [47, 52]

<3(1)(T)> = m +OM™) (4.46)

com o qual, o nosso resultado também concorda. Esse regime pode ser facilmente avaliado na

expressao (4.44) notando que

(Ny+ 1) RNy — 1), & NENE 0 N N™
~ LN L 1)—— 4.47
Z M+1) R R R =P O v U VT (447)
nesse regime. Com isso, temos
No &, N

(sa)(T)) ~ (1 - > " (4.48)

Identificando a série de poténcias > 7 2" = ﬁ, chegamos no mesmo resultado da RMT

. (1 =) NN,

Nl’lj{ér:oo<s(1)(7')> N —— " (4.49)

M—’)/Nl



Conclusao

Um problema experimental frequente em experimentos envolvendo pontos quéanticos e bilhares
de microondas é o acoplamento entre os gates, por onde os fétons ou os elétrons sao guiados, e o
sistema. Esse acoplamento deve ser levado em conta nas descrigoes teédricas do transporte quantico

nesses sistemas se uma concordancia melhor entre teoria e experimento é deseja.

Usando uma formulagdo em termos de integrais matriciais, foi desenvolvida uma abordagem
semiclassica para o transporte quantico cadtico com barreira de tunelamento em uma das guias de
ondas. O resultado obtido, Eq. (4.42), incorpora a barreira de forma perturbativa como uma série de
poténcias, mas é exato no niimero de canais, ou seja, é valida também no regime quantico de poucos

canais.

Concordancia exata foi encontrada, até onde foi possivel calcular, com o resultado correspon-
dente da RMT [52]. Surpreendentemente, a expressao semicldssica para os momentos do transporte
é muito mais simples que a expressao da RMT, que nao é muito explicita ja que envolve coeficientes
de Littlewood-Richardson. Em particular, uma excelente férmula semiclassica para a condutancia
foi encontrada sem o envolvimento de parti¢coes. O resultado derivado neste trabalho representa
um avanco no entendimento do problema do transporte quantico cadtico com barreiras de tunela-
mento, uma vez que até o momento apenas as primeiras ordens em 1/M sdo conhecidas da teoria

semicléssica.

Mencionamos o fato de que a nova integral matricial que incorpora a barreira na primeira
guia pode ser facilmente adaptada para tratar da estatistica do transporte envolvendo matrizes de
espalhamento em diferentes energias. O valor médio de quantidades envolvendo uma matriz S de
energia F e a conjugada transposta ST de energia F + € poderd ser calculado bastando substituir
M — N1y por M(1—ige) — N1y? no expoente da expressao (4.8). Os célculos procederiam de forma

similar aos momentos do transporte.

Além disso, uma extensao deste trabalho seria o tratamento de sistemas invariantes por
reversao-temporal. Como discutido em [68, 70], a abordagem via modelo matricial pode ser usada

neste caso substituindo as matrizes complexas por reais e as fun¢oes de Schur por polindmios zonais.
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Apéndices



Ortogonalidade das funcoes de Schur

Para resolvermos a integral

g POMOIINSILE A1)

comegamos escrevendo as fungoes de Schur usando a férmula de Cauchy (1.22)

|A(2)dz. (A.2)

1 7{ det(2)"FV ) det (4N

N1(2m)N A(z) AG)

Os Vandermondes se cancelam e em seguida usamos a identidade de Andréief (1.49)

1 ) ) ) 1 ) )
7]\['(27‘(‘)]\[ fdet(z]’-\#N_’) det(gfﬁ_N_Z)dZ = (27T)N det <?§ Z)\i—l-N—zZMj-l—N—JdZ) . (A3)
Usamos agora o fato de que
%z“ib = 2m0qp, (A.4)

ou seja, a integral s6 nao serd nula quando A\; — i = p; — j, isto é, para ¢ = j e A = p. Calcularemos
portanto o determinante de uma matriz diagonal N x N cujos elementos sao iguais a 2. Obtemos

finalmente

J\”éWVfSA(z)su(é)!NZ)WZ e o

m)

(27T)N5,\’M = 5)\,H (A5)




Integral de Caminho

Na expressdo (3.9) vamos chamar A = (¢ — to) e escrever

e M) = iy {e N(TJFV)} : (B.1)
N—o00

6X+Y X, Y

Agora devemos notar que a igualdade = e*e’ sendo X e Y quaisquer operadores somente

vale quando os operadores comutarem [X,Y] = 0. O caso mais geral é dado pela férmula de Baker-

Campbell-Hausdorft
XY _ €X+Y+%[X,Y}+1—12[X,[X,Y]]—%[Y,[X,Y}]—i—.... (B.2)

Aplicando a equagao (B.1)
e~ NIV = e_%fe_%ve%(%){z[f’m... (B.3)

para A finito, podemos escrever a funcao de Green simplesmente como
A . _ap AN
G(to,t) = 0(t —to) A}lgcl)o [e vTe NV} (B.4)

ja que no limite N — oo, os termos de segunda ordem e mais altas contribuem no méximo com N 2.

Substituindo o operador G na funcao de Green da equagao (3.9)
A _AapN
G(z,t; 20, t0) = 0(t — to) lim <m| [e_ﬁTe_Wv] |zo) (B.5)

Ot —to) hm/ dx;.. / dry_1 X H (ji1]e” NTemwV |z;) (B.6)

N—o0

onde xny = x é a posicao final. A passagem da equacao (B.5) para a equagao (B.6) pode ser
interpretada da seguinte maneira: podemos decompor o caminho entre as posicoes inicial e final zq
e x em NN pequenos trechos que vao de x; a x;;; e integrar sobre todos os possiveis caminhos. Por
simplicidade, consideraremos o operador T = p*/2m e o operador V= V(i), onde p representa o
operador momento, m a massa e V(f) alguma funcao do operador de posicao. Os elementos de

matriz na equagao (B.6) podem ser escritos

G LAY Y A
(eple e ) = (aple ) oxp (~ Vi) (B.7)
mN mN A
2 N2 exp <_2/\h2 (@541 _xj)Q) exp (-NV(ZEJ')> (B.8)
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e assim, a funcao de Green toma a forma

mN N2 oo 00

x ]j\i—[:eXp [; (&(%H a2t ;Vtov(%‘)ﬂ :

Na equagao (B.9), nés expressamos a fungao de Green em termos de uma integral sobre todos os
caminhos possiveis, nao s6 caminhos fisicamente realizaveis, e discretizados em N intervalos conec-
tanto o ponto xy no tempo t; ao ponto x no tempo t. Desde que N seja muito maior que t — o,
podemos escrever a equagao (B.9) introduzindo um incremento de tempo infitesimal, At = %, para

cada intervalo de um dado caminho. O produtério agindo na exponencial resulta no argumento

i T o[ () v a3 () v
(B.10)

onde L(&,x) é a lagrangiana e R(x,t;xo,ty) é chamada fungao principal de Hamilton. Perceba que

t
= [ dt L(¢,z) = R(z,t; x0, to)

to

quando N — o0, o incremento At — 0. E importante notar que o caminho nao serd um caminho
fisico realizdvel a menos que ele extremize R(z,t;xg, 1), segundo o principio variacional de Lagrange

[5]. Introduzimos uma versao discreta da fungao principal de Hamilton

Ruv(x, {a}, ) = At]él B (W)Z - V(ajj)] . (B.11)

A funcao de Green entao pode ser escrita em termos da seguinte integral de caminho

N/2 .
. mN o0 o 7
G(I,t;xo,to) :e(t—to) J\:}I—I}}x) (271‘7/]5/(2’:—'%)) X /_OO dxl/_oo dl‘N_l exp |:hRN(I', {.Ti},l‘o) .
(B.12)



Regras Diagramaticas e Expressao da
Condutancia

Vamos caracterizar uma trajetoria arbitraria dizendo que ela contém um nimero v; de en-
contros com [ trechos. Esse nimero pode ser organizado num vetor v = (v, vq,vs,...) €, assim, o
numero total de encontros serd a soma V(7) = > ;5o v;. O ntmero total de trechos dos encontros

serd, portanto, L(v) = ;5o lv;. O ntimero total de links é sempre L(v) + 1.

Tomamos uma segao de Poincaré P, (¢ = 1,...,V) ortogonal a cada um dos V' encontros.
Analogamente ao par de Richter-Sieber, caracterizamos o encontro por [ — 1 coordenadas estaveis
So; (0=1,..,V,j=1,...,1—1) el — 1 coordenadas instéveis u, ;. Todos os encontros sdo, entao,
caracterizados por > ;5o(l —1)v; = L—V coordenadas estaveis e instaveis. Como mostrado em [64], a
diferenca de acdo é AS = 37, ; 55U, ;. Novamente, define-se o encontro como sendo a regiao em que
as coordenadas permanecem num intervalo [—c, ¢] e, consequentemente, a dura¢do de um encontro
¢ dada pelo tempo em que uma das coordenadas leva para atingir ¢, a primeira a atingir esse valor.
Em analogia com a equagao (3.30), a duragao do o-ésimo encontro é dada por

C2

i (C.1)

enc N max; [Sq,;| X max [ug, ;|

O tempo de exposicao serd igual a soma da duracao de todos os links e todos os primeiros trechos
dos encontros T,,, = Sk ¢, +Y_ 7 de forma que, novamente, a probabilidade de sobrevivéncia
e~ MTean/Th excede a estimativa e”M7/Tu | De forma andloga ao par de Richter-Sieber, a densidade de
coordenadas estavel e instavel serd

1
w(s,u) :/dtl,..., =8 T (C.2)

que é integrada sobre todos os links, exceto o 1ltimo, j4 que esse nao precede qualquer encontro.

Essa densidade é também normalizada. Continuando com o exemplo da condutancia, a contribuicao

de um diagrama arbitrario pode ser escrita de forma andloga como

<Tr[(tTt)]>dmg T, <Z/dL Vs d"Vu Y A Pw(s, u)e Uﬂs‘”u‘”/h> (C.3)

ai—o
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onde a soma sobre as trajetorias [ foi substituida por uma integral sobre as coordenadas estavel e
instavel. Semelhantemente, a soma sobre canais produz um termo N; N, e a soma sobre trajetérias
« é avaliada usando a regra de Richter-Sieber, que a substitui por uma integral sobre a duracao do
tltimo link £7,; com um integrando envolvendo a probabilidade de sobrevivéncia e MTes»/Tu  De

forma fatorada, a equagao (1.51) fica

N N L+l M 4. 4 e_Mtgnc(s7u)/THeiZj Saaju%j/h
f EEAEAP ALy
<Tr[(t t)]>dmg =7 g (/ dt; e Tu )01;[1 /dsal...dsa7l_1du01...dugyl_1 T 7 _(5.0)
(C4)
De maneira semelhante a expressao (3.34), a integral sobre cada link num fator TVH e a integral

sobre os encontros é feita expandindo a exponencial e~ Mtene/TH até primeira ordem. A integral
do encontro é ligeiramente diferente da anterior, Eq.(3.36), porque a probabilidade é e a integral

[ dsdu e~**/" — 21k aparecem com uma poténcia [ — 1, de forma que

I
<

e_Mtgnc(svu)/TH ei Z]‘ Savjudyj/h
/dsgl...d807l_1du01...dU07l_1

Q=L to (s, u)

enc

7 g .sg,ju(,’j/h
e J M
dSU ...dSU _ dua ...dug N R (1 — 7tenc + )
1 (/ ! =1 ! ot 1Ql 1 to (S,’U,) IH )

enc

.= (1 / .
- . dso_ duo_ . elso'ajuﬂf»j/h>
TH J:1 Q sJ sJ

] n ()

ou seja, cada encontro produz um fator igual a —r-.
H
cancelam, ja que a integral I contribui com a poténcia L = ) ;lv; para Ty no denominador, a

integral sobre os links com uma poténcia L 4+ 1 no numerador e, finalmente, o termo ﬁ no inicio

da expressao (1.51) contribui com uma poténcia linear no denominador. Nés entdao encontramos a

q
Il
—

|
<

q

Il
<

q
—

Il
<

q
Il
—_

Notamos novamente que os termos Ty se

mesma regra diagramatica mencionada anteriormente: um fator de ﬁ para cada um dos L + 1 links,
um fator —M para cada encontro e um fator N; /N, da soma sobre os canais. Por fim, a contribuicao

de cada diagrama sera

(Te[(h)]) = (—1)”6)]\%- (C.6)

diag

A expressao geral para a condutancia é obtida somando sobre todos os diagramas, isso significa somar
sobre todos os possiveis encontros v. Se denotarmos o nimero de diagramas associados ao mesmo

por N (7), teremos a expressao

(mlete) = (1 + Z(—UV@)]\MN(U)) - (1 s A‘}jﬂ) (.7)

) |
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onde o termo igual a 1 fora da soma corresponde a aproximacao diagonal, um par de trajetérias sem
encontro. Cada coeficiente c,, é determinado pelos diagramas com um dadom =L —V

L()-V(&)=m

= X =(EDVON@). (C.8)

v

O problema agora se reduz em contar o nimero de diagramas para um dado m. Para os
primeiros valores de m, a contagem é facil. Como discutido anteriormente, para sistemas invariantes
por reversao temporal, o termo seguinte a aproximacao diagonal é devido a um par de Richter Sieber.
Esse diagrama contém um encontro (V' = 1) com 2 trechos (L = 2), logo m =1 e ¢, = —1, dando
justamente o resultado da equagdo (3.39). Para sistemas sem simetria de reversao temporal, ¢; = 0
devido a impossibilidade de haver um diagrama com um encontro duplo no qual a trajetéria parceira

sempre caminhe no mesmo sentido da direta.

O proximo termo ¢y é determinado por duas familias de diagramas: a primeira contém dois
encontros duplos (L = 4, V' = 2) e a segunda contém um encontro triplo (L = 3, V = 1), que
contribuem com um sinal positivo e um sinal negativo respectivamente. Essas familias sao mostradas
na figura (19) abaixo. No caso unitédrio, existe apenas um diagrama do primeiro tipo, Fig. 19b, e um
diagrama do segundo tipo, Fig. 19g, que se cancelam como visto anteriormente. No caso ortogonal,
existem cinco diagramas do primeiro tipo com sinal positivo, Fig. 19b-f, e quatro diagramas do

segundo tipo com sinal negativo, Fig. 19g-j, ndo num coeficiente co = 1.

A determinacao dos coeficientes mais altos ¢, para m > 3 requer um metédo combinatorial,
descrito em [16]. Através desse método, os autores mostram que todos os coeficientes ¢, para m > 2
se anulam mutuamente para o caso unitario, reproduzindo o resultado obtido pela RMT, Eq. (2.28).
Para o caso ortogonal, o resultado obtido também concorda com RMT. Chegamos por fim nos

seguintes resultados para a condutancia

<Tr[(tTt)]> _ )T caso unitario (C.9)

N1 Ny
M caso ortogonal
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TRI not required TRI required

Figura 19: Familias de pares de trajetérias diferindo por um encontro duplo (a), dois encontros
duplos (b-f) e um encontro triplo (g-j). A cavidade foi omitida e o inicio e o fim das trajetérias foram
unidos no ponto representado por -|-. Essa modificagdo ndo interfere, ja que o formato dos links nao
importa. Os diagramas a direita s6 sao permitidos em sistemas com invariancia de reversao temporal
(TRI). Junto com a aproximacao diagonal, esses diagramas contribuem para a condutancia até a
ordem 1/M3. Fonte: [18].



Constante de Normalizacao Z

A constante de normalizagao é dada por
zZ= / dZeMT(Z12), (D.1)
Aplicando a decomposicdo Z = UDV'T, temos
Z= /dU/dV/dX]A(X)Pe—MTf(X). (D.2)

As medidas dU e dV sao medidas de Haar no grupo unitario U(N). Essa medida é normalizada, de
modo que as integrais sobre U e V' sao iguais a 1, restando apenas a integral sobre a matriz diagonal

X. A integral radial sobre X pode ser calculada via integral de Selberg. Seja a integral de Selberg

Lo B e+ N+ )CA+ (G +1)7)
— a=1(1 _ ,\B-1 |2 —
S=J -, et -a Wlre=dendee = | o a5 = o )

(D.3)

Entdo tomamos v = 1 para que [[,; |#; — z;|* = |[A(X)|* e & = 1. Para obtermos a exponencial

e~ MT(X) podemos fazer a mudanca de varidvel x; = %xé e tomar o limite
B-1
M /
lim (1 — ;)" = lim (1 — xi) =e M (D.4)
B—ro0 B—o0 5
e assim
N ! !
H e—M:ci _ e—MTr(X) (D5)

onde X' = diag(z, ..., x'y). Fazendo todas essas mudangas na integral de Selberg e aplicando o limite

£ — oo, teremos

‘ 1 1 N Mlﬁ—l
S:,Bh—>nc>10/() /0,1_[1<1_5xl> 11

1<i<j<N

2
MN

M/ M/

B g’
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O nimero de termos do Vandermonde é o nimero triangular N(N — 1)/2 e assim

N(N-1)

o NI 4 N N 81
S = lim (g) /01 /01 11 (1 . Aﬁ%) A2 da,...day (D.7)
=1

B—o00

que por sua vez deve ser igual a

fim T LU DEG+LG +2)
L@B+N+HTEQ)

B—o0 =0

Isolando a integral no lado esquerdo e aplicando o limite, temos

_ ! L. (X7 / / I 1 E NZN_lr(j—i_l)F(ﬁ‘i_j)F(j—'_Q)
Z_/O /0 e MTODNXX') daty.da'y = lim <M> 1~ tGiveorg 09

j=0

Primeiro, simplificamos o lado direito da igualdade colocando os termos que nao envolvem a variavel

B fora do limite

1 NTG 4+ D)0 +2) DB +))

Z= lim gV I = (D.10)
MN? ]H() r'(2) B—ro0 ]HO LB+ N +7)
Em seguida, aplicamos a propriedade da fungdo Gamma I'(n) = (n — 1)!, de modo que
1 N—-1 2]\7—1 (6_’_]_]-)‘
Z= NG+ 1! lim gY : D.11
NN JHO(J) (+1) 61_>H0105 JHO BN + ()](B+5—1)! ( )
NI At > 1
Z= N2 lim gV
M jf:[OU) fm A
N' N-1
z=—w 16
e 1l

onde (...) contém todas as poténcias de 3 menores que N na primeira linha e menores que N? na
segunda linha. No limite § — 0o, a poténcia mais alta domina os outros termos.

Para o caso com barreiras de tunelamento, a constante de normalizagao é obtida exatamente

da mesma forma com a mudanga de variavel z; = %x;



Expansao (4.17)

Queremos expandir

X _
S:U‘ (1 o /YX> = Zf)/'p‘ |#| ANPSP<X)'

pOK

A chave para essa expansao é a ortogonalidade das fungoes de Schur

/ W)U = N‘(;W)N § (DA Pdz = by,

Da relacao de ortogonalidade, segue imediatamente que

A= iy $ o (1= ) lANAG P

Usando a féormula de Cauchy para a funcao de Schur, podemos escrever

() s [) ™)

1—vz

O Vandermonde no denominador é escrito como

A ( 2 ) _ A(z) ‘
L—vz)  TL(l —vyz)V

Portanto,

1 ]iv“r,ui_i
PR S N e
HeNI(2m)N ¢ [(1 — yz)mimitl

Usando a identidade de Andréief, isso se torna

Ay = - det ST Neig

] det (2477) ds

Sabendo que 2VzY =1 e expandindo o termo (1 — yz)* "1 via teorema binomial, teremos

1 o0 Py . .
A, = ok det [Z (Mz L+ >,ykj§z,ui—z+kzﬁj_JdZ‘| )

k=0 \ Hi 1

(E.3)

(E4)
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O ponto crucial agora é que
j{ 2255 = 216, (E.9)

assim, a integral serd nao nula apenas se k = p; —j7 — p; +¢. Ja que k > 0, temos que p; —j > i, — 14

€

A, = det Kp i )yﬂa‘—j—mﬂ’] : (E.10)
Pi =t 1<i,j<t(p)

Expandindo o determinante, fatoramos [, v * =y~ I# ¢ [[;+ = 4l Por fim, escrevemos

Ay = P11 det K”j - j)] . (E.11)
Fi =) J1<ij<e(p)



Expressao de E,,;,,(N1) (4.34)

No lema 9.1 da referéncia [79], vamos definir

f/‘i_iﬂpj_j = (pi - Z) (Fl)

i —J
. o Nl—pj+j+Vi—i—1 (FQ)
gpz’—%Vj—J Vi —Z—P] _,] '

onde v foi trocado por i na notagdo do lema para estar em conformidade com o nosso problema.

Identificando entdo F,, com A,, e G,, com s,/,(1") e aplicando o lema, teremos

B (Ny) = EjAW%muMy:@t(gf <}C><NT+”_?_k_v>. (F.3)

uCpCr k=p;—j i —J vi—1—k

Os limites superior e inferior da soma sao tais pelo fato de que (2) =0sea<boub<0. Assim, o
primeiro binémio na soma impoe o limite inferior p; — j e o segundo bindmio impode o limite superior
v; — 1. Fora desses limites, o produto entre os binémios é nulo. Para resolvermos a soma, usaremos

a seguinte identidade binomial
" k —k 1
Z<x+ ><n+y >:<x+y+n+ ) (F.4)
o\ k n—k n
A fim de aplicarmos essa identidade, precisamos fazer algumas mudancas de varidaveis e adequar os

limites da soma. Antes disso, aplicamos a propriedade dos bindmios (‘;) = (afb> ao primeiro binémio

Ll k Ni+vi—i—k—1
dot [ Y (e . (F.5)
il k—p;+3 vi—1—k

Primeiro chamamos y =Ny — 1, n=v, —iek—p;+j=F

vi—i—p;+jg % o kK — .
det( 5 ( o J><y+n uﬁj))_ (F.6)

k'=0 n— K =i+
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Em seguida introduzimos n' =n — pu; +jex = p; —j

n’ x4+ K y—i-’l’l,/—k,)
de F.7
(e .

e assim chegamos numa expressao idéntica a identidade (F.4), da qual obtemos

"+1 N- i — 0
det<<x+y+,n + )) :det(( ARG )) (F.8)
n Vi—1— [+ ]

Por fim, aplicamos novamente a propriedade (Z) = (ﬁb) para reduzir o binémio a uma forma mais

elegante
det ((Nl T ’)) . (F.9)
Nyt 15 =3) ) 1< jeo)
A demonstracao de que
N- i — 1 N, d,
det (( 1+ v z)) _ [V1] /1 ' (F.10)
Ni+pj—j [Ny (J] = |u])!

é simples e se baseia na seguinte propriedade do determinante. Se uma linha ou uma coluna de uma
matriz A estiver multiplicada por um escalar ¢, entdo o determinante det(A) = cdet(A’), onde A’
é a matriz A sem a constante c. Essa propriedade pode ser usada no determinante acima bastando

identificar os termos em comum que multiplicam cada linha. Para isso, usamos a defini¢do do binémio

(Z) - (a—a'b)'b' (F.11)

e escrevemos explicitamente o nosso determinante (F.10):

(Nl-‘rl/l—l)! (N1+Z/1—1)! (N1+V1—1)!
(N1+M1—1)!(V1—1—M1+1)! (N1+M2—2)!(V1—1—u2+2)! (N1+u3—3)!(u1—1—p3+3)!
(N1+I/272)! (N1+l/272)! (N1+l/272)! col (F12)

(N1+M1_1)!(V2_2_M1+1)! (N1+u2—2)!(V2—2—u2+2)! (N1+[A3—3)!(V2—2—,u,3+3)!

Aplicando a propriedade dos determinantes em todas as linhas e todas as colunas, obtemos:

o ‘W) _
ot <<N1 +v; z)) _ Hz(j)l (N1 + v, @)!| dot <(V ! ) (F.13)

N+ pj—j T (NG + 15— ) i — 1= pj +J)!
E assim:
N —) N, d,
det (( 1+ v Z)) _ [ 1] /1 ' (F14)
Ni+pj—j [Nl ([v] = |pl)!
onde

1 >
vi =i =14+ ) 1< jeaw)

o= (] = e (F.15)



Limite N — 0

Dado um diagrama de Young com formato A, se uma caixa ocupa a j-ésima posi¢ao na i-ésima
linha, entdo nés dizemos que a sua coordenada é (7, ). Definimos o contetido dessa caixa como sendo

¢(d) = j — i e denotamos o produto de todos os conteiidos nao nulos por

=TI (G- (1)
(4,9)EX
1#]
O quadrado de Durfee de A é o maior diagrama de Young quadrado contido em A. Por exemplo, o

quadrado de Durfee da particdo A = (4,4,2,2,1) é mostrado em cinja abaixo

—2|-1
—3|—2
—4

onde as caixas foram preenchidas com o seu conteido ¢ = j —i. Seja D(A) o nimero de caixas
na diagonal do quadrado de Durfee, entdao equivalentemente esse niimero é o niimero de caixas que

possuem contetido nulo.

O polinémio [N], definido como

1:[ N+>‘_)Z> (G.3)

pode ser escrito em termos dos conteidos de A como

=
v
b

N FA =) NN =D N+ XN =1 —0) - (N+1—0)(N =)
(N —i)! b (N —i)!

(N+J—w

@
Il

—_
.
Il

—

(G.4)
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portanto

Ny = [T (N + (D). (G.5)

OeX

Ao tomarmos o limite N — 0, o termo mais importante de [N], para o limite serd a menor
poténcia de N. Na expressdo acima, vemos que a menor poténcia de N serd dada pelo nimero de

caixas com contetudo igual a zero. Por exemplo, para A = (4,4,2,2,1)
[N(14221) = (N> = 9)(N? — 4)*(N? = 1)*(N +4)N? = 576N* + O(N?®). (G.6)

A menor poténcia de N é justamente o nimero de caixas com conteudo nulo, ou seja, D(A). Por
outro lado, o termo que acompanha a menor poténcia de N ¢ justamente o produto de todos os

conteudos nao nulos, t). Portanto

[N]y ~ taNPX L (NP (N = 0). (G.7)

Para uma parti¢do enviesada A/, com p C A, cujo diagrama é representado pelo diagrama
de X\ com todas as caixas de pu removidas. E ficil ver que o produto de todos os contetidos néo nulos

tx/u € dado por
t
taju = ti (G.8)

m

Por exemplo, para A = (4,4,2,2,1) e p = (2,2, 1), o diagrama de A\/u é

2|3 (G.9)
1
—1
—3|-2
—4
onde as caixas foram preenchidas com o contetido. Neste caso, t, = 2 e ty/, = t\/t, = 288.
Com isso, o limite
N], t, NP®)
lim N _ lim ——— (G.10)

N=0 [N],  N—0 t, NP

s6 existe e é diferente de zero se D(v) = D(pu).
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