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FERREIRA, W. P. Um estudo sobre o nimero mdximo de pontos F, - racionais em uma
hipersuperficie de P™. 2021. 58+x p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo sobre o nimero maximo de pontos [, - racionais em
uma hipersuperficie de P"*. Como alguns exemplos peculiares acontecem no contexto geral,
hipersuperficies de grau d > ¢ que se anulam em todos os pontos [, - racionais, nos parece
razoavel analisar separadamente o caso de hipersuperficies nao singulares de grau d. Contudo,
isso torna o problema bem mais complicado. Para o caso n = 2 enunciamos o teorema de
Hasse-Weil. Finalizamos o trabalho apresentando a resposta, recentemente, apresentada por
Mrinmoy Datta em [9] para o caso n = 4 e sobre algumas condigoes para d.

Palavras-chaves: Espago projetivo, Hipersuperficies, Pontos F, - racionais.
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FERREIRA, W. P. A study on the mazimum number of F, - rational points on a hypersurface
of P™. 2021. 58+x p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work, we study the maximum number of F,-rational points on a hypersurface of P".
Given that some particular examples occur on general context, hypersurfaces of degree d > ¢
that vanish on all F -rational points, it seems reasonable to analyze separately the case of
non-singular hypersurfaces of degree d, but it makes our problem much more difficult. For the
case n = 2, we present the well-known Hasse-Weil Theorem. We finish the work presenting the
answer given, recently, by Mrinmoy Datta at [9] for the case n = 4 and under some restrictions
on d.

Keywords: projective space, hypersurfaces, F,-rational points
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Introducao

O estudo de raizes de um polindomio vem intrigando mateméticos desde os primordios. Nas
séries iniciais do ensino fundamental II sao apresentados os primeiros problemas envolvendo
equacoes polinomiais com uma variavel de grau 1 sobre o corpo dos nimeros reais, que com
simples manipulacoes algébricas obtemos as solugoes:

aX+b=0coma#0=X=—ba" (1)

Posteriormente, ja no final do ensino fundamental II, aprendemos sobre equagoes de grau 2,
momento que é ensinada a “amada” férmula para resolver equagoes quadricas (Bhaskara):

—b+Vb? — 4dac 2)
2a )

Em um nivel mais avancado, alguns tém a oportunidade de estudar a teoria de Galois, na
qual uma das aplicagoes nos mostra a impossibilidade de obter uma férmula envolvendo apenas
as operagoes basicas que nos descreve as solugoes para equacoes de grau maior ou igual a 5
partindo dos coeficientes. Determinar com exatidao quem sao as raizes de um polinémio, como
as equagoes (1) e (2) nos fornecem, nao é uma tarefa nada facil. Desse modo, nao estamos
interessados em determinar quem sao as raizes do polinomio, mas estudar qual é o nimero
maximo de raizes que polindmios de grau de d com n varidaveis com coeficiente em um corpo
finito possuem, considerando também alguns zeros especiais (no infinito).

Uma maneira de realizar o estudo de raizes de um polinomio de n variaveis com coefici-
entes em um corpo é por meio de uma relacdo entre dlgebra abstrata (mais especificamente
algebra comutativa) e geometria, subdrea da matemadtica conhecida como geometria algébrica
classica. Desse modo, no primeiro capitulo abordamos brevemente o conceito de variedades
afins e apresentamos o enunciado de alguns resultados quando o corpo base é algebricamente
fechado, tendo como principal referéncia o livro [1]. Esses resultados justificam, parcialmente,
o motivo de sempre considerarmos, a menos que seja mencionado o contrario, um corpo que
seja algebricamente fechado e, assim, estaremos também considerando as raizes do polinomio
no fecho algébrico. Além dos pontos no fecho algébrico, algumas experiéncias nos fazem acre-
ditar que existe algo interessante no infinito a ser analisado, por exemplo, a sensagao que retas
paralelas se interceptam no horizonte:

aX?*+bX +c=0coma#0=X =

Horizonte

Retas paralelas

Figura 1: Comportamento de retas paralelas no infinito.



Para trabalharmos com esses pontos no infinito, definimos um novo espago que, grosso
modo, pode ser considerado como sendo o espago afim com alguns pontos adicionais, chamado
espaco projetivo. Posteriormente, para finalizar este primeiro capitulo, falamos sobre mudanca
linear no sistema de coordenada para simplificar alguns problemas.

No capitulo dois, estendemos a definicao de variedades para o caso projetivo e mostramos
uma versao do teorema Nullstellensatz Projetivo, o qual nos possibilita caracterizar as varieda-
des projetivas geradas por um tnico polinomio homogéneo, chamadas hipersuperficies. Quando
consideramos um corpo finito varias indagagoes surgem naturalmente. O presente trabalho esta
interessado em realizar um estudo sobre o nimero maximo de pontos em uma hipersuperficie
de grau d no espaco projetivo definido sobre um corpo finito. Para isso, definimos as variedades
Hermitianas, que desempenham um papel central no estudo realizado devido a um resultado
sobre o nimero de pontos em uma variedade Hermitiana nao degenerada, apresentado por Bose
e Chakravarti em [2]. Posteriormente, falamos um pouco sobre o comportamento de uma hi-
persuperficie quando fazemos uma mudanca linear no sistema de coordenadas. Para finalizar o
capitulo, falamos sobre o espago tangente com o intuito de analisar separadamente as hipersu-
perficies nao singulares no préximo capitulo e enunciamos o teorema de Bezout sobre o niimero
de pontos na intersecao de duas curvas projetivas sem componentes em comum.

Por fim, no ltimo capitulo, apresentamos a resposta dada por Serre em [3] para o nimero
méximo de pontos [F, - racionais em uma hipersuperficie definida sobre IF,. Posteriormente,
falamos sobre a conjectura de Sziklai apresentada em [4] e provada em uma série de trés artigo
[5, 6, 7] por Homma e Kim sobre o nimero méximo de pontos em uma curva nao singular
definida sobre F, que nao contém uma reta definida sobre F,, depois uma generaliza¢ao pro-
vada pelos mesmos autores em [8] sobre o nimero méaximo de pontos [, - racionais em uma
hipersuperficie definida sobre [F; e sem componente F, - linear. Esses resultados possibilitaram
Datta em [9] determinar o nimero méximo de pontos [, - racionais em uma hipersuperficie
de grau d definida sobre F, em P*, sobre algumas condigoes para d. Finalizamos o trabalho
apresentando a demonstracao desse resultado.

Walteir de Paula Ferreira
Uberlandia-MG, 18 de fevereiro de 2021.



Capitulo 1

Prolegomenos algébricos

Imaginamos que o leitor que inicia sua maravilhosa aventura por este singelo trabalho esteja
familiarizado com os conceitos iniciais da algebra comutativa e geometria algébrica classica,
de tal modo que este primeiro capitulo nao apresente nenhuma grande dificuldade e sirva
tao somente para fixar a terminologia usada pelo autor. Desse modo, as demonstragoes que
requerem uma explanagao melhor da teoria aqui apresentada, para uma boa compreensao, serao
omitidas e as devidas referéncias para elas sao dadas. Antes, vamos fixar algumas notacoes:

e A menos que seja mencionado o contrario, denotaremos por k um corpo algebricamente
fechado ! e k[X1, ..., X,,] denotard o anel de polinémios nas n indeterminadas X1, ..., X,,
com coeficientes no corpo k.

e Vamos denotar por ¢ a poténcia positiva de um primo positivo, isto é, ¢ = p"* para algum
primo 0 < p € Z e m inteiro positivo. Um dos resultados iniciais sobre a teoria dos corpos
finitos é que existe um tnico corpo finito com ¢ elementos, a menos de isomorfismo, esse
corpo serd denotado por F,. Para os leitores pouco familiarizado com as nogoes basicas
sobre corpos finitos indicamos a leitura de [10].

Como existe uma boa discussao na matematica se o niimero zero é ou nao natural, nos parece
razoavel informar que durante este trabalho vamos considerar como conjunto dos ntimeros
naturais como sendo N := {1,2,3,...} e n denotard um nimero natural qualquer.

1.1 (eometria no espaco afim

O conceito de variedade é um dos principais objetos de estudo da geometria algébrica classica.
Uma variedade consiste no lugar geométrico onde uma cole¢ao de equagoes polinomiais é satis-
feita. Nesta secao, faremos uma breve introducao sobre variedades no espago afim e apresen-
taremos alguns resultados necessarios para as proximas secoes. Esta se¢ao tem como principal
referéncia [1].

Definicao 1.1. Seja k um corpo arbitrario. O espago afim de dimensao n sobre k, denotado
por A"(k), é definido por A™(k) := k" = {(z1, ..., xn); Z1,..., T, € k}.

Neste momento, o leitor poderia se indagar sobre o fato de nao utilizarmos simplesmente
a notagao k™ para representar o espaco afim de dimensao n sobre k. Pois bem, estd notacao
usualmente é utilizada para representar o k-espaco vetorial k", porém, no momento, nao esta-
mos interessados na estrutura vetorial do conjunto. Desse modo, a origem nao desempenhara
nenhum papel central, como desempenha na algebra linear.

!Todo polinémio de grau positivo em k[X] possui raiz em k.



Uma das grandes belezas da geometria algébrica classica é que ela estabelece uma ponte
entre algebra e geometria. Para isso, primeiramente, enunciamos um resultado:

Teorema 1.1 (Base de Hilbert). Todo ideal de k[X7, ..., X,)] € finitamente gerado.
Demonstragao. Veja [1, teorema 4 - segao 2.5]. |

Vamos considerar um polinémio f € k[X, ..., X,,] também como sendo uma funcao de A" (k)
em k que associa a cada ponto (z1,...,x,) € A"(k) o elemento f(zy,...,2z,) € k. Agora vamos
associar a cada subconjunto do espaco afim um ideal de k[X7, ..., X,,]:

Lema 1.1. Sejam k um corpo arbitrdrio e S C A™(k). O conjunto
I(S) :={f € k[Xy,....,X,]; f(x) =0 para todo z € S} Ck[Xy,..., X,)]
¢ um ideal, chamado de tdeal polinomial que se anula em S.

Demonstragao. Claramente, o polinomio identicamente nulo estd em I(.S). Sejam f, g € I(S) e
h € k[X1, ..., X,]. Dado a € S temos f(a) = g(a) = 0 pela defini¢ao de I(S). Desse modo,

(f +9)(a) = fla) +9(a) =0+ 0=0 e (hf)(a) := h(a)f(a) = h(a) -0 = 0.

Sendo a um ponto arbitrario de S entdo f + g e hf pertencem a I(S). Portanto, I(S) é um
ideal de k[X7, ..., X,].
n

Dada uma colecao B C k[Xj, ..., X,,], denotaremos por (B) o ideal gerado por B, isto é, o
menor ideal de k[ X7, ..., X,,] que contém a cole¢ao B. Um exercicio interessante, o qual deixamos
para o leitor escrever os detalhes, é que

(BY = {hifi+ -+ hnfo; m>1,f; €Beh; €k[Xy,... X, Vj=1,...,m}.

Com essa notagao, o teorema da base de Hilbert 1.1 nos diz que se I é um ideal de k[ X}, ..., X,,],
entdo existem fi, ..., fn € k[ X1, ..., X,,] tais que I = (f1, ..., fin)-

Exemplo 1.1. Sejam &k um corpo arbitrario e S = {(0,0)} C A%(k). Entao I(S) = (X,Y), de
fato: como X,Y € I(9), entdao (X,Y) C I(S). Dado f € I(S) tem-se f(0,0) = 0, ou seja, o
termo independente de f é nulo e assim podemos escrever f = X - f1(X,Y)+Y - fo(X,Y) com
f1, f2 € k[X,Y], consequentemente, f € (X,Y). Segue dai que I(S) C (X,Y).

Com isso, temos a seguinte funcao

{ subconjuntos de A"(k) } — { ideais de k[X},...,X,] }
S —> I(S) '

No préximo objetivo é fazer o caminho inverso, associar um ideal qualquer de k[ X1, ..., X,,]
a um subconjunto de A™(k).

Definicao 1.2. Seja £ um corpo arbitrario. Uma variedade afim ¢é o lugar geométrico em
A"™(k) onde uma cole¢ao de equagbes polinomiais é satisfeita.

Dada uma cole¢ao de polinomios B C k[Xj, ..., X,,], denotaremos por V(B) a variedade afim
associada a colecao B, ou seja,

V(B) := {(a1, ..., an) € A™K); f(ar,..,an) =0 ¥ f & B).

Quando B = {fi, ..., f;m} ¢ finito, denotaremos V(B) simplesmente por V(fi, ..., fn).

4



Exemplo 1.2. Considere f =Y — X? € R[X,Y]. Assim

V(f) = {(z,y) € A’(R); y =27},

ou seja, V(f) é o grafico de uma pardbola em A?(R) = R?:

Figura 1.1: Representacio grafica da parabola y = 2% em R2.

O proximo resultado que vamos enunciar nos diz que nao precisamos considerar variedades
afins geradas por subconjuntos quaisquer de k[X7, ..., X,,], pois é suficiente apenas considerar
as variedade geradas por ideais.

Proposicao 1.1. Seja B C k[Xy, ..., X,]. Se I € o ideal gerado por B, entao V(I) = V(B).

Demonstracao. Seja a € V(I). Assim, para todo f € I temos f(a) = 0. Em particular, para
todo f € B C I vale f(a) = 0, consequentemente, a € V(B). Desse modo, V(I) C V(B).

Para a inclusdo revesa considere a € V(B) e f € I. Como I é gerado por B existem
polindémios fi, ..., frs € B € g1,..., gm € k[ X1, ..., X,,] tais que f = Z;nzlgjfj. Segue dai que

m m

fla)=2_ gi(a)- fi(a) =) g;(a)-0=0.

Jj=1 Jj=1

Sendo f um polindmio arbitrario de I, entdo a € V(I). Logo, V(B) C V(I).
[

Esta proposicao nos diz que toda variedade afim pode ser gerada por um ideal. Por outro
lado, sabemos pelo teorema da base de Hilbert 1.1 que todo ideal em k[X7, ..., X,,] é finitamente
gerado. Desse modo, toda variedade afim pode ser gerada por uma colegao finita de polinomios.
No caso particular, quando a variedade ¢ gerada por um unico polinomio de grau d, dizemos
que ela é uma hipersuperficie afim de grau d. Se n = 2 ou n = 3, podemos nos referir a uma
hipersuperficie de grau d por curva de grau d ou superficie de grau d, respectivamente.

Com isso, temos a seguinte funcao

{ ideais de k[X,..., X, } — { subconjuntos de A"(k) }
I — V(I)

De modo geral, se V(I) é a variedade afim gerada pelo ideal I C k[X1, ..., X,,], nem sempre
temos [(V(])) = I. Vejamos um exemplo a seguir onde isso ndo acontece.

Exemplo 1.3. Sejam f = X2 +Y? € R[X,Y] e I = (f). Assim, pela proposi¢ao 1.1, temos
V(1) = V(f) = {(0,0)}. Além disso, I(V(1)) = [({(0,0)}) = (X, Y) (veja, exernplo 1.1).

Observagao 1.1. Um dos principais motivos pelos quais consideramos k um corpo algebrica-
mente fechado, a menos que seja mencionado o contrario como em algumas defini¢coes acima, é
pelo fato de que exemplos peculiares como V(X2 +Y?2+1) = @ em A?(R) s6 acontecem em um
caso bem especifico (teorema 1.2). Além disso, quando n > 2, uma hipersuperficie no espaco
afim de dimensao n sobre um corpo algebricamente fechado tem infinitos pontos.

5



Por outro lado, por definigao, sempre vale I C I(V(7)). Como veremos, ndo vale a igualdade
nem quando k é algebricamente fechado, entretanto, neste caso existe um resultado da geometria
algébrica que nos descreve I(V(I)) em termos de . Antes de enuncid-lo, vejamos um resultado
e mais algumas definigoes necessarias.

Teorema 1.2 (Weak Nullstellensatz). Se V(I) = (), entao I = k[Xq, ..., Xy].
Demonstracao. Veja [1, teorema 1 - segao 4.1]. [ |

De modo equivalente, o teorema Weak Nullstellensatz 1.2 nos diz que se [ é um ideal
préprio de k[Xi, ..., X,,], entdao V(I) # (). No caso k = C ele pode ser considerado como
uma generalizacao mais forte do teorema fundamental da algebra ? para polinomios de vérias
variaveis. Com efeito, dado f € C[Xy,..., X,,] ndo constante, temos (f) # (1). Assim, por
Weak Nullstellensatz, V(f) # 0, isto é, existe (z1,...,2,) € C" tal que f(z1,...,x,) = 0. Mais
ainda, ele consegue garantir quando um sistema de equacoes polinomiais com coeficientes em
C possui solugao.

Definig¢ao 1.3. Dado um ideal I C k[X7, ..., X,,], defina-se o radical de I, denotado por rad([),
como sendo
rad(I) .= {f € k[ Xy, ..., X,.]; f™ € I para algum m > 1}.

Proposigao 1.2. O subconjunto rad(l) é um ideal de k[X1, ..., X,).

Demonstragao. Claramente, 0 € rad([). Sejam f, g € rad(I) e h € k[X7, ..., X,;]. Assim, existe
m,l > 1 tal que f™, g' € I. Desse modo, tem-se (hf)™ = h™f™ € I, consequentemente,
hf € rad(I). Além disso, segue do teorema binomial para anéis que

(f+gm" = > N

m+l—1 <m + -1
k=0

)fm—f—l—l—kgk
o Se k> 1 tem-se fmHi-17Fghk c .

e Sek<lentaiom—1<m+1—1—k,assim fmti-1-Fgk c I.

Logo, (f +g)™™"t € I e assim f + g € rad(I). Portanto, rad(I) é um ideal em k[ X, ..., X,,].
|

Observacgao 1.2. Para todo ideal I de k[Xj, ..., X, vale I C rad([).

Exemplo 1.4. Seja p um ideal primo de k[Xq, ..., X,,]. Afirmamos que rad(p) = p. Com efeito,
pela observagao acima, temos p C rad(p). Seja f € rad(p), assim existe m > 1 tal que f™ € p.
Como p é um ideal primo, tem-se f € p, consequentemente, rad(p) C p. Portanto, rad(p) = p.

Exemplo 1.5. Seja [ = (X™,Y™) ideal em k[X,Y] com m,n > 1. Entao, rad(/) = (X,Y),
de fato: Seja f € rad([), assim existe r > 1 tal que f" € I = (X", Y") C (X,Y). Como
(X,Y) é um ideal primo tem-se f € (X,Y). Logo, rad(I) C (X,Y). Além disso, observe que
X, X erad(]), pois X", Y™ € I, assim (X,Y) C rad(/). Portanto, rad(I) = (X,Y).

Com esta definicao de radical de um ideal podemos enunciar um teorema que caracteriza
os ideais gerados por variedades afins:

Teorema 1.3 (Nullstellensatz). Seja I ideal de k[ X, ..., X,], entdo I(V(I)) = rad(]).

Demonstragao. Veja [1, teorema 6 - se¢ao 4.2]. |

20 teorema fundamental da dlgebra afirma que o corpo dos niimeros complexo é algebricamente fechado.
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Como sabemos, k[X1, ..., X;,| ¢ um dominio de fatoragao tnica. Assim, uma consequéncia
quase imediata do teorema Nullstellensatz 1.3 é o seguinte:

Coroldrio 1.1. Dado f € k[X3, ..., X,,] nao constante, seja f = cfi* -+ f& a decomposicio de
f em distintos polinémios irredutiveis em k[ X1, ..., X,,] com ¢ € k. Entao I(V(f)) = (fr- fr)-

Demonstracao. Considere I = (f). Assim, pelo teorema Nullstellensatz 1.3, é suficiente mostrar
que rad(f) = (f1--- fs). Seja N = max{ay,...,as} entdo

(i f)V = fmm e fi e f el

assim f--- fs € rad(I), consequentemente, (f;--- fs) C rad(/). Para a inclusao reversa, dado
g € rad(I) existe m > 1 tal que g™ € I = (f). Segue dai que

9" =hf=chfi*--- [,

para algum h € k[X, ..., X,]. Desse modo, fi, ..., fs sao fatores irredutiveis de ¢”. Por outro
lado, a fatoracao de g™ em polindomios irredutiveis sao poténcias m-ésima dos fatores irredutiveis
de g. Logo fi,..., fs sao fatores irredutiveis de g, consequentemente, g € (f1 - fs) e assim
rad(I) C (f1--- fs). Portanto, rad(l) = (f1--- fs).

|

Desse modo, o corolario acima nos diz que, quando o corpo é algebricamente fechado, a
dificuldade de encontrar I(V(f)) estd relacionado com a dificuldade de encontrar os fatores
irredutiveis de f em k[Xy, ..., X,].

Teorema 1.4. (Correspondéncia Ideal-Variedade)
i) Sejam I e J ideais de k[X1,...,X,]. Se I C J, entao V(I) D V(J).
ii) Sejam Ve W wvariedades afins de A™(k). Se V-C W, entao I(V) D I(W)
iii) Se V' € uma variedade de A™(k), entio V(I(V)) = V.

Demonstracao. Os itens (i) e (i7) sdo imediatos. Deixamos os detalhes para o leitor.

(73i) A inclusao V' C V(I(V)) segue da definigdo. Para a inclusao reversa, considere I ideal
de k[Xy,...,X,] tal que V. =V(I). Se f € I, entao f se anula em V', assim f € I(V'). Deste
modo, temos I C I(V'). Segue do item (i) que V(I(V')) C V(I) = V. Portanto, V(I(V)) = V.

|

Com essa correspondéncia ideal-variedade e o corolario do teorema Nullstellensatz temos a
seguinte caracterizacao para hipersuperficies afim:

Proposicao 1.3. Seja V' uma variedade afim em A™(k). Entao V € uma hipersuperficie se, e
somente se, I(V') € principal.

Demonstragao. Suponha que V' = V(f) para algum f € k[X},.., X,]. Segue do coroldrio do
teorema de Nullstellensatz 1.3 que

I(V) =I(V(f)) = rad({f)) = {fr--- fr),

onde fi, ..., fr sdo os fatores irredutiveis nao associados de f em k[X7,..., X,,].
Reciprocamente, suponha que I(V') = (g) para algum g € k[Xy, ..., X,,]. Pelo item (iii) do
teorema Correspondéncia Ideal-Variedade 1.4 temos

V =V(I(V)) =V((g)) = V(g).



Observacao 1.3. A hipdtese de k ser algebricamente fechado é essencial para a veracidade da
implica¢ao (=) da proposi¢ao anterior, veja o exemplo 1.3.

Para finalizar a secdo vamos munir o espaco afim com uma topologia®. Antes disso, vamos
ver mais duas propriedades que o conjunto das variedades afins possui:

Proposicao 1.4. Para qualquer espago afim A" (k) temos:
i) A intersecdo de qualquer cole¢ao de variedades afins € uma variedade afim.
ii) A reunido finita de variedades afins € uma variedade afim.

Demonstracao.

i) Seja {V,}o uma colegao de variedades afins. Para cada « existe um ideal I, C k[ X7, ..., X,,]
tal que V, = V(I,). Afirmamos que

()

Com efeito, sejam a € (), Vo e f € U, Io. Assim, existe a tal que f € I,. Comoa € V,, =
V(I,) tem-se f(a) = 0. Logo, a € V (U, 1), consequentemente, (), Vo, € V (U, L.). Para
a inclusao reversa, seja a € V (|, I,). Assim, para todo a e f € I, temos f(a) = 0, isto
é, a € V(I,) =V, para todo a. Logo, a € [, Va, consequentemente, V (|, Io) € (), Va-

ii) Sejam V e W variedades. Assim, existem ideias I, J C k[X7, ..., X,,] tais que V =V(I) e
W =V(J). Afirmamos que

VUW =V({fg; fel e geJ})

Com efeito, sejam a € VUW, f € T eg € J. Sea € V entdao f(a) = 0 e assim
(f9)(a) = f(a)g(a) = 0. Se a € W, entao g(a) = 0 e assim (fg)(a) = f(a)g(a) = 0.

Deste modo, em ambos os caso temos a € V({fg; f €I e g€ J}), consequentemente,

VUW CV({fg; fel e geJ}).

Para a inclusao reversa, seja a € V({fg; f €1 e g€ J}). Se g(a) = 0 para todo g € J,
entdo a € W, consequentemente, V({fg; f €1 e ge J}) C VUW. Suponha que exista
g € J tal que g(a) # 0, assim para todo f € I tem-se f(a)g(a) = (fg)(a) = 0, implicando
f(a) =0. Logo, a € V e assim V({fg; f€l e ge J}) CVUW. O resultado segue

usando inducao finita sobre n.
[

Desse modo, usando as leis De Morgan da teoria dos conjuntos, o resultado anterior nos
possibilita adicionar uma estrutura topoldgica no espaco afim, basta definir como subconjunto
aberto o complementar de uma variedade afim. Essa topologia é chamada de topologia de
Zariski em A" (k). O fecho de Zariski de um subconjunto de A"(k) ¢ facilmente caracterizado:

Proposicao 1.5. Seja S C A™(k). Entio S = V(I(9)).

Demonstragdo. Por definicdo, temos S C V(I(S)). Sendo S o menor fechado que contém S,
tem-se S C V(I(S)). Como S C S segue do teorema Correspondéncia Ideal-Variedade 1.4 que
V(I(S)) C V(I(S)) = S. Portanto, S = V(I(S)). |

3Para as nocdes topoldgicas bésicas, indicamos a leitura do famoso livro de topologia do Munkres [11].
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1.2 Algumas consideragoes sobre A"(FF,)

Quando consideramos hipersuperficies no espago afim sobre um corpo finito [, podemos nos
questionar sobre a cardinalidade maxima desse conjunto com relacao ao grau da hipersuperficie,
dimensao do espaco e ¢q. Desse modo, esta secao tem por objetivo dar uma resposta para esta
indagacao.

Teorema 1.5. Seja f € F,[Xy,...,X,] com deg(f) =d > 0. Entao
VAl < dg"~.

Demonstracao. Se d = 0, entao f é constante e diferente do polindomio identicamente nulo, o
resultado segue. Se d = 1, entao

f:CL0+CL1X1+"'+CLan.
Como deg(f) =1 tem-se a; # 0 para algum j = 1,...,n. Fazendo f =0 temos
Xj = —a;l(ao + &1X1 —+ -+ Clj,1Xj,1 + aj+1Xj+1 R Clan)

Assim, para cada i # j existem ¢ possibilidades para X;, consequentemente, |V(f)| = ¢"'.
Sabemos que o resultado é verdadeiro para n = 1. Assim, mostramos que o teorema é ver-
dadeiro para os casos d < 1 ou n = 1. Prosseguimos usando inducao duas vezes. Suponha
que seja verdadeiro para todo polinomio de grau d’ com 0 < d’ < d e no maximo n varidveis.
Vamos provar que é verdadeiro para um polinomio f(Xi, ..., X,,) com n indeterminadas de grau
d dividindo a prova em dois casos:

Caso 1: Suponha que f seja divisivel por X1 — ¢ para algum c € F,. Temos
f=X1—0yg
para algum g € F,[X}, ..., X,] com deg(g) = d — 1 < d. Pela hipdtese de indugao
V(g)| < (d—1)g" .

Deste modo, tem-se [V(f)| < |[V(X; —¢)| + [V(9)| =¢" '+ (d—1)¢" ' =dg" "

Suponha agora que seja verdadeiro para todo polinomio com m variaveis, 1 < m < n, e de
grau no maximo d.

Caso 2: Suponha que f nao seja divisivel por X; — c para todo ¢ € F,. Assim, para todo
c € F, tem-se g(Xs, ..., X,,) = f(c, Xo, ..., X;,) é um polindomio com n — 1 varidveis, nao nulo e
de grau no mdximo d. Pela hipStese de inducao |V(g)| < dg" 2 em A""!(F,). Como existe ¢
escolhas possiveis para ¢, entao

V(f)| < q-dg"*=dq" "
m

Teorema 1.6. Sejam n > 2 e V(f) C A™(F,) uma hipersuperficie de grau d, com 2 < d < q.
Se |V(f)| < dg"!, entdo
V()] < dg"™" = (d—1)g" .

Demonstragao. Veja [12, proposicao 2]. [



1.3 Espaco projetivo: ao infinito e além!

Na geometria euclidiana plana dizemos que duas retas distintas sao concorrentes se possuem
um unico ponto em comum e sao ditas paralelas se nao possuem nenhum ponto em comum.
Entretanto, por experiéncias cotidianas, todos nés ja tivemos aquela leve sensacao que retas
paralelas se interceptam no “infinito”. Um exemplo simples deste fenomeno ocorre quando
viajamos de carro sobre uma estrada reta; existe uma leve sensacao que todas as retas para-
lelas que constituem a estrada se encontram no horizonte. Outra questao pertinente, que nos
leva a acreditar que exista algo interessante no “infinito” a ser analisado, é o comportamento
assintético de algumas curvas planas. Por exemplo, a hipérbole X? — Y2 = 1 no plano R?
possui duas assintotas Y = X e Y = —X (dire¢bes assintdticas). Essas retas no plano nunca se
interceptam com a hipérbole, porém, no infinito, temos a sensacao que a hipérbole intercepta
cada reta em dois pontos distintos:

Figura 1.2: Direcoes assintéticas da hipérbole X2 —Y? = 1 em R?

O conceito de espago projetivo originou-se deste efeito visual, onde retas paralelas parecem
se encontrar no “infinito”. Grosso modo, podemos imaginar o espaco projetivo como sendo o
espago afim com esses pontos no infinito. Esta ideia ficarda mais clara adiante.

Definigao 1.4. Seja k& um corpo arbitrario. O espago projetivo de dimensao n sobre £k,
denotado por P"(k), é definido como sendo o conjunto das retas em A" (k) que passam pela
origem.

Dado (aq, ..., a,) € A" (k), considere
span(ag, ..., a,) = {A(ag, ..., a,); A € k}.
Com isso, podemos escrever
P"*(k) = {span(ag, ..., an); ag, ..., a, € A"(k) ndo sao todos nulos}.

Comumente, os elementos de P"(k) serao chamados de pontos.

Por mais estranho que possa parecer a definicao de espaco projetivo dada em 1.4, em relagao
as observacoes feitas no inicio desta secao, mostraremos que podemos identificar ele como sendo
o espaco afim de dimensao n com alguns pontos no infinito, o qual justifica parcialmente o
motivo de darmos preferéncia em trabalhar no espaco projetivo do que no afim para o estudo
de hipersuperficies. Antes disso, uma indagacao que surge naturalmente quando se considera
0 espaco projetivo sobre um corpo finito é sua cardinalidade, que é obviamente finita:
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Proposigao 1.6. [P"(Fy)| = ¢" +---+¢+ 1.
Demonstragio. Dado (ag, ..., a,) € A""H(F,) nao nulo, tem-se

lspan(ag, ..., an)| = {A - (ao, ..., an); A € F}| =g,

isto é, cada reta que contém a origem em A"T!(F,) tem exatamente ¢ pontos. Além disso,
sabemos que [A"TH(F,)| = [F7*! = ¢"*!, assim as retas que contém a origem devem passar em
todos os outros ¢"*t! — 1 pontos do espaco. Deste modo, existem ¢"*' — 1 retas, entretanto,
cada reta foi contada ¢ — 1 vezes. Segue dai que

¢ =1 _(a—-D(@"++q+1)

|P" ()| ) | ¢" 4 g+

Devido ao fato de que o numero |P*(F,)| = ¢" + --- + g + 1 vai aparecer vérias vezes no
capitulo 3, vamos fixar uma notacao para facilitar a leitura e escrita. Defina 6, : Z — {0} UN
por

|P*(F,)] sez>0
04(z) =

0 caso contrario

Para visualizar o espago projetivo como sendo o espaco afim com alguns pontos no infinito,

primeiramente, vamos identificar ele como sendo o quociente de uma relacao de equivaléncia:

defina-se em A""!(k) a seguinte relagao (ag, ..., a,) ~ (aj, ..., al,) se (ag,...,an) = X+ (ap, ..., a,)

para algum A € k£ nao nulo. o
Proposigao 1.7. A relacio ~ em A" (k) é uma relagdo de equivaléncia.
Demonstracao.

o Reflexibilidade: Como (ag, ...,a,) = 1- (ag, ..., a,) tem-se (ag, ..., a,) ~ (ag, ..., ay).

e Simetria: Suponha que (ag, ...,a,) ~ (ayp,...,a),). Logo existe A € k nao nulo tal que
/

(ag,...,an) = X - (ap, ...,al,). Assim, A=* é nao nulo e vale (aj, ...,a,) = X7' - (ag, ..., an),

ey Uy

consequentemente, (ag, ..., a,) ~ (ag, ..., ap).

ah
e an
existem A, 8 € k nao nulos tais que (ag, ..., a,) = A-(ag, ..., al,) e (ag, ...,al) = B-(ag, ...,ar).
Segue dai que - é ndo nulo e vale (ag, ..., a,) = A-(ag, ...,al) = X-5-(af, ...,a). Deste
modo, (ag, ..., an) ~ (ag, ..., ar).

coy Uy

e Transitividade: Suponha que (ay, ..., a,) ~ (ag,...,a,) e (ay,...,a,) ~ (af,...,al). Logo,
)

Assim, de maneira natural, podemos identificar o n-ésimo espaco projetivo como sendo o
conjunto da classes de equivaléncia P"(k) ~ (A""!(k) — {0})/ ~. Essa identificagdo nos leva
a seguinte definigdo: dizemos que um subconjunto de P"(k) é um subespago de dimensao
m se ele é o conjunto das classes de um subespaco vetorial de dimensao m + 1 em A"T!(k)
menos a origem; denotaremos por dim(S) a dimensao do subespago S de P"(k). Os subespago
de dimensao 1 e 2 em P"(k) s@o chamados de retas e planos, respectivamente. Uma vez
definido reta no espaco projetivo é de imediata verificagao que duas retas distintas em P?(k)
se interceptam em um tnico ponto, pois dois subespacos vetoriais distintos de dimensao 2 em
A3(k) = k3 se interceptam em um subespago de dimensdo 1. Dado um subespago S C P"(k)
de dimensao m definimos a codimensao de S, denotada por codim(S), com sendo

codim(S) := dim(P"(k)) — dim(S) = n — m.

Em particular, quando k = F,, a cardinalidade de um subespaco de dimensao m de P™(F,)
¢é facilmente calculado.
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Proposigao 1.8. Se S é um subespago de dimensio m em P™(F,), entdo |S| = 6,(m). Em
particular, uma reta e um plano em P"(F,) tém q+ 1 e ¢> + q + 1 pontos, respectivamente.

Demonstracao. Basta observar que S corresponde a um subespaco vetorial de dimensao m + 1
de A""(FF,), o qual sabemos ser isomorfo a A" (F,). O resultado segue.
|

Exemplo 1.6. Sejam P = [ug: -+ : u,],Q = [vg : -+ : v,] € P*"(k) com P # Q. Considere os
vetores u = (uq, ..., u,) € v = (vg, ..., v, ). Claramente, u e v sdo ambos nao nulos e linearmente
independente (P # ). Deste modo, o subespago vetorial gerado por u e v, denotado por
span(u,v), tem dimensao 2 e

span(u,v) = {au + pv; a,f € k}.
Assim, a reta em P"(k) que contém os pontos P e ), denotada por I(P,Q), é o conjunto

(P,Q) = {[aug + Py : - -+ : au, + Pv,| € P'(k); «, B € k ndo sao ambos nulos}

Observe que se (ayg, ...,al,) ~ (ag,...,a,), entdo span(ao, ..., a,) = span(ag, ...,a,). Assim,
sem nenhuma ambiguidade, o ponto P = span(ay, ..., a,) € P"(k) serd denotado simplesmente
por [ag : -+ : a,] e chamamos aq, ..., a,, de coordenadas homogéneas do ponto P.

Estamos quase no momento de identificar o espaco projetivo como sendo o espago afim
com alguns pontos no infinito. Claramente, nao queremos uma simples identificagao. Em
nosso contexto, seria interessantes se o espaco afim fosse mergulhado, preservando a estrutura
algébrica afim. Para isso, podemos, de forma natural, parametrizar a maioria das retas em

A" (k) por um espaco afim de dimensao n. Para cada i = 0, ...,n defina
Ui = {lao: - :a,] € P*(k); a; # 0},
chamada de i-ésima carta afim.

Lema 1.2. Para cada i =0, ...,n a sequinte rela¢io @; : U; — A™(k) definida por

ap Ai—1 Qiy1 Qn
wi(lag : -+ ay]) = (— - ,— ,...,—)

b
Q; a; Q; a;

¢ uma funcgao bijetora. A inversa de @; € dada por 1; : A" (k) — U; definida por

%(CLO, ey i1, A1, ---an) = [Go Doy liagey e an]-

Demonstracao. Para simplificar a notagao, consideremos ¢ = 0.

Seja [ag : -+ 1 ay) = [ag : -+ 1 al)] € Uy. Existe, por definicdo, A € k nao nulo tal que

(ag, ...,al,) = X (ag, ..., a,). Segue dai que

. ) [ @m ap \ Aaq Aay, o all a/;L _ I _—
wo(lao : say)) = (ao’ e ao) = <)\a0’ e Aao) = (%, o = o([ag : ca ).

Assim, a relagao ¢q esta bem definida como fungao. Para verificar que ¢y é uma bijecao, com
inversa 1)y, basta observar que

(po 0 o) (a1, ..., an) = @o(o(ay, ...,an)) = wo([l:ar: - :a,]) = (a1, ...,a,)
ogalfan: s onl) = v (21022 ) = 1255 22 g

Portanto, ¢y ¢ uma funcao bijetora com inversa t)y.
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Dessa maneira, para cada ¢ = 0, ...,n, podemos identificar U; ~ A"(k). Observe que para
cada ponto [ag : -+ : a,] € P"(k) existe, por defini¢ao, a; # 0 e assim [ag : --- : a,] € Uj.
Portanto, podemos escrever

P"(k) = UyU---UU,, com U; ~ A™(k).

No préximo capitulo, veremos, de forma andloga ao caso afim, que podemos munir o espaco
projetivo com uma nogao topoldgica usando as variedades projetivas (a serem definidas). Com
esta topologia, a funcao do lema 1.2 torna-se um homeomorfismo * entre os espacos topoldgicos
U; e A"(k) (proposigao 2.9). Assim, deixaremos de apenas identifica-los e passaremos a consi-
derar uma igualdade, pois eles possuem a mesma estrutura que estamos investigando.

Exemplo 1.7. As retas span(ag, a;) C A%(R) sao definidas pela equagao linear
CL()X — CL1Y =0.
Quando ag # 0 ao dividir tudo por ag, temos

x=%y,
Qo

esses sao os elementos de Uy. Quando a; # 0 ao dividir tudo por aq, temos

y =% x
ay
esses sao os elementos de Uj.
Considere H; = P*"(k)\U; ={lao : -+ : an); a; =0 e (ag,...,a;_1,@i11, .., an) 7# 0}. Assim,

podemos identificar H; como sendo P~ (k)
[ag: a1 :0: @iy :ay] € Hy¢—[ag:--+:aji_1: a1 :---:ap € P"1(Ek).
Portanto, podemos expressar
P"(k) = U; U H; = A"(k) UP" ! (k),

onde identificamos P°(k) como um ponto. Os pontos em P"~!(k) sdo chamados de pontos no

infinito de P" (k).

Exemplo 1.8. Considerando a carta afim Uj e escolhendo um representante para cada classe,
pelo exposto acima, podemos escrever

P(k) = {(1, 21, ..., 2n), (T1,...,2,) € A"(K)} UP" (k).

O primeiro conjunto da reuniao é identificado como sendo A" (k). Por exemplo, no caso k = R,
podemos escrever P2(R) = {(1,a,b); (a,b) € R?} U{(0,1,¢); ¢ € R} U{(0,0,1)} e os pontos

com primeira coordenada nula sao os pontos no infinito.

Para finalizar estd secao, apresentamos outra maneira de identificar o espago projetivo, o
qual nos auxiliarda em alguns resultados no capitulo 3.

Definicao 1.5. Seja k um corpo arbitrario. O espago projetivo dual de dimensao n sobre
k, denotado por P"(k), é definido como sendo o conjunto de todos os subespagos de dimensao
n do espago vetorial A" (k) = kL.

4Uma bijecdo continua com inversa continua.
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Sabemos da &lgebra linear que os subespagos vetoriais de dimensional n de A"*!(k) podem
ser expressos da seguinte forma H(py, ..., p,) = {(x0, ..., x,) € A" (k); zopo + -+ + Tpn = 0},
para algum (py, ..., p,) # 0. Além disso, temos

H(po, -, pn) = H(ph, -, 0p) © [po o+ tpul = [pg 2 -+ 2 o] € P"(K).
Deste modo, H(po, ..., pn) <— [P0, -.., Pn] identifica P*(k) com P (k).
Proposicao 1.9. Dado P = [py:---:pn), P = [py:---: pl] € P*(F,) distintos, entdo
{H € P"(F,); P,Q€ H}| =0,(n—2)

Demonstragao. Para as coordenadas homogéneas de P e P’ pertencerem ao conjunto H (ao, ..., a,),
devemos ter
Poao + -+ - + Ppay :p6a0 + - +p;1an =0.

O conjunto solucao ay, ..., a, forma um subespaco vetorial de dimensao n — 1 em A" (k), o
qual corresponde em P"(k) como sendo um subespago de codimensao 2.

Observagao 1.4. Dado P € P"(k), com um argumento andlogo feito na proposi¢ao anterior,
tem-se

{H € Pn(Fq)Q P e H} =0g(n—1).

1.3.1 Mudancga linear no sistema de coordenadas projetivas

Depois de definido um novo espaco é comum estudar os automorfismos existentes. Por exemplo,
considerando £ = k™! como um k-espaco vetorial, estudamos na algebra linear as funcoes
bijetoras A : E — E tais que

Alax +y) = aA(z) + A(y)

para todo x,y € E e o € k, chamadas de transformagoes lineares (bijetoras). Uma vez
fixado em FE a base canonica, existe um isomorfismo natural entre o conjunto das transformagoes
lineares A : £ — F e o conjunto das matrizes inversiveis de ordem n + 1 com coeficientes em
k, chamado grupo linear geral e denotado por GL, (k). Sendo assim, ao considerarmos
A . F — FE uma transformacao linear, denotaremos também por A a matriz associada em
GL,11(k) em relagao & base canonica e vice-versa. Como no caso do espago afim A" (k),
nao consideramos a estrutura vetorial existente, assim a origem nao desempenha nenhum papel
central. Os automorfismos que consideramos neste caso sao T : A" (k) — A" (k) tais que
T(x) = A(x) + b, onde A : E — E é uma transformacao linear e b € A""'(k), chamada
de transformacgao afim (ou afinidade). Para o caso projetivo, primeiramente, observe que
as retas de F que passam pela origem (subespagos vetoriais unidimensionais) sdo da forma
r = {av;a € k} para algum v € E nao nulo. Segue dai que A(r) = {aA(v); a € k} é uma reta
em F. Deste modo, fica bem definido

Zo

T: P*(k) = P"(k), com T([xg:---:ax,])=A-| + |,

onde A € GL,41(k), isto é, se A = (a;j)o<ij<n €ntao

n

T([zg:-:z,)) = Zaojxj:---: AnjTj |

J=0 J=0

3
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chamada transformacao projetiva (ou projetividade). Observe que uma transformagcao
projetiva diz respeito a uma mudanga linear no sistema de coordenada de P™(k), considerando

(yo, ,yn) = (Z Ao Ty, ...,Zanjxj) 5
j=0 Jj=0

entao o, ..., Yo S0 as novas coordenadas homogéneas de P" (k).

Claramente, A, B € GL,1(k) definem a mesma transformagao projetiva se, e somente se,
A = AB para algum A\ € k nao nulo. Segue dai que o grupo das transformacoes projetivas é
isomorfo a

PGL, (k) := —Gf;}égk),

chamado de grupo linear projetivo.
Antes de prosseguirmos com mais algumas questoes sobre mudanca linear no sistema de
coordenadas, precisamos de algumas defini¢oes da algebra comutativa.

Defini¢ao 1.6. Seja R # {0} um anel comutativo com unidade. Dizemos que R é uma k -
algebra se existe um homomorfismo de anéis f : k — R. Neste caso, como os Unicos ideais de
k sdo os triviais e f(1) =1, f é injetivo e podemos considerar k como subanel de R.

Observagao 1.5. (a,7) € k x R+ f(a) -r € R torna o anel R um k - espago vetorial.

Exemplo 1.9. O anel do polinomio em n + 1 indeterminadas k[Xy, ..., X,,] é uma k-algebra
com o homomorfismo natural f : k — k[X, ..., X,,] dada por a — f,(Xo, ..., X,,) = a.

Definigao 1.7. Sejam R e R’ duas k-algebras. Dizemos que f : R — R’ é um homomorfismo
de k-algebras se:

i) f:R— R éum homomorfismo de anéis.

ii) f: R — R é uma transformacao linear ao considerarmos R e R’ como sendo k-espagos
vetoriais (veja, observagao 1.5).

Além disso, se f for bijetora dizemos que ela é um k-isomorfismo.
Cada matriz A € GL,41(k) induz um k-isomorfismo
A" kYo, Y] = K[ X, X,
onde para cada f € k[Yp,...,Y,] a funcdo A* associa o polinémio A*f tal que

(A* ) (20, .y zn) = f(A (g, ..., )

para todo (xg, ..., z,) € k"™'. Mais explicitamente, se A™* = (b;;)o<i j<n ¢ a inversa de A, entao

(A*f>(X0, ceey Xn) = f (Z bOij, ceey an]X]) .
j=0 j=0

Exemplo 1.10. Considere

€ GL3(C)

N

I
oo
o =
— o W
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cuja inversa é dada por

1 -2 1
At'=10 1 =2
0 0 1

Deste modo, se T : P?(C) — P?(C) ¢é definida por A, entao
T([xg: 1t xa]) = [w0 + 221 + 322 1 21 + 239 © X9
e A* : k[Yy, Y1, Y] — k[Xo, X1, X5] é definido por
(A" F)(Xo, X1X2) = f(Xo — 2X, + Xo, X; — 2X5, X3)
Po exemplo, considere a pardbola projetiva f =YY, — Y entao

(A*f) = f(Xo —2X1 + Xo, X; — 2X5, X5)
= (X] —2X2) X5 — (Xo — 22X + X>)?
= X1 X5 —2X2 — ((Xo — 2X1)? +2(Xo — 2X1) Xy + X3)
= X1 Xo — 2X5 — (X7 — 4X0 X +4X7 +2X0Xo — 4X: X5 + X3)
= X1 Xy — 2X3 — XZ +4Xo X, —4X7 —2Xo Xy +4X, Xy — X7
=5X1Xy —3X5 — X2 +4Xo X, —4X7 — 2XXs.
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Capitulo 2

Variedades no espaco projetivo

Como ja haviamos mencionado, o conceito de variedades é um dos principais objetos de estudo
da geometria algébrica classica. No caso afim, ela consiste no lugar geométrico onde uma
colecao de equagoes polinomiais é satisfeita. Neste capitulo, estamos interessados em estender
esta definicao para o caso projetivo, entretanto, uma vez que o espago projetivo é o quociente de
uma relacao de equivaléncia, o minimo que esperamos ¢ que a definicao de variedades no espaco
projetivo nao dependa da escolha do representante da classe. Claramente, isso nao acontece
para todo polinomio. Desse modo, na primeira secao deste capitulo, definimos uma classe
muito especial de polinémio (homogéneos) e associamos a cada polinomio com n varidveis
um polinémio homogéneo com n + 1 varidveis (homogenizagao). Posteriormente, definimos
variedades no espacgo projetivo e apresentamos uma versao do teorema Nullstellensatz no caso
projetivo, que nos possibilita caracterizar as hipersuperficies de forma analoga do caso afim.
Para finalizar o capitulo, falamos sobre hipersuperficies equivalentes, espaco tangente de uma
variedade projetiva em um ponto e o teorema de Bezout.

2.1 Polinomios homogéneos e homogenizacao

Tendo em vista a definicao de variedades no espaco afim, poderiamos, de forma ingénua, tentar
definir de modo semelhante variedades no espaco projetivo. Entretanto, ao definir um novo
conceito em um espaco de classes de equivaléncia, em geral, é utilizado um elemento como
representante de cada classe, mas, para uma boa definicao, sempre € indispensavel que o conceito
nao dependa da escolha do representante. Vejamos, por meio de um exemplo, como em geral
o conjunto dos zeros de um polindmio no espaco projetivo nao esta bem definido para todo
polindmio: considere o polindomio f(X,Y) = X2 +Y? —2 € C[X,Y]. Temos [1: 1] = [2: 2]
em P!(C). Observe que f(1,1) = 0 # 6 = f(2,2). Deste modo, o conjunto dos zeros de
f=X%+Y?—-2em P(C) nao estd bem definido, pois neste caso a equacao f = 0 depende da
escolha do representado da classe.

Definigao 2.1. Seja k& um corpo arbitrario. Dizemos que um polinémio f € k[Xo,..., X,,] é
homogéneo de grau d > 0 se todos os seus monomios nao nulos tém o mesmo grau total
igual a d.

Exemplo 2.1. Para todo d > 0 o polinomio f = X+ ---+ X2 é homogéneo de grau d.

Talvez, experiéncias com calculo ou equacoes diferenciais faga o leitor estranhar a definigao
de polindomio homogéneo. Pois bem, mostraremos a seguir que a definicao dada acima é equi-
valente a definicao que geralmente aparece no mercado.

Proposicao 2.1. Seja f € k[Xy, ..., X,,] nao nulo. Entdo f € homogéneo de grau d > 0 se, e
somente se, f(AXo,...,A\X,,) = M\ f(Xo, ..., X,,) para todo X € k.
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Demonstracao. Suponha que f seja homogéneo de grau d. Assim, podemos escrever

onde cz? +---+aj =dea; €k para todo j =1,...,m. Logo, para todo A € k vale

a;(AXo)% - (AX,,)7

NE

FOAXp, oy AX)

1

<.
Il

0 aQ n a”
A X A X

NE

1

<.
Il

0 n
al+ta? v Qj
a; A 1 Xy Xn

NE

1

(X, .o Xp).

NURRE

Reciprocamente, suponha que f(AXo,...,AX,) = X f(Xy, ..., X,,) para todo A € k. Seja
a4, X* um termo monomial ndo nulo de f, com a = (ay,...,a) ¢ X = Xg--- X,,. Assim, por
hipétese, tem-se

aa(AX0)™ - (AX,)* = AMa X

Deste modo, devemos ter A\®! --- A% = X% consequentemente, a; + - - - + a,, = d. Portanto, f

¢ um polinomio homogéneo de grau d.
|

Seja h o polindémio identicamente nulo em k[Xy,..., X;,]. Como h nao possui monémios
nao nulo é natural, por vacuidade, considerar h como sendo homogéneo de grau d para todo
d > 0. Esta simples convengao nos possibilita decompor cada polinémio f € k[Xj, ..., X,,| ndo
identicamente nulo como uma soma de polindémios homogéneos f = fo + fi + -+ + fq4, onde
d = grau(f) e cada f; é um polinémio homogéneo de grau j em k[Xy, ..., X,]. Basta agrupar
os monomios com mesmo grau total. Chamamos de componentes homogéneas de f os
polinémios fy, ..., fa.

Exemplo 2.2. As componentes homogéneas de f = 2X? + XY? +5X7 + 323 € C[X,Y, 7]
SéO f() = 0, fl = 0, fg = 2X2 +5XZ (§] f3 = XY2 +3ZS

Defini¢ao 2.2. Dizemos que um ideal I C k[Xj, ..., X,,] é homogéneo se admite uma cole¢ao
de geradores homogéneos.

Observagao 2.1. Ao considerarmos um ideal homogéneo I = (F}, ..., F,,) C k[X, ..., X,,] ficard
subentendido que F1, ..., F, sao polinémios homogéneos de k[Xy, ..., X, ].

Lema 2.1. Sejam f,g € k[Xo,...,X,] ambos nao identicamente nulo. Sejam fo, ..., fm €
9o, ---, Js aS componentes homogéneas de f e g, respectivamente.

i) Sem =s, entio f = g se, e somente se, f; = g; para todo j =0, ...,m.
ii) Se h = fg, entdo as componentes homogéneas de h sao dadas por h; = Ziﬂ.:l fig;-

Demonstragao. O item (i) segue diretamente da defini¢ao de igualdade de polinémios. Deixa-
mos os detalhes para o leitor.
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ii) Temos
h=/fg= (Zfz) (Z%) = Zfigj-

Observe que fig; ¢ homogeneo de grau i + j. Segue do item (i) que by = ;. fig; sdo
as componentes homogéneas de h.

Proposicao 2.2. O ideal I C k[Xy, ..., X,| € homogéneo se, e somente se, para todo g € I as
componentes homogéneas de g pertencem a I.

Demonstra¢ao. Suponha que I C k[Xy,..., X,] seja um ideal homogéneo. Assim, existem
f1y ey frm em E[Xo, ..., X;,] homogéneos nao nulos de grau dy, ..., d,,, respectivamente, tais que

I= <f17"'afm>'
Dado g € I existem gy, ..., gm € k[Xo, ..., X;;] tais que

Como f; é homogeneo de grau d;, existe apenas uma componente homogénea nao nula a
saber: fq, = f;. Sejam gj,, ..., g;, componentes homogeneas de g;. Segue do lema 2.1 que

g=gufir+ -+ gpfm €1,

onde 1/ +dy = --- = j. +d,, = [ sao as componentes homogéneas de g.
Reciprocamente, suponha que para todo g € I as componentes homogéneas de g pertencem a
I. Pelo teorema da base de Hilbert 1.1, existem fi, ..., f,, € I (ndo necessariamente homogéneos)
tais que I = (f1, ..., fm). Escreva f; como soma das suas componentes homogeéneas f; = >, fji,
com j = 1,...,m. Por hipétese, tem-se f;; € I para todo ¢, j. Deste modo, se J é o ideal gerado
pelas componentes homogéneas dos polinomios fi, ..., fm, entao I C J. Por outro lado, como
cada componente esta em I temos J C I. Logo, I = J é homogéneo.
[ |

Proposicao 2.3. Seja k um corpo infinito. Sejam F € k[ X, ..., X, e Fo, ..., Fy, as componentes
homogéneas de F'. Se F' se anula em todas coordenadas homogéneas de P € P"(k), entdo

Fo(P)=---=F,(P)=0.
Demonstragao. Sejam ay, ..., a, coordenadas homogéneas de P. Defina o polinémio
G(X) = f(Xay, ..., Xa,) € k[X].

Por hipétese, temos G(x) = 0 para todo x # 0. Sendo k infinito, tem-se que G é o polinémio
identicamente nulo, pois um polindmio nao nulo de uma variavel tem apenas finitas raizes em
k. Além disso, temos

G(X> - f(Xah "'7Xan)
=Y F(Xao, ..., Xa,)
=0
= X'Fi(a)
i=0
Portanto, Fy(a) =--- = F,,(a) = 0. [



Para finalizar esta secao, vamos falar brevemente sobre homogenizacao e desomogenizagao
de polinomios.

Proposicao 2.4. A funcgio ®; : k[ Xy, ..., Xpn] = k[Yo, ..., Yio1,Yii1, ..., Ya] definida por

X, — Y; sej#i

¢ um homomorfismo de anéis.
Demonstracao. Basta observar que a funcao é o seguinte homomorfismo de avaliacao

f(Xo, 7Xn) — f(%, ...,}/;‘,1, 1,}/;+1, 7Yn)

O polinomio ®;(f) é chamado desomogenizagao de f em relacdo a variavel X;.
Para f € k[Yy,...,Yio1, Yii1, ..., Vs temos

- X Xio X; Xn
¢i1<f>={XiD-f(7?,..., < X*F,...,y); Dngu(f)}

Defini¢ao 2.3. Dado f € k[Yp,...,Y; 1,Yii1, ..., Yy, defina-se a homogenizagao de f com
respeito a variavel X; como sendo o polinomio

F(X07 ceey Xn) - X;JTau(f) : f (ﬁ Xiil Xﬂ"l Xn)

Xi,...77i, X,L 7...72

Vale observar que a F' é um polinémio homogéneo de grau d = grau(f). Com efeito, para
facilitar a notagao considere a homogeneizacao de f em relacao a variavel X, isto é,

rau X Xn
F=Xxg0. g (Y;Yo)

Seja X = (Xy,..,X,). Sea-Y* =qa- Y™ Y% é um termo monomial de f, entdo
la| == a; + -+ + a,, < d e os termos monomiais de F' sdo do tipo

a-Xg-X—:a-Xg_M-XO‘.
|af
X

Portanto, F' é um polinomio homogéneo de grau d.

Exemplo 2.3. Considere f =Y — X? € k[X,Y]. Entao a homogenizacao de f em relacao a
variavel Z é, por defini¢ao, o polinomio homogéneo

2
F(X,Y,Z) = Z°f (%%) = 7? (g—%) =YZ - X2

2.2 Variedades projetivas

Em geral, o valor de um polinomio em um ponto do espaco projetivo nao esta bem definido.
Por outro lado, pela proposicao 2.1, o conjunto de zeros no espaco projetivo de um polinémio
estda bem definido desde que ele seja homogéneo. Isso nos leva a seguinte definicao:

Definigao 2.4. Sejam k um corpo arbitrério e F' € k[Xy, ..., X,,] homogéneo:
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i) Uma hipersuperficie em P"(k) definida por F, denotada por v(F'), é definida por

V(F):={[zo: - :x,) € P"(k); F(xg,...,x,) =0}

ii) O grau da hipersuperficie v(F'), denotado por deg(v(F')), é o grau do polinémio F.

iii) Se G € k[Xy, ..., X,,] é irredutivel e divide F', dizemos que a hipersuperficie v(G) C P"(k)
é uma componente de v(F'). (Observagao: Se G|F, entdao G é homogéneo).

iv) Uma hipersuperficie H de grau 1 é chamado de hiperplano, isto é,
H = V(aoXO +oeee aan) C Pn(k)v
onde ay, ..., a, € k nao sao todos nulos.

Todo hiperplano é um subespago de codimensao 1 em P"(k), pois o conjunto solucao de
aoXo + -+ + a,X,, = 0 em A""(k) é um subespago de dimensao n. Em particular, quando
k =TF,, todo hiperplano em P*(F,) tem 6,(n — 1) pontos. De modo Geral, podemos definir:

Definigao 2.5. Seja k um corpo arbitrério e sejam Fi, ..., F,, € k[Xj, ..., X,] homogéneos.
Chamamos

V(F, ., ) i={lao : -+ an] € PU(k); Fi(ao,...,a,) =+ = Fy(ag,...,a,) = 0}
de variedade projetiva definida por Fi, ..., F,.

Em particular, quando os polinomios sao homogéneo de grau 1, dizemos também que a
variedade projetiva é linear. Claramente, as variedades projetivas lineares sao subespagos de
P™(k), além disso, qualquer subespago de dimensao m de P"(k) pode ser visto como sendo uma
variedade linear.

Exemplo 2.4. Identificando o espago projetivo como no exemplo 1.8, uma hipersuperficie X
em P"(k), definida pelo polinémio homogéneo F € k[Xy, ..., X,,], pode ser escrita por

X ={(1,2q,...,2,); F(1,21,...,2,) =0} U{(0, a4, ...,a,); F(0,a4,...,a,) = 0}.

Observe que f = F(1, Xy, ..., X,,) é a desomogenizagao em relagao a variavel X, além disso,
existe uma correspondéncia natural entre V(f) C A" (k) e

{(1,21,...,xn); F(1,21,...,2,) = 0}.

Desse modo, pelos processos de homogenizacao e desomogenizagao, uma hipersuperficie no
espaco projetivo estd intimamente relacionado com uma hipersuperficie no espago afim, de
modo que no contexto projetivo apenas estamos considerando os pontos no infinito discutido
no inicio da secao 3 do primeiro capitulo.

Uma vez definido variedades no espago projetivo, nosso proximo objetivo é apresentar uma
versao do teorema Nullstellensatz no caso projetivo. Para tal propdsito, vamos associar a cada
ideal homogéneo uma variedade projetiva: segue da proposigao 2.2, que dado I C k[Xy, ..., X,,]
ideal homogéneo, o conjunto

v(I) :={[zg:---:x,] € P"(k); F(xg,...,x,) =0VF €I}

estd bem definido. Vamos mostrar que v(I), tendo como base a definigao 2.5, é uma variedade
projetiva, chamada de variedade projetiva gerada por I.
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Proposicao 2.5. Dado I = (F}, ..., F,,) C k[Xo, ..., X,,] um ideal homogéneo. Entao
v(l)=v(F,..., Fy).

Demonstragao. Claramente, por defini¢ao, temos v(I) C v(Fy, ..., ).
Sejam [zg : -+ : x,] € V(FY, ..., F,) e F € I. Assim existem Gy, ..., G,, € k[Xo, ..., X,,], ndo
necessariamente homogéneos, tais que

F=GF +- -+ G,F,.

A equagao G; = 0 pode depender da escolha do representante da classe. Por outro lado, a
equacdo G, F; = 0 é igual a zero para toda coordenada homogénea do ponto [z : - - - : ], pois
F; = 0 independente da escolha. Considerando = = (xy, ..., z,), temos

F(z) = Gi(x)Fi(z) + - G (x)Fin(2) = 0,

consequentemente, [xg : -+ - : x| € v(I) e assim v([, ..., Fy,) C v(I).
Portanto, v(I) = v(FY, ..., F),).
[

Para nao houver possibilidade de confusao lembre-se que, a menos que seja mencionado
o contrario, estamos sempre considerando k£ um corpo algebricamente fechado. Um resultado
simples que vai nos possibilitar, juntamente com a proposigao 2.3, gerar ideais homogéneos com
subconjuntos do espaco projetivo é que todo corpo algebricamente fechado ¢é infinito:

Proposicao 2.6. Se k € um corpo algebricamente fechado, entdao k € infinito.

Demonstragao. Suponha que k seja finito, digamos k = {ay, ..., a,, }. Considere o polinémio
£ =1+ [ — ay) € kla).
j=1

Assim, para todo j = 1,...,m tem-se f(a;) = 1, ou seja, f ndo possui raiz em k. Contrari-
ando o fato de k ser algebricamente fechado. Portanto, £ ¢ infinito.
|

Uma maneira, natural, de gerar ideais homogéneos usando variedades projetivas é definir o
ideal gerado pelos polinomios que geram a variedade, isto é, se v(Fy,..., F,,) é uma variedade
projetiva, entao (Fi, ..., Fy,) é um ideal é homogéneo. Existe também outra maneira de uma
variedade projetiva gerar um ideal homogéneo. Primeiramente, convencionamos que dado S C
P"(k), ao considerarmos F' € k[Xy, ..., X,;] tal que F(zo, ..., z,) = 0 para algum [zo: - : 2,] €
S ficara subentendido que a expressao F' = 0 independe da escolha do representada da classe.

Proposicao 2.7. Seja S C P"(k). O seguinte conjunto € um ideal homogéneo
J(S) :={F € k[ Xy, ..., X0]; F(zxo,....,xn) =0 V[rg:--:2,] €S}

Demonstragao. Analogo ao caso afim, feito na proposigao 1.1, tem-se que J(S) é um ideal de
k[ Xo, ..., Xy

Sejam F € J(S) e Fy,..., Fy, as componente homogéneas de F. Dado [zg : -+ : z,] € §
temos F'(xy, ..., z,) = 0. Pela proposigao 2.3, tem-se

Fo(zo, ..., xp) = -+ = Fp(zo, ..., x,) = 0.

Assim, Fy, ..., F,, € J(S). Portanto, pela proposi¢ao 2.2, J(S) é um ideal homogéneo.
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No caso afim, por meio do teorema Nullstellensatz 1.2 é possivel verificar que o ideal gerado
por uma variedade afim é igual ao radical do ideal que gera a variedade. Como no contexto
projetivo, as variedade sao geradas por ideais homogéneos seria interessante se o radical de um
ideal homogéneo fosse também um idel homogéneo. Felizmente, isso acontece:

Lema 2.2. Seja I ideal homogéneo em k[Xo, ..., X,,]. Entdo rad(I) é um ideal homogéneo.

Demonstragao. Seja f € rad([). Assim, existe m > 1 tal que f™ € I. Se f # 0 decomponha f
como soma das suas componentes homogeéneas

f:Zfi:fmax+ Z fia

j<max

onde f.: ¢ a componente homogénea nao nula de grau total igual ao grau de f. Expandindo
f™, tem-se

(fm)ma:c = (fmax)m'

Sendo I um ideal homogéneo tem-se, pela proposicao 2.2, que as componentes homogéneas
de f™ pertencem a I, consequentemente, (fraz)™ = (f™)maz € [. Assim, fr.. € rad([).
Considere g = f — fiae € rad(l). Com o mesmo argumento feito anteriormente, tem-se
Gmaz € rad(I). Observe que gq: € uma componente homogénea de f. Aplicando esse raciocinio
repetidamente, obtemos que as componentes homogéneas de f estao em rad(I). Portanto, segue
da proposigao 2.2, que rad(/) é um ideal homogéneo em k[Xy, ..., X,,].

|

Teorema 2.1 (Nullstellensatz projetivo). Seja I ideal homogéneo de k[Xy, ..., X,]. Se v(I) é
um conjunto nao vazio, entao

J(v(I)) =rad(l).
Demonstragdao. Seja V = V(I) C A" (k). Afirmamos que
IV) = J(v(I)).

Com efeito, seja F' € I(V). Dado P € v(I), as coordenada homogéneas de P estao em V,
assim F'(P) = 0, consequentemente, I(V') C J(v([)). Seja F' € J(v(I)). Dado (ao,...,a,) € V
nao nulo, tem-se P = [ay, ..., a,] € v(I). Deste modo, resta mostrar que F'(0,...,0) = 0. Seja Fj
a componente homogénea de grau zero de F, isto é, Fy = F(0,....,0). Como J(v(I)) é um ideal
homogeéneo tem-se Fy € J(v([)). Sendo v(I) # () devemos ter Fy = 0. Logo, J(v(I)) C I(V).

Portanto, I(V) = J(v([)). Segue do teorema Nullstellensatz 1.2 que

rad(I) =I(V(])) = LV) = J(v(])).
[

Com esta versao de Nullstellensatz no caso projetivo, podemos, de maneira semelhante ao
caso afim, caracterizar as hipersuperficies em P"(k). Antes, precisamos de dois lemas:

Lema 2.3. Sejam F,G,H € k[Xo, ..., X,)] polinomios nao nulos. Se F' é homogéneo de grau
deNeF=GH, entaio G ¢ H sao homogéneos.

Demonstracao. Como F' é homogéneo de grau d, temos apenas uma componente homogénea a
saber: Fy = F. Sejam Gy, ...,Gs e Hy, ..., H, as componentes homogéneas de G e H, respecti-
vamente. Segue do lema 2.1 item (ii) que

GH,=F,=F=GH=(Gy+-+G,)(Hy+---+H,).

Portanto, G = G, e H = H, sao homogéneos.
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Corolario 2.1. Se Fi, ..., F,, sdo as componentes irredutiveis de um polinomio homogéneo F
em k[Xo, ..., X,|, entao Fy, ..., Fy, sdo homogéneos, consequentemente, Fy --- F,, € homogéneo.

Lema 2.4. Seja v(I) uma variedade projetiva, entio v(J(v(I))) = v(I).

Demonstragao. Analogo ao caso afim (proposicao 1.4).
[

Proposicao 2.8. Seja I C k[Xo, ..., X,] um ideal homogéneo. Entao v(I) é uma hipersuperficie
se, e somente se, J(v(I)) = (G) para algum G € k[ X, ..., X,,| homogéneo.

Demonstracao. Suponha que v(I) = v(F') para algum polinomio F' € k[Xj, ..., X,;] homogéneo.
Como k é algebricamente fechado, temos v(I) = v(F) # (). Segue do teorema Nullstellensatz
projetivo 2.1 que

Jv(I) = I(v(F)) = rad((F)) = (Fy - Fn),

onde Fi, ..., F,,, sdo as componentes irredutiveis de F' em k[X, ..., X,,] (Para a dltima igualdade,
veja a demostragao do corolario do Nullstellensatz 1.3). Além disso, pelo coroldrio do lema 2.3,
temos F} - - - F,, ¢ homogeéneo.

Reciprocamente, suponha que J(v(I)) = (G) para algum G € k[Xo,..., X,,] homogéneo.
Assim, pela proposicao 2.4, temos

v(Il) = v({I(v(D)) = v({G)) = v(G).

Com a definicao de variedades no espaco projetivo e os resultados anteriores, podemos,
de forma completamente analoga ao caso afim, munir o espago projetivo com um topologia,
bastando considerar como conjunto aberto o complementar de uma variedade projetiva. Esta
topologia é comumente chamada de topologia de Zariski em P"(k). Além disso, o fecho
projetivo de Zariski é caracterizado da mesma maneira do caso afim.

Para finalizar esta secao, como prometido, vamos mostrar agora que a funcao ¢; do lema
1.2 é um homeomorfismo entre espacos topoldgicos.

Proposicao 2.9. Para cada i =0, ...,n a fun¢ao ¢; : U; — A"(k) definida por

Qg ai—1 Q41 ap,
%([ao:'--:an])Z(—m, ’ +’_“’_)

b
a; Q; a; Q;

¢ um homeomorfismo.

Demonstracao. Sabemos que ; é uma bijecao. Para provar que ¢; é um homeomorfismo,
basta mostrar que ela e sua inversa sao fungoes fechadas (levam conjunto fechado em conjunto
fechado). Para simplificar a notacao, considere i = 0. Seja X C Uy um conjunto fechado. Se
X denota o fecho projetivo de X em P"(k), existe um ideal homogéneo J tal que X = v(.J).
Considere Jy = {®o(f); f € J} onde ®y(f) é a desomogenizagao de f em relacdo a varidvel
Xp. Claramente, temos @o(X) = V(Jy). Para inclusao reversa, seja V' C A" (k) fechado. Assim
existe um ideal I tal que V' = V(I). Considere Iy = {f*; f € I} onde f* é a homogenizacao
de f em relacdo & varidvel Xy. Observe que ¢, ' (V) = Uy N v(Ip). O resultado segue.

[
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2.2.1 Variedades Hermitianas em P"(F )

Existe uma cole¢ao especial de variedades que desempenham um papel central no estudo sobre
o numero maximo de pontos de uma hipersuperficies de grau d no espaco projetivo sobre um
corpo finito, chamadas variedades Hermitianas. Nesta se¢ao, estamos interessando no nimero
de pontos que uma variedade Hermitiana nao degenerada possui. Para um estudo detalhado
sobre variedades Hermitianas indicamos a leitura de [2]. Antes, precisamos de um resultado
sobre corpos finitos:

Proposicao 2.10. Para todo x € F, vale 27 = x.

Demonstragdo. O caso x = 0 é 6bvio. Sendo F, um corpo, tem-se que F; = F,\{0} é um
grupo multiplicativo de ordem g — 1. Segue dai que para todo = € F} vale 297t = 1 e assim,
multiplicando ambos os lados por x, obtemos z9 = .

Dado = € Fp2, o seu conjugado é definido como sendo z?. Observe que, pela proposicao

2.10, z ¢ o conjugado de x9. Denotaremos simplesmente por Z o conjugado de x em F 2. Dado
X = (29, 21, ..., Ty) € A"TH(F 2), considere

X9 = : . (2.1)

Definicao 2.6.

i) Uma matriz quadrada H = (h;;), com coeficientes em Fz, é dita hermitiana se h;; = hy;
para todo i, j.

ii) Uma variedade hermitiana #,_; no espago projetivo finito P"(F,2) é definida como
sendo o conjunto dos pontos X = [z : x1 : -+ : x| € P"(F,2) tais que XHX? = 0, onde
H = (hij)o<ij<n ¢ uma matriz hermitiana de ordem n + 1 e X? é o vetor coluna dado em
(2.1), isto é, a variedade definida pelo polinomio homogéneo de ordem ¢ + 1

Xg
(X0, XaH | 0 | = hooXT + - honXo XTI+ -+ 4+ Bt X, XT 4 -+ + By XOH
X1

onde h;; = h_ﬂ Além disso, se posto(H) = n + 1, dizemos que H,,_; é uma variedade
hermitiana nao degenerada.

Exemplo 2.5. Claramente, a matriz identidade ‘H = Id, ;1 é hermitiana com posto n + 1,
assim, a variedade projetiva em P"(F ) associada é definida pelo polinomio
X0
[X07"' 7Xn]H :X0q+l+“'+Xg+17
X
ou seja, v(XIT + -+ 4+ X9+1) ¢ uma variedade Hermitiana nio degenerada em P(F,2).

Nosso préximo objetivo é apresentar o nimero de pontos em um variedade Hermitiana
nao degenerada, apresentado por Bose e Chakravarti em [2]. Antes disso, precisamos de mais
algumas consideragoes sobre corpos finitos.
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Teorema 2.2. Para todo corpo finito Fy, o grupo multiplicativo F; = F,\{0} ¢ ciclico.
Demonstragao. Veja [10, teorema 2.8]. |
Definigao 2.7. Um gerador do grupo multiplicativo F} ¢ dito elemento primitivo de F,.

Exemplo 2.6. No corpo Z/(3) = F3 = {0,1,2} o elemento 2 é primitivo. Em geral, o corpo
finito IF, possui (¢ — 1) elementos primitivos, onde ® é a fungao de Euler.

Considere a extensao de corpo Fg2 de IF,. Segue da proposicao 2.10 que todo elemento nao
nulo x € Fy. satisfaz a equacao 2 1=1 Sefe F,2 ¢ um elemento primitivo entao

0,0,62,...07 1 =1
sao todos os elementos de F 2. Considere ¢ = 077, temos

P1 = g+ — gatl — o.

Assim ¢ € F,, pois F, é o corpo de raizes de 29 — z sobre F, onde ¢ = p™ e p é primo. Além
disso,

0,0,0% ..., 07 =1 (2.2)

sao todos distintos e elementos de F,. Segue dai que os elementos de F, sao descritos em (2.2)
e ¢ ¢ um elemento primitivo de F,. Deste modo, dado x € 2 existe um tnico elemento y € F,
com y = z?t!. Mais ainda, se y € F, é nao nulo existe precisamente ¢ + 1 elementos z € F
tais que 297! = y. Com efeito, se

y=¢' =01 1<i<qg-1

entao -
g=0HN =1 g+ 1.

Se y é nulo entao o correspondente em [Fg2 ¢ nulo.

Teorema 2.3 (Bose-Chakravarti). Se X = v(X{™ + ... 4 X9t1) C P*(F,2), entdo

" = (=)™ lg" — (=1)"]
¢ —1 '

X =

Demonstracao. Dado um corpo arbitrario k, denotaremos por V(n, k) o k - espago vetorial k".
Seja ¢ : V(n,Fp) — V(n,F,) a fungao que associa o vetor x* = (xg, 1, ..., x,) € V(n,F,2) ao
vetor yT = (yo, Y1, ..., yn) € V(n,F,) onde y; = x?“ com i = 0,...,n. Observe que pelo exposto
anteriormente, se y’ tem r coordenadas nao nulas existem (g + 1)" vetores x* € V(n,F,2) que
corresponde a y7’.

Seja X € P"(F,2) o elemento gerada pelo vetor linha x” com r coordenadas nao nulas.
Assim, qualquer um dos ¢* — 1 vetores linhas px” € V(n,F2) representa o ponto X, onde p é
um ponto nao nulo de F2. Se y© = p(x”) e Y € P*(F,) é o elemento gerado pelo vetor linha
y”, entdo dizemos que Y corresponde a X. Deste modo, o ponto Y € P*(F,) é determinado
pelo ponto X € P”(qu); como cada vetor pr representa o ponto X entao o correspondente
ay’, com a = p?!, representa o mesmo ponto em P*(F,) que y’. Logo, Y é unicamente
determinado por X. Inversamente, seja y’ € V(n,F,) representando o ponto Y € P*(F,). Se
y” tem r coordenadas nao nulas existem (q + 1)" vetores em V(n,F,2) correspondendo a y”.
O ponto Y pode ser representando por ¢ — 1 vetores ay” € V(n,F ), onde a € F, é nao nulo.

Cada vetor corresponde a (q + 1)" vetores de V(n,F,2). Como temos ¢ — 1 vetores ay” isso
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corresponde a (¢—1)(g+1)" vetores em V(n,F,2). Segue do fato que existe ¢> — 1 vetores linha
que representam o mesmo ponto em P"(F,2), que cada ponto em P*(F,) com r coordenadas
nao nulas corresponde a
(¢—1)(g+1)
?+1

=(g+1)""

pontos em P"(F,2).
A variedade hermitiana X consiste no conjunto de pontos [zg : @1 : - -+ : z,] € P"(F,2) tais

que
n n
S am=0e > at =0,
i=0 =0

Seja H o hiperplano em P™"(F,) com equagao yo + y1 + - - - + yn = 0. Pela correspondéncia
entre pontos de P"(F,) e P"(F,2) descrito acima, temos X € X se, e somente se, Y € H.

Agora vamos determinar o nimero de pontos em H com exatamente r coordenadas nao
nulas. Dado [yo :y1 : -+ :yn) € H, com yo + 41 + -+ - + y, = 0, existem

n+1
r
possibilidade de escolher r coordenadas nao nulas. Deste modo, basta saber quantos pontos
existem com vy, ..., %, nao nulos tais que

yi+e+y =0 (2:3)

Sabemos que existem 6,(r—2) pontos projetivos satisfazendo (2.3). Com um argumento andloga

obtemos
r
(1> 0,(r —3)

pontos com pelo menos uma coordenada nao nula, porém, contamos duas vezes pontos com
pelo menos duas coordenadas nao nulas. Existem

(72") 0,(r —4)

pontos com pelo menos duas coordenadas nao nula. Seguindo, usando o principio de inclusao
e exclusao, existem

O D A R AN

pontos em H com r coordenadas nao nulas. Considere

A=0(r—2) - (71") 0,(r — 3) + (g) Og(r —4) 4 4 (—1)72 (T " 2) 0,(0)
- Ti(—ni (:) 0,(r —2 — 1)

i=0
1



Segue do bindmio de Newton para anéis que

v E Qe Qe ()£

- ; C)HV =(=1)"(r—1)
e (g=1) = g(—l)z (:) ¢ = qr(=1)"7 (1) + qg(—w (:) g
= r_2<—1>’(7f) P Y L Gl o A el S G
=0 ' q q q
Logo,l

1 (q—1)" . (_1)r+1_ v

A—q_l( +r(=1) 4 e — (—1)( 1))
1 T s

— (=1 + )= D)

(q __1)r—1 __(__1)r—1‘

q

Deste modo, segue da equagao (2.4) que o nimero de pontos em H com r coordenadas nao

nulas é
n+1 g (" +1\ (¢g—=1)"t = (=1)1
T o T q '

Como cada ponto com 7 coordenadas nao nulas em P*(FF,) corresponde a (¢+ 1)"~! pontos em
P"(F,2) entéo o numero de pontos em X é

= § ()l T

= q
SR B ),

Novamente, pelo binomio de Newton para anéis temos

@Y = (¢F - 14+ 1) = f <n N 1) (=1 =14+ (%=1 % (” + 1) (¢ — 1)

r r
r=0

U 2(nt1) _
n+1\ , r—1 4 1
= Z ( r >(q -1 = qQ—_l

r=1

r=1

r=0 r=1
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n+1
n+1 . (—1)"tigmtt —1
=3 (") |

qg+1

Portanto,

1 2(n+1) __ 1 —1)ntlgntl
X = L[ L D"
q ¢ —1 qg+1
1 2(n+1) 1ot
= (™D _ 1 4 (¢ — D) (=) — 1
(= 1)(q +(@—1D((=1)""q )
1 2(n+1) +1 n+2 +1_n+l1
q(qg_l)(q +(=1)""q qg—(=1)""¢" +1)
1 n n_n n n
=i (@ = (=1 = (=) = 1)
(@ = (=)" (" — (=1)")

O caso geral, nimero de pontos em uma variedade Hermitiana nao degenerada, decorre do
fato que toda variedade Hermitiana nao degenerada em P"(k) é projetivamente equivalente a
1 L. -
V(X -+ X2 assunto da préxima secao.

2.3 Hipersuperficies projetivamente equivalentes

Nesta secao, vamos falar sobre o comportamento de uma hipersuperficie quando realizamos
uma mudanca linear no sistema de coordenadas projetivo.

Definigao 2.8. Dizemos que duas hipersuperficies Xy e X} em P"(k) sao projetivamente
equivalentes se existir uma projetividade 7" : P*(k) — P"(k) tal que T'(Xp) = X}.

Sejam Xy = v(F),X; = v(G) C P*(k), com F,G € k[Xj,..., X,,] homogéneos. Se existir
A = (aij)o<ij<n € GLnia (k) tal que

F(X(), ,Xn) =G (Z anXj, ceey ZaanJ) (25)

J=0 J=0

entdo a projetividade T : P"(k) — P"(k) definida por A satisfaz T'(Xy) = A;. Com efeito, dado
[zg :+- -1 x| € Xy temos

G(A(xg,...,xn)) =G (Z ap;T;, ...,Zanjx]) = F(xg,...,2,) =0,

=0 =0
ou seja, T'([xo = -+ : x,]) € A1, consequentemente, T'(X;) C A). Reciprocamente, dado
[zf -+ xl] € X} existe, pelo fato de T ser bijetora, [zg : -+ : x,] € P"(k) tal que
T(lwo -+ wn]) = [7g ).

Segue dai que

F(xzg,...,x,) =G (Z AQ; Ty eoey Z anjxj> = G(A(zog, ..., xn)) = G(A\xy, ..., A\x)) = 0,
j=0 J=0
ou seja, [z : -+ x,] € Xy, consequentemente, X} C T'(AXp).
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Lema 2.5. A rela¢io ~ em P"(k) que identifica duas hipersuperficies projetivamente equiva-
lentes € uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Sejam Xy, Xy, Xy € P™(k) hipersuperficies.

o Reflexiva: Se T : P*(k) — P"(k) é a projetividade definida pela matriz identidade de
GL,11(k) entdo T(AXy) = Ap, consequentemente, Xy ~ Xp.

e Simétrica: Suponha que Xy ~ X;. Assim existe uma projetividade T' : P"(k) — P™(k)
tal que T'(Xp) = X, consequentemente, a projetividade inversa satisfaz T—1(X;) = A,
assim A7 ~ Aj.

o Transitividade: Suponha que Ay ~ X} e A1 ~ A5, Deste modo, existem projetividades
To, T1 : P"(k) — P (k) tais que To(AXp) = &) e T1(AX)) = As. Segue dai que a projetividade
dada pela composicao (T} o Ty) : P*(k) — P"(k) satisfaz (11 o To)(Xy) = T1(To(Xp)) =
T (X)) = Ay, assim Xy ~ Xs.

Exemplo 2.7. Qualquer variedade Hermitiana nao degenerada em P"(F,2) é projetivamente
equivalente a v(XJI™ + -+ 4+ X9t1) (veja, por exemplo, [13, teorema 5.1.5]).

Exemplo 2.8. Qualquer quéddrica ndo singular em P*(F,) é projetivamente equivalente a
v(XZ + X1 X5 + X3X,) (veja, por exemplo, [13, teorema 5.2.4]).

Para finalizar esta secao, vamos fazer uma mudanca no sistema de coordenadas que vai
simplificar a demonstragao de um teorema no ultimo capitulo. Antes disso, precisamos de um
resultado.

Proposicao 2.11. Se Iy, ..., F, € k[Xo, ..., X;)] sdo r < n polindmios homogéneos, entao
v(Fy)N---Nv(E) #0.
Demonstragao. Veja [14, se¢ao 6.2] |

Exemplo 2.9. Seja P = [pg : p1 : p2 : p3] € P3(k) e [T = v(agXo + a1 X1 + a2 Xs + a3X3) um
hiperplano em P?(k) tal que P ¢ II. Vamos construir uma matriz invertivel B = (b;;) tal que a
projetividade dada por ela leva P em [1:0:0:0] e Il em v(Xj). Para isso, vamos determinar
a matriz A = (a;;) inversa de B: queremos

Po a1 G122 13 a4 1 ar
\ b1 _ | @21 Q22 az3z a24 0 _ | @21
D2 az; sy as3z a3q 0 asy
D3 (41 Qa2 Q43 Qg4 0 41

Assim, devemos ter a1 = Apg, a21 = Ap1, as; = Aps € aq; = Ap3. Considere
f = CL()XO + CL1X1 + GQXQ + CL3X3.
Queremos

3 3 3 3
X(/) = B*(f) = Z aoal(j+1)X]/' + Z alag(j+1)X]’- + Z Clg&g(j+1)Xj/~ + Z &3&4(j+1)X]/-

Jj=0 j=0 j=0 j=0
= AMaopo + a1p1 + agps + asps) Xg + (aparz + a1a20 + asass + azasn) X+

/ /
+ (apais + arasg + asass + azass) Xy + (apars + aragy + azasy + azasy) Xy,
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Como P ¢ II tem-se agpy + a1p1 + aaps + azps # 0. Assim, considere

A = (aopo + arp1 + azps + asps) .
Resta satisfazer a seguinte condicao dada abaixo de modo que a matriz B seja invertivel:

apai2 + a1a92 + 2032 + asago = 0
apa13 + a1ag3 + asasz + agasz =0

agQy4 + a10Q924 + o34 + as3yq4 = 0.

Em um caso particular, isso é facilmente obtido. Desse modo, apenas vamos garantir que
exista uma solucao de modo que a matriz B seja invertivel. Para isso, basta observar que as
trés equagoes acimas, juntamente com det(A) = 1, considerando det(A) como um polinémio
com 12 variaveis, é um sistema com mais varidaveis que equagoes.

Por exemplo, seja P =[0:13:2:4] e Il = v(5X, + X; — 3X3) em P?(k). Primeiramente,
observe que P ¢ II. Usando a estratégia acima, considere

A=(13-12)'=(1)"=1

e
5(112 + a99 — 3&42 =0
5(113 + 923 — 3@43 =0
5&14 + Q9q4 — 3&44 =0.
Tome a9 = a13 = —au =1 € ag9 = ay3 = —2a44 = 2, aSSIM a93 = A99 = 1 € a9y = 2. Temos

0o 1 1 -1

13 1 1 2

1 =det = Q39 — A33.
2 aszx azz asy 5 5
4 2 2 -1

Assim podemos considerar az3 = a4 = 0 e azgs = 1. Logo,

011 -1 5 1 0 -3
13 1 1 2 10 -2 1 6
A=15%5 19 o0 |=8=|_11 2 .1 7
4 2 2 —1 _922 —4 0 13

Se T : P3(k) — P3(k) ¢ a projetividade definida por B, entdo, pelo exposto acima, tem-se
T(P)=[1:0:0:0] e B*(5Xo + X1 — 3X3) = Xj.

2.4 Espaco tangente e hipersuperficies suaves

O conceito de reta e plano tangente no calculo diferencial desempenha um papel fundamental
para estudar o comportamento de algumas funcoes em um ponto. Desse modo, o principal
objetivo desta secao é definir o conceito de espago tangente associado a um ponto de uma
variedade afim e projetiva. Para isso, considere a derivada parcial formal de um polinomio em
relagao a varidvel X; definida por

0 o
([ oo 5004057) = 8 o 0y
J



Definigao 2.9. Sejam V uma variedade afim e p = (a,

(i) Seja f € k[Xq, ..
seguinte polinomio de grau 1

of

dy(f)(Xq, ... X,

Xn) (P) (X1 —a)+-+

T X,

(p)(Xn

e y) € A™(K):
., Xn]. A parte linear de f em p, denotada por d,(f), é definida pelo

— ay).

(ii) Se p € V definimos o espago tangente de V em p, denotado por 7,(V'), como sendo a

seguinte variedade afim
T,(V) = V(dp(f); feLV)).
Lema 2.6. Sejam f,g € k[ Xy, ..

Demonstracao. Suponha que

m .
al
F=>axy.
=1

Temos

r m ) ,
Fo= 303 ab X[ g,
s=1 i=1
Logo,

8 fg T m s 7 Bf oﬂi B;+a;,71

s=1 i=1

T m .
Bs‘i‘ai Bi+at—1 s i
=D > ab gyt

s=1 i=1

X% e gzzbsxff...xgi_
s=1

- Xn] e p € A"(k). Entao dy(fg) = dp(f) - 9(p) + f(p) - dp(g).

Brtoq,
n

T m .
} :2 : i Bital Bi+aj—1 s +al,
+ aibsaj pll 1...pjj J pg

- G0 ale) + F0)- 52w

O resultado segue.

Proposicao 2.12. Sejam V' C A"(k) uma variedade afim e p = (aq,
(fi, oo frn), entao T,(V') =V (dp(f1), ..., dp(fin))-

Demonstragao. Dado g € I(V) = (f1, ..., fm) existem hq, ..., h,, € k[ X1, ..

9=">_hif;
j=1
Segue do lema 2.6 que
dp(9) =Y dp(hif;) =D hi(p)dy(f;).
Portanto, T,(V)) = V(d,(f1), ..., dp(fim))-
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Exemplo 2.10. Seja V = V(f) com f =Y — X? € k[X,Y]. Observe que k[X,Y]/(f) é
isomorfo & k[Z] dado por ¢(X,Y) — ¢g(Z, Z?%). Assim, (f) é um ideal primo, implicando que
[ é irredutivel. Segue do coroldrio 1.1 que I(V) = (f). Dado p = (a,a®) € V com a € k, pela
proposicao 2.12, o espaco tangente de V em p é

T,(V)=V(=2a(X —a)+ (Y —a®)) = V(Y — 2aX + 2a* — a?).

Por exemplo, se k = C, os pontos reais de V(f) e Tp(V) no ponto p = (1,1) no plano R? sao

Figura 2.1: Pontos reais da variedade V(Y — X?) e do espago tangente em (1,1).

Para o caso projetivo precisamos da féormula de Euler.

Lema 2.7 (Férmula de Euler). Seja F' € k[Xo, ..., X,,| homogéneo de grau d, entdo

- OF
d~F:2Xi~a—Xi.

Demonstracao. Seja X* = a - X7 -+ X% um termo monomial de F. Como F é homogéneo
de grau d, entao a; + - - - + «,, = d. Temos

n a n n
X; —(X9) = ; X=X i =d- X
LN ax =g X=X
O resultado segue dal. |

Dada uma hipersuperficie X C P"(k), existe, pelo corolario 2.8, F' € k[Xy,..., X,] ho-
mogéneo tal que J(X') = (F). Por simplicidade, considere a carta afim Up, assim a hipersu-
perficie afim X NUy C Uy ~ A™(k) é tal que I(X NUy) = (f), onde f = F(1,X;,...,X,) é a
desomogenizacao de F' em relagao a varidavel Xy. Como efeito, pela lema 2.4, temos

X =v(J(X)) =v(F).

Assim, segue do exemplo 2.4, que X N Uy = V(f) com f = F(1,X;,...,X,). Como J(X) =
(F) entdo F = Gy ---Gs onde Gy, ...,Gs € k[Xy, ..., X, sdo irredutiveis ndo associados (veja,
demonstracao da proposi¢ao 2.8). Como o processo de desomogenizagao é um homomorfismo
de anéis, temos

F=F X1, 0 X)) =Gi(1, X1, X)) -+ Go(L, X1, .o, X).

Como G; é irredutivel,s entao G;(1, X1, ..., X,,) é constante ou irredutivel. Assim, [(X N Uj) =

(f) (veja, demonstragao da proposigao 1.3). Dado P =[l:ay :---: a,] € X, 0 espago tangente
afim de X N Uy em p = po(P) é a variedade afim definida pelo polinémio
of of
X, — X, — an). 2.6
)X = )+t ()X a) (26)
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Como f = F(1,Xy,...,X,) entdo

of 8F(
0X,  0X;

1, X1, X,)

para todo j = 1,...,n. Deste modo, homogenizando o polinomio (2.6), definimos o espago
tangente projetivo de X em P como sendo a variedade projetiva definida pelo polinomio

or 8F
(9X1 (1 ala"'7an>(X1 —CL1X0)+ aX (1 ala"'7an>(Xn_anX0>' (27>
Como F(1,ay,...,a,) = 0, segue do lema 2.7 que
oOF "\ OF
aXO(l al,...,an)on a—‘X_i(17a1,...,CLn)(—a,Z'X0).

Jj=1

Portanto, substituindo na equacao (2.7), obtemos o polinémio

= OF
;Xi'a_)g(l’“l""’a”)' (2.8)

A equagao (2.8) nos leva a seguinte definicao.

Definigao 2.10. Seja X’ uma hipersuperficie em P"(k) com J(X) = (F), onde F' € k[Xy, ..., X,,]
é um polinémio homogéneo. Dado P = [ag : -+ : a,] € X, defina-se o espaco tangente
projetivo de X em P, denotado por Tp(X), como sendo

’erw);_{[xo;...: | € P™(k le aX (ag, ..., a )_0},

Quando Tp(X) = P"(k), dizemos que P é um ponto singular de X'. Caso contrario, dizemos
que P é nao singular (ou suave) de X'. Se todos os pontos de X’ s@o nao singulares, dizemos
que X é uma hipersuperficie nao singular (ou suave).

Exemplo 2.11. Considere a pardbola projetiva X = v(XZ — X1 X,) C P%(k). Segue da
irredutibilidade de X2 — X; X5 que J(X) = (F), onde F = X2 — X; X,. Temos

OF OF oF
2 € o5

0Xo vox, 0X, '
Considerando P = [1:1: 1] € X entao

Tp(X) = {[zo : 21 : 2] € P*(k); 229 — 21 — 25 = 0} .

2.5 Teorema de Bezout: sobre o nimero de intersecoes

Se consideramos como curva afim apenas o conjunto de pontos, entao V(f) = V(f") para todo
n € N, onde f € k[X,Y]. Entretanto, ao analisarmos um zero de um polinémio f é interessante
levar em consideracao a multiplicidade. Isso nos leva a redefinir o que entendemos como curva
afim.
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Definicao 2.11. Considere a relacao de equivaléncia f = g < f = A\g para algum \ € k*,
onde f,¢g € K[X,Y]. Uma curva algébrica plana afim (ou curva afim) é uma classe de
equivaléncia no conjunto dos polinomios em k[X,Y] ndo constantes. Denotaremos por f ou
f = 0 a curva algébrica plana afim associada ao polinomio nao constante f, isto é, a classe de
f. O trago da curva algébrica afim plana f é a variedade afim V(f).

Observagao 2.2. Dados f,g € k[X,Y] a notacao (a,b) € f significa (a,b) € V(f) e fNg
representard a intersegao dos tragos, isto ¢, V(f) NV (g).

Seja f € k[X,Y] de graud > 1. Se f = cf*--- fim é a decomposicao de f em fatores
irredutiveis nao associados em k[ X, Y], entao as curvas afins fi, ..., f,, sdo ditas componentes
irredutiveis de f com multiplicidades s, ..., s,,, respectivamente.

Para ficar claro o que estamos interessados em apresentar nesta secao e um dos motivos de
considerarmos k£ um corpo algebricamente fechado, vejamos alguns exemplos no plano R?:

Exemplo 2.12. Considere as curvas afins f =Y — X? e gy, = X2+ 4(Y — \)? — 4. Vamos
analisar f N g para certos valores de A\. No caso A = 2, temos 4 pontos reais na intersecao;
basta calcular as raizes da equagao Y +4(Y —2)?> =4 com Y = X%

Figura 2.2: Representacao grafica de y = 22 e 22 + 4(y — 2)% = 4.

Neste caso, o niimero de pontos na interse¢ao das curvas é exatamente deg(f) - deg(ga). No
caso A = 1, encontramos apenas trés pontos reais na intersecao:

Figura 2.3: Representacao grafica de y = 2% e 2% + 4(y — 1) = 4.

Entretanto, observe que o ponto (0,0) é “especial”, pois o espago tangente das curvas
neste ponto coincide. Assim, existe uma “multiplicidade” a ser considerada. No caso A = 0,
encontramos apenas dois pontos reais na intersec¢ao:
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Figura 2.4: Representacio grafica de y = 22 e 2% + 4y = 4.

Entretanto, as equacoes Y = X? e X2 — 4Y? = 4 nos fornecem quatro solucoes, duas delas
estdo em C (fecho algébrico de R).

Além dos pontos na interse¢do no plano, existem outras interse¢oes a serem consideradas,
aquelas no infinito discutidas no inicio da secao 3 do capitulo 1.

Exemplo 2.13. Homogenizando o polinomio f = X?—Y?—1 em relacio a varidvel Z obtemos
F=X?-Y?-72 Seja X = v(F) C P?(k) a hipersuperficie gerada por F' (hipérbole projetiva).
Cada hiperplano (neste caso sao retas) Hy = v(Y + X) e H; = v(Y — X) de P?(k) intercepta
X em um ponto com multiplicidade, de fato: Considerando Y = X, obtemos de X2 —Y? — 72
a solugdo Py = [1:1:0] e, no caso Y = —X, obtemos a solugdo Py = [1 : —1 : 0]. Além disso,
o espaco tangente de X’ nos pontos Py e P, sao, respectivamente, Hy e H;.

Observe, nos exemplos anteriores, a sutil relacao entre o produto dos graus das curvas e
ntimero de pontos na interse¢oes (contando as no infinito). Isso ndo é um mera coincidéncia,
pois, se contarmos o numero de pontos na intersecao, considerando as multiplicidades e as no
infinito, o resultado é sempre o produto dos graus, desde que nds garantamos que o niimero na
intersecao é finito. Esse resultado é conhecido como teorema de Bezout é serd enunciado no
final desta secao. Antes disso, formalizemos alguns conceitos:

Definicao 2.12. Dadas duas curvas afins f e g, o niimero de intersecao de f e g no ponto
p = (a,b), denotado por I(p, f N g), é definido pelos seguintes axiomas:

L) 0<I(p,fNg)€Zse fegnao possuem componente comum contendo o ponto p;
L) I(p,fNg) =o00se f e g possuem componente comum contendo o ponto p;
I3)
Iy)
)
)
)

p, fNg) =0 se, e somente se, p & fNg.

~

p, fN(g+hf)) =1(p, fNg) para qualquer h € k[X,Y].

I
I
I(p, FNG) =1se f e g sao duas retas distintas passando em p;
I
Is) I(
I

I;) I(p, fNgh)=1(p,fNg)+I(p, fNh)para qualquer curva afim h.

Teorema 2.4. Para duas curvas afins f e g existe no mdzimo uma funcao I(p, f N g) satisfa-
zendo os axiomas I, — I.

Demonstracao. Veja [15, teorema 3.8]. [ |

Teorema 2.5. Eriste uma fun¢ao I(p, f N g) satisfazendo os axiomas I — I7.
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Demonstracao. Veja [15, teorema 3.9]. [ |
Com isso,s podemos definida multiplicidade de um ponto em uma curva.

Definicao 2.13. Sejam f uma curva afim e py € f. A multiplicidade de py em f, denotada
por my, (f), é definida por

My, (f) = main{I(po, f N1); | é uma reta tal que py € [}.

Pelo mesmo motivo discutido no inicio da secao, vamos redefinir o que entendemos como
curva projetiva.

Definicao 2.14. Considere a relacao de equivaléncia F' ~ G < F = A\G para algum A\ € k¥,
onde F,G € k[X,Y, Z]. Uma curva algébrica projetiva plana (ou curva projetiva) é uma
classe de equivaléncia de polinomios homogéneos nao constantes de k[X,Y, Z]. Denotaremos
por F' ou ' = 0 a curva projetiva associada ao polinomio homogéneo nao constante F' e
definimos o seu trago como sendo v(F).

Definigao 2.15. Para duas curva planas projetivas F, G € k[X,Y, Z] e o ponto O = [1:0: (]
definimos o nimero de interse¢ao de F' e G em O, denotado por I(O, F N G), como sendo

1(0,FNG):=I((0,0), f Ng),
onde f e g sao as desomogenizacao de F' e G em relacao a variavel X.

O numero de intersecao das curvas projetivas F' e G em um ponto P ¢ calculado por meio
de uma transformacao projetiva que leva P em [1 : 0 : 0]. A multiplicidade de um ponto em
uma curva projetiva também é definida desta maneira.

Teorema 2.6 (Bezout). Se as curvas projetivas F' e G sao de graus m e n, respectivamente, e
nao possuem componentes em comum, entao

> I(P,FNG)=mn.

Demonstragao. Veja [15, teorema 3.14]. |

Observagao 2.3. O teorema de Bezout 2.6 conta as multiplicidades, assim o nimero de pontos
na intersecao de duas curvas planas projetivas que nao possuem componentes em comum €
sempre menor ou igual ao produto dos graus.
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Capitulo 3
Hipersuperficies no espaco projetivo

Vérias indagacoes surgem, naturalmente, quando consideramos o espaco projetivo sobre um
corpo finito. Entre as diversas indagacoes existentes, estamos particularmente interessados no
problema de determinar o ntimero maximo de pontos em uma hipersuperficie arbitraria de
grau d de P*(IF,). Buscando analisar essa indagagao, na primeira segdo deste capitulo fazemos
algumas consideragoes para que o problema esteja definido no espaco projetivo sobre o fecho
algébrico de F,, o qual sabemos ser algebricamente fechado. Essa abordagem nos abre um leque
de possibilidades para analisar o problema. Posteriormente, apresentamos a resposta dada por
Serre para essa indagacao. Além disso, devido ao fato de que alguns exemplos peculiares acon-
tecem no contexto geral, nos parece razoavel analisar separadamente o caso de hipersuperficies
nao singulares de grau d, entretanto, isso torna o problema bem mais complicado. Para o caso
n = 2, existe o teorema de Hasse-Weil. Recentemente, Mrinmoy Datta em [9] apresenta uma
resposta para o caso n = 4 com algumas condicoes para d, isso sera apresentado com detalhes
na ultima secao do capitulo.

3.1 Algumas consideragoes iniciais

Doravante, denotaremos por K = E o fecho algébrico de F,, ou seja, K denotara o menor corpo
algebricamente fechado, a menos de isomorfismo, que contém F,. Um resultado interessante
sobre o fecho algébrico do corpo finito F, é que K = (J;.yF,i. Assim, de forma natural,
podemos considerar que o espaco projetivo P"(K) contém o espaco projetivo finito P™(Fi)
para todo ¢ > 1. Isso nos possibilita realizar um estudo sobre o nimero maximo de pontos
de uma hipersuperficie em P*(F,) com um olhar em P"(K). Para isso, precisamos de algumas
definigoes:

Definicao 3.1.

i) Dizemos que uma hipersuperficie v(F) C P"(K) é definida sobre F, se existir ¢ € [F, tal
que cF € F,[Xo, ..., X,

ii) Dizemos que P € P"(K) é um ponto F, - racional se existirem xzo, ..., x, € F, tais que
P=lzg:-:m).

iii) Dado S C P*(K) denotaremos por S(IF,) o conjunto dos pontos [ ,-racionais em S.
Exemplo 3.1. Seja F' € F,[Xo,...,X,] homogéneo. Claramente, X = v(F) C P*(K) ¢
uma hipersuperficie definida sobre F,. Além disso, se zg,...,z, € F; nao sao todos nulos e

F(xg,...,x,) =0, entao [zg : - : x,] € X(F,).
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Como todo corpo é um dominio de integridade, tem-se para todo polinomio homogéneo
F € k[ Xy, ..., X,] e m € N que v(F) = v(F™). Sendo assim, podemos considerar o polinémio
de menor grau que gera o conjunto v(F). Isso é feito da seguinte maneira: doravante, quando
considerarmos uma hipersuperficie X = v(F) de grau d ficard subentendido que J(X) = (F).

Proposicao 3.1. Sejam v(G) e v(F') hipersuperficies de grau d’ > 1 e d > 1, respectivamente,
tais que v(G) C v(F):

i) Se d =d entio v(G) = v(F).
ii) Sed < d existe uma hipersuperficie X de grau no mdzimo d—d' tal que v(F) = v(G)UX.

Demonstragao. Temos (F) = J(v(F)) C J(v(G)) = (G). Assim, existe H € k[Xo, ..., X,,] ndo
nulo e homogéneo tal que F' = GH. Segue dai que v(F) = v(G) Uv(H).

i) Se d’ = d entao deg(H) = 0 e assim v(H) = (.

ii) Sed < dentao deg(H) =d—d > 0. Se H=H*U---UH " é a decomposi¢ao de H
em fatores irredutiveis nao associado considere X = v(H; --- H,,). Assim, deg(&X’) é no
maximo d —d', v(F) =v(G)UX e J(X) = (Hy--- Hp).

Com isso, enunciamos o problema principal que este trabalho estd interessado em analisar
é o seguinte:
Problema 1: Seja X' uma hipersuperficie (ndo singular) de grau d > 1 em P"(K) definida
sobre IF,. Qual é o nimero maximo de pontos [F, - racionais em X7

A quantidade de pontos F, - racionais em P"(K) é uma cota superior para o problema 1
e, obviamente, é igual a 6,(n). Além disso, se d > ¢ + 1, essa cota é atingida por algumas
hipersuperficies de grau d:

Exemplo 3.2. Considere d > g + 1 e seja
F == G(Xo,Xl)[ngl - X0X11] - Xgile - Xgini] S Fq[Xo,Xl, ...,Xn],

onde G(Xy, X;) é um polinomio homogéneo e irredutivel de grau d — ¢ — 1. Claramente,
F é homogéneo de grau d. Se P é um ponto F, - racional, com coordenadas homogéneas
Zo, %1, ..., T, € Fy, segue da proposigao 2.10 que

F(xo, 1, ..., xn) = G(x0, 21)[xdr1 — 202]] = G(20, 71)[071 — T021] = 0.
Portanto, considerando & = v(F) C P"(K) tem-se | X (F,)| = 0,(n).

Exemplo 3.3. Seja X = v(xfxs — 2128 + 2lzy — zo2d) em P3(K). Entdao X é uma superficie
irredutivel, nao singular e com ¢* + ¢* + ¢ + 1 pontos F,-racionais (veja, artigo [16]).

Assim, no problema 1, quando consideramos hipersuperficies de modo geral, nao precisamos
mais considerar os casos d > g+ 1. Os casos d < q foram respondidos por Serre e sobre quais
condigoes esse limite é atingido, isso serd apresentado na proxima segao (teorema 3.2). Quando
apenas consideramos hipersuperficies nao singulares de grau d, o problema 1 torna-se um pouco
mais complicado. Para o caso n = 2, existe o teorema de Hasse-Weil:

Teorema 3.1 (Hasse-Weil). Seja C uma curva nao singular de grau d em P?(K) definida sobre
F,. Entao
ICF) <1 +q+ (d—1)(d—2)\/q.
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Demonstracao. Veja [15, teorema 9.18]. [ |

Exemplo 3.4. Seja ¢ = 22. Considere a curva Hermitiana H = v(X§ + X3 + X3). Segue do
teorema 2.3 que

2° — (=1)%][2* — (=1)"]

H(E,)| - —

=9=1+2"+(3-1)(3-2)2

Geralmente, o teorema de Hasse-Weil é apresentado em relagao ao género da curva, conceito
nao definido aqui, o qual consegue extrair algumas informacoes da curva melhor que o grau,
mas para fins deste primeiro trabalho utilizamos apenas o conceito de grau. Para um estudo
detalhado sobre curvas, indicamos a leitura do livro [15].

No caso n = 3, a quantidade de pontos F,-racionais em uma superficie X nao singular e
definida sobre F, satisfaz

|X(Fy)| = ¢* +tq + 1, (3.1)

onde —2 <t < T7et#6. Além disso, a igualdade (3.1) é possivel exceto quando ¢ = 2,3 ou 5
(veja, artigo [17]).

Sobre algumas condigoes adicionais, Homma e Kim, em uma sequéncia de trés artigos
[5, 6, 7], conseguem provar a conjectura Sziklai, apresentada por Peter Sziklai em [4], que me-
lhora o limite do teorema de Serre para curvas que nao contém uma reta definida sobre [Fy.
Posteriormente, no artigo [8], temos uma generaliza¢do para hipersuperficies sem componentes
F,-lineares, limite considerado elementar pelos préoprios autores. Esses resultados possibilita-
ram a Mrinmoy Datta em [9] apresentar uma resposta para o problema 1 no caso de uma
hipersuperficie nao singular de grau d em P*(K), sobre algumas condicoes para d. Isso serd
apresentado com detalhes na tultima se¢ao do capitulo.

3.2 Teorema de Serre

Nesta segdo, apresentaremos a resposta dada por Serre em [3] para o problema 1 para os
casos d < g+ 1 e sobre quais condicoes esse limite é atingido. Antes disso, para uma melhor
compreensao, precisamos de uma proposi¢ao e um exemplo:

Proposicao 3.2. Sejam X = v(F) uma hipersuperficie e H = v(agXo + -+ + a,X,,) um
hiperplano em P"(K) definidas sobre F:

i) Se F restrito a H nao é identicamente nulo, entao X N H € uma hipersuperficie de grau
d em H ~P" 1K) definida sobre F,,.

ii) Se X ndo contém uma componente F -linear, entdo X N H é uma hipersuperficie de grau
d em H ~ P"Y(K) definida sobre F,. Além disso, se X nao contém um subespago de
codimensao 2, entao X N H nao contém uma componente ¥, - linear.

Demonstracao.

i) Sem perda de generalidade, suponha que F' € F,[Xo, ..., X,] e ag, ...,a, € F,. Como H
¢ um hiperplano, existe a; # 0. Para simplificar as notacoes, considere j = 0. Assim, o
hiperplano H ¢ definido pela equacio X, = —ag'(a; X; + -+ + a,X,). Deste modo, se
[zg : -+ : x,] € H entdo (z1,...,x,) # 0, pois caso contrario teriamos (zg, ..., z,) = 0.
Segue daf que existe uma correspondéncia natural entre H e P"~!(K), dada por

[z @1 xy) € H ¢ [0+ 1 2,) € PHK). (3.2)
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Defina

G(X1, ... X,) = F (—ag (a1 X1 + - + 4, X)), X1, o, X)) € F[ X, .0, X,

Como F restrito a H nao é identicamente nulo, tem-se G # 0. Seja A € K, temos

GAX1, .., 0X,) = F (—ag (e AXy + - + a2 X)), AXG, ., A X))
=F (=Xag (a1 X1 + -+ a, X,,), AX1, ..., AX,,)
= \F (—aal(ale + -4 an X)), Xa, ...,Xn)
= MG (X1, .., Xn).

Segue da proposicao 2.1 que G é homogéneo de grau d. Além disso, com a identificagao
(3.2), tem-se X N H ~ v(G).

ii) A primeira afirmacdo segue do item (7), pois nenhum hiperplano definida sobre F, é uma
componente de X. Além disso, se a hipersuperficie ¥ N H em H ~ P""!(K) contém uma
componente [, - linear, entao A contém um subespaco I, - linear de codimensao 2.

No préximo exemplo estabelecemos a quantidade de pontos [F,-racionais na uniao de d
hiperplanos em P"(K) definidos sobre F, e sobre algumas condigoes.

Exemplo 3.5. Considere d um ntumero natural com d < ¢q. Sejam Hi, ..., H; hiperplanos
distintos em P"(K') definidos sobre F, tais que a intersecao contém um subespago S definido
sobre F, de codimenséao 2. Como |H;(F,)| = ¢"* + |S(F,)| para todo j = 1,...,d, entao cada
hiperplano tem ¢"~! pontos F,-racionais que nao pertencem a S(F,), além disso, todos esses
pontos sao distintos, pois dado um subespaco de codimensao 2 e um ponto fora dele existe
um unico hiperplano que contém o subespaco e o ponto. Como temos d hiperplanos, entao
(U - UH)(F,)| = dg™' + S(F,)| = dg™" +0,(n —2).

Teorema 3.2 (Serre). Seja X' uma hipersuperficie de grau d em P*(K) definida sobre F,. Se
d<q+1, entao

|X(F)| < dg"! +0y(n - 2).
Além disso, se d < q, o limite € atingido por uma hipersuperficie X se, e somente se, X é

a uniao de d hiperplanos definidos sobre F tais que a intersecao dos hiperplanos contém um
subespaco de codimensao 2 definido sobre IFy.

Demonstragao. Seja F' € F,[Xo, Xy, ..., X,,] homogéneo de grau d tal que X = v(F). Se d =
g+ 1, tem-se
dg" " + O4(n —2) =q" + "+ 04(n —2) = 0,(n),

consequentemente, a cota superior dada pelo teorema ¢ trivial. Suponha d < ¢q. Provemos o
resultado usando o principio da inducao finita sobre n: para n = 1 considere

(X)) =F(1, Xy)
a desomogenizagao de F' em relacgao a variavel Xy. Sendo K um corpo algebricamente fechado,
existem ¢, ayq, ..., a,, € K, com m < d, tais que

m

FX) =[x —ay)®

Jj=1
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onde f3; > 1 para todo j = 1,...,m. Homogenizando f em relacao a variavel X, obtemos

Assim devemos ter

para algum e > 0. O resultado segue. Suponha agora n > 2. Sejam G, ..., G, os distintos
fatores lineares de F' em F,[ Xy, ..., X,]. Para cada j =1, ..., s, considere o hiperplano

Hj = V(Gj).

Seja Yy = Hy U --- U H, (caso ndo existam fatores lineares considere Yy = ()). Claramente,
Y, C X. Vamos dividir a prova em dois casos:
Caso 1: Suponha que Yy = X. Neste caso s # 0 e provemos por indugao sobre s que vale

Yo(F,)| < 54" +6,(n—2). (3.3)
Para s = 1, temos
Y1(Fy)| = [Hi(F)| = 0,(n — 1) = ¢"7" + 0, (n — 2).

Suponha verdadeiro para algum s > 1. Sabemos que Hyyq tem 0,(n — 1) = ¢" ' + 0,(n — 2)
pontos F, - racionais e |(Hs+1NY5)(F,)| > 0,(n—2), pois trata-se da interse¢ao de um hiperplano
com um conjunto que contém um hiperplano. Logo, pela hipétese de inducao, tem-se

Yor1(Fo)| = [Ya(F)| + [Hor1 (Fy)| — [(Horar NYS)(Fy)]
< s¢" !+ O,(n—2)+ ¢+ 0,(n —2) —6,(n—2)
— (s g™+ ,(n — 2).

Como s < d, segue da desigualdade (3.3) que
X (F)| = [Ya(F) < sq" "+ 0y(n — 2) < dg" ™" + 0y(n — 2).

Além disso, vale a igualdade apenas quando s = d e a intersecao dos hiperplanos contém um
subespagco de codimensao 2 definido sobre F, (veja, exemplo 3.5).

Caso 2: Suponha que Yy C X. Seja Py € X tal que Fy ¢ Y;. Se H é um hiperplano
definido sobre F, que contém o ponto Fy, entao [ restrito a H nao ¢ identicamente nulo,
pois caso contrario H C Y. Assim, pela proposigao 3.2 item (i), tem-se que X N H é uma
hipersuperficie de grau d em H ~ P" !(K) definida sobre F,. Pela hipStese de indugao, temos

(X O H)(E)] < g™+ 0,(n - 3). (3.4
Considere Py = {H € P"(K); H ¢ definido sobre F, e Py € H}. Defina
P={(P H)e (XF,) —{P}) xBy; P' € H}.

Para cada P’ € X(F,) — {Fy} existem, pela proposigao 1.9, 6,(n — 2) hiperplanos definidos
sobre F, contendo Py e P’, consequentemente,

P| = (lX(Fq)l — 1)0,(n —2).
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Além disso, pela equacio (3.4), para cada hiperplano H € Py o ntimero de P’ € X (F,) —{Fo}
satisfaz
(XN H)(F,)| =1 < dg™ +6,(n—3) — 1

e, pela observacio 1.4, temos |Py| = 0,(n — 1). Assim,
[P| < 0y(n —1)(dg" > + f,(n — 3) — 1).

Logo, vale
(X (Fy)| = 1)b(n —2) = [P| < 0,(n — 1)(dg"™* + 0(n — 3) — 1),

consequentemente, temos

rxmm$1+%%5%wfﬂ+@m—a—n
B @Oy(n—2)+1, .,
=1+ 6.0 2) (dg" = +64(n—3)—1)
=1+dq" ' +q0,(n—3)—q+ qunﬁ +6,(n—3)—1)

1

— n—1 ) | e

(q0,(n —2) —dq" > —0,(n —3) +1).

Observe que
@g(n—2) =O,(n=3) + 1= (¢"""+ - +q) = (" P+ g+ 1) +1=¢""+¢""

Comod<qg<qg+1lentaoqg+1—d >0, assim

1 n—2

m(qeq(n —2) —dg"? = 0,(n—=3)+1) = Bn—2)

Portanto,

(g+1—=d)>0.

(X (Fy)| < dg"™" +04(n — 2).
|

Pelo exemplo 3.2, se d > ¢ + 1, existe uma hipersuperficie de grau d com 6,(n) pontos
F,-racionais. Além disso, quando d > ¢ + 1, tem-se

dg" ' + O,n—2)> (¢ + 1)q”’1 +0,(n —2) = 0,(n).

Deste modo,
M,(d,n) := min{6,(n). dg"~" + 6,(n —2)}

é o numero méximo de pontos F,-racionais de uma hipersuperficie de grau d em P"(K) definida
sobre F,. Além disso, se d > ¢ + 1, o limite ¢ atingido pela hipersuperficie dada no exemplo
3.2 e, se d < g, o limite ¢ atingido pela uniao de d hiperplanos tal que a interse¢ao contém um
subespago de codimensao 2 (veja, exemplo 3.5).

3.3 Hipersuperficies sem componentes [F, - lineares

Nosso préximo objetivo consiste em enunciar a resposta dada por Homma e Kim em uma séries
de trés artigos [5, 6, 7] para a conjectura de Sziklai, apresentada por Peter Skizlai em [4], sobre
o nimero méaximo de pontos F,-racional em uma curva de grau d que nao contém um reta
definida sobre F,, necesséria para a secao final. Posteriormente, apresentamos uma versao mais
geral, considerando uma hipersuperficie de grau d definida sobre F, sem componente [Fy-linear,
provada pelos mesmos autores em [8].
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Teorema 3.3 (Limite de Sziklai). Seja C uma curva plana de grau d em P*(K) definida sobre
F, que nao contém uma reta definida sobre IF,, entao

CE) < (d—1)g+1.

Ezceto para uma curva em Fy projetivamente equivalente a curva definida por
X+Y+2) '+ (XY +YZ+ZX)P? +XYZ(X+Y +Z)=0. (3.5)
Demonstracao. Veja os artigos [5, 6, 7]. [ |

Observagao 3.1. No artigo [5] é provado o caso d = ¢+ 1 e que a curva dada pela expressao
(3.5) tem 14 pontos Fy-racionais. Em [7] é provado o caso para curvas irredutiveis, ndo cléssicas
g-Frobenius. Os demais casos sao feitos em [6].

Nestas condigoes a cota superior dada pelo teorema anterior é melhor que a do teorema
de Serre 3.2, pois (d —1)g+1 =dq—q+ 1 < dg+ 1. Pouco tempo depois, Homma e Kim
publicaram um artigo com uma versao mais geral. Primeiramente, para uma boa compreensao,
precisamos de uma definicao e alguns resultados.

Definicao 3.2. Para S C P*(F,) o i-ésimo s-grau de .S, denotado por d;(5), é definido por
d;(S) :== max{|S N M,|; M; é um subespago F,-linear de codimensdo i}.
O 1-ésimo s-grau s6 faz sentido quando 0 < i < n.

Lema 3.1. Sejam S C P*(F,) e dy = di(S). Entdio

ISIS(dl—l)qH%%J.

Demonstragdo. Fixe um ponto Py € S. Seja Py = {H € P”(Fq); Py € H}. Defina
P:={(P,H)c (S—{R}) xPy; PcH}.

Segue da proposicao 1.9 que para cada P € (S — {Fp}) existem 6,(n — 2) hiperplanos
contendo P e Fy. Segue dai que

P = (IS] = 1)y (n = 2). (3.6)

Além disso, se di = di(S), entao |(S—{F})NH| < di —1 para todo H € P, e, pela observacao
1.4, temos |Py| = 6,(n — 1). Assim,

P| < (di — D)|Po| = (di — 1)0,(n — 1). (3.7)
Segue da igualdade (3.6) e da desigualdade (3.7) que
(5] = Dy(n = 2) = [P| < (dr = 1)f(n — 1).

Logo, tem-se
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O leitor mais atento deve ter percebido que o argumento usado para provar o lema anterior
j& apareceu na demonstragao de outro resultado (por exemplo, demonstragdo do caso 2 no
teorema 3.2). Pois bem, este argumento é muito utilizado em geometria algébrica sobre corpos
finitos e na teoria de codigos corretores de erros para determinar cotas.

Lema 3.2. Sejam S C P*(F,), di = di(S) e dy = da(S). Entdo
S| < (dy — da)q + dy.

Demonstracao. Sejam Ly um subespago linear de codimensao 2 tal que |[S N Lyg| = ds e L o
conjunto dos hiperplanos em P"*(F,) contendo Ly. Como |H N S| < d; para todo hiperplano e
existem ¢ + 1 hiperplanos contendo L, entao

SI= 3 (S| —dy) +dy

HelLy

<(dy —dy)(qg+ 1)+ dy = (dy — da)q + dj.
[ |

Com isso, quando considerarmos hipersuperficies sem componente F,-linear, ¢ possivel me-
lhorar a cota superior dada pelo teorema Serre 3.2. Essa cota é apresentada em [8] e é consi-
derada elementar pelos proprios autores:

Teorema 3.4 (Homma-Kim). Seja X C P*(K), com n > 2, uma hipersuperficie de grau d
definida sobre F,. Se X nao contém uma componente F,-linear, entao

| X(Fy)| < (d—1)g"™" +dg" > + f,(n — 3).
Demonstracdao. Se d > q + 1, entao
(d—1)g" ' +dg" > +0,n—3) > q"+ (¢ +1)¢" >+ 0,(n — 3) = 0,(n),

consequentemente, a cota superior ¢ trivial. Suponha que d < ¢ + 1. Provemos o resultado
usando o principio de inducgao finita sobre n: para n = 2, segue do teorema 3.3, que

(X (F)| < (d—1)¢g+2<(d—1)g+d.

Para n > 3, vamos dividir a prova em dois casos:

Caso 1: Suponha que exista um subespago Fy-linear de codimensao 2 em P™(K) contido em
X. Deste modo, o segundo s-grau de X(F,) ¢ §,(n —2). Como X nao contém um componente
[F,-linear, entdo para todo hiperplano H em P"(K') definido sobre F, tem-se, pela proposicao
3.2 item (i), que X N H é uma hipersuperficie definida sobre F, de grau d em H ~ P" (K).
Segue do teorema Serre 3.2 que

(X N H)(Fo)| < dg™* + 0(n — 3).
Assim, o primeiro s-grau de X (F,) é no méximo dg" 2 + 6,(n — 3). Pelo lema 3.2, temos

[X(F)| < (dg" ™ + 04(n — 3) — Oy (n — 2))q + dg" ™ + O4(n — 3)
(dg"* — q" g+ dg" " + 0,(n — 3)
=(d—1)¢" " +dq" "+ 0,(n - 3).

Caso 2: Suponha que ndo exista um subespaco Fy-linear de codimensao 2 em P"(K) contido
em X. Assim, se H é um hiperplano em P"(K) definido sobre I, pela proposigao 3.2 item (ii),
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tem-se que X N H é uma hipersuperficie de grau d em H ~ P""!(K) sem componente F-linear.
Por hipétese de indugao, temos

(X N H)(F,)| < (d—1)¢" " +dg" ™ + 0,(n — 4).

Assim, o primeiro s-grau de X(F,) é no méximo (d —1)¢" 2+ dq" 3+ 6,(n —4). Segue do lema
3.1 que

X(F)| < ((d—1)q" % +dq" >+ 0y(n —4) — 1)g + 1+ Vd —1)g" 2 +dg" "+ 0y(n — 4) — 1J |

Oy(n —2)
Como
(d—1)g" 2 +dg" >+ 0,(n —4) — 1
= (d=D(¢"+ "7 +0,(n—4) +¢"7° = (d = 2)0,(n —4) — 1
=(d—1)0,(n—2)+¢"> = ((d—2)0,(n —4) + 1)
<(d—=1)f,(n—2)+¢"*
temos

{(d—l)qnd +82121;—_3;)0q(n—4>—1J . {d_H%J —d—1,

Portanto, como d — ¢ < 1, temos

[X(F) < (d=1)¢" " +dg" > +0y(n —4) = 1)g + 1+ (d — 1)
= (d=1)g""" +dg" 7 + 0,(n — 4)q + (d — q)
<(d—1)¢"" 1+dq” 24+ 0,n—4)g+1
=(d—1)¢" " +dg"* +0,(n - 3).

Para o caso n = 2, a cota superior dada pelo teorema de Homma-Kimm 3.4 nao é muito
boa, mas se n > 3 o limite é alcangado por algumas hipersuperficies.

Exemplo 3.6. Segue do teorema 2.3 que a superficie Hermitiana
H=v(XIT + X 4 Xt xath
em P?(K) tem (¢* + 1)(¢® + 1) pontos F,2 - racional. Além disso, observe que
((g+1) = 1)g* + (g +1)g* +0,(0) = (¢ + 1)(¢° + 1).

Observe que sobre tais condigoes essa cota é melhor que a cota do teorema de Serre 3.2:
considere d < ¢, temos

d" ' +0,n—2)—(q+1—d) — ((d—1)g" " +dg" 2 +0,n—3)=(¢g+1—-d)(¢"*—1).
Assim
dg" '+ 0,n—2) = (q+1—d)=(d—1)¢" " +dg" >+ 0,(n —3) + (¢ + 1 —d)(¢" > — 1),
consequentemente,
dg" ' +0,(n —2) > (d—1)¢"" +dg" %+ 0,(n — 3).
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3.4 Hipersuperficies nao singulares em P*

Para finalizar este ultimo capitulo, vamos apresentar a resposta dada por Mrinmoy Datta em
[9] sobre o nimero méximo de pontos [F,-racionais em uma hipersuperficie X nao singular de
grau d em P*(K) definida sobre F,, com (d, q) # (4,4) e 2 < d < q. Mais explicitamente, Datta
mostra que

[X(F)| < (d—1)¢° + (d —1)¢* + ¢+ 1. (3-8)

Antes de prosseguir com os resultados necessarios para provar a desigualdade (3.8), vamos fixar
algumas notagoes que iremos utilizar durante esta secao:

i) A menos que seja mencionado o contréario, d vai representar um numero natural tal que
2 < d < g e X uma hipersuperficie nao singular de grau d em P*(K) definida sobre F,.

ii) Dado P € X(FF,), defina
L(P,X) := o conjunto das retas | satisfazendo P € | C X
L,(P,X) := o conjunto das retas | definidas sobre F, satisfazendo P € | C X.
iii) Para uma reta [ C P*(K) definida sobre F, defina

B(l) := o conjunto dos planos 11 C P*(K) definidos sobre F, satisfazendo | C II.

A cardinalidade de B(l) é facilmente calculada.
Proposigao 3.3. |[B(l)| =q¢*+q+ 1.

Demonstragio. Para cada @ € P4(F,)\I(F,) existe um tnico plano IT definido sobre F, contendo
le@. Como |I(F,)| = qg+1, temos ¢*+¢>+¢* planos definidos sobre I, que contém [. Entretanto,
cada plano foi contado ¢* vezes, pois um plano tem ¢* + ¢ + 1 pontos F, - racionais, assim

o ¢

B(0)| =¢+q+1.

Além disso, claramente, temos

Agora vamos apresentar um invariante que as hipersuperficies nao singulares em P"(K)
definidas sobre F, possuem:

Definigao 3.3. O invariante de Koen Thas de uma hipersuperficie X em P"(K) definida
sobre I, denotado por ky, é definida por

kx = max{dim(L); L C X e L é um subespago linear de P"(K) definido sobre F, }
O termo “invariante” na definigao é devido ao seguinte teorema:

Teorema 3.5. Se X' € uma hipersuperficie nao singular grau d > 2 em P"(K) definida sobre
F,, entao

kx < L(n—1)/2].
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Demonstragao. Seja L C X um subespago linear de P"(K) definido sobre F,. Seja r = dim/(L).
Escolha um sistema de coordenadas Xy, ..., X,, em P" tal que L é definido por Xy = --- =
X,_»-1=0. Como L C X aequacao de X é da forma

n—r—1

F(Xo, ... Xp) = > filXo, ., X,)X; = 0.
=0

Como deg(X) > 2, cada f; é um polinomio homogéneo nao constante. Considere as equagoes
simultaneas

OF OF
8X0 0X,, 0

mais explicitamente,

n—r—1

F= Z fi(Xo, ..., Xn)X; =0

OF nrlafl
X, £ ax, N T o=0
n—r—1
_ X —
8Xn,.1 ZaX T Iner1 =0
n—r—1
oF o v

aanr - i—0 aanr

OF B n—r—1 3f,
0x, ox,

X; =0.
i=0

Podemos ver o conjunto {X,,_, ..., X,,} como sistema de coordenadas de L = P"(K). Suponha
que n — r < r. Pela proposicao 2.11, as n — r equagoes

Fo(0, 01,0, Xy oy X) = 0

For1(0, .0, Xy ooy X)) = 0

admitem solugao [,y : -+ : ] € PT(K). Claramente, [0:---:0:qp - 1y ELCX 6
um ponto singular de X', absurdo. Portanto, n —r > r e assim r < (n — 1) /2.
|

Para finalizar esta secao, apresentamos um resultado sobre o limite superior do niimero de
retas que passam por um ponto em uma superficie, correspondente ao teorema 3.1 do artigo
[9]. Sabemos pelo teorema 3.5 que nenhuma superficie nao singular de grau d > 2 em P3(K)
definida sobre F, contém um plano definido sobre Iy, assim, vamos reformulamos o teorema e
fazer algumas pequenas modificagoes na demonstracao. Antes, precisamos definir o que é um
cone sobre uma curva plana.

Definigao 3.4. Sejam ) uma curva plana (contida em um plano) em P"(K) e P € P*(K). O
cone sobre a curva plana ) com centro em P, denotado por C'(), P), é definido como sendo a
reuniao das retas [(P, Q) com Q € ).
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Observagao 3.2. Seja ) uma curva plana de grau d em P3(K). Assim, por definigao, existem
um plano II e uma hipersuperficie X = v(F) de grau d em P3(K) tal que Y = 1IN X.
Dado P € P3(K)\II podemos assumir que P = [1 : 0 : 0 : 0] e II = v(Xj) (veja, exemplo
2.9). Considere G(X71, X5, X3) = F(0, X1, X5, X3). Claramente, G é homogéneo de grau d.
Afirmamos que

CV,P)={[xo: 21 : 13 23] € P(K); G(21,79,73) =0}

Com efeito, dado Q = [0 : 2y : x5 : 23] € Y, tem-se G(Bx1, Bxe, B3) = BLG (11,12, 23) = 0.
Assim, [(P,Q) C {[zo: 71 : z9 : 3] € P*(K); G(21, 29, 73) = 0}, consequentemente,

C(Y,P) C{[xo:x1: 20 : 23] € P(K); G(a1,29,23) =0}

Para a inclusao reversa, considere Py = [zg : 21 : x5 : x3] tal que G(x1, 22, 23) = 0. Se g = 0,
entdao P € Y =1INX C C(Y,P). Se xy # 0, entdo

Py=[1:axg" : momgt : woxy ] € U(P[0: 21 2o : 23)) € C(V, P),

assim {[zg : @1 : 2o : x3] € P)(K); G(z1,79,23) = 0} C C(Y, P). Portanto, C(Y, P) é uma
hipersuperficie de grau d em P?(K).

Teorema 3.6. Seja S C P*(K) uma superficie de grau d > 2 definida sobre F, e P € S(F,).
Entao, um dos sequintes itens € vdlido:

(a) S contém um cone sobre uma curva plana definida sobre F,, com centro em P.

C ; 1 € uma reta tal que P €l C < —1).
b) {ICP¥(K); I ¢ l PelCS d(d—1

Demonstrag¢ao. Suponha que a condi¢ao (a) nao seja satisfeita.

Seja I C P?*(K) um plano definido sobre F, que nao passa pelo ponto P. Fazendo uma
mudanga linear no sistema de coordenada podemos assumir que P =[1:0:0:0] e I = v(X))
(veja, exemplo 2.9). Suponha que S = v(F), com F € F,[Xo, X7, X5, X3] de grau d. Sendo F
um polinomio homogéneo de grau d, podemos escrever

F(XO7X17X27X3) =cC: Xg + Xg_lFl(XlaX27X3) + -+ Fd<X17X27X3)7

onde F; € F [X1, X5, X;5] é um polindémio homogéneo de grau ¢, com ¢ = 1, ....,d. Como P € S,
tem-se 0 = F'(P) = F(1,0,0,0) = ¢+ F1(0,0,0) + - - - 4+ F4(0,0,0) = c. Assim,

F(Xo, X1, X2, X3) = Xg_lFl(Xl, Xo, X3) + -+ + Fa( Xy, Xo, X3).

Observe que Fy # 0, pois caso contrario terfamos I C X', contrariando o invariante de Koen
Thas. Além disso, (Fi, ..., Fy—1) # (0,...,0), de fato: Suponha que F} = --- = Fy_; = 0, assim
F = F,. Considere a curva plana v(Xy, Fy). Seja Q = [0: xy : xo : 23] € v(X,, Fy). Para todo
a, B € K vale

F(Q,ﬁxhﬁl'g,ﬁfg) = Fd(ﬂxlvﬁx%ﬁm?)) = ﬂdFd(l‘thyx?]) = 07

ou seja, S contém o cone sobre a curva plana v(Xo, F;) definida sobre F,, com centro em
P, contrariando nossa hipétese inicial. Logo, (Fi, ..., Fy_1) # (0,...,0). Temos também que
Fy, ..., Fy sdo coprimos. Com efeito, suponha que exista G € F,[X7, X5, X3] homogéneo de grau
de tal que G|F; para cada i = 1,...,d, assim F; = G, - G para algum G; € F (X7, X5, X3].
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Considere a curva plana v(Xo, G). Seja Q@ = [0: 1 : x9 : 3] € v(Xp, G). Para todo o, 8 € K
vale

F<a7 Bxlng% Bfﬁg) - ad_lFl(/B'rla Bx%ﬁx?)) + -+ Fd(ﬁxla 6'7;27/8373)
= [ad_lGl(ﬁx176$2a 61:3) + Gd(ﬁxl>ﬁz2a 6$3)]G(ﬁxl7ﬁ$27 6.%'3)
= [@d71G1(5$1: By, Brs) + - - Ga(Bxy, By, 5$3)]BdGG(x1, To, T3)
=0

isto é, S contém o cone sobre a curva plana v(X,, G) definida sobre F,, com centro em P,
contrariando nossa hipdtese inicial. Logo, Fi, ..., F; s@o coprimos. Defina

L3(P) :={l C P | é uma reta tal que P €1 C S}.
Observe que para cada reta | com P € [ C S tem-se [[N1I| = 1, pois P ¢ II. Defina

A= UlmH.

leLS (P)

Pela observagao feita acima, existe uma bije¢do natural entre £5(P) <— A. Desse modo,
basta mostrar que |A| < d(d — 1). Afirmamos que A = v(F,..., Fy, Xo). Com efeito, seja
Q=1[0:21:29: 23] € A. Assim, a linha

I(P,Q) = {[t : uxo : uxy : uzy]; t,u € K nao sao ambos nulos}

que contém os pontos P e ) estd contida em S, logo [t : z1 : 23 : 23] € S para todo t € K.
Em particular, F'(t,zq,x2,23) = 0 para todo t € K. Como F(T,x1,23,x3) é um polinémio
na variavel 7' com grau no méximo d — 1, entdo F;(x1,29,23) = 0 para todo i = 1,...,d.
Segue dai que A C v(Fy, ..., Fy, Xp). Inversamente, seja Q = [0, x1, x9, 23] € V(FY, ..., Fy, Xo).
Claramente, P # [0 : 1 : 25 : 3] € I e a linha

I(P,Q) = {[t : uzxy : uxy : uzs]; t,u € K nio sao ambos nulos} € L5(P),
consequentemente, [0 : xy : x9 : 23] € A e assim v(Fy, ..., Fy, Xo) C A. Portanto,
A= V(Fl, ceey Fd, Xo)

Considere Fy =Gy ---G,, comr > 1e G; € F [X;, Xo, X3] irredutivel. Como F, ..., Fy sdo
coprimos, para cada i = 1,...,7 existe 1 < j; < d — 1 tal que G; e F}, sao coprimos. Segue do
Teorema de Bezout 2.6 que

|V<X07 Gi? F]1)| < deg(Gi)deg(Fji> < deg(GZ)(d - 1)'

Segue dai que

Al = [v(Xo, Fr, .. F)| € [v(Xo, By, ooy Fast, G|
=1

<3 V(X0 Gy, Fy)

= Zdeg(Gi)(d —1)=d(d-1).

Portanto, [{l C P3(K); [ é uma linha tal que P € | C S}| < d(d —1).

Para fins deste trabalho, o teorema 3.6 foi provado para corpos finitos. Entretanto, o leitor
deve ter observado que nao utilizamos nenhuma propriedade adicional que um corpo finito
possa ter, apenas utilizar a propriedade algébrica de ser um corpo. Assim, o teorema continua
vélido se substituimos I, por um corpo arbitrario k.
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3.4.1 Numero maximo de pontos [, -racionais

Por fim, nesta tltima se¢ao, vamos provar a desigualdade 3.8. Comecando com o caso d =2 e
alguns resultados necessarios para o caso geral.

Teorema 3.7. Seja X uma hipersuperficie quddrica ndao singular em P*(K) sobre F,, entdo
[X(F)l=¢"+¢"+q+1.

Demonstragio. Como toda quidrica nao singular em P*4(F,) é projetivamente equivalente a
Xo = v(XZ + X1 Xy + X3X4) (veja, exemplo 2.8), basta observar que

(X (Fy)l =¢° +¢° +q+ 1.

Com efeito, considerando P = [zg : 21 : 9 : o3 : 4] € Xy, vamos dividir a prova em dois caso:
Caso 1: Considere v4 # 0. Neste caso, como estamos considerando pontos projetivos,
podemos assumir x4 = 1. Assim
T3 = — (13 + 1173).

Segue daf que P = [z : z1 : T2 : —(z3 + 2115) : 1] e assim temos ¢* pontos F,-racionais.
Caso 2: Considere x4, = 0. Assim temos 22 + z122 = 0 e 23 qualquer. Vamos considerar
0 3
dois subcasos:
Subcaso 1: Considere x1 # 0. Neste caso, como estamos considerando pontos projetivos
) )
odemos assumir z; = 1, assim x5 = —x2. Segue dai que P = [z : 1: —a2 : 23] e assim temos
) 0 0 0 3
q* pontos [F,-racionais.
Subcaso 2: Considere x1 = 0. Assim x3 = 0 e existe uma bijegao natural

[OIOZQZQILUgIO]€X0<—>[1322$3]€P1(K).

Segue dai que temos ¢ + 1 pontos [Fy-racionais.
Portanto, |Xy(F,)| = ¢* +¢* + ¢+ 1.

Para as proximas trés proposigoes, considere P € X (F,).
Proposicao 3.4. |Tp(X)(F,)| = 6,(3).

Demonstragao. Como P é um ponto nao singular e X é uma hipersuperficie definida sobre [,
entao Tp(X) é um hiperplano definido sobre F,. Segue dai que

TP (X) ()| = 04 (3)-
|

Proposicao 3.5. Se S € o conjunto das retas definidas sobre F, que passam por P e nao estao
contidas em Tp(X), entdo |S| = ¢>.

Demonstracio. Segue da proposigao 3.4 que |Tp(X)(F,)| = 0,(3). Assim |Tp(X)°(F),| = ¢
Os elementos de S sao da forma [(P, Q) com Q € Tp(X)(F,). Logo, temos ¢* retas, entretanto,
cada reta foi contado ¢ vezes. Portanto,

4
q
q
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Proposicao 3.6. Se U denota o conjunto das retas sobre F, que passam por P e estao contidas
em Tp(X), entdo
Ul=¢*+q+ 1.

Demonstragao. Os elementos de U sdo da forma [(P,Q) com @ € Tp(X)(F,)\{P}. Deste
modo, temos |Tp(X)(F,)| — 1 retas. Entretanto, cada reta foi contada ¢ vezes, assim

3 2
+q? +
U=t =t

Lema 3.3. Seja P € X(F,), entdo |X(F,) NTp(X)°] < (d—1)¢

Demonstragao. Denotaremos por S o conjunto de todas as retas definidas sobre F, que contém
o ponto P e nao estao contidas em Tp(AX'). Afirmamos que

Tp(X)°(F,) = |_|UE)\(P}).

les

Com efeito, dado Q € Tp(X)“(F,), tem-se Q # P e [(P,Q) € S. Assim

c L@\ {r).

les

Seja Q € | ,cs({(Fo)\{P}). Logo, existe [ € S tal que Q € [(F,)\{P}. Como I nao estd contida
em T,(X) devemos ter Q € Tp(X)C. Sendo @ um ponto F,-racional, tem-se @ € Tp(X)(F,).
Assim

| UE)\PY) € Te(X)(F,).

leS

Deste modo, tem-se

[X(Fy) NTp(X)C] = Y [X(F,) N (\{P})]

les

Para cada | € S ,tem-se [ € X, pois caso contrdrio terfamos | C Tp(X). Segue do teorema
de Bezout 2.6 que |X N| < d, consequentemente,

APy <d-1.

Pela proposicio 3.5, temos |S| = ¢3. Portanto,

[X(Fy) NT,H(X)C] =Y |X(F) N (\{PH] < (d - 1)’

les

Com o lema 3.3 ¢ possivel provar a conjectura no caso em que L, (P, X) = () para algum
ponto P € X (F,). Neste caso, a desigualdade ¢ estrita:

Lema 3.4. Seja P € X(F,). Se L,(P,X) =0, entdo
[X(F)| < (d—1)¢° +(d - 1)¢* + g+ 1.
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Demonstracao. Segue do lema 3.3 que
X (F,)| = |X(Fy) NTp(X)| +|X(Fy) NTp(X)“] < |X(Fy) NTp(X)|+ (d - 1)g".

Assim, basta mostrar que | X (F,)NTp(X)| < (d—1)¢*+¢+1. Como P é um ponto singular
de XYNTp(X) e L, (P, X) = () para cada reta [ definida sobre F, tal que P € [ C Tp(X), tem-se

XN IN{P}) <d—2.
Pela proposicao 3.6, existem ¢+ ¢+ 1 retas sobre [F, em Tp(X) contendo o ponto P. Assim

|X(F) NTp(X)] <1+ (d—-2)(¢* +q+1)
(d—2)¢* + (d—2)g+d—1
—((d-=1D)F+q+1)—F+d-3)g+d—2.

Logo, basta mostrar que —¢? + (d — 3)q +d — 2 < 0: temos d < ¢, logo
(d—=3)g<(¢-3)a=¢"—3q

= (d—3)g+d—-2<(d—3)q+3¢< ¢
= ¢+ (d-3)g+d—2<0.

Definicao 3.5. Sejam P € X(F,) el € L,(P, X). Para cada @ € [(F,), defina

Q) = {ITeBl); XN =1ULU-- Ulgs, I € L,(Q,X)}

o= J 2@
)

Qe I(Fq

Lema 3.5. Seja P € X(F,). Suponha que existal € L,(P, X) tal que para todo ponto Q) € I(F,)
a superficie X NTo(X) ndo contém um cone sobre uma curva plana definida em I, com centro
em Q. Entdo, para todo Q) € I(F,), tem-se

Q) <d-1.
Consequentemente, |Q(1)| < (d—1)(g+1).

Demonstragao. Sejam Q € [(F,) e tg = [(Q)|. Deste modo, existem tg planos, digamos
Iy, ..., IT;,, cada um definido sobre I, contendo d — 1 retas diferentes de [ definidas sobre I,
que passam por () e estao contidas em X. Assim

1£4(Q, X)| > (d = 1)tq +1.

Se tg > d, entdo |L,(Q,X)| > (d—1)d+1 > d(d — 1), contrariando o teorema 3.6, pois, por
hipdtese, X N To(X') nao contém um cone sobre uma curva plana definida em F, com centro
em (). Logo,

(@) =to<d—1

Consequentemente, tem-se

QOI= D IuP) < (d-1)(g+1).

Pe I(Fy)
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Observagao 3.3. Se existir [ € £,(P, X) tal que para todo @) € [(IF,) a superficie X N Tq(X)
nao contém um cone sobre um curva plana definida sobre F, com centro em (), entao, usando
o teorema 3.6 e um argumento semelhante ao do lema 3.5, tem-se

GO <d(g+1) -1,

onde G(1) := {II € B(l); XNII € a uniao de d retas definidas sobre F,}. Além disso, se d =3 e
T € B(1)\G(1), entao identificando IT ~ P?(K) de modo que a reta [ sejam os pontos no infinito
tem-se que X N (IT\!) é uma curva afim de grau 2 definida sobre F, que ndo contém uma reta
definida sobre [y, pois, caso contrério, X N II seria a reuniao de trés retas definidas sobre F,.
Segue do teorema 3.3 que | X (F,) N (II\])| < ¢+ 1.

Lema 3.6. Para cada 11 € B(l), tem-se
|X(F,) N (II\])] = (d —1)g se II € Q)
e
|X(F) N (IND] < (d —1)g = (d—2) se IT.€ B)\QL).
Demonstragao. Seja IT € Q(1). Assim, existe ) € [(IF,) tal que
XNI=1UlU---Ulg,
onde cada [; € £,(Q, X). Claramente, tem-se
|X(F,) NII| =dg + 1,

consequentemente, |X'(F,) NII\l| = |X(F,) N1II| — [I(F,)| =d¢+1—qg—1=(d—1)q.

Para a segunda afirmagao, seja IT € B(1)\2(/). Entao X NII nao se escreve como reuniao
de d retas com um ponto em comum. Segue da segunda afirmacao do teorema de Serre 3.2 que
|X(F,) N1I| < dg+ 1. Além disso, X N (II\l) é uma curva afim de grau d — 1 com

X (Fy) N (IN)| = [X(Fy) NI = [I(F)] <dg+1—-q—1=(d—1)q

Como d — 1 < ¢ — 1, segue do teorema 1.6 que |X(F,) N (II\})| < (d — 1)g — (d — 2).
[

Teorema 3.8. (Datta) Seja d um natural, com 2 < d < q. Seja X C P* uma hipersuperficie
nao singular de grau d sobre F,. Se (d,q) # (4,4), entao

X(F,)| < (d=1)g* + (d— 1) +q+ 1.

Além disso, o limite € atingido por uma hipersuperficie X de grau d se existe um ponto P €
X(F,) tal que X N Tp(X) é um cone com centro em P sobre uma curva plana C de grau d
definida sobre F, que ndo contém uma linha definida sobre F, e |C(F,)| = (d —1)q+ 1.

Demonstragao. O caso d = 2 segue do teorema 3.7. Suponha d > 3. Se X(F,) = () ndo temos
nada para fazer. Escolha P € X(F,). Se L,(P,X) = (), entao o resultado segue do lema 3.4.
Logo, podemos assumir que L,(P,X) # 0. Seja | € L,(P,X). Vamos dividir a prova em dois
casos:

Caso 1: suponha que exista Q) € [(F,) tal que X NTo(X) contém um cone sobre uma curva
plana C definida sobre F, com centro em (). Seja II um plano definido sobre [F, tal que C C II.
Seja dy = deg(C). Primeiramente, observe que C nao contém uma reta definida sobre F, pois,
caso contrario, X N Tq(X) conteria um plano definido sobre I, contrariando o invariante de
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Koen Thas do teorema 3.5. Como d; < d e (d,q) # (4,4), entdo (dy,q) # (4,4). Segue do
teorema 3.3 que |C(F,)| < (dy —1)g+1. Seja C* o cone sobre a curva C com centro em ). Como
cada reta que constitui o cone tem ¢ + 1 pontos F,-racional e apenas o ponto ) em comum,
assim

IC*(F)| < ((di —d)g + D)g+ 1= (d —d)g’ +q+ 1.

Segue da proposigao 3.1 e observagao 3.2 que: se d; = d entdo X N Tg(X) = C*. Deste modo,
temos | X (F,) NTo(X)| < (d —1)¢* + ¢+ 1. Segue do lema 3.3 que

| X ()| (Fy) N To(X)] + | X (Fy) N To(X)“|

< |X
<(d-1)¢*+(d—1)¢"+q+1.
Se dy < d, existe uma superficie Z de grau no méaximo d — d; tal que X N Tg(X) = C* U Z.

Observe que Z nao contém um plano definido sobre IF,,, pois, caso contrario, ¥ NTg(X') também
conteria, o que contraria o invariante de Koen Thas do teorema 3.5. Pelo teorema 3.4 temos

1Z(Fy)| < (d—di —1)¢* + (d — d)g + 1.
Segue dai que

| X(Fy) NTo(X)| < [C7[ + 2]

(&
(di —1D@F+q+1+(d—dy — 1)@+ (d—dy)g+1
=(d-1)¢+q+14(—¢ + (d—di)g+1).

<
<

Como dy > 1, tem-se d — dy < g — 1, assim
(d—d)g+1<(d—d)g+q<q

= —¢*+(d—d))g+1<0.
Deste modo, vale

X(F,) NTo(X)| < (d— )¢ +q+ L.

Assim, segue do lema 3.3 que

X (F,)| < |X(F,) N To(X)| + |X(F,) N To(X)
<(d-1¢+(d—-1)@F+q+1.

Caso 2: para cada Q) € l(F,) a superficie correspondente X N Tg(X) ndo contém um cone
sobre uma curva plana definida sobre F, com centro em (). Primeiramente, considere o caso
(d,q) # (3,3). Sejar = |B()\Q(I)|. Segue do lema 3.5 que r > ¢*+q+1—(d—1)(¢+1). Pelo
lema 3.6 temos

| X (I, Fo)l+ Y |X(F,) N (I\])]
eB(l)
Fl+ D [XFE) NN+ Y [X(F,) NI\
eQ(l) eB()\Q(1)

<q+1+4 (@ +q+1—r)d—1)g+r((d—1)g—(d—2))

=d-1)+d-1)F+q+1+((d—1)g—r(d—2)).
Assim, basta mostrar que r(d —2) + (1 — d)gq > 0.
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Subcaso 1: Se d < q— 1, entao
I-dg+1)=2-qq+1)=—(¢"—q-2)
Deste modo, tem-se
r> @ g1+ (1-d)(g+1) > +q+1-(¢° —qg—2)=2q+3.
Logo, vale
r(d—2)+(d—-1)g> (2¢+3)(d—2)+ (d—1)g > 0.
Subcaso 2: Se d = ¢, entdao (1 —d)(1+q) =1 — ¢*. Assim

r>¢*+q+1+(1—d)(g+1)=q+2.
Como q=d >3, (d,q) # (3,3) e (d,q) # (4,4), entao
r(d=2)+(1—dg>d-2)(¢g+2)+(1-dg=¢ -4-+qg=q—4>0.
Considere agora (d,q) = (3,3). Seja r = [B(D\Q()| e s = |[B()\G()| (veja, lema 3.3).

Deste modo, s > ¢ +q+1—d(qg+1)+1=¢*+(¢+1)(1 —d)+1. Assim, quando (d,q) = (3, 3)
temos r > 5 e s > 2. Observe que §2(I) C G(I), consequentemente,

B(l) = Q) U (9 ()\Q( ) U (BI\G(1))
Considere A = Q(l) B = (G()\Q)) e C=(B()\G()). Deste modo, tem-se
| (I, Fl+ Y [X(F,) NI\
eB(l)
Fl+ > [XEF) NI\ + Y [X(F) NI+ D [X(F,) N (D)
eA MeB eC

<q+1+(F+q+1—7)2¢+(r—s)(2¢—1) +s(g+1)

=20 +2¢* +q+ 1+ (2¢(1 —7r) + (r —5)(2g — 1) + s(q + 1)).

Assim, basta mostrar que (2¢(1 —7) + (r — s)(2¢ — 1) + s(¢ + 1)) < 0. Com efeito, como
gq=3,r>5es > 2 temos

2¢1—=r)+(r—s)2¢—1)+s(g+1))=6—(r+s) <0.
[ |

Sabemos, pelo teorema 3.7, que toda quadrica nao singular atinge o limite do teorema 3.8.
Além disso, ele também é alcancado por algumas hipersuperficies hermitianas:

Exemplo 3.7. Considere a hipersuperficie Hermitiana
H = v(XIT 4 X L X3t 4 xat Xt
em P*(K) definida sobre F,2. Pelo teorema 2.3, temos
(@ +1)(" 1)
¢ —1
isto é, a hipersuperficie H atinge o limite dado pelo teorema 3.8.

[H(Fg2)| = ="+ 1)(@+1)=q(®) +a(¢") + " + 1,

Para finalizar o trabalho, vejamos uma simples comparacao entre as cotas superiores quando
d < g. Defina B(d) := (d—1)¢* + (d — 1)¢* + ¢ + 1 (teorema 3.8), £(d,4) :=d¢* + ¢* + ¢+ 1
(teorema 3.2) e £(d,4) := (d — 1)¢* + d¢* + ¢+ 1 (teorema 3.4). Claramente, tem-se

B(d) < E(d,4) < £(d,4).
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