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hipersuperf́ıcie de Pn. 2021. 58+x p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo sobre o número máximo de pontos Fq - racionais em
uma hipersuperf́ıcie de Pn. Como alguns exemplos peculiares acontecem no contexto geral,
hipersuperf́ıcies de grau d ≥ q que se anulam em todos os pontos Fq - racionais, nos parece
razoável analisar separadamente o caso de hipersuperf́ıcies não singulares de grau d. Contudo,
isso torna o problema bem mais complicado. Para o caso n = 2 enunciamos o teorema de
Hasse-Weil. Finalizamos o trabalho apresentando a resposta, recentemente, apresentada por
Mrinmoy Datta em [9] para o caso n = 4 e sobre algumas condições para d.

Palavras-chaves : Espaço projetivo, Hipersuperf́ıcies, Pontos Fq - racionais.
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FERREIRA, W. P. A study on the maximum number of Fq - rational points on a hypersurface
of Pn. 2021. 58+x p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

In this work, we study the maximum number of Fq-rational points on a hypersurface of Pn.
Given that some particular examples occur on general context, hypersurfaces of degree d ≥ q
that vanish on all Fq-rational points, it seems reasonable to analyze separately the case of
non-singular hypersurfaces of degree d, but it makes our problem much more difficult. For the
case n = 2, we present the well-known Hasse-Weil Theorem. We finish the work presenting the
answer given, recently, by Mrinmoy Datta at [9] for the case n = 4 and under some restrictions
on d.

Keywords : projective space, hypersurfaces, Fq-rational points
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Introdução

O estudo de ráızes de um polinômio vem intrigando matemáticos desde os primórdios. Nas
séries iniciais do ensino fundamental II são apresentados os primeiros problemas envolvendo
equações polinomiais com uma variável de grau 1 sobre o corpo dos números reais, que com
simples manipulações algébricas obtemos as soluções:

aX + b = 0 com a 6= 0⇒ X = −ba−1. (1)

Posteriormente, já no final do ensino fundamental II, aprendemos sobre equações de grau 2,
momento que é ensinada a “amada” fórmula para resolver equações quádricas (Bhaskara):

aX2 + bX + c = 0 com a 6= 0⇒ X =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
. (2)

Em um ńıvel mais avançado, alguns têm a oportunidade de estudar a teoria de Galois, na
qual uma das aplicações nos mostra a impossibilidade de obter uma fórmula envolvendo apenas
as operações básicas que nos descreve as soluções para equações de grau maior ou igual a 5
partindo dos coeficientes. Determinar com exatidão quem são as ráızes de um polinômio, como
as equações (1) e (2) nos fornecem, não é uma tarefa nada fácil. Desse modo, não estamos
interessados em determinar quem são as ráızes do polinômio, mas estudar qual é o número
máximo de ráızes que polinômios de grau de d com n variáveis com coeficiente em um corpo
finito possuem, considerando também alguns zeros especiais (no infinito).

Uma maneira de realizar o estudo de ráızes de um polinômio de n variáveis com coefici-
entes em um corpo é por meio de uma relação entre álgebra abstrata (mais especificamente
álgebra comutativa) e geometria, subárea da matemática conhecida como geometria algébrica
clássica. Desse modo, no primeiro caṕıtulo abordamos brevemente o conceito de variedades
afins e apresentamos o enunciado de alguns resultados quando o corpo base é algebricamente
fechado, tendo como principal referência o livro [1]. Esses resultados justificam, parcialmente,
o motivo de sempre considerarmos, a menos que seja mencionado o contrário, um corpo que
seja algebricamente fechado e, assim, estaremos também considerando as ráızes do polinômio
no fecho algébrico. Além dos pontos no fecho algébrico, algumas experiências nos fazem acre-
ditar que existe algo interessante no infinito a ser analisado, por exemplo, a sensação que retas
paralelas se interceptam no horizonte:

Horizonte

Retas paralelas

Figura 1: Comportamento de retas paralelas no infinito.
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Para trabalharmos com esses pontos no infinito, definimos um novo espaço que, grosso
modo, pode ser considerado como sendo o espaço afim com alguns pontos adicionais, chamado
espaço projetivo. Posteriormente, para finalizar este primeiro caṕıtulo, falamos sobre mudança
linear no sistema de coordenada para simplificar alguns problemas.

No caṕıtulo dois, estendemos a definição de variedades para o caso projetivo e mostramos
uma versão do teorema Nullstellensatz Projetivo, o qual nos possibilita caracterizar as varieda-
des projetivas geradas por um único polinômio homogêneo, chamadas hipersuperf́ıcies. Quando
consideramos um corpo finito várias indagações surgem naturalmente. O presente trabalho está
interessado em realizar um estudo sobre o número máximo de pontos em uma hipersuperf́ıcie
de grau d no espaço projetivo definido sobre um corpo finito. Para isso, definimos as variedades
Hermitianas, que desempenham um papel central no estudo realizado devido a um resultado
sobre o número de pontos em uma variedade Hermitiana não degenerada, apresentado por Bose
e Chakravarti em [2]. Posteriormente, falamos um pouco sobre o comportamento de uma hi-
persuperf́ıcie quando fazemos uma mudança linear no sistema de coordenadas. Para finalizar o
caṕıtulo, falamos sobre o espaço tangente com o intuito de analisar separadamente as hipersu-
perf́ıcies não singulares no próximo caṕıtulo e enunciamos o teorema de Bezout sobre o número
de pontos na interseção de duas curvas projetivas sem componentes em comum.

Por fim, no último caṕıtulo, apresentamos a resposta dada por Serre em [3] para o número
máximo de pontos Fq - racionais em uma hipersuperf́ıcie definida sobre Fq. Posteriormente,
falamos sobre a conjectura de Sziklai apresentada em [4] e provada em uma série de três artigo
[5, 6, 7] por Homma e Kim sobre o número máximo de pontos em uma curva não singular
definida sobre Fq que não contém uma reta definida sobre Fq, depois uma generalização pro-
vada pelos mesmos autores em [8] sobre o número máximo de pontos Fq - racionais em uma
hipersuperf́ıcie definida sobre Fq e sem componente Fq - linear. Esses resultados possibilitaram
Datta em [9] determinar o número máximo de pontos Fq - racionais em uma hipersuperf́ıcie
de grau d definida sobre Fq em P4, sobre algumas condições para d. Finalizamos o trabalho
apresentando a demonstração desse resultado.

Walteir de Paula Ferreira
Uberlândia-MG, 18 de fevereiro de 2021.
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Caṕıtulo 1

Prolegômenos algébricos

Imaginamos que o leitor que inicia sua maravilhosa aventura por este singelo trabalho esteja
familiarizado com os conceitos iniciais da álgebra comutativa e geometria algébrica clássica,
de tal modo que este primeiro caṕıtulo não apresente nenhuma grande dificuldade e sirva
tão somente para fixar a terminologia usada pelo autor. Desse modo, as demonstrações que
requerem uma explanação melhor da teoria aqui apresentada, para uma boa compreensão, serão
omitidas e as devidas referências para elas são dadas. Antes, vamos fixar algumas notações:

• A menos que seja mencionado o contrário, denotaremos por k um corpo algebricamente
fechado 1 e k[X1, ..., Xn] denotará o anel de polinômios nas n indeterminadas X1, ..., Xn

com coeficientes no corpo k.

• Vamos denotar por q a potência positiva de um primo positivo, isto é, q = pm para algum
primo 0 < p ∈ Z e m inteiro positivo. Um dos resultados iniciais sobre a teoria dos corpos
finitos é que existe um único corpo finito com q elementos, a menos de isomorfismo, esse
corpo será denotado por Fq. Para os leitores pouco familiarizado com as noções básicas
sobre corpos finitos indicamos a leitura de [10].

Como existe uma boa discussão na matemática se o número zero é ou não natural, nos parece
razoável informar que durante este trabalho vamos considerar como conjunto dos números
naturais como sendo N := {1, 2, 3, ...} e n denotará um número natural qualquer.

1.1 Geometria no espaço afim

O conceito de variedade é um dos principais objetos de estudo da geometria algébrica clássica.
Uma variedade consiste no lugar geométrico onde uma coleção de equações polinomiais é satis-
feita. Nesta seção, faremos uma breve introdução sobre variedades no espaço afim e apresen-
taremos alguns resultados necessários para as próximas seções. Esta seção tem como principal
referência [1].

Definição 1.1. Seja k um corpo arbitrário. O espaço afim de dimensão n sobre k, denotado
por An(k), é definido por An(k) := kn = {(x1, ..., xn); x1, ..., xn ∈ k}.

Neste momento, o leitor poderia se indagar sobre o fato de não utilizarmos simplesmente
a notação kn para representar o espaço afim de dimensão n sobre k. Pois bem, está notação
usualmente é utilizada para representar o k-espaço vetorial kn, porém, no momento, não esta-
mos interessados na estrutura vetorial do conjunto. Desse modo, a origem não desempenhará
nenhum papel central, como desempenha na álgebra linear.

1Todo polinômio de grau positivo em k[X] possui raiz em k.
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Uma das grandes belezas da geometria algébrica clássica é que ela estabelece uma ponte
entre álgebra e geometria. Para isso, primeiramente, enunciamos um resultado:

Teorema 1.1 (Base de Hilbert). Todo ideal de k[X1, ..., Xn] é finitamente gerado.

Demonstração. Veja [1, teorema 4 - seção 2.5]. �

Vamos considerar um polinômio f ∈ k[X1, ..., Xn] também como sendo uma função de An(k)
em k que associa a cada ponto (x1, ..., xn) ∈ An(k) o elemento f(x1, ..., xn) ∈ k. Agora vamos
associar a cada subconjunto do espaço afim um ideal de k[X1, ..., Xn]:

Lema 1.1. Sejam k um corpo arbitrário e S ⊆ An(k). O conjunto

I(S) := {f ∈ k[X1, ..., Xn]; f(x) = 0 para todo x ∈ S} ⊆ k[X1, ..., Xn]

é um ideal, chamado de ideal polinomial que se anula em S.

Demonstração. Claramente, o polinômio identicamente nulo está em I(S). Sejam f, g ∈ I(S) e
h ∈ k[X1, ..., Xn]. Dado a ∈ S temos f(a) = g(a) = 0 pela definição de I(S). Desse modo,

(f + g)(a) := f(a) + g(a) = 0 + 0 = 0 e (hf)(a) := h(a)f(a) = h(a) · 0 = 0.

Sendo a um ponto arbitrário de S então f + g e hf pertencem a I(S). Portanto, I(S) é um
ideal de k[X1, ..., Xn].

�

Dada uma coleção B ⊆ k[X1, ..., Xn], denotaremos por 〈B〉 o ideal gerado por B, isto é, o
menor ideal de k[X1, ..., Xn] que contém a coleção B. Um exerćıcio interessante, o qual deixamos
para o leitor escrever os detalhes, é que

〈B〉 = {h1f1 + · · ·+ hmfm; m ≥ 1, fj ∈ B e hj ∈ k[X1, ..., Xn] ∀j = 1, ...,m}.

Com essa notação, o teorema da base de Hilbert 1.1 nos diz que se I é um ideal de k[X1, ..., Xn],
então existem f1, ..., fm ∈ k[X1, ..., Xn] tais que I = 〈f1, ..., fm〉.

Exemplo 1.1. Sejam k um corpo arbitrário e S = {(0, 0)} ⊆ A2(k). Então I(S) = 〈X, Y 〉, de
fato: como X, Y ∈ I(S), então 〈X, Y 〉 ⊆ I(S). Dado f ∈ I(S) tem-se f(0, 0) = 0, ou seja, o
termo independente de f é nulo e assim podemos escrever f = X · f1(X, Y ) + Y · f2(X, Y ) com
f1, f2 ∈ k[X, Y ], consequentemente, f ∈ 〈X, Y 〉. Segue dáı que I(S) ⊆ 〈X, Y 〉.

Com isso, temos a seguinte função

{ subconjuntos de An(k) } −→ { ideais de k[X1, ..., Xn] }
S 7−→ I(S)

.

No próximo objetivo é fazer o caminho inverso, associar um ideal qualquer de k[X1, ..., Xn]
a um subconjunto de An(k).

Definição 1.2. Seja k um corpo arbitrário. Uma variedade afim é o lugar geométrico em
An(k) onde uma coleção de equações polinomiais é satisfeita.

Dada uma coleção de polinômios B ⊆ k[X1, ..., Xn], denotaremos por V(B) a variedade afim
associada à coleção B, ou seja,

V(B) := {(a1, ..., an) ∈ An(k); f(a1, ..., an) = 0 ∀ f ∈ B}.

Quando B = {f1, ..., fm} é finito, denotaremos V(B) simplesmente por V(f1, ..., fm).

4



Exemplo 1.2. Considere f = Y −X2 ∈ R[X, Y ]. Assim

V(f) = {(x, y) ∈ A2(R); y = x2},

ou seja, V(f) é o gráfico de uma parábola em A2(R) = R2:

Figura 1.1: Representação gráfica da parábola y = x2 em R2.

O próximo resultado que vamos enunciar nos diz que não precisamos considerar variedades
afins geradas por subconjuntos quaisquer de k[X1, ..., Xn], pois é suficiente apenas considerar
as variedade geradas por ideais.

Proposição 1.1. Seja B ⊆ k[X1, ..., Xn]. Se I é o ideal gerado por B, então V(I) = V(B).
Demonstração. Seja a ∈ V(I). Assim, para todo f ∈ I temos f(a) = 0. Em particular, para
todo f ∈ B ⊆ I vale f(a) = 0, consequentemente, a ∈ V(B). Desse modo, V(I) ⊆ V(B).

Para a inclusão revesa considere a ∈ V(B) e f ∈ I. Como I é gerado por B existem
polinômios f1, ..., fm ∈ B e g1, ..., gm ∈ k[X1, ..., Xn] tais que f =

∑m

j=1 gjfj. Segue dáı que

f(a) =
m
∑

j=1

gj(a) · fj(a) =
m
∑

j=1

gj(a) · 0 = 0.

Sendo f um polinômio arbitrário de I, então a ∈ V(I). Logo, V(B) ⊆ V(I).
�

Esta proposição nos diz que toda variedade afim pode ser gerada por um ideal. Por outro
lado, sabemos pelo teorema da base de Hilbert 1.1 que todo ideal em k[X1, ..., Xn] é finitamente
gerado. Desse modo, toda variedade afim pode ser gerada por uma coleção finita de polinômios.
No caso particular, quando a variedade é gerada por um único polinômio de grau d, dizemos
que ela é uma hipersuperf́ıcie afim de grau d. Se n = 2 ou n = 3, podemos nos referir a uma
hipersuperf́ıcie de grau d por curva de grau d ou superf́ıcie de grau d, respectivamente.

Com isso, temos a seguinte função

{ ideais de k[X1, ..., Xn] } −→ { subconjuntos de An(k) }
I 7−→ V(I)

.

De modo geral, se V(I) é a variedade afim gerada pelo ideal I ⊆ k[X1, ..., Xn], nem sempre
temos I(V(I)) = I. Vejamos um exemplo a seguir onde isso não acontece.

Exemplo 1.3. Sejam f = X2 + Y 2 ∈ R[X, Y ] e I = 〈f〉. Assim, pela proposição 1.1, temos
V(I) = V(f) = {(0, 0)}. Além disso, I(V(I)) = I({(0, 0)}) = 〈X, Y 〉 (veja, exemplo 1.1).

Observação 1.1. Um dos principais motivos pelos quais consideramos k um corpo algebrica-
mente fechado, a menos que seja mencionado o contrário como em algumas definições acima, é
pelo fato de que exemplos peculiares como V(X2+Y 2+1) = ∅ em A2(R) só acontecem em um
caso bem espećıfico (teorema 1.2). Além disso, quando n ≥ 2, uma hipersuperf́ıcie no espaço
afim de dimensão n sobre um corpo algebricamente fechado tem infinitos pontos.
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Por outro lado, por definição, sempre vale I ⊆ I(V(I)). Como veremos, não vale a igualdade
nem quando k é algebricamente fechado, entretanto, neste caso existe um resultado da geometria
algébrica que nos descreve I(V(I)) em termos de I. Antes de enunciá-lo, vejamos um resultado
e mais algumas definições necessárias.

Teorema 1.2 (Weak Nullstellensatz). Se V(I) = ∅, então I = k[X1, ..., Xn].

Demonstração. Veja [1, teorema 1 - seção 4.1]. �

De modo equivalente, o teorema Weak Nullstellensatz 1.2 nos diz que se I é um ideal
próprio de k[X1, ..., Xn], então V(I) 6= ∅. No caso k = C ele pode ser considerado como
uma generalização mais forte do teorema fundamental da álgebra 2 para polinômios de várias
variáveis. Com efeito, dado f ∈ C[X1, ..., Xn] não constante, temos 〈f〉 6= 〈1〉. Assim, por
Weak Nullstellensatz, V(f) 6= ∅, isto é, existe (x1, ..., xn) ∈ Cn tal que f(x1, ..., xn) = 0. Mais
ainda, ele consegue garantir quando um sistema de equações polinomiais com coeficientes em
C possui solução.

Definição 1.3. Dado um ideal I ⊆ k[X1, ..., Xn], defina-se o radical de I, denotado por rad(I),
como sendo

rad(I) := {f ∈ k[X1, ..., Xn]; f
m ∈ I para algum m ≥ 1}.

Proposição 1.2. O subconjunto rad(I) é um ideal de k[X1, ..., Xn].

Demonstração. Claramente, 0 ∈ rad(I). Sejam f, g ∈ rad(I) e h ∈ k[X1, ..., Xn]. Assim, existe
m, l ≥ 1 tal que fm, gl ∈ I. Desse modo, tem-se (hf)m = hmfm ∈ I, consequentemente,
hf ∈ rad(I). Além disso, segue do teorema binomial para anéis que

(f + g)m+l−1 =
m+l−1
∑

k=0

(

m+ l − 1

k

)

fm+l−1−kgk

• Se k ≥ l tem-se fm+l−1−kgk ∈ I.

• Se k < l então m− 1 < m+ l − 1− k, assim fm+l−1−kgk ∈ I.

Logo, (f + g)m+l−1 ∈ I e assim f + g ∈ rad(I). Portanto, rad(I) é um ideal em k[X1, ..., Xn].
�

Observação 1.2. Para todo ideal I de k[X1, ..., Xn] vale I ⊆ rad(I).

Exemplo 1.4. Seja p um ideal primo de k[X1, ..., Xn]. Afirmamos que rad(p) = p. Com efeito,
pela observação acima, temos p ⊆ rad(p). Seja f ∈ rad(p), assim existe m ≥ 1 tal que fm ∈ p.
Como p é um ideal primo, tem-se f ∈ p, consequentemente, rad(p) ⊆ p. Portanto, rad(p) = p.

Exemplo 1.5. Seja I = 〈Xm, Y n〉 ideal em k[X, Y ] com m,n ≥ 1. Então, rad(I) = 〈X, Y 〉,
de fato: Seja f ∈ rad(I), assim existe r ≥ 1 tal que f r ∈ I = 〈Xm, Y n〉 ⊆ 〈X, Y 〉. Como
〈X, Y 〉 é um ideal primo tem-se f ∈ 〈X, Y 〉. Logo, rad(I) ⊆ 〈X, Y 〉. Além disso, observe que
X,X ∈ rad(I), pois Xm, Y n ∈ I, assim 〈X, Y 〉 ⊆ rad(I). Portanto, rad(I) = 〈X, Y 〉.

Com esta definição de radical de um ideal podemos enunciar um teorema que caracteriza
os ideais gerados por variedades afins:

Teorema 1.3 (Nullstellensatz). Seja I ideal de k[X1, ..., Xn], então I(V(I)) = rad(I).

Demonstração. Veja [1, teorema 6 - seção 4.2]. �

2O teorema fundamental da álgebra afirma que o corpo dos números complexo é algebricamente fechado.
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Como sabemos, k[X1, ..., Xn] é um domı́nio de fatoração única. Assim, uma consequência
quase imediata do teorema Nullstellensatz 1.3 é o seguinte:

Corolário 1.1. Dado f ∈ k[X1, ..., Xn] não constante, seja f = cfa1
1 · · · fas

s a decomposição de
f em distintos polinômios irredut́ıveis em k[X1, ..., Xn] com c ∈ k. Então I(V(f)) = 〈f1 · · · fr〉.
Demonstração. Considere I = 〈f〉. Assim, pelo teorema Nullstellensatz 1.3, é suficiente mostrar
que rad(I) = 〈f1 · · · fs〉. Seja N = max{a1, ..., as} então

(f1 · · · fs)N = fN−a1
1 · · · fN−as

s f ∈ I,

assim f1 · · · fs ∈ rad(I), consequentemente, 〈f1 · · · fs〉 ⊆ rad(I). Para a inclusão reversa, dado
g ∈ rad(I) existe m ≥ 1 tal que gm ∈ I = 〈f〉. Segue dáı que

gm = hf = chfa1
1 · · · fas

s ,

para algum h ∈ k[X1, ..., Xn]. Desse modo, f1, ..., fs são fatores irredut́ıveis de gm. Por outro
lado, a fatoração de gm em polinômios irredut́ıveis são potênciasm-ésima dos fatores irredut́ıveis
de g. Logo f1, ..., fs são fatores irredut́ıveis de g, consequentemente, g ∈ 〈f1 · · · fs〉 e assim
rad(I) ⊆ 〈f1 · · · fs〉. Portanto, rad(I) = 〈f1 · · · fs〉.

�

Desse modo, o corolário acima nos diz que, quando o corpo é algebricamente fechado, a
dificuldade de encontrar I(V(f)) está relacionado com a dificuldade de encontrar os fatores
irredut́ıveis de f em k[X1, ..., Xn].

Teorema 1.4. (Correspondência Ideal-Variedade)

i) Sejam I e J ideais de k[X1, ..., Xn]. Se I ⊆ J , então V(I) ⊇ V(J).

ii) Sejam V e W variedades afins de An(k). Se V ⊆ W , então I(V ) ⊇ I(W )

iii) Se V é uma variedade de An(k), então V(I(V )) = V .

Demonstração. Os itens (i) e (ii) são imediatos. Deixamos os detalhes para o leitor.
(iii) A inclusão V ⊆ V(I(V )) segue da definição. Para a inclusão reversa, considere I ideal

de k[X1, ..., Xn] tal que V = V(I). Se f ∈ I, então f se anula em V , assim f ∈ I(V ). Deste
modo, temos I ⊆ I(V ). Segue do item (i) que V(I(V )) ⊆ V(I) = V . Portanto, V(I(V )) = V .

�

Com essa correspondência ideal-variedade e o corolário do teorema Nullstellensatz temos a
seguinte caracterização para hipersuperf́ıcies afim:

Proposição 1.3. Seja V uma variedade afim em An(k). Então V é uma hipersuperf́ıcie se, e
somente se, I(V ) é principal.

Demonstração. Suponha que V = V(f) para algum f ∈ k[X1, .., Xn]. Segue do corolário do
teorema de Nullstellensatz 1.3 que

I(V ) = I(V(f)) = rad(〈f〉) = 〈f1 · · · fr〉,

onde f1, ..., fr são os fatores irredut́ıveis não associados de f em k[X1, ..., Xn].
Reciprocamente, suponha que I(V ) = 〈g〉 para algum g ∈ k[X1, ..., Xn]. Pelo item (iii) do

teorema Correspondência Ideal-Variedade 1.4 temos

V = V(I(V )) = V(〈g〉) = V(g).

�
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Observação 1.3. A hipótese de k ser algebricamente fechado é essencial para a veracidade da
implicação (⇒) da proposição anterior, veja o exemplo 1.3.

Para finalizar a seção vamos munir o espaço afim com uma topologia3. Antes disso, vamos
ver mais duas propriedades que o conjunto das variedades afins possui:

Proposição 1.4. Para qualquer espaço afim An(k) temos:

i) A interseção de qualquer coleção de variedades afins é uma variedade afim.

ii) A reunião finita de variedades afins é uma variedade afim.

Demonstração.

i) Seja {Vα}α uma coleção de variedades afins. Para cada α existe um ideal Iα ⊆ k[X1, ..., Xn]
tal que Vα = V(Iα). Afirmamos que

⋂

α

Vα = V

(

⋃

α

Iα

)

.

Com efeito, sejam a ∈ ⋂α Vα e f ∈ ⋃α Iα. Assim, existe α tal que f ∈ Iα. Como a ∈ Vα =
V(Iα) tem-se f(a) = 0. Logo, a ∈ V (

⋃

α Iα), consequentemente,
⋂

α Vα ⊆ V (
⋃

α Iα). Para
a inclusão reversa, seja a ∈ V (

⋃

α Iα). Assim, para todo α e f ∈ Iα temos f(a) = 0, isto
é, a ∈ V(Iα) = Vα para todo α. Logo, a ∈ ⋂α Vα, consequentemente, V (

⋃

α Iα) ⊆
⋂

α Vα.

ii) Sejam V e W variedades. Assim, existem ideias I, J ⊆ k[X1, ..., Xn] tais que V = V(I) e
W = V(J). Afirmamos que

V ∪W = V({fg; f ∈ I e g ∈ J})

Com efeito, sejam a ∈ V ∪ W , f ∈ I e g ∈ J . Se a ∈ V então f(a) = 0 e assim
(fg)(a) = f(a)g(a) = 0. Se a ∈ W , então g(a) = 0 e assim (fg)(a) = f(a)g(a) = 0.
Deste modo, em ambos os caso temos a ∈ V({fg; f ∈ I e g ∈ J}), consequentemente,

V ∪W ⊆ V({fg; f ∈ I e g ∈ J}).

Para a inclusão reversa, seja a ∈ V({fg; f ∈ I e g ∈ J}). Se g(a) = 0 para todo g ∈ J ,
então a ∈ W , consequentemente, V({fg; f ∈ I e g ∈ J}) ⊆ V ∪W . Suponha que exista
g ∈ J tal que g(a) 6= 0, assim para todo f ∈ I tem-se f(a)g(a) = (fg)(a) = 0, implicando
f(a) = 0. Logo, a ∈ V e assim V({fg; f ∈ I e g ∈ J}) ⊆ V ∪W . O resultado segue
usando indução finita sobre n.

�

Desse modo, usando as leis De Morgan da teoria dos conjuntos, o resultado anterior nos
possibilita adicionar uma estrutura topológica no espaço afim, basta definir como subconjunto
aberto o complementar de uma variedade afim. Essa topologia é chamada de topologia de

Zariski em An(k). O fecho de Zariski de um subconjunto de An(k) é facilmente caracterizado:

Proposição 1.5. Seja S ⊆ An(k). Então S = V(I(S)).

Demonstração. Por definição, temos S ⊆ V(I(S)). Sendo S o menor fechado que contém S,
tem-se S ⊆ V(I(S)). Como S ⊆ S segue do teorema Correspondência Ideal-Variedade 1.4 que
V(I(S)) ⊆ V(I(S)) = S. Portanto, S = V(I(S)). �

3Para as noções topológicas básicas, indicamos a leitura do famoso livro de topologia do Munkres [11].
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1.2 Algumas considerações sobre An(Fq)

Quando consideramos hipersuperf́ıcies no espaço afim sobre um corpo finito Fq, podemos nos
questionar sobre a cardinalidade máxima desse conjunto com relação ao grau da hipersuperf́ıcie,
dimensão do espaço e q. Desse modo, esta seção tem por objetivo dar uma resposta para esta
indagação.

Teorema 1.5. Seja f ∈ Fq[X1, ..., Xn] com deg(f) = d ≥ 0. Então

|V(f)| ≤ dqn−1.

Demonstração. Se d = 0, então f é constante e diferente do polinômio identicamente nulo, o
resultado segue. Se d = 1, então

f = a0 + a1X1 + · · ·+ anXn.

Como deg(f) = 1 tem-se aj 6= 0 para algum j = 1, ..., n. Fazendo f = 0 temos

Xj = −a−1
j (a0 + a1X1 + · · ·+ aj−1Xj−1 + aj+1Xj+1 + · · ·+ anXn).

Assim, para cada i 6= j existem q possibilidades para Xi, consequentemente, |V(f)| = qn−1.
Sabemos que o resultado é verdadeiro para n = 1. Assim, mostramos que o teorema é ver-
dadeiro para os casos d ≤ 1 ou n = 1. Prosseguimos usando indução duas vezes. Suponha
que seja verdadeiro para todo polinômio de grau d′ com 0 ≤ d′ < d e no máximo n variáveis.
Vamos provar que é verdadeiro para um polinômio f(X1, ..., Xn) com n indeterminadas de grau
d dividindo a prova em dois casos:

Caso 1: Suponha que f seja diviśıvel por X1 − c para algum c ∈ Fq. Temos

f = (X1 − c)g

para algum g ∈ Fq[X1, ..., Xn] com deg(g) = d− 1 < d. Pela hipótese de indução

|V(g)| ≤ (d− 1)qn−1.

Deste modo, tem-se |V(f)| ≤ |V(X1 − c)|+ |V(g)| = qn−1 + (d− 1)qn−1 = dqn−1.

Suponha agora que seja verdadeiro para todo polinômio com m variáveis, 1 ≤ m < n, e de
grau no máximo d.

Caso 2: Suponha que f não seja diviśıvel por X1 − c para todo c ∈ Fq. Assim, para todo
c ∈ Fq tem-se g(X2, ..., Xn) = f(c,X2, ..., Xn) é um polinômio com n − 1 variáveis, não nulo e
de grau no máximo d. Pela hipótese de indução |V(g)| ≤ dqn−2 em An−1(Fq). Como existe q
escolhas posśıveis para c, então

|V(f)| ≤ q · dqn−2 = dqn−1.

�

Teorema 1.6. Sejam n ≥ 2 e V(f) ⊆ An(Fq) uma hipersuperf́ıcie de grau d, com 2 ≤ d < q.
Se |V(f)| < dqn−1, então

|V(f)| ≤ dqn−1 − (d− 1)qn−2.

Demonstração. Veja [12, proposição 2]. �
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1.3 Espaço projetivo: ao infinito e além!

Na geometria euclidiana plana dizemos que duas retas distintas são concorrentes se possuem
um único ponto em comum e são ditas paralelas se não possuem nenhum ponto em comum.
Entretanto, por experiências cotidianas, todos nós já tivemos aquela leve sensação que retas
paralelas se interceptam no “infinito”. Um exemplo simples deste fenômeno ocorre quando
viajamos de carro sobre uma estrada reta; existe uma leve sensação que todas as retas para-
lelas que constituem a estrada se encontram no horizonte. Outra questão pertinente, que nos
leva a acreditar que exista algo interessante no “infinito” a ser analisado, é o comportamento
assintótico de algumas curvas planas. Por exemplo, a hipérbole X2 − Y 2 = 1 no plano R2

possui duas asśıntotas Y = X e Y = −X (direções assintóticas). Essas retas no plano nunca se
interceptam com a hipérbole, porém, no infinito, temos a sensação que a hipérbole intercepta
cada reta em dois pontos distintos:

Figura 1.2: Direções assintóticas da hipérbole X2 − Y 2 = 1 em R2

O conceito de espaço projetivo originou-se deste efeito visual, onde retas paralelas parecem
se encontrar no “infinito”. Grosso modo, podemos imaginar o espaço projetivo como sendo o
espaço afim com esses pontos no infinito. Esta ideia ficará mais clara adiante.

Definição 1.4. Seja k um corpo arbitrário. O espaço projetivo de dimensão n sobre k,
denotado por Pn(k), é definido como sendo o conjunto das retas em An+1(k) que passam pela
origem.

Dado (a0, ..., an) ∈ An+1(k), considere

span(a0, ..., an) := {λ(a0, ..., an); λ ∈ k}.

Com isso, podemos escrever

Pn(k) = {span(a0, ..., an); a0, ..., an ∈ An(k) não são todos nulos}.

Comumente, os elementos de Pn(k) serão chamados de pontos.
Por mais estranho que possa parecer a definição de espaço projetivo dada em 1.4, em relação

as observações feitas no ińıcio desta seção, mostraremos que podemos identificar ele como sendo
o espaço afim de dimensão n com alguns pontos no infinito, o qual justifica parcialmente o
motivo de darmos preferência em trabalhar no espaço projetivo do que no afim para o estudo
de hipersuperf́ıcies. Antes disso, uma indagação que surge naturalmente quando se considera
o espaço projetivo sobre um corpo finito é sua cardinalidade, que é obviamente finita:
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Proposição 1.6. |Pn(Fq)| = qn + · · ·+ q + 1.

Demonstração. Dado (a0, ..., an) ∈ An+1(Fq) não nulo, tem-se

|span(a0, ..., an)| = |{λ · (a0, ..., an); λ ∈ Fq}| = q,

isto é, cada reta que contém a origem em An+1(Fq) tem exatamente q pontos. Além disso,
sabemos que |An+1(Fq)| = |Fn+1

q | = qn+1, assim as retas que contém a origem devem passar em
todos os outros qn+1 − 1 pontos do espaço. Deste modo, existem qn+1 − 1 retas, entretanto,
cada reta foi contada q − 1 vezes. Segue dáı que

|Pn(Fq)| =
qn+1 − 1

q − 1
=

(q − 1)(qn + · · ·+ q + 1)

q − 1
= qn + · · ·+ q + 1.

�

Devido ao fato de que o número |Pn(Fq)| = qn + · · · + q + 1 vai aparecer várias vezes no
caṕıtulo 3, vamos fixar uma notação para facilitar a leitura e escrita. Defina θq : Z→ {0} ∪ N
por

θq(z) =







|Pz(Fq)| se z ≥ 0

0 caso contrário

Para visualizar o espaço projetivo como sendo o espaço afim com alguns pontos no infinito,
primeiramente, vamos identificar ele como sendo o quociente de uma relação de equivalência:
defina-se em An+1(k) a seguinte relação (a0, ..., an) ∼ (a′0, ..., a

′
n) se (a0, ..., an) = λ · (a′0, ..., a′n)

para algum λ ∈ k não nulo.

Proposição 1.7. A relação ∼ em An+1(k) é uma relação de equivalência.

Demonstração.

• Reflexibilidade: Como (a0, ..., an) = 1 · (a0, ..., an) tem-se (a0, ..., an) ∼ (a0, ..., an).

• Simetria: Suponha que (a0, ..., an) ∼ (a′0, ..., a
′
n). Logo existe λ ∈ k não nulo tal que

(a0, ..., an) = λ · (a′0, ..., a′n). Assim, λ−1 é não nulo e vale (a′0, ..., a
′
n) = λ−1 · (a0, ..., an),

consequentemente, (a′0, ..., a
′
n) ∼ (a0, ..., an).

• Transitividade: Suponha que (a0, ..., an) ∼ (a′0, ..., a
′
n) e (a′0, ..., a

′
n) ∼ (a′′0, ..., a

′′
n). Logo,

existem λ, β ∈ k não nulos tais que (a0, ..., an) = λ·(a′0, ..., a′n) e (a′0, ..., a′n) = β ·(a′′0, ..., a′′n).
Segue dáı que λ ·β é não nulo e vale (a0, ..., an) = λ · (a′0, ..., a′n) = λ ·β · (a′′0, ..., a′′n). Deste
modo, (a0, ..., an) ∼ (a′′0, ..., a

′′
n).

�

Assim, de maneira natural, podemos identificar o n-ésimo espaço projetivo como sendo o
conjunto da classes de equivalência Pn(k) ' (An+1(k) − {0})/ ∼. Essa identificação nos leva
a seguinte definição: dizemos que um subconjunto de Pn(k) é um subespaço de dimensão

m se ele é o conjunto das classes de um subespaço vetorial de dimensão m + 1 em An+1(k)
menos a origem; denotaremos por dim(S) a dimensão do subespaço S de Pn(k). Os subespaço
de dimensão 1 e 2 em Pn(k) são chamados de retas e planos, respectivamente. Uma vez
definido reta no espaço projetivo é de imediata verificação que duas retas distintas em P2(k)
se interceptam em um único ponto, pois dois subespaços vetoriais distintos de dimensão 2 em
A3(k) = k3 se interceptam em um subespaço de dimensão 1. Dado um subespaço S ⊆ Pn(k)
de dimensão m definimos a codimensão de S, denotada por codim(S), com sendo

codim(S) := dim(Pn(k))− dim(S) = n−m.
Em particular, quando k = Fq, a cardinalidade de um subespaço de dimensão m de Pn(Fq)

é facilmente calculado.
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Proposição 1.8. Se S é um subespaço de dimensão m em Pn(Fq), então |S| = θq(m). Em
particular, uma reta e um plano em Pn(Fq) têm q + 1 e q2 + q + 1 pontos, respectivamente.

Demonstração. Basta observar que S corresponde a um subespaço vetorial de dimensão m+ 1
de An+1(Fq), o qual sabemos ser isomorfo a Am+1(Fq). O resultado segue.

�

Exemplo 1.6. Sejam P = [u0 : · · · : un], Q = [v0 : · · · : vn] ∈ Pn(k) com P 6= Q. Considere os
vetores u = (u0, ..., un) e v = (v0, ..., vn). Claramente, u e v são ambos não nulos e linearmente
independente (P 6= Q). Deste modo, o subespaço vetorial gerado por u e v, denotado por
span(u, v), tem dimensão 2 e

span(u, v) = {αu+ βv; α, β ∈ k}.

Assim, a reta em Pn(k) que contém os pontos P e Q, denotada por l(P,Q), é o conjunto

l(P,Q) = {[αu0 + βv0 : · · · : αun + βvn] ∈ Pn(k); α, β ∈ k não são ambos nulos}

Observe que se (a′0, ..., a
′
n) ∼ (a0, ..., an), então span(a0, ..., an) = span(a′0, ..., a

′
n). Assim,

sem nenhuma ambiguidade, o ponto P = span(a0, ..., an) ∈ Pn(k) será denotado simplesmente
por [a0 : · · · : an] e chamamos a0, ..., an de coordenadas homogêneas do ponto P .

Estamos quase no momento de identificar o espaço projetivo como sendo o espaço afim
com alguns pontos no infinito. Claramente, não queremos uma simples identificação. Em
nosso contexto, seria interessantes se o espaço afim fosse mergulhado, preservando a estrutura
algébrica afim. Para isso, podemos, de forma natural, parametrizar a maioria das retas em
An+1(k) por um espaço afim de dimensão n. Para cada i = 0, ..., n defina

Ui := {[a0 : · · · : an] ∈ Pn(k); ai 6= 0},

chamada de i-ésima carta afim.

Lema 1.2. Para cada i = 0, ..., n a seguinte relação ϕi : Ui → An(k) definida por

ϕi([a0 : · · · : an]) =
(

a0
ai
, ...,

ai−1

ai
,
ai+1

ai
, ...,

an
ai

)

é uma função bijetora. A inversa de ϕi é dada por ψi : An(k)→ Ui definida por

ψi(a0, ..., ai−1, ai+1, ...an) = [a0 : · · · : ai−1 : 1 : ai+1 : · · · : an].

Demonstração. Para simplificar a notação, consideremos i = 0.
Seja [a0 : · · · : an] = [a′0 : · · · : a′n] ∈ U0. Existe, por definição, λ ∈ k não nulo tal que

(a′0, ..., a
′
n) = λ · (a0, ..., an). Segue dáı que

ϕ0([a0 : · · · : an]) =
(

a1
a0
, ...,

an
a0

)

=

(

λa1
λa0

, ...,
λan
λa0

)

=

(

a′1
a′0
, ...,

a′n
a′0

)

= ϕ0([a
′
0 : · · · : a′n]).

Assim, a relação ϕ0 está bem definida como função. Para verificar que ϕ0 é uma bijeção, com
inversa ψ0, basta observar que

(ϕ0 ◦ ψ0)(a1, ..., an) = ϕ0(ψ0(a1, ..., an)) = ϕ0([1 : a1 : · · · : an]) = (a1, ..., an)

(ψ0 ◦ ϕ0)([a0 : · · · : an]) = ψ0

(

a1
a0
, ...,

an
a0

)

=

[

1,
a1
a0

: · · · : an
a0

]

= [a0 : · · · : an]

Portanto, ϕ0 é uma função bijetora com inversa ψ0.
�
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Dessa maneira, para cada i = 0, ..., n, podemos identificar Ui ' An(k). Observe que para
cada ponto [a0 : · · · : an] ∈ Pn(k) existe, por definição, ai 6= 0 e assim [a0 : · · · : an] ∈ Ui.
Portanto, podemos escrever

Pn(k) = U0 ∪ · · · ∪ Un, com Ui ' An(k).

No próximo caṕıtulo, veremos, de forma análoga ao caso afim, que podemos munir o espaço
projetivo com uma noção topológica usando as variedades projetivas (a serem definidas). Com
esta topologia, a função do lema 1.2 torna-se um homeomorfismo 4 entre os espaços topológicos
Ui e An(k) (proposição 2.9). Assim, deixaremos de apenas identificá-los e passaremos a consi-
derar uma igualdade, pois eles possuem a mesma estrutura que estamos investigando.

Exemplo 1.7. As retas span(a0, a1) ⊆ A2(R) são definidas pela equação linear

a0X − a1Y = 0.

Quando a0 6= 0 ao dividir tudo por a0, temos

X =
a1
a0
· Y,

esses são os elementos de U0. Quando a1 6= 0 ao dividir tudo por a1, temos

Y =
a0
a1
·X,

esses são os elementos de U1.

Considere Hi = Pn(k)\Ui = {[a0 : · · · : an]; ai = 0 e (a0, ..., ai−1, ai+1, ..., an) 6= 0}. Assim,
podemos identificar Hi como sendo Pn−1(k)

[a0 : · · · : ai−1 : 0 : ai+1 : · · · : an] ∈ Hi ←→ [a0 : · · · : ai−1 : ai+1 : · · · : an] ∈ Pn−1(k).

Portanto, podemos expressar

Pn(k) = Ui ∪Hi = An(k) ∪ Pn−1(k),

onde identificamos P0(k) como um ponto. Os pontos em Pn−1(k) são chamados de pontos no

infinito de Pn(k).

Exemplo 1.8. Considerando a carta afim U0 e escolhendo um representante para cada classe,
pelo exposto acima, podemos escrever

Pn(k) = {(1, x1, ..., xn), (x1, ..., xn) ∈ An(k)} ∪ Pn−1(k).

O primeiro conjunto da reunião é identificado como sendo An(k). Por exemplo, no caso k = R,
podemos escrever P2(R) = {(1, a, b); (a, b) ∈ R2} ∪ {(0, 1, c); c ∈ R} ∪ {(0, 0, 1)} e os pontos
com primeira coordenada nula são os pontos no infinito.

Para finalizar está seção, apresentamos outra maneira de identificar o espaço projetivo, o
qual nos auxiliará em alguns resultados no caṕıtulo 3.

Definição 1.5. Seja k um corpo arbitrário. O espaço projetivo dual de dimensão n sobre

k, denotado por P̌n(k), é definido como sendo o conjunto de todos os subespaços de dimensão
n do espaço vetorial An+1(k) = kn+1.

4Uma bijeção cont́ınua com inversa cont́ınua.
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Sabemos da álgebra linear que os subespaços vetoriais de dimensional n de An+1(k) podem
ser expressos da seguinte forma H(p0, ..., pn) = {(x0, ..., xn) ∈ An+1(k); x0p0 + · · ·+ xnpn = 0},
para algum (p0, ..., pn) 6= 0. Além disso, temos

H(p0, ..., pn) = H(p′0, ..., p
′
n)⇔ [p0 : · · · : pn] = [p′0 : · · · : p′n] ∈ Pn(k).

Deste modo, H(p0, ..., pn)←→ [p0, ..., pn] identifica Pn(k) com P̌n(k).

Proposição 1.9. Dado P = [p0 : · · · : pn], P ′ = [p′0 : · · · : p′n] ∈ Pn(Fq) distintos, então

|{H ∈ P̌n(Fq); P,Q ∈ H}| = θq(n− 2)

Demonstração. Para as coordenadas homogêneas de P e P ′ pertencerem ao conjuntoH(a0, ..., an),
devemos ter

p0a0 + · · ·+ pnan = p′0a0 + · · ·+ p′nan = 0.

O conjunto solução a0, ..., an forma um subespaço vetorial de dimensão n − 1 em An+1(k), o
qual corresponde em Pn(k) como sendo um subespaço de codimensão 2.

�

Observação 1.4. Dado P ∈ Pn(k), com um argumento análogo feito na proposição anterior,
tem-se

|{H ∈ P̌n(Fq); P ∈ H}| = θq(n− 1).

1.3.1 Mudança linear no sistema de coordenadas projetivas

Depois de definido um novo espaço é comum estudar os automorfismos existentes. Por exemplo,
considerando E = kn+1 como um k-espaço vetorial, estudamos na álgebra linear as funções
bijetoras A : E → E tais que

A(αx+ y) = αA(x) + A(y)

para todo x, y ∈ E e α ∈ k, chamadas de transformações lineares (bijetoras). Uma vez
fixado em E a base canônica, existe um isomorfismo natural entre o conjunto das transformações
lineares A : E → E e o conjunto das matrizes inverśıveis de ordem n + 1 com coeficientes em
k, chamado grupo linear geral e denotado por GLn+1(k). Sendo assim, ao considerarmos
A : E → E uma transformação linear, denotaremos também por A a matriz associada em
GLn+1(k) em relação à base canônica e vice-versa. Como no caso do espaço afim An+1(k),
não consideramos a estrutura vetorial existente, assim a origem não desempenha nenhum papel
central. Os automorfismos que consideramos neste caso são T : An+1(k) → An+1(k) tais que
T (x) = A(x) + b, onde A : E → E é uma transformação linear e b ∈ An+1(k), chamada
de transformação afim (ou afinidade). Para o caso projetivo, primeiramente, observe que
as retas de E que passam pela origem (subespaços vetoriais unidimensionais) são da forma
r = {αv;α ∈ k} para algum v ∈ E não nulo. Segue dáı que A(r) = {αA(v); α ∈ k} é uma reta
em E. Deste modo, fica bem definido

T : Pn(k)→ Pn(k), com T([x0 : · · · : xn]) = A ·







x0
...
xn






,

onde A ∈ GLn+1(k), isto é, se A = (aij)0≤i,j≤n então

T([x0 : · · · : xn]) =
[

n
∑

j=0

a0jxj : · · · :
n
∑

j=0

anjxj

]

,
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chamada transformação projetiva (ou projetividade). Observe que uma transformação
projetiva diz respeito a uma mudança linear no sistema de coordenada de Pn(k), considerando

(y0, ..., yn) =

(

n
∑

j=0

a0jxj, ...,

n
∑

j=0

anjxj

)

,

então y0, ..., yn são as novas coordenadas homogêneas de Pn(k).
Claramente, A,B ∈ GLn+1(k) definem a mesma transformação projetiva se, e somente se,

A = λB para algum λ ∈ k não nulo. Segue dáı que o grupo das transformações projetivas é
isomorfo à

PGLn(k) :=
GLn+1(k)

{λId} ,

chamado de grupo linear projetivo.
Antes de prosseguirmos com mais algumas questões sobre mudança linear no sistema de

coordenadas, precisamos de algumas definições da álgebra comutativa.

Definição 1.6. Seja R 6= {0} um anel comutativo com unidade. Dizemos que R é uma k -

álgebra se existe um homomorfismo de anéis f : k → R. Neste caso, como os únicos ideais de
k são os triviais e f(1) = 1, f é injetivo e podemos considerar k como subanel de R.

Observação 1.5. (a, r) ∈ k ×R 7−→ f(a) · r ∈ R torna o anel R um k - espaço vetorial.

Exemplo 1.9. O anel do polinômio em n + 1 indeterminadas k[X0, ..., Xn] é uma k-álgebra
com o homomorfismo natural f : k → k[X0, ..., Xn] dada por a 7−→ fa(X0, ..., Xn) = a.

Definição 1.7. Sejam R e R′ duas k-álgebras. Dizemos que f : R → R′ é um homomorfismo
de k-álgebras se:

i ) f : R→ R′ é um homomorfismo de anéis.

ii) f : R → R′ é uma transformação linear ao considerarmos R e R′ como sendo k-espaços
vetoriais (veja, observação 1.5).

Além disso, se f for bijetora dizemos que ela é um k-isomorfismo.

Cada matriz A ∈ GLn+1(k) induz um k-isomorfismo

A∗ : k[Y0, ..., Yn]→ k[X0, ..., Xn],

onde para cada f ∈ k[Y0, ..., Yn] a função A∗ associa o polinômio A∗f tal que

(A∗f)(x0, ..., xn) = f(A−1(x0, ..., xn))

para todo (x0, ..., xn) ∈ kn+1. Mais explicitamente, se A−1 = (bij)0≤i,j≤n é a inversa de A, então

(A∗f)(X0, ..., Xn) = f

(

n
∑

j=0

b0jXj, ...,

n
∑

j=0

bnjXj

)

.

Exemplo 1.10. Considere

A =





1 2 3
0 1 2
0 0 1



 ∈ GL3(C)
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cuja inversa é dada por

A−1 =





1 −2 1
0 1 −2
0 0 1



 .

Deste modo, se T : P2(C)→ P2(C) é definida por A, então

T ([x0 : x1 : x2]) = [x0 + 2x1 + 3x2 : x1 + 2x2 : x2]

e A∗ : k[Y0, Y1, Y2]→ k[X0, X1, X2] é definido por

(A∗f)(X0, X1X2) = f(X0 − 2X1 +X2, X1 − 2X2, X2)

Po exemplo, considere a parábola projetiva f = Y1Y2 − Y 2
0 então

(A∗f) = f(X0 − 2X1 +X2, X1 − 2X2, X2)

= (X1 − 2X2)X2 − (X0 − 2X1 +X2)
2

= X1X2 − 2X2
2 − ((X0 − 2X1)

2 + 2(X0 − 2X1)X2 +X2
2 )

= X1X2 − 2X2
2 − (X2

0 − 4X0X1 + 4X2
1 + 2X0X2 − 4X1X2 +X2

2 )

= X1X2 − 2X2
2 −X2

0 + 4X0X1 − 4X2
1 − 2X0X2 + 4X1X2 −X2

2

= 5X1X2 − 3X2
2 −X2

0 + 4X0X1 − 4X2
1 − 2X0X2.
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Caṕıtulo 2

Variedades no espaço projetivo

Como já hav́ıamos mencionado, o conceito de variedades é um dos principais objetos de estudo
da geometria algébrica clássica. No caso afim, ela consiste no lugar geométrico onde uma
coleção de equações polinomiais é satisfeita. Neste caṕıtulo, estamos interessados em estender
esta definição para o caso projetivo, entretanto, uma vez que o espaço projetivo é o quociente de
uma relação de equivalência, o mı́nimo que esperamos é que a definição de variedades no espaço
projetivo não dependa da escolha do representante da classe. Claramente, isso não acontece
para todo polinômio. Desse modo, na primeira seção deste caṕıtulo, definimos uma classe
muito especial de polinômio (homogêneos) e associamos a cada polinômio com n variáveis
um polinômio homogêneo com n + 1 variáveis (homogenização). Posteriormente, definimos
variedades no espaço projetivo e apresentamos uma versão do teorema Nullstellensatz no caso
projetivo, que nos possibilita caracterizar as hipersuperf́ıcies de forma análoga do caso afim.
Para finalizar o caṕıtulo, falamos sobre hipersuperf́ıcies equivalentes, espaço tangente de uma
variedade projetiva em um ponto e o teorema de Bezout.

2.1 Polinômios homogêneos e homogenização

Tendo em vista a definição de variedades no espaço afim, podeŕıamos, de forma ingênua, tentar
definir de modo semelhante variedades no espaço projetivo. Entretanto, ao definir um novo
conceito em um espaço de classes de equivalência, em geral, é utilizado um elemento como
representante de cada classe, mas, para uma boa definição, sempre é indispensável que o conceito
não dependa da escolha do representante. Vejamos, por meio de um exemplo, como em geral
o conjunto dos zeros de um polinômio no espaço projetivo não está bem definido para todo
polinômio: considere o polinômio f(X, Y ) = X2 + Y 2 − 2 ∈ C[X, Y ]. Temos [1 : 1] = [2 : 2]
em P1(C). Observe que f(1, 1) = 0 6= 6 = f(2, 2). Deste modo, o conjunto dos zeros de
f = X2 + Y 2− 2 em P1(C) não está bem definido, pois neste caso a equação f = 0 depende da
escolha do representado da classe.

Definição 2.1. Seja k um corpo arbitrário. Dizemos que um polinômio f ∈ k[X0, ..., Xn] é
homogêneo de grau d ≥ 0 se todos os seus monômios não nulos têm o mesmo grau total
igual a d.

Exemplo 2.1. Para todo d ≥ 0 o polinômio f = Xd
0 + · · ·+Xd

n é homogêneo de grau d.

Talvez, experiências com cálculo ou equações diferenciais faça o leitor estranhar a definição
de polinômio homogêneo. Pois bem, mostraremos a seguir que a definição dada acima é equi-
valente à definição que geralmente aparece no mercado.

Proposição 2.1. Seja f ∈ k[X0, ..., Xn] não nulo. Então f é homogêneo de grau d ≥ 0 se, e
somente se, f(λX0, ..., λXn) = λdf(X0, ..., Xn) para todo λ ∈ k.
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Demonstração. Suponha que f seja homogêneo de grau d. Assim, podemos escrever

f =
m
∑

j=1

ajX
α0

j

0 · · ·X
αn
j

n ,

onde α0
j + · · ·+ αn

j = d e aj ∈ k para todo j = 1, ...,m. Logo, para todo λ ∈ k vale

f(λX0, ..., λXn) =
m
∑

j=1

aj(λX0)
α0

j · · · (λXn)
αn
j

=
m
∑

j=1

ajλ
α0

jX
α0

j

0 · · ·λα
n
jX

αn
j

n

=
m
∑

j=1

aj λ
α0

j+···+αn
j X

α0

j

0 · · ·X
αn
j

n

= λdf(X0, ..., Xn).

Reciprocamente, suponha que f(λX0, ..., λXn) = λdf(X0, ..., Xn) para todo λ ∈ k. Seja
aαX

α um termo monomial não nulo de f , com α = (α1, ..., αn) e X = X0 · · ·Xn. Assim, por
hipótese, tem-se

aα(λX0)
α1 · · · (λXn)

αn = λdaαX
α.

Deste modo, devemos ter λα1 · · ·λαn = λd, consequentemente, α1 + · · · + αn = d. Portanto, f
é um polinômio homogêneo de grau d.

�

Seja h o polinômio identicamente nulo em k[X0, ..., Xn]. Como h não possui monômios
não nulo é natural, por vacuidade, considerar h como sendo homogêneo de grau d para todo
d ≥ 0. Esta simples convenção nos possibilita decompor cada polinômio f ∈ k[X0, ..., Xn] não
identicamente nulo como uma soma de polinômios homogêneos f = f0 + f1 + · · · + fd, onde
d = grau(f) e cada fj é um polinômio homogêneo de grau j em k[X0, ..., Xn]. Basta agrupar
os monômios com mesmo grau total. Chamamos de componentes homogêneas de f os
polinômios f0, ..., fd.

Exemplo 2.2. As componentes homogêneas de f = 2X2 + XY 2 + 5XZ + 3Z3 ∈ C[X, Y, Z]
são f0 = 0, f1 = 0, f2 = 2X2 + 5XZ e f3 = XY 2 + 3Z3.

Definição 2.2. Dizemos que um ideal I ⊆ k[X0, ..., Xn] é homogêneo se admite uma coleção
de geradores homogêneos.

Observação 2.1. Ao considerarmos um ideal homogêneo I = 〈F1, ..., Fm〉 ⊆ k[X0, ..., Xn] ficará
subentendido que F1, ..., Fm são polinômios homogêneos de k[X0, ..., Xn].

Lema 2.1. Sejam f, g ∈ k[X0, ..., Xn] ambos não identicamente nulo. Sejam f0, ..., fm e
g0, ..., gs as componentes homogêneas de f e g, respectivamente.

i) Se m = s, então f = g se, e somente se, fj = gj para todo j = 0, ...,m.

ii) Se h = fg, então as componentes homogêneas de h são dadas por hl =
∑

i+j=l figj.

Demonstração. O item (i) segue diretamente da definição de igualdade de polinômios. Deixa-
mos os detalhes para o leitor.
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ii) Temos

h = fg =

(

∑

i

fi

)(

∑

j

gj

)

=
∑

i,j

figj.

Observe que figj é homogêneo de grau i+ j. Segue do item (i) que hl =
∑

i+j=l figj são
as componentes homogêneas de h.

�

Proposição 2.2. O ideal I ⊆ k[X0, ..., Xn] é homogêneo se, e somente se, para todo g ∈ I as
componentes homogêneas de g pertencem a I.

Demonstração. Suponha que I ⊆ k[X0, ..., Xn] seja um ideal homogêneo. Assim, existem
f1, ..., fm em k[X0, ..., Xn] homogêneos não nulos de grau d1, ..., dm, respectivamente, tais que
I = 〈f1, ..., fm〉.

Dado g ∈ I existem g1, ..., gm ∈ k[X0, ..., Xn] tais que

g = g1f1 + · · ·+ gmfm.

Como fj é homogêneo de grau dj, existe apenas uma componente homogênea não nula a
saber: fdj = fj. Sejam gj1 , ..., gjs componentes homogêneas de gj. Segue do lema 2.1 que

gl = g1′rf1 + · · ·+ gj′rfm ∈ I,

onde 1′r + d1 = · · · = j′r + dm = l são as componentes homogêneas de g.
Reciprocamente, suponha que para todo g ∈ I as componentes homogêneas de g pertencem a

I. Pelo teorema da base de Hilbert 1.1, existem f1, ..., fm ∈ I (não necessariamente homogêneos)
tais que I = 〈f1, ..., fm〉. Escreva fj como soma das suas componentes homogêneas fj =

∑

i fji,
com j = 1, ...,m. Por hipótese, tem-se fji ∈ I para todo i, j. Deste modo, se J é o ideal gerado
pelas componentes homogêneas dos polinômios f1, ..., fm, então I ⊆ J . Por outro lado, como
cada componente está em I temos J ⊆ I. Logo, I = J é homogêneo.

�

Proposição 2.3. Seja k um corpo infinito. Sejam F ∈ k[X0, ..., Xn] e F0, ..., Fm as componentes
homogêneas de F . Se F se anula em todas coordenadas homogêneas de P ∈ Pn(k), então

F0(P ) = · · · = Fm(P ) = 0.

Demonstração. Sejam a0, ..., an coordenadas homogêneas de P . Defina o polinômio

G(X) = f(Xa0, ..., Xan) ∈ k[X].

Por hipótese, temos G(x) = 0 para todo x 6= 0. Sendo k infinito, tem-se que G é o polinômio
identicamente nulo, pois um polinômio não nulo de uma variável tem apenas finitas ráızes em
k. Além disso, temos

G(X) = f(Xa1, ..., Xan)

=
m
∑

i=0

Fi(Xa0, ..., Xan)

=
m
∑

i=0

X iFi(a)

Portanto, F0(a) = · · · = Fm(a) = 0. �
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Para finalizar esta seção, vamos falar brevemente sobre homogenização e desomogenização
de polinômios.

Proposição 2.4. A função Φi : k[X0, ..., Xn]→ k[Y0, ..., Yi−1, Yi+1, ..., Yn] definida por

Xi 7−→ 1
Xj 7−→ Yj se j 6= i

é um homomorfismo de anéis.

Demonstração. Basta observar que a função é o seguinte homomorfismo de avaliação

f(X0, ..., Xn) 7−→ f(Y0, ..., Yi−1, 1, Yi+1, ..., Yn).

�

O polinômio Φi(f) é chamado desomogenização de f em relação à variável Xi.
Para f ∈ k[Y0, ..., Yi−1, Yi+1, ..., Yn] temos

Φ−1
i (f) =

{

XD
i · f

(

X0

Xi

, ...,
Xi−1

Xi

,
Xi+1

Xi

, ...,
Xn

Xi

)

; D ≥ grau(f)

}

Definição 2.3. Dado f ∈ k[Y0, ..., Yi−1, Yi+1, ..., Yn], defina-se a homogenização de f com
respeito à variável Xi como sendo o polinômio

F (X0, ..., Xn) = X
grau(f)
i · f

(

X0

Xi

, ...,
Xi−1

Xi

,
Xi+1

Xi

, ...,
Xn

Xi

)

Vale observar que a F é um polinômio homogêneo de grau d = grau(f). Com efeito, para
facilitar a notação considere a homogeneização de f em relação à variável X0, isto é,

F = X
grau(f)
0 · f

(

X1

X0

, ...,
Xn

X0

)

Seja X = (X1, ..., Xn). Se a · Y α = a · Y α1

1 · · ·Y αn
n é um termo monomial de f , então

|α| := α1 + · · ·+ αn ≤ d e os termos monomiais de F são do tipo

a ·Xd
0 ·

Xα

X
|α|
0

= a ·Xd−|α|
0 ·Xα.

Portanto, F é um polinômio homogêneo de grau d.

Exemplo 2.3. Considere f = Y − X2 ∈ k[X, Y ]. Então a homogenização de f em relação à
variável Z é, por definição, o polinômio homogêneo

F (X, Y, Z) = Z2f

(

X

Z
,
Y

Z

)

= Z2

(

Y

Z
− X2

Z2

)

= Y Z −X2.

2.2 Variedades projetivas

Em geral, o valor de um polinômio em um ponto do espaço projetivo não esta bem definido.
Por outro lado, pela proposição 2.1, o conjunto de zeros no espaço projetivo de um polinômio
está bem definido desde que ele seja homogêneo. Isso nos leva a seguinte definição:

Definição 2.4. Sejam k um corpo arbitrário e F ∈ k[X0, ..., Xn] homogêneo:
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i) Uma hipersuperf́ıcie em Pn(k) definida por F , denotada por v(F ), é definida por

v(F ) := {[x0 : · · · : xn] ∈ Pn(k); F (x0, ..., xn) = 0}.

ii) O grau da hipersuperf́ıcie v(F ), denotado por deg(v(F )), é o grau do polinômio F .

iii) Se G ∈ k[X0, ..., Xn] é irredut́ıvel e divide F , dizemos que a hipersuperf́ıcie v(G) ⊆ Pn(k)
é uma componente de v(F ). (Observação: Se G|F , então G é homogêneo).

iv) Uma hipersuperf́ıcie H de grau 1 é chamado de hiperplano, isto é,

H = v(a0X0 + · · ·+ anXn) ⊆ Pn(k),

onde a0, ..., an ∈ k não são todos nulos.

Todo hiperplano é um subespaço de codimensão 1 em Pn(k), pois o conjunto solução de
a0X0 + · · · + anXn = 0 em An+1(k) é um subespaço de dimensão n. Em particular, quando
k = Fq, todo hiperplano em Pn(Fq) tem θq(n− 1) pontos. De modo Geral, podemos definir:

Definição 2.5. Seja k um corpo arbitrário e sejam F1, ..., Fm ∈ k[X0, ..., Xn] homogêneos.
Chamamos

v(F1, ..., Fm) := {[a0 : · · · : an] ∈ Pn(k); F1(a0, ..., an) = · · · = Fm(a0, ..., an) = 0}

de variedade projetiva definida por F1, ..., Fm.

Em particular, quando os polinômios são homogêneo de grau 1, dizemos também que a
variedade projetiva é linear. Claramente, as variedades projetivas lineares são subespaços de
Pn(k), além disso, qualquer subespaço de dimensão m de Pn(k) pode ser visto como sendo uma
variedade linear.

Exemplo 2.4. Identificando o espaço projetivo como no exemplo 1.8, uma hipersuperf́ıcie X
em Pn(k), definida pelo polinômio homogêneo F ∈ k[X0, ..., Xn], pode ser escrita por

X = {(1, x1, ..., xn); F (1, x1, ..., xn) = 0} ∪ {(0, a1, ..., an);F (0, a1, ..., an) = 0}.

Observe que f = F (1, X0, ..., Xn) é a desomogenização em relação à variável X0, além disso,
existe uma correspondência natural entre V(f) ⊆ An(k) e

{(1, x1, ..., xn); F (1, x1, ..., xn) = 0}.

Desse modo, pelos processos de homogenização e desomogenização, uma hipersuperf́ıcie no
espaço projetivo está intimamente relacionado com uma hipersuperf́ıcie no espaço afim, de
modo que no contexto projetivo apenas estamos considerando os pontos no infinito discutido
no ińıcio da seção 3 do primeiro caṕıtulo.

Uma vez definido variedades no espaço projetivo, nosso próximo objetivo é apresentar uma
versão do teorema Nullstellensatz no caso projetivo. Para tal propósito, vamos associar a cada
ideal homogêneo uma variedade projetiva: segue da proposição 2.2, que dado I ⊆ k[X0, ..., Xn]
ideal homogêneo, o conjunto

v(I) := {[x0 : · · · : xn] ∈ Pn(k); F (x0, ..., xn) = 0 ∀F ∈ I}

está bem definido. Vamos mostrar que v(I), tendo como base a definição 2.5, é uma variedade
projetiva, chamada de variedade projetiva gerada por I.
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Proposição 2.5. Dado I = 〈F1, ..., Fm〉 ⊆ k[X0, ..., Xn] um ideal homogêneo. Então

v(I) = v(F1, ..., Fm).

Demonstração. Claramente, por definição, temos v(I) ⊆ v(F1, ..., Fm).
Sejam [x0 : · · · : xn] ∈ v(F1, ..., Fm) e F ∈ I. Assim existem G1, ..., Gm ∈ k[X0, ..., Xn], não

necessariamente homogêneos, tais que

F = G1F1 + · · ·+GmFm.

A equação Gj = 0 pode depender da escolha do representante da classe. Por outro lado, a
equação GjFj = 0 é igual a zero para toda coordenada homogênea do ponto [x0 : · · · : xn], pois
Fj = 0 independente da escolha. Considerando x = (x0, ..., xn), temos

F (x) = G1(x)F1(x) + · · ·Gm(x)Fm(x) = 0,

consequentemente, [x0 : · · · : xn] ∈ v(I) e assim v(F1, ..., Fm) ⊆ v(I).
Portanto, v(I) = v(F1, ..., Fm).

�

Para não houver possibilidade de confusão lembre-se que, a menos que seja mencionado
o contrário, estamos sempre considerando k um corpo algebricamente fechado. Um resultado
simples que vai nos possibilitar, juntamente com a proposição 2.3, gerar ideais homogêneos com
subconjuntos do espaço projetivo é que todo corpo algebricamente fechado é infinito:

Proposição 2.6. Se k é um corpo algebricamente fechado, então k é infinito.

Demonstração. Suponha que k seja finito, digamos k = {a1, ..., am}. Considere o polinômio

f(x) = 1 +
m
∏

j=1

(x− aj) ∈ k[x].

Assim, para todo j = 1, ...,m tem-se f(aj) = 1, ou seja, f não possui raiz em k. Contrari-
ando o fato de k ser algebricamente fechado. Portanto, k é infinito.

�

Uma maneira, natural, de gerar ideais homogêneos usando variedades projetivas é definir o
ideal gerado pelos polinômios que geram a variedade, isto é, se v(F1, ..., Fn) é uma variedade
projetiva, então 〈F1, ..., Fm〉 é um ideal é homogêneo. Existe também outra maneira de uma
variedade projetiva gerar um ideal homogêneo. Primeiramente, convencionamos que dado S ⊆
Pn(k), ao considerarmos F ∈ k[X0, ..., Xn] tal que F (x0, ..., xn) = 0 para algum [x0 : · · · : xn] ∈
S ficará subentendido que a expressão F = 0 independe da escolha do representada da classe.

Proposição 2.7. Seja S ⊆ Pn(k). O seguinte conjunto é um ideal homogêneo

J(S) := {F ∈ k[X0, ..., Xn]; F (x0, ..., xn) = 0 ∀[x0 : · · · : xn] ∈ S}.

Demonstração. Análogo ao caso afim, feito na proposição 1.1, tem-se que J(S) é um ideal de
k[X0, ..., Xn].

Sejam F ∈ J(S) e F0, ..., Fm as componente homogêneas de F . Dado [x0 : · · · : xn] ∈ S
temos F (x0, ..., xn) = 0. Pela proposição 2.3, tem-se

F0(x0, ..., xn) = · · · = Fm(x0, ..., xn) = 0.

Assim, F0, ..., Fm ∈ J(S). Portanto, pela proposição 2.2, J(S) é um ideal homogêneo.
�
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No caso afim, por meio do teorema Nullstellensatz 1.2 é posśıvel verificar que o ideal gerado
por uma variedade afim é igual ao radical do ideal que gera a variedade. Como no contexto
projetivo, as variedade são geradas por ideais homogêneos seria interessante se o radical de um
ideal homogêneo fosse também um idel homogêneo. Felizmente, isso acontece:

Lema 2.2. Seja I ideal homogêneo em k[X0, ..., Xn]. Então rad(I) é um ideal homogêneo.

Demonstração. Seja f ∈ rad(I). Assim, existe m ≥ 1 tal que fm ∈ I. Se f 6= 0 decomponha f
como soma das suas componentes homogêneas

f =
∑

j

fi = fmax +
∑

j<max

fi,

onde fmax é a componente homogênea não nula de grau total igual ao grau de f . Expandindo
fm, tem-se

(fm)max = (fmax)
m.

Sendo I um ideal homogêneo tem-se, pela proposição 2.2, que as componentes homogêneas
de fm pertencem a I, consequentemente, (fmax)

m = (fm)max ∈ I. Assim, fmax ∈ rad(I).
Considere g = f − fmax ∈ rad(I). Com o mesmo argumento feito anteriormente, tem-se
gmax ∈ rad(I). Observe que gmax é uma componente homogênea de f . Aplicando esse racioćınio
repetidamente, obtemos que as componentes homogêneas de f estão em rad(I). Portanto, segue
da proposição 2.2, que rad(I) é um ideal homogêneo em k[X0, ..., Xn].

�

Teorema 2.1 (Nullstellensatz projetivo). Seja I ideal homogêneo de k[X0, ..., Xn]. Se v(I) é
um conjunto não vazio, então

J(v(I)) = rad(I).

Demonstração. Seja V = V(I) ⊆ An+1(k). Afirmamos que

I(V ) = J(v(I)).

Com efeito, seja F ∈ I(V ). Dado P ∈ v(I), as coordenada homogêneas de P estão em V ,
assim F (P ) = 0, consequentemente, I(V ) ⊆ J(v(I)). Seja F ∈ J(v(I)). Dado (a0, ..., an) ∈ V
não nulo, tem-se P = [a0, ..., an] ∈ v(I). Deste modo, resta mostrar que F (0, ..., 0) = 0. Seja F0

a componente homogênea de grau zero de F , isto é, F0 = F (0, ...., 0). Como J(v(I)) é um ideal
homogêneo tem-se F0 ∈ J(v(I)). Sendo v(I) 6= ∅ devemos ter F0 = 0. Logo, J(v(I)) ⊆ I(V ).

Portanto, I(V ) = J(v(I)). Segue do teorema Nullstellensatz 1.2 que

rad(I) = I(V(I)) = I(V ) = J(v(I)).

�

Com esta versão de Nullstellensatz no caso projetivo, podemos, de maneira semelhante ao
caso afim, caracterizar as hipersuperf́ıcies em Pn(k). Antes, precisamos de dois lemas:

Lema 2.3. Sejam F,G,H ∈ k[X0, ..., Xn] polinômios não nulos. Se F é homogêneo de grau
d ∈ N e F = GH, então G e H são homogêneos.

Demonstração. Como F é homogêneo de grau d, temos apenas uma componente homogênea a
saber: Fd = F . Sejam G0, ..., Gs e H0, ..., Hr as componentes homogêneas de G e H, respecti-
vamente. Segue do lema 2.1 item (ii) que

GsHr = Fd = F = GH = (G0 + · · ·+Gs)(H0 + · · ·+Hr).

Portanto, G = Gs e H = Hr são homogêneos.
�
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Corolário 2.1. Se F1, ..., Fm são as componentes irredut́ıveis de um polinômio homogêneo F
em k[X0, ..., Xn], então F1, ..., Fm são homogêneos, consequentemente, F1 · · ·Fm é homogêneo.

Lema 2.4. Seja v(I) uma variedade projetiva, então v(J(v(I))) = v(I).

Demonstração. Análogo ao caso afim (proposição 1.4).

�

Proposição 2.8. Seja I ⊆ k[X0, ..., Xn] um ideal homogêneo. Então v(I) é uma hipersuperf́ıcie
se, e somente se, J(v(I)) = 〈G〉 para algum G ∈ k[X0, ..., Xn] homogêneo.

Demonstração. Suponha que v(I) = v(F ) para algum polinômio F ∈ k[X0, ..., Xn] homogêneo.
Como k é algebricamente fechado, temos v(I) = v(F ) 6= ∅. Segue do teorema Nullstellensatz
projetivo 2.1 que

J(v(I)) = J(v(F )) = rad(〈F 〉) = 〈F1 · · ·Fm〉,

onde F1, ..., Fm são as componentes irredut́ıveis de F em k[X0, ..., Xn] (Para a última igualdade,
veja a demostração do corolário do Nullstellensatz 1.3). Além disso, pelo corolário do lema 2.3,
temos F1 · · ·Fm é homogêneo.

Reciprocamente, suponha que J(v(I)) = 〈G〉 para algum G ∈ k[X0, ..., Xn] homogêneo.
Assim, pela proposição 2.4, temos

v(I) = v(J(v(I))) = v(〈G〉) = v(G).

�

Com a definição de variedades no espaço projetivo e os resultados anteriores, podemos,
de forma completamente análoga ao caso afim, munir o espaço projetivo com um topologia,
bastando considerar como conjunto aberto o complementar de uma variedade projetiva. Esta
topologia é comumente chamada de topologia de Zariski em Pn(k). Além disso, o fecho
projetivo de Zariski é caracterizado da mesma maneira do caso afim.

Para finalizar esta seção, como prometido, vamos mostrar agora que a função ϕi do lema
1.2 é um homeomorfismo entre espaços topológicos.

Proposição 2.9. Para cada i = 0, ..., n a função ϕi : Ui → An(k) definida por

ϕi([a0 : · · · : an]) =
(

a0
ai
, · · · , ai−1

ai
,
ai+1

ai
, ...,

an
ai

)

é um homeomorfismo.

Demonstração. Sabemos que ϕi é uma bijeção. Para provar que ϕi é um homeomorfismo,
basta mostrar que ela e sua inversa são funções fechadas (levam conjunto fechado em conjunto
fechado). Para simplificar a notação, considere i = 0. Seja X ⊆ U0 um conjunto fechado. Se
X denota o fecho projetivo de X em Pn(k), existe um ideal homogêneo J tal que X = v(J).
Considere J0 = {Φ0(f); f ∈ J} onde Φ0(f) é a desomogenização de f em relação à variável
X0. Claramente, temos ϕ0(X) = V(J0). Para inclusão reversa, seja V ⊆ An(k) fechado. Assim
existe um ideal I tal que V = V(I). Considere I0 = {f ∗; f ∈ I} onde f ∗ é a homogenização
de f em relação à variável X0. Observe que ϕ−1

0 (V ) = U0 ∩ v(I0). O resultado segue.

�
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2.2.1 Variedades Hermitianas em Pn(Fq2)

Existe uma coleção especial de variedades que desempenham um papel central no estudo sobre
o número máximo de pontos de uma hipersuperf́ıcies de grau d no espaço projetivo sobre um
corpo finito, chamadas variedades Hermitianas. Nesta seção, estamos interessando no número
de pontos que uma variedade Hermitiana não degenerada possui. Para um estudo detalhado
sobre variedades Hermitianas indicamos a leitura de [2]. Antes, precisamos de um resultado
sobre corpos finitos:

Proposição 2.10. Para todo x ∈ Fq vale xq = x.

Demonstração. O caso x = 0 é óbvio. Sendo Fq um corpo, tem-se que F∗
q = Fq\{0} é um

grupo multiplicativo de ordem q − 1. Segue dáı que para todo x ∈ F∗
q vale xq−1 = 1 e assim,

multiplicando ambos os lados por x, obtemos xq = x.
�

Dado x ∈ Fq2 , o seu conjugado é definido como sendo xq. Observe que, pela proposição
2.10, x é o conjugado de xq. Denotaremos simplesmente por x o conjugado de x em Fq2 . Dado
x = (x0, x1, ..., xn) ∈ An+1(Fq2), considere

x
q =







xq0
...
xqn






. (2.1)

Definição 2.6.

i) Uma matriz quadrada H = (hij), com coeficientes em Fq2 , é dita hermitiana se hij = hji
para todo i, j.

ii) Uma variedade hermitiana Hn−1 no espaço projetivo finito Pn(Fq2) é definida como
sendo o conjunto dos pontos x = [x0 : x1 : · · · : xn] ∈ Pn(Fq2) tais que xHxq = 0, onde
H = (hij)0≤i,j≤n é uma matriz hermitiana de ordem n+ 1 e x

q é o vetor coluna dado em
(2.1), isto é, a variedade definida pelo polinômio homogêneo de ordem q + 1

[X0, · · · , Xn]H







Xq
0
...
Xq

n






= h00X

q+1
0 + · · ·+ h0nX0X

q
n + · · ·+ hn1XnX

q
0 + · · ·+ hnnX

q+1
n ,

onde hij = hji. Além disso, se posto(H) = n + 1, dizemos que Hn−1 é uma variedade

hermitiana não degenerada.

Exemplo 2.5. Claramente, a matriz identidade H = Idn+1 é hermitiana com posto n + 1,
assim, a variedade projetiva em Pn(Fq2) associada é definida pelo polinômio

[X0, · · · , Xn]H







Xq
0
...
Xq

n






= Xq+1

0 + · · ·+Xq+1
n ,

ou seja, v(Xq+1
0 + · · ·+Xq+1

n ) é uma variedade Hermitiana não degenerada em Pn(Fq2).

Nosso próximo objetivo é apresentar o número de pontos em um variedade Hermitiana
não degenerada, apresentado por Bose e Chakravarti em [2]. Antes disso, precisamos de mais
algumas considerações sobre corpos finitos.
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Teorema 2.2. Para todo corpo finito Fq, o grupo multiplicativo F∗
q = Fq\{0} é ćıclico.

Demonstração. Veja [10, teorema 2.8]. �

Definição 2.7. Um gerador do grupo multiplicativo F∗
q é dito elemento primitivo de Fq.

Exemplo 2.6. No corpo Z/(3) = F3 = {0, 1, 2} o elemento 2 é primitivo. Em geral, o corpo
finito Fq possui Φ(q − 1) elementos primitivos, onde Φ é a função de Euler.

Considere a extensão de corpo Fq2 de Fq. Segue da proposição 2.10 que todo elemento não

nulo x ∈ Fq2 satisfaz a equação xq
2−1 = 1. Se θ ∈ Fq2 é um elemento primitivo então

0, θ, θ2, ..., θq
2−1 = 1

são todos os elementos de Fq2 . Considere φ = θq+1, temos

φq = θq
2+q = θq+1 = φ.

Assim φ ∈ Fq, pois Fq é o corpo de ráızes de xq − x sobre Fp onde q = pm e p é primo. Além
disso,

0, φ, φ2, ..., φq−1 = 1 (2.2)

são todos distintos e elementos de Fq. Segue dáı que os elementos de Fq são descritos em (2.2)
e φ é um elemento primitivo de Fq. Deste modo, dado x ∈ Fq2 existe um único elemento y ∈ Fq

com y = xq+1. Mais ainda, se y ∈ Fq é não nulo existe precisamente q + 1 elementos x ∈ Fq2

tais que xq+1 = y. Com efeito, se

y = φi = θi(q+1), 1 ≤ i ≤ q − 1

então
x = θi+j(q−1), j = 1, ...., q + 1.

Se y é nulo então o correspondente em Fq2 é nulo.

Teorema 2.3 (Bose-Chakravarti). Se X = v(Xq+1
0 + · · ·+Xq+1

n ) ⊆ Pn(Fq2), então

|X | = [qn+1 − (−1)n+1][qn − (−1)n]
q2 − 1

.

Demonstração. Dado um corpo arbitrário k, denotaremos por V(n, k) o k - espaço vetorial kn.
Seja ϕ : V (n,Fq2) → V (n,Fq) a função que associa o vetor xT = (x0, x1, ..., xn) ∈ V(n,Fq2) ao
vetor yT = (y0, y1, ..., yn) ∈ V(n,Fq) onde yi = xq+1

i com i = 0, ..., n. Observe que pelo exposto
anteriormente, se yT tem r coordenadas não nulas existem (q + 1)r vetores xT ∈ V(n,Fq2) que
corresponde a yT .

Seja X ∈ Pn(Fq2) o elemento gerada pelo vetor linha xT com r coordenadas não nulas.
Assim, qualquer um dos q2 − 1 vetores linhas ρxT ∈ V(n,Fq2) representa o ponto X, onde ρ é
um ponto não nulo de Fq2 . Se yT = ϕ(xT ) e Y ∈ Pn(Fq) é o elemento gerado pelo vetor linha
yT , então dizemos que Y corresponde a X. Deste modo, o ponto Y ∈ Pn(Fq) é determinado
pelo ponto X ∈ Pn(Fq2); como cada vetor ρxT representa o ponto X então o correspondente
ayT , com a = ρq+1, representa o mesmo ponto em Pn(Fq) que yT . Logo, Y é unicamente
determinado por X. Inversamente, seja yT ∈ V(n,Fq) representando o ponto Y ∈ Pn(Fq). Se
yT tem r coordenadas não nulas existem (q + 1)r vetores em V(n,Fq2) correspondendo a yT .
O ponto Y pode ser representando por q − 1 vetores ayT ∈ V(n,Fq2), onde a ∈ Fq é não nulo.
Cada vetor corresponde a (q + 1)r vetores de V(n,Fq2). Como temos q − 1 vetores ayT isso
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corresponde a (q−1)(q+1)r vetores em V(n,Fq2). Segue do fato que existe q2−1 vetores linha
que representam o mesmo ponto em Pn(Fq2), que cada ponto em Pn(Fq) com r coordenadas
não nulas corresponde a

(q − 1)(q + 1)r

q2 + 1
= (q + 1)r−1

pontos em Pn(Fq2).
A variedade hermitiana X consiste no conjunto de pontos [x0 : x1 : · · · : xn] ∈ Pn(Fq2) tais

que
n
∑

i=0

xixi = 0⇔
n
∑

i=0

xq+1
i = 0.

Seja H o hiperplano em Pn(Fq) com equação y0 + y1 + · · · + yn = 0. Pela correspondência
entre pontos de Pn(Fq) e Pn(Fq2) descrito acima, temos X ∈ X se, e somente se, Y ∈ H.

Agora vamos determinar o número de pontos em H com exatamente r coordenadas não
nulas. Dado [y0 : y1 : · · · : yn] ∈ H, com y0 + y1 + · · ·+ yn = 0, existem

(

n+ 1

r

)

possibilidade de escolher r coordenadas não nulas. Deste modo, basta saber quantos pontos
existem com y1, ..., yr não nulos tais que

y1 + · · ·+ yr = 0. (2.3)

Sabemos que existem θq(r−2) pontos projetivos satisfazendo (2.3). Com um argumento análoga
obtemos

(

r

1

)

θq(r − 3)

pontos com pelo menos uma coordenada não nula, porém, contamos duas vezes pontos com
pelo menos duas coordenadas não nulas. Existem

(

r

2

)

θq(r − 4)

pontos com pelo menos duas coordenadas não nula. Seguindo, usando o principio de inclusão
e exclusão, existem

(

n+ 1

r

)[

θ(r − 2)−
(

r

1

)

θq(r − 3) +

(

r

2

)

θq(r − 4) + · · ·+ (−1)r−2

(

r

r − 2

)

θq(0)

]

(2.4)

pontos em H com r coordenadas não nulas. Considere

A = θ(r − 2)−
(

r

1

)

θq(r − 3) +

(

r

2

)

θq(r − 4) + · · ·+ (−1)r−2

(

r

r − 2

)

θq(0)

=
r−2
∑

i=0

(−1)i
(

r

i

)

θq(r − 2− i)

=
1

q − 1

r−2
∑

i=0

(−1)i
(

r

i

)

(qr−2−i+1 − 1)

=
1

q − 1

(

r−2
∑

i=0

(−1)i
(

r

i

)

qr−1−i −
r−2
∑

i=0

(

r

i

)

(−1)i
)

.

27



Segue do binômio de Newton para anéis que

0 = (1− 1)r =
r
∑

i=0

(

r

i

)

(−1)i =
(

r

r

)

(−1)r +
(

r

r − 1

)

(−1)r−1 +
r−2
∑

i=0

(

r

i

)

(−1)i

⇒
r−2
∑

i=0

(

r

i

)

(−1)i = (−1)r(r − 1)

e

(q − 1)r =
r
∑

i=0

(−1)i
(

r

i

)

qr−i = qr(−1)r−1 + (−1)r + q
r−2
∑

i=0

(−1)i
(

r

i

)

qr−i−1

⇒
r−2
∑

i=0

(−1)i
(

r

i

)

qr−i−1 =
(q − 1)r + qr(−1)r + (−1)r+1

q
=

(q − 1)r

q
+ r(−1)r + (−1)r+1

q

Logo,

A =
1

q − 1

(

(q − 1)r

q
+ r(−1)r + (−1)r+1

q
− (−1)r(r − 1)

)

=
1

q(q − 1)
((q − 1)r + (−1)r(q − 1))

=
(q − 1)r−1 − (−1)r−1

q
.

Deste modo, segue da equação (2.4) que o número de pontos em H com r coordenadas não
nulas é

(

n+ 1

r

)

A =

(

n+ 1

r

)

(q − 1)r−1 − (−1)r−1

q
.

Como cada ponto com r coordenadas não nulas em Pn(Fq) corresponde a (q+1)r−1 pontos em
Pn(Fq2) então o número de pontos em X é

|X | =
n+1
∑

r=1

(

n+ 1

r

)

((q − 1)r−1 − (−1)r−1)(q + 1)r−1

q

=
1

q

(

n+1
∑

r=1

(

n+ 1

r

)

(q2 − 1)r−1 −
n+1
∑

r=1

(

n+ 1

r

)

(−q − 1)r−1

)

.

Novamente, pelo binômio de Newton para anéis temos

q2(n+1) = (q2 − 1 + 1)n+1 =
n+1
∑

r=0

(

n+ 1

r

)

(q2 − 1)r = 1 + (q2 − 1)
n+1
∑

r=1

(

n+ 1

r

)

(q2 − 1)r−1

⇒
n+1
∑

r=1

(

n+ 1

r

)

(q2 − 1)r−1 =
q2(n+1) − 1

q2 − 1

e

(−q − 1 + 1)n+1 =
n+1
∑

r=0

(

n+ 1

r

)

(−q − 1)r = 1 + (−q − 1)
n+1
∑

r=1

(

n+ 1

r

)

(−q − 1)r−1
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⇒
n+1
∑

r=1

(

n+ 1

r

)

(−q − 1)r−1 = −(−1)n+1qn+1 − 1

q + 1
.

Portanto,

|X | = 1

q

(

q2(n+1) − 1

q2 − 1
+

(−1)n+1qn+1 − 1

q + 1

)

=
1

q(q2 − 1)
(q2(n+1) − 1 + (q − 1)((−1)n+1qn+1 − 1)

=
1

q(q2 − 1)
(q2(n+1) − 1 + (−1)n+1qn+2 − q − (−1)n+1qn+1 + 1)

=
1

q2 − 1
(q2n+1 − (−1)nqn+1 − (−1)n+1qn − 1)

=
(qn+1 − (−1)n+1)(qn − (−1)n)

q2 − 1
.

�

O caso geral, número de pontos em uma variedade Hermitiana não degenerada, decorre do
fato que toda variedade Hermitiana não degenerada em Pn(k) é projetivamente equivalente a
v(Xq+1

0 + · · ·+Xq+1
n ), assunto da próxima seção.

2.3 Hipersuperf́ıcies projetivamente equivalentes

Nesta seção, vamos falar sobre o comportamento de uma hipersuperf́ıcie quando realizamos
uma mudança linear no sistema de coordenadas projetivo.

Definição 2.8. Dizemos que duas hipersuperf́ıcies X0 e X1 em Pn(k) são projetivamente

equivalentes se existir uma projetividade T : Pn(k)→ Pn(k) tal que T (X0) = X1.

Sejam X0 = v(F ),X1 = v(G) ⊂ Pn(k), com F,G ∈ k[X0, ..., Xn] homogêneos. Se existir
A = (aij)0≤i,j≤n ∈ GLn+1(k) tal que

F (X0, ..., Xn) = G

(

n
∑

j=0

a0jXj, ...,

n
∑

j=0

anjXj

)

(2.5)

então a projetividade T : Pn(k)→ Pn(k) definida por A satisfaz T (X0) = X1. Com efeito, dado
[x0 : · · · : xn] ∈ X0 temos

G(A(x0, ..., xn)) = G

(

n
∑

j=0

a0jxj, ...,

n
∑

j=0

anjxj

)

= F (x0, ..., xn) = 0,

ou seja, T ([x0 : · · · : xn]) ∈ X1, consequentemente, T (X0) ⊆ X1. Reciprocamente, dado
[x′0 : · · · : x′n] ∈ X1 existe, pelo fato de T ser bijetora, [x0 : · · · : xn] ∈ Pn(k) tal que

T ([x0 : · · · : xn]) = [x′0 : · · · : x′n].

Segue dáı que

F (x0, ..., xn) = G

(

n
∑

j=0

a0jxj, ...,

n
∑

j=0

anjxj

)

= G(A(x0, ..., xn)) = G(λx′0, ..., λx
′
n) = 0,

ou seja, [x0 : · · · : xn] ∈ X0, consequentemente, X1 ⊆ T (X0).
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Lema 2.5. A relação ∼ em Pn(k) que identifica duas hipersuperf́ıcies projetivamente equiva-
lentes é uma relação de equivalência.

Demonstração. Sejam X0,X1,X2 ∈ Pn(k) hipersuperf́ıcies.

• Reflexiva: Se T : Pn(k) → Pn(k) é a projetividade definida pela matriz identidade de
GLn+1(k) então T (X0) = X0, consequentemente, X0 ∼ X0.

• Simétrica: Suponha que X0 ∼ X1. Assim existe uma projetividade T : Pn(k) → Pn(k)
tal que T (X0) = X1, consequentemente, a projetividade inversa satisfaz T−1(X1) = X0,
assim X1 ∼ X0.

• Transitividade: Suponha que X0 ∼ X1 e X1 ∼ X2. Deste modo, existem projetividades
T0, T1 : Pn(k)→ Pn(k) tais que T0(X0) = X1 e T1(X1) = X2. Segue dáı que a projetividade
dada pela composição (T1 ◦ T0) : Pn(k) → Pn(k) satisfaz (T1 ◦ T0)(X0) = T1(T0(X0)) =
T1(X1) = X2, assim X0 ∼ X2.

�

Exemplo 2.7. Qualquer variedade Hermitiana não degenerada em Pn(Fq2) é projetivamente
equivalente a v(Xq+1

0 + · · ·+Xq+1
n ) (veja, por exemplo, [13, teorema 5.1.5]).

Exemplo 2.8. Qualquer quádrica não singular em P4(Fq) é projetivamente equivalente a
v(X2

0 +X1X2 +X3X4) (veja, por exemplo, [13, teorema 5.2.4]).

Para finalizar está seção, vamos fazer uma mudança no sistema de coordenadas que vai
simplificar a demonstração de um teorema no último caṕıtulo. Antes disso, precisamos de um
resultado.

Proposição 2.11. Se F1, ..., Fr ∈ k[X0, ..., Xn] são r ≤ n polinômios homogêneos, então

v(F1) ∩ · · · ∩ v(Fr) 6= ∅.

Demonstração. Veja [14, seção 6.2] �

Exemplo 2.9. Seja P = [p0 : p1 : p2 : p3] ∈ P3(k) e Π = v(a0X0 + a1X1 + a2X2 + a3X3) um
hiperplano em P3(k) tal que P /∈ Π. Vamos construir uma matriz invert́ıvel B = (bij) tal que a
projetividade dada por ela leva P em [1 : 0 : 0 : 0] e Π em v(X0). Para isso, vamos determinar
a matriz A = (aij) inversa de B: queremos

λ









p0
p1
p2
p3









=









a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

















1
0
0
0









=









a11
a21
a31
a41









.

Assim, devemos ter a11 = λp0, a21 = λp1, a31 = λp2 e a41 = λp3. Considere

f = a0X0 + a1X1 + a2X2 + a3X3.

Queremos

X ′
0 = B∗(f) =

3
∑

j=0

a0a1(j+1)X
′
j +

3
∑

j=0

a1a2(j+1)X
′
j +

3
∑

j=0

a2a3(j+1)X
′
j +

3
∑

j=0

a3a4(j+1)X
′
j

= λ(a0p0 + a1p1 + a2p2 + a3p3)X
′
0 + (a0a12 + a1a22 + a2a32 + a3a42)X

′
1+

+ (a0a13 + a1a23 + a2a33 + a3a43)X
′
2 + (a0a14 + a1a24 + a2a34 + a3a44)X

′
3.
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Como P /∈ Π tem-se a0p0 + a1p1 + a2p2 + a3p3 6= 0. Assim, considere

λ = (a0p0 + a1p1 + a2p2 + a3p3)
−1.

Resta satisfazer a seguinte condição dada abaixo de modo que a matriz B seja invert́ıvel:

a0a12 + a1a22 + a2a32 + a3a42 = 0

a0a13 + a1a23 + a2a33 + a3a43 = 0

a0a14 + a1a24 + a2a34 + a3a44 = 0.

Em um caso particular, isso é facilmente obtido. Desse modo, apenas vamos garantir que
exista uma solução de modo que a matriz B seja invert́ıvel. Para isso, basta observar que as
três equações acimas, juntamente com det(A) = 1, considerando det(A) como um polinômio
com 12 variáveis, é um sistema com mais variáveis que equações.

Por exemplo, seja P = [0 : 13 : 2 : 4] e Π = v(5X0 +X1 − 3X3) em P3(k). Primeiramente,
observe que P /∈ Π. Usando a estratégia acima, considere

λ = (13− 12)−1 = (1)−1 = 1

e

5a12 + a22 − 3a42 = 0

5a13 + a23 − 3a43 = 0

5a14 + a24 − 3a44 = 0.

Tome a12 = a13 = −a14 = 1 e a42 = a43 = −2a44 = 2, assim a23 = a22 = 1 e a24 = 2. Temos

1 = det









0 1 1 −1
13 1 1 2
2 a32 a33 a34
4 2 2 −1









= a32 − a33.

Assim podemos considerar a33 = a34 = 0 e a32 = 1. Logo,

A =









0 1 1 −1
13 1 1 2
2 1 0 0
4 2 2 −1









⇒ B =









5 1 0 −3
−10 −2 1 6
−11 −2 −1 7
−22 −4 0 13









.

Se T : P3(k) → P3(k) é a projetividade definida por B, então, pelo exposto acima, tem-se
T (P ) = [1 : 0 : 0 : 0] e B∗(5X0 +X1 − 3X3) = X0.

2.4 Espaço tangente e hipersuperf́ıcies suaves

O conceito de reta e plano tangente no cálculo diferencial desempenha um papel fundamental
para estudar o comportamento de algumas funções em um ponto. Desse modo, o principal
objetivo desta seção é definir o conceito de espaço tangente associado a um ponto de uma
variedade afim e projetiva. Para isso, considere a derivada parcial formal de um polinômio em
relação à variável Xj definida por

∂

∂Xj

(

∑

α1,...,αn

Cα1,...,αn
Xα1

1 · · ·Xαn

n

)

=
∑

α1,...,αn

Cα1,...,αn
αj X

α1

1 · · ·X
αj−1
j · · ·Xαn

n .
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Definição 2.9. Sejam V uma variedade afim e p = (a1, ..., an) ∈ An(k):

(i) Seja f ∈ k[X1, ..., Xn]. A parte linear de f em p, denotada por dp(f), é definida pelo
seguinte polinômio de grau 1

dp(f)(X1, ..., Xn) :=
∂f

∂X1

(p)(X1 − a1) + · · ·+
∂f

∂Xn

(p)(Xn − an).

(ii) Se p ∈ V definimos o espaço tangente de V em p, denotado por Tp(V ), como sendo a
seguinte variedade afim

Tp(V ) := V(dp(f); f ∈ I(V )).

Lema 2.6. Sejam f, g ∈ k[X1, ..., Xn] e p ∈ An(k). Então dp(fg) = dp(f) · g(p) + f(p) · dp(g).
Demonstração. Suponha que

f =
m
∑

i=1

aiX
αi
1

1 · · ·Xαi
n

n e g =
r
∑

s=1

bsX
βs
1

1 · · ·Xβs
n

n .

Temos

fg =
r
∑

s=1

m
∑

i=1

aibsX
βs
1
+αi

1

1 · · ·Xβs
n+αi

n
n .

Logo,

∂(fg)

∂Xj

(p) =
r
∑

s=1

m
∑

i=1

aibs(β
s
j + αi

j) p
βs
1
+αi

1

1 · · · pβ
s
j+αi

j−1

j · · · pβs
n+αi

n
n

=
r
∑

s=1

m
∑

i=1

aibsβ
s
j p

βs
1
+αi

1

1 · · · pβ
s
j+αi

j−1

j · · · pβs
n+αi

n
n

+
r
∑

s=1

m
∑

i=1

aibsα
i
j p

βs
1
+αi

1

1 · · · pβ
s
j+αi

j−1

j · · · pβs
n+αi

n
n

=
∂(f)

∂Xj

(p) · g(p) + f(p) · ∂(g)
∂Xj

(p).

O resultado segue.
�

Proposição 2.12. Sejam V ⊆ An(k) uma variedade afim e p = (a1, ..., an) ∈ V . Se I(V ) =
〈f1, ..., fm〉, então Tp(V ) = V(dp(f1), ..., dp(fm)).

Demonstração. Dado g ∈ I(V ) = 〈f1, ..., fm〉 existem h1, ..., hm ∈ k[X1, ..., Xn] tais que

g =
m
∑

j=1

hjfj

Segue do lema 2.6 que

dp(g) =
m
∑

j=1

dp(hjfj) =
m
∑

j=1

hj(p)dp(fj).

Portanto, Tp(V ) = V(dp(f1), ..., dp(fm)). �
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Exemplo 2.10. Seja V = V(f) com f = Y − X2 ∈ k[X, Y ]. Observe que k[X, Y ]/〈f〉 é
isomorfo à k[Z] dado por g(X, Y ) 7−→ g(Z,Z2). Assim, 〈f〉 é um ideal primo, implicando que
f é irredut́ıvel. Segue do corolário 1.1 que I(V ) = 〈f〉. Dado p = (a, a2) ∈ V com a ∈ k, pela
proposição 2.12, o espaço tangente de V em p é

Tp(V ) = V(−2a(X − a) + (Y − a2)) = V(Y − 2aX + 2a2 − a2).

Por exemplo, se k = C, os pontos reais de V(f) e TP (V ) no ponto p = (1, 1) no plano R2 são

Figura 2.1: Pontos reais da variedade V(Y −X2) e do espaço tangente em (1, 1).

Para o caso projetivo precisamos da fórmula de Euler.

Lema 2.7 (Fórmula de Euler). Seja F ∈ k[X0, ..., Xn] homogêneo de grau d, então

d · F =
n
∑

i=1

Xi ·
∂F

∂Xi

.

Demonstração. Seja Xα = a · Xα1

1 · · ·Xαn
n um termo monomial de F . Como F é homogêneo

de grau d, então α1 + · · ·+ αn = d. Temos

n
∑

i=1

Xi

∂

∂Xi

(Xα) =
n
∑

i=1

αi X
α = Xα

n
∑

i=1

αi = d ·Xα.

O resultado segue dáı. �

Dada uma hipersuperf́ıcie X ⊆ Pn(k), existe, pelo corolário 2.8, F ∈ k[X0, ..., Xn] ho-
mogêneo tal que J(X ) = 〈F 〉. Por simplicidade, considere a carta afim U0, assim a hipersu-
perf́ıcie afim X ∩ U0 ⊆ U0 ' An(k) é tal que I(X ∩ U0) = 〈f〉, onde f = F (1, X1, ..., Xn) é a
desomogenização de F em relação à variável X0. Como efeito, pela lema 2.4, temos

X = v(J(X )) = v(F ).

Assim, segue do exemplo 2.4, que X ∩ U0 = V(f) com f = F (1, X1, ..., Xn). Como J(X ) =
〈F 〉 então F = G1 · · ·Gs onde G1, ..., Gs ∈ k[X0, ..., Xn] são irredut́ıveis não associados (veja,
demonstração da proposição 2.8). Como o processo de desomogenização é um homomorfismo
de anéis, temos

f = F (1, X1, ..., Xn) = G1(1, X1, ..., Xn) · · ·Gs(1, X1, ..., Xn).

Como Gi é irredut́ıvel,s então Gi(1, X1, ..., Xn) é constante ou irredut́ıvel. Assim, I(X ∩ U0) =
〈f〉 (veja, demonstração da proposição 1.3). Dado P = [1 : a1 : · · · : an] ∈ X , o espaço tangente
afim de X ∩ U0 em p = ϕ0(P ) é a variedade afim definida pelo polinômio

∂f

∂X1

(p)(X1 − a1) + · · ·+
∂f

∂Xn

(p)(Xn − an). (2.6)
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Como f = F (1, X1, ..., Xn) então

∂f

∂Xj

=
∂F

∂Xj

(1, X1, ..., Xn)

para todo j = 1, ..., n. Deste modo, homogenizando o polinômio (2.6), definimos o espaço
tangente projetivo de X em P como sendo a variedade projetiva definida pelo polinômio

∂F

∂X1

(1, a1, ..., an)(X1 − a1X0) + · · ·+
∂F

∂Xn

(1, a1, ..., an)(Xn − anX0). (2.7)

Como F (1, a1, ..., an) = 0, segue do lema 2.7 que

∂F

∂X0

(1, a1, ..., an)X0 =
n
∑

j=1

∂F

∂Xi

(1, a1, ..., an)(−aiX0).

Portanto, substituindo na equação (2.7), obtemos o polinômio

n
∑

i=0

Xi ·
∂F

∂Xi

(1, a1, ..., an). (2.8)

A equação (2.8) nos leva à seguinte definição.

Definição 2.10. Seja X uma hipersuperf́ıcie em Pn(k) com J(X ) = 〈F 〉, onde F ∈ k[X0, ..., Xn]
é um polinômio homogêneo. Dado P = [a0 : · · · : an] ∈ X , defina-se o espaço tangente

projetivo de X em P , denotado por TP (X ), como sendo

TP (X ) :=
{

[x0 : · · · : xn] ∈ Pn(k);
n
∑

i=0

xi ·
∂F

∂Xi

(a0, ..., an) = 0

}

,

Quando TP (X ) = Pn(k), dizemos que P é um ponto singular de X . Caso contrário, dizemos
que P é não singular (ou suave) de X . Se todos os pontos de X são não singulares, dizemos
que X é uma hipersuperf́ıcie não singular (ou suave).

Exemplo 2.11. Considere a parábola projetiva X = v(X2
0 − X1X2) ⊆ P2(k). Segue da

irredutibilidade de X2
0 −X1X2 que J(X ) = 〈F 〉, onde F = X2

0 −X1X2. Temos

∂F

∂X0

= 2X0,
∂F

∂X1

= −X2 e
∂F

∂X2

= −X1.

Considerando P = [1 : 1 : 1] ∈ X então

TP (X ) =
{

[x0 : x1 : x2] ∈ P2(k); 2x0 − x1 − x2 = 0
}

.

2.5 Teorema de Bezout: sobre o número de interseções

Se consideramos como curva afim apenas o conjunto de pontos, então V(f) = V(fn) para todo
n ∈ N, onde f ∈ k[X, Y ]. Entretanto, ao analisarmos um zero de um polinômio f é interessante
levar em consideração a multiplicidade. Isso nos leva a redefinir o que entendemos como curva
afim.
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Definição 2.11. Considere a relação de equivalência f ∼= g ⇔ f = λg para algum λ ∈ k∗,
onde f, g ∈ K[X, Y ]. Uma curva algébrica plana afim (ou curva afim) é uma classe de
equivalência no conjunto dos polinômios em k[X, Y ] não constantes. Denotaremos por f ou
f = 0 a curva algébrica plana afim associada ao polinômio não constante f , isto é, a classe de
f . O traço da curva algébrica afim plana f é a variedade afim V(f).

Observação 2.2. Dados f, g ∈ k[X, Y ] a notação (a, b) ∈ f significa (a, b) ∈ V(f) e f ∩ g
representará a interseção dos traços, isto é, V(f) ∩ V(g).

Seja f ∈ k[X, Y ] de grau d ≥ 1. Se f = cf s1
1 · · · f sm

m é a decomposição de f em fatores
irredut́ıveis não associados em k[X, Y ], então as curvas afins f1, ..., fm são ditas componentes

irredut́ıveis de f com multiplicidades s1, ..., sm, respectivamente.

Para ficar claro o que estamos interessados em apresentar nesta seção e um dos motivos de
considerarmos k um corpo algebricamente fechado, vejamos alguns exemplos no plano R2:

Exemplo 2.12. Considere as curvas afins f = Y − X2 e gλ = X2 + 4(Y − λ)2 − 4. Vamos
analisar f ∩ g para certos valores de λ. No caso λ = 2, temos 4 pontos reais na interseção;
basta calcular as ráızes da equação Y + 4(Y − 2)2 = 4 com Y = X2:

Figura 2.2: Representação gráfica de y = x2 e x2 + 4(y − 2)2 = 4.

Neste caso, o número de pontos na interseção das curvas é exatamente deg(f) · deg(g2). No
caso λ = 1, encontramos apenas três pontos reais na interseção:

Figura 2.3: Representação gráfica de y = x2 e x2 + 4(y − 1)2 = 4.

Entretanto, observe que o ponto (0, 0) é “especial”, pois o espaço tangente das curvas
neste ponto coincide. Assim, existe uma “multiplicidade” a ser considerada. No caso λ = 0,
encontramos apenas dois pontos reais na interseção:
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Figura 2.4: Representação gráfica de y = x2 e x2 + 4y2 = 4.

Entretanto, as equações Y = X2 e X2 − 4Y 2 = 4 nos fornecem quatro soluções, duas delas
estão em C (fecho algébrico de R).

Além dos pontos na interseção no plano, existem outras interseções a serem consideradas,
aquelas no infinito discutidas no ińıcio da seção 3 do caṕıtulo 1.

Exemplo 2.13. Homogenizando o polinômio f = X2−Y 2−1 em relação à variável Z obtemos
F = X2−Y 2−Z2. Seja X = v(F ) ⊆ P2(k) a hipersuperf́ıcie gerada por F (hipérbole projetiva).
Cada hiperplano (neste caso são retas) H0 = v(Y +X) e H1 = v(Y −X) de P2(k) intercepta
X em um ponto com multiplicidade, de fato: Considerando Y = X, obtemos de X2 − Y 2 −Z2

à solução P1 = [1 : 1 : 0] e, no caso Y = −X, obtemos à solução P0 = [1 : −1 : 0]. Além disso,
o espaço tangente de X nos pontos P0 e P1 são, respectivamente, H0 e H1.

Observe, nos exemplos anteriores, a sútil relação entre o produto dos graus das curvas e
número de pontos na interseções (contando as no infinito). Isso não é um mera coincidência,
pois, se contarmos o número de pontos na interseção, considerando as multiplicidades e as no
infinito, o resultado é sempre o produto dos graus, desde que nós garantamos que o número na
interseção é finito. Esse resultado é conhecido como teorema de Bezout é será enunciado no
final desta seção. Antes disso, formalizemos alguns conceitos:

Definição 2.12. Dadas duas curvas afins f e g, o número de interseção de f e g no ponto
p = (a, b), denotado por I(p, f ∩ g), é definido pelos seguintes axiomas:

I1) 0 ≤ I(p, f ∩ g) ∈ Z se f e g não possuem componente comum contendo o ponto p;

I2) I(p, f ∩ g) =∞ se f e g possuem componente comum contendo o ponto p;

I3) I(p, f ∩ g) = 0 se, e somente se, p /∈ f ∩ g.

I4) I(p, F ∩G) = 1 se f e g são duas retas distintas passando em p;

I5) I(p, f ∩ g) = I(p, g ∩ f);

I6) I(p, f ∩ (g + hf)) = I(p, f ∩ g) para qualquer h ∈ k[X, Y ].

I7) I(p, f ∩ gh) = I(p, f ∩ g) + I(p, f ∩ h) para qualquer curva afim h.

Teorema 2.4. Para duas curvas afins f e g existe no máximo uma função I(p, f ∩ g) satisfa-
zendo os axiomas I1 − I7.

Demonstração. Veja [15, teorema 3.8]. �

Teorema 2.5. Existe uma função I(p, f ∩ g) satisfazendo os axiomas I1 − I7.
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Demonstração. Veja [15, teorema 3.9]. �

Com isso,s podemos definida multiplicidade de um ponto em uma curva.

Definição 2.13. Sejam f uma curva afim e p0 ∈ f . A multiplicidade de p0 em f , denotada
por mp0(f), é definida por

mp0(f) := min{I(p0, f ∩ l); l é uma reta tal que p0 ∈ l}.

Pelo mesmo motivo discutido no ińıcio da seção, vamos redefinir o que entendemos como
curva projetiva.

Definição 2.14. Considere a relação de equivalência F ' G ⇔ F = λG para algum λ ∈ k∗,
onde F,G ∈ k[X, Y, Z]. Uma curva algébrica projetiva plana (ou curva projetiva) é uma
classe de equivalência de polinômios homogêneos não constantes de k[X, Y, Z]. Denotaremos
por F ou F = 0 a curva projetiva associada ao polinômio homogêneo não constante F e
definimos o seu traço como sendo v(F ).

Definição 2.15. Para duas curva planas projetivas F,G ∈ k[X, Y, Z] e o ponto O = [1 : 0 : 0]
definimos o número de interseção de F e G em O, denotado por I(O,F ∩G), como sendo

I(O,F ∩G) := I((0, 0), f ∩ g),

onde f e g são as desomogenização de F e G em relação à variável X.

O número de interseção das curvas projetivas F e G em um ponto P é calculado por meio
de uma transformação projetiva que leva P em [1 : 0 : 0]. A multiplicidade de um ponto em
uma curva projetiva também é definida desta maneira.

Teorema 2.6 (Bezout). Se as curvas projetivas F e G são de graus m e n, respectivamente, e
não possuem componentes em comum, então

∑

I(P, F ∩G) = mn.

Demonstração. Veja [15, teorema 3.14]. �

Observação 2.3. O teorema de Bezout 2.6 conta as multiplicidades, assim o número de pontos
na interseção de duas curvas planas projetivas que não possuem componentes em comum é
sempre menor ou igual ao produto dos graus.
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Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies no espaço projetivo

Várias indagações surgem, naturalmente, quando consideramos o espaço projetivo sobre um
corpo finito. Entre as diversas indagações existentes, estamos particularmente interessados no
problema de determinar o número máximo de pontos em uma hipersuperf́ıcie arbitrária de
grau d de Pn(Fq). Buscando analisar essa indagação, na primeira seção deste caṕıtulo fazemos
algumas considerações para que o problema esteja definido no espaço projetivo sobre o fecho
algébrico de Fq, o qual sabemos ser algebricamente fechado. Essa abordagem nos abre um leque
de possibilidades para analisar o problema. Posteriormente, apresentamos a resposta dada por
Serre para essa indagação. Além disso, devido ao fato de que alguns exemplos peculiares acon-
tecem no contexto geral, nos parece razoável analisar separadamente o caso de hipersuperf́ıcies
não singulares de grau d, entretanto, isso torna o problema bem mais complicado. Para o caso
n = 2, existe o teorema de Hasse-Weil. Recentemente, Mrinmoy Datta em [9] apresenta uma
resposta para o caso n = 4 com algumas condições para d, isso será apresentado com detalhes
na última seção do caṕıtulo.

3.1 Algumas considerações iniciais

Doravante, denotaremos por K = Fq o fecho algébrico de Fq, ou seja, K denotará o menor corpo
algebricamente fechado, a menos de isomorfismo, que contém Fq. Um resultado interessante
sobre o fecho algébrico do corpo finito Fq é que K =

⋃

i∈N Fqi . Assim, de forma natural,
podemos considerar que o espaço projetivo Pn(K) contém o espaço projetivo finito Pn(Fqi)
para todo i ≥ 1. Isso nos possibilita realizar um estudo sobre o número máximo de pontos
de uma hipersuperf́ıcie em Pn(Fq) com um olhar em Pn(K). Para isso, precisamos de algumas
definições:

Definição 3.1.

i) Dizemos que uma hipersuperf́ıcie v(F ) ⊆ Pn(K) é definida sobre Fq se existir c ∈ Fq tal
que cF ∈ Fq[X0, ..., Xn].

ii) Dizemos que P ∈ Pn(K) é um ponto Fq - racional se existirem x0, ..., xn ∈ Fq tais que
P = [x0 : · · · : xn].

iii) Dado S ⊆ Pn(K) denotaremos por S(Fq) o conjunto dos pontos Fq-racionais em S.

Exemplo 3.1. Seja F ∈ Fq[X0, ..., Xn] homogêneo. Claramente, X = v(F ) ⊆ Pn(K) é
uma hipersuperf́ıcie definida sobre Fq. Além disso, se x0, ..., xn ∈ Fq não são todos nulos e
F (x0, ..., xn) = 0, então [x0 : · · · : xn] ∈ X (Fq).
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Como todo corpo é um domı́nio de integridade, tem-se para todo polinômio homogêneo
F ∈ k[X0, ..., Xn] e m ∈ N que v(F ) = v(Fm). Sendo assim, podemos considerar o polinômio
de menor grau que gera o conjunto v(F ). Isso é feito da seguinte maneira: doravante, quando
considerarmos uma hipersuperf́ıcie X = v(F ) de grau d ficará subentendido que J(X ) = 〈F 〉.

Proposição 3.1. Sejam v(G) e v(F ) hipersuperf́ıcies de grau d′ ≥ 1 e d ≥ 1, respectivamente,
tais que v(G) ⊆ v(F ):

i) Se d′ = d então v(G) = v(F ).

ii) Se d′ < d existe uma hipersuperf́ıcie X de grau no máximo d−d′ tal que v(F ) = v(G)∪X .

Demonstração. Temos 〈F 〉 = J(v(F )) ⊆ J(v(G)) = 〈G〉. Assim, existe H ∈ k[X0, ..., Xn] não
nulo e homogêneo tal que F = GH. Segue dáı que v(F ) = v(G) ∪ v(H).

i) Se d′ = d então deg(H) = 0 e assim v(H) = ∅.

ii) Se d′ < d então deg(H) = d − d′ > 0. Se H = Hs1
1 ∪ · · · ∪ Hsm

m é a decomposição de H
em fatores irredut́ıveis não associado considere X = v(H1 · · ·Hm). Assim, deg(X ) é no
máximo d− d′, v(F ) = v(G) ∪ X e J(X ) = 〈H1 · · ·Hm〉.

�

Com isso, enunciamos o problema principal que este trabalho está interessado em analisar
é o seguinte:
Problema 1: Seja X uma hipersuperf́ıcie (não singular) de grau d ≥ 1 em Pn(K) definida
sobre Fq. Qual é o número máximo de pontos Fq - racionais em X ?

A quantidade de pontos Fq - racionais em Pn(K) é uma cota superior para o problema 1
e, obviamente, é igual a θq(n). Além disso, se d ≥ q + 1, essa cota é atingida por algumas
hipersuperf́ıcies de grau d:

Exemplo 3.2. Considere d ≥ q + 1 e seja

F = G(X0, X1)[X
q
0X1 −X0X

q
1 ] = Xd−1

0 X1 −Xd−q
0 Xq

1 ∈ Fq[X0, X1, ..., Xn],

onde G(X0, X1) é um polinômio homogêneo e irredut́ıvel de grau d − q − 1. Claramente,
F é homogêneo de grau d. Se P é um ponto Fq - racional, com coordenadas homogêneas
x0, x1, ..., xn ∈ Fq, segue da proposição 2.10 que

F (x0, x1, ..., xn) = G(x0, x1)[x
q
0x1 − x0xq1] = G(x0, x1)[x0x1 − x0x1] = 0.

Portanto, considerando X = v(F ) ⊆ Pn(K) tem-se |X (Fq)| = θq(n).

Exemplo 3.3. Seja X = v(xq1x3 − x1xq3 + xq0x2 − x0xq2) em P3(K). Então X é uma superf́ıcie
irredut́ıvel, não singular e com q3 + q2 + q + 1 pontos Fq-racionais (veja, artigo [16]).

Assim, no problema 1, quando consideramos hipersuperf́ıcies de modo geral, não precisamos
mais considerar os casos d ≥ q + 1. Os casos d ≤ q foram respondidos por Serre e sobre quais
condições esse limite é atingido, isso será apresentado na próxima seção (teorema 3.2). Quando
apenas consideramos hipersuperf́ıcies não singulares de grau d, o problema 1 torna-se um pouco
mais complicado. Para o caso n = 2, existe o teorema de Hasse-Weil:

Teorema 3.1 (Hasse-Weil). Seja C uma curva não singular de grau d em P2(K) definida sobre
Fq. Então

|C(Fq)| ≤ 1 + q + (d− 1)(d− 2)
√
q.
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Demonstração. Veja [15, teorema 9.18]. �

Exemplo 3.4. Seja q = 22. Considere a curva Hermitiana H = v(X3
0 +X3

1 +X3
2 ). Segue do

teorema 2.3 que

|H(Fq)| =
[23 − (−1)3][22 − (−1)2]

22 − 1
= 9 = 1 + 22 + (3− 1)(3− 2)2.

Geralmente, o teorema de Hasse-Weil é apresentado em relação ao gênero da curva, conceito
não definido aqui, o qual consegue extrair algumas informações da curva melhor que o grau,
mas para fins deste primeiro trabalho utilizamos apenas o conceito de grau. Para um estudo
detalhado sobre curvas, indicamos a leitura do livro [15].

No caso n = 3, a quantidade de pontos Fq-racionais em uma superf́ıcie X não singular e
definida sobre Fq satisfaz

|X (Fq)| = q2 + tq + 1, (3.1)

onde −2 ≤ t ≤ 7 e t 6= 6. Além disso, a igualdade (3.1) é posśıvel exceto quando q = 2, 3 ou 5
(veja, artigo [17]).

Sobre algumas condições adicionais, Homma e Kim, em uma sequência de três artigos
[5, 6, 7], conseguem provar a conjectura Sziklai, apresentada por Peter Sziklai em [4], que me-
lhora o limite do teorema de Serre para curvas que não contém uma reta definida sobre Fq.
Posteriormente, no artigo [8], temos uma generalização para hipersuperf́ıcies sem componentes
Fq-lineares, limite considerado elementar pelos próprios autores. Esses resultados possibilita-
ram a Mrinmoy Datta em [9] apresentar uma resposta para o problema 1 no caso de uma
hipersuperf́ıcie não singular de grau d em P4(K), sobre algumas condições para d. Isso será
apresentado com detalhes na última seção do caṕıtulo.

3.2 Teorema de Serre

Nesta seção, apresentaremos a resposta dada por Serre em [3] para o problema 1 para os
casos d ≤ q + 1 e sobre quais condições esse limite é atingido. Antes disso, para uma melhor
compreensão, precisamos de uma proposição e um exemplo:

Proposição 3.2. Sejam X = v(F ) uma hipersuperf́ıcie e H = v(a0X0 + · · · + anXn) um
hiperplano em Pn(K) definidas sobre Fq:

i) Se F restrito a H não é identicamente nulo, então X ∩H é uma hipersuperf́ıcie de grau
d em H ' Pn−1(K) definida sobre Fq.

ii) Se X não contém uma componente Fq-linear, então X ∩H é uma hipersuperf́ıcie de grau
d em H ' Pn−1(K) definida sobre Fq. Além disso, se X não contém um subespaço de
codimensão 2, então X ∩H não contém uma componente Fq - linear.

Demonstração.

i) Sem perda de generalidade, suponha que F ∈ Fq[X0, ..., Xn] e a0, ..., an ∈ Fq. Como H
é um hiperplano, existe aj 6= 0. Para simplificar as notações, considere j = 0. Assim, o
hiperplano H é definido pela equação X0 = −a−1

0 (a1X1 + · · · + anXn). Deste modo, se
[x0 : · · · : xn] ∈ H então (x1, ..., xn) 6= 0, pois caso contrário teŕıamos (x0, ..., xn) = 0.
Segue dáı que existe uma correspondência natural entre H e Pn−1(K), dada por

[x0 : x1 : · · · : xn] ∈ H ←→ [x1 : · · · : xn] ∈ Pn−1(K). (3.2)
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Defina

G(X1, ..., Xn) = F
(

−a−1
0 (a1X1 + · · ·+ anXn), X1, ..., Xn

)

∈ Fq[X1, ..., Xn].

Como F restrito a H não é identicamente nulo, tem-se G 6= 0. Seja λ ∈ K, temos

G(λX1, ..., λXn) = F
(

−a−1
0 (a1λX1 + · · ·+ anλXn), λX1, ..., λXn

)

= F
(

−λa−1
0 (a1X1 + · · ·+ anXn), λX1, ..., λXn

)

= λdF
(

−a−1
0 (a1X1 + · · ·+ anXn), X1, ..., Xn

)

= λdG(X1, ..., Xn).

Segue da proposição 2.1 que G é homogêneo de grau d. Além disso, com a identificação
(3.2), tem-se X ∩H ' v(G).

ii) A primeira afirmação segue do item (i), pois nenhum hiperplano definida sobre Fq é uma
componente de X . Além disso, se a hipersuperf́ıcie X ∩H em H ' Pn−1(K) contém uma
componente Fq - linear, então X contém um subespaço Fq - linear de codimensão 2.

�

No próximo exemplo estabelecemos a quantidade de pontos Fq-racionais na união de d
hiperplanos em Pn(K) definidos sobre Fq e sobre algumas condições.

Exemplo 3.5. Considere d um número natural com d ≤ q. Sejam H1, ..., Hd hiperplanos
distintos em Pn(K) definidos sobre Fq tais que a interseção contém um subespaço S definido
sobre Fq de codimensão 2. Como |Hj(Fq)| = qn−1 + |S(Fq)| para todo j = 1, ..., d, então cada
hiperplano tem qn−1 pontos Fq-racionais que não pertencem a S(Fq), além disso, todos esses
pontos são distintos, pois dado um subespaço de codimensão 2 e um ponto fora dele existe
um único hiperplano que contém o subespaço e o ponto. Como temos d hiperplanos, então
|(H1 ∪ · · · ∪Hd)(Fq)| = dqn−1 + |S(Fq)| = dqn−1 + θq(n− 2).

Teorema 3.2 (Serre). Seja X uma hipersuperf́ıcie de grau d em Pn(K) definida sobre Fq. Se
d ≤ q + 1, então

|X (Fq)| ≤ dqn−1 + θq(n− 2).

Além disso, se d ≤ q, o limite é atingido por uma hipersuperf́ıcie X se, e somente se, X é
a união de d hiperplanos definidos sobre Fq tais que a interseção dos hiperplanos contém um
subespaço de codimensão 2 definido sobre Fq.

Demonstração. Seja F ∈ Fq[X0, X1, ..., Xn] homogêneo de grau d tal que X = v(F ). Se d =
q + 1, tem-se

dqn−1 + θq(n− 2) = qn + qn−1 + θq(n− 2) = θq(n),

consequentemente, a cota superior dada pelo teorema é trivial. Suponha d ≤ q. Provemos o
resultado usando o prinćıpio da indução finita sobre n: para n = 1 considere

f(X1) = F (1, X1)

a desomogenização de F em relação à variável X0. Sendo K um corpo algebricamente fechado,
existem c, α1, ..., αm ∈ K, com m ≤ d, tais que

f(X1) = c
m
∏

j=1

(X1 − αj)
βj
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onde βj ≥ 1 para todo j = 1, ...,m. Homogenizando f em relação à variável X0 obtemos

c
m
∏

j=1

(X1 − αjX0)
βj .

Assim devemos ter

F = c Xe
0

m
∏

j=1

(X1 − αjX0)
βj ,

para algum e ≥ 0. O resultado segue. Suponha agora n ≥ 2. Sejam G1, ..., Gs os distintos
fatores lineares de F em Fq[X0, ..., Xn]. Para cada j = 1, ..., s, considere o hiperplano

Hj = v(Gj).

Seja Ys = H1 ∪ · · · ∪ Hs (caso não existam fatores lineares considere Y0 = ∅). Claramente,
Ys ⊆ X . Vamos dividir a prova em dois casos:

Caso 1: Suponha que Ys = X . Neste caso s 6= 0 e provemos por indução sobre s que vale

|Ys(Fq)| ≤ sqn−1 + θq(n− 2). (3.3)

Para s = 1, temos

|Y1(Fq)| = |H1(Fq)| = θq(n− 1) = qn−1 + θq(n− 2).

Suponha verdadeiro para algum s ≥ 1. Sabemos que Hs+1 tem θq(n − 1) = qn−1 + θq(n − 2)
pontos Fq - racionais e |(Hs+1∩Ys)(Fq)| ≥ θq(n−2), pois trata-se da interseção de um hiperplano
com um conjunto que contém um hiperplano. Logo, pela hipótese de indução, tem-se

|Ys+1(Fq)| = |Ys(Fq)|+ |Hs+1(Fq)| − |(Hs+1 ∩ Ys)(Fq)|
≤ sqn−1 + θq(n− 2) + qn−1 + θq(n− 2)− θq(n− 2)

= (s+ 1)qn−1 + θq(n− 2).

Como s ≤ d, segue da desigualdade (3.3) que

|X (Fq)| = |Ys(Fq)| ≤ sqn−1 + θq(n− 2) ≤ dqn−1 + θq(n− 2).

Além disso, vale a igualdade apenas quando s = d e a interseção dos hiperplanos contém um
subespaço de codimensão 2 definido sobre Fq (veja, exemplo 3.5).

Caso 2: Suponha que Ys ( X . Seja P0 ∈ X tal que P0 /∈ Ys. Se H é um hiperplano
definido sobre Fq que contém o ponto P0, então F restrito a H não é identicamente nulo,
pois caso contrário H ⊆ Ys. Assim, pela proposição 3.2 item (i), tem-se que X ∩ H é uma
hipersuperf́ıcie de grau d em H ' Pn−1(K) definida sobre Fq. Pela hipótese de indução, temos

|(X ∩H)(Fq)| ≤ dqn−2 + θq(n− 3). (3.4)

Considere P̌0 = {H ∈ P̌n(K); H é definido sobre Fq e P0 ∈ H}. Defina

P = {(P ′, H) ∈ (X (Fq)− {P0})× P̌0; P
′ ∈ H}.

Para cada P ′ ∈ X (Fq)− {P0} existem, pela proposição 1.9, θq(n− 2) hiperplanos definidos
sobre Fq contendo P0 e P ′, consequentemente,

|P| = (|X (Fq)| − 1)θq(n− 2).

42



Além disso, pela equação (3.4), para cada hiperplano H ∈ P̌0 o número de P ′ ∈ X (Fq)− {P0}
satisfaz

|(X ∩H)(Fq)| − 1 ≤ dqn−2 + θq(n− 3)− 1

e, pela observação 1.4, temos |P̌0| = θq(n− 1). Assim,

|P| ≤ θq(n− 1)(dqn−2 + θq(n− 3)− 1).

Logo, vale
(|X (Fq)| − 1)θq(n− 2) = |P| ≤ θq(n− 1)(dqn−2 + θq(n− 3)− 1),

consequentemente, temos

|X (Fq)| ≤ 1 +
θq(n− 1)

θq(n− 2)
(dqn−2 + θq(n− 3)− 1)

= 1 +
qθq(n− 2) + 1

θq(n− 2)
(dqn−2 + θq(n− 3)− 1)

= 1 + dqn−1 + qθq(n− 3)− q + 1

θq(n− 2)
(dqn−2 + θq(n− 3)− 1)

= dqn−1 + θq(n− 2)− 1

θq(n− 2)
(qθq(n− 2)− dqn−2 − θq(n− 3) + 1).

Observe que

qθq(n− 2)− θq(n− 3) + 1 = (qn−1 + · · ·+ q)− (qn−3 + · · ·+ q + 1) + 1 = qn−1 + qn−2.

Como d ≤ q < q + 1 então q + 1− d > 0, assim

1

θq(n− 2)
(qθq(n− 2)− dqn−2 − θq(n− 3) + 1) =

qn−2

θq(n− 2)
(q + 1− d) > 0.

Portanto,
|X (Fq)| < dqn−1 + θq(n− 2).

�

Pelo exemplo 3.2, se d ≥ q + 1, existe uma hipersuperf́ıcie de grau d com θq(n) pontos
Fq-racionais. Além disso, quando d ≥ q + 1, tem-se

dqn−1 + θq(n− 2) ≥ (q + 1)qn−1 + θq(n− 2) = θq(n).

Deste modo,
Mq(d, n) := min{θq(n), dqn−1 + θq(n− 2)}

é o número máximo de pontos Fq-racionais de uma hipersuperf́ıcie de grau d em Pn(K) definida
sobre Fq. Além disso, se d ≥ q + 1, o limite é atingido pela hipersuperf́ıcie dada no exemplo
3.2 e, se d ≤ q, o limite é atingido pela união de d hiperplanos tal que a interseção contém um
subespaço de codimensão 2 (veja, exemplo 3.5).

3.3 Hipersuperf́ıcies sem componentes Fq - lineares

Nosso próximo objetivo consiste em enunciar a resposta dada por Homma e Kim em uma séries
de três artigos [5, 6, 7] para a conjectura de Sziklai, apresentada por Peter Skizlai em [4], sobre
o número máximo de pontos Fq-racional em uma curva de grau d que não contém um reta
definida sobre Fq, necessária para a seção final. Posteriormente, apresentamos uma versão mais
geral, considerando uma hipersuperf́ıcie de grau d definida sobre Fq sem componente Fq-linear,
provada pelos mesmos autores em [8].
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Teorema 3.3 (Limite de Sziklai). Seja C uma curva plana de grau d em P2(K) definida sobre
Fq que não contém uma reta definida sobre Fq, então

|C(Fq)| ≤ (d− 1)q + 1.

Exceto para uma curva em F4 projetivamente equivalente à curva definida por

(X + Y + Z)4 + (XY + Y Z + ZX)2 +XY Z(X + Y + Z) = 0. (3.5)

Demonstração. Veja os artigos [5, 6, 7]. �

Observação 3.1. No artigo [5] é provado o caso d = q + 1 e que a curva dada pela expressão
(3.5) tem 14 pontos F4-racionais. Em [7] é provado o caso para curvas irredut́ıveis, não clássicas
q-Frobenius. Os demais casos são feitos em [6].

Nestas condições a cota superior dada pelo teorema anterior é melhor que a do teorema
de Serre 3.2, pois (d − 1)q + 1 = dq − q + 1 < dq + 1. Pouco tempo depois, Homma e Kim
publicaram um artigo com uma versão mais geral. Primeiramente, para uma boa compreensão,
precisamos de uma definição e alguns resultados.

Definição 3.2. Para S ⊆ Pn(Fq) o i-ésimo s-grau de S, denotado por di(S), é definido por

di(S) := max{|S ∩Mi|; Mi é um subespaço Fq-linear de codimensão i}.

O i-ésimo s-grau só faz sentido quando 0 ≤ i ≤ n.

Lema 3.1. Sejam S ⊆ Pn(Fq) e d1 = d1(S). Então

|S| ≤ (d1 − 1)q + 1 +

⌊

d1 − 1

θq(n− 2)

⌋

.

Demonstração. Fixe um ponto P0 ∈ S. Seja P̌0 = {H ∈ P̌n(Fq); P0 ∈ H}. Defina

P := {(P,H) ∈ (S − {P0})× P̌0; P ∈ H}.

Segue da proposição 1.9 que para cada P ∈ (S − {P0}) existem θq(n − 2) hiperplanos
contendo P e P0. Segue dáı que

|P| = (|S| − 1)θq(n− 2). (3.6)

Além disso, se d1 = d1(S), então |(S−{P0})∩H| ≤ d1−1 para todo H ∈ P̌0 e, pela observação
1.4, temos |P̌0| = θq(n− 1). Assim,

|P| ≤ (d1 − 1)|P̌0| = (d1 − 1)θq(n− 1). (3.7)

Segue da igualdade (3.6) e da desigualdade (3.7) que

(|S| − 1)θq(n− 2) = |P| ≤ (d1 − 1)θq(n− 1).

Logo, tem-se

|S| ≤ 1 +
θq(n− 1)

θq(n− 2)
(d1 − 1)

= 1 +
qθq(n− 2) + 1

θq(n− 2)
(d1 − 1)

= (d1 − 1)q + 1 +
d1 − 1

θq(n− 2)
.

�
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O leitor mais atento deve ter percebido que o argumento usado para provar o lema anterior
já apareceu na demonstração de outro resultado (por exemplo, demonstração do caso 2 no
teorema 3.2). Pois bem, este argumento é muito utilizado em geometria algébrica sobre corpos
finitos e na teoria de códigos corretores de erros para determinar cotas.

Lema 3.2. Sejam S ⊆ Pn(Fq), d1 = d1(S) e d2 = d2(S). Então

|S| ≤ (d1 − d2)q + d1.

Demonstração. Sejam L0 um subespaço linear de codimensão 2 tal que |S ∩ L0| = d2 e L∗
0 o

conjunto dos hiperplanos em Pn(Fq) contendo L0. Como |H ∩ S| ≤ d1 para todo hiperplano e
existem q + 1 hiperplanos contendo L0, então

|S| =
∑

H∈L∗
0

(|H ∩ S| − d2) + d2

≤ (d1 − d2)(q + 1) + d2 = (d1 − d2)q + d1.

�

Com isso, quando considerarmos hipersuperf́ıcies sem componente Fq-linear, é posśıvel me-
lhorar a cota superior dada pelo teorema Serre 3.2. Essa cota é apresentada em [8] e é consi-
derada elementar pelos próprios autores:

Teorema 3.4 (Homma-Kim). Seja X ⊂ Pn(K), com n ≥ 2, uma hipersuperf́ıcie de grau d
definida sobre Fq. Se X não contém uma componente Fq-linear, então

|X (Fq)| ≤ (d− 1)qn−1 + dqn−2 + θq(n− 3).

Demonstração. Se d ≥ q + 1, então

(d− 1)qn−1 + dqn−2 + θq(n− 3) ≥ qn + (q + 1)qn−2 + θq(n− 3) = θq(n),

consequentemente, a cota superior é trivial. Suponha que d ≤ q + 1. Provemos o resultado
usando o prinćıpio de indução finita sobre n: para n = 2, segue do teorema 3.3, que

|X (Fq)| ≤ (d− 1)q + 2 ≤ (d− 1)q + d.

Para n ≥ 3, vamos dividir a prova em dois casos:
Caso 1: Suponha que exista um subespaço Fq-linear de codimensão 2 em Pn(K) contido em

X . Deste modo, o segundo s-grau de X (Fq) é θq(n− 2). Como X não contém um componente
Fq-linear, então para todo hiperplano H em Pn(K) definido sobre Fq tem-se, pela proposição
3.2 item (ii), que X ∩H é uma hipersuperf́ıcie definida sobre Fq de grau d em H ' Pn−1(K).
Segue do teorema Serre 3.2 que

|(X ∩H)(Fq)| ≤ dqn−2 + θq(n− 3).

Assim, o primeiro s-grau de X (Fq) é no máximo dqn−2 + θq(n− 3). Pelo lema 3.2, temos

|X (Fq)| ≤ (dqn−2 + θq(n− 3)− θq(n− 2))q + dqn−2 + θq(n− 3)

= (dqn−2 − qn−2)q + dqn−2 + θq(n− 3)

= (d− 1)qn−1 + dqn−2 + θq(n− 3).

Caso 2: Suponha que não exista um subespaço Fq-linear de codimensão 2 em Pn(K) contido
em X . Assim, se H é um hiperplano em Pn(K) definido sobre Fq, pela proposição 3.2 item (ii),
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tem-se que X ∩H é uma hipersuperf́ıcie de grau d em H ' Pn−1(K) sem componente Fq-linear.
Por hipótese de indução, temos

|(X ∩H)(Fq)| ≤ (d− 1)qn−2 + dqn−3 + θq(n− 4).

Assim, o primeiro s-grau de X (Fq) é no máximo (d−1)qn−2+dqn−3+ θq(n−4). Segue do lema
3.1 que

|X (Fq)| ≤ ((d− 1)qn−2 + dqn−3 + θq(n− 4)− 1)q + 1 +

⌊

(d− 1)qn−2 + dqn−3 + θq(n− 4)− 1

θq(n− 2)

⌋

.

Como

(d− 1)qn−2 + dqn−3 + θq(n− 4)− 1

= (d− 1)(qn−2 + qn−3 + θq(n− 4)) + qn−3 − (d− 2)θq(n− 4)− 1

= (d− 1)θq(n− 2) + qn−3 − ((d− 2)θq(n− 4) + 1)

< (d− 1)θq(n− 2) + qn−3,

temos
⌊

(d− 1)qn−2 + dqn−3 + θq(n− 4)− 1

θq(n− 2)

⌋

≤
⌊

d− 1 +
qn−3

θq(n− 2)

⌋

= d− 1.

Portanto, como d− q ≤ 1, temos

|X (Fq)| ≤ ((d− 1)qn−2 + dqn−3 + θq(n− 4)− 1)q + 1 + (d− 1)

= (d− 1)qn−1 + dqn−2 + θq(n− 4)q + (d− q)
≤ (d− 1)qn−1 + dqn−2 + θq(n− 4)q + 1

= (d− 1)qn−1 + dqn−2 + θq(n− 3).

�

Para o caso n = 2, a cota superior dada pelo teorema de Homma-Kimm 3.4 não é muito
boa, mas se n ≥ 3 o limite é alcançado por algumas hipersuperf́ıcies.

Exemplo 3.6. Segue do teorema 2.3 que a superf́ıcie Hermitiana

H = v(Xq+1
0 +Xq+1

1 +Xq+1
2 +Xq+1

3 )

em P3(K) tem (q2 + 1)(q3 + 1) pontos Fq2 - racional. Além disso, observe que

((q + 1)− 1)q4 + (q + 1)q2 + θq(0) = (q2 + 1)(q3 + 1).

Observe que sobre tais condições essa cota é melhor que a cota do teorema de Serre 3.2:
considere d ≤ q, temos

dqn−1 + θq(n− 2)− (q + 1− d)− ((d− 1)qn−1 + dqn−2 + θq(n− 3)) = (q + 1− d)(qn−2 − 1).

Assim

dqn−1 + θq(n− 2)− (q + 1− d) = (d− 1)qn−1 + dqn−2 + θq(n− 3) + (q + 1− d)(qn−2 − 1),

consequentemente,

dqn−1 + θq(n− 2) > (d− 1)qn−1 + dqn−2 + θq(n− 3).
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3.4 Hipersuperf́ıcies não singulares em P4

Para finalizar este ultimo caṕıtulo, vamos apresentar a resposta dada por Mrinmoy Datta em
[9] sobre o número máximo de pontos Fq-racionais em uma hipersuperf́ıcie X não singular de
grau d em P4(K) definida sobre Fq, com (d, q) 6= (4, 4) e 2 ≤ d ≤ q. Mais explicitamente, Datta
mostra que

|X (Fq)| ≤ (d− 1)q3 + (d− 1)q2 + q + 1. (3.8)

Antes de prosseguir com os resultados necessários para provar a desigualdade (3.8), vamos fixar
algumas notações que iremos utilizar durante está seção:

i) A menos que seja mencionado o contrário, d vai representar um número natural tal que
2 ≤ d ≤ q e X uma hipersuperf́ıcie não singular de grau d em P4(K) definida sobre Fq.

ii) Dado P ∈ X (Fq), defina

L(P,X ) := o conjunto das retas l satisfazendo P ∈ l ⊂ X

Lq(P,X ) := o conjunto das retas l definidas sobre Fq satisfazendo P ∈ l ⊂ X .

iii) Para uma reta l ⊆ P4(K) definida sobre Fq defina

B(l) := o conjunto dos planos Π ⊆ P4(K) definidos sobre Fq satisfazendo l ⊆ Π.

A cardinalidade de B(l) é facilmente calculada.

Proposição 3.3. |B(l)| = q2 + q + 1.

Demonstração. Para cada Q ∈ P4(Fq)\l(Fq) existe um único plano Π definido sobre Fq contendo
l eQ. Como |l(Fq)| = q+1, temos q4+q3+q2 planos definidos sobre Fq que contém l. Entretanto,
cada plano foi contado q2 vezes, pois um plano tem q2 + q + 1 pontos Fq - racionais, assim

|B(l)| = q4 + q3 + q2

q2
=
q2(q2 + q + 1)

q2
= q2 + q + 1.

�

Além disso, claramente, temos

P4(Fq) =
⋃

Π∈B(l)

Π(Fq).

Agora vamos apresentar um invariante que as hipersuperf́ıcies não singulares em Pn(K)
definidas sobre Fq possuem:

Definição 3.3. O invariante de Koen Thas de uma hipersuperf́ıcie X em Pn(K) definida
sobre Fq, denotado por kX , é definida por

kX := max{dim(L); L ⊆ X e L é um subespaço linear de Pn(K) definido sobre Fq }

O termo “invariante” na definição é devido ao seguinte teorema:

Teorema 3.5. Se X é uma hipersuperf́ıcie não singular grau d ≥ 2 em Pn(K) definida sobre
Fq, então

kX ≤ b(n− 1)/2c.
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Demonstração. Seja L ⊆ X um subespaço linear de Pn(K) definido sobre Fq. Seja r = dim(L).
Escolha um sistema de coordenadas X0, ..., Xn em Pn tal que L é definido por X0 = · · · =
Xn−r−1 = 0. Como L ⊆ X a equação de X é da forma

F (X0, ..., Xn) =
n−r−1
∑

i=0

fi(X0, ..., Xn)Xi = 0.

Como deg(X ) ≥ 2, cada fi é um polinômio homogêneo não constante. Considere as equações
simultâneas

F =
∂F

∂X0

= · · · = ∂F

∂Xn

= 0,

mais explicitamente,

F =
n−r−1
∑

i=0

fi(X0, ..., Xn)Xi = 0

∂F

∂X0

=
n−r−1
∑

i=0

∂fi
∂X0

Xi + f0 = 0

...

∂F

∂Xn−r−1

=
n−r−1
∑

i=0

∂fi
∂Xn−r−1

Xi + fn−r−1 = 0

∂F

∂Xn−r

=
n−r−1
∑

i=0

∂fi
∂Xn−r

Xi = 0

...

∂F

∂Xn

=
n−r−1
∑

i=0

∂fi
∂xn

Xi = 0.

Podemos ver o conjunto {Xn−r, ..., Xn} como sistema de coordenadas de L = Pr(K). Suponha
que n− r ≤ r. Pela proposição 2.11, as n− r equações











f0(0, ..., 0, Xn−r, ..., Xn) = 0
...
fn−r−1(0, ..., 0, Xn−r, ..., Xn) = 0

admitem solução [αn−r : · · · : αn] ∈ Pr(K). Claramente, [0 : · · · : 0 : αn−r : · · · : αn] ∈ L ⊆ X é
um ponto singular de X , absurdo. Portanto, n− r > r e assim r ≤ (n− 1)/2.

�

Para finalizar está seção, apresentamos um resultado sobre o limite superior do número de
retas que passam por um ponto em uma superf́ıcie, correspondente ao teorema 3.1 do artigo
[9]. Sabemos pelo teorema 3.5 que nenhuma superf́ıcie não singular de grau d ≥ 2 em P3(K)
definida sobre Fq contém um plano definido sobre Fq, assim, vamos reformulamos o teorema e
fazer algumas pequenas modificações na demonstração. Antes, precisamos definir o que é um
cone sobre uma curva plana.

Definição 3.4. Sejam Y uma curva plana (contida em um plano) em Pn(K) e P ∈ Pn(K). O
cone sobre a curva plana Y com centro em P , denotado por C(Y , P ), é definido como sendo a
reunião das retas l(P,Q) com Q ∈ Y .
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Observação 3.2. Seja Y uma curva plana de grau d em P3(K). Assim, por definição, existem
um plano Π e uma hipersuperf́ıcie X = v(F ) de grau d em P3(K) tal que Y = Π ∩ X .
Dado P ∈ P3(K)\Π podemos assumir que P = [1 : 0 : 0 : 0] e Π = v(X0) (veja, exemplo
2.9). Considere G(X1, X2, X3) = F (0, X1, X2, X3). Claramente, G é homogêneo de grau d.
Afirmamos que

C(Y , P ) = {[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ P3(K); G(x1, x2, x3) = 0}.

Com efeito, dado Q = [0 : x1 : x2 : x3] ∈ Y , tem-se G(βx1, βx2, βx3) = βdG(x1, x2, x3) = 0.
Assim, l(P,Q) ⊆ {[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ P3(K); G(x1, x2, x3) = 0}, consequentemente,

C(Y , P ) ⊆ {[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ P3(K); G(x1, x2, x3) = 0}.

Para a inclusão reversa, considere P0 = [x0 : x1 : x2 : x3] tal que G(x1, x2, x3) = 0. Se x0 = 0,
então P0 ∈ Y = Π ∩ X ⊆ C(Y , P ). Se x0 6= 0, então

P0 = [1 : x1x
−1
0 : x2x

−1
0 : x2x

−1
0 ] ∈ l(P, [0 : x1 : x2 : x3]) ⊆ C(Y , P ),

assim {[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ P3(K); G(x1, x2, x3) = 0} ⊆ C(Y , P ). Portanto, C(Y , P ) é uma
hipersuperf́ıcie de grau d em P3(K).

Teorema 3.6. Seja S ⊆ P3(K) uma superf́ıcie de grau d ≥ 2 definida sobre Fq e P ∈ S(Fq).
Então, um dos seguintes itens é válido:

(a) S contém um cone sobre uma curva plana definida sobre Fq, com centro em P .

(b) |{l ⊆ P3(K); l é uma reta tal que P ∈ l ⊆ S}| ≤ d(d− 1).

Demonstração. Suponha que a condição (a) não seja satisfeita.
Seja Π ⊆ P3(K) um plano definido sobre Fq que não passa pelo ponto P . Fazendo uma

mudança linear no sistema de coordenada podemos assumir que P = [1 : 0 : 0 : 0] e Π = v(X0)
(veja, exemplo 2.9). Suponha que S = v(F ), com F ∈ Fq[X0, X1, X2, X3] de grau d. Sendo F
um polinômio homogêneo de grau d, podemos escrever

F (X0, X1, X2, X3) = c ·Xd
0 +Xd−1

0 F1(X1, X2, X3) + · · ·+ Fd(X1, X2, X3),

onde Fi ∈ Fq[X1, X2, X3] é um polinômio homogêneo de grau i, com i = 1, ...., d. Como P ∈ S,
tem-se 0 = F (P ) = F (1, 0, 0, 0) = c+ F1(0, 0, 0) + · · ·+ Fd(0, 0, 0) = c. Assim,

F (X0, X1, X2, X3) = Xd−1
0 F1(X1, X2, X3) + · · ·+ Fd(X1, X2, X3).

Observe que Fd 6= 0, pois caso contrário teŕıamos Π ⊆ X , contrariando o invariante de Koen
Thas. Além disso, (F1, ..., Fd−1) 6= (0, ..., 0), de fato: Suponha que F1 = · · · = Fd−1 = 0, assim
F = Fd. Considere a curva plana v(X0, Fd). Seja Q = [0 : x1 : x2 : x3] ∈ v(X0, Fd). Para todo
α, β ∈ K vale

F (α, βx1, βx2, βx3) = Fd(βx1, βx2, βx3) = βdFd(x1, x2, x3) = 0,

ou seja, S contém o cone sobre a curva plana v(X0, Fd) definida sobre Fq, com centro em
P , contrariando nossa hipótese inicial. Logo, (F1, ..., Fd−1) 6= (0, ..., 0). Temos também que
F1, ..., Fd são coprimos. Com efeito, suponha que exista G ∈ Fq[X1, X2, X3] homogêneo de grau
dG tal que G|Fi para cada i = 1, ..., d, assim Fi = Gi · G para algum Gi ∈ Fq[X1, X2, X3].
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Considere a curva plana v(X0, G). Seja Q = [0 : x1 : x2 : x3] ∈ v(X0, G). Para todo α, β ∈ K
vale

F (α, βx1, βx2, βx3) = αd−1F1(βx1, βx2, βx3) + · · ·+ Fd(βx1, βx2, βx3)

= [αd−1G1(βx1, βx2, βx3) + · · ·Gd(βx1, βx2, βx3)]G(βx1, βx2, βx3)

= [αd−1G1(βx1, βx2, βx3) + · · ·Gd(βx1, βx2, βx3)]β
dGG(x1, x2, x3)

= 0

isto é, S contém o cone sobre a curva plana v(X0, G) definida sobre Fq, com centro em P ,
contrariando nossa hipótese inicial. Logo, F1, ..., Fd são coprimos. Defina

LS(P ) := {l ⊆ P3; l é uma reta tal que P ∈ l ⊆ S}.
Observe que para cada reta l com P ∈ l ⊆ S tem-se |l ∩ Π| = 1, pois P /∈ Π. Defina

A =





⋃

l∈LS(P )

l



 ∩ Π.

Pela observação feita acima, existe uma bijeção natural entre LS(P ) ←→ A. Desse modo,
basta mostrar que |A| ≤ d(d − 1). Afirmamos que A = v(F1, ..., Fd, X0). Com efeito, seja
Q = [0 : x1 : x2 : x3] ∈ A. Assim, a linha

l(P,Q) = {[t : ux0 : ux1 : ux2]; t, u ∈ K não são ambos nulos}
que contém os pontos P e Q está contida em S, logo [t : x1 : x2 : x3] ∈ S para todo t ∈ K.
Em particular, F (t, x1, x2, x3) = 0 para todo t ∈ K. Como F (T, x1, x2, x3) é um polinômio
na variável T com grau no máximo d − 1, então Fi(x1, x2, x3) = 0 para todo i = 1, ..., d.
Segue dáı que A ⊆ v(F1, ..., Fd, X0). Inversamente, seja Q = [0, x1, x2, x3] ∈ v(F1, ..., Fd, X0).
Claramente, P 6= [0 : x1 : x2 : x3] ∈ Π e a linha

l(P,Q) = {[t : ux0 : ux1 : ux2]; t, u ∈ K não são ambos nulos} ∈ LS(P ),

consequentemente, [0 : x1 : x2 : x3] ∈ A e assim v(F1, ..., Fd, X0) ⊆ A. Portanto,

A = v(F1, ..., Fd, X0).

Considere Fd = G1 · · ·Gr, com r ≥ 1 e Gj ∈ Fq[X1, X2, X3] irredut́ıvel. Como F1, ..., Fd são
coprimos, para cada i = 1, ..., r existe 1 ≤ ji ≤ d − 1 tal que Gi e Fji são coprimos. Segue do
Teorema de Bezout 2.6 que

|v(X0, Gi, Fji)| ≤ deg(Gi)deg(Fji) ≤ deg(Gi)(d− 1).

Segue dáı que

|A| = |v(X0, F1, ..., Fd)| ≤
r
∑

i=1

|v(X0, F1, ..., Fd−1, Gi)|

≤
r
∑

i=1

|v(X0, Gi, Fji)|

=
r
∑

i=1

deg(Gi)(d− 1) = d(d− 1).

Portanto, |{l ⊆ P3(K); l é uma linha tal que P ∈ l ⊆ S}| ≤ d(d− 1).
�

Para fins deste trabalho, o teorema 3.6 foi provado para corpos finitos. Entretanto, o leitor
deve ter observado que não utilizamos nenhuma propriedade adicional que um corpo finito
possa ter, apenas utilizar a propriedade algébrica de ser um corpo. Assim, o teorema cont́ınua
válido se substitúımos Fq por um corpo arbitrário k.
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3.4.1 Número máximo de pontos Fq-racionais

Por fim, nesta última seção, vamos provar a desigualdade 3.8. Começando com o caso d = 2 e
alguns resultados necessários para o caso geral.

Teorema 3.7. Seja X uma hipersuperf́ıcie quádrica não singular em P4(K) sobre Fq, então

|X (Fq)| = q3 + q2 + q + 1.

Demonstração. Como toda quádrica não singular em P4(Fq) é projetivamente equivalente a
X0 = v(X2

0 +X1X2 +X3X4) (veja, exemplo 2.8), basta observar que

|X0(Fq)| = q3 + q2 + q + 1.

Com efeito, considerando P = [x0 : x1 : x2 : x3 : x4] ∈ X0, vamos dividir a prova em dois caso:
Caso 1: Considere x4 6= 0. Neste caso, como estamos considerando pontos projetivos,

podemos assumir x4 = 1. Assim
x3 = −(x20 + x1x2).

Segue dáı que P = [x0 : x1 : x2 : −(x20 + x1x2) : 1] e assim temos q3 pontos Fq-racionais.
Caso 2: Considere x4 = 0. Assim temos x20 + x1x2 = 0 e x3 qualquer. Vamos considerar

dois subcasos:
Subcaso 1: Considere x1 6= 0. Neste caso, como estamos considerando pontos projetivos,

podemos assumir x1 = 1, assim x2 = −x20. Segue dáı que P = [x0 : 1 : −x20 : x3] e assim temos
q2 pontos Fq-racionais.

Subcaso 2: Considere x1 = 0. Assim x20 = 0 e existe uma bijeção natural

[0 : 0 : x2 : x3 : 0] ∈ X0 ←→ [x2 : x3] ∈ P1(K).

Segue dai que temos q + 1 pontos Fq-racionais.
Portanto, |X0(Fq)| = q3 + q2 + q + 1.

�

Para as próximas três proposições, considere P ∈ X (Fq).

Proposição 3.4. |TP (X )(Fq)| = θq(3).

Demonstração. Como P é um ponto não singular e X é uma hipersuperf́ıcie definida sobre Fq,
então TP (X ) é um hiperplano definido sobre Fq. Segue dáı que

|TP (X )(Fq)| = θq(3).

�

Proposição 3.5. Se S é o conjunto das retas definidas sobre Fq que passam por P e não estão
contidas em TP (X ), então |S| = q3.

Demonstração. Segue da proposição 3.4 que |TP (X )(Fq)| = θq(3). Assim |TP (X )C(F)q| = q4.
Os elementos de S são da forma l(P,Q) com Q ∈ TP (X )C(Fq). Logo, temos q4 retas, entretanto,
cada reta foi contado q vezes. Portanto,

|S| = q4

q
= q3.

�
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Proposição 3.6. Se U denota o conjunto das retas sobre Fq que passam por P e estão contidas
em TP (X ), então

|U | = q2 + q + 1.

Demonstração. Os elementos de U são da forma l(P,Q) com Q ∈ TP (X )(Fq)\{P}. Deste
modo, temos |TP (X )(Fq)| − 1 retas. Entretanto, cada reta foi contada q vezes, assim

|U | = q3 + q2 + q

q
= q2 + q + 1.

�

Lema 3.3. Seja P ∈ X (Fq), então |X (Fq) ∩ TP (X )C | ≤ (d− 1)q3.

Demonstração. Denotaremos por S o conjunto de todas as retas definidas sobre Fq que contêm
o ponto P e não estão contidas em TP (X ). Afirmamos que

TP (X )C(Fq) =
⊔

l∈S

(l(Fq)\{P}).

Com efeito, dado Q ∈ TP (X )C(Fq), tem-se Q 6= P e l(P,Q) ∈ S. Assim

TP (X )C(Fq) ⊂
⊔

l∈S

(l(Fq)\{P}).

Seja Q ∈ ⊔l∈S(l(Fq)\{P}). Logo, existe l ∈ S tal que Q ∈ l(Fq)\{P}. Como l não está contida
em Tp(X ) devemos ter Q ∈ TP (X )C . Sendo Q um ponto Fq-racional, tem-se Q ∈ TP (X )C(Fq).
Assim

⊔

l∈S

(l(Fq)\{P}) ⊂ TP (X)C(Fq).

Deste modo, tem-se

|X (Fq) ∩ TP (X )C | =
∑

l∈S

|X (Fq) ∩ (l\{P})|

Para cada l ∈ S ,tem-se l * X , pois caso contrário teŕıamos l ⊂ TP (X ). Segue do teorema
de Bezout 2.6 que |X ∩ l| ≤ d, consequentemente,

|X ∩ (l\{P})| ≤ d− 1.

Pela proposição 3.5, temos |S| = q3. Portanto,

|X (Fq) ∩ Tp(X )C | =
∑

l∈S

|X (Fq) ∩ (l\{P})| ≤ (d− 1)q3.

�

Com o lema 3.3 é posśıvel provar a conjectura no caso em que Lq(P,X ) = ∅ para algum
ponto P ∈ X (Fq). Neste caso, a desigualdade é estrita:

Lema 3.4. Seja P ∈ X (Fq). Se Lq(P,X ) = ∅, então

|X (Fq)| < (d− 1)q3 + (d− 1)q2 + q + 1.
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Demonstração. Segue do lema 3.3 que

|X (Fq)| = |X (Fq) ∩ TP (X )|+ |X (Fq) ∩ TP (X )C | ≤ |X (Fq) ∩ TP (X )|+ (d− 1)q3.

Assim, basta mostrar que |X (Fq)∩TP (X )| < (d−1)q2+q+1. Como P é um ponto singular
de X ∩TP (X ) e Lq(P,X ) = ∅ para cada reta l definida sobre Fq tal que P ∈ l ⊂ TP (X ), tem-se

|X ∩ (l \ {P})| ≤ d− 2.

Pela proposição 3.6, existem q2+q+1 retas sobre Fq em TP (X ) contendo o ponto P . Assim

|X (Fq) ∩ TP (X )| ≤ 1 + (d− 2)(q2 + q + 1)

= (d− 2)q2 + (d− 2)q + d− 1

= ((d− 1)q2 + q + 1)− q2 + (d− 3)q + d− 2.

Logo, basta mostrar que −q2 + (d− 3)q + d− 2 < 0: temos d ≤ q, logo

(d− 3)q ≤ (q − 3)q = q2 − 3q

⇒ (d− 3)q + d− 2 < (d− 3)q + 3q ≤ q2

⇒ −q2 + (d− 3)q + d− 2 < 0.

�

Definição 3.5. Sejam P ∈ X (Fq) e l ∈ Lq(P,X ). Para cada Q ∈ l(Fq), defina

Ωl(Q) := {Π ∈ B(l); X ∩ Π = l ∪ l1 ∪ · · · ∪ ld−1, li ∈ Lq(Q,X )}

e
Ω(l) :=

⋃

Q∈ l(Fq)

Ωl(Q).

Lema 3.5. Seja P ∈ X (Fq). Suponha que exista l ∈ Lq(P,X ) tal que para todo ponto Q ∈ l(Fq)
a superf́ıcie X ∩TQ(X ) não contém um cone sobre uma curva plana definida em Fq com centro
em Q. Então, para todo Q ∈ l(Fq), tem-se

|Ωl(Q)| ≤ d− 1.

Consequentemente, |Ω(l)| ≤ (d− 1)(q + 1).

Demonstração. Sejam Q ∈ l(Fq) e tQ = |Ωl(Q)|. Deste modo, existem tQ planos, digamos
Π1, ...,ΠtQ , cada um definido sobre Fq contendo d − 1 retas diferentes de l definidas sobre Fq

que passam por Q e estão contidas em X . Assim

|Lq(Q,X)| ≥ (d− 1)tQ + 1.

Se tQ ≥ d, então |Lq(Q,X)| ≥ (d − 1)d + 1 > d(d − 1), contrariando o teorema 3.6, pois, por
hipótese, X ∩ TQ(X ) não contém um cone sobre uma curva plana definida em Fq com centro
em Q. Logo,

|Ωl(Q)| = tQ ≤ d− 1.

Consequentemente, tem-se

|Ω(l)| =
∑

P∈ l(Fq)

|Ωl(P )| ≤ (d− 1)(q + 1).

�
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Observação 3.3. Se existir l ∈ Lq(P,X ) tal que para todo Q ∈ l(Fq) a superf́ıcie X ∩ TQ(X )
não contém um cone sobre um curva plana definida sobre Fq com centro em Q, então, usando
o teorema 3.6 e um argumento semelhante ao do lema 3.5, tem-se

|G(l)| ≤ d(q + 1)− 1,

onde G(l) := {Π ∈ B(l); X ∩Π é a união de d retas definidas sobre Fq}. Além disso, se d = 3 e
Π ∈ B(l)\G(l), então identificando Π ' P2(K) de modo que a reta l sejam os pontos no infinito
tem-se que X ∩ (Π\l) é uma curva afim de grau 2 definida sobre Fq que não contém uma reta
definida sobre Fq, pois, caso contrário, X ∩ Π seria a reunião de três retas definidas sobre Fq.
Segue do teorema 3.3 que |X (Fq) ∩ (Π\l)| ≤ q + 1.

Lema 3.6. Para cada Π ∈ B(l), tem-se

|X (Fq) ∩ (Π\l)| = (d− 1)q se Π ∈ Ω(l)

e

|X (Fq) ∩ (Π\l)| ≤ (d− 1)q − (d− 2) se Π ∈ B(l)\Ω(l).

Demonstração. Seja Π ∈ Ω(l). Assim, existe Q ∈ l(Fq) tal que

X ∩ Π = l ∪ l1 ∪ · · · ∪ ld−1,

onde cada li ∈ Lq(Q,X ). Claramente, tem-se

|X (Fq) ∩ Π| = dq + 1,

consequentemente, |X (Fq) ∩ Π\l| = |X (Fq) ∩ Π| − |l(Fq)| = dq + 1− q − 1 = (d− 1)q.
Para a segunda afirmação, seja Π ∈ B(l)\Ω(l). Então X ∩ Π não se escreve como reunião

de d retas com um ponto em comum. Segue da segunda afirmação do teorema de Serre 3.2 que
|X (Fq) ∩ Π| < dq + 1. Além disso, X ∩ (Π\l) é uma curva afim de grau d− 1 com

|X (Fq) ∩ (Π\l)| = |X (Fq) ∩ Π| − |l(Fq)| < dq + 1− q − 1 = (d− 1)q

Como d− 1 ≤ q − 1, segue do teorema 1.6 que |X (Fq) ∩ (Π\l)| ≤ (d− 1)q − (d− 2).
�

Teorema 3.8. (Datta) Seja d um natural, com 2 ≤ d ≤ q. Seja X ⊂ P4 uma hipersuperf́ıcie
não singular de grau d sobre Fq. Se (d, q) 6= (4, 4), então

|X (Fq)| ≤ (d− 1)q3 + (d− 1)q2 + q + 1.

Além disso, o limite é atingido por uma hipersuperf́ıcie X de grau d se existe um ponto P ∈
X (Fq) tal que X ∩ TP (X ) é um cone com centro em P sobre uma curva plana C de grau d
definida sobre Fq que não contém uma linha definida sobre Fq e |C(Fq)| = (d− 1)q + 1.

Demonstração. O caso d = 2 segue do teorema 3.7. Suponha d ≥ 3. Se X (Fq) = ∅ não temos
nada para fazer. Escolha P ∈ X (Fq). Se Lq(P,X ) = ∅, então o resultado segue do lema 3.4.
Logo, podemos assumir que Lq(P,X ) 6= ∅. Seja l ∈ Lq(P,X ). Vamos dividir a prova em dois
casos:

Caso 1: suponha que exista Q ∈ l(Fq) tal que X ∩TQ(X ) contém um cone sobre uma curva
plana C definida sobre Fq com centro em Q. Seja Π um plano definido sobre Fq tal que C ⊂ Π.
Seja d1 = deg(C). Primeiramente, observe que C não contém uma reta definida sobre Fq, pois,
caso contrário, X ∩ TQ(X ) conteria um plano definido sobre Fq, contrariando o invariante de
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Koen Thas do teorema 3.5. Como d1 ≤ d e (d, q) 6= (4, 4), então (d1, q) 6= (4, 4). Segue do
teorema 3.3 que |C(Fq)| ≤ (d1−1)q+1. Seja C∗ o cone sobre a curva C com centro em Q. Como
cada reta que constitui o cone tem q + 1 pontos Fq-racional e apenas o ponto Q em comum,
assim

|C∗(Fq)| ≤ ((d1 − d)q + 1)q + 1 = (d1 − d)q2 + q + 1.

Segue da proposição 3.1 e observação 3.2 que: se d1 = d então X ∩ TQ(X ) = C∗. Deste modo,
temos |X (Fq) ∩ TQ(X )| ≤ (d− 1)q2 + q + 1. Segue do lema 3.3 que

|X (Fq)| ≤ |X (Fq) ∩ TQ(X )|+ |X (Fq) ∩ TQ(X )C |
≤ (d− 1)q3 + (d− 1)q2 + q + 1.

Se d1 < d, existe uma superf́ıcie Z de grau no máximo d − d1 tal que X ∩ TQ(X ) = C∗ ∪ Z.
Observe que Z não contém um plano definido sobre Fq, pois, caso contrário, X ∩TQ(X ) também
conteria, o que contraria o invariante de Koen Thas do teorema 3.5. Pelo teorema 3.4 temos

|Z(Fq)| ≤ (d− d1 − 1)q2 + (d− d1)q + 1.

Segue dáı que

|X (Fq) ∩ TQ(X )| ≤ |C∗|+ |Z|
≤ (d1 − 1)q2 + q + 1 + (d− d1 − 1)q2 + (d− d1)q + 1

= (d− 1)q2 + q + 1 + (−q2 + (d− d1)q + 1).

Como d1 ≥ 1, tem-se d− d1 ≤ q − 1, assim

(d− d1)q + 1 < (d− d1)q + q ≤ q2

⇒ −q2 + (d− d1)q + 1 < 0.

Deste modo, vale
|X (Fq) ∩ TQ(X )| < (d− 1)q2 + q + 1.

Assim, segue do lema 3.3 que

|X (Fq)| ≤ |X (Fq) ∩ TQ(X )|+ |X (Fq) ∩ TQ(X )C |
< (d− 1)q3 + (d− 1)q2 + q + 1.

Caso 2: para cada Q ∈ l(Fq) a superf́ıcie correspondente X ∩TQ(X ) não contém um cone
sobre uma curva plana definida sobre Fq com centro em Q. Primeiramente, considere o caso
(d, q) 6= (3, 3). Seja r = |B(l)\Ω(l)|. Segue do lema 3.5 que r ≥ q2+ q+1− (d− 1)(q+1). Pelo
lema 3.6 temos

|X (Fq)| = |l(Fq)|+
∑

Π∈B(l)

|X (Fq) ∩ (Π\l)|

= |l(Fq)|+
∑

Π∈Ω(l)

|X (Fq) ∩ (Π\l)|+
∑

Π∈B(l)\Ω(l)

|X (Fq) ∩ (Π\l)|

≤ q + 1 + (q2 + q + 1− r)(d− 1)q + r((d− 1)q − (d− 2))

= (d− 1)q3 + (d− 1)q2 + q + 1 + ((d− 1)q − r(d− 2)).

Assim, basta mostrar que r(d− 2) + (1− d)q > 0.
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Subcaso 1 : Se d ≤ q − 1, então

(1− d)(q + 1) ≥ (2− q)(q + 1) = −(q2 − q − 2).

Deste modo, tem-se

r ≥ q2 + q + 1 + (1− d)(q + 1) ≥ q2 + q + 1− (q2 − q − 2) = 2q + 3.

Logo, vale

r(d− 2) + (d− 1)q ≥ (2q + 3)(d− 2) + (d− 1)q > 0.

Subcaso 2 : Se d = q, então (1− d)(1 + q) = 1− q2. Assim

r ≥ q2 + q + 1 + (1− d)(q + 1) = q + 2.

Como q = d ≥ 3, (d, q) 6= (3, 3) e (d, q) 6= (4, 4), então

r(d− 2) + (1− d)q ≥ (d− 2)(q + 2) + (1− d)q = q2 − 4− q2 + q = q − 4 > 0.

Considere agora (d, q) = (3, 3). Seja r = |B(l)\Ω(l)| e s = |B(l)\G(l)| (veja, lema 3.3).
Deste modo, s ≥ q2+ q+1−d(q+1)+1 = q2+(q+1)(1−d)+1. Assim, quando (d, q) = (3, 3)
temos r ≥ 5 e s ≥ 2. Observe que Ω(l) ⊂ G(l), consequentemente,

B(l) = Ω(l) t (G(l)\Ω(l)) t (B(l)\G(l))
Considere A = Ω(l), B = (G(l)\Ω(l)) e C = (B(l)\G(l)). Deste modo, tem-se

|X (Fq)| = |l(Fq)|+
∑

Π∈B(l)

|X (Fq) ∩ (Π\l)|

= |l(Fq)|+
∑

Π∈A

|X (Fq) ∩ (Π\l)|+
∑

Π∈B

|X (Fq) ∩ (Π\l)|+
∑

Π∈C

|X (Fq) ∩ (Π\l)|

≤ q + 1 + (q2 + q + 1− r)2q + (r − s)(2q − 1) + s(q + 1)

= 2q3 + 2q2 + q + 1 + (2q(1− r) + (r − s)(2q − 1) + s(q + 1)).

Assim, basta mostrar que (2q(1 − r) + (r − s)(2q − 1) + s(q + 1)) < 0. Com efeito, como
q = 3, r ≥ 5 e s ≥ 2, temos

(2q(1− r) + (r − s)(2q − 1) + s(q + 1)) = 6− (r + s) < 0.

�

Sabemos, pelo teorema 3.7, que toda quádrica não singular atinge o limite do teorema 3.8.
Além disso, ele também é alcançado por algumas hipersuperf́ıcies hermitianas:

Exemplo 3.7. Considere a hipersuperf́ıcie Hermitiana

H = v(Xq+1
0 +Xq+1

1 +Xq+1
2 +Xq+1

3 +Xq+1
4 )

em P4(K) definida sobre Fq2 . Pelo teorema 2.3, temos

|H(Fq2)| =
(q5 + 1)(q4 − 1)

q2 − 1
= (q5 + 1)(q2 + 1) = q(q6) + q(q4) + q2 + 1,

isto é, a hipersuperf́ıcie H atinge o limite dado pelo teorema 3.8.

Para finalizar o trabalho, vejamos uma simples comparação entre as cotas superiores quando
d ≤ q. Defina B(d) := (d− 1)q3 + (d− 1)q2 + q + 1 (teorema 3.8), L(d, 4) := dq3 + q2 + q + 1
(teorema 3.2) e E(d, 4) := (d− 1)q3 + dq2 + q + 1 (teorema 3.4). Claramente, tem-se

B(d) < E(d, 4) < L(d, 4).
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