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NAVARRO CABALLERO, J.E. Existéncia de atrator pré-compacto para sistemas dindmicos impulsi-
vos. 2021. ix + 60 p. Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho desenvolveremos a teoria dos atratores globais para sistemas dindmicos impulsivos
e continuos, determinando condi¢Oes para garantir a existéncia dos referidos atratores e dando al-
gumas das suas propriedades. Além disso, estudaremos os conjuntos @ -limites e veremos que sao

fundamentais na constru¢do dos atratores globais.

Palavras-chave: sistema dinamico impulsivo, atratores globais, w-limites, condi¢des de tubo.
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NAVARRO CABALLERO, J. E. Existence of a pre-compact attractor for impulsive dynamic systems.
2021. ix + 60 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work we will develop the theory of global attractors for impulsive and continuous dynamic
systems, determining conditions to guarantee the existence of said attractors and giving some of
their properties. In addition, we will study the @-limit sets and see that they are fundamental in the

construction of global attractors.

Keywords: impulsive dynamic system, global attractors, @-limits, tube conditions.
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Introducao

No mundo real existem muitos fendmenos de diferentes naturezas (fisicas, bioldgicas, econdmi-
cas, etc.), onde se busca uma lei que governe o comportamento da evolucao continua dos estados do
fendomeno e cuja varidvel independente € geralmente representada pelo tempo. Como exemplo, citamos
a posicdo de uma particula que se move continuamente no espago euclidiano R? quando o tempo varia e
cuja posicdo no instante ¢ é dada pela lei (fung@o) x(¢). Esses fendmenos dependentes do tempo podem
ser modelados por equacgdes diferenciais. A teoria de sistemas dindmicos estuda o comportamento
assintdtico qualitativo destes fendmenos, isto €, o0 comportamento dos estados quando o tempo vai para
o infinito, sem a necessidade de resolver a equacdo diferencial (encontrar explicitamente a lei). Como
queremos descrever o comportamento assintdtico das solugdes, questionamo-nos sobre a existéncia de
um conjunto .2/ que as atrai, ou seja, procuramos um conjunto .27 para o qual as solu¢des se aproximam
quando o tempo passa. Se tal conjunto existe, como as solu¢des vao se aproximando, sabemos de

alguma forma, como serd o comportamento quando o tempo vai para o infinito.

No entanto, também existem problemas do mundo real onde as mudancas continuas de estados
podem experimentar forcas externas abruptas (impulsos) as quais mudam seu comportamento comple-
tamente. Um exemplo deste tipo de problema no campo da medicina é consumo de um medicamento,
em que o consumidor deve tomar um certo nimero de doses, o que produz mudancas abruptas na
quantidade de medicamento em seu corpo, para controlar a doenca ou erradicé-la. O leitor interessado
em exemplos relacionados ao campo da ciéncia e tecnologia pode consultar [1, 13, 19, 20]. A teoria dos
sistemas dinamicos impulsivos aborda este tipo de problema, onde a evolu¢do continua dos processos
¢ interrompido por mudancas abruptas de estado. Como no caso continuo, esses sistemas também
sao modelados por equacdes diferenciais, mais especificamente, equacdes diferenciais impulsivas;
detalhes sobre a teoria das equagdes diferenciais impulsivas tais como: existéncia e unicidade das
solugdes, a dependéncia das solugdes em relag@o aos valores iniciais, variacao de parametros, oscilag@o
e estabilidade podem ser encontrados em [3, 5, 26]. Conforme indicado em [3, 26], existem diferentes
tipos de impulsos, entre eles, sistemas com impulsos em tempos fixos e sistemas com impulsos em
tempos varidveis, € claro que este tltimo, o caso de sistemas dindmicos impulsivos com impulsos que
variam no tempo € mais dificil de controlar, j4 que ndo sabemos previamente o tempo dos impulsos. No
entanto, ele nos fornece uma ferramenta eficaz para descrever mais tipos de movimentos descontinuos.
Além disso, s@o mais interessantes por estarem mais ajustados aos problemas do mundo real. Nesta
dissertacdo trataremos dos impulsos que ocorrem devido a condi¢des no espaco de fase e ndo no tempo,
ou seja, existe um conjunto (conjunto impulsivo) no espago de fase e uma fungio (fungdo impulso)
que sdo as responsaveis pelas descontinuidades (mudangas abruptas) das solu¢des do sistema. Esta é

uma abordagem diferente daquela em que ocorrem descontinuidades no tempo.



A teoria de sistemas dindmicos impulsivos apareceu pela primeira vez nos anos 70 nas obras
de Rozko (ver [29, 30]), onde ele introduziu varias nogdes de sistemas impulsivos com impulsos em
tempos fixos. Em 1990, Kaul construiu os fundamentos matematicos da teoria com impulsos em
tempos varidveis (veja [23, 24]), e foi seguida por varios autores a fim de desenvolver a teoria que é
conhecida até o momento. Kaul e Ciesielski publicaram resultados muitos importantes nessa drea (ver
[2, 16, 17, 24, 25]). Por exemplo, nos artigos de Ciesielski ([14—16]), é analisada a continuidade da
fun¢do tempo de impacto ¢ que descreve “o tempo de alcance dos pontos de impulso". Na atualidade
uma vasta literatura sobre os sistemas dinamicos impulsivos foi desenvolvida, entre os pesquisadores
que contribuiram nessa drea estdo Bonotto e seus colaboradores, veja [7, 9—12] para obter detalhes da
teoria e [2, 4, 13, 18, 19, 21] para aplicacdes e resultados importantes.

Nesta dissertac@o nosso objetivo € estabelecer condi¢cdes para garantir a existéncia de um atrator
global para um sistema dindmico impulsivo, para isso, o trabalho foi estruturado da seguinte forma: no
Capitulo 1 apresentamos as defini¢des e resultados basicos de Andlise e Topologia que serdo utilizados

nas demonstracdes ao longo do trabalho e damos uma breve nog¢do do que sdo sistemas dindmicos.

No Capitulo 2 tratamos da teoria dos semigrupos. Apresentamos as definicoes de semigrupos e
conjuntos -limites . Também mostramos os conceitos de semidistancia de Hausdorff, atracdo e invari-
ancia necessarios para introduzir o conceito de atrator global. Apresentamos algumas propriedades do
atrator global, se ele existir. Procuramos condicdes para a existéncia do atrator global em dois casos:

ponto dissipativo e limitado dissipativo.

O Capitulo 3 € o principal e trata sobre os sistemas dindmicos impulsivos e estd dividido nas

seguintes secdes:

A Secao 3.1 trata das “condi¢des de tubo” para sistemas dinamicos impulsivos, que garantem o
bom comportamento do fluxo continuo 7'(¢) préximo ao conjunto impulsivo M, esta se¢do é de natureza
técnica e o resultado principal € a Proposi¢do 3.13 que nos ajudara a estabelecer a invariancia dos
conjuntos @-limites impulsivos. Este resultado afirma que o fluxo impulsivo f(t) nao pode alcancar o
“lado direito” do conjunto impulsivo M para grandes valores de ¢.

Na Secao 3.2 damos uma primeira defini¢ao de atrator global compacto (Definicdo 3.14) para
sistemas dinamicos impulsivos. Analisamos que, com essa abordagem de atrator compacto, 0s
comportamentos assintdticos de 7 e T nido sdo qualitativamente diferentes. O Exemplo 3.16 auxilia na
apresentacao de uma nova defini¢do de atrator global (Definicdo 3.17), onde o atrator passa a ser um
conjunto pré-compacto, com a qual sio incluidos os casos em que 7" e T tém dinAmicas assintoticas
diferentes. Finalmente, damos algumas propriedades do atrator, tais como: unicidade, caracterizacao
por Orbitas de solucdes globais limitadas e ser o subconjunto minimo que atrai subconjuntos limitados

(Proposig¢do 3.19).

Na Secao 3.3, discutimos os conjuntos @-limites impulsivos, damos uma caracterizacao do
atrator global em relacdo a eles (Proposi¢do 3.24), definimos sistemas dinadmicos limitados dissipativos
e estudamos as propriedades dos w-limites para tais sistemas impulsivos. Provamos as invariancias
positiva (Proposicao 3.26), negativa (Proposi¢do 3.29) e a atracao (Proposicao 3.31) dos conjuntos

o-limites impulsivos .

Na Secdo 3.4, definimos sistemas dinamicos fortemente limitados dissipativos e apresentamos o

2



principal resultado deste trabalho, o teorema que garante a existéncia do atrator global para os sistemas
dinamicos impulsivos fortemente limitados dissipativos (Teorema 3.33).

Na Secdo 3.5 apresentamos dois exemplos: o primeiro consiste de um sistema impulsivo planar
simples, e o segundo de uma EDO impulsiva e, em cada um deles, mostramos que os sistemas

dindmicos impulsivos gerados sdo fortemente limitados dissipativos e, portanto, t€ém atrator global.

Juan Estuardo Navarro Caballero

Uberlandia-MG, 17 de fevereiro de 2021.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definicoes e resultados basicos

Nesta se¢do apresentamos defini¢des e resultados que usaremos mais adiante. Os resultados
sdo somente enunciados, sendo omitidas as suas demonstracdes, podendo estas ser encontradas em
[6, 22,27, 28, 31]. Ao longo desta secdo, X representard um espaco métrico e ¥ um espago topolégico

salvo mengdo contréria.

Definicao 1.1: Uma funcdo f: X — R € semicontinua inferiormente no ponto a € X se dado € > 0,
existe § > 0, tal que se x € X, d(x,a) < 0 entdo f(x) > f(a) — €. Similarmente, dizemos que f é
semicontinua superiormente em a € X se dado € > 0, existe 0 > 0, tal que se x € X, d(x,a) < &
entdo f(x) < f(a)+e.

Quando f: X — R € semicontinua inferiormente (superiormente) em cada ponto de X dizemos

que f é semicontinua inferiormente (superiormente) em X.

Teorema 1.2: Uma funcgdo f: X — R é semicontinua inferiormente (superiormente) em x € X se,
A . —>00 —>00
e somente se, para toda sequéncia {x,}n,cn em X, com x, — x e f(x,) == ¢, tem-se ¢ > f(x)

(c < f(x)).

Uma consequéncia imediata é que uma funcdo € continua em X se, e somente se, ¢ semicontinua

superior e inferiormente em X.

Teorema 1.3: Sejam A um subconjunto compacto de X e f: A — R uma funcdo semicontinua

inferiormente. Entdo f ¢é limitada inferiormente e atinge seu valor minimo em um ponto de A.
Proposicao 1.4: Seja A um subconjunto de X. Entdo:

a) A é limitado se, e somente se, A é limitado.

b) d(x,A) =d(x,A).

- . A . n—oo
C) x € A se, e somente se, existe uma sequéncia {x, },cN em A tal que x, — x.

4



Definicdo 1.5:  Um subconjunto A de Y é relativamente compacto (ou pré-compacto) se A é um

conjunto compacto.

Definicao 1.6: Um subconjunto A de X é totalmente limitado se dado € > 0 existe um ndmero
finito de bolas centradas em pontos de A de raio € > 0 cuja unido cobre A, isto é, existem n € N e
{xi}1_, C Atais que A C Ul B(x;,€).

Teorema 1.7: No espaco X os seguintes enunciados sdo equivalentes:

a) X é compacto.
b) Toda sequéncia em X possui uma subsequéncia convergente.

c) X é totalmente limitado e completo.

Teorema 1.8: Seja A um subconjunto de Y .

a) SeY é compacto e A é fechado, entdo A é compacto.

b) SeY ¢ Hausdorff e A é compacto, entdo A é fechado.

Teorema 1.9: Sejam X, Y espacos topologicos e f: X — Y uma funcdo. Entdo f é continua se, e

somente se, f(A) C f(A) paratodo A C X.

Definicao 1.10: Uma cole¢do € de subconjuntos de Y possui a propriedade da intersecao finita se

cada colegdo finita
Ci,...,C,

de € tem interse¢do ndo-vazia, isto &, N?_,C; # 0.

Teorema 1.11:  Um espaco topoldgico Y é compacto se, e somente se, cada colecdo € de conjuntos

fechados em Y que possui a propriedade da intersecdo finita, satisfaz NceeC # 0.

Teorema 1.12:  Toda sequéncia de Cauchy em X que possui uma subsequéncia convergente é conver-

gente.
Teorema 1.13:  Sejam X, Y espacos topologicos e f: X — Y uma funcdo continua. Entdo:
a) Se A C X é compacto entdo f(A) é compacto.

b) Se B C X é conexo entdo B e f(B) sdo conexos.

Teorema 1.14: Considere o problema de valor inicial

{xzﬂt,x) t>s, (1.1)

x(s) =x, € R



onde f: RxR" — R" é uma fungdo continuamente diferencidvel, s € R e x; € R". Entdo, existem T > s
e uma fungdo continuamente diferencidvel [s,7) >t — E(t) € R" com E(s) =x; e E(t) = f(1,E(1))

para todo t € (s,7) satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Se existem 6 > s e uma fungdo continuamente diferencidvel n: [s,0) — R" tais que 1(s) = x; e
N(t) = f(t,n(t)) paratodo t € (s,0) entdo &(t) = n(t) para todo t € [0,min{o,T}).

ii) Existem T(s,x) > s e uma solugdo [s, Ty x,) Dt — x(t,5,x;) € R" de (1.1) tais que ou T(s,x;) = oo

ou T(s,xy) < oo e limsup, 7 . [[X(#,5,%5) || = oo.

iii) Se E={(t,s,x) e RxRxR": s <t < 1(s,x)}, afuncdo E > (t,s,x5) — x(t,5,x5) € R" é continua.

1.2 Nocao de sistema dinamico e atrator

Para compreender conceitualmente o que € um sistema dinidmico imaginemos que temos um
fendmeno que evolui com tempo e é descrito pela lei x(7) que representa o valor da varidvel x no
instante ¢, e queremos prever o valor da varidvel x para instantes futuros de . Denotemos por X

conjunto de todos os valores que pode tomar a varidvel x, chamado de espago de fase.

Um sistema dindmico em X é uma familia de funcdes {S(z,s): t > s}, definidas em X e tomando
valores em X de forma que, se o valor da varidvel no instante s € x, entdo o valor da varidvel num
instante posterior ¢ é S(z,s)x. Conhecendo o sistema dindmico podemos saber (no futuro) os valores da
varidvel que conhecemos no instante presente para cada possivel valor da varidvel x em X. E claro que

esta familia de func¢des deve obedecer certas condicdes de compatibilidade:
i) S(z,¢)x = x para quaisquer t € Re x € X;
i) S(¢,7)oS(7,s)x=S(t,s)x sempre quet > 7> sex € X.

Algumas vezes também € solicitado que um sistema dindmico tenha a seguinte propriedade de

continuidade:
iii) a aplicagdio {(t,s,x) € R*> x X : ¢t > s} > (t,s,x) — S(t,s)x € X é continua.

Isto motiva a seguinte defini¢cdo:

Definicao 1.15: Sejam X um espago métrico e C(X) o espago das fungdes continuas de X em X. Um
sistema dindmico em X é uma familia {S(z,s): t > s} C C(X) satisfazendo:

i) S(¢t,1) =1 paratodo t € R, onde I denota a identidade em X;

ii) S(tr,0)0S8(o,s) =S(t,s) para quaisquer t > G > s;

iii) a aplicagio {(t,s,x) € R>x X : ¢t > s} > (t,s,x) — S(t,5)x € X é continua.



Quando 7 e s sdo tomados em Z, diremos que {S(z,s): ¢t > s} é um sistema dindmico discreto,
e set e s sdo tomados em R diremos que {S(z,s): ¢ > s} é um sistema dindmico continuo. Alguns au-
tores consideram apenas as duas primeiras propriedades, chamando de sistema dinamico fortemente

continuo se também satisfizer a terceira.

Em geral, existem dois tipos de sistemas dindmicos: os sistemas dinAmicos autéonomos e os
sistemas dinamicos nao-autonomos.

Os sistemas dindmicos autdnomos, também chamados de semigrupos, sdo aqueles que satisfazem
S(t,s) = S(t —s,0), paratodo ¢ > s.
Neste caso, se definimos 7' (1) = S(¢,0) € C(X) para cada t > 0, temos:
i) T(0) =1, onde I é a identidade em X
ii) T(t)oT(s) =T(t+s) paratodot,s > 0.
Uma familia {7'(¢): > 0} com as propriedades acima é chamada de semigrupo em X.
Observacao 1.16:

i) A partir de um semigrupo {7'(z): t > 0} podemos definir um sistema dindmico autbnomo
{S(z,s): t > s} fazendo S(t,s) =T (t —s), 1 > 5.

i1) Num sistema dindmico autbnomo, a evolu¢ao do estado x ocupado no instante s para o estado

S(t +s,s)x ocupado no instante 7 + s € independente de s e depende apenas de ¢.

Os demais sistemas dinamicos serdo chamados sistemas dindmicos ndo autdbnomos ou processos
de evolucao.

Os sistema dinamicos estdo relacionados as equacdes diferenciais e, para ilustrar este fato,

considere o problema de valor inicial (1.1) e suponha que exista uma constante M > 0 tal que
f(t,x)-x <0, para quaisquer € R, x € R", com ||x|| > M. (1.2)
Assim, se x(t,s,x;) é a solu¢do de (1.1) entdo
d 2
— =2f(t,x)-x.
P =27(e,x) x

Segue de (1.2) e do Teorema 1.14, que 7(s,x;) = oo, para quaisquer s € R e x; € R". Assim, podemos
definir uma familia de fungdes S(z,s): R" — R” parat > s, por

S(t,s)xs = x(t,s,x;) para todo x; € R".

Pelo Teorema 1.14, para concluir que {S(z,s): # > s} é um processo de evolugdo em X = R”, pre-

cisamos somente verificar a condi¢do ii) da Definicdo 1.15. Esta condi¢do segue da unicidade de
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solugdo para (1.1) dada no Teorema 1.14 observando que & (7) = x(r,0,x(0,s,x5)) e (1) = x(¢,5,x)
sdo ambas solucdes do problema de valor inicial

x=f(t,x) t>s,
x(o) =x(o,s,x;) € R".

Note que, se s = 0 e o problema de valor inicial (1.1) é auténomo, isto é, f(¢,x) = g(x) (ndo depende

do tempo), entdo [0,00) > 7 +— x(t + T, 7,X0) € solugdo de

x=gx) t>0,
x(0) =xp € R",

para todo 7 > 0. Neste caso, a familia {7'(¢): t > 0} definida por 7' (¢)xo = x(¢,0,x¢) para cadat > 0

define um semigrupo (continuo) em X = R".

J4 vimos que os sistemas dindmicos estdo associados as equagdes diferenciais. Ainda, a criagdo

desta drea se remonta aos trabalhos de Henri Poincaré sobre as equagdes diferenciais do tipo

X=F(x). (1.3)

Antes de Poincaré, o objetivo era resolver uma equacgdo do tipo (1.3), isto €, encontrar uma
expressao analitica da fungdo x que satisfaz (1.3). Mas existem alguns problemas: a maioria das
equacoes diferenciais ndo podem ser resolvidas analiticamente e, embora pudesse ser resolvida em
alguns casos, a solugdo pode ser tdo complicada que ndo podemos extrair informagdo dela por exemplo,
se é periddica ou se tende para o infinito. Baseado nisso, Poincaré defendeu uma nova abordagem:
em muitos casos, mais interessante do que resolver uma equacdo € descrever qualitativamente o
comportamento das suas solugdes, ou seja, descrever o comportamento de x(¢) quando ¢ — oo sem

tentar calcular as solucoes.

Um dos objetivos da teoria de sistemas dindmicos é estudar o comportamento de x(¢) quando
t — oo e entdo, € natural perguntar se existe um conjunto (o qual chamaremos de atrator) para o qual
x(t) se aproxima quando 7 — oo, isto é, um conjunto que atrai a solu¢do. No préximo capitulo, iremos
definir o conceito de atrator e procuraremos condi¢des para garantir a existéncia de atrator para um

semigrupo.



Capitulo 2

Atratores para Semigrupos

No estudo de semigrupos os atratores globais desempenham um papel central. Neste capitulo
apresentaremos os conceitos e os resultados bdsicos que nos levam a caracterizacdo dos semigrupos
que possuem um atrator global.

Ao longo deste capitulo, X serd um espaco métrico com métricad : X x X — [0, o) e denotaremos
por C(X) o conjunto das fun¢des continuas de X em X. Além disso, para incluir o caso discreto e o
continuo, escreveremos T para denotar o conjunto dos niimeros inteiros Z ou o conjunto dos nimeros
reais R, T" ={t€T:t >0}, T ={teT:t<0},T, =t+T eT, =t+T", paratodot € T.

Iniciamos introduzindo o principal conceito deste trabalho, a nocao de semigrupo no espago
métrico X.

Defini¢do 2.1: Um semigrupo em X € uma familia {7'(r): r € T*} C C(X) que satisfaz:

i) T(0) =1, onde I é a identidade em X;

i) T(t+s)=T(t)oT(s) paratodos t,s € T™.

Além disso, um semigrupo {T(¢): t € T*} C C(X) é dito fortemente continuo se a aplicagdo T x
X > (t,x) — T(t)x € X é continua.

Ao longo do texto, para ndo carregar a escrita, escreveremos apenas {7'(¢): t € T*} para nos
referenciar a um semigrupo em X, assumindo que além das propriedade i) e ii) na definicdo acima,
T(t): X — X,t €T, é um operador continuo para cadat € T+, isto &, {T(t): t € T*} C C(X).

Observagio 2.2: Se T = Z entdo todo semigrupo {T(z): t € T} é um semigrupo fortemente
continuo. Além disso, como T'(n) = T(1)", escrevendo T = T (1), o semigrupo {7 (¢): r € T*} pode
ser escrito na forma {7": n € N}.

A seguir vejamos diversos conceitos importantes com relacdo a um semigrupo.

Definicdo 2.3: Sejam {T(¢): r € T"} um semigrupo e B C X um subconjunto de X.



i) Dadot € T™, definimos a imagem de B sob T (¢) por
T(t)B={T(t)x: x € B}.

ii) Dadost,t’ € T comt < ¢, definimos

* a orbita positiva de B por

* a érbita parcial de B entre 7 € ¢’ por

Wa®= U T8

s€fr|NT+

* a orbita de B comecando em ¢ por

¥ (B)= ] T(s)B.

sETS
iii) Dizemos que uma fung¢do &: T~ — X é

* uma solucio para trasde {T(r): t € T} se

S(t+s)=T(1)G(s),

para quaisquer € TT es € T~, com7+s € T~. Ainda, se £(0) = x entdo diremos que & é

uma solucéo para tras de {7'(¢): t € T*} por x;

* uma solucdo global de {T'(r): t € T} se

S(t+s)=T(1)G(s),

para quaisquer € T e s € T. Ainda, se £(0) = x entdo diremos que & é uma soluco

global de {T(r): r € T*} por x;

* uma solugio estacionaria de {7'(r): t € T*} se &: T — X for uma solug@o global constante.
O seu valor sera chamado de ponto estacionario, ou ponto de equilibrio ou ponto fixo de

{T(t): 1Tt}

iv) Seja &: T — X uma solugdo global de {T'(z): t € T"} por x € X, definimos

* a 6rbita global de x relativa a & por
Ye(x) ={c(1): 1 €T}
e paracadat € T, a 6rbita até ¢ de x relativa a £ por

(Ye)r (¥) ={c(s): s €T };
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A seguir apresentamos um resultado que mostra como construir um solucado global conhecendo
uma solugdo para trds e quando estd solucdo global € unica.

Proposi¢iio 2.4:  Seja {T(t): t € T*} um semigrupo em X.

a) Se &: T — X é uma solugdo para trds de {T(t): t € T} por x entdo : T — X dada por

) &), teT,
n(t)_{ T(t)x, t€T™,

é uma solucdo global de {T(t): t € T*} por x.

b) Se &: T — X é uma solugdo global de {T (t): t € T"} por x entdo

E(t) =T(t)x, paratodot € TT.

¢) Se &: T — X é uma solugdo para trds de {T(t): t € T*} por x e T(t) é injetiva para cadat € T,

entdo & é inica.

Demonstragdo: a) Sejamt € Tt es€T. Sese€ T, entdor+s € TT,logoN(t+s)=T(t+s)x=
T(6)T(s)x=T()n(s).

Se s € T~ entao ha dois casos a se considerar:

e Set+seT ,entdo T()Nn(s) =T (1)E(s) =E(t+5) =n(t+).
e Set+seTh, entdo N(t+s) =T +s)x=TF+5)EW0)=T(+5)E(—s+s5) =T(t+
)T (=9)6(s) =Tt +s—5)5(s) =T ()& (s) = T(£)n(s)-

b) Bastaverque sez € Tt entdo §(¢) = &E(t+0) =T (¢)€(0) = T (¢)x.

¢) Sejam n: T — X outra solugdo para trds de {T(t): t € T*} et € T~. Como T(—1)&(r) =
E(—t+1)=&E(0)=x=n(0)=T(—1)n(t) e T(—t) é injetiva entdo & (t) = n(¢) paratodor € T™.

]

Observagio 2.5: Como T(7): X — X ndo é necessariamente injetiva para cada t € T™, podemos ter
mais de uma solugdo para trds por x e, consequentemente, uma solugao global por x, quando existe,
ndo precisa ser unica.

Apresentaremos agora um dos conceitos mais importantes da teoria de semigrupos, o @-limite
de B C X, que € o conjunto onde as Orbitas “para frente” de B se acumulam, e desempenha um papel

fundamental no estudo do comportamento assintético de um semigrupo, como veremos mais adiante.

Definicdo 2.6: O conjunto @-limite de um subconjunto B de X ¢ definido por

o(B) = (] %" (B).

teTt

11



O conceito andlogo ao w-limite mas onde as drbitas se acumulam “para trds” € o o-limite que
definimos a seguir.

Defini¢do 2.7: O conjunto a-limite de x relativo a & é definido por

o (x) = (] (1) ().

teT—

Na sequéncia veremos importantes caracterizacdes dos conjuntos @-limite e a-limite que serdao

frequentemente utilizadas nas demonstracoes de resultados ao longo do texto.

Proposicio 2.8:  Sejam {T(t): t € T} um semigrupo e B C X um subconjunto nédo-vazio de X.
Entdo o conjunto 0 (B) € fechado e vale

o(B) = {y €X: I{tatnen C T e {xn}nen CB |1y T eoe T (tp)Xn 72;)’}

Além disso, se &: T — X é uma solugdo global do semigrupo {T(t): t € T™} por x € X, entdo o (x)
€ fechado e

o (x) = {y € X: 3 {tboen CTF |1, T o0 e &(—1,) 5 3}
Demonstragéo. Sejay € ®(B). Entdo y € e+ %' (B) e, assim, y € ¥ (B), para todo ¢ € T*. Em
particular, para cadan € N, y € % (B) e, entdlo, existe uma sequéncia {y} }ren C ¥, (B) tal que y} ko Y.

Como y} € ¥, (B) para quaisquer n,k € N, existem sequéncias {x} }, xen C B e {q} }nren C TV tais
que
i =T (n+q;)xg.

Como y} ke y,dados n € Ne € > 0, existe k(n, &) € N tal que se k > k(n, €) entdo

d(yi,y) <&,

isto &, se k > k(n, €) entdo d(T (n+q})x},y) < €. Assim, se definimos 1, = NG 1 /) € Xn = X

n,1/n n,1/n)

entao
n—oo

1
d(T (tn)xn,y) < n — 0.
Portanto, x, € B para todo n € N, ¢, e y = limy,_,0 T'(t,)x,. Para a reciproca, sejam y € X e
sequéncias {t, }nen C T e {x, }nen C B, tais que £, % o0 e y = limy_se T (ty)x,. Assim, para T € T
fixado, {T (t,)x }1,>r C i (B). Isto mostra que y € @(B).

Para o (x), seja y € (e~ (}/g)(x) =Ner-{&(s): s <t}. Assim, y € {§(s): s <1} para todo
t € T~ e, em particular, y € {&(s): s < —n} para cada n € N. Entdo existe uma sequéncia {x] }reny C

{&(s): s < —n} tal que x} k_>—°>°y, para cadan € N. Como x} € {£(s): s < —n} para quaisquer n,k € N,
entdo x} = &(1), com 1 < —n para cada n,k € N. Como x} e y, dados n € N e € > 0, existe
k =k(n,€) € N tal que se k > k(n, €) entdo

d(xy,y) <&,
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isto &, d(&(1)),y) < € se k> k(n,€). Assim, se definimos ,, = tZ(n 1 < —n entdo

oo

1
d(§(t),y) < = =50.
Portanto, , —3 —occ e y = lim,, ;. &(2,). Para a reciproca, sejam y € X, T € T~ e uma sequéncia
{t,} C T*, com 1, =3 oo, tais que y = lim,_yo & (—1,). Logo, {E(—tp)} 150 C {E(s): s > T} e,
portanto, y € {&(s): s > 7} = (¥ )¢ (x). Isto mostra que y € o (x). O

Antes de introduzir as nocoes de atragdo, absorcdo e invariancia sob a acdo de um semigrupo
{T(t): t € T*}, vejamos o conceito de semidistancia de Hausdorff.

Definicdo 2.9: Sejam A e B dois subconjuntos ndo-vazios de X. Definimos a semidistancia de
Hausdorff entre A e B por
dy(A,B) =supinfd(x,y).
xcAYEB
Observacao 2.10:  Sejam A e B dois subconjuntos ndo-vazios de X. Facamos algumas comentarios
com relacdo a semidistancia de Hausdorff.

i) A semidistancia de Hausdorff ndo é comutativa, di(A,B) # dy(B,A). Por exemplo, considere
em R os seguintes conjuntos: A = [—1,1] e B =[0,3], entdo dy(A,B) =sup,4{d(x,B)} =1e
dH(BaA) = SupxeB{d(xaA)} =2.

ii) dy(A,B) = sup,c4infyepd(x,y) = sup,., d(x,B). Assim, quando A = {a}, dy(a,B) se reduz a

distancia usual de um ponto a um conjunto, isto €,

dy(a,B) =d(a,B) = grellfgd(a,b).

29

iii) A semidistancia de Hausdorff entre A e B indica o qudo dentro estd A em B. Quanto “mais contido
em B o conjunto A estd, menor € a a semidistancia de Hausdorff. Na Figura 2.1, rp < ry.

dH(AaB):rl dH(A7B):r2

Figura 2.1: Semidistancia de Hausdorff entre A e B.

Provamos a seguir um resultado que nos diz quando a semidistancia de Hausforff entre dois

conjuntos € igual a zero.
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Proposicao 2.11:  Sejam A e B dois subconjuntos ndo-vazios de X. Entdo, dg(A,B) = 0 se, e somente
se, A C B.

Demonstracdo: Suponha que dy (A, B) = 0. Note que, como

dr(A,B) = sup{d(x,B)} = 0,

XEA

entdo d(x,B) = 0 para todo x € A, assim, A C B. Portanto, A C B.

Por outro lado, suponha A C B. Para provar que dy (A, B) = 0 é suficiente provar que d(x,B) =0
para todo x € A. Assim, se x € A entdo 0 = d(x,A) = d(x,A) > d(x,B) = d(x,B), logo d(x,B) =0
para todo x € A. Portanto, di(A,B) = 0. O

A seguir vejamos os conceitos de atragdo e absorgdo sob a a¢do de um semigrupo {7'(¢): 1 € T*}.

Defini¢do 2.12: Sejam {7'(z): t € T*} um semigrupo e A, B C X subconjuntos ndo-vazios de X.

Diremos que
e Aatrai Bsobaaciode {T(t):r € T"} se

lim dy (T (£)B,A) = 0.

f— o0
* A absorve B sob aagidode {T(¢): t € T"} se existe 7o € T™ tal que T'(¢t)B C A para todo t > to.

Além disso, dados C C X e r > 0, definimos também a r-vizinhanca de C por

O(C)={xeX:d(x,C)<r}.

A proposicao a seguir nos diz que a no¢do de absor¢ao é mais forte que a no¢do de atragdo.

Proposi¢iio 2.13:  Sejam {T(t): t € T"} um semigrupo e A, B,C,D C X subconjuntos ndo-vazios de
X. Se A absorve B sob a agdo de {T(t): t € T} entdo A atrai B. Além disso, se C atrai D sob a agdo
de {T(t):t €Tt} er >0, entdo 0,(C) absorve D sob a agdo de {T(t): t € T*}.

Demonstragdo: Se A absorve B entdo existe o € T tal que T(t)B C A para todo t > fp. Logo,
dy(T(t)B,A) = 0 para todo ¢ > 1y o que implica lim; ;. dy (T (t)B,A) = 0.

Se C atrai D, entdo dado r > 0 existe 7, > 0 tal que dy (7T (¢)D,C) < r para todo ¢ > t,. Logo
T(r)D C 0,(C) para todo ¢ > 1, isto é, 0,(C) absorve D sob a acdo de {T'(¢): t € T"}. O

Assim como as nog¢Oes de atracdo e absorcao, a no¢do de invariancia desempenha um papel

fundamental no estudo da dinamica assintética de semigrupos. Vejamos a seguir este conceito.

Defini¢do 2.14: Sejam {7'(¢): t € T} um semigrupo e A C X um subconjunto nio-vazios de X.

Diremos que
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i) A € positivamente invariante por {T(¢): t € T*} se T(t)A C A paratodor € T+,
ii) A é negativamente invariante por {7(t): 1 € T*} se T(t)A D A paratodot € T™,
iii) A é invariante por {T'(¢): 1 € T*} se T(t)A =A paratodor € T+.

Observagio 2.15:  Se x* € X € um ponto de equilibrio de {T'(¢): t € T"}, isto é, T (t)x* = x* para
todo t € T, entdo o conjunto {x*} é invariante por {T'(¢): t € T"}.

A seguir apresentamos um resultado com relac@o ao conceito de invariancia.

Proposicio 2.16:  Seja {T(t): t € T"} um semigrupo em X.

a) Se B C X for um subconjunto ndo-vazio de X et € T* entdo ;" (B) é positivamente invariante por
{T(t): €T}

b) SexeX e&: T — X for uma solugo global de {T (t): t € T*} por x entdo Y (x) = {&(r): t € T}
é invariante por {T(t): t € T*}.

¢) Sexe€X e &: T — X for uma solugdo para trds de {T(t): t € T*} por x entdo (y:)™ (x) =
{&(t): t € T} é negativamente invariante por {T(t): t € T*}.

Demonstragdo: a) Se u € T" entdo

T(u)y (B) = T(u) (UT@B) —UTWT()B=JT(u+s)B=1",(B) C % (B),

isto é, ¥ (B) é positivamente invariante por {7'(¢): t € T*}.

b) Sejamr € TT es € T. Logo
T(1)g(s) =&(1+s) € 5(T),
isto é, T(¢)&(T) C £(T). Por outro lado,
S(s) =T(1)g(s—1) e T(t)(5(T)),

isto &, §(T) C T(r)(&(T)). Portanto, ¥ (x) é invariante por {T(¢): 1 € T*}.

¢) Sejamz € TT es e T~. Como
E(s)=T(1E(s—1) € T(r) ((ve)” (),
entdo (Yz)~ (x) C T(z)(¥) (x) paratodo s € T™. O

Agora ja estamos em condic¢des de introduzir o principal conceito deste capitulo, o de atrator

global para semigrupos.
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Defini¢fio 2.17:  Um conjunto &/ C X serd chamado de atrator global do semigrupo {T'(¢): r € T*}
se .o/ satisfaz as condigdes:

i) o/ € compacto;
ii) 7 é invariante por {T'(¢): t € T*};
iii) < atrai subconjuntos limitados de X sob a agdo de {T(¢): t € T*}.
Segue direto da defini¢do que o atrator global de um semigrupo, quando existe, € tinico. Além

disso, o atrator global de um semigrupo pode ser caracterizado através das solucdes globais limitadas.
Vejamos esses fatos no préximo resultado.

Proposi¢iio 2.18:  Seja {T(t): t € T*} um semigrupo que possui um atrator global <7 .
a) Se < for um atrator global de {T(t): t € T} entdo o/ = o, isto é, o atrator global, quando
existe, € unico.

b) O atrator global <7 é dado por
of = {x € X: existe uma solugdo global limitada por x}. (2.1)

Demonstragdo: a) Sejam .« e o dois atratores globais para o semigrupo {7'(r): t € T*}. Mostremos
que o C of . Como «f € atrator e </ € limitado entdo <7 atrai &7, isto &, lim;_e a’H(T(t)szfA, ) =0.
Além disso, como &7 é T-invariante entdo T'(t)./ = </ para todo t € T*. Logo

0=limdy(T(t), ) = limdy (o, o) = dy(A , )

t—roo t—roo

e pela Proposicdo 2.11, o7 = dCd=d. Analogamente mostra-se </ C .7 .

b) Dado x € o7 considere a fun¢do TT 27+ (1) =T (t)x € X. Como & (1) =T(t)x €T (1) = &
para todo r € Tt e & € limitado entdo &,(T") é limitado. Agora, como x € & = T (1)<, existe
x_1 € o tal que T(1)x_; = x. Analogamente, existe x_, € .27 tal que T'(1)x_» = x_; e procedendo
indutivamente, conseguimos uma sequéncia {x_,: n € N} talque xo =xe T(1)x_,_| = x_,, para
todo n € N. Assim, podemos definir &: T — X por

EL(1) = { T(1)x, t>0,

T(t+j)x—j, te[—j,—j+1)NT,jeN.

Provemos que &,: T — X é uma solugdo global limitada em .7 passando por x em ¢ = 0.

i) E claro que &(0) = T(0)x = x.

ii) &, é limitada. De fato, sendo &,(T™) limitado s resta mostrar que &,(T~) é limitado. Como
{xp:neN}CFentdo T(t+ j)x—; € o paratodot € [—j,—j+1)NT, j €N, pois &7 é
um conjunto invariante. Portanto, &,(T) C <7 é limitada.
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iii) &, € solugdio global. De fato, sejam s € Tet € T". Se s > 0 entdo T(¢)&,(s) =T ()T (s)x =
T(t+s)x=E(t+s). Ses<Oentdos € [—j,—j+ 1) paraalgum j € Ne

T()E(s) = T()T(s+ j)v_j = T(t+5+ )x.
e Set+s>0entdo
Tt)ec(s)=Tt+s+j)x_j=Tt+s)T(j)x—j=T(t+s)x0=T(t+s)x=E(r+5).
e Set+s<Oentdot+s € [—i,—i+ 1) paraalgum i € N com j > i e, assim

Tt)ec(s)=Tt+s+j)x_j=Tt+s+i+(j—1i))x_;
=T(t+s+)T(j—i)x—j=T(t+s+i)x_;=E(t+5).

Reciprocamente, seja x € X tal que existe & = & : T — X solugdo global limitada de {T(¢): t € T"}
por x. Como &(T) é T-invariante entéo

0= lim dyy (T (1)E(T), o) = lim dyy (£ (T), <),

t—roo [—>yoo
isto é,x € £,(T) C&(T) C & = . O

Observacdo 2.19: A sequéncia {x_,: n € N} C &/ construida na demonstra¢do acima ndo é uni-

camente determinada uma vez que 7(1): X — X nfo é necessariamente injetivo. (Veja Proposi¢do
2.4).

2.1 Propriedades do conjunto w-limite

Nesta se¢cdo veremos alguns resultados envolvendo os conjuntos limites. Iniciamos apresentando

um resultado de andlise que serd muito util no que segue.
Lema 2.20: Seja K C X um subconjunto compacto de X e {x, }nen uma sequéncia em X tal que
d(x,,K) =3 0.

Entdo {x, }nen tem uma subsequéncia convergente em K.

Demonstragdo: Dado m € N, existem x,,, € {Xs}uen € Yn,, € K tais que d(xy,,,yn,) < . Como
{¥n,, }men C K que é um conjunto compacto, podemos assumir, passando a uma subsequéncia se

;. m—yoo .
necessdrio, que y,, — Yo, para algum yp € K. Assim,

d(xnm,yo) < d(xnmaYnm> +d(ynma)’0) nﬂ)o 0,

. 2 m—oo . A .
isto é, x,,, — yo. Portanto, {x, },cn possui uma subsequéncia convergente em K. O
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A seguir apresentamos algumas propriedades do conjunto @-limite.

Proposi¢iio 2.21:  Sejam {T(t): t € Tt} um semigrupo e B C X um conjunto ndo-vazio.

a)
b)

c)

d)

®(B) é positivamente invariante.

Se ®(B) é compacto e atrai B, entdo ®(B) € invariante.

Se ¥ (B) é compacto, para algum ty € T, entdo (B) é ndo-vazio, compacto, invariante e (B)

atrai B.

Se B é conexo e W(B) é compacto, atrai B e ®(B) C B entdo @(B) é conexo.

Demonstragdo: a) Se @(B) = 0 ndo ha o que provar. Suponha que @(B) # 0 e fixe r € T*. Se

b)

y € ©(B), da Proposicdo 2.8, existem sequéncias {f, },en C T € {x, }nen C B tais que f, T e
y = limy_eo T (£ ). Como T'(¢) é continuo entdo T ()y = limy_se T (£ 41 )Xy € cOMO (£ 41) 5 o0
entdo 7(t)y € w(B). Logo T (t)w(B) C @(B).

Como ®(B) é positivamente invariante, resta mostrar que @(B) C T (t)@(B) para cadat € T™.
Sabemos que, para cada x € @(B), existem sequéncias {f,},eny C T € {x,}.en C B tais que
ty "% oo e x = limy_se T (ty)x,. Paracadat € T™, como t, % oo, existe ng = no(t) € N tal que
t, >t para todo n > ng. Portanto,

T ()T (ty — 1) = T (tp) X0 — x.

Como w(B) é compacto e atrai B entdo

d(T (ty —1)xn, @(B)) < d (T (t, —1)B, 0(B)) =5 0.
Segue do Lema 2.20 que {7 (t, —t)x, } nen tem uma subsequéncia convergente (que denotaremos
novamente por {T(f, — 1), tnen) em ©(B), isto &, existe y € o(B) tal que T (fy — 1)x, —5 .
Como T ()T (tn —1)xn —> x ¢ T(r) é continua entdo T'(t)y = x, isto é, x € T(t)w(B). Portanto,
o(B) =T (t)o(B).

Como ¥ (B) C % (B), paracadat € T™ com ¢ > 19, entdo ¥ (B) é compacto e ndo-vazio (ja que
B # 0). Assim, a familia {y,"(B): t >y} tem propriedade da intersegdo finita e, portanto,

o(B) = (1] %" (B)

1>t

€ ndo-vazio e compacto.

Mostremos agora que @(B) atrai B sob a¢do de {T'(¢): t € T"}. Se isto ndo ocorre, entdo existem
g0 > 0 e sequéncias {f, }ney C T, com 1, =5 o0, & {x, }pery C B tais que

d(T (ty)xn, ®(B)) > €, para todo n € N. (2.2)
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Sejan; € Ntal que 1, > fo, para todo n > nj. Como %' (B) é compacto e {T (ty)x,: n>n1} C %! (B),
existem subsequéncias {t,; } jeN C {fn}neNs {Xn; } jen C {Xn}nen €y € X tais que T (ty;)xy; AN y,
e, portanto, y € @(B). Por outro lado, de (2.2) obtemos

0=d(y,0(B)) > &,

0 que nos leva a uma contradi¢do. Logo @(B) atrai B sob a¢do de {T'(t): t € T*}. Finalmente,

segue do item b) da Proposi¢do 2.21 que @(B) é invariante por {T(t): t € T"}.

d) Suponha @(B) desconexo. Entdo, @(B) ¢ a unido disjunta de dois conjuntos compactos ndo-vazios
K e K, tais que d(Ky,K>) = 2p > 0. Como (B) atrai B sob a agdo de {T'(¢): t € T"} entdo dado
0 < & < p,existe fp € T tal que T(1)B C O¢(®(B)), para todo 1 > 5. Como O (@ (B)) é dado
pela unido disjunta dos conjuntos T, (K}) e O¢(K3), entdo ¥, (B) estd contido em apenas uma das
vizinhangas 0 (K;) ou O¢(K), digamos ¥ (B) C O¢(K). Por outro lado, do item b) temos @(B)
invariante e, consequentemente, ®(B) = T () (B) C T(t)B, paratodot € T". Logo,

@(B) C 1, (B) C O¢(K1)
0 que nos leva a uma contradi¢do. 0

Observacgio 2.22: No caso em que {T(¢): t € T"} é fortemente continuo e TT = R, a afirmagdo
do item d) da Proposicdo 2.21 é vdlida para todo B C X ndo-vazio tal que @(B) é ndo-vazio. De fato,

temos ¥, (B) conexo para cada t > 0, pois é a imagem do conexo [¢,%) x B pela aplicagio continua
[0,00) X X 3 (5,x) — T(s)x € X. Como @(B) =(;0 %" (B), o resultado segue.

Observacdo 2.23: De modo andlogo ao item c) da proposicéo anterior, se & : T — X é uma solugéo

global por x € X e §(T~) é compacto, entdo a (x) € ndo-vazio, compacto e invariante.

Observacao 2.24: Segue imediatamente do item b) que se x € X, @(x) atrai x e @(x) = {x*}, entdo
x* é um ponto de equilibrio de {7'(¢): ¢ € T™}. Um resultado andlogo vale para o (x).

2.2 Compacidade assintética

A compacidade assintdtica € um conceito que desempenha um papel importante na caracteriza¢ao
dos semigrupos que possuem um atrator global. Vejamos a seguir este conceito.

Defini¢fio 2.25: Um semigrupo {7'(¢): r € T"} é assintoticamente compacto se dado B C X ndo-
vazio, fechado, limitado e positivamente invariante por {T'(¢): t € T}, existe um conjunto compacto
J C B que atrai B sob a agdo de {T'(¢): t € T"}.

O seguinte resultado garante que quando trabalhamos em um espaco de dimensao finita, o

semigrupo € assintoticamente compacto.
Proposicio 2.26: Sejam X um espago vetorial normado de dimensdo finita e {T(t): t € T*} um
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semigrupo em X. Entdo {T (t): t € T} é assintoticamente compacto.

Demonstragcdo. Seja B C X ndo-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante. Da invariancia
positiva de B, para cada t € T" temos ¥ (B) = U;>,T (s)B C Ug>:B = B, entdo

% (B) CB=B, paracadat € T". (2.3)

Logo, %" (B) é compacto (ja que é fechado e limitado dentro de um espago de dimensio finita) para

cadat € T". Segue do item ¢) da Proposi¢do 2.21 que @(B) é compacto e atrai B. Além disso, de (2.3)

temos ®(B) = N1+ % (B) C B, e assim concluimos o resultado. N

O resultado a seguir nos diz que se um semigrupo € assintoticamente compacto e a 6rbita positiva
de um conjunto ndo-vazio B, a partir de um certo tempo, for limitada, entdo o conjunto @(B) serd

nao-vazio, compacto, invariante e atrai B.

Lema 2.27: Seja {T(t): t € T*} um semigrupo assintoticamente compacto e B C X ndo-vazio para
o qual existe to € T tal que ¥ (B) é limitado. Entdo (B) é ndo-vazio, compacto, invariante por
{T(t): t € T*} e atrai B sob a acdo de {T(t): t € T"}.

Demonstra¢do: Como T (t) é continua, entdo

T(t)%y (B) CT(1)% (B) = ¥y1.(B) C ¥y (B),

para todo t > 0 e, portanto, y,f)r (B) é ndo-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante por
{T(r): t € T*}. Da compacidade assintdtica de {T'(r): t € T*}, existe um compacto J C ¥ (B) que
atrai %, (B) sob a agdo de {T'(t): 1 € T}, isto é

lim dy (T (1) (B),J) =0.

t—o0

. . A . —r 0 —00 .
Assim, existem sequéncias {&, },en C R™T, com g, %0e {ta}nen C T+, com t, 2 oo, tais que

T(t)Y. (B) C O¢,(J), paratodo t > 1.

Através desta ultima inclusdo, mostraremos que @ # w(B) C J.

* ®(B) é ndo-vazio. Como B é ndo-vazio, sejam x € B, u, = t, +1to e y, = T (uy)x, para todo n € N.
Assim, u, =S co ey, € T(1,)T (to)B C O, (J), isto §,

d(yn,J) < &, paratodo n € N.

Do Lema 2.20, {y, },en possui uma subsequéncia convergente y,; = T (uy,)x para um elemento
de w(B).

« (B) C J. Dado x € ®(B), sejam {ry }men C [0,00) € {xm ey C B sequéncias tais que 7y, —s
oo e T(rm)xm "8 x. Como ry =S oo, para cada n € N existe m, € N tal que r,,, > 1, +1 €,
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assim, y, = T (¥, )Xm, € Og,(J), isto &, d(yn,J) < &,. Como &, %0, segue do Lema 2.20 que
{¥n }nen possui uma subsequéncia convergente {yy, }ren para um elemento de J e como y, T

~ k—>oo0
entdo y, — x e, consequentemente, x € J.

Como w(B) é fechado e J é compacto, obtemos ®(B) compacto.

Resta mostrar que @(B) atrai B sob a agdo de {T'(¢): t € T"}. Se isto ndo ocorre, entdo existem
A . + n—oo .
& > 0 e sequéncias {x,} C Be {ty}neny C T, com 1, — oo, tais que

d(T (tn)xn, 0(B)) > &,

n—oo t—roo

para todo n € N. Como dg (T (t)xn,J) = 0 (jd que dy (T (1)y;: (B),J) — 0), da compacidade de
J e do Lema 2.20, existem subsequéncias {xn; } jen C {Xn}neN,> {t;}jen C {ta}nen € z € J tais que
T (tn;)Xn; Uiy Logo, z € @(B) e 0 = d(z,w(B)) > &, o que nos dd uma contradi¢do e mostra
que @(B) atrai B. Portanto, ®(B) é ndo-vazio, compacto e atrai B sob a agdo de {T(¢): t € T*}.
Finalmente, segue do item b) da Proposic¢do 2.21 a invariancia de @(B) por T. [

Observacio 2.28: No lema anterior, a hipétese de que existe fy € T tal que y,;“ (B) € limitado é
muito importante para obter as propriedades do conjunto @-limite. A seguir, vamos definir uma classe

de semigrupos que possuem este tipo de propriedade.

Definicdo 2.29: Um semigrupo {7 (¢): t € T™} € dito eventualmente limitado se para cada limitado
B C X existe 75 € T tal que 7 (B) é limitado. Além disso, diremos que {7'(r): t € T*} é limitado
se Y™ (B) é limitado sempre que B for limitado.

Proposicdo 2.30:  Seja {T(t): t € T"} um semigrupo em X.

a) Suponha vdlida a seguinte propriedade:

{xn}nen C X sequéncia limitada, {t,} C T, com t, — o e {T(ty)xy}nen Sequéncia limitada

= {T (ty)Xn }nen relativamente compacto.

Entdo, {T(t): t € T} é assintoticamente compacto.

b) Suponha que {T (t): t € T} é assintoticamente compacto e eventualmente limitado. Se {x, },en C
X for uma sequéncia limitada e {t,}nen C T, com t, =3 oo, entdo {T (ty)xy }nen € relativamente

compacto.

Demonstragcdo: a) Seja B C X um conjunto ndo-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante

por {T(¢): t € T*}. Provaremos que ®@(B) C B é ndo-vazio, compacto, invariante e atrai B.

« o(B) # 0. Sejam {x, },en C B sequéncia limitada e {1, },ey € T+, com £, % co. Como B é
positivamente invariante entdo {7 (¢,)x, }nen C B € limitada e, portanto, {7 (,)x, } e € rela-
tivamente compacto. Logo, {7 (#,)x, }»en possui uma subsequéncia convergente para algum
y € X, digamos {T (ty;)xn, } jen C {T (tn)Xn }nen, com T (ty;)Xn; iy y e, consequentemente,
y € o(B).
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« ®(B) C B. Dado x € @(B), sejam {x, }nen C B e {1y nen C T sequéncias tais que 7, — oo
e T (tn)x, — x. Como B é fechado e positivamente T-invariante entdo {T (f,,)x, }nen C B e,
consequentemente, x € B.

* ®(B) é compacto. Provaremos que toda sequéncia em @(B) converge. Seja {y, tnen C ®(B).
Entdo, existem sequéncias {#}, xen C [0,00) com 7! e {x}}nken C B tais que y, =
limy_,o, T'(#})x} para cada n € N. Dado n € N, existem k,,, k,, € N tais que

1
7 >nparatodo k >k, e d(T (1)}, yn) < . para todo k > ky, .

Tome ky, = max{kn,,kn,} € 2, = T (#] )x] paratodo n € N. Por hipStese, {z, }nen € relativa-

~ . A . . n—o
mente compacta, entdo possui uma subsequéncia convergente, digamos z, —> y €

n—oo

1
d()’my) < d()’n7Zn)+d(Zn;Y) < ;"f’d(znaY) — 0,

Portanto, y, — y € o(B).

* o(B) atrai B sob a agdo de {T(r): t € T™}. Se isso ndo ocorre, entdo existem & > 0 e

sequéncias {x, tnen C B, {tn}neny € TT, com £, =5 oo, tais que
d(T (ty)xn, 0(B)) > €.

Como {7 (t,)xn }nen C Bentdo {T (t,)x, }nen € relativamente compacto. Assim, {7 (¢,)xn }neN
possui uma subsequéncia {7 (t,;)xn; } jen C {T (ts)Xn}nen que converge para algum y € X.
Consequentemente, y € 0(B) e d(y, ®(B)) > & o que é um absurdo.

b) Suponha que {T'(z): t € T"} é assintoticamente compacto e eventualmente limitado. Sejam

n—roo P . L,
{ty }nen com t,, — oo e {x, } ,ey uma sequéncia limitada em X, como o semigrupo é eventualmente

limitado, existe 7o > 0 tal que B = ¥ ({x,: n € N}) é um conjunto fechado e limitado. Como B ¢

positivamente invariante, ja que

T(t)B=T(t)y, ({xa: n €N}) C T (1) ({xn: n €N})
= }/t;“+t({xn: neN}) C %?;({Xni ne€N}) =B,

paratodot € T* e {T(¢): t € TT} é assintoticamente compacto, existe um conjunto compacto
J C B que atrai B. Pelo Lema 2.20, {7 (,)xy }nen possui uma subsequéncia convergente em J e,
portanto, é relativamente compacto. ]

A seguir enunciamos um conceito que mistura as defini¢des de assintoticamente compacto e

eventualmente limitado.

Definicdo 2.31:  Um semigrupo {7'(r): r € T} é dito condicionalmente eventualmente compacto
se dado um conjunto B ndo-vazio, limitado e positivamente invariante, existe tg € T tal que T(tg)Bé

compacto.
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Teorema 2.32: Um semigrupo condicionalmente eventualmente compacto é assintoticamente com-

pacto.

Demonstragdo: Seja B C X um conjunto ndo-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante por

{T(¢t):t€T*}. Como {T(t): t € T"} é condicionalmente compacto entdo ¥ (B) é compacto para
um ¢ suficientemente grande. Assim, pelo item c¢) da Proposi¢ao 2.21, @(B) é nao-vazio, compacto e
atrai B. Isto mostra que {T'(¢): t € T"} € assintoticamente compacto. O

2.3 Existéncia de atrator global

Nesta se¢ao apresentamos resultados com relag@o a existéncia de atrator global para semigrupos.

Iniciamos apresentando o conceito de dissipatividade para semigrupos.

Definicdo 2.33: Diremos que um semigrupo {7 (r): t € T} é ponto dissipativo (limitado dissi-
pativo/compacto dissipativo) se existe um conjunto ndo-vazio e limitado B C X que atrai pontos
(subconjuntos limitados/subconjuntos compactos) de X sob a agdo de {T'(¢): t € T"}.

Observacao 2.34: Na definicdo acima, pela Proposi¢do 2.13 podemos trocar a palavra atrai pela
palavra absorve, isto é, {T(r): t € T™} € ponto/limitado/compacto dissipativo se, € somente se,
existe B C X ndo-vazio e limitado que absorve pontos/limitados/compactos de X sob a acido de
{T(t):t €Tt}

Definicao 2.35: Diremos que um conjunto nio-vazio e limitado B C X é um conjunto ponto dissi-
pativo (limitado dissipativo / compacto dissipativo) se B absorve pontos (subconjuntos limitados /
subconjuntos compactos) de X sob a agdo de {T'(r): t € T*}.

2.3.1 Caso limitado dissipativo

Veremos nesta subsecdo um resultado de existéncia de atratores globais para semigrupos que sao

limitados dissipativos.
Iniciamos apresentando um resultado que d4 uma condi¢do necessdria para um semigrupo possuir

atrator global.

Proposicio 2.36: Se {T(¢): t € T} possui um atrator global entdo {T(t): t € T} é assintotica-

mente compacto e limitado dissipativo.

Demonstragdo: Seja, </ o atrator global de {T'(t): r € T*}, By = (<) e B C X um subconjunto
ndo-vazio e limitado de X. Como By € limitado e <7 atrai limitados sob a agdo de {T'(t): r € T"}
entdo existe o = 1o(B) tal que dy (T (t)B, /) < 1 para todo ¢ > 1y, ou seja, T (t)B C U(</) = By para
t > to. Portanto, {T'(r): t € T™} é limitado dissipativo.

Agora, sejam {x,},ey C X uma sequéncia limitada e {f,},eny C T, com 1, =3 o0 ¢ B =
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{x,: n € N}. Entdo, B é um conjunto ndo-vazio e limitado e

dpy (T (tn)xn, ) < du (T (tn)B, /) =5 0.
Logo, pelo Lema 2.20, {T (t,)x, }nen € relativamente compacto e, consequentemente, pelo item a) da
Proposi¢do 2.30, {T'(t): t € T"} é assintoticamente compacto. O

Nosso objetivo € mostrar que tais condi¢des também sao suficientes para garantir a existéncia de

atrator global. Para isso, vejamos os seguintes resultados auxiliares.

Proposicio 2.37:  Seja {T(t): t € Tt} um semigrupo. Se {T(t): t € T*} ¢é limitado dissipativo
entdo {T(t): t € Tt} é eventualmente limitado. Além disso, se {T (t): t € T*} é limitado dissipativo e
assintoticamente compacto, entdo {T (t,)X, }nen € relativamente compacto, para quaisquer sequéncias
{ta}nen C T, com t, == 00 € {xy }nen C X limitada.

Demonstragdo: Seja B C X um subconjunto ndo-vazio e limitado em X. Como {T(r): t € T*} é
limitado dissipativo, existe um subconjunto limitado Byp em X que atrai B, isto €,

zlggdH(T(t)B’BO) =0.
Logo, existe o > 0 tal que dy (T (1)B,By) < 1 para todo ¢ > 1y, isto &, y,f)r (B) C 0(By). Como O1(By)
é limitada entdo % (B) ¢ um conjunto limitado em X e, portanto, {T(¢): r € T*} é eventualmente
limitado. A segunda parte segue direto do item b) da Proposicao 2.30. [

Proposi¢iio 2.38:  Sejam {T(t): t € T} um semigrupo assintoticamente compacto e limitado dissi-
pativo e By um conjunto limitado dissipativo para {T(t): t € T*}. Se B C X é ndo-vazio e limitado
entdo ®(B) C ®(By) C B.

Demonstragdo: Sejam x € 0 (B), {x, tnen C B e {tnhneny € T, com 1, =5 oo, tais que T (t,)x, — x.
Como By é um conjunto limitado dissipativo para {T(¢): t € T"}, existe fp = to(B) € T tal que
T(t)B C By, para todo t > ty. Em particular T'(fy)B C By. Como 1, iy oo, existe ng € N tal que, para
todon >ng,t, >tye

T (ty)xn, =T (t, —1t0)T (to)xn € T (ty, —t0)T (to)B C T (t, — to)Bo.
Assim, se y, = T (tp)x, para n > ng entdo

x = lim T(t,)x, = lim T (¢, —t0)T (t9)x, = lgll T (ty —10)yn,
n—soco

n—oco n—oo

isto é, x € w(By). Portanto, ®(B) C ®(By).

Agora, sejam x € @(By), {Xn nen C Bo € {tn}neny C T, com 1, =3 oo, tais que T'(1,)x, — x.
Mas como By € um conjunto limitado dissipativo para {T'(¢): t € T*} e By € limitado, existe g =
t0(Bo) € T tal que T (t)By C By para t > ty. Como 1, % oo, existe ng € N tal que, para todo n > ny,
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T (t,)x, € T(t,)Bo C By,

isto é, x € By. Portanto, 0(By) C By. O

A seguir enunciamos um primeiro resultado que garante a existéncia de atrator global para um

semigrupo.

Teorema 2.39:  Seja {T(t): t € T"} um semigrupo assintoticamente compacto e limitado dissipativo.
Entdo {T(t): t € T} tem atrator global dado por o/ = ®(By), onde By é um conjunto limitado
dissipativo para {T(t): r € T*}.

Demonstragdo: Seja By é um conjunto limitado dissipativo. Entdo, By absorve todos os subconjuntos
limitados de X, em particular ele mesmo, isto é, existe 7y = to(Bg) € T tal que T (¢)By C By para todo
t > to. Assim, yt;r (Bp) C By é limitado e pelo Lema 2.27 @(By) é ndo-vazio, compacto, invariante por
{T(t): t € T} e atrai By.

Resta mostrar que (By) atrai todos os subconjuntos limitados de X. Seja B C X um subconjunto
ndo-vazio limitado. Como By é um conjunto limitado dissipativo, existe t; = t;(B) € T+ tal que
%' (B) C By. Pelo Lema 2.27 (B) atrai B sob a a¢do de {T'(t): t € T*} e pela Proposi¢do 2.38
o(B) C o(By). Veja que

t—ro0

dH<T(t)B7w(BO)) < dH(T<t)B>w(B)) — 0,

isto €, @(By) atrai B sob a agdo de {T(r): t € T*}. Portanto, ®(By) = </ € o atrator global de
{T(t): 1Tt} O

Juntando a Proposi¢do 2.38 e o Teorema 2.39 podemos enunciar o seguinte coroldrio.

Corolario 2.40: Um semigrupo {T(t): t € T} possui um atrator global </ se, e somente se,
{T(t): t € TT} ¢ assintoticamente compacto e limitado dissipativo. Além disso, se By C X é um
conjunto limitado dissipativo para {T(t): t € Tt} temos o/ = ®w(By) C By. Em particular, se By é

conexo entdo </ é conexo.

Demonstragdo. Resta mostrar apenas que se By é conexo entdo .7 é conexo. De fato, tomando By no
lugar de By, podemos assumir que By é fechado e como &/ = @(By) € um conjunto compacto e atrai
By entio, pelo item d) da Proposi¢do 2.21, 7 é conexo. [

2.3.2 Caso ponto dissipativo

Nesta subsec@o vamos apresentar outro resultado com relagdo a existéncia de atratores globais
para semigrupos. No entanto, usaremos hipéteses ligeiramente diferentes das usadas na se¢do anterior.
Iremos utilizar a hipétese adicional de que o semigrupo {T(¢): r € T*} é fortemente continuo e
enfraqueceremos a hipétese com relacao a dissipatividade, trocando limitado dissipativo por ponto

dissipativo.
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Inicialmente, vejamos alguns resultados auxiliares.

Lema 2.41: Seja {T(t): t € TT} um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente compacto,
com a propriedade de que para cada compacto K C X, sua érbita positiva y* (K) é limitada. Entdo
{T(t): t € T"} é compacto dissipativo.

Demonstragdo: Como {T(t): t € T*} é ponto dissipativo, existe um conjunto nio-vazio e limitado
By que absorve pontos de X. SejaU = {x € By: Y (x) C By}. Afirmamos que U € ndo-vazio, limitado,
absorve pontos sob a acdo de {T'(¢t): t € T*} e U = y*(U). De fato:

e U # 0. Dado x € By, como B absorve pontos, existe z, € T tal que para todo ¢ > 1, T (t)x € By.
Tomando y = T (t,)x € By, como T (t)y € By para todo ¢ > 0 entdo ¥ (y) C By e, consequente-
mente, y € U.

* Como U C By é claro que U € limitado.

U absorve pontos. De fato, seja x € X. Como B absorve pontos, existe t, € T tal que
T (t)x € By para todo 1 > t,. Logo, Y™ (T (t)x) C By para todo t > 1y, isto é, T (t)x € U para todo
t Z tx.

* y"(U)=U. Ainclusdo U C y"(U) é trivial. Para mostrar a outra inclusio, sejay € y*(U).
Entdo, existem t € TT e x € U tais que y = T(f)x. Como y*(x) C By € y estd na 6rbita de x
entdo ¥y (y) C By, isto é, y € U. Portanto, y"(U) C U.

Note que, para todo t € T,

Ty W) =T)JT)U CT) JT(5)U =% (U) v (V).

s>0 520

Assim, da compacidade assint6tica de {T'(¢): t € T}, existe um conjunto compacto K C y+(U) =U
que atrai U e, portanto, também atrai U. Logo, K atrai pontos sob a agdo de {T'(z): t € T*}.

Afirmamos que existe uma vizinhanca V de K e t € T™ tal que %" (V) é limitada. Se este ndo € o
caso, pelo Lema 2.20 existem sequéncias {x, }neny C X, {tn}neny C T, com 1, 5 0o e y € K tais que
Xy =3 y e {T(t,)x,} ndo ¢ limitada. Considere A = {x,,: n € N} U{y}. Entdio, A é compacto e y (A)
ndo-limitada, o que contradiz a hipétese.

Sejam V uma vizinhanca de K e ty € T™ tal que %JV“(V) ¢ limitada. Como K atrai pontos sob a
acdo de {T(t): t € T™} e V é uma vizinhanga de K entdo, para cada x € X, V absorve x, isto é, existe
t, € T tal que T(r)x € V para todo t > 1,. Logo, T(t)x € %/ (V) para todo ¢ >t +ty = t. Como
T(r) é continua para todo 7 € T*, existe uma vizinhanga W; de x tal que T'(1)W; C %7 (V') para cada
t > 1y, isto é, 'y,t(V) absorve uma vizinhanca de x para cada x € X. Como todo subconjunto compacto
pode ser coberto por un nimero finito de vizinhancas, y,t(V) absorve subconjuntos compactos de X e
{T(t): t € T*} é compacto dissipativo. O

Lema 2.42: Sejam {T(t): t € T"} um semigrupo fortemente continuo, K e Ky subconjuntos com-
pactos tal que K T-atrai Ky. Entdo y" (K;) UK é completo.
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Demonstragdo. Provaremos que toda sequéncia de Cauchy em ¥+ (K;) UK possui uma subsequéncia
convergente. Seja {y,tnen C ¥ (K1) UK uma sequéncia de Cauchy. Para cadan € N, y, € K ou
yn = T (ty)xn, com x, € K; € t, € TT qualquer. Definal = {n € N: y, € K}.

Se I € infinito, entdo como K é compacto, a subsequéncia {y;, },e; C K possui uma subsequéncia

convergente em K C y* (K1) UK de {y, }ner €, portanto, {y, },en possui subsequéncia convergente.

Se I é finito, entdo J = {n € N: y, = T(t,)x,, x, € K1} é infinito. Vamos determinar uma
subsequéncia de {y, },cs convergente em ¥ (K;) UK.

* Se {t, }nes é limitado, entdo existe b > 0 tal que {t, },e7 C [0,b]. Logo, {(tn,xn) }nes C [0,b] X K}

que € um conjunto compacto, assim existem {(t;,%;)} jen subsequéncia de {(t,Xn)}nes €

(t,x) € [0,b] x K tais que (t,;,%,,) 7% (t,x) € [0,b] x K, . Entdio Yn; = T (tn;)Xn, 2 T(x e
Y (K1) CKUy™(Ky).

~ PR . . P —>00 ~ .
* Se {t,}nes ndo é limitado, isto é, 1, 7% o0 com 1 € J entdo, como K atrai K,

n—oo

dyn,K) <d(T(t,)K,,K) — 0,
e, pelo Lema 2.20, existe uma subsequéncia convergente concluindo a demonstragao. 0

Lema 2.43: Sejam {T(t): t € T"} um semigrupo fortemente continuo e K C X um compacto. Se K
atrai um compacto Ky C X sob a agdo de {T(t): t € T*}, entdo y" (Ky) é relativamente compacto e
0 7§ (O(K]) CK.

Demonstragdo: Primeiramente note que, dado € > 0, como K é compacto, existem xi,...,x, € K tais
que

n

K C U B(x;,€).

i=1
Afirmamos que B = U} B(x;, €) absorve K. De fato, se isso ndo ocorre entdo existem sequéncias
{Xnnen C K1, {tn} € T, com 1, =5 oo, tais que T (,)x, ¢ B, para todo n € N. Como K atrai K|,
entao

n—oo

dy (T (ty)xy, K) — 0

e pelo Lema 2.20, existem x € K e uma subsequéncia de {T (t,)x, },en (que também denotaremos por
{T (ta)xn }nen) tais que
T (ty)xn =5 x € K C B.

Logo, existe ng € N tal que T'(¢,)x, € B, para todo n > ng, o que nos dd uma contradi¢do.

Assim, existe to € T tal que Us>4, T (#)K; C B. Como {T(r): t € T*} é fortemente continuo,
entao

U 1)K

+€[0,t0]

¢ um conjunto compacto, ji que é a imagem do conjunto compacto [0,7y] X K| pela aplicagdo continua
T+ x X > (t,x) — T(t)x € X. Disto segue que o conjunto ¥+ (K;) UK € totalmente limitado e pelo
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Lema 2.42, y"(K;) UK é completo entdo Y (K;) UK é compacto. Consequentemente, ¥ (K;) é
relativamente compacto.

Agora, considere a familia {¥;"(K})},c+. Entdo, % (K]) é compacto e ndo-vazio, para todo
t € TT e %" (K1) C % (K;) para s < t, ou seja, a familia {¥%" (K})};cr+ possui a propriedade da
intersec¢do finita. Logo,

o(B)= () %" (K1) #0.
teT+
Resta mostrar que @(K;) C K. Sejam y € ®(K;) e € > 0. Entdlo, existe fo € T tal que y € %7 (K1) C
O¢(K), isto é, d(y,K) < €. Como € € arbitrario, d(y,K) = 0 e, portanto, y € K = K. O

Proposi¢iio 2.44:  Sejam {T(t): t € T"} um semigrupo fortemente continuo e K um conjunto com-
pacto que atrai a si mesmo sob a agdo de {T(t): t € T*}. Entdo ©(K) = e+ T (2)K.

Demonstragdo: Como T (1)K C ¥ (K) para todo t € T entdo

N TOKC v (K< (] %K) = oK)

teT+ teT+ teT+

Por outro lado, pelo Lema 2.43 com K; = K, temos @(K) C K € Y™ (K) € relativamente compacto.
Pelo item c) da Proposi¢do 2.21 temos @(K) ndo-vazio, compacto, invariante por {T(t): t € T"} e
atrai K sob a agdo de {T'(¢): t € T*}. Assim, ®(K) =T (t)o(K) C T(¢)K para todo t € T, isto &,
o(K) C e+ T (¢)K o que conclui o resultado. N

Teorema 2.45:  Seja {T(t): t € T} um semigrupo fortemente continuo, eventualmente limitado,

ponto dissipativo e assintoticamente compacto. Entdo {T(t): t € Tt} tem um atrator global <7 .

Demonstragdo: Como {T (¢): t € T"} é assintoticamente compacto, ponto dissipativo e eventualmente
limitado entdo, pelo Lema 2.41, {T(¢): t € T*} € compacto dissipativo. Dado C um conjunto
compacto dissipativo para {T'(¢): t € T*}, defina B= {x € C: y"(x) C C}. Afirmamos que B absorve
subconjuntos compactos de X sob a a¢do de {T(r): t € TT}. De fato, sejam A um subconjunto
compacto em X e x € A e como C é compacto dissipativo, existe 74 € T tal que T(t)A C C para cada
t > t4. Em particular, T (¢)x C C para cada t > t4. Logo, y" (T (t)x) C C, assim T'(¢)x € B para cada
t > t4 e cada x € A. Portanto, T(¢t)A C B paracadat > t4.

Além disso, B é positivamente invariante por {T(¢): t € T*}. De fato, dados t € T* e x € B,
seja {x, }neny C B tal que x, 5 x. Como T'(¢) é continua entio

lim 7(t)x, =T (t)x € B,

n—yoo

pois T (t)x, € B para todo n € N. Portanto, T(t)B C Bparatodot € T*.

Consequentemente, sendo B fechado e positivamente invariante, e usando novamente a compaci-
dade assint6tica de {T'(¢): t € T}, existe um conjunto compacto K C B que atrai B. Como B absorve
compactos e K atrai B entdo K atrai subconjuntos compactos de X. Em particular, K se atrai si mesmo
e, portanto, dado € > 0 existe 7o € T tal que T (1)K C O¢(K) para todo ¢ > 1y, € sendo ¢ (K) um
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conjunto limitado temos ¥, (K) limitado. Segue do Lema 2.27 que o conjunto </ = o (K) é ndo-vazio,
compacto e invariante sob a acdo de {T'(¢): t € T*}.

Mostremos agora que .o/ atrai subconjuntos compactos de X. De fato, seja J C X um conjunto
compacto. Como @(J) é positivamente invariante (veja item a) da Proposi¢do 2.21), segue do Lema
2.43 que

olJ)CT(t)oJ) CT()K,

para todo t € T". Assim, usando a Proposicio 2.44, obtemos

ol/)c () T(s)K=0(K) =

seT+

e, consequentemente, <7 atrai J.

Por fim, resta mostra que .o/ atrai subconjuntos limitados de X. Seja B C X um conjunto
limitado. Como {T'(¢): r € T*} é eventualmente limitado e assintoticamente compacto entdo, pelo
Lema 2.27, ®(B) é ndo-vazio, compacto, invariante e atrai B sob a a¢do de {T'(¢t): r € T™}. Como
o(B) é compacto, invariante e </ atrai ®(B) entdo @(B) C &/ e como ®(B) atrai B sob a agdo de
{T(t): t € T*} entdo

lim dy (T (t)B, /) < lim dyy (T (t)B, @ (B)) + dy (@(B), /) = 0,

t—o0 {—o0
isto é, o7 atrai B sob a agdo de {T'(r): r € T*} o que conclui a demonstragdo. [l
Os resultados desta subsecao podem ser compilados no seguinte coroldrio:
Corolario 2.46: Seja {T(t): t € T} um semigrupo fortemente continuo. Entdo sdo equivalentes:
a) {T(t): t € T} é limitado dissipativo e assintoticamente compacto;
b) {T(t): t € T} é compacto dissipativo, eventualmente limitado e assintoticamente compacto;

¢) {T(t): t € T"} é ponto dissipativo, eventualmente limitado e assintoticamente compacto;

d) {T(¢): t € T"} possui um atrator global < .

Além disso, se By é um conjunto limitado dissipativo para {T(t): t € T}, entdo A = ®(By) C By.

Em particular, se By é conexo entdo </ é conexo.
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Capitulo 3
Sistemas dinamicos impulsivos

Pelo Capitulo 2 sabemos que o atrator global .27 do semigrupo {7'(¢): ¢t > 0} é dnico e descreve
a dindmica comportamental de longo prazo de {T'(¢): t > 0}; isto é, para estudar a dinimica assintdtica
do semigrupo {7'(r): t > 0}, é preciso entender completamente o atrator global e suas estruturas

internas.

Neste capitulo nosso objetivo é desenvolver uma teoria andloga ao Capitulo 2 para sistemas
dindmicos impulsivos; mais precisamente, queremos definir uma nocao ttil de atrator global para um
sistema dinamico impulsivo, de tal maneira que esse objeto descreva completamente o comportamento
de longo prazo do sistema. Para esse fim, introduzimos algumas das defini¢cdes e propriedades basicas
dos sistemas dinamicos impulsivos e tentamos encontrar uma nog¢do apropriada de atrator global. A

principal referéncia para este capitulo € [8].

Ao longo deste capitulo, X serd um espago métrico com métricad : X x X — [0, o) e denotaremos

por R, =R U{0} o conjunto dos niimeros reais ndo-negativos.

Seja {T'(¢): t > 0} um semigrupo fortemente continuo em X. Para cada D C X e J C R

definimos

F(D,J)=JT(@)""(D).

teJ

Um ponto x € X é chamado um ponto inicial se F(x,7) = 0 para todo z > 0.

Definicdo 3.1: Um sistema dindmico impulsivo (SDI) (X,7,M,I) consiste de um semigrupo
{T(t): t > 0} em um espaco métrico X, um subconjunto fechado nio-vazio M C X tal que para
cada x € M exista & > 0 tal que

F(x,0,e))nM=0 e |J {T()x}nM=0 (3.1)

1€(0,&)

e uma funcdo continua /: M — X.

O conjunto M é chamado de conjunto impulsivo e a funcdo / € chamada de funcao impulsiva .
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Dado x € X, definimos

M*(x) = (U T(t)x) NM.

>0

Observacao 3.2:  As condi¢des (3.1) significam que os pontos de M sdo isolados sobre cada trajetdria
do semigrupo {7'(¢): t > 0}, ou seja, o fluxo do semigrupo é, em certo sentido, transversal a M em

qualquer ponto de M. Essas condi¢des sdo descritas na Figura 3.1.

M
F(x78x> D V4
F(X,8x> >3
——e
X T(&)x
F('X,gx) =R%)
F(X,Ex) o)

Figura 3.1: O fluxo do semigrupo {7'(¢): ¢t > 0} é, em certo sentido, transversal a M.

Proposicdo 3.3: Sejam (X,T,M,I) um SDI e x € X. Se M™(x) # 0 entdo existe s > 0 tal que
T(s)xeMeT(t)x¢ZMpara0 <t <s.

Demonstragdo. Como M (x) # 0, existe s > 0 tal que T (sg)x € M. Suponha, por contradi¢do, que
exista uma sequéncia {s, ey C R tal que s, —5 0 e T (s,)x € M para todo n € N. Como M é um

conjunto fechado, pela continuidade da fungdo R > 7 +— T'(¢)x, temos li_r>n T(sp)x =T(lim s,)x =
n—oo n—oo

T(0)x = x € M. Como T'(s,)x € M para todo n € N e 5, "= 0 entdo T((0,€))x(\M # 0 para todo
€ > 0, o que contradiz (3.1). L]

A Proposi¢io 3.3 garante que a fungéo ¢ : X — (0, 00| dada por

o(x) s, seT(s)xeMeT(t)x¢gMpara0 <t <s,
| o, seMT(x)=0

é bem definida. Se M*(x) # 0, o valor ¢(x) representa 0 menor tempo positivo que a trajetéria
de x encontra M. Nesse caso, dizemos que o ponto 7(¢(x))x é o ponto impulsivo de x e funcio
¢: X — (0,0| é chamada de funcéio tempo de impacto.

Com ajuda da fungdo ¢, podemos definir a trajetéria impulsiva de um ponto x € X pelo SDI.

Definicdio 3.4: A trajetéria impulsiva de x € X pelo SDI (X, T, M,I) é uma funcdo T (-)x definida

em um intervalo J, C R, com valores em X dados indutivamente pela seguinte regra: se M (x) = 0,
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entdo T (¢)x = T (t)x para todo € R, (veja Figura 3.2a). No entanto, se M (x) # 0 entio denotamos
x = x§ e definimos T'(-)x em [0, ¢ (x])] por

= [ T, se 0< 1< d(xg),
T { TG, set=06i).

Sejam s = ¢(xg ), x1 = T (s0)xg , € x; =I(T(s0)xg )- Nesse caso sp < oo € 0 processo pode continuar,
mas agora comegando em x; . Se M (x|) = 0 entdo definimos T (r)x = T (t — so)x; para sy <t < coe,
neste caso ¢ (x") = co. No entanto, se M* (x;") # 0 definimos T'(-)x em [so, 5o + ¢ (x])] por

70) :{ T(t—so)x], seso <t <so+o(x{),
KT (9(x))x]), set=s0+(x]).
Sejam 51 = @(x), x2 = T(s1)x], e x; = I(T(s1)x]). Suponha agora que T'(-)x estd definido no
intervalo [t,_1,t,] e que T (t,)x = x;}, onde tp = 0 e 1, = Y} s; paran € N. Se M*(x}) = 0, entiio
T(t)x=T(t—1,)x,, parat, <t <ooe ¢(x, ) =oc. No entanto, se M (x,) # 0, entdo definimos T (-)x
em [ty,t, + ¢ (x;7)] por

7o _{ T(t—ta)x),  sety<t<ty+9(x)),
TN, set =1+ (x)).
Sejam s, = ¢ (x;7), Xpr1 =T (sn)x,}, e x| =I(T (s,)x,). Este processo termina apés um nimero finito
de passos se M (x,}) = 0 para algum n € N (veja Figura 3.2b), ou pode continuar indefinidamente, se
M*(x;) # 0 para todo n € N e, neste caso, T (-)x é definido no intervalo [0,TI(x)) onde II(x) = ¥, s;
(veja Figura 3.2c¢).

1
R
M M i
xT X2
X o———2 X
x; X3
X
—_— x‘l" X2 +
X X4
3 0 --
- -> - =i
x;r X3 i
o P
! 1
ng ! "M
1(M) 1(M) HI(M)
(a) Caso sem impulso (b) Caso com finitos finitos (c) Caso com infinitos
impulsos finitos impulsos

Figura 3.2: Trajetdria impulsiva.

Uma vez que esses resultados e defini¢des basicas tenham sido estabelecidos, como estamos

interessados no comportamento assintético de sistemas dindmicos impulsivos, vamos assumir que todas
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as trajetrias impulsivas existem para todo ¢ > 0, ou seja, assumindo que IT(x) = e para todo x € X
comegaremos nossa busca por uma defini¢do adequada de um atrator global para o SDI (X,T,M,I). A

partir de agora, sempre assumiremos esta condi¢c@o de existéncia global:
I1(x) = oo para todo x € X. (G)
Uma condicao para garantir esta propriedade é dada pela seguinte proposi¢ao.

Proposicdo 3.5: Seja (X,T,M,I) um SDI. Se existe & > 0 tal que ¢(z) > & para todo z € (M),
entdo I1(x) = oo para cada x € X.

Demonstragdo. Seja x € X. Se Mt (x) = 0 entdo é claro que I1(x) = co. Suponha M (x) # 0 e
sejam I C N, Iy = TU{0}, {xi}ier, {xf},-el() e {si}icz, como na Defini¢do 3.4, isto &, xar =X, X =
T(¢(x")))x" | ex =1(x;) parai €l es; = ¢(x;") parai € .

* Se I é finito, digamos I = {1,...,n}, entdo s, = oo e, portanto, IT(x) = Y7 s5; = oo.

* Se I ndo ¢ finito, como x;” € I(M) paratodo i € I e s; = ¢ (x;") para todo i € Iy, entdo I1(x) =
Yiosi =50+ si >80+ Y & = oo [

Estabelecida a condic¢ao (G), as func¢des T(t) estdao definidas para todo ¢t > 0 e verifica-se que

{T(r): t >0} satisfaz a propriedade do semigrupo:

T(t+s)x=T(O)T(s)x, t,5>0,xcX, T(0O)x=x, xeX. (3.2)

O préximo teorema nos da informacao sobre a semicontinuidade inferior de ¢ no complementar

de M. Para um estudo detalhado sobre a continuidade de ¢, o leitor pode ver [15].

Teorema 3.6: [15, Theorem 3.5] Seja (X,T,M,I) um SDI. A fungdo ¢ é semicontinua inferiormente
em X \ M.

Demonstracdo. Sejax € X \ M e suponha que ¢ ndo é semicontinua inferiormente em x. Logo, existem
uma sequéncia {x, }ren € 7 < ¢ (x) tais que x, — x e ¢ (x,) — . Como T (¢ (x,))x, € M = M, pela
continuidade do semigrupo {T'(r): t > 0} temos T (¢ (x,))x, — T'(t)x € M e, portanto, ¢ (x) < o
que nos d4 uma contradi¢do. [

A condigdo de que exista & > 0 tal que ¢(z) > & para todos os z € I(M) diz que hd um tempo
minimo para o semigrupo atingir M ao sair de I(M). A seguinte proposi¢do nos diz quando um SDI

tem essa condigdo.

Proposicao 3.7: Seja (X,T,M,I) um SDI. Se (M) é compacto e [[M) "M = 0, entdo existe um
& > 0tal que ¢(z) > & para todo z € I[(M).

Demonstragdo. Suponha o contrério, para todo & > 0, existe z¢ € I(M) tal que ¢(z¢) < §. Em
particular, para cada n € N, dado &, = % existe z, € I(M) tal que ¢(z,) < % Como I(M) é compacto,
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: . k—so0 .
existe uma subsequéncia {z,, }reny de {2, }nen tal que z,, —> z € I(M) e pelo Teorema 3.6, como ¢ é

1

k—>o0 . P
i 0, assim, ¢(z) <0 o que dd

uma contradi¢do. [

semicontinua inferiormente em z, temos ¢ (z) < limy_se0 @ (z5,) <

3.1 Condicoes de tubo em sistemas dinamicos impulsivos

Veremos que no caso de sistemas dinamicos impulsivos o atrator global também esta relacionado
aos conjuntos w-limites. A invariancia e atracdo sdo duas propriedades muito importantes do atrator e
pretendemos que os conjuntos @-limites também tenham essas propriedades. Para isso, precisamos que
o semifluxo original {7'(¢): t > 0} tenha uma direcdo bem definida ao cruzar M, mais especificamente,
para cada ponto x € M deve existir uma vizinhanca V contendo x de forma que todo o semifluxo que
passa por V va em apenas uma direc@o (se o fluxo vai em uma dire¢do, ndo pode haver fluxo que vé na
dire¢do oposta dentro de V). Além disso, deve haver um conjunto, que chamaremos de tubo, em que
todas as trajetorias (fluxo) dentro desse conjunto nao se cruzem, ou seja, de alguma forma o fluxo é
formado por linhas paralelas. Veja a Figura 3.3.

Figura 3.3: Tubo formado por linhas paralelas.

Portanto, os pontos de M devem satisfazer certas condicdes, que chamaremos condi¢des de tubo,
que garantem um bom comportamento do semigrupo {7'(¢): ¢ > 0} préximo ao conjunto impulsivo M

(ver [14] para obter mais detalhes).

Definicao 3.8: Seja {T'(r): t > 0} um semigrupo em X. Um conjunto fechado S contendo x € X é
chamado de secédo (A-secdo) através de x se existir A > 0 e um subconjunto fechado L de X de modo
que:

a) F(L,A)=S;
b) F(L,[0,2A]) contém uma vizinhanga de x;

&) F(LV)NF(L,E)=0,5¢0<v < { <21

Dizemos que o conjunto F(L,[0,2A]) é um A-tubo (ou simplesmente tubo) e o conjunto L é uma
barra.
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Figura 3.4: A-tubo F(L,[0,2A]).

O seguinte lema nos diz que as imagens das se¢des por pequenas translacdes de tempo também

sdo secoes.

Lema 3.9: []4, Lemma 1.9] Dado x € X, se S é uma A-secdo através de x com barra L, entdo para

qualquer 0 < . < A, S € uma [1-segdo através de x com barra Ly = F(L,A — ).

Demonstragdo. Como T (A — ) é continua e L é fechado, seque que Ly = F(L,A — ) =T (A —
1) ~'(L) é fechado. Além disso, F(Ly,pn) = T(u) Y (Ly) =T (u)"Y(T(A —p)~ (L)) = (T(A —
WT (W) H(L)=T(A)" (L) =S$.

Resta mostrar que existe uma vizinhanca de x dentro de F (L, [0,21]). Note que o conjunto
F(L,[0,A — u]U[A + u,24]) é fechado jd que é a pré-imagem do conjunto fechado ([0,A — u]U[A +
[,2A]) x L sob a fung@o continua x — (¢,7 (t)x), logo seu complementar é uma vizinhanga de x, assim,
existe um conjunto aberto U que contém x tal que U NF(L,[0,A — u]U[A +u,21]) =0.

Por outro lado, existe um aberto V tal que x € V C F(L,[0,24]), portanto
xeVnuc F(L7 [0721]) ﬂF(La [072' —H] U M’ +“,2A])C = F(L,Ua (072“’)) - F(L,Ua [072“]) [

Defini¢do 3.10: Seja (X,7,M,I) um SDI. Dizemos que um ponto x € M satisfaz

i) acondicio de tubo forte (CTF), se existir uma se¢éio S através de x tal que S = F (L, [0,2A]) N M.
ii) a condicio especial de tubo forte (CETF) se satisfaz CTF e o A-tubo F(L,[0,2A4]) é tal que
F(L,[0,A])NI(M) = 0.

O teorema a seguir é uma adaptacdo de [15, Theorem 3.8] que analisa a continuidade da func¢do

$.

Teorema 3.11:  Seja (X,T,M,I) um SDI tal que cada ponto de M satisfaz a CTF. Entdo ¢ é semicon-
tinua superiormente em X e é continua em X \ M. Além disso, se ndo houver pontos iniciais em M e @

for continua em x, entdo x ¢ M.
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Demonstracdo. Sejax € X. Se ¢(x) = oo, a semicontinuidade superior de ¢ em x € trivial. Suponha
que ¢(x) = u € (0,00), e {x,}nen C X uma sequéncia tal que x, —> x com ¢ (x,) —> 7. Logo,
y=T(u)x € M e como y satisfaz a CTF, existem A > 0 e S uma A-sec@o através de y com barra L.

Seja € > 0 tal que € < min{u,A}. Pelo Lema 3.9, o conjunto F(Lg, [0,2€]) é um &-tubo com
barra Le = F(L,A — €) e, entdo, existe uma vizinhanga V de y tal que V C F(Lg,[0,2¢]). Logo,
T(u)~'(V) = W é uma vizinhanca de x. Observe que

T(uW)W =T )T (1)~ (V) CV C F(Le, [0,2€)]),

isto é, T(u)z € F(Lg,[0,2€]) para todo z € W. Assim, para cada z € W, existe n, € [0,2¢] tal que
T(u+n;)z € L. Portanto, T (u+n; —€)z € F(Lg,€) =S CMecomou+n,—€>0en; <2¢ segue
que ¢(z) <u+n;,—& < u+¢€ paratodo z€ W. Como x, 7% x, existe ng € N tal que x, € W para todo
n > ng, assim, ¢(x,) e < u+ & (pois x, € W para todo n > ng). Pela arbitrariedade de € temos
t < u e isto prova a semicontinuidade superior de ¢ em x, logo ¢ € semicontinua superiormente em X

e, pelo Teorema 3.6, ¢ é continua em X \ M.

Vamos provar que dado um ponto x € M, se x ndo € ponto inicial, entdo ¢ nio € continua em x.
Suponha, por contradicao, que ¢ é continua em x. Como x ndo € ponto inicial, existem € >0eyec X
tal que T(g)y =x e T([0,€))yNM = 0. Seja {€,},cn uma sequéncia com &, < € tal que &, —> €.
Logo, T(&,)y =3 T(e)y =x, ¢(T(€,)y) = € — &, —3 0 e, como ¢ é continua em x, em particular é
semicontinua inferiormente em x, logo ¢ (x) <lim,—. ¢ (7(&,)y) = lim,;— € — &, =0, 0 que é uma
contradi¢do ja que ¢ (x) > 0. Portanto, ¢ ndo é continua em x. Como M ndo possui pontos iniciais, ¢

ndo é continua em nenhum ponto de M, assim, se ¢ é continua em x, entdo x ¢ M. O]

Observacdo 3.12:  Antes de continuar, observamos que, se assumirmos que /(M) N M = 0, entdo
nenhum ponto x € M estd em uma trajetoria impulsiva, exceto se a trajetoria comecar em x. Esta € uma

simples consequéncia da defini¢io de trajetorias impulsivas e esse fato serd usado mais tarde.

Finalizamos com a seguinte proposicao que € o principal resultado desta se¢ao. Este resultado
nos ajudara com a invariancia negativa dos conjuntos @-limites dando-nos uma melhor compreensao
sobre o comportamento de trajetdrias impulsivas proximas ao conjunto impulsivo M. Esta proposi¢ao
afirma que o fluxo impulsivo T(t) nao pode atingir o “lado direito” do conjunto impulsivo M para
grandes valores de ¢.

Proposicao 3.13: 8, Proposition 2.6] Sejam (X,T,M,I) um SDI tal que IM)NM =0eye M
satisfazendo CETF com A-tubo F(L,[0,2A)). Entdo T (t)X NF(L,[0,A]) = 0 para todo t > A.

Demonstracdo. Suponha, por contradi¢@o, que existemt > A e z=T(t)x € F(L,[0,A]) para algum
x€X.Comoz € F(L,[0,A]) existe € [0,A] tal que T(u)z€ L. Seu=A, T(u)z=T(A)z € L, logo
z€T(A)"(L) =S5 C M. Como I(M)NM = 0 pela, observacio anterior, nenhum ponto de M est4 em
uma T—trajetéria e como z € M e estd na T—trajet(’)ria de x, temos uma contradi¢do. Portanto, 1 # A,
isto é, u € [0,7).
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Set < ¢(x), entdo z = T(t)x = T(t)x e consideremos @ = T (t — (A — 1) )x . Note que
TAMo=TMT{t—A—-—w)x=Tt+u)x=TWU)T(t)x=T(u)z€L

e, assim, @ € T(?L)_I(L) =S CM,istoé, ® € M o que é uma contradi¢do pois 0 =T (t — (A —u))x €
Met—(A—u)<t<@(x). Portanto, > ¢(x).

Considere agorao caso z =T (t)x=T(t')x", onde x" € I[M) et € [0,¢(x")). Set/ > A —u
entdo tome @ = T (' — (A — u))x™ e, assim,

TAo=TA)T({'—A—pm)x" =T(u+ )" =TT )x" =T(u)z €L,

istoé, T(A)w € L. Logo, @ € T(A)~ (L) =S C M o que nos dd uma contradigdo, pois #' — (A — ) <
i< o(xT).

Finalmente, se ¢’ € [0,A — i), entdo
T +u)xt =T(W)T()x"=T(u)zeL

e0<u<t'+u<A,assimxt € T(¢'+u) (L) C F(L,[0,1)) ext € I(M). Logo, x* € F(L,[0,A))N
I(M), que é uma contradi¢cdo com CETF. H

3.2 Atratores globais para sistemas dinamicos impulsivos

As defini¢des de T-invariancia e T—atragﬁo sdo andlogas as nog¢des de T'-invariancia e T-atracdo,
respectivamente, substituindo simplesmente 7" por T. Comegamos com uma primeira abordagem sobre
atratores para o SDI. No caso continuo (sem impulso), o atrator global € um conjunto compacto, e
mantendo essa propriedade em [9], os autores propdem a seguinte definicao de atrator global para um

sistema dinamico impulsivo que é uma generalizacdo natural do caso sem impulso.

Definicao 3.14 (Abordagem compacta): Um subconjunto <7 de X é um atrator global para um SDI
(X,T,M,I) se satisfaz as seguintes condigdes:

i) o é compactoe .o/ "M = 0;
i1) T-invariante;
iii) T-atrai todos os subconjuntos limitados de X.

Observacao 3.15: A definicdo acima € consistente com a nog¢do de atrator global para semigrupos,
isto é, quando M = (@, ambas defini¢des coincidem e, de fato, essa no¢do de atrator global é util para
descrever a dinAmica assintética de T em muitos casos. No entanto, essa defini¢do exclui uma classe
importante de SDI, uma vez que, o0 comportamento assintético de T ndo é qualitativamente diferente
do comportamento assintético de 7. De fato, como <7 € um conjunto compacto e M € um conjunto
fechado, pela condigdo i), existe uma distancia positiva entre <7 ¢ M, isto €, existe € > 0 tal que
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O (/)M = 0. Assim, dado x € X, como ¢ (.«7) T-absorve {x} existe r, > 0 tal que T (t)x € O¢()
para todo ¢ > t, e, portanto, f(t)x ¢ M para todo t > t,, isto é, a partir de um tempo ¢ > 7, a 6rbita de x

nunca atinge o conjunto impulsivo M tornando-se uma 6rbita continua (sem impulso).

Portanto, precisamos encontrar uma definicdo mais adequada de atrator global que inclua casos
em que a dinamica em longo tempo de T seja diferente da dindmica de 7. Para motivar, apresentamos

um exemplo simples tomado de [8] no qual a dindmica assintdtica de T e T sido diferentes.

Exemplo 3.16: Considere a seguinte equagdo diferencial continua

0
= X, sex <0, (3.3)
1—x, sex>0

com a condi¢@o inicial x(0) = xp € R e considere a a¢do da fun¢do impulsiva I: M = {0} — R dada
por I(0) = —1. As solugdes de (3.3) sem a agdo de I sdo dadas por

t + xo, x0 <0,1€[0,—xp),
x(t)=¢ —e 17041, x0 < 0,1 € [—xp,00),
(xo—1)e"+1, x0>0,7€]0,00).

Esse problema possui apenas um conjunto invariante limitado, a saber, o conjunto unitdrio {1} que

também € o atrator global para (3.3). Agora, as solucdes de (3.3) com a acdo de / sdo dadas por

t + xo, X0 < Oa re [0,—X0),
T(t)x=1<{ t+xy—n, x0<0,1€[—xo+n—1,—xo+n),n €N, (3.4)
(xo—1)e"+1, x0>0,7€]0,00).

Agora, a dindmica é bastante diferente, j4 que apareceu a “6rbita periédica impulsiva” [—1,0).
Observe que, neste caso, nao existe um subconjunto de R satisfazendo todas as condi¢des da Defini¢cdo
3.14. Mas podemos distinguir alguns conjuntos:

« O conjunto &7 = [—1,0)U{1} é T-invariante, T-atrai conjuntos limitados e <; "M = 0, mas

/1 ndo é compacto.

« O conjunto 2% = [—1,0] U{1} T-atrai conjuntos limitados, % é compacto, mas % N M # 0 e

o/ ndo € nem T-positivamente nem 7 -negativamente invariante.

* O conjunto @3 = [—1,1] T -atrai conjuntos limitados, .273 é compacto, é positivamente invariante,

mas ndo é negativamente invariante e .c/3 N M # 0.

Sabemos da teoria dos semigrupos que o atrator global € caracterizado como a unido de todas
as solucdes globais limitadas de 7', e essa propriedade estd intimamente relacionada a invariancia do
atrator global. Portanto, olhando para os trés conjuntos acima, pode-se supor que o conjunto 27 é
um candidato natural ao atrator global desse sistema impulsivo, uma vez que € o tinico T -invariante

entre os trés. Além disso, se recordamos a defini¢do de uma 7 -trajetoria, podemos ver que, através dos
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pontos de M, nao pode haver solu¢des globais de T, portanto, € natural supor que se a invariancia € a
propriedade que buscamos para o atrator global, entdo nenhum ponto de M pode estar nela. Assim, a
hipétese &7 N M = (0 na Defini¢@o 3.14 precisa ser mantida e isso implica uma consequéncia direta:
a hipétese de compacidade precisa ser enfraquecida. O conjunto .27] acima ndo € compacto, mas é

pré-compacto e, além disso, .@7] = E\M .

Por todos esses argumentos, tirados do exemplo, para cobrir uma classe maior de sistemas

dindmicos impulsivos, em [8] os autores fornecem a seguinte definicao.

Definicao 3.17 (Abordagem pré-compacta): Um subconjunto .« C X serd chamado de atrator
global para o SDI (X,T,M,]I) se satisfaz as seguintes condi¢des:

i) o7 é pré-compacto e o7 = .o/ \ M,
ii) < é T-invariante;

iii) o7 T-atrai subconjuntos limitados de X.

Com a Defini¢do 3.17, o conjunto 7] € o atrator global para o SDI no Exemplo 3.16. A principal
diferenca entre a Defini¢do 3.14 e Definicdo 3.17 é a compacidade. Na Definicao 3.17, o atrator global
ndo precisa ser compacto e pode “tocar” o conjunto impulsivo M, enquanto conjuntos compactos que

ndo interceptam M devem estar a uma distancia positiva de M.

3.2.1 Propriedades do atrator global impulsivo

A seguir, daremos algumas propriedades do atrator global impulsivo que sdo andlogas as proprie-
dades que ja vimos no caso sem impulso. A partir de agora consideraremos o atrator global como na
Defini¢ao 3.17. Antes de fornecer as propriedades, precisamos da seguinte definicao.

Definicao 3.18: Uma funcdo y: R — X € uma solucao global de T se

T(t)y(s) = y(t+s), para quaisquerr > 0e s € R.

Além disso, se y(0) = x dizemos que y é uma solugéio global através de x.

As seguintes propriedades do atrator global sdo uma compilag¢do das proposi¢des [8, Proposition
4.1,43e4.5].

Proposicao 3.19:  Seja (X,T,M,I) um SDI, e suponha que existe seu atrator global <7 .
a) o/ é inico.
b) Se I(M)NM = 0, entdo

of = {x € X: existe uma solugdo global limitada de Tatravés de x}.
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c)

o/ é o subconjunto minimo entre todos os subconjuntos K C X com K = K\ M que T-atrai todos

os subconjuntos limitados de X.

Demonstracdo: a) Suponha que 27| e .o/ satisfazem a Definicdo 3.17. Como .@% € limitado (por ser

b)

c)

compacto), <7 T-atrai <%, entiio lim,_e dy(T ( )ath, 7)) = 0. Como 27 é T -invariante, entdo

lim dyy (T (1) 3, 1) = lim dy (3, ) = dy (3, ) = 0 & = Ay

t—o0

e por i) temos
= \M = \M = .

Se ¥: R — X ¢é uma solucdo global limitada de T entdo w(R) "M = 0. De fato, se y(fo) € M
para algum 7y € R entéio 7'(s)y(fo — s) = W(ty) € M para cada s > 0 que ndo pode acontecer ji que
o semifluxo impulsivo de x ndo pode atingir M em tempo positivo para qualquer x € M, porque
I(M)NM = 0. Portanto, y(R)NM =0,

Afirmamos que y(R) é T-invariante. De fato, se 1 > 0 e y(s) € w(R), entdo T( YW(s)=wy(t+
s) € y(R) logo T(1)y(R) C w(R). Por outro lado, y(s) = T(t)(w(s —1)) € T(t)w(R), logo
¥(R) C T(1)y(R).

Como y(R) ¢ limitado, ./ T-atrai y(R) e 0 = lim dy(T(H)w(R), o) = dy(y(R), ). Entio
V(R) C y(R) C & e como W(R)NM = 0 tem-se y(R) = w(R)\M C &/ \ M = 7, isto &,
y(R) C «.

Para a incluso inversa, se x € &7 como x € T(1).«/ = o existe x_; € o tal que T(1)x_; = x.

Novamente, como x_| € o/, existe x_, € o7 tal que T(l)x_z = x_1. Indutivamente podemos
construir uma sequéncia {x_, ey tal que 7(1)x_,_; = x_, para todo n > 0, com xy = x. Entfo,

definimos _
(1) = T(t+n)x_,, sete€|—n,—n+1],neN,
vin= T (1)xo, set > 0.

Analogamente ao caso continuo, mostra-se que T (1)y(s) = y(t +s), paratodor >0 e s € R, e
v(R) C &

Sejam 7 o atrator do SDI (X,T,M,I) e K C X tal que K = K \ M e K T-atrai todos os subconjuntos
limitados de X. Como .« & invariante e K T-atrai .7 , pois este é limitado, temos

dy (oK) = dy(T (1) ,K) =3 0.

Portanto, o C Ke @/ \M = .o/ C K\M =K. O

3.3 -limites impulsivos

Para dar condicdes necessdarias e suficientes para garantir a existéncia de um atrator global para

um SDI (X,T,M,I) precisamos do conceito de @-limites impulsivos.
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Definicao 3.20: A érbita positiva impulsiva de x € X comecando em s > 0 é o conjunto

vE(x) ={T(t)x: t > s}.

Também definimos ¥ (x) = % (x).

Dado um subconjunto B C X, definimos ¥, (B) = U,cp %" (x) € 0 @-limite impulsivo de B é o
conjunto

®(B) =% (B).

t>0

Analogamente ao caso dos semigrupos, temos o seguinte resultado de caracterizacao para

®-limites impulsivos.
Lema 3.21: [8, Lemma 3.2] Sejam (X,T,M,I) um SDI ¢ B C X. Entdo

®(B) ={x € X: Isequéncias {ty }pen C Ry e {xn}neny C B

comt, =5 oo, e T(ty)xn — x},
além disso, ®(B) é fechado.

Demonstracdo. Se x € ®(B) entdo dado n € N, x € %/ (B), o que implica que existem x, € Bet, > n
tal que d(x, T (t,)x,) < % e, portanto, f, —= oo e T(t,)x, — x. Por outro lado, dado # > 0, sejam
x€X, {xp}neny CBe {th}neny C Ry com 1, 7% oo, tais que f(tn)xn 7% x. Como T(tn)xn € % (B)
parat, > t, entdo x € 1, (B), logo x € ®(B).

Finalmente, @(B) é fechado, uma vez que é uma interse¢do de conjuntos fechados, o que conclui

a prova. [

Se o SDI satisfaz uma condi¢do de dissipatividade, os w-limites impulsivos t€m certas proprieda-

des. Vejamos a seguir esta condi¢do.

Definicao 3.22: Um SDI (X,7,M,I) é chamado de limitado dissipativo se existe um conjunto
pré-compacto K C X com KNM = (@ que T-atrai todos os subconjuntos limitados de X. Qualquer
conjunto K que satisfaca essas condicdes serd chamado de pré-atrator .

A seguinte proposi¢do € uma compilacdo das proposi¢des [8, Proposition 3.4 e 3.5] e nos da
algumas propriedades que possuem os @-limites impulsivos sob a hipétese de dissipatividade.

Proposicao 3.23: Se (X,T,M,I) é um SDI limitado dissipativo com um pré-atrator K, entdo, para

qualquer subconjunto ndo-vazio B de X :

a) @(B) ¢ ndo-vazio, compacto e ®(B) C K.

b) @(B) T-atrai B.
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Demonstracdo. a) Seja {t,}neny C Ry, t, —3 o0, Como B # 0, existe uma sequéncia {x, },eny C B tal
que
d(T (tn)xn, K) < d(T (tn)n, K) = dpy (T (tn)x, K) < dp (T (1)B,K) "= 0.
Entdo, pelo Lema 2.20, existe uma subsequéncia convergente 7 (1, )x, —> x € @ (B). Logo, o(B) #
0.

Seja x € @(B). Entdo T (,)x, — x para algumas sequéncias {x, }nen C B e {ty tnen C Ry, com
t, S oe

dp (T (tn)xn, K) < dpy(T (1) B,K) =3 0,
pois K T-atrai B. Portanto, x € K e, assim, @(B) C K. Como @&(B) é fechado e est4 contido no

conjunto compacto K, @ (B) é compacto.

b) Suponha que, ao contrério da afirmagdo, existam sequéncias {t, },eny C Ry, 1, 7% oo, {xn}nen C B
e & tal que di (T (ty)x,, ®(B)) > &. Sabemos que dp (T (t,)xn,K) = 0, entdo para alguma
subsequéncia {7 (,, )Xn, }ren, existe x € K tal que T (f,, )Xn, 2% x, entdo 0 = dy (x,®(B)) > &,
que € uma contradi¢ao. [

Agora podemos dar outra caracterizacao do atrator global em relacdo aos conjuntos @-limites.

Proposicao 3.24: [8, Proposition 4.4 ] Seja (X,T,M,I) um SDI que tem um atrator global <f e
I(M)NM = 0 e denote por B(X) a cole¢do de todos os subconjuntos limitados de X. Entdo

o= ] (@(B)\M).

BeA(X)

Demonstragdo. Seja B um subconjunto limitado de X. Provemos a igualdade de conjunto por dupla

inclusio.

Mostremos que Uge z(x) (@(B) \ M) C </ . Pelo item a) da Proposigdo 3.23 (tomando K = <),
®(B) C o/ e, portanto, ®(B) \M C o/ \M = /. Logo, Upesx)(@(B)\M) C o/ .

Mostremos que &/ C Upcg(x)(@(B) \ M). Seja xg € o/. Como & = o/ \M entio xo & M e,
usando o item b) da Proposi¢do 3.19, podemos considerar uma solugdo global limitada y de T através
de xo. Se {t,} C R" for uma sequéncia arbitraria tal que #, — oo entdio, como T (t,)y(—t,) = y(0) =

xo para todo n € N, temos xo € @(y(R)), isto ¢, xo € ®(y(R))\M C | J @(B)\M. Portanto,
B BeAB(X)
A C Upezx) ®(B) \ M. o

3.3.1 Invariancia dos w-limites impulsivos

Nesta subsecdo, estabelecemos a invaridncia para os conjuntos @-limites impulsivos. Comecare-

mos com a invariancia positiva que € mais facil de provar do que a negativa.
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Invariincia positiva

O seguinte resultado é usado para demonstrar ambas as invariancias e € muito interessante, pois
diz que a funcdo T se comporta como uma fun¢do continua no complementar de M sob uma “pequena

corre¢do’” no tempo.

Lema 3.25: [8, Lemma 3.6] Seja (X,T,M,I) um SDI tal que I[[M) "M = 0 e cada ponto de M
satisfaz CTF. Sejam também x € X \ M e {z, }nen uma sequéncia em X tal que z, "% x. Entdo, dado

t >0, existe uma sequéncia {N }nex em R tal que M, = 0 e T(t +Mp)zn — T ()x.

Demonstracdo. Sejam x € X \ M e {z,}nen com z, = x. Se ¢(x) = oo, pela continuidade de ¢ sobre
X \ M (Teorema 3.11) segue-se que, para t € [0,00) dado, existe ng € N tal que ¢(z,) >t para todo
n > np. Como t < ¢(z,) entdo f(t)zn = T(t)z, e, tomando 1, = 0 para todo n € N, pela continuidade
de T'(t), obtemos T'(t + My )z, = T (t 4+ 0)z, = T(t)z, — T (t)x = T (1)x.

Agora, assumimos que ¢ (x) < eo. Como ¢ é continua em X \ M, podemos assumir que ¢ (z,) < o
para todo n € N.

Caso 1: Se 0 <t < ¢(x). Neste caso, considere 0 < € < ¢(x) —¢. Pela continuidade de ¢ existe
um no € N tal que ¢ (x) — £ < ¢(z,) para todo n > ng. Logo, t < ¢(z,) e T(t)z, = T(t)z, para todo
n > ng. Tomando 7, = 0 para todo n € N, segue que

=~ n—soo il

T(t+M)zn=T0)zn =T ()20 — T(t)x =T (1)x.

Case 2: Se 1 = ¢(x). Observe que T (r)x = T(¢(x))x = x| & M pois M NI(M) = 0. Assim

n—soo

(@)1 =T (¢ (zn))zn — T(@(x))x =x1 € M.
L0go, {(zn)1 }nen C M e (z4)1 =3 x1 € M e como I é continua em M entdo
(zn)f = 1((za)1) =5 1(x1) = 27
Defina 1, = ¢(z,) — ¢ (x), como z, — x e ¢ é continua em x, temos 1, — 0, logo existe ng € N tal

que M, < t para todo n > ng. Assim, ¢(z,) = ¢(x) +n, =t +n, > 0 para todo n > ny. Portanto,

~ n—se ~

T(l + nn)zn = T(‘P(Zn))zn = (ZH)T — X = T(t)x'

m—1
Caso 3: Set > ¢(x). SejameNtalquer= Y ¢(x7)+¢ comt < ¢(x;;), onde x = x7,
i=0
xit1 =T (9(x"))x e x” =1(x;) e defina

i

(Zn)i = T(¢(Zn))zna (Zn);r = I((Zn>i) e (Zn)H—l = T(¢((Zn);r>)(zn)z+v i=1,....m—1.
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Sejat, = Z ¢((zn);"). Como ¢ (z,) - % 9(x), entdio

n—oo

(2n)1 =T (¢(zn))zn — T((x))x =x1.
Pela continuidade de 7 temos
(zn)i =1((zn)1) =5 1(x1) =1

Agora, como ¢((z,)7) =3 ¢ (x]), ja que x| & M, temos

()2 =T(9((zn)])) ()] 5 T(p(x]))x] = 2.

Continuando com este processo, obtemos

n—oo

(z0)i =S xi e (z2)] =5 x7, paratodoi=1,...,m.
Assim, Z & ((z0)) =5 i . Defina a sequéncia {n,},eny C R por n, =1, +1' —1t, isto é,
Ny = Z O ((zn); Z ¢(x). Entdo, n, =3 0et+M, =1, +1 > 0. Como t' < ¢((z,);;) para n
suﬁ01entemente grande obtemos
T(t+M)zn =T () (zn)) =5 T(¢")x), = T(1)x. O

Proposicao 3.26 (Invaridncia positiva): [8, Proposition 3.7] Seja (X,T,M,I) um SDI tal que
I(M)NM = 0 e suponha que cada ponto de M satisfaz CTF. Entdo, para qualquer subconjunto

ndo-vazio B de X, o conjunto @(B) \ M € positivamente T-invariante.

Demonstragdo. Sejam x € @(B) \ M e ¢ > 0. Entdo existem sequéncias {x, },eny C B € {t; }neny C Ry,
com 1, =3 oo tais que T (1, )x, — x. Como x & M e M é fechado, podemos assumir que 7 (t,)x, & M,
para todo n € N. Portanto, pelo Lema 3.25, existe uma sequéncia {1, },en C R tal que 7, 0e

T (¢4 1) T (tn)n = T (11 +10) =5 T (0)x.

Dai, T (t)x € @(B). Observe que T (t)x & M, pois qualquer trajetéria impulsiva iniciada em um ponto
de X \ M nunca atinge M em tempo finito (observe que /(M) "M = 0). Isto mostra a T-invariancia
positiva de w(B) \ M. O

Invariancia negativa

Como mencionado anteriormente, a invariancia negativa dos conjuntos @-limites impulsivos €
mais dificil de provar. Para fazer isso, precisamos estudar o comportamento do semifluxo impulsivo T

proximo ao conjunto impulsivo M. Em [9], os autores consideram o atrator global longe do conjunto
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impulsivo M e evitam este estudo, mas agora, com uma anélise mais profunda, podemos desenvolver a

teoria que permita que o atrator esteja préximo de M.

Vamos agora dar uma proposi¢ao, que é uma compilacio dos resultados [8, Lemma 3.8, Corollary
3.9 e Lemma 3.10], e resume alguns resultados de convergéncia importantes que serdo usados para

demonstrar a invariancia negativa.

Proposicdo 3.27:  Seja (X,T,M,I) um SDI.

a) Suponha que cada ponto em M satisfaz a CTF. Sejam z € X \ M e uma sequéncia {z, }pen C X \ M
n—soo n—so0 . o n—soo
tal que 7, — z. Se oy, — 0 e oy, > 0, para todo n € N, entdo T (0,)(z,) — z.

b) Suponha que MNI(M) = 0 e cada ponto em M satisfaz a CTFE. Sejam z € X \ M e {z,}nen uma
N . n—oo ~ . A .
sequéncia em X tal que z, — z. Entdo, dado t > 0, existe uma sequéncia { €, },en C [0,00) tal que
&30 eT(t+€)zn — T(t)z.

¢) Seja x € M satisfazendo a CTF com A-tubo F(L,[0,2A]). Suponha que existe uma sequéncia
{zntnen tal que z, € F(L,(A,2M)) para todo n € N e z, == x. Entdo, existem uma subsequéncia
{zn, ken de {zn}nen € uma sequéncia {€}reny C RT tal que & 20, xp =T (&)zn, € M e
k—oo
¢ (zn,) = &, para todo k € N, e x, — x.

Demonstragdo. a) Sejaz € X \M, {z,}nen uma sequéncia em X \ M tal que z, —= z e {0 }pen C Ry,

a, "5 0. Como ¢ é continua em X \ M entdo ¢(z,) A ¢(z) e, assim, podemos assumir que

9(z) 30()
2

) < P(z) <

, paratodon € N, 3.5)

e como ¢, =5 0, por (3.5) podemos assumir que 0 < oy, < ¢(z,), para todo n € N. Portanto, pela

continuidade conjunta do semigrupo 7', temos

T (0t)zn = T (0)zn =3 T(0)z=z.

b) Pelo Lema 3.25 sabemos que existe uma sequéncia {1, },en C R tal que 1, 0e f(t +1Mn)zn g
T(1)z & M, pois z &€ M, MNI(M) = 0 (veja Observacio 3.12). Como M é fechado, podemos assumir
que T (t 4+ 1) zn & M. Logo, como T (t +1,)zn, T(t)z ¢ M paratodon € Ne T (1 +1,)zn — T (t)z

entdo, para a sequéncia {|n,|}.en que converge para 0, pelo item a)
T(|nn|)(f(t + Mn)zn) = T(l‘)z,

isto &, T (t + N+ | M)z = T'(1)z e o resultado segue tomando &, = 1, + ||, para todo n € N.

¢) Sejax € M que satisfaz CTF com A-tubo F (L, [0,2A]) e suponha que existe {z, },en C F (L, (A,21])
tal que z, "% x. Comoz, € F (L,(A,2A]) existe A, com A < A, <2A tal que T'(A,)z, € L, para todo
n € N. Como {A, },cn é uma sequéncia limitada, podemos escolher uma subsequéncia convergente
{An, tken tal que Ay, Y e [A,2A]. Pela continuidade de T, temos T (A, )z, i (A)xeL,ja

que L é fechado. Assim, x € F(L,A)NF(L, 1), o que implica que A = A4 (pela propriedade c) da
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Definigdo 3.8). Sejam & = A,, —A > 0e x; = T(&)z, € L e, assim, x; € T(A)"YL)=ScM,
para todo k € N. Além disso, & 20 (ja que Ay, gy A) e xi oy, pois T é continua e
xr = T (&)zn,, para todo k € N.

Agora vamos mostrar que & = ¢ (zy, ), isto &, que & € o menor valor positivo tal que 7' (&)z,, € M,
para todo k € N. Suponha o contrdrio, que existe #p € (0,&) tal que T (t9)zn, = W, € M e,
assim, T'(A,, —10)®W,, € L e @, € F(L,[0,2A]) "M = S, pois A, — 1ty < 2A, para todo k € N.
Portanto, @, € F(L,A)NF(L,A,, —1y) e assim o = A, — A = & paratodo k € N, o que é uma
contradicao. [

Estabelecemos o dltimo resultado necessdrio para garantir a invariancia negativa.

Lema 3.28: [8, Lemma 3.11] Sejam (X, T,M,I) um SDI com I[[M)NM =0 e B C X. Suponha que
cada ponto de M satisfaz a CETF. Se’y € ®(M)NM entdo I(y) € @(B) \ M.

n—oo

Demonstracdo. Sejam B C X e y € @(B) NM. Entdo, existem {x, },eny C B € {ty tneny C Ry, 1, —
oo, tais que y, = f(tn)xn iy y. Como y, iy y € M entdo podemos assumir que y, = f(tn)xn €
F(L,[0,21]) e t, > A para algum A-tubo F(L,[0,2A]) através de y e todo n € N. Pela Proposigdo 3.13,

T(t)XNF(L,[0,2A]) =0 parat > A e, portanto, y, € F(L,(A,2A]) para todo n € N.

Pelo item c) da Proposigdo 3.27, existe uma sequéncia {& }reny C R tal que T'(&)y,, € M e

T (&)yn, s ¥, para alguma subsequéncia {y,, }xen. Pela continuidade de 7,

Tty + )30, = T(80) T (b )3, = T (8)yn, = (T (&6)ym,) =3 1()
Portanto, I(y) € @(B) e como MNI(M) =0, 1(y) € ©(B) \ M. O

Agora, com todos esses resultados, podemos provar a invaridncia negativa para o w—limite

impulsivo.

Proposicao 3.29 (Invaridncia Negativa): [8, Proposition 3.12] Sejam (X, T,M,I) um SDI tal que
I(M)NM =0, B C X e suponha que cada ponto de M satisfaz a CETF. Se @ (B) é compacto e T-atrai

B, entdo o(B) \ M é negativamente T -invariante.

Demonstrag¢do. Sejam x € @(B)\ M et > 0. Entio, existem sequéncias {x, } ,eny C B e {ty}nen C Ry,

fh "3 oo tais que T(tn)xn xet,>1 para todo n € N. Agora, como ®(B) é compacto e T-atrai B,

podemos assumir que {T(tn —1)Xn }neN tem uma subsequéncia convergente, que denotamos da mesma
. . i~ n—oo

maneira. Assim, T'(t, —1)x, — y € ®(B).

Caso1l: Seye M.

Neste caso, pela Proposicdo 3.13, podemos assumir que y, = T'(t, —1)x, € F(L, (A,21]) para
todo n € N, onde F(L,[0,24]) é um A-tubo através de y. Portanto, pelo item c) da Proposi¢ao
3.27, renomeando a sequéncia se necessério, existe uma sequéncia {&,},eny C RT tal que g, %0,
i =T(&)y €M e z, Ay y, para todo n € N. Pela continuidade de I e pelo Lema 3.28, temos
= f(sn))’n = 1(zn) YH—O;I()’) =z€ 0O(B)\M.
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Agora, pelo item b) da Proposicdo 3.27, existe uma sequéncia {a, } ey C Ry, o, %0, tal que
T(t+ o)z =3 T(t)z. Mas,

T(t+0)z" =T(t+04)T (&) yn = T (t+ 0w+ €1)yn

=T (ty + Oty + €)%n = T (&4 + 06T () — x

e pelo item a) da Proposi¢do 3.27, x = T(t)z € T(¢)(®(B) \ M).
Caso2: Sey¢ M.

Novamente, pelo item b) da Proposi¢do 3.27, existe uma sequéncia {&, },en C Ry, &, 20, tal
que T (7 + 04,)y, = T()y. Mas,

Tt + &)y = T(t + &)t — 1)%n = Tt + €0)3n = T (€)T (1),

e como T (t,)x, —= x, pelo item a) da Proposicio 3.27, T(t + €,)y, — x. Portanto, x = T(t)y €
T(t)(@(B) \ M). 0

3.3.2 Atracao dos w-limites impulsivos

Da Proposi¢ao 3.23, sabemos que se o SDI (X, 7T,M,I) é limitado dissipativo entdo, para cada
B C X ndo-vazio e limitado, o conjunto @(B) T-atrai B mas, pela defini¢do de atrator global, queremos

que ®(B) \ M também T-atraia B. Para demonstrar este resultado precisamos do seguinte lema.

Lema 3.30: /8, Lemma 3.13] Seja (X,T,M,I) um SDI limitado dissipativo com um pré-atrator K
tal que (M) M = 0 e suponha que cada ponto em M satisfaz a CETF. Além disso, suponha que
existe & > 0 tal que ¢(z) > & para todo z € [[M). Se B é um subconjunto ndo-vazio de X, entdo

®(B)NM C @(B)\ M.

Demonstragdo. Sejax € d(B)NM. Entdo, existem sequéncias {x, neny C B e {fn hnen C Ry, fy — oo
tal que 7 (t,)x, —> x. Pela Proposicdo 3.13, podemos assumir que z, = T (t,)x, € F(L,(A,2]), onde
F(L,[0,2A]) é um A-tubo através de x (pois sabemos que z, —» x e como F(L,[0,24]) contém uma
vizinhanga de x, F(L,[0,24]) contém infinitos pontos de {z,},cn €, pela Proposi¢do 3.13, os quais
pertencem a F (L, (A,2A])).

Sejam {&, },en como no item c) da Proposi¢do 3.27 e {A, },en tal que g, = 4, — A, isto é,

—>00 A . R
A =S Ay > A para todo n € N, e escolhemos uma subsequéncia de {4, },cn, se necessério, que

enotaremos novamente por { A, jren, tal que { Ay jren C (A, eg=A;,—A < 3 paratodon € N.
d por {1, 1 que {A 2,2 An—2 < § paratodon € N

Como x € M, existe & > 0 tal que F(x,(0,&)) "M = 0. Seja my € N tal que mlo < min{ex, %}
Para cada m > myg consideremos a sequéncia

~ 1
W?:T(tn—n—i>xn,n€N.

Como o SDI € limitado dissipativo, entdo @(B) é compacto e atrai B e, portanto, {w"},cn tem
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A . n—oo ~
uma subsequéncia, que denotaremos novamente por {w’'},cn, tal que w' — y,, € @(B), para cada

m > my.

Afirmacao: ¢(w?') > % para cada n € N e m > my. De fato, suponha que ¢ (w!') < % para
algum 1 € N e m > myg. Sabemos que T'(¢ (W"))w € M e v = T (¢ (w™))w™ € I(M). Temos

T (80t 5o~ 00 )8 = T(E)T (.~ 00 ) = T(er)zr € 1

Observe que

1 1 & 1 & ¢
0 — —p(wm —< 22— <24 2=
<£n+m ¢<W")<8n+m<2+m0<2+2 &,

o que é uma contradi¢do ja que VII' € I(M).

Isto mostra que paran € N e m > my

() () or 7 (2) e

Pela continuidade de T,
1 1
lim T (—) wy =T (—)ym =xeM.
n—yoo m m

Como % < & entdo y, & M, 1ogo y,, € @(B) \ M para todo m € N. Como @(B) \ M ¢ relativamente
compacto, podemos assumir, tomando subsequéncia se necessério, que {y,; }men converge para algum
ponto y € @(B) \ M. Afirmamos que y = x. De fato, como T € continua e T (%) ym = x para todo

m € N entio
nm—yoo

1
x=T (—)ym — T(O)y=y
m
e, portanto, x € @(B) \ M o que conclui a demonstragao. ]

Proposicao 3.31: [8, Proposition 3.14] Seja (X, T,M,I) um SDI com as hipéteses do Lema 3.30. Se
@(B) T-atrai B entdo &(B) \ M T-atrai B.

Demonstragdo. Vamos provar que @(B) = @(B) \ M.

e ®(B) C ®(B)\ M. De fato, seja x € @(B), se x € M entdo x € ®(B) N M e, pelo Lema 3.30,
x€ 0(B)\M. Se x ¢ M, entdo x € ®(B) \M C o(B) \ M.

* o(B)\M C o(B). De fato, note que ®(B) \M C ®(B) = &(B), ja que ®(B) é compacto.
Agora observe que se o fecho de um conjunto A atrai B, entdo o conjunto A também atrai B pois

dy (B,A) =sup{d (x,A)} = sgg{d(x,A)} =dy(B,A).

XEB

Portanto, @(B) \ M atrai B. O
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3.4 Existéncia de atratores globais para sistemas dinimicos im-

pulsivos

O objetivo principal desta dissertacao é formular um teorema que garanta a existéncia de atratores
globais para sistemas dindmicos impulsivos. Em [9], os autores consideram atratores globais como
na Defini¢do 3.14 ao invés da Defini¢do 3.17, isto €, considerando-os como conjuntos compactos
ao invés de pré-compactos e, com esta definicdo, mostraram que a existéncia de um atrator global
compacto equivale a existéncia de um subconjunto compacto K de X talque KNM =0e K T-atrai
todos os subconjuntos limitados de X. Como vimos no Exemplo 3.16, isso exclui classes importantes
de sistemas dinamicos impulsivos, a saber, aqueles que contém uma 6rbita periddica com pontos de M
em seu conjunto de @-limites e, também, o comportamento assintdtico, no caso do atrator compacto,
nao € diferente do comportamento do semifluxo original 7. Além disso, como todo SDI que possui
atrator global € necessariamente limitado dissipativo (com o atrator global sendo o pré-atrator), faremos
desta propriedade uma suposicao inicial para a existéncia de um atrator global. Agora procuraremos

uma condi¢do suficiente para garantir a existéncia de um atrator global.

Definicao 3.32: Um SDI (X, T, M, 1) é sistema dindmico fortemente limitado dissipativo se existir
um conjunto pré-compacto ndo-vazio K em X talque KNM =0e T-absorve todos os subconjuntos
limitados de X.

Observe que, se (X,T,M,I) é fortemente limitado dissipativo, entdo é limitado dissipativo.

Finalmente, enunciamos o teorema principal deste trabalho que garante a existéncia de um atrator

global para um SDI.

Teorema 3.33: [8, Theorem 4.7] Seja (X,T,M,I) um SDI fortemente limitado dissipativo tal que
I(M)NM =0, cada ponto em M satisfaz a CETF e existe & > 0 tal que ¢(z) > & para todo z € [(M).
Entdo (X,T,M,I) tem atrator global <. Além disso, se K for um conjunto ndo-vazio, pré-compacto,
T-absorvente tal que K \M = 0, entido </ é dado por o7 = ®(K) \ M.

Demonstragdo. Como o SDI € fortemente limitado dissipativo, seja K um conjunto nio-vazio, pré-
compacto, T-absorvente tal que KNM = 0. Pelas Proposicdes 3.26 € 3.29, o(K) é T-invariante.
Como K é ndo-vazio, segue da Proposi¢do 3.23 que (K ) é um subconjunto ndo-vazio, compacto e
®(K) CK. Se ®(K)NM = 0, entdo @(K) \ M é ndo-vazio, e se ®(K) M # 0 entdo, pelo Lema 3.28,
®(K) \ M é ndo-vazio.

Além disso, como @ (K) é compacto entdo

o(K)\M C o(K) = o(K),

e, assim, @(K) \ M é compacto. Logo, ®@(K) \ M é um conjunto pré-compacto de X e, pelo Lema 3.30,

o(K) = o(K) \ M o que implica que

B(K)\M = a(K)\ M\ M.
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Resta mostrar que o (K) \ M T-atrai todos os subconjuntos limitados de X. Primeiro mostremos que
para qualquer subconjunto limitado B de X, @(B) C @(K). De fato, se x € @(B), entdo existem
sequéncias {x, }peny C B e {ty }nen C R tais que £, = oo e T'(t,)x, — x. Como o SDI é fortemente
limitado dissipativo, existe tg > 0 tal que T(IB))C” € K paratodo n € N e como

~ ~ n—oo

Tty —t8)T (18)xn = T (tp)Xpn — x,

temos x € O(K).

Como ®(K) \ M contém @(B) \ M, para todo conjunto limitado B C X e, pela Proposi¢do 3.31,
@(B) \ M T-atrai B, segue que @(K)\ M T-atrai todos os subconjuntos limitados de X. O

3.5 Exemplos

Nesta secdo apresentamos dois exemplos tomados de [8] para ilustrar a teoria desenvolvida.

Exemplo 3.34: Considerar o sistema dinimico impulsivo em X = R? dado por

(3.6)

=
—~~
=
~—
~
—~~
=
~—
~—
I
~—
o=
s
<
=)
~—

onde M = {(x,y) e R?: x> +y> =1}, I(M) = {(x,y) € R?: x >0ex*>+y> =9} e afungio I: M —
I(M) é dada da seguinte forma: dado (x,y) € M, consideramos o segmento de reta L'(xy) que liga os
pontos (x,y) e (3,y). O ponto I(x,y) € o ponto na interse¢do I'(, ) NI(M), isto &, I(x,y) = (Vx2+38,y),
ver Figura 3.5.

Figura 3.5: Fun¢do de impulso.
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Seja {T(t): t > 0} um semigrupo em R? gerado por (3.6) sem impulso, isto &,
T(t)(x0,y0) = (x0e ™", y0e ")

e note que T(r)(x,y) —= 0, para todo (x,y) € RZ e o conjunto {(0,0)} é o atrator global deste
semigrupo. Veja figura a seguir.

(x0.50)

o\ |
NP

Figura 3.6: Atrator global do semigrupo continuo.

Agora, considere o SDI (X,T,M,I). E claro que I(M) N\M = 0. Primeiramente, provemos que
cada ponto em M satisfaz a CETF e que existe & > 0 tal que ¢ (x,y) > & para todo (x,y) € I(M).

* Todo ponto (x,y) € M satisfaz a CETF. De fato, seja (x,y) € M um ponto fixado e note que para
todo r > 0, T(¢) € uma fungdo bijetiva. Defina

arctan(y/x), sex#0,

T

o_d 2 sex=0ey>0,
3n
R sex=0ey<O0,

Sejam 0 < € < Z e g: [0 —¢,0 + €] — R? dada por g(t) = (cost,sent) e tome A = 3, § =
Im(g) imagem de g, e L = T(1)S. Veja que S e L sdo conjuntos fechados e T(A)~!(L) =
T(A)T(A)~1S =S8, pois T é bijetiva. Além disso, S = F(L,[0,24])N"M e I(M)NF(L,[0,A]) =0.

* Existe £ > 0 tal que ¢(x,y) > & para todo (x,y) € I(M). Sejam (x,y) € I(M) qualquer, isto &,
x>0ex>+y>=9et=¢(x,y). Entdo, T(t)(x,y) € M, isto &, (xe™")? + (ye™")?> = 1, ou seja,

ey )=e P9 =1oe?=32cIn(e?)=In(3%) < —2r=—2In3.

Portanto, # = In3. Todos os pontos (x,y) € (M) atingem M pela primeira vez no instante = In 3,
entdo basta tomar & =1n3 > 0.
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Agora, seja K = {(x,y) € R?: x> +y? <9} \ M, e note que K é um subconjunto pré-compacto
de R2, KNM = 0 e T-absorve todos 0s subconjuntos limitados de X. Portanto, o SDI (X,T,M,I) é
fortemente limitado dissipativo e, pelo Teorema 3.33, possui atrator global dado por &7 = @(K) \ M.
Podemos ver que @(K) = {(0,0)} U{(x,0): x € [1,3]} e assim, &/ = {(0,0)} U{(x,0): x €

(1,3]}, conforme figura abaixo.

(x0,0)

1(M) K={(x,y)€ER?: x2+y2<9\M

conjunto pré-compacto T-absorvente

[ B}
N

Figura 3.7: Trajetéria impulsiva e atrator global para o SDI.

Exemplo 3.35: Considere o sistema dindmico gerado por
{x=f<x>, a7

onde f € C'(R",R") e xyp € R". Supomos que todas as solugdes de (3.7) sdo definidas em todo R e

ddo origem a um semigrupo 7 em R".

Sejam M C R” um conjunto impulsivo e I : M — R" uma fun¢io impulsiva tais que /(M) M = 0,
cada ponto de M satisfaz a CETF e existe & > 0 tal que ¢ (x) > & para todo x € M. Além disso, supomos

que as condi¢des (3.2) e (G) sdo satisfeitas.

Entao, consideramos o sistema impulsivo associado

x=f(x),
x(0) = xo, (3.8)
I: M — R

Agora, seja V € C!(R",R) uma funcio que satisfaca as seguintes condigdes:
i) VV(x)- f(x) < a; —apV(x), para todo x € R";
ii) V(I(x)) < u, para todo x € M,

i) V1 (oo, + %) € limitado;
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onde a1, ap >0e u > 0.

No que segue, forneceremos condi¢des para que o sistema (3.8) seja fortemente limitado dissipa-

tivo.
Lema 3.36: Seze I(M) entdao V(T(1)z) < i+ %, para todo t > 0.

Demonstragdo. Sejaz € I(M)e0 <t < ¢(z) (Se ¢(z) = e tomamos 0 <t < ¢(z)). Entdo,

%V(T(t)z) =VV(x(t))-x(t) = VV(T(t)z))- f(T(t)z) < oq — V(T (t)z).

Logo, fazendo y(t) = V(T (t)z)

¥(t) +oy(t) < o <= ™' (y+ ay(t)) < oe®™

d
= —(e™'y(t)) < ae™

dt
t
< e®'y(t) —y(0) < Ozl/ e®5ds
0
ot (0]
< y(t) < e y(0)+ —
(0]
Portanto,
a a a
V(T(t)2) < e @'V (z)+— <V(z)+ — < u+—, paratodo 0 <t < ¢(z),
(07 (0 (04)

o que implica que

V(T(t)z) <u+ %, para todo 0 <7 < §(z).
2

Se ¢(z) = oo, a demonstrago acabou. Caso contrério, como z; = T (¢ (z))z € I(M), podemos repetir
0 processo acima a partir de zf indutivamente e como a condi¢do (G) é cumprida o ¢ pode variar em

todo R, obtendo assim o resultado desejado. [

Teorema 3.37: O sistema (3.8) é fortemente limitado dissipativo.

Demonstracdo. Seja K =V ! ((—oo, u+ g—;] ) \ M. Por iii) K é limitado em R” logo é pré-compacto
e KNM = (. Resta mostrar que K T-absorve subconjuntos limitados de R" e, para isso, € suficiente

provar que para cada ponto x € R” existe 0y > 0 e p = p(x,d,) > 0 tal que

T(t)y €K, paratodoy € Bs (x) et > p.

Faremos isto por casos.
Caso1: Sex € M e ¢(x) = oo.

Seja B uma bola centrada em x. Como V € continua e B é compacto entdo existe 8 = max, g V(y).
Seja k > max {(), —a, 'In (ﬁ)} dado, pela continuidade de ¢ em x, existe § = §(x,k) > 0 tal
que ¢(y) > k para todo y € Bs(x) C B. Seja Bs(x) = By UB; onde B; = {y € Bs(x): ¢(y) = oo} €
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By ={y€Bs(x): k< 9(y) <oo}.

Em B;. Seja y € By qualquer, usando os argumentos da prova do Lema 3.36, temos

o (04
V(T(t)y) <e ®V(y)+— < Be ®' + =L
(05 (05

SejaP:max{O,—oc{lln <L)} Se P =0, logoIn <|ﬁ\%> >0 = >1=u>|B|+1> 8],

IBl+1 = Bl+1 =
entao
_ (04] —_wP . %1 (04] o
VTt < (th —< 0 e _< i
(T(e)y) < Be= ' + 2L < |BleF + TL = B+ L <p+ 2]
paratodot > Pey € Bj.
| u ~
Se P=—a, ln<m>,entao
o a1 nap, @ MIBl e o
V(T(t)y) <Be ™4+ — <|Ble”®' + — < [Ble ® +— = + <t —
(T()y) <P . B . B % Bl et

paratodot > P ey € B;. Portanto,

o
V(T (t)y) < /.L—i—a—l, paratodor > Pey € By,
2

como y € By, isto é, ¢(y) = oo, T(t)y = T(¢)y para todo > 0. Portanto,

o
V(T (t)y) < u+j, paratodor > Pey € By.
2

Em B;, vemos que

V(T(t)y) < /.L—l—%, paratodo k <t < ¢(y) ey € By,
2

e 0 Lema 3.36 mostra que V (T'(t)y) < 1 + %, paratodot > ¢(y) ey € Bs(x).

Caso 2: Sex €M e ¢(x) < oo.

Pela continuidade de ¢ em x, existe 8, > 0 tal que |¢ (y) — ¢ (x)| < 1 se y € Bg (x), entdo ¢ (y) < 1 +¢(x)
para todo y € Bg (x). Tomamos p = sup{¢(y): y € Bs (x)} < 1+ ¢(x) < oo, entdo paratodot > pe
y € B (x) existem s > 0 e z € I(M) tal que T(t)y = T(s)z e pelo Lema 3.36

a
V(T(t)y) <u+ a—l para todo t > p.
2

Caso 3: Sexc Me ¢(x) = oo.

O ponto x satisfaz CETF com A-tubo F(L,[0,21]) e uma se¢do S através de x. Como o tubo

contém uma vizinhancga de x, existe € > 0 tal que

Be(x) C F(L,[0,2A]).
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Sejam
Hy =F(L,(A,2A])NBe(x) e Hy = F(L,[0,A]) N Bg(x).

Afirmacdo: ¢(y) < A paratodo y € H;. De fato, seja y € H; qualquer, entdo y € F(L,(A,2A]),
isto é, T'(u)y € L para algum u € (A,24] e assim T(u — L)y € F(L,A) =S C M. Portanto, temos
¢(y) <u—A <A pois u <24.

Como para todo y € By, ¢(y) < A, entdio dado t > A existem s > 0y z € [(M) tal que T (r)y =
T (s)z e pelo Lema 3.36 obtemos

a
V(T (t)y) <u+ (x_]’ para todo y € Hy e paratodot > A.
2

Por outro lado, como ¢ (x) = o, para todo k > 0 existe 0 < § = §(x,k,€) < e tal que ¢ (y) > k
para todo y € Bg(x) N H;. De fato, suponha, ao contrario da afirmagéo, que existem kg > 0 e uma
sequéncia x, € Hj tal que x, Txe 0 (x,) < ko. Como x, € H, entdo existe A, € [0,A] tal que
T(Ay)x, € L.

Podemos escolher uma subsequéncia se necessario tais que A, e O (xp) %0, pois como
{2 }nen C [0,A] existe uma subsequéncia que denotamos da mesma forma tal que A, > A € [0, ],
como {T(A,)xn}nen C L que é um conjunto fechado, T (4,)x, — T(A)x € L, entdo x € F(L,A) e
comox € S=F(L,A),logo A = A. Analogamente como { ¢ (x,) }nen C (0, ko] existe uma subsequéncia
tal que ¢ (x,) == a € [0, ko), suponha que a # 0, isto é, a > 0 e como {T (¢ (x,))x, }neny C M que é
um conjunto fechado logo T (¢ (x,))x, — T (a)x € M entdo ¢(x) < a que é uma contradicio pois

¢ (x) =0, logo a = 0.

Portanto, temos para n grande

0(xn) < A e T(¢(x))x € F(L,[0,21]) "M =S = F(L, ).

Como T (Ay)x, € L= F(L,0) logo x, € F(L,A,) e T(¢(x,))x, € F(L,A) entdo x, € F(L,A +
0 (x,)) assim, A, = A + ¢(x,), o que contradiz o fato que A, € [0,1].

Portanto, na mesma forma que na prova do Caso 1, podemos escolher 6 > 0 ¢ P > 0 tal que

VT@))y <p+ o

1%9)
para todo y € Bg(x) NH; e para todo t > P.
Assim, obtemos
V(T@)y<p+—
0]

para todo y € Bg(x) e para todo t > p = max{A,P}.
Caso4: SexeMe ¢(x) < co.

A prova segue a ideia da prova do Caso 3. A tnica diferenca é que usamos a semicontinuidade
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superior de ¢ em x € M ¢ a prova do Caso 2 para mostrar que existem 6 > 0e P = P(x,0) > 0 tal que

V(T (t)y) < u+§—;

para todo y € Bg(x) N H, e para todo ¢t > P. Quando trabalhamos em Hj, a prova é a mesma que a

apresentada no Caso 3.

Isso conclui todos os casos possiveis e prova que o sistema (3.8) € fortemente limitado dissipativo

e pelo Teorema 3.33 tem atrator global. O
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