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Resumo

Neste trabalho desenvolveremos a teoria dos atratores globais para sistemas dinâmicos impulsivos

e contínuos, determinando condições para garantir a existência dos referidos atratores e dando al-

gumas das suas propriedades. Além disso, estudaremos os conjuntos ω -limites e veremos que são

fundamentais na construção dos atratores globais.
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Abstract

In this work we will develop the theory of global attractors for impulsive and continuous dynamic

systems, determining conditions to guarantee the existence of said attractors and giving some of

their properties. In addition, we will study the ω-limit sets and see that they are fundamental in the

construction of global attractors.
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Introdução

No mundo real existem muitos fenômenos de diferentes naturezas (físicas, biológicas, econômi-

cas, etc.), onde se busca uma lei que governe o comportamento da evolução contínua dos estados do

fenômeno e cuja variável independente é geralmente representada pelo tempo. Como exemplo, citamos

a posição de uma partícula que se move continuamente no espaço euclidiano R
3 quando o tempo varia e

cuja posição no instante t é dada pela lei (função) x(t). Esses fenômenos dependentes do tempo podem

ser modelados por equações diferenciais. A teoria de sistemas dinâmicos estuda o comportamento

assintótico qualitativo destes fenômenos, isto é, o comportamento dos estados quando o tempo vai para

o infinito, sem a necessidade de resolver a equação diferencial (encontrar explicitamente a lei). Como

queremos descrever o comportamento assintótico das soluções, questionamo-nos sobre a existência de

um conjunto A que as atrai, ou seja, procuramos um conjunto A para o qual as soluções se aproximam

quando o tempo passa. Se tal conjunto existe, como as soluções vão se aproximando, sabemos de

alguma forma, como será o comportamento quando o tempo vai para o infinito.

No entanto, também existem problemas do mundo real onde as mudanças contínuas de estados

podem experimentar forças externas abruptas (impulsos) as quais mudam seu comportamento comple-

tamente. Um exemplo deste tipo de problema no campo da medicina é consumo de um medicamento,

em que o consumidor deve tomar um certo número de doses, o que produz mudanças abruptas na

quantidade de medicamento em seu corpo, para controlar a doença ou erradicá-la. O leitor interessado

em exemplos relacionados ao campo da ciência e tecnologia pode consultar [1, 13, 19, 20]. A teoria dos

sistemas dinâmicos impulsivos aborda este tipo de problema, onde a evolução contínua dos processos

é interrompido por mudanças abruptas de estado. Como no caso contínuo, esses sistemas também

são modelados por equações diferenciais, mais especificamente, equações diferenciais impulsivas;

detalhes sobre a teoria das equações diferenciais impulsivas tais como: existência e unicidade das

soluções, a dependência das soluções em relação aos valores iniciais, variação de parâmetros, oscilação

e estabilidade podem ser encontrados em [3, 5, 26]. Conforme indicado em [3, 26], existem diferentes

tipos de impulsos, entre eles, sistemas com impulsos em tempos fixos e sistemas com impulsos em

tempos variáveis, é claro que este último, o caso de sistemas dinâmicos impulsivos com impulsos que

variam no tempo é mais difícil de controlar, já que não sabemos previamente o tempo dos impulsos. No

entanto, ele nos fornece uma ferramenta eficaz para descrever mais tipos de movimentos descontínuos.

Além disso, são mais interessantes por estarem mais ajustados aos problemas do mundo real. Nesta

dissertação trataremos dos impulsos que ocorrem devido a condições no espaço de fase e não no tempo,

ou seja, existe um conjunto (conjunto impulsivo) no espaço de fase e uma função (função impulso)

que são as responsáveis pelas descontinuidades (mudanças abruptas) das soluções do sistema. Esta é

uma abordagem diferente daquela em que ocorrem descontinuidades no tempo.
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A teoria de sistemas dinâmicos impulsivos apareceu pela primeira vez nos anos 70 nas obras

de Rozko (ver [29, 30]), onde ele introduziu várias noções de sistemas impulsivos com impulsos em

tempos fixos. Em 1990, Kaul construiu os fundamentos matemáticos da teoria com impulsos em

tempos variáveis (veja [23, 24]), e foi seguida por vários autores a fim de desenvolver a teoria que é

conhecida até o momento. Kaul e Ciesielski publicaram resultados muitos importantes nessa área (ver

[2, 16, 17, 24, 25]). Por exemplo, nos artigos de Ciesielski ([14–16]), é analisada a continuidade da

função tempo de impacto φ que descreve “o tempo de alcance dos pontos de impulso". Na atualidade

uma vasta literatura sobre os sistemas dinâmicos impulsivos foi desenvolvida, entre os pesquisadores

que contribuíram nessa área estão Bonotto e seus colaboradores, veja [7, 9–12] para obter detalhes da

teoria e [2, 4, 13, 18, 19, 21] para aplicações e resultados importantes.

Nesta dissertação nosso objetivo é estabelecer condições para garantir a existência de um atrator

global para um sistema dinâmico impulsivo, para isso, o trabalho foi estruturado da seguinte forma: no

Capítulo 1 apresentamos as definições e resultados básicos de Análise e Topologia que serão utilizados

nas demonstrações ao longo do trabalho e damos uma breve noção do que são sistemas dinâmicos.

No Capítulo 2 tratamos da teoria dos semigrupos. Apresentamos as definições de semigrupos e

conjuntos ω-limites . Também mostramos os conceitos de semidistância de Hausdorff, atração e invari-

ância necessários para introduzir o conceito de atrator global. Apresentamos algumas propriedades do

atrator global, se ele existir. Procuramos condições para a existência do atrator global em dois casos:

ponto dissipativo e limitado dissipativo.

O Capítulo 3 é o principal e trata sobre os sistemas dinâmicos impulsivos e está dividido nas

seguintes seções:

A Seção 3.1 trata das “condições de tubo” para sistemas dinâmicos impulsivos, que garantem o

bom comportamento do fluxo contínuo T (t) próximo ao conjunto impulsivo M, esta seção é de natureza

técnica e o resultado principal é a Proposição 3.13 que nos ajudará a estabelecer a invariância dos

conjuntos ω-limites impulsivos. Este resultado afirma que o fluxo impulsivo �T (t) não pode alcançar o

“lado direito” do conjunto impulsivo M para grandes valores de t.

Na Seção 3.2 damos uma primeira definição de atrator global compacto (Definição 3.14) para

sistemas dinâmicos impulsivos. Analisamos que, com essa abordagem de atrator compacto, os

comportamentos assintóticos de T e �T não são qualitativamente diferentes. O Exemplo 3.16 auxilia na

apresentação de uma nova definição de atrator global (Definição 3.17), onde o atrator passa a ser um

conjunto pré-compacto, com a qual são incluídos os casos em que T e �T têm dinâmicas assintóticas

diferentes. Finalmente, damos algumas propriedades do atrator, tais como: unicidade, caracterização

por órbitas de soluções globais limitadas e ser o subconjunto mínimo que atrai subconjuntos limitados

(Proposição 3.19).

Na Seção 3.3, discutimos os conjuntos ω-limites impulsivos, damos uma caracterização do

atrator global em relação a eles (Proposição 3.24), definimos sistemas dinâmicos limitados dissipativos

e estudamos as propriedades dos ω-limites para tais sistemas impulsivos. Provamos as invariâncias

positiva (Proposição 3.26), negativa (Proposição 3.29) e a atração (Proposição 3.31) dos conjuntos

ω-limites impulsivos .

Na Seção 3.4, definimos sistemas dinâmicos fortemente limitados dissipativos e apresentamos o
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principal resultado deste trabalho, o teorema que garante a existência do atrator global para os sistemas

dinâmicos impulsivos fortemente limitados dissipativos (Teorema 3.33).

Na Seção 3.5 apresentamos dois exemplos: o primeiro consiste de um sistema impulsivo planar

simples, e o segundo de uma EDO impulsiva e, em cada um deles, mostramos que os sistemas

dinâmicos impulsivos gerados são fortemente limitados dissipativos e, portanto, têm atrator global.

Juan Estuardo Navarro Caballero

Uberlândia-MG, 17 de fevereiro de 2021.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Definições e resultados básicos

Nesta seção apresentamos definições e resultados que usaremos mais adiante. Os resultados

são somente enunciados, sendo omitidas as suas demonstrações, podendo estas ser encontradas em

[6, 22, 27, 28, 31]. Ao longo desta seção, X representará um espaço métrico e Y um espaço topológico

salvo menção contrária.

Definição 1.1: Uma função f : X �R é semicontínua inferiormente no ponto a ⇥ X se dado ε > 0,

existe δ > 0, tal que se x ⇥ X , d(x,a) < δ então f (x) > f (a)⇤ ε . Similarmente, dizemos que f é

semicontínua superiormente em a ⇥ X se dado ε > 0, existe δ > 0, tal que se x ⇥ X , d(x,a) < δ

então f (x)< f (a)+ ε .

Quando f : X � R é semicontínua inferiormente (superiormente) em cada ponto de X dizemos

que f é semicontínua inferiormente (superiormente) em X .

Teorema 1.2: Uma função f : X � R é semicontínua inferiormente (superiormente) em x ⇥ X se,

e somente se, para toda sequência {xn}n⇥N em X, com xn
n�∞⇤� x e f (xn)

n�∞⇤� c, tem-se c ⌅ f (x)

(c ⇧ f (x)).

Uma consequência imediata é que uma função é contínua em X se, e somente se, é semicontínua

superior e inferiormente em X .

Teorema 1.3: Sejam A um subconjunto compacto de X e f : A � R uma função semicontínua

inferiormente. Então f é limitada inferiormente e atinge seu valor mínimo em um ponto de A.

Proposição 1.4: Seja A um subconjunto de X. Então:

a) A é limitado se, e somente se, A é limitado.

b) d(x,A) = d(x,A).

c) x ⇥ A se, e somente se, existe uma sequência {xn}n⇥N em A tal que xn
n�∞⇤� x.
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Definição 1.5: Um subconjunto A de Y é relativamente compacto (ou pré-compacto) se A é um

conjunto compacto.

Definição 1.6: Um subconjunto A de X é totalmente limitado se dado ε > 0 existe um número

finito de bolas centradas em pontos de A de raio ε > 0 cuja união cobre A, isto é, existem n ⇥ N e

{xi}
n
i=1 ⌃ A tais que A ⌃ ⌥n

i=1B(xi,ε).

Teorema 1.7: No espaço X os seguintes enunciados são equivalentes:

a) X é compacto.

b) Toda sequência em X possui uma subsequência convergente.

c) X é totalmente limitado e completo.

Teorema 1.8: Seja A um subconjunto de Y .

a) Se Y é compacto e A é fechado, então A é compacto.

b) Se Y é Hausdorff e A é compacto, então A é fechado.

Teorema 1.9: Sejam X, Y espaços topológicos e f : X � Y uma função. Então f é contínua se, e

somente se, f (A)⌃ f (A) para todo A ⌃ X.

Definição 1.10: Uma coleção C de subconjuntos de Y possui a propriedade da interseção finita se

cada coleção finita

C1, . . . ,Cn

de C tem interseção não-vazia, isto é, �n
i=1Ci  = /0.

Teorema 1.11: Um espaço topológico Y é compacto se, e somente se, cada coleção C de conjuntos

fechados em Y que possui a propriedade da interseção finita, satisfaz �C⇥CC  = /0.

Teorema 1.12: Toda sequência de Cauchy em X que possui uma subsequência convergente é conver-

gente.

Teorema 1.13: Sejam X, Y espaços topológicos e f : X � Y uma função contínua. Então:

a) Se A ⌃ X é compacto então f (A) é compacto.

b) Se B ⌃ X é conexo então B e f (B) são conexos.

Teorema 1.14: Considere o problema de valor inicial

⇥
ẋ = f (t,x) t > s,

x(s) = xs ⇥ R
n.

(1.1)
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onde f : R×R
n �R

n é uma função continuamente diferenciável, s⇥R e xs ⇥R
n. Então, existem τ > s

e uma função continuamente diferenciável [s,τ) ⌦ t ↵� ξ (t) ⇥ R
n com ξ (s) = xs e ξ̇ (t) = f (t,ξ (t))

para todo t ⇥ (s,τ) satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Se existem σ > s e uma função continuamente diferenciável η : [s,σ)� R
n tais que η(s) = xs e

η̇(t) = f (t,η(t)) para todo t ⇥ (s,σ) então ξ (t) = η(t) para todo t ⇥ [0,min{σ ,τ}).

ii) Existem τ(s,xs)> s e uma solução [s,τs,xs) ⌦ t ↵� x(t,s,xs) ⇥R
n de (1.1) tais que ou τ(s,xs) = ∞

ou τ(s,xs)< ∞ e limsupt�τ(s,xs)�x(t,s,xs)�= ∞.

iii) Se E = {(t,s,x)⇥R×R×R
n : s⇧ t < τ(s,x)}, a função E ⌦ (t,s,xs) ↵� x(t,s,xs)⇥R

n é contínua.

1.2 Noção de sistema dinâmico e atrator

Para compreender conceitualmente o que é um sistema dinâmico imaginemos que temos um

fenômeno que evolui com tempo e é descrito pela lei x(t) que representa o valor da variável x no

instante t, e queremos prever o valor da variável x para instantes futuros de t. Denotemos por X

conjunto de todos os valores que pode tomar a variável x, chamado de espaço de fase.

Um sistema dinâmico em X é uma família de funções {S(t,s) : t ⌅ s}, definidas em X e tomando

valores em X de forma que, se o valor da variável no instante s é x, então o valor da variável num

instante posterior t é S(t,s)x. Conhecendo o sistema dinâmico podemos saber (no futuro) os valores da

variável que conhecemos no instante presente para cada possível valor da variável x em X . É claro que

esta família de funções deve obedecer certas condições de compatibilidade:

i) S(t, t)x = x para quaisquer t ⇥ R e x ⇥ X ;

ii) S(t,τ)�S(τ,s)x = S(t,s)x sempre que t ⌅ τ ⌅ s e x ⇥ X .

Algumas vezes também é solicitado que um sistema dinâmico tenha a seguinte propriedade de

continuidade:

iii) a aplicação {(t,s,x) ⇥ R
2
×X : t ⌅ s} ⌦ (t,s,x) ↵� S(t,s)x ⇥ X é contínua.

Isto motiva a seguinte definição:

Definição 1.15: Sejam X um espaço métrico e C(X) o espaço das funções contínuas de X em X . Um

sistema dinâmico em X é uma família {S(t,s) : t ⌅ s}⌃C(X) satisfazendo:

i) S(t, t) = I para todo t ⇥ R, onde I denota a identidade em X ;

ii) S(t,σ)�S(σ ,s) = S(t,s) para quaisquer t ⌅ σ ⌅ s;

iii) a aplicação {(t,s,x) ⇥ R
2
×X : t ⌅ s} ⌦ (t,s,x) ↵� S(t,s)x ⇥ X é contínua.
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Quando t e s são tomados em Z, diremos que {S(t,s) : t ⌅ s} é um sistema dinâmico discreto,

e se t e s são tomados em R diremos que {S(t,s) : t ⌅ s} é um sistema dinâmico contínuo. Alguns au-

tores consideram apenas as duas primeiras propriedades, chamando de sistema dinâmico fortemente

contínuo se também satisfizer a terceira.

Em geral, existem dois tipos de sistemas dinâmicos: os sistemas dinâmicos autônomos e os

sistemas dinâmicos não-autônomos.

Os sistemas dinâmicos autônomos, também chamados de semigrupos, são aqueles que satisfazem

S(t,s) = S(t ⇤ s,0), para todo t ⌅ s.

Neste caso, se definimos T (t) = S(t,0) ⇥C(X) para cada t ⌅ 0, temos:

i) T (0) = I, onde I é a identidade em X ;

ii) T (t)�T (s) = T (t + s) para todo t,s ⌅ 0.

Uma família {T (t) : t ⌅ 0} com as propriedades acima é chamada de semigrupo em X .

Observação 1.16:

i) A partir de um semigrupo {T (t) : t ⌅ 0} podemos definir um sistema dinâmico autônomo

{S(t,s) : t ⌅ s} fazendo S(t,s) = T (t ⇤ s), t ⌅ s.

ii) Num sistema dinâmico autônomo, a evolução do estado x ocupado no instante s para o estado

S(t + s,s)x ocupado no instante t + s é independente de s e depende apenas de t.

Os demais sistemas dinâmicos serão chamados sistemas dinâmicos não autônomos ou processos

de evolução.

Os sistema dinâmicos estão relacionados às equações diferenciais e, para ilustrar este fato,

considere o problema de valor inicial (1.1) e suponha que exista uma constante M > 0 tal que

f (t,x) · x < 0, para quaisquer t ⇥ R, x ⇥ R
n, com �x� ⌅ M. (1.2)

Assim, se x(t,s,xs) é a solução de (1.1) então

d

dt
�x�2 = 2 f (t,x) · x.

Segue de (1.2) e do Teorema 1.14, que τ(s,xs) = ∞, para quaisquer s ⇥ R e xs ⇥ R
n. Assim, podemos

definir uma família de funções S(t,s) : Rn � R
n para t ⌅ s, por

S(t,s)xs = x(t,s,xs) para todo xs ⇥ R
n.

Pelo Teorema 1.14, para concluir que {S(t,s) : t ⌅ s} é um processo de evolução em X = R
n, pre-

cisamos somente verificar a condição ii) da Definição 1.15. Esta condição segue da unicidade de
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solução para (1.1) dada no Teorema 1.14 observando que ξ (t) = x(t,σ ,x(σ ,s,xs)) e η(t) = x(t,s,xs)

são ambas soluções do problema de valor inicial

⇥
ẋ = f (t,x) t > s,

x(σ) = x(σ ,s,xs) ⇥ R
n.

Note que, se s = 0 e o problema de valor inicial (1.1) é autônomo, isto é, f (t,x) = g(x) (não depende

do tempo), então [0,∞) ⌦ t ↵� x(t + τ ,τ,x0) é solução de

⇥
ẋ = g(x) t > 0,

x(0) = x0 ⇥ R
n,

para todo τ ⌅ 0. Neste caso, a família {T (t) : t ⌅ 0} definida por T (t)x0 = x(t,0,x0) para cada t ⌅ 0

define um semigrupo (contínuo) em X = R
n.

Já vimos que os sistemas dinâmicos estão associados às equações diferenciais. Ainda, a criação

desta área se remonta aos trabalhos de Henri Poincaré sobre as equações diferenciais do tipo

ẋ = F(x). (1.3)

Antes de Poincaré, o objetivo era resolver uma equação do tipo (1.3), isto é, encontrar uma

expressão analítica da função x que satisfaz (1.3). Mas existem alguns problemas: a maioria das

equações diferenciais não podem ser resolvidas analiticamente e, embora pudesse ser resolvida em

alguns casos, a solução pode ser tão complicada que não podemos extrair informação dela por exemplo,

se é periódica ou se tende para o infinito. Baseado nisso, Poincaré defendeu uma nova abordagem:

em muitos casos, mais interessante do que resolver uma equação é descrever qualitativamente o

comportamento das suas soluções, ou seja, descrever o comportamento de x(t) quando t � ∞ sem

tentar calcular as soluções.

Um dos objetivos da teoria de sistemas dinâmicos é estudar o comportamento de x(t) quando

t � ∞ e então, é natural perguntar se existe um conjunto (o qual chamaremos de atrator) para o qual

x(t) se aproxima quando t � ∞, isto é, um conjunto que atrai a solução. No próximo capítulo, iremos

definir o conceito de atrator e procuraremos condições para garantir a existência de atrator para um

semigrupo.
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Capítulo 2

Atratores para Semigrupos

No estudo de semigrupos os atratores globais desempenham um papel central. Neste capítulo

apresentaremos os conceitos e os resultados básicos que nos levam à caracterização dos semigrupos

que possuem um atrator global.

Ao longo deste capítulo, X será um espaço métrico com métrica d : X×X � [0,∞) e denotaremos

por C(X) o conjunto das funções contínuas de X em X . Além disso, para incluir o caso discreto e o

contínuo, escreveremos T para denotar o conjunto dos números inteiros Z ou o conjunto dos números

reais R, T+ = {t ⇥ T : t ⌅ 0}, T⇤ = {t ⇥ T : t ⇧ 0}, T⇤
t = t +T

⇤ e T
+
t = t +T

+, para todo t ⇥ T.

Iniciamos introduzindo o principal conceito deste trabalho, a noção de semigrupo no espaço

métrico X .

Definição 2.1: Um semigrupo em X é uma família {T (t) : t ⇥ T
+}⌃C(X) que satisfaz:

i) T (0) = I, onde I é a identidade em X ;

ii) T (t + s) = T (t)�T (s) para todos t,s ⇥ T
+.

Além disso, um semigrupo {T (t) : t ⇥ T
+}⌃C(X) é dito fortemente contínuo se a aplicação T

+
×

X ⌦ (t,x) ↵� T (t)x ⇥ X é contínua.

Ao longo do texto, para não carregar a escrita, escreveremos apenas {T (t) : t ⇥ T
+} para nos

referenciar a um semigrupo em X , assumindo que além das propriedade i) e ii) na definição acima,

T (t) : X � X , t ⇥ T
+, é um operador contínuo para cada t ⇥ T

+, isto é, {T (t) : t ⇥ T
+}⌃C(X).

Observação 2.2: Se T = Z então todo semigrupo {T (t) : t ⇥ T
+} é um semigrupo fortemente

contínuo. Além disso, como T (n) = T (1)n, escrevendo T = T (1), o semigrupo {T (t) : t ⇥ T
+} pode

ser escrito na forma {T n : n ⇥ N}.

A seguir vejamos diversos conceitos importantes com relação a um semigrupo.

Definição 2.3: Sejam {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo e B ⌃ X um subconjunto de X .
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i) Dado t ⇥ T
+, definimos a imagem de B sob T (t) por

T (t)B = {T (t)x : x ⇥ B}.

ii) Dados t, t � ⇥ T
+ com t < t �, definimos

• a órbita positiva de B por

γ+(B) =
⇤

t⇥T+

T (t)B;

• a órbita parcial de B entre t e t � por

γ+[t,t �](B) =
⇤

s⇥[t,t �]�T+

T (s)B;

• a órbita de B começando em t por

γ+t (B) =
⇤

s⇥T+
t

T (s)B.

iii) Dizemos que uma função ξ : T⇤ � X é

• uma solução para trás de {T (t) : t ⇥ T
+} se

ξ (t + s) = T (t)ξ (s),

para quaisquer t ⇥ T
+ e s ⇥ T

⇤, com t + s ⇥ T
⇤. Ainda, se ξ (0) = x então diremos que ξ é

uma solução para trás de {T (t) : t ⇥ T
+} por x;

• uma solução global de {T (t) : t ⇥ T
+} se

ξ (t + s) = T (t)ξ (s),

para quaisquer t ⇥ T
+ e s ⇥ T. Ainda, se ξ (0) = x então diremos que ξ é uma solução

global de {T (t) : t ⇥ T
+} por x;

• uma solução estacionária de {T (t) : t ⇥T
+} se ξ : T�X for uma solução global constante.

O seu valor será chamado de ponto estacionário, ou ponto de equilíbrio ou ponto fixo de

{T (t) : t ⇥ T
+}.

iv) Seja ξ : T� X uma solução global de {T (t) : t ⇥ T
+} por x ⇥ X , definimos

• a órbita global de x relativa a ξ por

γξ (x) = {ξ (t) : t ⇥ T};

• para cada t ⇥ T, a órbita até t de x relativa a ξ por

(γξ )
⇤
t (x) = {ξ (s) : s ⇥ T

⇤
t };
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A seguir apresentamos um resultado que mostra como construir um solução global conhecendo

uma solução para trás e quando está solução global é única.

Proposição 2.4: Seja {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo em X.

a) Se ξ : T� X é uma solução para trás de {T (t) : t ⇥ T
+} por x então η : T� X dada por

η(t) =

⇥
ξ (t), t ⇥ T

⇤,

T (t)x, t ⇥ T+,

é uma solução global de {T (t) : t ⇥ T
+} por x.

b) Se ξ : T� X é uma solução global de {T (t) : t ⇥ T
+} por x então

ξ (t) = T (t)x, para todo t ⇥ T
+.

c) Se ξ : T� X é uma solução para trás de {T (t) : t ⇥ T
+} por x e T (t) é injetiva para cada t ⇥ T

+,

então ξ é única.

Demonstração: a) Sejam t ⇥ T
+ e s ⇥ T. Se s ⇥ T

+, então t + s ⇥ T
+, logo η(t + s) = T (t + s)x =

T (t)T (s)x = T (t)η(s).

Se s ⇥ T
⇤ então há dois casos a se considerar:

• Se t + s ⇥ T
⇤, então T (t)η(s) = T (t)ξ (s) = ξ (t + s) = η(t + s).

• Se t + s ⇥ T
+, então η(t + s) = T (t + s)x = T (t + s)ξ (0) = T (t + s)ξ (⇤s + s) = T (t +

s)T (⇤s)ξ (s) = T (t + s⇤ s)ξ (s) = T (t)ξ (s) = T (t)η(s).

b) Basta ver que se t ⇥ T
+ então ξ (t) = ξ (t +0) = T (t)ξ (0) = T (t)x.

c) Sejam η : T � X outra solução para trás de {T (t) : t ⇥ T
+} e t ⇥ T

⇤. Como T (⇤t)ξ (t) =

ξ (⇤t + t) = ξ (0) = x = η(0) = T (⇤t)η(t) e T (⇤t) é injetiva então ξ (t) = η(t) para todo t ⇥ T
+.

Observação 2.5: Como T (t) : X � X não é necessariamente injetiva para cada t ⇥ T
+, podemos ter

mais de uma solução para trás por x e, consequentemente, uma solução global por x, quando existe,

não precisa ser única.

Apresentaremos agora um dos conceitos mais importantes da teoria de semigrupos, o ω-limite

de B ⌃ X , que é o conjunto onde as órbitas “para frente” de B se acumulam, e desempenha um papel

fundamental no estudo do comportamento assintótico de um semigrupo, como veremos mais adiante.

Definição 2.6: O conjunto ω-limite de um subconjunto B de X é definido por

ω(B) =
⌅

t⇥T+

γ+t (B).
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O conceito análogo ao ω-limite mas onde as órbitas se acumulam “para trás” é o α-limite que

definimos a seguir.

Definição 2.7: O conjunto α-limite de x relativo a ξ é definido por

αξ (x) =
⌅

t⇥T⇤
(γξ )

⇤
t (x).

Na sequência veremos importantes caracterizações dos conjuntos ω-limite e α-limite que serão

frequentemente utilizadas nas demonstrações de resultados ao longo do texto.

Proposição 2.8: Sejam {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo e B ⌃ X um subconjunto não-vazio de X.

Então o conjunto ω(B) é fechado e vale

ω(B) =
⇧

y ⇥ X : ✏ {tn}n⇥N ⌃ T
+ e {xn}n⇥N ⌃ B | tn

n�∞⇤� ∞ e T (tn)xn
n�∞⇤� y

⌃
.

Além disso, se ξ : T� X é uma solução global do semigrupo {T (t) : t ⇥ T
+} por x ⇥ X, então αξ (x)

é fechado e

αξ (x) =
⇧

y ⇥ X : ✏ {tn}n⇥N ⌃ T
+ | tn

n�∞⇤� ∞ e ξ (⇤tn)
n�∞⇤� y

⌃
.

Demonstração. Seja y ⇥ ω(B). Então y ⇥ ⌥t⇥T+ γ+t (B) e, assim, y ⇥ γ+t (B), para todo t ⇥ T
+. Em

particular, para cada n⇥N, y⇥ γ+n (B) e, então, existe uma sequência {yn
k}k⇥N ⌃ γ+n (B) tal que yn

k

k�∞⇤� y.

Como yn
k ⇥ γ+n (B) para quaisquer n,k ⇥ N, existem sequências {xn

k}n,k⇥N ⌃ B e {qn
k}n,k⇥N ⌃ T

+ tais

que

yn
k = T (n+qn

k)x
n
k .

Como yn
k

k�∞⇤� y, dados n ⇥ N e ε > 0, existe k(n,ε) ⇥ N tal que se k ⌅ k(n,ε) então

d(yn
k ,y)< ε,

isto é, se k ⌅ k(n,ε) então d(T (n+qn
k)x

n
k ,y)< ε . Assim, se definimos tn = n+qn

k(n,1/n) e xn = xn
k(n,1/n)

então

d(T (tn)xn,y)<
1
n

n�∞⇤� 0.

Portanto, xn ⇥ B para todo n ⇥ N, tn
n�∞⇤� ∞ e y = limn�∞ T (tn)xn. Para a recíproca, sejam y ⇥ X e

sequências {tn}n⇥N ⌃ T
+ e {xn}n⇥N ⌃ B, tais que tn

n�∞⇤� ∞ e y = limn�∞ T (tn)xn. Assim, para τ ⇥ T
+

fixado, {T (tn)xn}tn⌅τ ⌃ γ+τ (B). Isto mostra que y ⇥ ω(B).

Para αξ (x), seja y ⇥⌥t⇥T⇤ (γ⇤ξ )(x) =
⌥

t⇥T⇤ {ξ (s) : s ⇧ t}. Assim, y ⇥ {ξ (s) : s ⇧ t} para todo

t ⇥ T
⇤ e, em particular, y ⇥ {ξ (s) : s ⇧⇤n} para cada n ⇥ N. Então existe uma sequência {xn

k}k⇥N ⌃
{ξ (s) : s ⇧⇤n} tal que xn

k

k�∞⇤� y, para cada n ⇥N. Como xn
k ⇥ {ξ (s) : s ⇧⇤n} para quaisquer n,k ⇥N,

então xn
k = ξ (tn

k ), com tn
k ⇧ ⇤n para cada n,k ⇥ N. Como xn

k

k�∞⇤� y, dados n ⇥ N e ε > 0, existe

k = k(n,ε) ⇥ N tal que se k ⌅ k(n,ε) então

d(xn
k ,y)< ε,
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Proposição 2.11: Sejam A e B dois subconjuntos não-vazios de X. Então, dH(A,B) = 0 se, e somente

se, A ⌃ B.

Demonstração: Suponha que dH(A,B) = 0. Note que, como

dH(A,B) = sup
x⇥A

{d(x,B)}= 0,

então d(x,B) = 0 para todo x ⇥ A, assim, A ⌃ B. Portanto, A ⌃ B.

Por outro lado, suponha A ⌃ B. Para provar que dH(A,B) = 0 é suficiente provar que d(x,B) = 0

para todo x ⇥ A. Assim, se x ⇥ A então 0 = d(x,A) = d(x,A) ⌅ d(x,B) = d(x,B), logo d(x,B) = 0

para todo x ⇥ A. Portanto, dH(A,B) = 0.

A seguir vejamos os conceitos de atração e absorção sob a ação de um semigrupo {T (t) : t ⇥T
+}.

Definição 2.12: Sejam {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo e A,B ⌃ X subconjuntos não-vazios de X .

Diremos que

• A atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+} se

lim
t⇤�∞

dH(T (t)B,A) = 0.

• A absorve B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+} se existe t0 ⇥ T

+ tal que T (t)B ⌃ A para todo t ⌅ t0.

Além disso, dados C ⌃ X e r > 0, definimos também a r-vizinhança de C por

Or(C) = {x ⇥ X : d(x,C)< r}.

A proposição a seguir nos diz que a noção de absorção é mais forte que a noção de atração.

Proposição 2.13: Sejam {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo e A,B,C,D ⌃ X subconjuntos não-vazios de

X. Se A absorve B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+} então A atrai B. Além disso, se C atrai D sob a ação

de {T (t) : t ⇥ T
+} e r > 0, então Or(C) absorve D sob a ação de {T (t) : t ⇥ T

+}.

Demonstração: Se A absorve B então existe t0 ⇥ T
+ tal que T (t)B ⌃ A para todo t ⌅ t0. Logo,

dH(T (t)B,A) = 0 para todo t ⌅ t0 o que implica limt�∞ dH(T (t)B,A) = 0.

Se C atrai D, então dado r > 0 existe tr ⌅ 0 tal que dH(T (t)D,C) < r para todo t ⌅ tr. Logo

T (t)D ⌃ Or(C) para todo t ⌅ tr, isto é, Or(C) absorve D sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}.

Assim como as noções de atração e absorção, a noção de invariância desempenha um papel

fundamental no estudo da dinâmica assintótica de semigrupos. Vejamos a seguir este conceito.

Definição 2.14: Sejam {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo e A ⌃ X um subconjunto não-vazios de X .

Diremos que
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i) A é positivamente invariante por {T (t) : t ⇥ T
+} se T (t)A ⌃ A para todo t ⇥ T

+,

ii) A é negativamente invariante por {T (t) : t ⇥ T
+} se T (t)A ⇣ A para todo t ⇥ T

+,

iii) A é invariante por {T (t) : t ⇥ T
+} se T (t)A = A para todo t ⇥ T

+.

Observação 2.15: Se x⌘ ⇥ X é um ponto de equilíbrio de {T (t) : t ⇥ T
+}, isto é, T (t)x⌘ = x⌘ para

todo t ⇥ T
+, então o conjunto {x⌘} é invariante por {T (t) : t ⇥ T

+}.

A seguir apresentamos um resultado com relação ao conceito de invariância.

Proposição 2.16: Seja {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo em X.

a) Se B ⌃ X for um subconjunto não-vazio de X e t ⇥ T
+ então γ+t (B) é positivamente invariante por

{T (t) : t ⇥ T
+}.

b) Se x ⇥ X e ξ : T� X for uma solução global de {T (t) : t ⇥ T
+} por x então γξ (x) = {ξ (t) : t ⇥ T}

é invariante por {T (t) : t ⇥ T
+}.

c) Se x ⇥ X e ξ : T � X for uma solução para trás de {T (t) : t ⇥ T
+} por x então (γξ )

⇤(x) =

{ξ (t) : t ⇥ T
⇤} é negativamente invariante por {T (t) : t ⇥ T

+}.

Demonstração: a) Se u ⇥ T
+ então

T (u)γ+t (B) = T (u)

�
⇤

s⌅t

T (s)B

 
=
⇤

s⌅t

T (u)T (s)B =
⇤

s⌅t

T (u+ s)B = γ+t+u(B)⌃ γ+t (B),

isto é, γ+t (B) é positivamente invariante por {T (t) : t ⇥ T
+}.

b) Sejam t ⇥ T
+ e s ⇥ T. Logo

T (t)ξ (s) = ξ (t + s) ⇥ ξ (T),

isto é, T (t)ξ (T)⌃ ξ (T). Por outro lado,

ξ (s) = T (t)ξ (s⇤ t) ⇥ T (t)(ξ (T)),

isto é, ξ (T)⌃ T (t)(ξ (T)). Portanto, γξ (x) é invariante por {T (t) : t ⇥ T
+}.

c) Sejam t ⇥ T
+ e s ⇥ T

⇤. Como

ξ (s) = T (t)ξ (s⇤ t) ⇥ T (t)
⌦
(γξ )

⇤(x)
↵
,

então (γξ )
⇤(x)⌃ T (t)(γξ )

⇤(x) para todo t ⇥ T
+.

Agora já estamos em condições de introduzir o principal conceito deste capítulo, o de atrator

global para semigrupos.
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Definição 2.17: Um conjunto A ⌃ X será chamado de atrator global do semigrupo {T (t) : t ⇥T
+}

se A satisfaz as condições:

i) A é compacto;

ii) A é invariante por {T (t) : t ⇥ T
+};

iii) A atrai subconjuntos limitados de X sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}.

Segue direto da definição que o atrator global de um semigrupo, quando existe, é único. Além

disso, o atrator global de um semigrupo pode ser caracterizado através das soluções globais limitadas.

Vejamos esses fatos no próximo resultado.

Proposição 2.18: Seja {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo que possui um atrator global A .

a) Se ˆA for um atrator global de {T (t) : t ⇥ T
+} então ˆA = A , isto é, o atrator global, quando

existe, é único.

b) O atrator global A é dado por

A = {x ⇥ X : existe uma solução global limitada por x}. (2.1)

Demonstração: a) Sejam A e ˆA dois atratores globais para o semigrupo {T (t) : t ⇥T
+}. Mostremos

que ˆA ⌃A . Como A é atrator e ˆA é limitado então A atrai ˆA , isto é, limt�∞ dH(T (t) ˆA ,A ) = 0.

Além disso, como ˆA é T -invariante então T (t) ˆA = ˆA para todo t ⇥ T
+. Logo

0 = lim
t�∞

dH(T (t) ˆA ,A ) = lim
t�∞

dH( ˆA ,A ) = dH( ˆA ,A )

e pela Proposição 2.11, ˆA = ˆA ⌃ A = A . Analogamente mostra-se A ⌃ ˆA .

b) Dado x ⇥ A considere a função T
+ ⌦ t ↵� ξx(t) = T (t)x ⇥ X . Como ξx(t) = T (t)x ⇥ T (t)A = A

para todo t ⇥ T
+ e A é limitado então ξx(T

+) é limitado. Agora, como x ⇥ A = T (1)A , existe

x⇤1 ⇥A tal que T (1)x⇤1 = x. Analogamente, existe x⇤2 ⇥A tal que T (1)x⇤2 = x⇤1 e procedendo

indutivamente, conseguimos uma sequência {x⇤n : n ⇥ N} tal que x0 = x e T (1)x⇤n⇤1 = x⇤n, para

todo n ⇥ N. Assim, podemos definir ξx : T� X por

ξx(t) =

⇥
T (t)x, t ⌅ 0,

T (t + j)x⇤ j, t ⇥ [⇤ j,⇤ j+1)�T, j ⇥ N.

Provemos que ξx : T� X é uma solução global limitada em A passando por x em t = 0.

i) É claro que ξx(0) = T (0)x = x.

ii) ξx é limitada. De fato, sendo ξx(T
+) limitado só resta mostrar que ξx(T

⇤) é limitado. Como

{x⇤n : n ⇥ N} ⌃ A então T (t + j)x⇤ j ⇥ A para todo t ⇥ [⇤ j,⇤ j+1)�T, j ⇥ N, pois A é

um conjunto invariante. Portanto, ξx(T)⌃ A é limitada.
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iii) ξx é solução global. De fato, sejam s ⇥ T e t ⇥ T
+. Se s ⌅ 0 então T (t)ξx(s) = T (t)T (s)x =

T (t + s)x = ξx(t + s). Se s < 0 então s ⇥ [⇤ j,⇤ j+1) para algum j ⇥ N e

T (t)ξx(s) = T (t)T (s+ j)x⇤ j = T (t + s+ j)x⇤ j.

• Se t + s ⌅ 0 então

T (t)ξx(s) = T (t + s+ j)x⇤ j = T (t + s)T ( j)x⇤ j = T (t + s)x0 = T (t + s)x = ξx(t + s).

• Se t + s < 0 então t + s ⇥ [⇤i,⇤i+1) para algum i ⇥ N com j > i e, assim

T (t)ξx(s) = T (t + s+ j)x⇤ j = T (t + s+ i+( j⇤ i))x⇤ j

=T (t + s+ i)T ( j⇤ i)x⇤ j = T (t + s+ i)x⇤i = ξx(t + s).

Reciprocamente, seja x⇥X tal que existe ξx = ξ : T�X solução global limitada de {T (t) : t ⇥T
+}

por x. Como ξ (T) é T -invariante então

0 = lim
t�∞

dH(T (t)ξ (T),A ) = lim
t�∞

dH(ξ (T),A ),

isto é, x ⇥ ξx(T)⌃ ξx(T)⌃ A = A .

Observação 2.19: A sequência {x⇤n : n ⇥ N} ⌃ A construída na demonstração acima não é uni-

camente determinada uma vez que T (1) : X � X não é necessariamente injetivo. (Veja Proposição

2.4).

2.1 Propriedades do conjunto ω-limite

Nesta seção veremos alguns resultados envolvendo os conjuntos limites. Iniciamos apresentando

um resultado de análise que será muito útil no que segue.

Lema 2.20: Seja K ⌃ X um subconjunto compacto de X e {xn}n⇥N uma sequência em X tal que

d(xn,K)
n�∞⇤� 0.

Então {xn}n⇥N tem uma subsequência convergente em K.

Demonstração: Dado m ⇥ N, existem xnm ⇥ {xn}n⇥N e ynm ⇥ K tais que d(xnm ,ynm) <
1
m

. Como

{ynm
}m⇥N ⌃ K que é um conjunto compacto, podemos assumir, passando a uma subsequência se

necessário, que ynm

m�∞⇤� y0, para algum y0 ⇥ K. Assim,

d(xnm
,y0)⇧ d(xnm

,ynm
)+d(ynm

,y0)
m�∞⇤� 0,

isto é, xnm

m�∞⇤� y0. Portanto, {xn}n⇥N possui uma subsequência convergente em K.
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A seguir apresentamos algumas propriedades do conjunto ω-limite.

Proposição 2.21: Sejam {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo e B ⌃ X um conjunto não-vazio.

a) ω(B) é positivamente invariante.

b) Se ω(B) é compacto e atrai B, então ω(B) é invariante.

c) Se γ+t0 (B) é compacto, para algum t0 ⇥ T
+, então ω(B) é não-vazio, compacto, invariante e ω(B)

atrai B.

d) Se B é conexo e ω(B) é compacto, atrai B e ω(B)⌃ B então ω(B) é conexo.

Demonstração: a) Se ω(B) = /0 não há o que provar. Suponha que ω(B)  = /0 e fixe t ⇥ T
+. Se

y ⇥ ω(B), da Proposição 2.8, existem sequências {tn}n⇥N ⌃ T
+ e {xn}n⇥N ⌃ B tais que tn

n�∞⇤� ∞ e

y= limn�∞ T (tn)xn. Como T (t) é contínuo então T (t)y= limn�∞ T (t+tn)xn e como (t+tn)
n�∞⇤� ∞

então T (t)y ⇥ ω(B). Logo T (t)ω(B)⌃ ω(B).

b) Como ω(B) é positivamente invariante, resta mostrar que ω(B) ⌃ T (t)ω(B) para cada t ⇥ T
+.

Sabemos que, para cada x ⇥ ω(B), existem sequências {tn}n⇥N ⌃ T
+ e {xn}n⇥N ⌃ B tais que

tn
n�∞⇤� ∞ e x = limn�∞ T (tn)xn. Para cada t ⇥ T

+, como tn
n�∞⇤� ∞, existe n0 = n0(t) ⇥ N tal que

tn > t para todo n ⌅ n0. Portanto,

T (t)T (tn ⇤ t)xn = T (tn)xn
n�∞⇤� x.

Como ω(B) é compacto e atrai B então

d(T (tn ⇤ t)xn,ω(B))⇧ dH(T (tn ⇤ t)B,ω(B))
n�∞⇤� 0.

Segue do Lema 2.20 que {T (tn ⇤ t)xn}n⇥N tem uma subsequência convergente (que denotaremos

novamente por {T (tn ⇤ t)xn}n⇥N) em ω(B), isto é, existe y ⇥ ω(B) tal que T (tn ⇤ t)xn
n�∞⇤� y.

Como T (t)T (tn ⇤ t)xn
n�∞⇤� x e T (t) é contínua então T (t)y = x, isto é, x ⇥ T (t)ω(B). Portanto,

ω(B) = T (t)ω(B).

c) Como γ+t (B)⌃ γ+t0 (B), para cada t ⇥ T
+ com t ⌅ t0, então γ+t (B) é compacto e não-vazio (já que

B  = /0). Assim, a família {γ+t (B) : t ⌅ t0} tem propriedade da interseção finita e, portanto,

ω(B) =
⌅

t⌅t0

γ+t (B)

é não-vazio e compacto.

Mostremos agora que ω(B) atrai B sob ação de {T (t) : t ⇥ T
+}. Se isto não ocorre, então existem

ε0 > 0 e sequências {tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞, e {xn}n⇥N ⌃ B tais que

d(T (tn)xn,ω(B))> ε0, para todo n ⇥ N. (2.2)
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Seja n1 ⇥N tal que tn ⌅ t0, para todo n⌅ n1. Como γ+t0 (B) é compacto e {T (tn)xn : n⌅ n1}⌃ γ+t0 (B),

existem subsequências {tn j
} j⇥N ⌃ {tn}n⇥N, {xn j

} j⇥N ⌃ {xn}n⇥N e y ⇥ X tais que T (tn j
)xn j

j�∞⇤� y,

e, portanto, y ⇥ ω(B). Por outro lado, de (2.2) obtemos

0 = d(y,ω(B))⌅ ε,

o que nos leva a uma contradição. Logo ω(B) atrai B sob ação de {T (t) : t ⇥ T
+}. Finalmente,

segue do item b) da Proposição 2.21 que ω(B) é invariante por {T (t) : t ⇥ T
+}.

d) Suponha ω(B) desconexo. Então, ω(B) é a união disjunta de dois conjuntos compactos não-vazios

K1 e K2 tais que d(K1,K2) = 2ρ > 0. Como ω(B) atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+} então dado

0 < ε < ρ , existe t0 ⇥ T
+ tal que T (t)B ⌃ Oε(ω(B)), para todo t ⌅ t0. Como Oε(ω(B)) é dado

pela união disjunta dos conjuntos Oε(K1) e Oε(K2), então γ+t0 (B) está contido em apenas uma das

vizinhanças Oε(K1) ou Oε(K2), digamos γ+t0 (B)⌃ Oε(K1). Por outro lado, do item b) temos ω(B)

invariante e, consequentemente, ω(B) = T (t)ω(B)⌃ T (t)B, para todo t ⇥ T
+. Logo,

ω(B)⌃ γ+t0 (B)⌃ Oε(K1)

o que nos leva a uma contradição.

Observação 2.22: No caso em que {T (t) : t ⇥ T
+} é fortemente contínuo e T

+ = R, a afirmação

do item d) da Proposição 2.21 é válida para todo B ⌃ X não-vazio tal que ω(B) é não-vazio. De fato,

temos γ+t (B) conexo para cada t ⌅ 0, pois é a imagem do conexo [t,∞)×B pela aplicação contínua

[0,∞)×X ⌦ (s,x) ↵� T (s)x ⇥ X . Como ω(B) =
⌥

t⌅0 γ+t (B), o resultado segue.

Observação 2.23: De modo análogo ao item c) da proposição anterior, se ξ : T� X é uma solução

global por x ⇥ X e ξ (T⇤) é compacto, então αξ (x) é não-vazio, compacto e invariante.

Observação 2.24: Segue imediatamente do item b) que se x ⇥ X , ω(x) atrai x e ω(x) = {x⌘}, então

x⌘ é um ponto de equilíbrio de {T (t) : t ⇥ T
+}. Um resultado análogo vale para αξ (x).

2.2 Compacidade assintótica

A compacidade assintótica é um conceito que desempenha um papel importante na caracterização

dos semigrupos que possuem um atrator global. Vejamos a seguir este conceito.

Definição 2.25: Um semigrupo {T (t) : t ⇥ T
+} é assintoticamente compacto se dado B ⌃ X não-

vazio, fechado, limitado e positivamente invariante por {T (t) : t ⇥ T
+}, existe um conjunto compacto

J ⌃ B que atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}.

O seguinte resultado garante que quando trabalhamos em um espaço de dimensão finita, o

semigrupo é assintoticamente compacto.

Proposição 2.26: Sejam X um espaço vetorial normado de dimensão finita e {T (t) : t ⇥ T
+} um

19



semigrupo em X. Então {T (t) : t ⇥ T
+} é assintoticamente compacto.

Demonstração. Seja B ⌃ X não-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante. Da invariância

positiva de B, para cada t ⇥ T
+ temos γ+t (B) = ⌥s⌅tT (s)B ⌃ ⌥s⌅tB = B, então

γ+t (B)⌃ B = B, para cada t ⇥ T
+. (2.3)

Logo, γ+t (B) é compacto (já que é fechado e limitado dentro de um espaço de dimensão finita) para

cada t ⇥ T
+. Segue do item c) da Proposição 2.21 que ω(B) é compacto e atrai B. Além disso, de (2.3)

temos ω(B) = �t⇥T+γ+t (B)⌃ B, e assim concluímos o resultado.

O resultado a seguir nos diz que se um semigrupo é assintoticamente compacto e a órbita positiva

de um conjunto não-vazio B, a partir de um certo tempo, for limitada, então o conjunto ω(B) será

não-vazio, compacto, invariante e atrai B.

Lema 2.27: Seja {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo assintoticamente compacto e B ⌃ X não-vazio para

o qual existe t0 ⇥ T
+ tal que γ+t0 (B) é limitado. Então ω(B) é não-vazio, compacto, invariante por

{T (t) : t ⇥ T
+} e atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T

+}.

Demonstração: Como T (t) é contínua, então

T (t)γ+t0 (B)⌃ T (t)γ+t0 (B) = γ+t0+t(B)⌃ γ+t0 (B),

para todo t ⌅ 0 e, portanto, γ+t0 (B) é não-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante por

{T (t) : t ⇥ T
+}. Da compacidade assintótica de {T (t) : t ⇥ T

+}, existe um compacto J ⌃ γ+t0 (B) que

atrai γ+t0 (B) sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}, isto é

lim
t�∞

dH(T (t)γ
+
t0
(B),J) = 0.

Assim, existem sequências {εn}n⇥N ⌃ R
+, com εn

n�∞⇤� 0 e {tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞, tais que

T (t)γ+t0 (B)⌃ Oεn(J), para todo t ⌅ tn.

Através desta última inclusão, mostraremos que /0  = ω(B)⌃ J.

• ω(B) é não-vazio. Como B é não-vazio, sejam x ⇥ B, un = tn+ t0 e yn = T (un)x, para todo n ⇥N.

Assim, un
n�∞⇤� ∞ e yn ⇥ T (tn)T (t0)B ⌃ Oεn

(J), isto é,

d(yn,J)< εn, para todo n ⇥ N.

Do Lema 2.20, {yn}n⇥N possui uma subsequência convergente yn j
= T (un j

)x para um elemento

de ω(B).

• ω(B)⌃ J. Dado x ⇥ ω(B), sejam {rm}m⇥N ⌃ [0,∞) e {xm}m⇥N ⌃ B sequências tais que rm
m�∞⇤�

∞ e T (rm)xm
m�∞⇤� x. Como rm

m�∞⇤� ∞, para cada n ⇥ N existe mn ⇥ N tal que rmn
⌅ tn + t0 e,
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assim, yn = T (rmn)xmn ⇥ Oεn(J), isto é, d(yn,J)< εn. Como εn
n�∞⇤� 0, segue do Lema 2.20 que

{yn}n⇥N possui uma subsequência convergente {ynk
}k⇥N para um elemento de J e como yn

n�∞⇤� x

então ynk

k�∞⇤� x e, consequentemente, x ⇥ J.

Como ω(B) é fechado e J é compacto, obtemos ω(B) compacto.

Resta mostrar que ω(B) atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}. Se isto não ocorre, então existem

ε0 > 0 e sequências {xn}⌃ B e {tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞, tais que

d(T (tn)xn,ω(B))> ε0,

para todo n ⇥ N. Como dH(T (tn)xn,J)
n�∞⇤� 0 (já que dH(T (t)γ

+
t0
(B),J)

t�∞⇤� 0), da compacidade de

J e do Lema 2.20, existem subsequências {xn j
} j⇥N ⌃ {xn}n⇥N, {tn j

} j⇥N ⌃ {tn}n⇥N e z ⇥ J tais que

T (tn j
)xn j

j�∞⇤� z. Logo, z ⇥ ω(B) e 0 = d(z,ω(B)) ⌅ ε0, o que nos dá uma contradição e mostra

que ω(B) atrai B. Portanto, ω(B) é não-vazio, compacto e atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}.

Finalmente, segue do item b) da Proposição 2.21 a invariância de ω(B) por T .

Observação 2.28: No lema anterior, a hipótese de que existe t0 ⇥ T
+ tal que γ+t0 (B) é limitado é

muito importante para obter as propriedades do conjunto ω-limite. A seguir, vamos definir uma classe

de semigrupos que possuem este tipo de propriedade.

Definição 2.29: Um semigrupo {T (t) : t ⇥T
+} é dito eventualmente limitado se para cada limitado

B ⌃ X existe tB ⇥ T
+ tal que γ+tB (B) é limitado. Além disso, diremos que {T (t) : t ⇥ T

+} é limitado

se γ+(B) é limitado sempre que B for limitado.

Proposição 2.30: Seja {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo em X.

a) Suponha válida a seguinte propriedade:

{xn}n⇥N ⌃ X sequência limitada, {tn} ⌃ T
+, com tn � ∞ e {T (tn)xn}n⇥N sequência limitada

✓ {T (tn)xn}n⇥N relativamente compacto.

Então, {T (t) : t ⇥ T
+} é assintoticamente compacto.

b) Suponha que {T (t) : t ⇥T
+} é assintoticamente compacto e eventualmente limitado. Se {xn}n⇥N ⌃

X for uma sequência limitada e {tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞, então {T (tn)xn}n⇥N é relativamente

compacto.

Demonstração: a) Seja B ⌃ X um conjunto não-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante

por {T (t) : t ⇥ T
+}. Provaremos que ω(B)⌃ B é não-vazio, compacto, invariante e atrai B.

• ω(B)  = /0. Sejam {xn}n⇥N ⌃ B sequência limitada e {tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞. Como B é

positivamente invariante então {T (tn)xn}n⇥N ⌃ B é limitada e, portanto, {T (tn)xn}n⇥N é rela-

tivamente compacto. Logo, {T (tn)xn}n⇥N possui uma subsequência convergente para algum

y ⇥ X , digamos {T (tn j
)xn j

} j⇥N ⌃ {T (tn)xn}n⇥N, com T (tn j
)xn j

j�∞⇤� y e, consequentemente,

y ⇥ ω(B).
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• ω(B)⌃ B. Dado x ⇥ ω(B), sejam {xn}n⇥N ⌃ B e {tn}n⇥N ⌃ T
+ sequências tais que tn

n�∞⇤� ∞

e T (tn)xn
n�∞⇤� x. Como B é fechado e positivamente T -invariante então {T (tn)xn}n⇥N ⌃ B e,

consequentemente, x ⇥ B.

• ω(B) é compacto. Provaremos que toda sequência em ω(B) converge. Seja {yn}n⇥N ⌃ ω(B).

Então, existem sequências {tn
k }n,k⇥N ⌃ [0,∞) com tn

k

k�∞⇤� ∞ e {xn
k}n,k⇥N ⌃ B tais que yn =

limk�∞ T (tn
k )x

n
k para cada n ⇥ N. Dado n ⇥ N, existem kn1 ,kn2 ⇥ N tais que

tn
k ⌅ n para todo k ⌅ kn1 e d(T (tn

k )
n
k ,yn)<

1
n

para todo k ⌅ kn2 .

Tome kn = max{kn1 ,kn2} e zn = T (tn
kn
)xn

kn
para todo n ⇥ N. Por hipótese, {zn}n⇥N é relativa-

mente compacta, então possui uma subsequência convergente, digamos zn
n�∞⇤� y e

d(yn,y)⇧ d(yn,zn)+d(zn,y)⇧
1
n
+d(zn,y)

n�∞⇤� 0,

Portanto, yn
n�∞⇤� y ⇥ ω(B).

• ω(B) atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}. Se isso não ocorre, então existem ε0 > 0 e

sequências {xn}n⇥N ⌃ B, {tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞, tais que

d(T (tn)xn,ω(B))> ε0.

Como {T (tn)xn}n⇥N⌃B então {T (tn)xn}n⇥N é relativamente compacto. Assim, {T (tn)xn}n⇥N
possui uma subsequência {T (tn j

)xn j
} j⇥N ⌃ {T (tn)xn}n⇥N que converge para algum y ⇥ X .

Consequentemente, y ⇥ ω(B) e d(y,ω(B))⌅ ε0 o que é um absurdo.

b) Suponha que {T (t) : t ⇥ T
+} é assintoticamente compacto e eventualmente limitado. Sejam

{tn}n⇥N com tn
n�∞⇤� ∞ e {xn}n⇥N uma sequência limitada em X , como o semigrupo é eventualmente

limitado, existe t0 > 0 tal que B = γ+t0 ({xn : n ⇥ N}) é um conjunto fechado e limitado. Como B é

positivamente invariante, já que

T (t)B = T (t)γ+t0 ({xn : n ⇥ N})⌃ T (t)γ+t0 ({xn : n ⇥ N})

= γ+t0+t({xn : n ⇥ N})⌃ γ+t0 ({xn : n ⇥ N}) = B,

para todo t ⇥ T
+ e {T (t) : t ⇥ T

+} é assintoticamente compacto, existe um conjunto compacto

J ⌃ B que atrai B. Pelo Lema 2.20, {T (tn)xn}n⇥N possui uma subsequência convergente em J e,

portanto, é relativamente compacto.

A seguir enunciamos um conceito que mistura as definições de assintoticamente compacto e

eventualmente limitado.

Definição 2.31: Um semigrupo {T (t) : t ⇥T
+} é dito condicionalmente eventualmente compacto

se dado um conjunto B não-vazio, limitado e positivamente invariante, existe tB ⇥ T
+ tal que T (tB)B é

compacto.
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Teorema 2.32: Um semigrupo condicionalmente eventualmente compacto é assintoticamente com-

pacto.

Demonstração: Seja B ⌃ X um conjunto não-vazio, fechado, limitado e positivamente invariante por

{T (t) : t ⇥ T
+}. Como {T (t) : t ⇥ T

+} é condicionalmente compacto então γ+t (B) é compacto para

um t suficientemente grande. Assim, pelo item c) da Proposição 2.21, ω(B) é não-vazio, compacto e

atrai B. Isto mostra que {T (t) : t ⇥ T
+} é assintoticamente compacto.

2.3 Existência de atrator global

Nesta seção apresentamos resultados com relação a existência de atrator global para semigrupos.

Iniciamos apresentando o conceito de dissipatividade para semigrupos.

Definição 2.33: Diremos que um semigrupo {T (t) : t ⇥ T
+} é ponto dissipativo (limitado dissi-

pativo/compacto dissipativo) se existe um conjunto não-vazio e limitado B ⌃ X que atrai pontos

(subconjuntos limitados/subconjuntos compactos) de X sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}.

Observação 2.34: Na definição acima, pela Proposição 2.13 podemos trocar a palavra atrai pela

palavra absorve, isto é, {T (t) : t ⇥ T
+} é ponto/limitado/compacto dissipativo se, e somente se,

existe B ⌃ X não-vazio e limitado que absorve pontos/limitados/compactos de X sob a ação de

{T (t) : t ⇥ T
+}.

Definição 2.35: Diremos que um conjunto não-vazio e limitado B ⌃ X é um conjunto ponto dissi-

pativo (limitado dissipativo / compacto dissipativo) se B absorve pontos (subconjuntos limitados /

subconjuntos compactos) de X sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}.

2.3.1 Caso limitado dissipativo

Veremos nesta subseção um resultado de existência de atratores globais para semigrupos que são

limitados dissipativos.

Iniciamos apresentando um resultado que dá uma condição necessária para um semigrupo possuir

atrator global.

Proposição 2.36: Se {T (t) : t ⇥ T
+} possui um atrator global então {T (t) : t ⇥ T

+} é assintotica-

mente compacto e limitado dissipativo.

Demonstração: Seja, A o atrator global de {T (t) : t ⇥ T
+}, B0 = O1(A ) e B ⌃ X um subconjunto

não-vazio e limitado de X . Como B0 é limitado e A atrai limitados sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}

então existe t0 = t0(B) tal que dH(T (t)B,A )< 1 para todo t ⌅ t0, ou seja, T (t)B ⌃ O1(A ) = B0 para

t ⌅ t0. Portanto, {T (t) : t ⇥ T
+} é limitado dissipativo.

Agora, sejam {xn}n⇥N ⌃ X uma sequência limitada e {tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞ e B =
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{xn : n ⇥ N}. Então, B é um conjunto não-vazio e limitado e

dH(T (tn)xn,A )⇧ dH(T (tn)B,A )
n�∞⇤� 0.

Logo, pelo Lema 2.20, {T (tn)xn}n⇥N é relativamente compacto e, consequentemente, pelo item a) da

Proposição 2.30, {T (t) : t ⇥ T
+} é assintoticamente compacto.

Nosso objetivo é mostrar que tais condições também são suficientes para garantir a existência de

atrator global. Para isso, vejamos os seguintes resultados auxiliares.

Proposição 2.37: Seja {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo. Se {T (t) : t ⇥ T

+} é limitado dissipativo

então {T (t) : t ⇥T
+} é eventualmente limitado. Além disso, se {T (t) : t ⇥T

+} é limitado dissipativo e

assintoticamente compacto, então {T (tn)xn}n⇥N é relativamente compacto, para quaisquer sequências

{tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞ e {xn}n⇥N ⌃ X limitada.

Demonstração: Seja B ⌃ X um subconjunto não-vazio e limitado em X . Como {T (t) : t ⇥ T
+} é

limitado dissipativo, existe um subconjunto limitado B0 em X que atrai B, isto é,

lim
t�∞

dH(T (t)B,B0) = 0.

Logo, existe t0 > 0 tal que dH(T (t)B,B0)< 1 para todo t ⌅ t0, isto é, γ+t0 (B)⌃ O1(B0). Como O1(B0)

é limitada então γ+t0 (B) é um conjunto limitado em X e, portanto, {T (t) : t ⇥ T
+} é eventualmente

limitado. A segunda parte segue direto do item b) da Proposição 2.30.

Proposição 2.38: Sejam {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo assintoticamente compacto e limitado dissi-

pativo e B0 um conjunto limitado dissipativo para {T (t) : t ⇥ T
+}. Se B ⌃ X é não-vazio e limitado

então ω(B)⌃ ω(B0)⌃ B0.

Demonstração: Sejam x ⇥ ω(B), {xn}n⇥N ⌃ B e {tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞, tais que T (tn)xn
n�∞⇤� x.

Como B0 é um conjunto limitado dissipativo para {T (t) : t ⇥ T
+}, existe t0 = t0(B) ⇥ T

+ tal que

T (t)B ⌃ B0, para todo t ⌅ t0. Em particular T (t0)B ⌃ B0. Como tn
n�∞⇤� ∞, existe n0 ⇥ N tal que, para

todo n ⌅ n0, tn ⌅ t0 e

T (tn)xn = T (tn ⇤ t0)T (t0)xn ⇥ T (tn ⇤ t0)T (t0)B ⌃ T (tn ⇤ t0)B0.

Assim, se yn = T (t0)xn para n ⌅ n0 então

x = lim
n�∞

T (tn)xn = lim
n�∞

T (tn ⇤ t0)T (t0)xn = lim
n�∞

T (tn ⇤ t0)yn,

isto é, x ⇥ ω(B0). Portanto, ω(B)⌃ ω(B0).

Agora, sejam x ⇥ ω(B0), {xn}n⇥N ⌃ B0 e {tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞, tais que T (tn)xn
n�∞⇤� x.

Mas como B0 é um conjunto limitado dissipativo para {T (t) : t ⇥ T
+} e B0 é limitado, existe t0 =

t0(B0) ⇥ T
+ tal que T (t)B0 ⌃ B0 para t ⌅ t0. Como tn

n�∞⇤� ∞, existe n0 ⇥ N tal que, para todo n ⌅ n0,
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tn ⌅ t0 e

T (tn)xn ⇥ T (tn)B0 ⌃ B0,

isto é, x ⇥ B0. Portanto, ω(B0)⌃ B0.

A seguir enunciamos um primeiro resultado que garante a existência de atrator global para um

semigrupo.

Teorema 2.39: Seja {T (t) : t ⇥ T+} um semigrupo assintoticamente compacto e limitado dissipativo.

Então {T (t) : t ⇥ T
+} tem atrator global dado por A = ω(B0), onde B0 é um conjunto limitado

dissipativo para {T (t) : t ⇥ T
+}.

Demonstração: Seja B0 é um conjunto limitado dissipativo. Então, B0 absorve todos os subconjuntos

limitados de X , em particular ele mesmo, isto é, existe t0 = t0(B0) ⇥ T
+ tal que T (t)B0 ⌃ B0 para todo

t ⌅ t0. Assim, γ+t0 (B0)⌃ B0 é limitado e pelo Lema 2.27 ω(B0) é não-vazio, compacto, invariante por

{T (t) : t ⇥ T
+} e atrai B0.

Resta mostrar que ω(B0) atrai todos os subconjuntos limitados de X . Seja B ⌃ X um subconjunto

não-vazio limitado. Como B0 é um conjunto limitado dissipativo, existe t1 = t1(B) ⇥ T
+ tal que

γ+t1 (B) ⌃ B0. Pelo Lema 2.27 ω(B) atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+} e pela Proposição 2.38

ω(B)⌃ ω(B0). Veja que

dH(T (t)B,ω(B0))⇧ dH(T (t)B,ω(B))
t�∞⇤� 0,

isto é, ω(B0) atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}. Portanto, ω(B0) = A é o atrator global de

{T (t) : t ⇥ T
+}.

Juntando a Proposição 2.38 e o Teorema 2.39 podemos enunciar o seguinte corolário.

Corolário 2.40: Um semigrupo {T (t) : t ⇥ T
+} possui um atrator global A se, e somente se,

{T (t) : t ⇥ T
+} é assintoticamente compacto e limitado dissipativo. Além disso, se B0 ⌃ X é um

conjunto limitado dissipativo para {T (t) : t ⇥ T
+} temos A = ω(B0)⌃ B0. Em particular, se B0 é

conexo então A é conexo.

Demonstração. Resta mostrar apenas que se B0 é conexo então A é conexo. De fato, tomando B0 no

lugar de B0, podemos assumir que B0 é fechado e como A = ω(B0) é um conjunto compacto e atrai

B0 então, pelo item d) da Proposição 2.21, A é conexo.

2.3.2 Caso ponto dissipativo

Nesta subseção vamos apresentar outro resultado com relação a existência de atratores globais

para semigrupos. No entanto, usaremos hipóteses ligeiramente diferentes das usadas na seção anterior.

Iremos utilizar a hipótese adicional de que o semigrupo {T (t) : t ⇥ T
+} é fortemente contínuo e

enfraqueceremos a hipótese com relação a dissipatividade, trocando limitado dissipativo por ponto

dissipativo.
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Inicialmente, vejamos alguns resultados auxiliares.

Lema 2.41: Seja {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente compacto,

com a propriedade de que para cada compacto K ⌃ X, sua órbita positiva γ+(K) é limitada. Então

{T (t) : t ⇥ T
+} é compacto dissipativo.

Demonstração: Como {T (t) : t ⇥ T
+} é ponto dissipativo, existe um conjunto não-vazio e limitado

B0 que absorve pontos de X . Seja U = {x ⇥ B0 : γ+(x)⌃ B0}. Afirmamos que U é não-vazio, limitado,

absorve pontos sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+} e U = γ+(U). De fato:

• U  = /0. Dado x ⇥ B0, como B0 absorve pontos, existe tx ⇥ T
+ tal que para todo t ⌅ tx, T (t)x ⇥ B0.

Tomando y = T (tx)x ⇥ B0, como T (t)y ⇥ B0 para todo t ⌅ 0 então γ+(y)⌃ B0 e, consequente-

mente, y ⇥U .

• Como U ⌃ B0 é claro que U é limitado.

• U absorve pontos. De fato, seja x ⇥ X . Como B0 absorve pontos, existe tx ⇥ T
+ tal que

T (t)x ⇥ B0 para todo t ⌅ tx. Logo, γ+(T (t)x)⌃ B0 para todo t ⌅ tx, isto é, T (t)x ⇥U para todo

t ⌅ tx.

• γ+(U) = U . A inclusão U ⌃ γ+(U) é trivial. Para mostrar a outra inclusão, seja y ⇥ γ+(U).

Então, existem t ⇥ T
+ e x ⇥ U tais que y = T (t)x. Como γ+(x) ⌃ B0 e y está na órbita de x

então γ+(y)⌃ B0, isto é, y ⇥U . Portanto, γ+(U)⌃U .

Note que, para todo t ⇥ T
+,

T (t)γ+(U) = T (t)
⇤

s⌅0

T (s)U ⌃ T (t)
⇤

s⌅0

T (s)U = γ+t (U)⌃ γ+(U).

Assim, da compacidade assintótica de {T (t) : t ⇥ T
+}, existe um conjunto compacto K ⌃ γ+(U) =U

que atrai U e, portanto, também atrai U . Logo, K atrai pontos sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}.

Afirmamos que existe uma vizinhança V de K e t ⇥ T
+ tal que γ+t (V ) é limitada. Se este não é o

caso, pelo Lema 2.20 existem sequências {xn}n⇥N ⌃ X , {tn}n⇥N ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞ e y ⇥ K tais que

xn
n�∞⇤� y e {T (tn)xn} não é limitada. Considere A = {xn : n ⇥ N}⌥{y}. Então, A é compacto e γ+(A)

não-limitada, o que contradiz a hipótese.

Sejam V uma vizinhança de K e tV ⇥ T
+ tal que γ+tV (V ) é limitada. Como K atrai pontos sob a

ação de {T (t) : t ⇥ T
+} e V é uma vizinhança de K então, para cada x ⇥ X , V absorve x, isto é, existe

tx ⇥ T
+ tal que T (t)x ⇥ V para todo t ⌅ tx. Logo, T (t)x ⇥ γ+tV (V ) para todo t ⌅ tx + tV = �tx. Como

T (t) é contínua para todo t ⇥ T
+, existe uma vizinhança Wx de x tal que T (t)Wx ⌃ γ+tV (V ) para cada

t ⌅�tx, isto é, γ+tV (V ) absorve uma vizinhança de x para cada x ⇥ X . Como todo subconjunto compacto

pode ser coberto por un número finito de vizinhanças, γ+tV (V ) absorve subconjuntos compactos de X e

{T (t) : t ⇥ T
+} é compacto dissipativo.

Lema 2.42: Sejam {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo fortemente contínuo, K e K1 subconjuntos com-

pactos tal que K T -atrai K1. Então γ+(K1)⌥K é completo.
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Demonstração. Provaremos que toda sequência de Cauchy em γ+(K1)⌥K possui uma subsequência

convergente. Seja {yn}n⇥N ⌃ γ+(K1)⌥K uma sequência de Cauchy. Para cada n ⇥ N, yn ⇥ K ou

yn = T (tn)xn, com xn ⇥ K1 e tn ⇥ T
+ qualquer. Defina I = {n ⇥ N : yn ⇥ K}.

Se I é infinito, então como K é compacto, a subsequência {yn}n⇥I ⌃ K possui uma subsequência

convergente em K ⌃ γ+(K1)⌥K de {yn}n⇥I e, portanto, {yn}n⇥N possui subsequência convergente.

Se I é finito, então J = {n ⇥ N : yn = T (tn)xn, xn ⇥ K1} é infinito. Vamos determinar uma

subsequência de {yn}n⇥J convergente em γ+(K1)⌥K.

• Se {tn}n⇥J é limitado, então existe b> 0 tal que {tn}n⇥J ⌃ [0,b]. Logo, {(tn,xn)}n⇥J ⌃ [0,b]×K1

que é um conjunto compacto, assim existem {(tn j
,xn j

)} j⇥N subsequência de {(tn,xn)}n⇥J e

(t,x) ⇥ [0,b]×K1 tais que (tn j
,xn j

)
j�∞⇤� (t,x) ⇥ [0,b]×K1 . Então yn j

= T (tn j
)xn j

j�∞⇤� T (t)x ⇥
γ+(K1)⌃ K ⌥ γ+(K1).

• Se {tn}n⇥J não é limitado, isto é, tn
n�∞⇤� ∞ com n ⇥ J então, como K atrai K1,

d(yn,K)⇧ d(T (tn)K1,K)
n�∞⇤� 0,

e, pelo Lema 2.20, existe uma subsequência convergente concluindo a demonstração.

Lema 2.43: Sejam {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo fortemente contínuo e K ⌃ X um compacto. Se K

atrai um compacto K1 ⌃ X sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}, então γ+(K1) é relativamente compacto e

/0  = ω(K1)⌃ K.

Demonstração: Primeiramente note que, dado ε > 0, como K é compacto, existem x1, . . . ,xn ⇥ K tais

que

K ⌃
n⇤

i=1

B(xi,ε).

Afirmamos que B = ⌥n
i=1B(xi,ε) absorve K1. De fato, se isso não ocorre então existem sequências

{xn}n⇥N ⌃ K1, {tn} ⌃ T
+, com tn

n�∞⇤� ∞, tais que T (tn)xn /⇥ B, para todo n ⇥ N. Como K atrai K1,

então

dH(T (tn)xn,K)
n�∞⇤� 0

e pelo Lema 2.20, existem x ⇥ K e uma subsequência de {T (tn)xn}n⇥N (que também denotaremos por

{T (tn)xn}n⇥N) tais que

T (tn)xn
n�∞⇤� x ⇥ K ⌃ B.

Logo, existe n0 ⇥ N tal que T (tn)xn ⇥ B, para todo n ⌅ n0, o que nos dá uma contradição.

Assim, existe t0 ⇥ T
+ tal que ⌥t⌅t0T (t)K1 ⌃ B. Como {T (t) : t ⇥ T

+} é fortemente contínuo,

então ⇤

t⇥[0,t0]
T (t)K1

é um conjunto compacto, já que é a imagem do conjunto compacto [0, t0]×K1 pela aplicação contínua

T
+
×X ⌦ (t,x) ↵� T (t)x ⇥ X . Disto segue que o conjunto γ+(K1)⌥K é totalmente limitado e pelo

27



Lema 2.42, γ+(K1)⌥K é completo então γ+(K1)⌥K é compacto. Consequentemente, γ+(K1) é

relativamente compacto.

Agora, considere a família {γ+t (K1)}t⇥T+ . Então, γ+t (K1) é compacto e não-vazio, para todo

t ⇥ T
+ e γ+t (K1) ⌃ γ+s (K1) para s ⇧ t, ou seja, a família {γ+t (K1)}t⇥T+ possui a propriedade da

interseção finita. Logo,

ω(B) =
⌅

t⇥T+

γ+t (K1)  = /0.

Resta mostrar que ω(K1)⌃ K. Sejam y ⇥ ω(K1) e ε > 0. Então, existe t0 ⇥ T
+ tal que y ⇥ γ+t0 (K1)⌃

Oε(K), isto é, d(y,K)⇧ ε . Como ε é arbitrário, d(y,K) = 0 e, portanto, y ⇥ K = K.

Proposição 2.44: Sejam {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo fortemente contínuo e K um conjunto com-

pacto que atrai a si mesmo sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}. Então ω(K) =

⌥
t⇥T+ T (t)K.

Demonstração: Como T (t)K ⌃ γ+t (K) para todo t ⇥ T
+ então

⌅

t⇥T+

T (t)K ⌃
⌅

t⇥T+

γ+t (K)⌃
⌅

t⇥T+

γ+t (K) = ω(K).

Por outro lado, pelo Lema 2.43 com K1 = K, temos ω(K) ⌃ K e γ+(K) é relativamente compacto.

Pelo item c) da Proposição 2.21 temos ω(K) não-vazio, compacto, invariante por {T (t) : t ⇥ T
+} e

atrai K sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}. Assim, ω(K) = T (t)ω(K) ⌃ T (t)K para todo t ⇥ T

+, isto é,

ω(K)⌃⌥t⇥T+ T (t)K o que conclui o resultado.

Teorema 2.45: Seja {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo fortemente contínuo, eventualmente limitado,

ponto dissipativo e assintoticamente compacto. Então {T (t) : t ⇥ T
+} tem um atrator global A .

Demonstração: Como {T (t) : t ⇥T
+} é assintoticamente compacto, ponto dissipativo e eventualmente

limitado então, pelo Lema 2.41, {T (t) : t ⇥ T
+} é compacto dissipativo. Dado C um conjunto

compacto dissipativo para {T (t) : t ⇥ T
+}, defina B = {x ⇥C : γ+(x)⌃C}. Afirmamos que B absorve

subconjuntos compactos de X sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}. De fato, sejam A um subconjunto

compacto em X e x ⇥ A e como C é compacto dissipativo, existe tA ⇥ T
+ tal que T (t)A ⌃C para cada

t ⌅ tA. Em particular, T (t)x ⌃C para cada t ⌅ tA. Logo, γ+(T (t)x)⌃C, assim T (t)x ⇥ B para cada

t ⌅ tA e cada x ⇥ A. Portanto, T (t)A ⌃ B para cada t ⌅ tA.

Além disso, B é positivamente invariante por {T (t) : t ⇥ T
+}. De fato, dados t ⇥ T

+ e x ⇥ B,

seja {xn}n⇥N ⌃ B tal que xn
n�∞⇤� x. Como T (t) é contínua então

lim
n�∞

T (t)xn = T (t)x ⇥ B,

pois T (t)xn ⇥ B para todo n ⇥ N. Portanto, T (t)B ⌃ B para todo t ⇥ T
+.

Consequentemente, sendo B fechado e positivamente invariante, e usando novamente a compaci-

dade assintótica de {T (t) : t ⇥ T
+}, existe um conjunto compacto K ⌃ B que atrai B. Como B absorve

compactos e K atrai B então K atrai subconjuntos compactos de X . Em particular, K se atrai si mesmo

e, portanto, dado ε > 0 existe t0 ⇥ T
+ tal que T (t)K ⌃ Oε(K) para todo t ⌅ t0, e sendo Oε(K) um
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conjunto limitado temos γ+t0 (K) limitado. Segue do Lema 2.27 que o conjunto A = ω(K) é não-vazio,

compacto e invariante sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}.

Mostremos agora que A atrai subconjuntos compactos de X . De fato, seja J ⌃ X um conjunto

compacto. Como ω(J) é positivamente invariante (veja item a) da Proposição 2.21), segue do Lema

2.43 que

ω(J)⌃ T (t)ω(J)⌃ T (t)K,

para todo t ⇥ T
+. Assim, usando a Proposição 2.44, obtemos

ω(J)⌃
⌅

s⇥T+

T (s)K = ω(K) = A

e, consequentemente, A atrai J.

Por fim, resta mostra que A atrai subconjuntos limitados de X . Seja B ⌃ X um conjunto

limitado. Como {T (t) : t ⇥ T
+} é eventualmente limitado e assintoticamente compacto então, pelo

Lema 2.27, ω(B) é não-vazio, compacto, invariante e atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+}. Como

ω(B) é compacto, invariante e A atrai ω(B) então ω(B) ⌃ A e como ω(B) atrai B sob a ação de

{T (t) : t ⇥ T
+} então

lim
t�∞

dH(T (t)B,A )⇧ lim
t�∞

dH(T (t)B,ω(B))+dH(ω(B),A ) = 0,

isto é, A atrai B sob a ação de {T (t) : t ⇥ T
+} o que conclui a demonstração.

Os resultados desta subseção podem ser compilados no seguinte corolário:

Corolário 2.46: Seja {T (t) : t ⇥ T
+} um semigrupo fortemente contínuo. Então são equivalentes:

a) {T (t) : t ⇥ T
+} é limitado dissipativo e assintoticamente compacto;

b) {T (t) : t ⇥ T
+} é compacto dissipativo, eventualmente limitado e assintoticamente compacto;

c) {T (t) : t ⇥ T
+} é ponto dissipativo, eventualmente limitado e assintoticamente compacto;

d) {T (t) : t ⇥ T
+} possui um atrator global A .

Além disso, se B0 é um conjunto limitado dissipativo para {T (t) : t ⇥ T
+}, então A = ω(B0) ⌃ B0.

Em particular, se B0 é conexo então A é conexo.
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Capítulo 3

Sistemas dinâmicos impulsivos

Pelo Capítulo 2 sabemos que o atrator global A do semigrupo {T (t) : t ⌅ 0} é único e descreve

a dinâmica comportamental de longo prazo de {T (t) : t ⌅ 0}; isto é, para estudar a dinâmica assintótica

do semigrupo {T (t) : t ⌅ 0}, é preciso entender completamente o atrator global e suas estruturas

internas.

Neste capítulo nosso objetivo é desenvolver uma teoria análoga ao Capítulo 2 para sistemas

dinâmicos impulsivos; mais precisamente, queremos definir uma noção útil de atrator global para um

sistema dinâmico impulsivo, de tal maneira que esse objeto descreva completamente o comportamento

de longo prazo do sistema. Para esse fim, introduzimos algumas das definições e propriedades básicas

dos sistemas dinâmicos impulsivos e tentamos encontrar uma noção apropriada de atrator global. A

principal referência para este capítulo é [8].

Ao longo deste capítulo, X será um espaço métrico com métrica d : X×X � [0,∞) e denotaremos

por R+ = R
+⌥{0} o conjunto dos números reais não-negativos.

Seja {T (t) : t ⌅ 0} um semigrupo fortemente contínuo em X . Para cada D ⌃ X e J ⌃ R+

definimos

F(D,J) =
⇤

t⇥J

T (t)⇤1(D).

Um ponto x ⇥ X é chamado um ponto inicial se F(x, t) = /0 para todo t > 0.

Definição 3.1: Um sistema dinâmico impulsivo (SDI) (X ,T,M, I) consiste de um semigrupo

{T (t) : t ⌅ 0} em um espaço métrico X , um subconjunto fechado não-vazio M ⌃ X tal que para

cada x ⇥ M exista εx > 0 tal que

F(x,(0,εx))�M = /0 e
⇤

t⇥(0,εx)

{T (t)x}�M = /0 (3.1)

e uma função contínua I : M � X .

O conjunto M é chamado de conjunto impulsivo e a função I é chamada de função impulsiva .
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Dado x ⇥ X , definimos

M+(x) =

�
⇤

t>0

T (t)x

 
�M.

Observação 3.2: As condições (3.1) significam que os pontos de M são isolados sobre cada trajetória

do semigrupo {T (t) : t ⌅ 0}, ou seja, o fluxo do semigrupo é, em certo sentido, transversal a M em

qualquer ponto de M. Essas condições são descritas na Figura 3.1.

M

x T (εx)x

F(x,εx) ⌦ y1

F(x,εx) ⌦ y2

F(x,εx) ⌦ y3

F(x,εx) ⌦ y4

Figura 3.1: O fluxo do semigrupo {T (t) : t ⌅ 0} é, em certo sentido, transversal a M.

Proposição 3.3: Sejam (X ,T,M, I) um SDI e x ⇥ X. Se M+(x)  = /0 então existe s > 0 tal que

T (s)x ⇥ M e T (t)x  ⇥ M para 0 < t < s.

Demonstração. Como M+(x)  = /0, existe s0 > 0 tal que T (s0)x ⇥ M. Suponha, por contradição, que

exista uma sequência {sn}n⇥N ⌃ R
+ tal que sn

n�∞⇤� 0 e T (sn)x ⇥ M para todo n ⇥ N. Como M é um

conjunto fechado, pela continuidade da função R+ ⌦ t ↵� T (t)x, temos lim
n�∞

T (sn)x = T ( lim
n�∞

sn)x =

T (0)x = x ⇥ M. Como T (sn)x ⇥ M para todo n ⇥ N e sn
n�∞⇤� 0 então T ((0,ε))x

⌥
M  = /0 para todo

ε > 0, o que contradiz (3.1).

A Proposição 3.3 garante que a função φ : X � (0,∞] dada por

φ(x) =

⇥
s, se T (s)x ⇥ M e T (t)x  ⇥ M para 0 < t < s,

∞, se M+(x) = /0

é bem definida. Se M+(x)  = /0, o valor φ(x) representa o menor tempo positivo que a trajetória

de x encontra M. Nesse caso, dizemos que o ponto T (φ(x))x é o ponto impulsivo de x e função

φ : X � (0,∞] é chamada de função tempo de impacto.

Com ajuda da função φ , podemos definir a trajetória impulsiva de um ponto x ⇥ X pelo SDI.

Definição 3.4: A trajetória impulsiva de x ⇥ X pelo SDI (X ,T,M, I) é uma função �T (·)x definida

em um intervalo Jx ⌃ R+ com valores em X dados indutivamente pela seguinte regra: se M+(x) = /0,
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então �T (t)x = T (t)x para todo t ⇥ R+ (veja Figura 3.2a). No entanto, se M+(x)  = /0 então denotamos

x = x+0 e definimos �T (·)x em [0,φ(x+0 )] por

�T (t)x =
⇥

T (t)x+0 , se 0 ⇧ t < φ(x+0 ),

I(T (φ(x+0 ))x
+
0 ), se t = φ(x+0 ).

Sejam s0 = φ(x+0 ), x1 = T (s0)x
+
0 , e x+1 = I(T (s0)x

+
0 ). Nesse caso s0 < ∞ e o processo pode continuar,

mas agora começando em x+1 . Se M+(x+1 ) = /0 então definimos �T (t)x = T (t ⇤ s0)x
+
1 para s0 ⇧ t < ∞ e,

neste caso φ(x+1 ) = ∞. No entanto, se M+(x+1 )  = /0 definimos �T (·)x em [s0,s0 +φ(x+1 )] por

�T (t)x =
⇥

T (t ⇤ s0)x
+
1 , se s0 ⇧ t < s0 +φ(x+1 ),

I(T (φ(x+1 ))x
+
1 ), se t = s0 +φ(x+1 ).

Sejam s1 = φ(x+1 ), x2 = T (s1)x
+
1 , e x+2 = I(T (s1)x

+
1 ). Suponha agora que �T (·)x está definido no

intervalo [tn⇤1, tn] e que �T (tn)x = x+n , onde t0 = 0 e tn = ∑
n⇤1
i=0 si para n ⇥ N. Se M+(x+n ) = /0, então

�T (t)x = T (t ⇤ tn)x
+
n , para tn ⇧ t < ∞ e φ(x+n ) = ∞. No entanto, se M+(x+n )  = /0, então definimos �T (·)x

em [tn, tn +φ(x+n )] por

�T (t)x =
⇥

T (t ⇤ tn)x
+
n , se tn ⇧ t < tn +φ(x+n ),

I(T (φ(x+n ))x
+
n ), se t = tn +φ(x+n ).

Sejam sn = φ(x+n ), xn+1 = T (sn)x
+
n , e x+n+1 = I(T (sn)x

+
n ). Este processo termina após um número finito

de passos se M+(x+n ) = /0 para algum n ⇥ N (veja Figura 3.2b), ou pode continuar indefinidamente, se

M+(x+n )  = /0 para todo n ⇥N e, neste caso, �T (·)x é definido no intervalo [0,Π(x)) onde Π(x) = ∑
∞
i=0 si

(veja Figura 3.2c).

M

I(M)

x

(a) Caso sem impulso

M

I(M)

x x1

x+1 x2

x+2 x3

x+3

(b) Caso com finitos finitos

impulsos

M
I(M)

x x1

x+1 x2

x+2 x3

x+3 x4

x+n xn+1

(c) Caso com infinitos

finitos impulsos

Figura 3.2: Trajetória impulsiva.

Uma vez que esses resultados e definições básicas tenham sido estabelecidos, como estamos

interessados no comportamento assintótico de sistemas dinâmicos impulsivos, vamos assumir que todas
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as trajetórias impulsivas existem para todo t ⌅ 0, ou seja, assumindo que Π(x) = ∞ para todo x ⇥ X

começaremos nossa busca por uma definição adequada de um atrator global para o SDI (X ,T,M, I). A

partir de agora, sempre assumiremos esta condição de existência global:

Π(x) = ∞ para todo x ⇥ X . (G)

Uma condição para garantir esta propriedade é dada pela seguinte proposição.

Proposição 3.5: Seja (X ,T,M, I) um SDI. Se existe ξ > 0 tal que φ(z) ⌅ ξ para todo z ⇥ I(M),

então Π(x) = ∞ para cada x ⇥ X.

Demonstração. Seja x ⇥ X . Se M+(x) = /0 então é claro que Π(x) = ∞. Suponha M+(x)  = /0 e

sejam I ⌃ N, I0 = I ⌥ {0}, {xi}i⇥I , {x+i }i⇥I0 e {si}i⇥I0 como na Definição 3.4, isto é, x+0 = x, xi =

T (φ(x+i⇤1))x
+
i⇤1 e x+i = I(xi) para i ⇥ I e si = φ(x+i ) para i ⇥ I0.

• Se I é finito, digamos I = {1, . . . ,n}, então sn = ∞ e, portanto, Π(x) = ∑
n
i=0 si = ∞.

• Se I não é finito, como x+i ⇥ I(M) para todo i ⇥ I e si = φ(x+i ) para todo i ⇥ I0, então Π(x) =

∑
∞
i=0 si = s0 +∑

∞
i=1 si ⌅ s0 +∑

∞
i=1 ξ = ∞.

Estabelecida a condição (G), as funções �T (t) estão definidas para todo t ⌅ 0 e verifica-se que

{�T (t) : t ⌅ 0} satisfaz a propriedade do semigrupo:

�T (t + s)x = �T (t)�T (s)x, t,s ⌅ 0, x ⇥ X , �T (0)x = x, x ⇥ X . (3.2)

O próximo teorema nos dá informação sobre a semicontinuidade inferior de φ no complementar

de M. Para um estudo detalhado sobre a continuidade de φ , o leitor pode ver [15].

Teorema 3.6: [15, Theorem 3.5] Seja (X ,T,M, I) um SDI. A função φ é semicontínua inferiormente

em X \M.

Demonstração. Seja x ⇥ X \M e suponha que φ não é semicontínua inferiormente em x. Logo, existem

uma sequência {xn}n⇥N e t < φ(x) tais que xn
n�∞⇤� x e φ(xn)

n�∞⇤� t. Como T (φ(xn))xn ⇥ M = M, pela

continuidade do semigrupo {T (t) : t ⌅ 0} temos T (φ(xn))xn
n�∞⇤� T (t)x ⇥ M e, portanto, φ(x) ⇧ t o

que nos dá uma contradição.

A condição de que exista ξ > 0 tal que φ(z)⌅ ξ para todos os z ⇥ I(M) diz que há um tempo

mínimo para o semigrupo atingir M ao sair de I(M). A seguinte proposição nos diz quando um SDI

tem essa condição.

Proposição 3.7: Seja (X ,T,M, I) um SDI. Se I(M) é compacto e I(M)�M = /0, então existe um

ξ > 0 tal que φ(z)⌅ ξ para todo z ⇥ I(M).

Demonstração. Suponha o contrário, para todo ξ > 0, existe zξ ⇥ I(M) tal que φ(zξ ) < ξ . Em

particular, para cada n ⇥ N, dado ξn =
1
n

existe zn ⇥ I(M) tal que φ(zn)<
1
n
. Como I(M) é compacto,
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existe uma subsequência {znk
}k⇥N de {zn}n⇥N tal que znk

k�∞⇤� z ⇥ I(M) e pelo Teorema 3.6, como φ é

semicontínua inferiormente em z, temos φ(z)⇧ limk�∞ φ(znk
)< 1

nk

k�∞⇤� 0, assim, φ(z)⇧ 0 o que dá

uma contradição.

3.1 Condições de tubo em sistemas dinâmicos impulsivos

Veremos que no caso de sistemas dinâmicos impulsivos o atrator global também está relacionado

aos conjuntos ω-limites. A invariância e atração são duas propriedades muito importantes do atrator e

pretendemos que os conjuntos ω-limites também tenham essas propriedades. Para isso, precisamos que

o semifluxo original {T (t) : t ⌅ 0} tenha uma direção bem definida ao cruzar M, mais especificamente,

para cada ponto x ⇥ M deve existir uma vizinhança V contendo x de forma que todo o semifluxo que

passa por V vá em apenas uma direção (se o fluxo vai em uma direção, não pode haver fluxo que vá na

direção oposta dentro de V ). Além disso, deve haver um conjunto, que chamaremos de tubo, em que

todas as trajetórias (fluxo) dentro desse conjunto não se cruzem, ou seja, de alguma forma o fluxo é

formado por linhas paralelas. Veja a Figura 3.3.

M

V

x

Figura 3.3: Tubo formado por linhas paralelas.

Portanto, os pontos de M devem satisfazer certas condições, que chamaremos condições de tubo,

que garantem um bom comportamento do semigrupo {T (t) : t ⌅ 0} próximo ao conjunto impulsivo M

(ver [14] para obter mais detalhes).

Definição 3.8: Seja {T (t) : t ⌅ 0} um semigrupo em X . Um conjunto fechado S contendo x ⇥ X é

chamado de seção (λ -seção) através de x se existir λ > 0 e um subconjunto fechado L de X de modo

que:

a) F(L,λ ) = S;

b) F(L, [0,2λ ]) contém uma vizinhança de x;

c) F(L,ν)�F(L,ζ ) = /0, se 0 ⇧ ν < ζ ⇧ 2λ .

Dizemos que o conjunto F(L, [0,2λ ]) é um λ -tubo (ou simplesmente tubo) e o conjunto L é uma

barra.
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S L

x T (λ )x

2λ

λ

Figura 3.4: λ -tubo F(L, [0,2λ ]).

O seguinte lema nos diz que as imagens das seções por pequenas translações de tempo também

são seções.

Lema 3.9: [14, Lemma 1.9] Dado x ⇥ X, se S é uma λ -seção através de x com barra L, então para

qualquer 0 < µ ⇧ λ , S é uma µ-seção através de x com barra Lµ = F(L,λ ⇤µ).

Demonstração. Como T (λ ⇤ µ) é contínua e L é fechado, seque que Lµ = F(L,λ ⇤ µ) = T (λ ⇤
µ)⇤1(L) é fechado. Além disso, F(Lµ ,µ) = T (µ)⇤1(Lµ) = T (µ)⇤1(T (λ ⇤ µ)⇤1(L)) = (T (λ ⇤
µ)T (µ))⇤1(L) = T (λ )⇤1(L) = S.

Resta mostrar que existe uma vizinhança de x dentro de F(Lµ , [0,2µ]). Note que o conjunto

F(L, [0,λ ⇤µ]⌥ [λ +µ,2λ ]) é fechado já que é a pré-imagem do conjunto fechado ([0,λ ⇤µ]⌥ [λ +

µ,2λ ])×L sob a função contínua x ↵� (t,T (t)x), logo seu complementar é uma vizinhança de x, assim,

existe um conjunto aberto U que contém x tal que U �F(L, [0,λ ⇤µ]⌥ [λ +µ,2λ ]) = /0.

Por outro lado, existe um aberto V tal que x ⇥V ⌃ F(L, [0,2λ ]), portanto

x ⇥V �U ⌃ F(L, [0,2λ ])�F(L, [0,λ ⇤µ]⌥ [λ +µ,2λ ])c = F(Lµ ,(0,2µ))⌃ F(Lµ , [0,2µ]).

Definição 3.10: Seja (X ,T,M, I) um SDI. Dizemos que um ponto x ⇥ M satisfaz

i) a condição de tubo forte (CTF), se existir uma seção S através de x tal que S = F(L, [0,2λ ])�M.

ii) a condição especial de tubo forte (CETF) se satisfaz CTF e o λ -tubo F(L, [0,2λ ]) é tal que

F(L, [0,λ ])� I(M) = /0.

O teorema a seguir é uma adaptação de [15, Theorem 3.8] que analisa a continuidade da função

φ .

Teorema 3.11: Seja (X ,T,M, I) um SDI tal que cada ponto de M satisfaz a CTF. Então φ é semicon-

tínua superiormente em X e é contínua em X \M. Além disso, se não houver pontos iniciais em M e φ

for contínua em x, então x  ⇥ M.
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Demonstração. Seja x ⇥ X . Se φ(x) = ∞, a semicontinuidade superior de φ em x é trivial. Suponha

que φ(x) = u ⇥ (0,∞), e {xn}n⇥N ⌃ X uma sequência tal que xn
n�∞⇤� x com φ(xn)

n�∞⇤� t. Logo,

y = T (u)x ⇥ M e como y satisfaz a CTF, existem λ > 0 e S uma λ -seção através de y com barra L.

Seja ε > 0 tal que ε < min{u,λ}. Pelo Lema 3.9, o conjunto F(Lε , [0,2ε]) é um ε-tubo com

barra Lε = F(L,λ ⇤ ε) e, então, existe uma vizinhança V de y tal que V ⌃ F(Lε , [0,2ε]). Logo,

T (u)⇤1(V ) =W é uma vizinhança de x. Observe que

T (u)W = T (u)T (u)⇤1(V )⌃V ⌃ F(Lε , [0,2ε]),

isto é, T (u)z ⇥ F(Lε , [0,2ε]) para todo z ⇥ W . Assim, para cada z ⇥ W , existe nz ⇥ [0,2ε] tal que

T (u+nz)z ⇥ Lε . Portanto, T (u+nz ⇤ ε)z ⇥ F(Lε ,ε) = S ⌃ M e como u+nz ⇤ ε > 0 e nz ⇧ 2ε segue

que φ(z)⇧ u+nz⇤ε ⇧ u+ε para todo z ⇥W . Como xn
n�∞⇤� x, existe n0 ⇥N tal que xn ⇥W para todo

n ⌅ n0, assim, φ(xn)
n�∞⇤� t ⇧ u+ ε (pois xn ⇥ W para todo n ⌅ n0). Pela arbitrariedade de ε temos

t ⇧ u e isto prova a semicontinuidade superior de φ em x, logo φ é semicontínua superiormente em X

e, pelo Teorema 3.6, φ é contínua em X \M.

Vamos provar que dado um ponto x ⇥ M, se x não é ponto inicial, então φ não é contínua em x.

Suponha, por contradição, que φ é contínua em x. Como x não é ponto inicial, existem ε > 0 e y ⇥ X

tal que T (ε)y = x e T ([0,ε))y�M = /0. Seja {εn}n⇥N uma sequência com εn < ε tal que εn
n�∞⇤� ε .

Logo, T (εn)y
n�∞⇤� T (ε)y = x, φ(T (εn)y) = ε ⇤ εn

n�∞⇤� 0 e, como φ é contínua em x, em particular é

semicontínua inferiormente em x, logo φ(x)⇧ limn�∞ φ(T (εn)y) = limn�∞ ε ⇤ εn = 0, o que é uma

contradição já que φ(x)> 0. Portanto, φ não é contínua em x. Como M não possui pontos iniciais, φ

não é contínua em nenhum ponto de M, assim, se φ é contínua em x, então x /⇥ M.

Observação 3.12: Antes de continuar, observamos que, se assumirmos que I(M)�M = /0, então

nenhum ponto x ⇥ M está em uma trajetória impulsiva, exceto se a trajetória começar em x. Esta é uma

simples consequência da definição de trajetórias impulsivas e esse fato será usado mais tarde.

Finalizamos com a seguinte proposição que é o principal resultado desta seção. Este resultado

nos ajudará com a invariância negativa dos conjuntos ω-limites dando-nos uma melhor compreensão

sobre o comportamento de trajetórias impulsivas próximas ao conjunto impulsivo M. Esta proposição

afirma que o fluxo impulsivo �T (t) não pode atingir o “lado direito” do conjunto impulsivo M para

grandes valores de t.

Proposição 3.13: [8, Proposition 2.6] Sejam (X ,T,M, I) um SDI tal que I(M)�M = /0 e y ⇥ M

satisfazendo CETF com λ -tubo F(L, [0,2λ ]). Então �T (t)X �F(L, [0,λ ]) = /0 para todo t > λ .

Demonstração. Suponha, por contradição, que existem t > λ e z = �T (t)x ⇥ F(L, [0,λ ]) para algum

x ⇥ X . Como z ⇥ F(L, [0,λ ]) existe µ ⇥ [0,λ ] tal que T (µ)z ⇥ L. Se µ = λ , T (µ)z = T (λ )z ⇥ L, logo

z ⇥ T (λ )⇤1(L) = S ⌃ M. Como I(M)�M = /0 pela, observação anterior, nenhum ponto de M está em

uma �T -trajetória e como z ⇥ M e está na �T -trajetória de x, temos uma contradição. Portanto, µ  = λ ,

isto é, µ ⇥ [0,λ ).
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Se t < φ(x), então z = �T (t)x = T (t)x e consideremos ω = T (t ⇤ (λ ⇤µ))x . Note que

T (λ )ω = T (λ )T (t ⇤ (λ ⇤µ))x = T (t +µ)x = T (µ)T (t)x = T (µ)z ⇥ L

e, assim, ω ⇥ T (λ )⇤1(L) = S ⌃ M, isto é, ω ⇥ M o que é uma contradição pois ω = T (t⇤(λ ⇤µ))x ⇥
M e t ⇤ (λ ⇤µ)< t < φ(x). Portanto, t ⌅ φ(x).

Considere agora o caso z = �T (t)x = T (t �)x+, onde x+ ⇥ I(M) e t � ⇥ [0,φ(x+)). Se t � ⌅ λ ⇤µ

então tome ω = T (t �⇤ (λ ⇤µ))x+ e, assim,

T (λ )ω = T (λ )T (t �⇤ (λ ⇤µ))x+ = T (µ + t �)x+ = T (µ)T (t �)x+ = T (µ)z ⇥ L,

isto é, T (λ )ω ⇥ L. Logo, ω ⇥ T (λ )⇤1(L) = S ⌃ M o que nos dá uma contradição, pois t �⇤ (λ ⇤µ)<

t � < φ(x+).

Finalmente, se t � ⇥ [0,λ ⇤µ), então

T (t �+µ)x+ = T (µ)T (t �)x+ = T (µ)z ⇥ L

e 0⇧ µ ⇧ t �+µ < λ , assim x+ ⇥ T (t �+µ)⇤1(L)⌃F(L, [0,λ )) e x+ ⇥ I(M). Logo, x+ ⇥F(L, [0,λ ))�
I(M), que é uma contradição com CETF.

3.2 Atratores globais para sistemas dinâmicos impulsivos

As definições de �T -invariância e �T -atração são análogas às noções de T -invariância e T -atração,

respectivamente, substituindo simplesmente T por �T . Começamos com uma primeira abordagem sobre

atratores para o SDI. No caso contínuo (sem impulso), o atrator global é um conjunto compacto, e

mantendo essa propriedade em [9], os autores propõem a seguinte definição de atrator global para um

sistema dinâmico impulsivo que é uma generalização natural do caso sem impulso.

Definição 3.14 (Abordagem compacta): Um subconjunto A de X é um atrator global para um SDI

(X ,T,M, I) se satisfaz as seguintes condições:

i) A é compacto e A �M = /0;

ii) �T -invariante;

iii) �T -atrai todos os subconjuntos limitados de X .

Observação 3.15: A definição acima é consistente com a noção de atrator global para semigrupos,

isto é, quando M = /0, ambas definições coincidem e, de fato, essa noção de atrator global é útil para

descrever a dinâmica assintótica de �T em muitos casos. No entanto, essa definição exclui uma classe

importante de SDI, uma vez que, o comportamento assintótico de �T não é qualitativamente diferente

do comportamento assintótico de T . De fato, como A é um conjunto compacto e M é um conjunto

fechado, pela condição i), existe uma distância positiva entre A e M, isto é, existe ε > 0 tal que
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Oε(A )�M = /0. Assim, dado x ⇥ X , como Oε(A ) �T -absorve {x} existe tx ⌅ 0 tal que �T (t)x ⇥Oε(A )

para todo t ⌅ tx e, portanto, �T (t)x /⇥ M para todo t ⌅ tx, isto é, a partir de um tempo t ⌅ tx a órbita de x

nunca atinge o conjunto impulsivo M tornando-se uma órbita contínua (sem impulso).

Portanto, precisamos encontrar uma definição mais adequada de atrator global que inclua casos

em que a dinâmica em longo tempo de �T seja diferente da dinâmica de T . Para motivar, apresentamos

um exemplo simples tomado de [8] no qual a dinâmica assintótica de �T e T são diferentes.

Exemplo 3.16: Considere a seguinte equação diferencial contínua

ẋ =

⇥
x, se x < 0,

1⇤ x, se x ⌅ 0
(3.3)

com a condição inicial x(0) = x0 ⇥ R e considere a ação da função impulsiva I : M = {0}� R dada

por I(0) =⇤1. As soluções de (3.3) sem a ação de I são dadas por

x(t) =

�
��
�✏

t + x0, x0 < 0, t ⇥ [0,⇤x0),

⇤e⇤t⇤x0 +1, x0 < 0, t ⇥ [⇤x0,∞),

(x0 ⇤1)e⇤t +1, x0 ⌅ 0, t ⇥ [0,∞).

Esse problema possui apenas um conjunto invariante limitado, a saber, o conjunto unitário {1} que

também é o atrator global para (3.3). Agora, as soluções de (3.3) com a ação de I são dadas por

�T (t)x =

�
��
�✏

t + x0, x0 < 0, t ⇥ [0,⇤x0),

t + x0 ⇤n, x0 < 0, t ⇥ [⇤x0 +n⇤1,⇤x0 +n), n ⇥ N,

(x0 ⇤1)e⇤t +1, x0 ⌅ 0, t ⇥ [0,∞).

(3.4)

Agora, a dinâmica é bastante diferente, já que apareceu a “órbita periódica impulsiva” [⇤1,0).

Observe que, neste caso, não existe um subconjunto de R satisfazendo todas as condições da Definição

3.14. Mas podemos distinguir alguns conjuntos:

• O conjunto A1 = [⇤1,0)⌥{1} é �T -invariante, �T -atrai conjuntos limitados e A1 �M = /0, mas

A1 não é compacto.

• O conjunto A2 = [⇤1,0]⌥{1} �T -atrai conjuntos limitados, A2 é compacto, mas A2 �M  = /0 e

A2 não é nem �T -positivamente nem �T -negativamente invariante.

• O conjunto A3 = [⇤1,1] �T -atrai conjuntos limitados, A3 é compacto, é positivamente invariante,

mas não é negativamente invariante e A3 �M  = /0.

Sabemos da teoria dos semigrupos que o atrator global é caracterizado como a união de todas

as soluções globais limitadas de T , e essa propriedade está intimamente relacionada à invariância do

atrator global. Portanto, olhando para os três conjuntos acima, pode-se supor que o conjunto A1 é

um candidato natural ao atrator global desse sistema impulsivo, uma vez que é o único �T -invariante

entre os três. Além disso, se recordamos a definição de uma �T -trajetória, podemos ver que, através dos
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pontos de M, não pode haver soluções globais de �T , portanto, é natural supor que se a invariância é a

propriedade que buscamos para o atrator global, então nenhum ponto de M pode estar nela. Assim, a

hipótese A �M = /0 na Definição 3.14 precisa ser mantida e isso implica uma consequência direta:

a hipótese de compacidade precisa ser enfraquecida. O conjunto A1 acima não é compacto, mas é

pré-compacto e, além disso, A1 = A1 \M.

Por todos esses argumentos, tirados do exemplo, para cobrir uma classe maior de sistemas

dinâmicos impulsivos, em [8] os autores fornecem a seguinte definição.

Definição 3.17 (Abordagem pré-compacta): Um subconjunto A ⌃ X será chamado de atrator

global para o SDI (X ,T,M, I) se satisfaz as seguintes condições:

i) A é pré-compacto e A = A \M;

ii) A é �T -invariante;

iii) A �T -atrai subconjuntos limitados de X .

Com a Definição 3.17, o conjunto A1 é o atrator global para o SDI no Exemplo 3.16. A principal

diferença entre a Definição 3.14 e Definição 3.17 é a compacidade. Na Definição 3.17, o atrator global

não precisa ser compacto e pode “tocar” o conjunto impulsivo M, enquanto conjuntos compactos que

não interceptam M devem estar a uma distância positiva de M.

3.2.1 Propriedades do atrator global impulsivo

A seguir, daremos algumas propriedades do atrator global impulsivo que são análogas às proprie-

dades que já vimos no caso sem impulso. A partir de agora consideraremos o atrator global como na

Definição 3.17. Antes de fornecer as propriedades, precisamos da seguinte definição.

Definição 3.18: Uma função ψ : R� X é uma solução global de �T se

�T (t)ψ(s) = ψ(t + s), para quaisquer t ⌅ 0 e s ⇥ R.

Além disso, se ψ(0) = x dizemos que ψ é uma solução global através de x.

As seguintes propriedades do atrator global são uma compilação das proposições [8, Proposition

4.1, 4.3 e 4.5].

Proposição 3.19: Seja (X ,T,M, I) um SDI, e suponha que existe seu atrator global A .

a) A é único.

b) Se I(M)�M = /0, então

A = {x ⇥ X : existe uma solução global limitada de �T através de x}.
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c) A é o subconjunto mínimo entre todos os subconjuntos K ⌃ X com K = K \M que �T -atrai todos

os subconjuntos limitados de X.

Demonstração: a) Suponha que A1 e A2 satisfazem a Definição 3.17. Como A2 é limitado (por ser

compacto), A1 �T -atrai A2, então limt�∞ dH(�T (t)A2,A1) = 0. Como A2 é �T -invariante, então

lim
t�∞

dH(�T (t)A2,A1) = lim
t�∞

dH(A2,A1) = dH(A2,A1) = 0 ◆ A2 = A1

e por i) temos

A1 = A1 \M = A2 \M = A2.

b) Se ψ : R� X é uma solução global limitada de �T então ψ(R)�M = /0. De fato, se ψ(t0) ⇥ M

para algum t0 ⇥R então �T (s)ψ(t0 ⇤ s) = ψ(t0) ⇥ M para cada s > 0 que não pode acontecer já que

o semifluxo impulsivo de x não pode atingir M em tempo positivo para qualquer x ⇥ M, porque

I(M)�M = /0. Portanto, ψ(R)�M = /0,

Afirmamos que ψ(R) é �T -invariante. De fato, se t ⌅ 0 e ψ(s) ⇥ ψ(R), então �T (t)ψ(s) = ψ(t +

s) ⇥ ψ(R) logo �T (t)ψ(R) ⌃ ψ(R). Por outro lado, ψ(s) = �T (t)(ψ(s⇤ t)) ⇥ �T (t)ψ(R), logo

ψ(R)⌃ �T (t)ψ(R).

Como ψ(R) é limitado, A �T -atrai ψ(R) e 0 = lim
t�∞

dH(�T (t)ψ(R),A ) = dH(ψ(R),A ). Então

ψ(R) ⌃ ψ(R) ⌃ A e como ψ(R)� M = /0 tem-se ψ(R) = ψ(R) \ M ⌃ A \ M = A , isto é,

ψ(R)⌃ A .

Para a inclusão inversa, se x ⇥ A como x ⇥ �T (1)A = A existe x⇤1 ⇥ A tal que �T (1)x⇤1 = x.

Novamente, como x⇤1 ⇥ A , existe x⇤2 ⇥ A tal que �T (1)x⇤2 = x⇤1. Indutivamente podemos

construir uma sequência {x⇤n}n⇥N tal que �T (1)x⇤n⇤1 = x⇤n para todo n ⌅ 0, com x0 = x. Então,

definimos

ψ(t) =

⇥
�T (t +n)x⇤n, se t ⇥ [⇤n,⇤n+1], n ⇥ N,
�T (t)x0, se t ⌅ 0.

Analogamente ao caso contínuo, mostra-se que �T (t)ψ(s) = ψ(t + s), para todo t ⌅ 0 e s ⇥ R, e

ψ(R)⌃ A .

c) Sejam A o atrator do SDI (X ,T,M, I) e K ⌃ X tal que K = K \M e K �T -atrai todos os subconjuntos

limitados de X . Como A é invariante e K �T -atrai A , pois este é limitado, temos

dH(A ,K) = dH(�T (t)A ,K)
t�∞⇤� 0.

Portanto, A ⌃ K e A \M = A ⌃ K \M = K.

3.3 ω-limites impulsivos

Para dar condições necessárias e suficientes para garantir a existência de um atrator global para

um SDI (X ,T,M, I) precisamos do conceito de ω-limites impulsivos.
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Definição 3.20: A órbita positiva impulsiva de x ⇥ X começando em s ⌅ 0 é o conjunto

�γ+s (x) = {�T (t)x : t ⌅ s}.

Também definimos �γ+(x) = �γ+0 (x).

Dado um subconjunto B ⌃ X , definimos �γ+s (B) =
⇣

x⇥B �γ+s (x) e o ω-limite impulsivo de B é o

conjunto

�ω(B) =
⌅

t⌅0

�γ+t (B).

Analogamente ao caso dos semigrupos, temos o seguinte resultado de caracterização para

ω-limites impulsivos.

Lema 3.21: [8, Lemma 3.2] Sejam (X ,T,M, I) um SDI e B ⌃ X. Então

�ω(B) = {x ⇥ X : ✏ sequências {tn}n⇥N ⌃ R+ e {xn}n⇥N ⌃ B

com tn
n�∞⇤� ∞, e �T (tn)xn

n�∞⇤� x},

além disso, �ω(B) é fechado.

Demonstração. Se x ⇥ �ω(B) então dado n ⇥ N, x ⇥ �γ+n (B), o que implica que existem xn ⇥ B e tn ⌅ n

tal que d(x, �T (tn)xn) <
1
n

e, portanto, tn
n�∞⇤� ∞ e �T (tn)xn

n�∞⇤� x. Por outro lado, dado t ⌅ 0, sejam

x ⇥ X , {xn}n⇥N ⌃ B e {tn}n⇥N ⌃ R+ com tn
n�∞⇤� ∞, tais que �T (tn)xn

n�∞⇤� x. Como �T (tn)xn ⇥ �γ+t (B)

para tn ⌅ t, então x ⇥ �γ+t (B), logo x ⇥ �ω(B).

Finalmente, �ω(B) é fechado, uma vez que é uma interseção de conjuntos fechados, o que conclui

a prova.

Se o SDI satisfaz uma condição de dissipatividade, os ω-limites impulsivos têm certas proprieda-

des. Vejamos a seguir esta condição.

Definição 3.22: Um SDI (X ,T,M, I) é chamado de limitado dissipativo se existe um conjunto

pré-compacto K ⌃ X com K �M = /0 que �T -atrai todos os subconjuntos limitados de X . Qualquer

conjunto K que satisfaça essas condições será chamado de pré-atrator .

A seguinte proposição é uma compilação das proposições [8, Proposition 3.4 e 3.5] e nos dá

algumas propriedades que possuem os ω-limites impulsivos sob a hipótese de dissipatividade.

Proposição 3.23: Se (X ,T,M, I) é um SDI limitado dissipativo com um pré-atrator K, então, para

qualquer subconjunto não-vazio B de X:

a) �ω(B) é não-vazio, compacto e �ω(B)⌃ K.

b) �ω(B) �T -atrai B.
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Demonstração. a) Seja {tn}n⇥N ⌃R+, tn
n�∞⇤� ∞. Como B  = /0, existe uma sequência {xn}n⇥N ⌃ B tal

que

d(�T (tn)xn,K)⇧ d(�T (tn)xn,K) = dH(�T (tn)xn,K)⇧ dH(�T (tn)B,K)
n�∞⇤� 0.

Então, pelo Lema 2.20, existe uma subsequência convergente �T (tn)xn
n�∞⇤� x ⇥ �ω(B). Logo, ω(B)  =

/0.

Seja x ⇥ �ω(B). Então �T (tn)xn
n�∞⇤� x para algumas sequências {xn}n⇥N ⌃ B e {tn}n⇥N ⌃ R+, com

tn
n�∞⇤� ∞ e

dH(�T (tn)xn,K)⇧ dH(�T (tn)B,K)
n�∞⇤� 0,

pois K �T -atrai B. Portanto, x ⇥ K e, assim, �ω(B) ⌃ K. Como �ω(B) é fechado e está contido no

conjunto compacto K, �ω(B) é compacto.

b) Suponha que, ao contrário da afirmação, existam sequências {tn}n⇥N ⌃R+, tn
n�∞⇤� ∞, {xn}n⇥N ⌃ B

e ε0 tal que dH(�T (tn)xn, �ω(B)) > ε0. Sabemos que dH(�T (tn)xn,K)
n�∞⇤� 0, então para alguma

subsequência {�T (tnk
)xnk

}k⇥N, existe x ⇥ K tal que �T (tnk
)xnk

k�∞⇤� x, então 0 = dH(x, �ω(B)) ⌅ ε0,

que é uma contradição.

Agora podemos dar outra caracterização do atrator global em relação aos conjuntos ω-limites.

Proposição 3.24: [8, Proposition 4.4 ] Seja (X ,T,M, I) um SDI que tem um atrator global A e

I(M)�M = /0 e denote por B(X) a coleção de todos os subconjuntos limitados de X. Então

A =
⇤

B⇥B(X)

(�ω(B)\M).

Demonstração. Seja B um subconjunto limitado de X . Provemos a igualdade de conjunto por dupla

inclusão.

Mostremos que
⇣

B⇥B(X)(�ω(B)\M)⌃ A . Pelo item a) da Proposição 3.23 (tomando K = A ),

�ω(B)⌃ A e, portanto, �ω(B)\M ⌃ A \M = A . Logo,
⇣

B⇥B(X)(�ω(B)\M)⌃ A .

Mostremos que A ⌃ ⇣
B⇥B(X)(�ω(B) \M). Seja x0 ⇥ A . Como A = A \M então x0  ⇥ M e,

usando o item b) da Proposição 3.19, podemos considerar uma solução global limitada ψ de �T através

de x0. Se {tn}⌃R
+ for uma sequência arbitrária tal que tn

n�∞⇤� ∞ então, como �T (tn)ψ(⇤tn) = ψ(0) =

x0 para todo n ⇥ N, temos x0 ⇥ �ω(ψ(R)), isto é, x0 ⇥ �ω(ψ(R)) \M ⌃
⇤

B⇥B(X)

�ω(B) \M. Portanto,

A ⌃⇣B⇥B(X) �ω(B)\M.

3.3.1 Invariância dos ω-limites impulsivos

Nesta subseção, estabelecemos a invariância para os conjuntos ω-limites impulsivos. Começare-

mos com a invariância positiva que é mais fácil de provar do que a negativa.
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Invariância positiva

O seguinte resultado é usado para demonstrar ambas as invariâncias e é muito interessante, pois

diz que a função �T se comporta como uma função contínua no complementar de M sob uma “pequena

correção” no tempo.

Lema 3.25: [8, Lemma 3.6] Seja (X ,T,M, I) um SDI tal que I(M)�M = /0 e cada ponto de M

satisfaz CTF. Sejam também x ⇥ X \M e {zn}n⇥N uma sequência em X tal que zn
n�∞⇤� x. Então, dado

t ⌅ 0, existe uma sequência {ηn}n⇥N em R tal que ηn
n�∞⇤� 0 e �T (t +ηn)zn

n�∞⇤� �T (t)x.

Demonstração. Sejam x ⇥ X \M e {zn}n⇥N com zn
n�∞⇤� x. Se φ(x) = ∞, pela continuidade de φ sobre

X \M (Teorema 3.11) segue-se que, para t ⇥ [0,∞) dado, existe n0 ⇥ N tal que φ(zn) > t para todo

n ⌅ n0. Como t < φ(zn) então �T (t)zn = T (t)zn e, tomando ηn = 0 para todo n ⇥ N, pela continuidade

de T (t), obtemos �T (t +ηn)zn = �T (t +0)zn = T (t)zn � T (t)x = �T (t)x.

Agora, assumimos que φ(x)<∞. Como φ é contínua em X \M, podemos assumir que φ(zn)<∞

para todo n ⇥ N.

Caso 1: Se 0 ⇧ t < φ(x). Neste caso, considere 0 < ε < φ(x)⇤ t. Pela continuidade de φ existe

um n0 ⇥ N tal que φ(x)⇤ ε < φ(zn) para todo n ⌅ n0. Logo, t < φ(zn) e �T (t)zn = T (t)zn para todo

n ⌅ n0. Tomando ηn = 0 para todo n ⇥ N, segue que

�T (t +ηn)zn = �T (t)zn = T (t)zn
n�∞⇤� T (t)x = �T (t)x.

Case 2: Se t = φ(x). Observe que �T (t)x = �T (φ(x))x = x+1  ⇥ M pois M� I(M) = /0. Assim

(zn)1 = T (φ(zn))zn
n�∞⇤� T (φ(x))x = x1 ⇥ M.

Logo, {(zn)1}n⇥N ⌃ M e (zn)1
n�∞⇤� x1 ⇥ M e como I é contínua em M então

(zn)
+
1 = I((zn)1)

n�∞⇤� I(x1) = x+1 .

Defina ηn = φ(zn)⇤φ(x), como zn
n�∞⇤� x e φ é contínua em x, temos ηn

n�∞⇤� 0, logo existe n0 ⇥ N tal

que ηn < t para todo n ⌅ n0. Assim, φ(zn) = φ(x)+ηn = t +ηn > 0 para todo n ⌅ n0. Portanto,

�T (t +ηn)zn = �T (φ(zn))zn = (zn)
+
1

n�∞⇤� x+1 = �T (t)x.

Caso 3: Se t > φ(x). Seja m ⇥ N tal que t =
m⇤1

∑
i=0

φ(x+i )+ t � com t � < φ(x+m), onde x = x+0 ,

xi+1 = T (φ(x+i ))x
+
i e x+i = I(xi) e defina

(zn)i = T (φ(zn))zn, (zn)
+
i = I((zn)i) e (zn)i+1 = T (φ((zn)

+
i ))(zn)

+
i , i = 1, . . . ,m⇤1.
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Seja tn =
m⇤1

∑
i=0

φ((zn)
+
i ). Como φ(zn)

n�∞⇤� φ(x), então

(zn)1 = T (φ(zn))zn
n�∞⇤� T (φ(x))x = x1.

Pela continuidade de I temos

(zn)
+
1 = I((zn)1)

n�∞⇤� I(x1) = x+1 .

Agora, como φ((zn)
+
1 )

n�∞⇤� φ(x+1 ), já que x+1  ⇥ M, temos

(zn)2 = T (φ((zn)
+
1 ))(zn)

+
1

n�∞⇤� T (φ(x+1 ))x
+
1 = x2.

Continuando com este processo, obtemos

(zn)i
n�∞⇤� xi e (zn)

+
i

n�∞⇤� x+i , para todo i = 1, . . . ,m.

Assim,
m⇤1

∑
i=0

φ((zn)
+
i )

n�∞⇤�
m⇤1

∑
i=0

φ(x+i ). Defina a sequência {ηn}n⇥N ⌃ R por ηn = tn + t �⇤ t, isto é,

ηn =
m⇤1

∑
i=0

φ((zn)
+
i )⇤

m⇤1

∑
i=0

φ(x+i ). Então, ηn
n�∞⇤� 0 e t +ηn = tn + t � ⌅ 0. Como t � < φ((zn)

+
m) para n

suficientemente grande, obtemos

�T (t +ηn)zn = T (t �)(zn)
+
m

m�∞⇤� T (t �)x+m = T (t)x.

Proposição 3.26 (Invariância positiva): [8, Proposition 3.7] Seja (X ,T,M, I) um SDI tal que

I(M)�M = /0 e suponha que cada ponto de M satisfaz CTF. Então, para qualquer subconjunto

não-vazio B de X, o conjunto �ω(B)\M é positivamente �T -invariante.

Demonstração. Sejam x ⇥ �ω(B)\M e t ⌅ 0. Então existem sequências {xn}n⇥N ⌃ B e {tn}n⇥N ⌃R+,

com tn
n�∞⇤� ∞ tais que �T (tn)xn

n�∞⇤� x. Como x  ⇥ M e M é fechado, podemos assumir que �T (tn)xn  ⇥ M,

para todo n ⇥ N. Portanto, pelo Lema 3.25, existe uma sequência {ηn}n⇥N ⌃ R tal que ηn
n�∞⇤� 0 e

�T (t +ηn)�T (tn)xn = �T (tn + t +ηn)
n�∞⇤� �T (t)x.

Daí, �T (t)x ⇥ �ω(B). Observe que �T (t)x  ⇥ M, pois qualquer trajetória impulsiva iniciada em um ponto

de X \M nunca atinge M em tempo finito (observe que I(M)�M = /0). Isto mostra a �T -invariância

positiva de �ω(B)\M.

Invariância negativa

Como mencionado anteriormente, a invariância negativa dos conjuntos ω-limites impulsivos é

mais difícil de provar. Para fazer isso, precisamos estudar o comportamento do semifluxo impulsivo �T
próximo ao conjunto impulsivo M. Em [9], os autores consideram o atrator global longe do conjunto
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impulsivo M e evitam este estudo, mas agora, com uma análise mais profunda, podemos desenvolver a

teoria que permita que o atrator esteja próximo de M.

Vamos agora dar uma proposição, que é uma compilação dos resultados [8, Lemma 3.8, Corollary

3.9 e Lemma 3.10], e resume alguns resultados de convergência importantes que serão usados para

demonstrar a invariância negativa.

Proposição 3.27: Seja (X ,T,M, I) um SDI.

a) Suponha que cada ponto em M satisfaz a CTF. Sejam z ⇥ X \M e uma sequência {zn}n⇥N ⌃ X \M

tal que zn
n�∞⇤� z. Se αn

n�∞⇤� 0 e αn ⌅ 0, para todo n ⇥ N, então �T (αn)(zn)
n�∞⇤� z.

b) Suponha que M� I(M) = /0 e cada ponto em M satisfaz a CTF. Sejam z ⇥ X \M e {zn}n⇥N uma

sequência em X tal que zn
n�∞⇤� z. Então, dado t ⌅ 0, existe uma sequência {εn}n⇥N ⌃ [0,∞) tal que

εn
n�∞⇤� 0 e �T (t + εn)zn

n�∞⇤� �T (t)z.

c) Seja x ⇥ M satisfazendo a CTF com λ -tubo F(L, [0,2λ ]). Suponha que existe uma sequência

{zn}n⇥N tal que zn ⇥ F(L,(λ ,2λ ]) para todo n ⇥ N e zn
n�∞⇤� x. Então, existem uma subsequência

{znk
}k⇥N de {zn}n⇥N e uma sequência {εk}k⇥N ⌃ R

+ tal que εk
k�∞⇤� 0, xk = T (εk)znk

⇥ M e

φ(znk
) = εk, para todo k ⇥ N, e xk

k�∞⇤� x.

Demonstração. a) Seja z⇥X \M, {zn}n⇥N uma sequência em X \M tal que zn
n�∞⇤� z e {αn}n⇥N ⌃R+,

αn
n�∞⇤� 0. Como φ é contínua em X \M então φ(zn)

n�∞⇤� φ(z) e, assim, podemos assumir que

φ(z)

2
< φ(zn)<

3φ(z)

2
, para todo n ⇥ N, (3.5)

e como αn
n�∞⇤� 0, por (3.5) podemos assumir que 0 ⇧ αn < φ(zn), para todo n ⇥ N. Portanto, pela

continuidade conjunta do semigrupo T , temos

�T (αn)zn = T (αn)zn
n�∞⇤� T (0)z = z.

b) Pelo Lema 3.25 sabemos que existe uma sequência {ηn}n⇥N⌃R tal que ηn
n�∞⇤� 0 e �T (t+ηn)zn

n�∞⇤�
�T (t)z  ⇥M, pois z  ⇥M, M� I(M) = /0 (veja Observação 3.12). Como M é fechado, podemos assumir

que �T (t+ηn)zn  ⇥ M. Logo, como �T (t+ηn)zn, �T (t)z /⇥ M para todo n ⇥N e �T (t+ηn)zn
n�∞⇤� �T (t)z

então, para a sequência {|ηn|}n⇥N que converge para 0, pelo item a)

�T (|ηn|)(�T (t +ηn)zn)
n�∞⇤� �T (t)z,

isto é, �T (t +ηn + |ηn|)zn
n�∞⇤� �T (t)z e o resultado segue tomando εn = ηn + |ηn|, para todo n ⇥ N.

c) Seja x⇥M que satisfaz CTF com λ -tubo F(L, [0,2λ ]) e suponha que existe {zn}n⇥N⌃F(L,(λ ,2λ ])

tal que zn
n�∞⇤� x. Como zn ⇥F(L,(λ ,2λ ]) existe λn com λ < λn ⇧ 2λ tal que T (λn)zn ⇥ L, para todo

n ⇥N. Como {λn}n⇥N é uma sequência limitada, podemos escolher uma subsequência convergente

{λnk
}k⇥N tal que λnk

k�∞⇤� λ ⇥ [λ ,2λ ]. Pela continuidade de T , temos T (λnk
)znk

k�∞⇤� T (λ )x ⇥ L, já

que L é fechado. Assim, x ⇥ F(L,λ )�F(L,λ ), o que implica que λ = λ (pela propriedade c) da
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Definição 3.8). Sejam εk = λnk
⇤λ > 0 e xk = T (εk)zk

⇥ L e, assim, xk ⇥ T (λ )⇤1(L) = S ⌃ M,

para todo k ⇥ N. Além disso, εk
k�∞⇤� 0 (já que λnk

k�∞⇤� λ = λ ) e xk
k�∞⇤� x, pois T é contínua e

xk = T (εk)znk
, para todo k ⇥ N.

Agora vamos mostrar que εk = φ(znk
), isto é, que εk é o menor valor positivo tal que T (εk)znk

⇥ M,

para todo k ⇥ N. Suponha o contrário, que existe t0 ⇥ (0,εk) tal que T (t0)znk
= ωnk

⇥ M e,

assim, T (λnk
⇤ t0)ωnk

⇥ L e ωnk
⇥ F(L, [0,2λ ])�M = S, pois λnk

⇤ t0 ⇧ 2λ , para todo k ⇥ N.

Portanto, ωnk
⇥ F(L,λ )�F(L,λnk

⇤ t0) e assim t0 = λnk
⇤λ = εk para todo k ⇥ N, o que é uma

contradição.

Estabelecemos o último resultado necessário para garantir a invariância negativa.

Lema 3.28: [8, Lemma 3.11] Sejam (X ,T,M, I) um SDI com I(M)�M = /0 e B ⌃ X. Suponha que

cada ponto de M satisfaz a CETF. Se y ⇥ �ω(M)�M então I(y) ⇥ �ω(B)\M.

Demonstração. Sejam B ⌃ X e y ⇥ �ω(B)�M. Então, existem {xn}n⇥N ⌃ B e {tn}n⇥N ⌃ R+, tn
n�∞⇤�

∞, tais que yn = �T (tn)xn
n�∞⇤� y. Como yn

n�∞⇤� y ⇥ M então podemos assumir que yn = �T (tn)xn ⇥
F(L, [0,2λ ]) e tn > λ para algum λ -tubo F(L, [0,2λ ]) através de y e todo n ⇥N. Pela Proposição 3.13,
�T (t)X �F(L, [0,2λ ]) = /0 para t > λ e, portanto, yn ⇥ F(L,(λ ,2λ ]) para todo n ⇥ N.

Pelo item c) da Proposição 3.27, existe uma sequência {εk}k⇥N ⌃ R
+ tal que T (εk)ynk

⇥ M e

T (εk)ynk

k�∞⇤� y, para alguma subsequência {ynk
}k⇥N. Pela continuidade de I,

�T (tnk
+ εk)xnk

= �T (εk)�T (tnk
)xnk

= �T (εk)ynk
= I(T (εk)ynk

)
k�∞⇤� I(y)

Portanto, I(y) ⇥ �ω(B) e como M� I(M) = /0, I(y) ⇥ �ω(B)\M.

Agora, com todos esses resultados, podemos provar a invariância negativa para o ω⇤limite

impulsivo.

Proposição 3.29 (Invariância Negativa): [8, Proposition 3.12] Sejam (X ,T,M, I) um SDI tal que

I(M)�M = /0, B ⌃ X e suponha que cada ponto de M satisfaz a CETF. Se �ω(B) é compacto e �T -atrai

B, então �ω(B)\M é negativamente �T -invariante.

Demonstração. Sejam x ⇥ ω(B)\M e t ⌅ 0. Então, existem sequências {xn}n⇥N ⌃ B e {tn}n⇥N ⌃R+,

tn
n�∞⇤� ∞ tais que �T (tn)xn

n�∞⇤� x e tn > t para todo n ⇥ N. Agora, como �ω(B) é compacto e �T -atrai B,

podemos assumir que {�T (tn ⇤ t)xn}n⇥N tem uma subsequência convergente, que denotamos da mesma

maneira. Assim, �T (tn ⇤ t)xn
n�∞⇤� y ⇥ ω(B).

Caso 1: Se y ⇥ M.

Neste caso, pela Proposição 3.13, podemos assumir que yn = �T (tn ⇤ t)xn ⇥ F(L,(λ ,2λ ]) para

todo n ⇥ N, onde F(L, [0,2λ ]) é um λ -tubo através de y. Portanto, pelo item c) da Proposição

3.27, renomeando a sequência se necessário, existe uma sequência {εn}n⇥N ⌃ R
+ tal que εn

n�∞⇤� 0,

zn = T (εn)yn ⇥ M e zn
n�∞⇤� y, para todo n ⇥ N. Pela continuidade de I e pelo Lema 3.28, temos

z+n = �T (εn)yn = I(zn)
n�∞⇤� I(y) = z ⇥ �ω(B)\M.
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Agora, pelo item b) da Proposição 3.27, existe uma sequência {αn}n⇥N ⌃ R+, αn
n�∞⇤� 0, tal que

�T (t +αn)z
+
n

n�∞⇤� �T (t)z. Mas,

�T (t +αn)z
+
n = �T (t +αn)�T (εn)yn = �T (t +αn + εn)yn

=�T (tn +αn + εn)xn = �T (εn +αn)�T (tn)xn
n�∞⇤� x

e pelo item a) da Proposição 3.27, x = �T (t)z ⇥ �T (t)(�ω(B)\M).

Caso 2: Se y  ⇥ M.

Novamente, pelo item b) da Proposição 3.27, existe uma sequência {εn}n⇥N ⌃ R+, εn
n�∞⇤� 0, tal

que �T (t +αn)yn
n�∞⇤� �T (t)y. Mas,

�T (t + εn)yn = �T (t + εn)�T (tn ⇤ t)xn = �T (tn + εn)xn = �T (εn)�T (tn)xn,

e como �T (tn)xn
n�∞⇤� x, pelo item a) da Proposição 3.27, �T (t + εn)yn

n�∞⇤� x. Portanto, x = �T (t)y ⇥
�T (t)(�ω(B)\M).

3.3.2 Atração dos ω-limites impulsivos

Da Proposição 3.23, sabemos que se o SDI (X ,T,M, I) é limitado dissipativo então, para cada

B ⌃ X não-vazio e limitado, o conjunto �ω(B) �T -atrai B mas, pela definição de atrator global, queremos

que �ω(B)\M também �T -atraia B. Para demonstrar este resultado precisamos do seguinte lema.

Lema 3.30: [8, Lemma 3.13] Seja (X ,T,M, I) um SDI limitado dissipativo com um pré-atrator K

tal que I(M)�M = /0 e suponha que cada ponto em M satisfaz a CETF. Além disso, suponha que

existe ξ > 0 tal que φ(z) ⌅ ξ para todo z ⇥ I(M). Se B é um subconjunto não-vazio de X, então

�ω(B)�M ⌃ �ω(B)\M.

Demonstração. Seja x ⇥ �ω(B)�M. Então, existem sequências {xn}n⇥N ⌃ B e {tn}n⇥N ⌃R+, tn
n�∞⇤� ∞

tal que �T (tn)xn
n�∞⇤� x. Pela Proposição 3.13, podemos assumir que zn = �T (tn)xn ⇥ F(L,(λ ,2λ ]), onde

F(L, [0,2λ ]) é um λ -tubo através de x (pois sabemos que zn
n�∞⇤� x e como F(L, [0,2λ ]) contém uma

vizinhança de x, F(L, [0,2λ ]) contém infinitos pontos de {zn}n⇥N e, pela Proposição 3.13, os quais

pertencem a F(L,(λ ,2λ ])).

Sejam {εn}n⇥N como no item c) da Proposição 3.27 e {λn}n⇥N tal que εn = λn ⇤ λ , isto é,

λn
n�∞⇤� λ , λn > λ para todo n ⇥ N, e escolhemos uma subsequência de {λn}n⇥N, se necessário, que

denotaremos novamente por {λn}n⇥N, tal que {λn}n⇥N ⌃ (λ ,2λ ] e εn = λn ⇤λ < ξ
2 para todo n ⇥ N.

Como x ⇥ M, existe εx > 0 tal que F(x,(0,εx))�M = /0. Seja m0 ⇥ N tal que 1
m0

< min
⇧

εx,
ξ
2

⌃
.

Para cada m ⌅ m0 consideremos a sequência

wm
n = �T

⌘
tn ⇤

1
m

✓
xn, n ⇥ N.

Como o SDI é limitado dissipativo, então �ω(B) é compacto e atrai B e, portanto, {wm
n }n⇥N tem
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uma subsequência, que denotaremos novamente por {wm
n }n⇥N, tal que wm

n
n�∞⇤� ym ⇥ �ω(B), para cada

m ⌅ m0.

Afirmação: φ(wm
n ) >

1
m

para cada n ⇥ N e m ⌅ m0. De fato, suponha que φ(wm
n ) ⇧ 1

m
para

algum n ⇥ N e m ⌅ m0. Sabemos que T (φ(wm
n ))w

m
n ⇥ M e vm

n = �T (φ(wm
n ))w

m
n ⇥ I(M). Temos

T

⌘
εn +

1
m
⇤φ(wm

n )

✓
vm

n = T (εn)T

⌘
1
m
⇤φ(wm

n )

✓
vm

n = T (εn)zn ⇥ M.

Observe que

0 < εn +
1
m
⇤φ(wm

n )< εn +
1
m

<
ξ

2
+

1
m0

<
ξ

2
+

ξ

2
= ξ ,

o que é uma contradição já que vm
n ⇥ I(M).

Isto mostra que para n ⇥ N e m ⌅ m0

T

⌘
1
m

✓
wm

n = �T
⌘

1
m

✓
wm

n = �T
⌘

1
m

✓
�T (tn ⇤ t)xn = �T (tn)xn.

Pela continuidade de T ,

lim
n�∞

T

⌘
1
m

✓
wm

n = T

⌘
1
m

✓
ym = x ⇥ M.

Como 1
m
< εx então ym  ⇥ M, logo ym ⇥ �ω(B)\M para todo m ⇥ N. Como �ω(B)\M é relativamente

compacto, podemos assumir, tomando subsequência se necessário, que {ym}m⇥N converge para algum

ponto y ⇥ �ω(B)\M. Afirmamos que y = x. De fato, como T é contínua e T
⌦

1
m

↵
ym = x para todo

m ⇥ N então

x = T

⌘
1
m

✓
ym

m�∞⇤� T (0)y = y

e, portanto, x ⇥ �ω(B)\M o que conclui a demonstração.

Proposição 3.31: [8, Proposition 3.14] Seja (X ,T,M, I) um SDI com as hipóteses do Lema 3.30. Se

�ω(B) �T -atrai B então �ω(B)\M �T -atrai B.

Demonstração. Vamos provar que �ω(B) = �ω(B)\M.

• �ω(B) ⌃ �ω(B)\M. De fato, seja x ⇥ �ω(B), se x ⇥ M então x ⇥ �ω(B)�M e, pelo Lema 3.30,

x ⇥ �ω(B)\M. Se x  ⇥ M, então x ⇥ �ω(B)\M ⌃ �ω(B)\M.

• �ω(B)\M ⌃ �ω(B). De fato, note que �ω(B)\M ⌃ �ω(B) = �ω(B), já que �ω(B) é compacto.

Agora observe que se o fecho de um conjunto A atrai B, então o conjunto A também atrai B pois

dH

⌦
B,A

↵
= sup

x⇥B

◆
d
⌦
x,A
↵

= sup
x⇥B

{d(x,A)}= dH(B,A).

Portanto, �ω(B)\M atrai B.
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3.4 Existência de atratores globais para sistemas dinâmicos im-

pulsivos

O objetivo principal desta dissertação é formular um teorema que garanta a existência de atratores

globais para sistemas dinâmicos impulsivos. Em [9], os autores consideram atratores globais como

na Definição 3.14 ao invés da Definição 3.17, isto é, considerando-os como conjuntos compactos

ao invés de pré-compactos e, com esta definição, mostraram que a existência de um atrator global

compacto equivale à existência de um subconjunto compacto K de X tal que K �M = /0 e K �T -atrai

todos os subconjuntos limitados de X. Como vimos no Exemplo 3.16, isso exclui classes importantes

de sistemas dinâmicos impulsivos, a saber, aqueles que contêm uma órbita periódica com pontos de M

em seu conjunto de ω-limites e, também, o comportamento assintótico, no caso do atrator compacto,

não é diferente do comportamento do semifluxo original T . Além disso, como todo SDI que possui

atrator global é necessariamente limitado dissipativo (com o atrator global sendo o pré-atrator), faremos

desta propriedade uma suposição inicial para a existência de um atrator global. Agora procuraremos

uma condição suficiente para garantir a existência de um atrator global.

Definição 3.32: Um SDI (X ,T,M, I) é sistema dinâmico fortemente limitado dissipativo se existir

um conjunto pré-compacto não-vazio K em X tal que K �M = /0 e �T -absorve todos os subconjuntos

limitados de X .

Observe que, se (X ,T,M, I) é fortemente limitado dissipativo, então é limitado dissipativo.

Finalmente, enunciamos o teorema principal deste trabalho que garante a existência de um atrator

global para um SDI.

Teorema 3.33: [8, Theorem 4.7] Seja (X ,T,M, I) um SDI fortemente limitado dissipativo tal que

I(M)�M = /0, cada ponto em M satisfaz a CETF e existe ξ > 0 tal que φ(z)⌅ ξ para todo z ⇥ I(M).

Então (X ,T,M, I) tem atrator global A . Além disso, se K for um conjunto não-vazio, pré-compacto,

�T -absorvente tal que K �M = /0, então A é dado por A = �ω(K)\M.

Demonstração. Como o SDI é fortemente limitado dissipativo, seja K um conjunto não-vazio, pré-

compacto, �T -absorvente tal que K �M = /0. Pelas Proposições 3.26 e 3.29, �ω(K) é �T -invariante.

Como K é não-vazio, segue da Proposição 3.23 que �ω(K) é um subconjunto não-vazio, compacto e

�ω(K)⌃ K. Se �ω(K)�M = /0, então �ω(K)\M é não-vazio, e se �ω(K)�M  = /0 então, pelo Lema 3.28,

�ω(K)\M é não-vazio.

Além disso, como �ω(K) é compacto então

�ω(K)\M ⌃ �ω(K) = �ω(K),

e, assim, �ω(K)\M é compacto. Logo, �ω(K)\M é um conjunto pré-compacto de X e, pelo Lema 3.30,

�ω(K) = �ω(K)\M o que implica que

�ω(K)\M = �ω(K)\M \M.
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Resta mostrar que �ω(K)\M �T -atrai todos os subconjuntos limitados de X . Primeiro mostremos que

para qualquer subconjunto limitado B de X , �ω(B) ⌃ �ω(K). De fato, se x ⇥ �ω(B), então existem

sequências {xn}n⇥N ⌃ B e {tn}n⇥N ⌃R+ tais que tn
n�∞⇤� ∞ e �T (tn)xn

n�∞⇤� x. Como o SDI é fortemente

limitado dissipativo, existe tB ⌅ 0 tal que �T (tB)xn ⇥ K para todo n ⇥ N e como

�T (tn ⇤ tB)�T (tB)xn = �T (tn)xn
n�∞⇤� x,

temos x ⇥ �ω(K).

Como �ω(K)\M contém �ω(B)\M, para todo conjunto limitado B ⌃ X e, pela Proposição 3.31,

�ω(B)\M �T -atrai B, segue que �ω(K)\M �T -atrai todos os subconjuntos limitados de X .

3.5 Exemplos

Nesta seção apresentamos dois exemplos tomados de [8] para ilustrar a teoria desenvolvida.

Exemplo 3.34: Considerar o sistema dinâmico impulsivo em X = R
2 dado por

�
����
���✏

ẋ =⇤x,

ẏ =⇤y,

(x(0),y(0)) = (x0,y0),

I : M � I(M)

(3.6)

onde M = {(x,y) ⇥ R
2 : x2 + y2 = 1}, I(M) = {(x,y) ⇥ R

2 : x ⌅ 0 e x2 + y2 = 9} e a função I : M �
I(M) é dada da seguinte forma: dado (x,y) ⇥ M, consideramos o segmento de reta Γ(x,y) que liga os

pontos (x,y) e (3,y). O ponto I(x,y) é o ponto na interseção Γ(x,y)� I(M), isto é, I(x,y) = (


x2 +8,y),

ver Figura 3.5.

x

y

M

I(M)

a I(a)

b I(b)

Figura 3.5: Função de impulso.
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Seja {T (t) : t ⌅ 0} um semigrupo em R
2 gerado por (3.6) sem impulso, isto é,

T (t)(x0,y0) = (x0e⇤t ,y0e⇤t)

e note que T (t)(x,y)
t�∞⇤� 0, para todo (x,y) ⇥ R

2 e o conjunto {(0,0)} é o atrator global deste

semigrupo. Veja figura a seguir.

x

y
(x0,y0)

M

{(0,0)} atrator global

Figura 3.6: Atrator global do semigrupo contínuo.

Agora, considere o SDI (X ,T,M, I). É claro que I(M)�M = /0. Primeiramente, provemos que

cada ponto em M satisfaz a CETF e que existe ξ > 0 tal que φ(x,y)⌅ ξ para todo (x,y) ⇥ I(M).

• Todo ponto (x,y) ⇥ M satisfaz a CETF. De fato, seja (x,y) ⇥ M um ponto fixado e note que para

todo t ⌅ 0, T (t) é uma função bijetiva. Defina

θ =

�
�����
����✏

arctan(y/x), se x  = 0,
π

2
, se x = 0 e y ⌅ 0,

3π

2
, se x = 0 e y < 0,

Sejam 0 < ε < π
4 e g : [θ ⇤ ε,θ + ε] � R

2 dada por g(t) = (cos t,sen t) e tome λ = 1
2 , S =

Im(g) imagem de g, e L = T (λ )S. Veja que S e L são conjuntos fechados e T (λ )⇤1(L) =

T (λ )T (λ )⇤1S= S, pois T é bijetiva. Além disso, S=F(L, [0,2λ ])�M e I(M)�F(L, [0,λ ]) = /0.

• Existe ξ > 0 tal que φ(x,y)⌅ ξ para todo (x,y) ⇥ I(M). Sejam (x,y) ⇥ I(M) qualquer, isto é,

x ⌅ 0 e x2 + y2 = 9 e t = φ(x,y). Então, T (t)(x,y) ⇥ M, isto é, (xe⇤t)2 +(ye⇤t)2 = 1, ou seja,

e⇤2t(x2 + y2) = e⇤2t(9) = 1 ◆ e⇤2t = 3⇤2 ◆ ln(e⇤2t) = ln(3⇤2)◆⇤2t =⇤2ln3.

Portanto, t = ln3. Todos os pontos (x,y)⇥ I(M) atingem M pela primeira vez no instante t = ln3,

então basta tomar ξ = ln3 > 0.
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Agora, seja K = {(x,y) ⇥ R
2 : x2 + y2 ⇧ 9}\M, e note que K é um subconjunto pré-compacto

de R
2, K �M = /0 e �T -absorve todos os subconjuntos limitados de X . Portanto, o SDI (X ,T,M, I) é

fortemente limitado dissipativo e, pelo Teorema 3.33, possui atrator global dado por A = �ω(K)\M.

Podemos ver que �ω(K) = {(0,0)}⌥ {(x,0) : x ⇥ [1,3]} e assim, A = {(0,0)}⌥ {(x,0) : x ⇥
(1,3]}, conforme figura abaixo.

x

y

I(M)

M

(x0,y0)

x

y

0 1 3

I(M)

M

(x0,y0)

K={(x,y)⇥R2 : x2+y2�9}\M

conjunto pré-compacto �T -absorvente

A

A ={(0,0)}⌥{(x,0) : x⇥(1,3]}
atrator global do SDI

Figura 3.7: Trajetória impulsiva e atrator global para o SDI.

Exemplo 3.35: Considere o sistema dinâmico gerado por

⇥
ẋ = f (x),

x(0) = x0
(3.7)

onde f ⇥C1(Rn,Rn) e x0 ⇥ R
n. Supomos que todas as soluções de (3.7) são definidas em todo R e

dão origem a um semigrupo T em R
n.

Sejam M ⌃R
n um conjunto impulsivo e I : M �R

n uma função impulsiva tais que I(M)�M = /0,

cada ponto de M satisfaz a CETF e existe ξ > 0 tal que φ(x)⌅ ξ para todo x⇥M. Além disso, supomos

que as condições (3.2) e (G) são satisfeitas.

Então, consideramos o sistema impulsivo associado

�
��
�✏

ẋ = f (x),

x(0) = x0,

I : M � R
n.

(3.8)

Agora, seja V ⇥C1(Rn,R) uma função que satisfaça as seguintes condições:

i) ∇V (x) · f (x)⇧ α1 ⇤α2V (x), para todo x ⇥ R
n;

ii) V (I(x))⇧ µ , para todo x ⇥ M;

iii) V⇤1
��

⇤∞,µ + α1
α2

�⌫
é limitado;
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onde α1, α2 > 0 e µ > 0.

No que segue, forneceremos condições para que o sistema (3.8) seja fortemente limitado dissipa-

tivo.

Lema 3.36: Se z ⇥ I(M) então V (�T (t)z)⇧ µ + α1
α2

, para todo t ⌅ 0.

Demonstração. Seja z ⇥ I(M) e 0 ⇧ t ⇧ φ(z) (Se φ(z) = ∞ tomamos 0 ⇧ t < φ(z)). Então,

d

dt
V (T (t)z) = ∇V (x(t)) · ẋ(t) = ∇V (T (t)z)) · f (T (t)z)⇧ α1 ⇤α2V (T (t)z).

Logo, fazendo y(t) =V (T (t)z)

ẏ(t)+α2y(t)⇧ α1 �✓ eα2t(ẏ+α2y(t))⇧ α1eα2t

�✓ d

dt
(eα2ty(t))⇧ α1eα2t

�✓ eα2ty(t)⇤ y(0)⇧ α1

⇠ t

0
eα2sds

�✓ y(t)⇧ e⇤α2ty(0)+
α1

α2

Portanto,

V (T (t)z)⇧ e⇤α2tV (z)+
α1

α2
⇧V (z)+

α1

α2
⇧ µ +

α1

α2
, para todo 0 ⇧ t ⇧ φ(z),

o que implica que

V (�T (t)z)⇧ µ +
α1

α2
, para todo 0 ⇧ t < φ(z).

Se φ(z) = ∞, a demonstração acabou. Caso contrário, como z+1 = �T (φ(z))z ⇥ I(M), podemos repetir

o processo acima a partir de z+1 indutivamente e como a condição (G) é cumprida o t pode variar em

todo R+, obtendo assim o resultado desejado.

Teorema 3.37: O sistema (3.8) é fortemente limitado dissipativo.

Demonstração. Seja K =V⇤1
��

⇤∞,µ + α1
α2

�⌫
\M. Por iii) K é limitado em R

n logo é pré-compacto

e K �M = /0. Resta mostrar que K �T -absorve subconjuntos limitados de R
n e, para isso, é suficiente

provar que para cada ponto x ⇥ R
n existe δx > 0 e p = p(x,δx)⌅ 0 tal que

�T (t)y ⇥ K, para todo y ⇥ Bδx
(x) e t ⌅ p.

Faremos isto por casos.

Caso 1: Se x  ⇥ M e φ(x) = ∞.

Seja B uma bola centrada em x. Como V é contínua e B é compacto então existe β =maxy⇥BV (y).

Seja k > max
⇧

0,⇤α⇤1
2 ln

�
µ

|β |+1

⌫⌃
dado, pela continuidade de φ em x, existe δ = δ (x,k) > 0 tal

que φ(y) > k para todo y ⇥ Bδ (x) ⌃ B. Seja Bδ (x) = B1 ⌥B2 onde B1 = {y ⇥ Bδ (x) : φ(y) = ∞} e
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B2 = {y ⇥ Bδ (x) : k < φ(y)< ∞}.

Em B1. Seja y ⇥ B1 qualquer, usando os argumentos da prova do Lema 3.36, temos

V (T (t)y)⇧ e⇤α2tV (y)+
α1

α2
⇧ βe⇤α2t +

α1

α2

Seja P = max
⇧

0,⇤α⇤1
2 ln

�
µ

|β |+1

⌫⌃
. Se P = 0, logo ln

�
µ

|β |+1

⌫
⌅ 0 ◆ µ

|β |+1 ⌅ 1 ✓ u ⌅ |β |+1 > |β |,

então

V (T (t)y)⇧ βe⇤α2t +
α1

α2
⇧ |β |e⇤α2P +

α1

α2
= |β |+

α1

α2
< µ +

α1

α2

para todo t ⌅ P e y ⇥ B1.

Se P =⇤α⇤1
2 ln

�
µ

|β |+1

⌫
, então

V (T (t)y)⇧ βe⇤α2t +
α1

α2
⇧ |β |e⇤α2t +

α1

α2
⇧ |β |e⇤α2P +

α1

α2
=

µ|β |

|β |+1
+

α1

α2
< µ +

α1

α2

para todo t ⌅ P e y ⇥ B1. Portanto,

V (T (t)y)⇧ µ +
α1

α2
, para todo t ⌅ P e y ⇥ B1,

como y ⇥ B1, isto é, φ(y) = ∞, T (t)y = �T (t)y para todo t ⌅ 0. Portanto,

V (�T (t)y)⇧ µ +
α1

α2
, para todo t ⌅ P e y ⇥ B1.

Em B2, vemos que

V (T (t)y)⇧ µ +
α1

α2
, para todo k ⇧ t ⇧ φ(y) e y ⇥ B2,

e o Lema 3.36 mostra que V (�T (t)y)⇧ µ + α1
α2
, para todo t ⌅ φ(y) e y ⇥ Bδ (x).

Caso 2: Se x  ⇥ M e φ(x)< ∞.

Pela continuidade de φ em x, existe δx > 0 tal que |φ(y)⇤φ(x)|< 1 se y⇥Bδx
(x), então φ(y)< 1+φ(x)

para todo y ⇥ Bδx
(x). Tomamos p = sup{φ(y) : y ⇥ Bδx

(x)}⇧ 1+φ(x)< ∞, então para todo t ⌅ p e

y ⇥ Bδx
(x) existem s ⌅ 0 e z ⇥ I(M) tal que �T (t)y = �T (s)z e pelo Lema 3.36

V (�T (t)y)⇧ µ +
α1

α2
para todo t ⌅ p.

Caso 3: Se x ⇥ M e φ(x) = ∞.

O ponto x satisfaz CETF com λ -tubo F(L, [0,2λ ]) e uma seção S através de x. Como o tubo

contém uma vizinhança de x, existe ε > 0 tal que

Bε(x)⌃ F(L, [0,2λ ]).
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Sejam

H1 = F(L,(λ ,2λ ])�Bε(x) e H2 = F(L, [0,λ ])�Bε(x).

Afirmação: φ(y)⇧ λ para todo y ⇥ H1. De fato, seja y ⇥ H1 qualquer, então y ⇥ F(L,(λ ,2λ ]),

isto é, T (u)y ⇥ L para algum µ ⇥ (λ ,2λ ] e assim T (µ ⇤λ )y ⇥ F(L,λ ) = S ⌃ M. Portanto, temos

φ(y)⇧ µ ⇤λ ⇧ λ pois µ ⇧ 2λ .

Como para todo y ⇥ B1, φ(y)⇧ λ , então dado t ⌅ λ existem s ⌅ 0 y z ⇥ I(M) tal que �T (t)y =
�T (s)z e pelo Lema 3.36 obtemos

V (�T (t)y)⇧ µ +
α1

α2
, para todo y ⇥ H1 e para todo t ⌅ λ .

Por outro lado, como φ(x) = ∞, para todo k > 0 existe 0 < δ = δ (x,k,ε)< ε tal que φ(y)> k

para todo y ⇥ Bδ (x)�H2. De fato, suponha, ao contrário da afirmação, que existem k0 > 0 e uma

sequência xn ⇥ H2 tal que xn
n�∞⇤� x e φ(xn) ⇧ k0. Como xn ⇥ H2 então existe λn ⇥ [0,λ ] tal que

T (λn)xn ⇥ L.

Podemos escolher uma subsequência se necessário tais que λn
n�∞⇤� λ e φ(xn)

n�∞⇤� 0, pois como

{λn}n⇥N ⌃ [0,λ ] existe uma subsequência que denotamos da mesma forma tal que λn
n�∞⇤� λ ⇥ [0,λ ],

como {T (λn)xn}n⇥N ⌃ L que é um conjunto fechado, T (λn)xn
n�∞⇤� T (λ )x ⇥ L, então x ⇥ F(L,λ ) e

como x⇥ S=F(L,λ ), logo λ = λ . Analogamente como {φ(xn)}n⇥N⌃ (0,k0] existe uma subsequência

tal que φ(xn)
n�∞⇤� a ⇥ [0,k0], suponha que a  = 0, isto é, a > 0 e como {T (φ(xn))xn}n⇥N ⌃ M que é

um conjunto fechado logo T (φ(xn))xn
n�∞⇤� T (a)x ⇥ M então φ(x) ⇧ a que é uma contradição pois

φ(x) = ∞, logo a = 0.

Portanto, temos para n grande

φ(xn)< λ e T (φ(xn))xn ⇥ F(L, [0,2λ ])�M = S = F(L,λ ).

Como T (λn)xn ⇥ L = F(L,0) logo xn ⇥ F(L,λn) e T (φ(xn))xn ⇥ F(L,λ ) então xn ⇥ F(L,λ +

φ(xn)) assim, λn = λ +φ(xn), o que contradiz o fato que λn ⇥ [0,λ ].

Portanto, na mesma forma que na prova do Caso 1, podemos escolher δ > 0 e P > 0 tal que

V (�T (t))y ⇧ µ +
α1

α2

para todo y ⇥ Bδ (x)�H2 e para todo t ⌅ P.

Assim, obtemos

V (�T (t))y ⇧ µ +
α1

α2

para todo y ⇥ Bδ (x) e para todo t ⌅ p = max{λ ,P}.

Caso 4: Se x ⇥ M e φ(x)< ∞.

A prova segue a ideia da prova do Caso 3. A única diferença é que usamos a semicontinuidade
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superior de φ em x ⇥ M e a prova do Caso 2 para mostrar que existem δ > 0 e P = P(x,δ )> 0 tal que

V (�T (t)y)⇧ µ +
α1

α2

para todo y ⇥ Bδ (x)�H2 e para todo t ⌅ P. Quando trabalhamos em H1, a prova é a mesma que a

apresentada no Caso 3.

Isso conclui todos os casos possíveis e prova que o sistema (3.8) é fortemente limitado dissipativo

e pelo Teorema 3.33 tem atrator global.
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