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infinita paciência, à sua sabedoria, por toda dedicação, ensinamentos, conselhos e incentivo.
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Resumo

Neste estudo apresentamos, de forma detalhada, os resultados expostos por Vincent Grandjean
no seu artigo “Tame functions with strongly isolated singularities at infinity: a tame version of
a Parusiński’s theorem”. Grandjean prova que se a função curvatura total absoluta é cont́ınua
em um valor regular c que satisfaz a condição SISI, então c não é um valor de bifurcação
da função h. Como este resultado sempre vale para funções polinomiais com singularidades
fortemente isoladas no infinito, podemos vê-lo como uma versão real do Teorema de Parusiński
exposto no seu artigo “On the bifurcation set of complex polynomial with isolated singularities
at infinity”.

Palavras-chave: conjunto de bifurcação, singularidades no infinito, função curvatura total ab-
soluta, espaço conormal, fibrado conormal.
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Abstract

In this work, we discuss the results exposed by Vincent Grandjean in “Tame functions with
strongly isolated singularities at infinity: a tame version of a Parusiński’s theorem”. Grandjean
proved that if the total absolute curvature function is continuous at a regular value c that
satisfies the SISI condition, then c is not a bifurcation value of the function h. As this result
always applies to polynomial functions with strongly isolated singularities at infinity, we can
assume that it is a real version of Parusiński’s theorem exposed in “On the bifurcation set of
complex polynomial with isolated singularities at infinity”.

Keywords : bifurcation set, singularities at infinity, total absolute curvature function, conormal
space, conormal bundle.

x



Sumário

Resumo ix

Abstract x

Introdução 1

1 Conceitos básicos 3
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Introdução

A Teoria da Bifurcação é uma área de pesquisa da Matemática que, do ponto de vista da Teoria
de Singularidades, estuda as alterações na estrutura topológica de uma determinada famı́lia.
Para esta dissertação a famı́lia em questão é o conjunto dos valores regulares de uma função
polinomial real, com foco em certas condições que caracterizam valores de bifurcação. Sendo
assim, apresentamos a seguinte definição:

Definição 0.1. Seja h : Rn → R uma função polinomial. O conjunto de bifurcação da função
h, ou valores at́ıpicos da função h, denotado por B(h), é o menor subconjunto de R de modo
que para cada c /∈ B(h), existe uma vizinhança aberta U de c que não intercepta B(h) e a
restrição de h a h−1(U) induz uma fibração C∞ sobre U .

Lembrando que uma aplicação h : M → N , com M,N variedades, é uma fibração, se existem
uma variedade F e um homeomorfismo φ : F × N → M tais que h ◦ φ(q, p) = p para todo
(q, p) ∈ F × N . Para mostrar que uma função é uma fibração, em 1950, o francês Charles
Ehresmann mostrou que toda submersão própria é uma fibração localmente trivial sobre N ,
veja por exemplo [11].

No inicio dos anos 80, Broughton [4], Frédéric Pham [24], Ha Huy Vui e Le Dung Trang [16]
foram um dos pioneiros no estudo de fibrações polinomiais do ponto de vista deste trabalho.
Em seguida, outros matemáticos desenvolveram importantes resultados para estas fibrações
que estão relacionados com este trabalho. Alguns deles são Didier D’acunto, Mihai Tibăr,
Laurenţiu Păunescu, Alexandru Zaharia, Adam Parusiński, Vincent Grandjean, etc... Dáı
decorre o resultado de Grandjean que com certas hipóteses a fibração vai acontecer perto de
um valor c.

Esta dissertação, tem como objetivo compreender os resultados e ferramentas utilizados por
Vincent Grandjean em [14] para provar o seguinte teorema:

Teorema 0.2 ([14]). Seja h : Rn → R uma função polinomial. Suponha que a função h satisfaz
a condição SISI em um valor regular c. Se a função t → |K|(t) for cont́ınua em c, então
trivializamos h sobre uma vizinhança de c por meio do fluxo de um campo vetorial C∞. Em
particular, c /∈ B(f).

A ideia da prova é obter a trivialização de h através do fluxo de um campo de vetores
constrúıdo a partir de aplicações gaussianas. Ou seja, mostrar que a função h é uma fibração
em um valor c.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma: no Caṕıtulo 1, apresentamos as definições de
conjunto semialgébrico, dimensão semialgébrica e aplicações semialgébricas que serão utilizadas
no decorrer do trabalho. Em seguida expomos as definições de medida, distância e limite de
Hausdorff que são importantes para a demonstração e melhor compressão de resultados dos
caṕıtulos posteriores.

No Caṕıtulo 2, apresentamos a definição de função curvatura total absoluta, Definição 2.3,
e alguns dos seus resultados mais relevantes para este trabalho.

No Caṕıtulo 3, apresentamos parte da teoria da Geometria Conormal que está relacio-
nada com a Definição 4.1. Além disso, apresentamos as definições de conjunto de valores de
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bifurcação, condição de Malgrange e valores cŕıticos assintóticos, Definições 3.4, 3.5 e 3.6 res-
pectivamente. Além disso exibimos alguns resultados relacionados com estes conceitos.

No Caṕıtulo 4, apresentamos a definição de um valor regular ter a condição SISI, Definição
4.1, e exibimos o Teorema 4.3. Este último é o resultado principal de Grandjean do artigo [14].
As demais seções deste caṕıtulo fazem a demonstração e uma análise deste teorema.

Wendy Dı́az Valdés
Uberlândia-MG, 19 de Fevereiro de 2021.
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Caṕıtulo 1

Conceitos básicos

Este caṕıtulo está dividido em duas seções. Primeiro, apresentamos conceitos e resultados
básicos de conjuntos semialgébricos. Em particular apresentamos o prinćıpio uniforme de Ga-
brielov. Na segunda seção relembramos os conceitos de medida e limite de Hausdorff.

1.1 Conjuntos Semialgébricos.

As principais referências para esta seção são: [2] e [12].
Nesta seção, denotamos por R[x1, ...., xn] o anel das funções polinomiais com coeficientes

reais e n variáveis. Dados a ∈ Rn e um número real r > 0 definimos a bola aberta de centro a
e raio r em Rn como B(a, r) = {x ∈ Rn, |x− a| < r}.

Analogamente, definimos a bola fechada de centro a e raio r em Rn como B[a, r] = {x ∈
Rn, |x−a| ≤ r} e a esfera de centro a e raio r em Rn como Snra = S[a, r] = {x ∈ Rn, |x−a| = r}.

Começamos com a definição de conjuntos semialgébricos.

Definição 1.1 ([2, Definition 2.1.4]). Um conjunto semialgébrico do Rn é um subconjunto da
forma

s⋃
i=1

ri⋂
j=1

{x ∈ Rn;hi,j ∗ 0} ,

onde hi,j ∈ R[x1, · · · , xn] e ∗ representa qualquer um dos śımbolos > ou =, para i = 1, · · · , s e
j = 1, · · · , ri.

Exemplo 1.2. Os conjuntos semialgébricos de R são exatamente uniões finitas de pontos e
intervalos (limitados ou ilimitados).

Conjuntos semialgébricos são fechados por interseção finita, união finita e complementar.
Temos também que, o fecho, o interior e a fronteira de conjuntos semialgébricos são conjuntos
semialgébricos.

A seguir, apresentamos alguns resultados clássicos de conjuntos semialgébricos que serão
utilizados ao longo da dissertação.

i. Todo conjunto semialgébrico de Rn possui um número finito de componentes conexas que
são também conjuntos semialgébricos, [2, Theorem 2.4.5];

ii. O conjunto dos pontos equidistantes de dois conjuntos semialgébricos é um conjunto semi-
algébrico, [2, Example 2.1.5];

iii. Os subconjuntos B(a, r) e Snra são conjuntos semialgébricos. Consequentemente B(a, r)
também é, [2, Definition 2.1.9].
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A seguir, apresentamos a definição de dimensão de conjuntos semialgébricos. Seguindo [12,
(2.4)], temos que todo conjunto semialgébrico não vazio tem pelo menos um ponto regular. De
fato, o conjunto dos pontos regulares de um conjunto semialgébrico A é denso em A. Seguindo
[12, Página 18], temos:

Definição 1.3. Seja A um conjunto semialgébrico de Rn. A dimensão de A é definida como
sendo a dimensão máxima dos pontos regulares de A. Denotamos por dimA a dimensão de A.

O próximo exemplo mostra que o conjunto dos pontos regulares de um conjunto semi-
algébrico não precisa ser equidimensional.

Exemplo 1.4. Considere A = {(x, y, z) ∈ R3; z(x2 + y2) = 0}. Temos que (0, 0, 0) é o único
ponto cŕıtico de A. Para os demais pontos de A, que são pontos regulares, temos as seguintes
componentes conexas

({(x, y, 0);x, y ∈ R} \ {(0, 0, 0)}) ∪ {(0, 0, z); z ∈ R∗}.

que possuem respectivamente dimensão dois e um, Figura 1.1.

Figura 1.1: Componentes conexas dos valores regulares de A = {(x, y, z) ∈ R3; z(x2 + y2) = 0}.

Pela definição de dimensão, segue que a dimensão semialgébrica de A é a dimensão máxima
dos pontos regulares. Ou seja, dimA = 2.

Algumas das propriedades da dimensão de um conjunto semialgébrico são:

i. Se A ⊂ Rn é um conjunto semialgébrico, então dimA = dimA.

ii. Se U ⊂ Rn é um conjunto semialgébrico não vazio e aberto, então dimU = n.

iii. Se A =
⋃p
i=1Ai é uma união finita de conjuntos semialgébricos, então

dimA = max{dimA1, · · · , dimAp}.

iv. Se A e B são semialgébricos, então dimA×B = dimA+ dimB.

A seguir apresentamos a noção de função semialgébrica, veja por exemplo [2, Definition
2.2.5]:

Definição 1.5. Sejam A ⊂ Rm e B ⊂ Rn dois conjuntos semialgébricos. A função h : A→ B
é semialgébrica se seu gráfico é um conjunto semialgébrico em Rm+n.
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Exemplo 1.6. Seja f : R → R definida por f(x) =
√

1 + x2. Temos que f é uma função
semialgébrica.

A seguir apresentamos exemplos de funções semialgébricas que serão utilizados ao longo da
dissertação.

Exemplo 1.7. i. A função distância de x ∈ Rn a um conjunto semialgébrico A ⊂ Rn é uma
função semialgébrica.

ii. Seja h : ]a, b[→ R uma função semialgébrica diferenciável em ]a, b[. Então sua derivada é
uma função semialgébrica, veja por exemplo [2, Proposition 2.9.1].

Pela Definição 1.5, segue que qualquer aplicação polinomial h : Rn → Rp é uma aplicação
semialgébrica. Nosso objetivo neste trabalho é compreender o principal resultado de [14], em
que V. Grandjean descreve para uma classe de funções polinomiais h : Rn → R o conjunto de
bifurcação (Definição 3.4) em termos de uma condição geométrica. Desta forma, propriedades
de funções semialgébricas serão utilizados ao longo da dissertação. A seguir apresentamos
algumas destas propriedades.

i. A composta de funções semialgébricas é semialgébrica. A imagem e a imagem inversa de um
conjunto semialgébrico por uma aplicação semialgébrica são conjuntos semialgébricos.

ii. Se A é um conjunto semialgébrico e h : A → Rp é uma aplicação semialgébrica. Então
dimA ≥ dimh(A). Se h for injetora de A à h(A), então dimA = dimh(A). [2, Theorem
2.8.8].

O próximo resultado será utilizada no Caṕıtulo 2, mais precisamente na demonstração das
Proposições 2.4 e 2.5.

Teorema 1.8 ([2, Theorem 2.3.6 e Corollary 2.8.9]). Todo subconjunto semialgébrico A do Rn é
uma união finita de conjuntos semialgébricos homeomorfos a um hipercubo aberto ]0, 1[mi⊂ Rmi,
para alguns mi ∈ N, i ≤ n. Neste caso, temos dimA = maxi≤n{mi}.

O próximo exemplo ilustra o teorema acima.

Exemplo 1.9. Considere M = R2 \ {(0, 0)} ⊂ R2 o qual é semialgébrico. Temos

i. M = {(0,∞) × R} ∪ {(−∞, 0) × R} ∪ {R × (0,∞)} ∪ {R × (−∞, 0)}, sendo que cada
conjunto do lado direito da igualdade é um conjunto semialgébrico;

ii. cada um dos intervalos (−∞, 0) e (0,∞) são homeomorfos a ]0, 1[ e R é homeomorfo a
]0, 1[. Consequentemente, os conjuntos do lado direito do item anterior são homeomorfos
a ]0, 1[×]0, 1[⊂ R2.

Relacionado com o apresentado anteriormente temos um resultado clássico, versão semi-
algébrica do Teorema de Sard, que será utilizada no Caṕıtulo 2. Para apresentar a versão
semialgébrica do Teorema de Sard, apresentamos os próximos conceitos. Uma função de Nash
de um subconjunto semialgébrico aberto U do Rn para R é uma função semialgébrica de classe
C∞.

Definição 1.10 ([2, Definition 2.9.9]). Um subconjunto semialgébrico M de Rn é uma subvari-
edade de Nash de Rn de dimensão d se para todo x ∈M existe um difeomorfismo de Nash φ de
uma vizinhança aberta semialgébrica Ω da origem em Rn e uma vizinhança aberta semialgébrica
Ω′ de x em Rn tal que φ(0) = x e φ((Rd×{0})∩Ω) = M ∩Ω′. Seja M uma variedade de Nash
de Rn. Uma aplicação h : M → Rp é uma aplicação de Nash se é semialgébrica e para todo φ
como acima, h ◦ φ restrita a Ω é uma aplicação de Nash. Duas variedades de Nash M e M ′

são Nash difeomorfas se existe uma bijeção h : M →M ′ tal que h e h−1 são de Nash.

5



A seguir apresentamos a versão semialgébrica do Teorema de Sard, veja por exemplo [2,
Theorem 9.6.2].

Teorema 1.11 (Versão semialgébrica do Teorema de Sard). Seja h : N → M uma aplicação
de Nash entre variedades de Nash. O conjunto dos valores cŕıticos de h é um conjunto semi-
algébrico de M com dimensão menor que a dimensão de M .

Outros resultados que serão utilizados nas demonstrações dos resultados dos próximos
caṕıtulos são os seguintes.

Lema 1.12 (Seleção da curva no infinito, veja por exemplo [18, Lemma 3.3]). Sejam A ⊂ Rn

e φ : A → Rq uma aplicação semialgébrica. Assuma que existe uma sequência {xm}m∈N ∈ A
tal que |xm| → ∞ e φ(xm) → y, para algum y ∈ Rq. Então existe uma função semialgébrica
α : (a, b)→ Rn tal que α(t) ∈ A, limt→b |α(t)| = +∞ e limt→b φ(α(t)) = y.

Temos que todo conjunto semialgébrico é semianaĺıtico que por sua vez é subanaĺıtico. Logo,
lembrando que um subconjunto Y de X é relativamente compacto em X se seu fecho é compacto
em X, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.13 (Principio uniforme de Gabrielov, [1, Theorem 3.14]). Sejam M e N conjuntos
semialgébricos reais, e X ⊂M um conjunto relativamente compacto. Considere h : X → N uma
aplicação semialgébrica. Então existe um número natural n tal que o número de componentes
conexas da fibra h−1(y) é menor ou igual que n.

1.2 Medida, distância e limite de Hausdorff.

Um dos conceitos centrais deste trabalho é a função curvatura total absoluta. Para podermos
compreender esta função relembramos alguns conceitos da Teoria de Hausdorff.

Definição 1.14 ([5, Páginas 349-350]). Sejam A ⊂ Rn, p ≥ 0 e δ > 0 considere

Hp
δ (A) ≡ inf

{
∞∑
j=1

(diamCj)
p ;A ⊂

∞⋃
j=1

Cj, diamCj < δ

}
,

onde diamCj denota o diâmetro de Cj.

O limite

Hp(A) = lim
δ→0

Hp
δ (A)

é chamado de medida de Hausdorff de dimensão p de A.

Por [7, páginas 96 à 102], temos o seguinte resultado que relaciona a medida de Hausdorff
com o volume de uma Variedade Riemanniana em Rn:

Teorema 1.15. Seja M ⊂ Rm uma variedade n-dimensional C1. Então para qualquer aberto
relativo U ⊂M a sua medida de Hausdorff n dimensional, Hn(U), satisfaz

Hn(U) =

∫
U

dvol .

Onde dvol é o volume usual de M como variedade Riemanniana em Rn.
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O Teorema 1.15 será usado para calcular a curvatura total absoluta (veja Caṕıtulo 2) sem
nos preocupar com a medida de Hausdorff.

A seguir apresentamos a noção de limite de Hausdorff para conjuntos semialgébricos que
será utilizado nos próximos caṕıtulos.

Considere A ⊂ Rn ×Rm um conjunto semialgébrico e π : Rn+m → Rm a projeção canônica.
Temos que A = ∪Ay com y ∈ π(A) ⊂ Rm e Ay = π−1(y) ∩ A. O conjunto π(A) é chamado de
espaço parâmetro.

Definição 1.16 ([3]). Para quaisquer subconjuntos M,N ⊂ Rn e ε > 0 considere B(M, ε) uma
vizinhança aberta com raio ε de M e B(N, ε) uma vizinhança aberta com raio ε de N . O valor

d(M,N) = inf{ε;M ⊂ B(N, ε), N ⊂ B(M, ε)},

é chamado da distância de Hausdorff de M até N .

Seja C a coleção de todos os subconjuntos fechados C de Rn. Para ε, ρ ∈ R, tais que ε, ρ > 0,
considere

Uε,ρ(C) = {C ′ ∈ C; d(C ′ ∩Bρ(0), C ∩Bρ(0)) < ε}.

Esses conjuntos Uε,ρ(C), para cada C ∈ C, serão a base de vizinhança para uma topologia
em C. Considere agora {ym}m∈N uma sequência no espaço parâmetro convergindo para y0.
Se a sequência correspondente Aym , onde Aym é a fibra de ym, converge em C, escrevemos
limym→y0 Aym . Esse limite é chamado de limite de Hausdorff, veja por exemplo [3]. Terminamos
com o seguinte resultado:

Corolário 1.17 ([3, Corollary 2.8]). Todo limite de Hausdorff A0 = limym→y0 Aym é semi-
algébrico e dimA0 ≤ lim inf(dimAym).
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Caṕıtulo 2

Funções curvatura total absoluta e
curvatura total.

Dada uma função semialgébrica h : Rn → R, associamos para cada valor regular t de h um
número real |K|(t) definido como curvatura total absoluta do ńıvel h−1(t). De [13], temos que
essa curvatura total absoluta está relacionado com volumes (n− 1)-dimensionais de Rn.

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar a definição da função curvatura total absoluta e
resultados relacionados a este conceito.

2.1 Curvatura total e curvatura total absoluta.

Dada uma aplicação f : Rn → Rp, denotamos por crit f o conjunto dos pontos cŕıticos de f .
Temos a seguinte definição:

Definição 2.1. Seja h : Rn → R uma função semialgébrica de classe C l, com l ≥ 2. A aplicação
de Gauss da função h é definida por

νh : Rn \ crith→ Sn−1

νh(x) =
∇h(x)

|∇h(x)|
.

Seja t um valor regular da função h : Rn → R, denotamos por Ht a fibra de h−1(t). Temos
que Ht é uma variedade diferenciável orientável de dimensão n − 1 de Rn. Definimos νt, a
aplicação de Gauss de Ht, como sendo a restrição de νh a Ht. Logo, a curvatura gaussiana de
Ht em x é

kHt(x) = det(dxνt). (2.1)

Para simplificar a notação, neste caso, escrevemos kt(x) no lugar de kHt(x).
Observamos que como a derivada de uma função semialgébrica é semialgébrica, (veja Exem-

plo 1.7 item [ii.]), cada coordenada do gradiente da função h é semialgébrica e consequente-
mente νh é semialgébrica de classe C l−1. Como o conjunto dos pontos cŕıticos é um conjunto
semialgébrico, temos que νh(crit νh) é também semialgébrico. Pelo Teorema 1.11, segue que a
dimensão de νh(crit νh) é no máximo n− 2.

Com as notações e propriedades descritas acima, temos:

Definição 2.2. Seja t um valor regular da função h : Rn → R. Definimos:

i. a curvatura total absoluta de Ht:

|K|(t) :=

∫
Ht

|kt(x)|dνn−1(x). (2.2)
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ii. a curvatura total de Ht:

K(t) :=

∫
Ht

kt(x)dνn−1(x). (2.3)

Onde dν(n−1) é a medida (n− 1)-dimensional Hausdorff em Rn, veja Seção 1.2.

Com as noções acima, temos:

Definição 2.3 ([13]). Dada uma função semialgébrica h : Rn → R a função curvatura total
absoluta é definida por t 7→ |K|(t). Ou seja, é a curvatura total absoluta da fibra h−1(t).
Analogamente definimos a função curvatura total.

2.2 Uma caracterização para as funções curvaturas

O objetivo desta seção é provar uma caracterização das funções curvaturas definidas na Seção
2.1.

Seja M ⊂ Rn uma hipersuperf́ıcie semialgébrica orientável, conexa e de classe C2. Considere
sua orientação dada pela aplicação semialgébrica:

νM : M → Sn−1. (2.4)

Para cada x ∈ M , denotamos por dνx : TxM → Tν(x)Sn−1 a diferencial de ν. A curvatura
gaussiana de M em x é definida como sendo

kM(x) := det(dνx). (2.5)

Pelo Teorema de Hardt [15] e o Teorema 9.3.2 [2], existe um conjunto semialgébrico J ⊂
Sn−1, com dim J ≤ n − 2, tal que νM : M \ ν−1

M (νM(crit νM) ∪ J) → Sn−1 \ (νM(crit νM) ∪ J)
é uma aplicação de recobrimento. Denotamos U := νM(M) \ (νM(crit νM) ∪ J). Temos que U
é um conjunto semialgébrico e aberto. Além disso, temos que ν−1

M (u) é finito ou vazio, u ∈ U .
Quando U 6= ∅, segue pelo Teorema 1.13 que ]ν−1

M (u) ≤ nM , para u ∈ U .
Denotamos por d o número de componentes conexas de U . Logo, U é a união finita de

subconjuntos semialgébricos Ui com i = 1, · · · , d. Considere então Mi = ν−1
M (Ui) que é um

subconjunto semialgébrico de M . Por último denote por si o número de pontos na fibra para
u ∈ Ui.

Proposição 2.4 ([13, Proposition 3.1]). Com as definições acima, temos:∫
M

|kM(x)|dνn−1(x) =
∑
i

si voln−1(Ui).

Demonstração. Se o posto da diferencial de νM é no máximo n− 2, segue que crit νM = M e,
consequentemente, kM(x) = 0, para cada x ∈ M . Por outro lado, temos U = ∅ e portanto a
soma dos volumes é zero.

Suponha então que existe um ponto de M onde a diferencial de νM tem posto n − 1.
Denotemos por J(νh) o Jacobiano da função νh.

Como a diferencial da função νM é de posto máximo, o conjunto dos valores cŕıticos de νM ,
ou seja νM(crit νM), tem codimensão maior ou igual a um em Sn−1. Como cada Ui é aberto,
por definição, e νM é uma função cont́ınua, então cada Mi é aberto em M .

Assuma primeiro que cada componente conexa de Mi é simplesmente conexa. Note que
podemos assumir esse fato já que pelo Teorema 1.8, existem subconjuntos fechados Ni de Mi

de dimensão no máximo n − 2 tais que cada componente conexa de Mi\Ni é simplesmente
conexa. Então a prova é análoga com νM(Mi\Ni) ao invés de Ui.
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Logo, Mi tem si componentes conexas. Ou seja, Mi = M
(1)
i ∪ · · · ∪M

(si)
i e νM induz um

difeomorfismo de M
(j)
i sobre Ui, para cada j = 1, · · · , si.

Portanto, fazendo uma “mudança de variáveis”, temos

voln−1(Ui) =

∫
Ui

dvn−1 =

∫
M

(j)
i

J(νM(x))dvn−1(x),

para cada j. Dessa forma ∫
Mi

J(νM(x))dvn−1(x) = si voln−1(Ui).

Seja M∗ definido por M\(∪iMi), pelas propriedades de conjuntos semialgébricos temos que M∗

é semialgébrico. Além disso como νM(M∗) tem dimensão no máximo n− 2 (veja Teorema 1.11
e propriedade de J), temos que M = M∗ ∪ (∪iMi) e volM∗ = 0. Desse modo∫

M∗
J(νM(x))dvn−1(x) = 0.

Então

|K|M =

∫
M

J(νM(x))dvn−1(x) =
∑
i

∫
Mi

J(νM(x))dvn−1(x),

como queŕıamos.

Para cada i = 1, · · · ,m, considere σ+
i = ](ν−1

M (u) ∩ {kM > 0}) e
σ−i = ](ν−1

M (u) ∩ {kM < 0}), para cada u ∈ Ui. Como esses números só dependem de Ui,
então si = σ+

i + σ−i e portanto

|K|M =

nM∑
i

(σ+
i + σ−i ) voln−1(Ui). (2.6)

Denote σi = σ+
i − σ−i . Note que σi = degu νM = deg(νM |ν−1

M (Ui)
) o número na fibra sobre

qualquer u ∈ Ui.

Proposição 2.5 ([13, Proposition 3.2]). Com as definições acima, temos:∫
M

kM(x)dνn−1(x) =

nM∑
i

σi voln−1(Ui).

Demonstração. A prova desta proposição é análoga à prova da Proposição 2.4. Mas neste caso,
como o Jacobiano pode trocar de sinal, deve-se levar isso em conta.

Considere agora h : Rn → R uma função semialgébrica, t uma valor regular e Ht como
definido em 2.2. Tendo em conta as Definições 2.1 e 2.2, quando

M = Ht =⇒ νM = νHt = νt.

Desta forma, temos as interpretações geométricas apresentadas acima para as funções curvatu-
ras da seção anterior, sendo que neste trabalho consideramos νM como a restrição de νh à fibra
h−1(t), para t ∈ R.

Nosso objetivo agora é demonstrar a Proposição 2.10 que relaciona a continuidade da função
curvatura total absoluta com uma condição geométrica. Para isto, apresentamos as Proposições
2.4 e 2.5 e alguns lemas técnicos. Começamos fixando algumas notações.
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Definição 2.6. Seja φh : Rn \ (crit νh ∪ crith)→ Sn−1 × R definida por φh(x) = (νh(x), h(x)).
Denotamos

i. U ′ = φh(Rn \ (crith ∪ crit νh));

ii. U ′k = {(u, t) ∈ U ′; ]φ−1
h (u, t) = k};

iii. Ut = {u ∈ Sn−1; (u, t) ∈ U ′};

iv. Uk,t = {u ∈ Sn−1; (u, t) ∈ U ′k}.

Temos:

Lema 2.7 ([13, Corollary 6.1]). Dado um valor regular c da função h : Rn → R, os seguintes
limites existem

lim
t→c−

K(t), lim
t→c+

K(t), lim
t→c−
|K|(t), e lim

t→c+
|K|(t).

A seguir apresentamos uma das caracterizações que Grandjean utiliza para demonstrar a
Proposição 2.10. Antes, sejam t /∈ h(crith) e Ht como na Definição 2.2. Considere Ui, i ∈ I,
as componentes conexas de Ht. Então

|K|(t) =
∑
i

|K|Ui
. (2.7)

Para k, l = 1, · · · , nh inteiros, ∗ = + ou ∗ = − e c um valor regular da função h : Rn → R.
Denotemos

i. V∗c o limite de Hausdorff limt→c∗ (Ut);

ii. V∗k o limite de Hausdorff de limt→c∗ (Uk,t);

iii. Vk,l =


V−k ∩ V

+
l , se k, l 6= 0

V−k ∩ V+
c , , se k 6= 0, l = 0

V−c ∩ V+
l , se k = 0, l 6= 0

∅, se k = l = 0.

Desta forma, podemos escrever V−c ∩ V+
c como

⋃
0≤k,l≤nh

Vk,l.
Temos os seguintes resultados técnicos que serão utilizados nos próximos caṕıtulos:

Lema 2.8 ([13, Corollary 5.3]). Seja c um valor regular de h : Rn → R tal que Uc 6=, então
Uc ⊂ V−c ∩ V+

c .

Lema 2.9 ([13, Corollary 6.3]). Se |K| é cont́ınua em c, então

i. para cada par k, l com k diferente de l, temos voln−1(Vk,l) = 0, ou equivalentemente Vk,l tem
dimensão menor ou igual a n− 2.

ii. para cada k e cada ∗ = +,−, voln−1(V∗k) = voln−1(Uk,c).

Temos a seguinte relação geométrica com a continuidade de |K|:

Proposição 2.10 ([13, Proposition 6.8]). Seja c um valor regular de h onde a função |K| não é
cont́ınua. Então existem um aberto U ⊂ Sn−1, tal que para todo u ∈ U existe uma componente
conexa Γ de Γ+

u (h) = φ−1
h ({u} × R) tal que Γ ∩ h−1(c) é vazio e acontece uma das situações a

seguir.
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i. Se c é o ı́nfimo de h em Γ, então para qualquer ε > 0 suficientemente pequeno, Γ∩h−1(]c, c+
ε[) não é limitado.

ii. Se c é o supremo de h em Γ, então para qualquer ε > 0 suficientemente pequeno, Γ∩h−1(]c−
ε, c[) não é limitado.

Figura 2.1: Proposição 2.10.

Demonstração. Pelo Lema 2.7 temos que limt→c− |K|(t) existe. Suponha então que
limt→c− |K|(t) 6= |K|(c), ou seja que a função curvatura não é continua em c. Assuma pri-
meiro que limt→c− |K|(t) > |K|(c), para o outro caso aa demonstração é análoga. Seja Uc como
na Definição 2.6. Como Uc é semialgébrico temos que Uc = ∪dci=1Ui, onde Ui, i = 1, · · · , dc,
são as componentes conexas semialgébricas de Uc. Para cada i, temos que U ′si = {(u, t) ∈
U ′; ]φ−1

h (u, t) = si}. Assim

Usi,c = {u ∈ Sn−1; (u, c) ∈ U ′si} = {u ∈ Sn−1; ]φ−1
h (u, c) = si}.

Desse modo (u, c) ∈ U ′. Portanto, para cada i temos Ui ⊂ Usi,c. Segue de (2.7) que |K|(t) =∑dt
i=1 |K|Ui

, e pelas Proposições 2.4 e 2.5 segue que

|K|(t) =

nh∑
i=1

si voln−1(Ui).

Tomando l = si e pelo exposto anteriormente, temos que |K|(t) =
∑nh

l=1 l voln−1(Ul,t). Passando
limite nos dois lados da igualdade e usando a definição de V−l , segue que

lim
t→c−
|K|(t) =

nh∑
l=1

l voln−1(V−l ).

Como Ui está contido em Usi,c, para cada i = 1, · · · , dc, existe um inteiro positivo li ≥ si,
tal que Ui ⊂ V−li . Como estamos analisando quando a função curvatura total absoluta não é
cont́ınua em c temos que acontece um e apenas um dos casos seguintes
Caso 1: existem i ∈ {1, · · · , dc} tais que li > si
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Caso 2: existem i ∈ {1, · · · , dc} tais que voln−1 V−li > voln−1(Ui).
Assuma que o Caso 1 contribui com a descontinuidade de |K| em c. Então para cada u ∈ Ui,
existe ε > 0 tal que

Γ+
u (h) ∩ h−1(]c− ε, c+ ε[) = φ−1

h ({u} × R) ∩ h−1(]c− ε, c+ ε[)

tem mi ≥ li, componentes conexas G1, · · · , Gmi
tais que{

h(Gj) =]c− ε, c+ ε[, se j = 1, · · · , si
h(Gj) =]c− ε, c[, se j = si + 1, · · · , li

Note que para h(Gj) =]c, c+ ε[ pode ter de si componentes conexas até mi. Mas esse caso não
interessa na demonstração já que estamos analisando o limite à esquerda de c.

Seja j ∈ {si + 1, · · · , li}. Se Gj for limitado, seu fecho em Rn seria Gj = Gj ∪ {xc−ε, xc},
onde xc−ε ∈ Hc−ε e xc ∈ Hc. Como c é um valor regular e νh(x) = ∇h(x)

|∇h(x)| , isso significaria

que ∇h(xc) = u|∇h(xc)|. Esse u é um valor regular de νh|h−1(]c−ε,c+ε[), portanto Gj poderia ser
estendido para {h > c} para uma curva regular através de xc, o que contradiz h(Gj) =]c− ε, c[.
Desse modo temos que Gj nunca encontra h−1(c). Para o Caso 2 a prova é análoga.

Para finalizar o caṕıtulo temos o seguinte resultado sobre os pontos de descontinuidade da
função curvatura.

Teorema 2.11 ([13]). Seja h : Rn → R uma função semialgébrica C l com l ≥ 2.

i. A função t→ |K|(t) tem uma quantidade finita de descontinuidades.

ii. Se a função t → |K|(t) é cont́ınua em um valor regular c então a função curvatura total,
t→ K(t), também é cont́ınua em c.

A volta do item ii.] não vale, veja [[13]] para mais informação.
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Caṕıtulo 3

Fibrado conormal e valores de
bifurcação

3.1 Geometria conormal.

Além da função curvatura total absoluta, outro conceito principal neste trabalho é a condição
SISI, que será apresentada no Caṕıtulo 4. A condição SISI está relacionada à noção de fibrado
conormal relativo de uma função, que apresentaremos nesse caṕıtulo.

Denotemos por Pn o espaço projetivo real de dimensão n e por G(p, n) a variedade Gras-
manniana real de dimensão p(n− p) de Rn.

Definição 3.1. Seja h : Rn → R uma função polinomial. O fibrado projetivo conormal relativo
da função h é o subconjunto Ph de Pn ×G(n− 1, n)× R definido como o fecho do conjunto

{(x,H, t) ∈ (Rn\ crith)×G(n− 1, n)× R;Txh = H, t = h(x)},

onde Txh = Tx(h
−1(h(x))).

A partir da definição de fibrado conormal relativo, podemos obter outros conjuntos que são
usados para definir a condição SISI. Vejamos a seguir.

Sejam (πh, τh, th) : Ph → Pn ×G(n− 1, n)× R as respectivas projeções dos fatores de Pn ×
G(n− 1, n)× R, ou seja,

πh(x,H, t) = x, (3.1)

τh(x,H, t) = H, (3.2)

th(x,H, t) = t. (3.3)

Definição 3.2. Com as definições acima, o conjunto (πh, τh)(Ph) é chamado de espaço conor-
mal relativo da função h.

Denote
P∞h = Ph ∩ (H∞ ×G(n− 1, n)× R), (3.4)

P∞t = Ph ∩ (H∞ ×G(n− 1, n)× {t}), (3.5)

onde H∞ é o hiperplano no infinito de Pn. Com as definições acima, temos dimPh = n,
dimP∞h ≤ n− 1 e dimP∞t ≤ n− 1.

Definimos os seguintes conjuntos Xh := (πh, th)(Ph), que é o fecho projetivo do gráfico da
função h, X∞h := (πh, th)(P∞h ) = Xh ∩ (H∞ × R). Temos dimX∞h ≤ n− 1.
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Se (λ, t) ∈ X∞h , seja Ωλ,t ⊂ G(n− 1, n) tal que

Ωλ,t := τh((πh, th)
−1(λ, t)), (3.6)

Por último, definimos X∞t := πh(P∞t ). Temos X∞t ⊂ H∞ e dimX∞t ≤ n − 2. A última
desigualdade segue pelo fato de que se h = h0 +h1 + . . .+hd, onde cada hi é a parte homogênea
de h de grau d, então X∞t ⊂ {[0 : p1 : . . . : pn] ∈ H∞ | hd(p1, . . . , pn) = 0}.

Estes dois últimos conjuntos são usados na definição da condição SISI.
Com as notações acima, temos o seguinte resultado:

Corolário 3.3. i. O conjunto {t ∈ R; dimP∞t = n− 1} é finito.

ii. O conjunto {(λ, t) ∈ X∞h ; dim Ωλ,t = n− 1} é finito.

Demonstração. Considere a seguinte aplicação th : P∞h → R. Ou seja, a restrição de th ao
conjunto P∞h . Como dimP∞h ≤ n − 1, segue pelo Teorema 1.11 que o conjunto dos valores
cŕıticos da restrição de th ao conjunto P∞h é finito. Logo, para todo t não pertencente a esse
conjunto finito, temos que dim t−1

h (t) ≤ n− 2. Por outro lado, segue das definições acima que
t−1
h (t) = P∞t , o que termina a prova do primeiro item. A prova do segundo item segue de forma

análoga.

3.2 Valores de bifurcação e valores cŕıticos assintóticos.

O Teorema 4.3 descreve o conjunto de valores de bifurcação para uma classe de funções poli-
nomiais h : Rn → R. Nesta seção, descrevemos alguns resultados e definições relacionados ao
conjunto de bifurcação de uma função polinomial.

Mais precisamente, na primeira parte da seção apresentamos o conjunto de valores cŕıticos
assintóticos que se relaciona com o conjunto de bifurcação através do Teorema 3.7 e com o
conjunto Ωλ,c através da Proposição 3.14. Além disso, apresentamos dois resultados, a Definição
3.9 e o Teorema 3.11.

Definição 3.4. Seja h : Rn → R uma função polinomial. O conjunto de bifurcação da função
h, denotado por B(h), é o menor subconjunto de R de modo que para cada c /∈ B(h), existe
uma vizinhança aberta U de c que não intercepta B(h) e a restrição de h a h−1(U) induz uma
fibração C∞ sobre U .

Ou seja, o conjunto de bifurcação de h é definido como sendo o menor subconjunto B(h) ⊂ R
tal que h : Rn \ h−1(B(h))→ R \B(h) é uma fibração C∞ localmente trivial. Além disso, este
conjunto é composto pelos valores cŕıticos e outros valores denominados valores de bifurcação
de segundo tipo. Veja [24, Appendix. A1] para mais detalhes.

Relacionado ao conjunto de bifurcação, temos uma condição assintótica, chamada na lite-
ratura de condição de Malgrange (veja por exemplo [10, 17, 21, 23]) que fornece um controle
sobre o conjunto de bifurcação, (veja Teorema 3.7). A seguir apresentamos esta condição.

Definição 3.5. Seja h : Rn → R uma função polinomial. A função h satisfaz a condição de
Malgrange em c ∈ R se para cada R� 1 existem constantes positivas C e η tais que

x ∈ {y ∈ Rn; |y| > R, |h(y)− c| < η} =⇒ |x| · |∇h(x)| > C.

Relacionado à condição de Malgrange, definimos a seguinte noção:

Definição 3.6. Um valor c ∈ R é um valor cŕıtico assintótico da função h : Rn → R se a
condição de Malgrange não é satisfeita em c. Ou seja, c ∈ R é um valor cŕıtico assintótico de
h se existe uma sequência {xm}m∈N de pontos de Rn tal que
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i. limm→∞ |xm| =∞,

ii. limm→∞ h(xm) = c,

iii. limxm→∞ |xm| · |∇h(xm)| = 0.

O conjunto destes valores é denotado por K∞(h). Além disso, para funções polinomiais,
temos que esse conjunto é finito, veja por exemplo [8, Théorème 3.4.], [18, Main theorem].

Definimos então o conjunto dos valores cŕıticos generalizados de h como sendo o conjunto
K(h) := h(crith)∪K∞(h). O Teorema 3.7 (veja por exemplo [8, 16, 21, 23, 25]) apresenta uma
relação entre os conjuntos dos valores de bifurcação e dos pontos cŕıticos generalizados.

Teorema 3.7. Seja h : Kn 7−→ K uma função semialgébrica C1 ou um polinômio complexo.
Então

1. K(h) é finito;

2. B(h) ⊂ K(h).

O próximo exemplo, Exemplo 3.8, mostra que B(h) pode estar contido propriamente em
K(h). Ou seja, podemos ter B(h) 6= K(h).

Exemplo 3.8 ([22, Păunescu e Zaharia]). Seja hn,q : R3 → R a função polinomial definida por
hn,q(x, y, z) = x − 3x2n+1y2q + 2x3n+1y3q + yz, onde n, q ∈ N\{0}. Em [22] é mostrado que a
condição de Malgrange é satisfeita para qualquer valor regular c ∈ R se, e somente se, n ≤ q.
Logo, considerando n = 2 e q = 1, temos h2,1(x, y, z) = x−3x5y2 +2x7y3 +yz e apresentaremos
as contas de [22] que mostram que 0 ∈ K∞(h2,1). Temos:

∇h2,1 = (1− 15x4y2 + 14x6y3,−6x5y + 6x7y2 + z, y).

Seja a sequência {xm}m∈N = (m,m−2, 0)m∈N ⊂ R3. Temos:

i. limm→∞ |xm| = limm→∞
√
m2 +m−4 + 0 =∞;

ii. limm→∞ h2,1(xm) = limm→∞m− 3m5m−4 + 2m7m−6 + 0 = 0;

iii. ∇h2,1(m,m−2, 0) = (1 − 15m4m−4 + 14m6m−6,−6m5m−2 + 6m7m−4,m−2) = (0, 0,m−2)
logo
limm→∞ |(m,m−2, 0)| · |(0, 0,m−2)| = limm→∞

√
m−4(m2 +m−4) = 0

Logo 0 é um valor assintótico de h2,1, isto é, 0 ∈ K∞(h2,1). Ou seja, a condição de Malgrange
não é satisfeita em 0. Mas B(h2,1) = ∅, pois h2,1 é uma componente de um difeomorfismo de
R3 em R3.

O próximo objetivo do caṕıtulo é apresentar a Proposição 3.14. Antes, apresentamos a
Definição 3.9 e o Teorema 3.11.

Definição 3.9. Seja h : Rn → R uma função polinomial. Considere ∇h(x) o gradiente de h
no ponto x. Em um sistema de coordenadas ortogonal consideramos a decomposição do vetor
gradiente em duas componentes ortogonais, a parte radial ∂rh e a parte esférica ∇′h definidas
por

∂rh(x) =
〈∇h, x〉
|x|2

x (3.7)

e
∇′h(x) = ∇h(x)− ∂rh(x). (3.8)

Geometricamente isto quer dizer que o vetor gradiente é decomposto em uma soma de dois
vetores. Um deles, a parte radial, é o vetor perpendicular ao espaço tangente da esfera de
dimensão n no ponto x

|x| . O outro, a parte esférica, é um vetor que pertence ao espaço tangente
à esfera no ponto x

|x| .
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Exemplo 3.10. Considere h : R2 → R definida por h(x, y) = x(xy − 1). Temos ∇h = (2xy −
1, x2) e as seguintes expressões:

∂rh(x, y) =
〈(2xy − 1, x2), (x, y)〉

x2 + y2
(x, y) =

3x2y − x
x2 + y2

(x, y)

∇′h(x, y) = (2xy − 1, x2)− 3x2y − x
x2 + y2

(x, y) =

(
2xy3 − x3y − y2

x2 + y2
,
x4 − 2x2y2 − xy

x2 + y2

)
.

De (3.7) temos que

|∂rh(x)| = |〈∇h, x〉|
|x|2

|x| = |〈∇h, x〉|
|x|

. (3.9)

Dados a < b dois números reais, considere νa,b : ]0,+∞[→ [0,+∞[ a função semialgébrica
definida por

νa,b(r) := max

{
|∂rh(x)|
|∇h(x)|

;x ∈ h−1([a, b]) ∩ Sn−1
r

}
. (3.10)

Considere νc como o lim infε→0 νc−ε,c+ε a qual é também uma função semialgébrica.

Teorema 3.11 ([10, Proposition 3.1.]). Sejam h : Rn → R uma função polinomial e c um valor
de h. Então existe uma função semialgébrica

θc : ]0, εc[→]0,+∞[

tal que

i. existe uma constate A > 0 tal que ∀t ∈]0, εc[, θc(t) ≥ At.

ii. |x| � 1 e |h(x)− c| < εc =⇒ |x| · |∇h(x)| ≥ θc(|h(x)− c|).

iii. Se φ é outra função semialgébrica distinta de θc que satisfaz i e ii, então existe 0 < ε < εc
tal que 0 < φ(t) < θc(t) para todo t ∈]0, ε[.

O Lema 3.12 relaciona a função vc−ε,c+ε com o conjunto K(h), veja [14, Lemma 5.6].

Lema 3.12. Se [a, b] ∩K(h) = ∅, então νa,b(r)→ 0 quando r → +∞.

Demonstração. Como por hipótese temos que [a, b] ∩ K(h) = ∅, segue que os pontos desse
intervalo satisfazem a condição de Malgrange. Desse modo existe uma constante positiva C tal
que para R suficientemente grande, |x| · |∇h| ≥ C com x ∈ h−1([a, b])\B(0, R). Alem disso, da
Equação 3.9 segue que

νa,b(r) = max
|∂rh|
|∇h|

= max
| 〈∇h, x〉 |
|x||∇h|

≤ max
| 〈∇h, x〉 |

C
.

Suponha então que existe uma constante positiva A tal que νa,b(r) > 2A para r suficientemente
grande.

Pelo Lema 1.12, e reparametrizando se necessário (veja por exemplo [18, Lemma 3.4]),
isto ocorre ao longo de uma parametrização semialgébrica α : [−ε, 0]→ h−1([a, b])\B(0, R), tal
que h ◦ α(s) = s + b, |α(s)| → +∞ e |α′(s)| → 1, quando s converge para zero, e satisfaz
νa,b(|α′(s)|) ≥ A.

Como h ◦ α(s) = s + b, derivando com relação a s temos que 〈∇h(α(s)), α′(s)〉 = 1, o que
implica que 〈∇h(α), α′〉 = 1. Além disso, quando s→ 0 segue que

lim
α(s)

|α(s)|
= lim

α′(s)

|α′(s)|
= limα′(s). (3.11)
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Logo, da Equação 3.9, |∂rh| · |α′| → 1 e consequentemente |α′| → 1
|∂rh| . Dessa forma, podemos

supor

|α′| ≤ 2

|∂rh|
. (3.12)

Como νa,b > A =⇒ |∂rh|
|∇h| > A, segue que

1

|∂rh|
≤ 1

A|∇h|
(3.13)

Além disso, como

|x| · |∇h| ≥ C =⇒ |x|
|x| · |∇h|

≤ |x|
C
,

segue de (3.13) e da desigualdade acima que

1

|∂rh|
≤ 1

A|∇h|
≤ |α(s)|

AC
(3.14)

Multiplicando em ambos lado de (3.14) por 1
|α(s)| e usando (3.12) temos

|α′(s)|
|α(s)|

≤ 2

AC
(3.15)

Logo integrando nos dois lados de (3.15) e aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo temos

ln(|α(s)|) ≤ 2

AC

∫ s

−ε
dt+ ln(|α(−ε)|) (3.16)

Assim
|α(s)| = eln(|α(s)|) ≤ e

2
AC

∫ s
−ε dt+ln(|α(−ε)|) = D.

Portanto
|α(s)| ≤ D, (3.17)

com D > 0 independente de s, o que é uma contradição pois |α(s)| → +∞ por hipótese.

Observação 3.13. Por [20, página 450] temos a seguinte relação entre a função ν e B(h): se
h : Rn → R é uma função polinomial e c um valor regular de h com νc < 1, segue que c /∈ B(h).

Relacionado com a Seção 3.1 temos a Proposição 3.14 a qual associa um fenômeno geométrico,
a dimensão de Ωλ,c, com a condição de valores cŕıticos assintóticos.

Proposição 3.14. Seja c um valor regular de h : Rn → R para o qual exite λ ∈ H∞ tal que
Ωλ,c é de dimensão n− 1. Então c ∈ K∞(h).

Demonstração. Lembrando que X∞h = (πh, th)(P∞h ) = Xh ∩ (H∞ × R), portanto X∞h é semi-
algébrico dimX∞h 6 n − 1. Além disso, se (λ, t) ∈ X∞h , Ωλ,t ⊂ G(n − 1, n) onde
Ωλ,t = τh((πh, th)

−1(λ, t)). Como dim Ωλ,c = n − 1, Ωλ,c contém um subconjunto aberto de
Sn−1. Então existe um u ∈ Ωλ,c tal que 〈u, λ〉 6= 0 e (λ, u, c) ∈ P∞h . Logo existe uma sequência
{xm}m∈N tal que

lim
xm
|xm|

= λ e limφh(xm) = lim

(
∇h(xm)

|∇h(xm)|
, h(xm)

)
= (u, c).

Pela definição de νa,b(r) em 3.10, considerando a = c− ε e b = c+ ε, temos

νc−ε,c+ε = max

{
| 〈∇h, x〉 |
|x|

· 1

|∇h|
;x ∈ h−1([c− ε, c+ ε]) ∩ Sn−1

r

}
.
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Tomando x = {xm}m∈N e para um r suficientemente grande temos

| 〈∇h, x〉 |
|x|

· 1

|∇h|
=

∣∣∣∣〈 ∇h|∇h| , x|x|
〉∣∣∣∣→ |〈u, λ〉| > 0.

Desse modo acabamos de mostrar que νc−ε,c+ε não converge para zero e consequentemente pela
contra positiva do Lema 3.12 temos que [c − ε, c + ε] ∩ K(h) 6= ∅. Como ε → 0 temos que
c ∈ K(h). Além disso, como c é um valor regular temos que c ∈ K∞(h).

A rećıproca deste resultado não é verdadeira no contexto real (veja por exemplo [10, Example
5.3]).
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Caṕıtulo 4

Teorema Principal

Parusiński em [21] provou que qualquer valor regular de um determinado polinômio complexo
com singularidades isoladas no infinito em que a condição de Malgrange falha é um valor de
bifurcação.

Como isto não necessariamente vai acontecer no caso real (veja Exemplo 4.8), Grandjean
apresenta um resultado, o qual é conhecido como a versão real do resultado de Parusiński.
Ele apresentou uma condição suficiente para trivializar a função h numa vizinhança do valor
regular c que será expressa em termos da curvatura total absoluta.

4.1 Condição SISI

Definição 4.1 ([14]). Sejam h : Rn → R e c um valor regular de h. Dizemos que h tem
singularidades fortemente isoladas no infinito em c se a seguinte condição é satisfeita: existe
um subconjunto finito Λc ⊂ G(1, n) tal que para cada direção λ ∈ X∞c \Λc e para cada hiperplano
H ∈ Ωλ,c, a direção λ está contido no G(1, H), espaço grassmanniano das direções do hiperplano
H.

Esta condição será chamada de condição SISI

Exemplo 4.2. Considere h : R2 → R definida por h(x, y) = y(xy − 1) e c = 0.
Vamos calcular X∞0 . Para isto fazemos a identificação do R2 no plano projetivo P2 associ-

ando cada ponto (x, y) com [x : y : 1]. Consideremos então a sequência {[xm : ym : 1]}m∈N tal
que [xm : ym : 1]→ λ ∈ H∞.
Para que isto aconteça xm →∞ ou ym →∞. Suponha que xm →∞, então

h(xm, ym)→ 0⇐⇒ xmym → 1⇐⇒ ym → 0.

Portanto
[1 : 0 : 0] ∈ X∞0 .

Analogamente se ym →∞ obtemos que [0 : 1 : 0] ∈ X∞0 .
Desse modo X∞0 = {[1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0]} que é finito e portanto o valor regular 0 satisfaz a
condição SISI.

Mais geralmente para n = 2, a condição SISI é sempre verificada pois X∞c é um conjunto
finito para qualquer c ∈ R.

A seguir apresentamos o principal resultado da dissertação, resultado que Grandjean apre-
sentou usando a condição SISI para estudo do conjunto dos valores de bifurcação.

Teorema 4.3 ([14]). Seja h : Rn → R uma função polinomial real. Suponha que a função h
satisfaz a condição SISI em um valor regular c. Se a função t → |K|(t) for cont́ınua em c,
trivializamos h sobre uma vizinhança de c por meio do fluxo de um campo vetorial C∞. Então
c /∈ B(h).
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4.2 Demonstração do Teorema 4.3, teorema principal do

trabalho.

Para esta demostração provaremos os Lemas 4.4, 4.5 e 4.6, fazendo algumas construções para
chegar na Proposição 4.7, a qual nos garante a trivialização da função h em uma vizinhança do
valor regular c.

Lema 4.4. Seja h : Rn → R uma função polinomial real. Suponha que a função h satisfaz a
condição SISI em um valor regular c e a função t → |K|(t) é cont́ınua em c. Então τh(P∞c )
tem dimensão no máximo n− 2.

Demonstração. Veja a demonstração da Proposição 2.10. Como por hipótese |K| é cont́ınua
em c, segue pelo Lema 2.9 que ∪λ∈X∞c Ωλ,c possui dimensão menor ou igual que n − 2. Como
τh(P∞c ) =

⋃
Ωλ,c, o resultado segue.

Como antes, utilizaremos a identificação de Rm como um subconjunto de Pm para qualquer
m ≥ 2. Seja X∞c ⊂ H∞ ⊂ Pn. Consideramos X∞,+c como sendo a identificação de X∞c em Sn−1,
que é um subconjunto semialgébrico com dimensão no máximo n − 2 pois dimX∞c ≤ n − 2.
Denotamos também por Λ+

c a identificação de Λc em Sn−1.
Como dimX∞,+c ≤ n − 2 e Λ+

c é um conjunto finito pela condição SISI, podemos assumir,
a menos de uma mudança ortonormal de coordenadas em Rn, que a interseção de cada eixo
coordenado com a esfera unitária não encontra X∞,+c e que qualquer u ∈ Λ+

c não está em
qualquer hiperplano coordenado. Ou seja, u /∈ {(x1, . . . , xn) | x1. . . . xn = 0}.

Seja 4 = {(δ1, · · · , δn);∀i, δi > 0}. Denotando Gln(R) como sendo o espaço de matrizes
quadrada de ordem n invert́ıveis com entradas reais, mergulhamos 4 em Gln(R) da seguinte
forma: cada elemento de 4 é identificado com uma matriz diagonal, ou seja,

A =


δ1 . . . 0 . . . 0
... . . .

... . . .
...

0 . . . δi . . . 0
... . . .

... . . .
...

0 . . . 0 . . . δn

 .

Com as definições acima, segue que 4 é difeomorfo à Rn.
Para qualquer A ∈ 4, definimos a seguinte função semialgébrica:

gA(x) = 〈A · x, x〉
1
2 , (4.1)

que é uma forma quadrática positiva definida. Além disso, gA é uma submersão fora da origem
e é uma função própria.

Para cada u ∈ Λ+
c , definimos o seguinte conjunto semialgébrico de Sn−1:

V (u) = {v ∈ Sn−1; v = lim νh(x) com lim |x| = +∞, limx/|x| = u e limh(x) = c}.

Logo, para cada u ∈ Λ+
c , temos que dimV (u) ≤ n−2 pelo Lema 4.4, como antes νh(x) := ∇h(x)

|∇h(x)| .
Seja

40 = {A ∈ 4; i 6= j =⇒ δi 6= δj}. (4.2)

Como X∞,+c não intercepta nenhum eixo coordenado, segue que cada u ∈ X∞,+c tem pelo
menos duas coordenadas não nulas. Logo, u não é autovetor de qualquer que seja A ∈ 40.
Com as definições e fatos acima, temos:
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Lema 4.5. Para cada A ∈ 40, existem α, β ∈]0, 1[, R > 0 e ε > 0 tais que para cada
x ∈ h−1(]c− ε, c+ ε[) \B(0, R), temos:

α <

〈
A · x
|A · x|

,
x

|x|

〉
< β. (4.3)

Demonstração. Sejam u ∈ X∞,+c ⊂ Sn−1 e A ∈ 40. Como u não é autovetor de A, X∞,+c é
compacto e A é positiva, existem números positivos α0 e β0 tais que β0 < 1 e vale:

α0 <

〈
A · u
|A · u|

, u

〉
< β0. (4.4)

Por outro lado, para qualquer δ > 0 e pela definição de X∞,+c , segue que se x possui norma
grande suficiente e h(x) próximo suficiente de c, então

α0 − δ <
〈
A · x
|A · x|

,
x

|x|

〉
< β0 + δ, (4.5)

o que justifica a desigualdade desejada.

Seja u ∈ Λ+
c . Como u não pertence a nenhum hiperplano coordenado, segue que cada

coordenada de u é diferente de zero. Logo, o subconjunto 40(u) = {A · u;A ∈ 40} é um
subconjunto semialgébrico aberto de Rn\{0}. Seja ρ : Rn\{0} → Sn−1 a projeção radial, a qual
é uma aplicação suave semialgébrica. Logo ρ(40(u)) é um subconjunto aberto de Sn−1.

Por outro lado, temos que
⋃
u∈Λ+

c
ρ−1(V (u)) é um cone positivo semialgébrico de dimensão

no máximo n− 1. Logo, existe um subconjunto semialgébrico 41 aberto e denso em 4 tal que
para u ∈ Λ+

c e qualquer A ∈ 41, temos que A·u
|A·u| /∈ V (u).

Dados u ∈ Sn−1 e η > 0, a vizinhança positiva canônica da reta positiva R+u de raio η é o
conjunto

C+(u, η) = {x ∈ Rn\{0}; |u− ρ(x)| < η} ∪ {0}. (4.6)

Lema 4.6. Seja A ∈ 41. Existem γ, δ ∈]0, 1[, constantes R > 0 e ε > 0, η > 0 tais que para
cada x ∈ (h−1(]c− ε, c+ ε[) ∩ C+(u, η))\B(0, R), com u ∈ Λ+

c , temos

−1 < −γ <
〈
A · x
|A · x|

,
∇h(x)

|∇h(x)|

〉
< δ < 1.

Demonstração. Como A ∈ 41 temos que, para u ∈ Λ+
c , A·u
|A·u| /∈ V (u). Logo, existem η0 > 0, γ0

e δ0 tais que se w ∈ Sn−1 é tal que |w − u| < η0, ou seja, ρ−1(w) ⊂ C+(u, η0), e se v ∈ V (u),
então:

− 1 < −γ0 <

〈
A · w
|A · w|

, v

〉
< δ0 < 1. (4.7)

Pela definição de V (u), que são limites da forma νh(x) = ∇h(x)
|∇h(x)| , e pela definição Λ+

c , segue
a desigualdade desejada.

Consideramos o seguinte campo:

νgA(x) :=
∇gA(x)

|∇gA(x)|
=

A · x
|A · x|

. (4.8)

Segue dos Lemas 4.5 e 4.6, o seguinte resultado:

Proposição 4.7. Para cada A ∈ 41, existem α, β, γ ∈]0, 1[ e números positivos R > 0, ε > 0
e η > 0 tais que para cada x ∈ h−1(]c− ε, c+ ε[)\B(0, R), temos:
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i. α|x| < 〈νgA(x), x〉 < β|x|,

ii. para cada u ∈ Λ+
c tal que x ∈ C+(u, η), |〈νgA(x),∇h(x)〉| < γ < 1.

Demonstração. O primeiro item segue diretamente do Lema 4.5 e o segundo item segue do
Lema 4.6.

Seja A ∈ 41 fixado. Considere R, ε como na proposição anterior. Definimos o seguinte
campo vetorial:

ωA(x) = ∇h(x)− 〈∇h(x), νgA(x)〉νgA(x). (4.9)

Afirmação 1: ωA(x) 6= 0, x ∈ h−1(]c − ε, c + ε)\B(0, R). De fato, para |x| grande suficiente
e x
|x| → u ∈ Λ+

c segue do item ii. da Proposição 4.7. Para |x| grande suficiente e x
|x| → u ∈

(X∞,+c \ Λ+
c ) segue da condição SISI e do item i. da Proposição 4.7.

Afirmação 2: O campo ωA é tangente aos ńıveis da função gA, ńıveis estes que são conjuntos
compactos.

〈∇gA, ωA〉 = 〈∇gA,∇h− 〈∇h, νgA〉νgA〉 = 〈∇gA,∇h〉 − 〈∇gA, 〈∇h, νgA〉νgA〉 (4.10)

Pela definição de νgA temos

〈∇gA, ωA〉 = 〈νgA|∇gA|,∇h〉 − 〈νgA|∇gA|, 〈∇h, νgA〉νgA〉

= 〈νgA|∇gA|,∇h〉 − 〈νgA|∇gA|,∇h〉 |νgA|2 = 0,

o que mostra a Afirmação 2.
Afirmação 3: O campo ωA é transversal aos ńıveis da função h para x ∈ h−1(]c − ε, c +
ε)\B(0, R). De fato, temos que 〈ωA(x),∇h(x)〉 6= 0, para todo x ∈ h−1(]c− ε, c + ε)\B(0, R).
Do contrário, teŕıamos ωA(x) = 0 o que contradiria a Afirmação 1.
Afirmação 4: Seja δ o maior autovalor de A. O campo a seguir, trivializa a função h na
vizinhança de c:

W (x) =


∇h(x)
|∇h(x)|2 ; gA(x) ≤ δR.
ωA(x)
|ωA(x)|2 ; gA(x) ≥ 2δR.

χ(gA(x)) ∇h(x)
|∇h(x)|2 + [1− χ(gA(x))] ωA(x)

|ωA(x)|2 ; g−1
A (x) ∈ [δR, 2δR].

(4.11)

onde χ : [δR, 2δR] → [0, 1] é uma função suave estritamente decrescente tal que χ(δR) = 1 e
χ(2δR) = 0, veja por exemplo [[19, Página 186]].

Utilizaremos o fluxo de W para produzir o difeomorfismo que provará que h é trivial em c.
Se p ∈ h−1(c) e ξp(t) é uma solução de{

W (ξp(t)) = ξ′p(t),

p = ξp(c)
(4.12)

Então

i. {ξp(t); t ∈]c−ε, c+ε[} não contém pontos da fronteira de h−1(]c−ε, c+ε[), pois h(ξp(t)) = t.

De fato, pela definição W e como ξp é solução do campo W segue que ∂h(ξp(t))

∂t
≡ 1.

ii. limt→b ||ξp(t)|| não diverge para todo b ∈]c− ε, c+ ε[. Isto segue da Afirmação 2 e pelo fato
que gA é própria. Mais precisamente, gA é constante sobre ξp(t).
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Desse modo, ξp está definido para todo t ∈]c− ε, c+ ε[. Logo pelo Teorema do Fluxo Local, [6,
Teorema 4.0.4], temos que a aplicação

φ : h−1(c)×]c− ε, c+ ε[→ h−1(]c− ε, c+ ε[), (4.13)

definida por φ(p, t) = ξp(t) é um difeomorfismo. Além disso, temos que h◦φ(p, t) = h(ξp(t)) = t,
o que mostra que h é uma fibração topológica local em c e conclúı a prova.

Sem a hipótese sobre a continuidade da função de curvatura absoluta total, a conclusão
do Teorema 4.3 ainda vale se exigirmos que τh(P∞c ) seja um subconjunto fechado próprio de
G(n− 1, n). Ou seja, de dimensão menor ou igual a n− 2.

O Teorema 4.3 fornece uma condição suficiente, expressa em termos de curvatura absoluta
total, uma vez especificado os pontos no infinito em que a curvatura pode se concentrar. Mas
para um valor regular c que satisfaz a condição SISI e não seja um valor de bifurcação, a
função curvatura total absoluta não necessariamente será cont́ınua, conforme o próximo exemplo
sugere.

Exemplo 4.8. Considere h : R2 → R, definida por h(x, y) = −y(2x2y2 − 9xy + 12).
Temos que ∇h(x, y) = (−4xy3 + 9y2,−6x2y2 + 18xy − 12), logo qualquer valor c de h é

regular. Como estamos com uma função polinomial em R2 sabemos que a condição SISI será
satisfeita por qualquer valor regular. Em particular a condição SISI vale para o valor regular
c = 0.

Além disso tomando {
(
n, 1

n

)
}n∈N temos que

i. limn→∞
∣∣(n, 1

n

)∣∣ =∞;

ii. limn→∞ h
(
n, 1

n

)
= limn→∞− 5

n
= 0;

iii. limn→∞
∣∣(n, 1

n

)∣∣ · ∣∣∇h (n, 1
n

)∣∣ = limn→∞

(
1+n4

n2

) 1
2 ( 5

n2

)
= 0,

logo 0 ∈ K∞(h). Mas seguindo [[26, Example 3.4]] segue que 0 não é um valor de bifurcação.
Além disso, de [14, Página 16], temos limt→0 |K|(t) = 2π enquanto |K|(0) = 0, consequente-
mente a função curvatura total absoluta não é cont́ınua em 0.

Além disso, a contra positiva do Teorema do Grandjean é um resultado que contribui com
o estudo de |K| cujo cálculo não é tão simples. Já que calcular valores de bifurcação é relati-
vamente simples e com eles podemos analisar a continuidade de |K|.

24



Referências Bibliográficas
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[21] Parusiński, A. (1995). On the bifurcation set of complex polynomial with isolated singula-
rities at infinity. Compositio Mathematica, Tome 97 no. 3, 369-384.
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