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Resumo

Neste estudo apresentamos, de forma detalhada, os resultados expostos por Vincent Grandjean
no seu artigo “Tame functions with strongly isolated singularities at infinity: a tame version of
a Parusinski’s theorem”. Grandjean prova que se a fungao curvatura total absoluta é continua
em um valor regular ¢ que satisfaz a condigao SISI, entao ¢ nao ¢ um valor de bifurcacao
da funcao h. Como este resultado sempre vale para funcoes polinomiais com singularidades
fortemente isoladas no infinito, podemos vé-lo como uma versao real do Teorema de Parusinski
exposto no seu artigo “On the bifurcation set of complex polynomial with isolated singularities
at infinity”.

Palavras-chave: conjunto de bifurcagao, singularidades no infinito, fun¢ao curvatura total ab-
soluta, espaco conormal, fibrado conormal.
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Valdés, W. D. Curvature and atypical values of polynomial functions. 2021. (36 pages) p. M.
Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work, we discuss the results exposed by Vincent Grandjean in “Tame functions with
strongly isolated singularities at infinity: a tame version of a Parusinski’s theorem”. Grandjean
proved that if the total absolute curvature function is continuous at a regular value ¢ that
satisfies the SISI condition, then ¢ is not a bifurcation value of the function A. As this result
always applies to polynomial functions with strongly isolated singularities at infinity, we can
assume that it is a real version of Parusinski’s theorem exposed in “On the bifurcation set of
complex polynomial with isolated singularities at infinity”.

Keywords: bifurcation set, singularities at infinity, total absolute curvature function, conormal
space, conormal bundle.
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Introducao

A Teoria da Bifurcacao é uma area de pesquisa da Matematica que, do ponto de vista da Teoria
de Singularidades, estuda as alteracoes na estrutura topoldgica de uma determinada familia.
Para esta dissertagao a familia em questao é o conjunto dos valores regulares de uma funcao
polinomial real, com foco em certas condicoes que caracterizam valores de bifurcacao. Sendo
assim, apresentamos a seguinte definicao:

Definicao 0.1. Seja h: R — R uma funcao polinomial. O conjunto de bifurcacdao da fungdo
h, ou wvalores atipicos da fung¢dao h, denotado por B(h), é o menor subconjunto de R de modo
que para cada ¢ ¢ B(h), existe uma vizinhanca aberta U de ¢ que nao intercepta B(h) e a
restri¢io de h a h='(U) induz uma fibragao C> sobre U.

Lembrando que uma aplicacao h: M — N, com M, N variedades, é uma fibracao, se existem
uma variedade F' e um homeomorfismo ¢: FF x N — M tais que h o ¢(q,p) = p para todo
(¢g,p) € F x N. Para mostrar que uma fungdo é uma fibracao, em 1950, o francés Charles
Ehresmann mostrou que toda submersao prépria é uma fibracao localmente trivial sobre N,
veja por exemplo [11].

No inicio dos anos 80, Broughton [4], Frédéric Pham [24], Ha Huy Vui e Le Dung Trang [16]
foram um dos pioneiros no estudo de fibracoes polinomiais do ponto de vista deste trabalho.
Em seguida, outros matematicos desenvolveram importantes resultados para estas fibracoes
que estao relacionados com este trabalho. Alguns deles sao Didier D’acunto, Mihai Tibar,
Laurentiu Paunescu, Alexandru Zaharia, Adam Parusinski, Vincent Grandjean, etc... Dali
decorre o resultado de Grandjean que com certas hipoteses a fibracao vai acontecer perto de
um valor c.

Esta dissertacao, tem como objetivo compreender os resultados e ferramentas utilizados por
Vincent Grandjean em [I4] para provar o seguinte teorema:

Teorema 0.2 ([14]). Seja h: R™ — R uma fungao polinomial. Suponha que a fun¢do h satisfaz
a condi¢ao SISI em um wvalor regular ¢. Se a fun¢do t — |K|(t) for continua em c, entdo
trivializamos h sobre uma vizinhanca de ¢ por meio do fluro de um campo vetorial C*°. Em
particular, ¢ ¢ B(f).

A ideia da prova é obter a trivializacdo de h através do fluxo de um campo de vetores
construido a partir de aplicagoes gaussianas. Ou seja, mostrar que a fungao h é uma fibracao
em um valor c.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma: no Capitulo[l], apresentamos as definigoes de
conjunto semialgébrico, dimensao semialgébrica e aplicacoes semialgébricas que serao utilizadas
no decorrer do trabalho. Em seguida expomos as definicoes de medida, distancia e limite de
Hausdorff que sao importantes para a demonstragao e melhor compressao de resultados dos
capitulos posteriores.

No Capitulo [2| apresentamos a defini¢gao de func¢ao curvatura total absoluta, Definigao [2.3]
e alguns dos seus resultados mais relevantes para este trabalho.

No Capitulo [3| apresentamos parte da teoria da Geometria Conormal que estd relacio-
nada com a Definicao 4.1 Além disso, apresentamos as definigoes de conjunto de valores de
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bifurcagao, condigdo de Malgrange e valores criticos assintéticos, Definigoes [3.4] e res-
pectivamente. Além disso exibimos alguns resultados relacionados com estes conceitos.

No Capitulo [4], apresentamos a definigdo de um valor regular ter a condi¢ao SISI, Defini¢ao
, e exibimos o Teorema . Este ultimo é o resultado principal de Grandjean do artigo [14].
As demais se¢oes deste capitulo fazem a demonstragao e uma analise deste teorema.

Wendy Diaz Valdés
Uberlandia-MG, 19 de Fevereiro de 2021.



Capitulo 1

Conceltos basicos

Este capitulo esta dividido em duas segoes. Primeiro, apresentamos conceitos e resultados
basicos de conjuntos semialgébricos. Em particular apresentamos o principio uniforme de Ga-
brielov. Na segunda secao relembramos os conceitos de medida e limite de Hausdorff.

1.1 Conjuntos Semialgébricos.

As principais referéncias para esta secao sao: [2] e [12].

Nesta secao, denotamos por R[zq,....,x,] o anel das fungdes polinomiais com coeficientes
reais e n variaveis. Dados a € R" e um numero real » > 0 definimos a bola aberta de centro a
e raio r em R" como B(a,r) ={z € R", |z —a| < r}.

Analogamente, definimos a bola fechada de centro a e raio r em R" como Bla,r] = {z €
R" |z —a| < r} e aesfera de centro a e raio r em R™ como S'a = Sla,r] = {x € R", |x—a| = r}.

Comecamos com a definicao de conjuntos semialgébricos.

Definigao 1.1 ([2| Definition 2.1.4]). Um conjunto semialgébrico do R"™ é um subconjunto da
forma

i=1j=1

onde h; j € Rlxy,--- ,x,] e x representa qualquer um dos simbolos > ou =, para i =1,--- s e
j=1,

Exemplo 1.2. Os conjuntos semialgébricos de R sao exatamente unioes finitas de pontos e
intervalos (limitados ou ilimitados).

Conjuntos semialgébricos sao fechados por intersecao finita, uniao finita e complementar.
Temos também que, o fecho, o interior e a fronteira de conjuntos semialgébricos sao conjuntos
semialgébricos.

A seguir, apresentamos alguns resultados cldssicos de conjuntos semialgébricos que serao
utilizados ao longo da dissertacao.

i. Todo conjunto semialgébrico de R™ possui um nimero finito de componentes conexas que
sdo também conjuntos semialgébricos, [2, Theorem 2.4.5];

ii. O conjunto dos pontos equidistantes de dois conjuntos semialgébricos é um conjunto semi-
algébrico, [2, Example 2.1.5];

iii. Os subconjuntos B(a,r) e Sl'a s@o conjuntos semialgébricos. Consequentemente B(a,r)
também ¢é, [2, Definition 2.1.9].



A seguir, apresentamos a definigdo de dimensao de conjuntos semialgébricos. Seguindo [12]
(2.4)], temos que todo conjunto semialgébrico ndo vazio tem pelo menos um ponto regular. De
fato, o conjunto dos pontos regulares de um conjunto semialgébrico A é denso em A. Seguindo
[12, Pégina 18], temos:

Definicao 1.3. Seja A um conjunto semialgébrico de R™. A dimensao de A € definida como
sendo a dimensdao mdzrima dos pontos requlares de A. Denotamos por dim A a dimensado de A.

O proéximo exemplo mostra que o conjunto dos pontos regulares de um conjunto semi-
algébrico nao precisa ser equidimensional.

Exemplo 1.4. Considere A = {(x,y,2) € R? 2(2* + y?) = 0}. Temos que (0,0,0) € o dnico
ponto critico de A. Para os demais pontos de A, que sdo pontos requlares, temos as sequintes
componentes conexas

({(z,y,0); 7,y € R} \ {(0,0,0)}) U{(0,0,2); 2 € R*}.
que possuem respectivamente dimensao dois e um, Figura|l. 1|

Variedade de dimensdo

iguala 2
Variedade de dimenséo lguala 5

B /
—

)

Figura 1.1: Componentes conexas dos valores regulares de A = {(z,y, z) € R3; z(2? +¢?) = 0}.

Pela definicao de dimensao, seque que a dimensao semialgébrica de A € a dimensdo mdxima
dos pontos requlares. Ou seja, dim A = 2.

Algumas das propriedades da dimensao de um conjunto semialgébrico sao:
i. Se A C R™ é um conjunto semialgébrico, entdo dim A = dim A.
ii. Se U C R™ é um conjunto semialgébrico nao vazio e aberto, entao dimU = n.

iii. Se A = " A; ¢ uma unido finita de conjuntos semialgébricos, entao

dim A = max{dim A;,--- ,dim A4,}.
iv. Se A e B sao semialgébricos, entao dim A x B = dim A + dim B.

A seguir apresentamos a nogao de funcao semialgébrica, veja por exemplo [2, Definition
2.2.5]:

Definigcao 1.5. Sejam A C R™ e B C R" dois conjuntos semialgébricos. A fun¢ao h: A — B
¢ semialgébrica se seu grdfico é um conjunto semialgébrico em R™T™,
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Exemplo 1.6. Seja f: R — R definida por f(x) = /14 22. Temos que f é uma funcao
semialgébrica.

A seguir apresentamos exemplos de funcoes semialgébricas que serao utilizados ao longo da
dissertacao.

Exemplo 1.7. i. A funcdo distancia de x € R™ a um conjunto semialgébrico A C R"™ é uma
funcao semialgébrica.

ii. Seja h:]a,b|— R uma fung¢ao semialgébrica diferencidvel em |a,b[. Entdo sua derivada é
uma fun¢ao semialgébrica, veja por exemplo [2, Proposition 2.9.1].

Pela Definigao [1.5] segue que qualquer aplicagao polinomial h: R"” — R? é uma aplicagio
semialgébrica. Nosso objetivo neste trabalho é compreender o principal resultado de [14], em
que V. Grandjean descreve para uma classe de fungoes polinomiais ~A: R® — R o conjunto de
bifurcagao (Definigao em termos de uma condi¢ao geométrica. Desta forma, propriedades
de fungoes semialgébricas serao utilizados ao longo da dissertacao. A seguir apresentamos
algumas destas propriedades.

i. A composta de fungoes semialgébricas é semialgébrica. A imagem e a imagem inversa de um
conjunto semialgébrico por uma aplicacao semialgébrica sao conjuntos semialgébricos.

ii. Se A é um conjunto semialgébrico e h: A — RP é uma aplicacao semialgébrica. Entao
dim A > dim h(A). Se h for injetora de A a h(A), entdo dim A = dim h(A). [2, Theorem
2.8.8].

O proéximo resultado sera utilizada no Capitulo 2, mais precisamente na demonstragao das
Proposigoes [2.4] e 2.5

Teorema 1.8 ([2, Theorem 2.3.6 e Corollary 2.8.9]). Todo subconjunto semialgébrico A do R™ é
uma unido finita de conjuntos semialgébricos homeomorfos a um hipercubo aberto |0, 1[™C R™:
para alguns m; € N;i < n. Neste caso, temos dim A = max;<,{m;}.

O préximo exemplo ilustra o teorema acima.
Exemplo 1.9. Considere M = R?\ {(0,0)} C R? o qual é semialgébrico. Temos

i. M = {(0,00) x R} U{(—00,0) x R} U{R x (0,00)} U{R x (—00,0)}, sendo que cada
conjunto do lado direito da igualdade é um conjunto semialgébrico,

ii. cada um dos intervalos (—00,0) e (0,00) sdao homeomorfos a ]0,1[ e R é homeomorfo a
10,1]. Consequentemente, os conjuntos do lado direito do item anterior sao homeomorfos
a ]0,1[x]0, 1[C R%.

Relacionado com o apresentado anteriormente temos um resultado classico, versao semi-
algébrica do Teorema de Sard, que serd utilizada no Capitulo [2] Para apresentar a versao
semialgébrica do Teorema de Sard, apresentamos os préximos conceitos. Uma funcao de Nash

de um subconjunto semialgébrico aberto U do R™ para R é uma funcao semialgébrica de classe
.

Definicao 1.10 (]2, Definition 2.9.9]). Um subconjunto semialgébrico M de R™ é uma subvari-
edade de Nash de R™ de dimensao d se para todo x € M existe um difeomorfismo de Nash ¢ de
uma vizinhanga aberta semialgébrica €2 da origem em R™ e uma vizinhanca aberta semialgébrica
Q' dex em R™ tal que $(0) =z e ¢((RYx {0})NQ) = MNQ'. Seja M uma variedade de Nash
de R™. Uma aplicagao h: M — RP é uma aplicacao de Nash se é semialgébrica e para todo ¢
como acima, h o ¢ restrita a € € uma aplicacao de Nash. Duas variedades de Nash M e M’
sao Nash difeomorfas se existe uma bijecao h: M — M’ tal que h e h™! sao de Nash.



A seguir apresentamos a versao semialgébrica do Teorema de Sard, veja por exemplo [2
Theorem 9.6.2].

Teorema 1.11 (Versao semialgébrica do Teorema de Sard). Seja h: N — M uma aplicacao
de Nash entre variedades de Nash. O conjunto dos valores criticos de h € um conjunto semi-
algébrico de M com dimensao menor que a dimensao de M.

Outros resultados que serao utilizados nas demonstragoes dos resultados dos préximos
capitulos sao os seguintes.

Lema 1.12 (Sele¢ao da curva no infinito, veja por exemplo [18, Lemma 3.3]). Sejam A C R"
e ¢: A — RY uma aplicagiao semialgébrica. Assuma que existe uma sequéncia {Tm,}men € A
tal que |z,| — oo e ¢(xy,) — y, para algum y € RY. Entao existe uma fun¢do semialgébrica
a: (a,b) = R"™ tal que a(t) € A, limy_ |a(t)] = +oo e limy_, p(a(t)) = y.

Temos que todo conjunto semialgébrico é semianalitico que por sua vez é subanalitico. Logo,
lembrando que um subconjunto Y de X é relativamente compacto em X se seu fecho é compacto
em X, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.13 (Principio uniforme de Gabrielov, [1, Theorem 3.14)). Sejam M e N conjuntos
semialgébricos reais, e X C M um conjunto relativamente compacto. Considere h: X — N uma
aplicacao semialgébrica. Entao existe um niumero natural n tal que o numero de componentes
conexas da fibra h='(y) é menor ou igual que n.

1.2 Medida, distancia e limite de Hausdorff.

Um dos conceitos centrais deste trabalho é a funcao curvatura total absoluta. Para podermos
compreender esta funcao relembramos alguns conceitos da Teoria de Hausdorff.

Definigao 1.14 ([5, Paginas 349-350]). Sejam A CR™, p>0 e d > 0 considere

H?(A) = inf {Z (diam C;)"; A C U C;,diam C; < 5} :
=1

Jj=1

onde diam C; denota o diametro de C;.
O limate
P _ P
HP(A) = lim HY(A)
¢ chamado de medida de Hausdorff de dimensao p de A.

Por [7, paginas 96 & 102], temos o seguinte resultado que relaciona a medida de Hausdorff
com o volume de uma Variedade Riemanniana em R™:

Teorema 1.15. Seja M C R™ uma variedade n-dimensional C'. Entdo para qualquer aberto
relativo U C M a sua medida de Hausdorff n dimensional, H"(U), satisfaz

H"(U) = /U dvol.

Onde dvol € o volume usual de M como variedade Riemanniana em R™.



O Teorema serd usado para calcular a curvatura total absoluta (veja Capitulo 2) sem
nos preocupar com a medida de Hausdorff.

A seguir apresentamos a noc¢ao de limite de Hausdorff para conjuntos semialgébricos que
serd utilizado nos proximos capitulos.

Considere A C R™ x R™ um conjunto semialgébrico e m: R — R™ a projecao canonica.
Temos que A = UA, com y € m(A) CR™ e A, = 7 '(y) N A. O conjunto 7(A) é chamado de
espaco parametro.

Definig¢ao 1.16 ([3]). Para quaisquer subconjuntos M, N C R" e e > 0 considere B(M,e) uma
vizinhang¢a aberta com raio € de M e B(N,¢e) uma vizinhanga aberta com raio € de N. O valor

d(M,N) =inf{e; M C B(N,e), N C B(M,e)},
¢ chamado da distancia de Hausdorff de M até N.

Seja C a colecao de todos os subconjuntos fechados C' de R™. Para e, p € R, tais que g, p > 0,
considere

U.,(C) = {C" € C;d(C' N B,(0),C N B,(0)) < £}

Esses conjuntos U, ,(C), para cada C' € C, serao a base de vizinhanga para uma topologia
em C. Considere agora {y,}men uma sequéncia no espago parametro convergindo para .
Se a sequéncia correspondente A, , onde A, ¢ a fibra de y,,, converge em C, escrevemos
limy, .y, Ay,.. Esse limite é chamado de limite de Hausdorff, veja por exemplo [3]. Terminamos
com o seguinte resultado:

Corolario 1.17 (3, Corollary 2.8]). Todo limite de Hausdorff Ay = lim,, ., A, € semi-
algébrico e dim Ay < liminf(dim A, ).



Capitulo 2

Funcoes curvatura total absoluta e
curvatura total.

Dada uma funcgao semialgébrica h: R” — R, associamos para cada valor regular ¢ de h um
nimero real |K|(t) definido como curvatura total absoluta do nivel 2~1(¢). De [13], temos que
essa curvatura total absoluta estd relacionado com volumes (n — 1)-dimensionais de R™.

O objetivo deste capitulo é apresentar a definicao da funcao curvatura total absoluta e
resultados relacionados a este conceito.

2.1 Curvatura total e curvatura total absoluta.

Dada uma aplicacao f: R®™ — RP, denotamos por crit f o conjunto dos pontos criticos de f.
Temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1. Seja h: R® — R uma funcdo semialgébrica de classe C', com 1 > 2. A aplicagdo
de Gauss da funcdao h € definida por

v R™\ crith — S™!
Vh(z)
vp(z) = .
[Vh(z)]
Seja t um valor regular da funcao h: R™ — R, denotamos por H; a fibra de h~1(t). Temos
que H; é uma variedade diferenciavel orientavel de dimensao n — 1 de R™. Definimos v, a

aplicacao de Gauss de H;, como sendo a restricao de v, a H;. Logo, a curvatura gaussiana de
H,em z é

kg, (x) = det(d,1y). (2.1)

Para simplificar a notacao, neste caso, escrevemos k;(x) no lugar de ky, ().

Observamos que como a derivada de uma funcao semialgébrica é semialgébrica, (veja Exem-
plo item [ii.]), cada coordenada do gradiente da fun¢ao h é semialgébrica e consequente-
mente v, é semialgébrica de classe C'~!. Como o conjunto dos pontos criticos é um conjunto
semialgébrico, temos que vy (crit v,) é também semialgébrico. Pelo Teorema [1.11} segue que a
dimensao de v, (crit 1) é no méximo n — 2.

Com as notagoes e propriedades descritas acima, temos:

Definicao 2.2. Seja t um valor reqular da funcao h: R™ — R. Definimos:

i. a curvatura total absoluta de H;:

[K[(8) == [ k(@) |dvp (@), (2.2)

H;
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ii. a curvatura total de Hy:

K(t) = /H o (2)dvn 1 (). (2.3)

Onde dv(,—1y € a medida (n — 1)-dimensional Hausdorff em R", veja Se¢io .
Com as nocgoes acima, temos:

Defini¢ao 2.3 ([13]). Dada uma fungao semialgébrica h: R™ — R a funcao curvatura total
absoluta é definida por t — |K|(t). Ou seja, é a curvatura total absoluta da fibra h='(t).
Analogamente definimos a funcdo curvatura total.

2.2 Uma caracterizacao para as funcoes curvaturas

O objetivo desta secao é provar uma caracterizacao das fungoes curvaturas definidas na Secao
2.1

Seja M C R™ uma hipersuperficie semialgébrica orientével, conexa e de classe C?. Considere
sua orientagao dada pela aplicacao semialgébrica:

vy: M — S*L (2.4)

Para cada x € M, denotamos por dv,: T, M — Ty(x)S”_l a diferencial de v. A curvatura
gaussiana de M em x é definida como sendo

ky(x) := det(dv,). (2.5)

Pelo Teorema de Hardt [I5] e o Teorema 9.3.2 [2], existe um conjunto semialgébrico J C
S"1 com dim J < n — 2, tal que vy : M\ vyt (var(erit var) U J) — SPLN\ (vag(cerit vay) U J)
¢ uma aplicagdo de recobrimento. Denotamos U := vy (M) \ (vas(critva) U J). Temos que U
é um conjunto semialgébrico e aberto. Além disso, temos que vy, (u) é finito ou vazio, u € U.
Quando U # ), segue pelo Teorema m que fvy} (u) < nyy, para u € U.

Denotamos por d o nimero de componentes conexas de . Logo, U é a uniao finita de
subconjuntos semialgébricos U; com ¢ = 1,---,d. Considere entao M; = l/]\_/ll(Ui) que é um
subconjunto semialgébrico de M. Por tultimo denote por s; o nimero de pontos na fibra para
u € Uj.

Proposicao 2.4 ([I3 Proposition 3.1]). Com as defini¢oes acima, temos:
/ [oag ()| dvp—1 () = 83 vol,_1 (U3).
M i

Demonstragao. Se o posto da diferencial de vy, é no maximo n — 2, segue que crit vy, = M e,
consequentemente, kys(z) = 0, para cada x € M. Por outro lado, temos U = () e portanto a
soma dos volumes é zero.

Suponha entao que existe um ponto de M onde a diferencial de vy, tem posto n — 1.
Denotemos por J(14,) o Jacobiano da fungao vy,.

Como a diferencial da funcao vy, é de posto maximo, o conjunto dos valores criticos de vy,
ou seja vyr(crit vyr), tem codimensao maior ou igual a um em S"'. Como cada U; é aberto,
por definicao, e vy; é uma funcao continua, entao cada M; é aberto em M.

Assuma primeiro que cada componente conexa de M; é simplesmente conexa. Note que
podemos assumir esse fato ja que pelo Teorema [1.8] existem subconjuntos fechados N; de M,
de dimensao no méaximo n — 2 tais que cada componente conexa de M;\N; é simplesmente
conexa. Entao a prova é andloga com vy (M;\N;) ao invés de U;.
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Logo, M; tem s; componentes conexas. Ou seja, M; = Mi(l) u---u Mi(s") e vy induz um

difeomorfismo de Mi(j ) sobre U;, paracada j =1, ---,s;.

Portanto, fazendo uma “mudanca de variaveis”, temos

i

vol,_1(U;) = / dv,_1 = / " J(vyr(x))dv,—1 (),
M’
para cada j. Dessa forma
/ J (v (2))dv,—1(z) = s;vol,—1(U;).
M;

Seja M* definido por M\ (U;M;), pelas propriedades de conjuntos semialgébricos temos que M*
é semialgébrico. Além disso como vy (M*) tem dimensao no méximo n — 2 (veja Teorema [1.11]
e propriedade de J), temos que M = M* U (U;M;) e vol M* = 0. Desse modo

/ ) J(vp(z))dv,_1(x) = 0.

Entao
|K|M—/JVM 2))dvy, 1 (x Z/JVM )dv, 1 (),
como queriamos. O
Para cada i = 1,---,m, considere o = #(v;/(u) N {kny > 0}) e
o; = t#(vy (u) N {ky < 0}), para cada u € U;. Como esses nimeros s6 dependem de Uj,
entdo s; = 0 + 07 e portanto
na
K|y = (0F +07) volu_1(U7). (2.6)

i
Denote o; = o — 0, . Note que o; = deg, vyy = deg(yM]V;;(Ui)) o nimero na fibra sobre
qualquer u € U;.

Proposicao 2.5 ([13| Proposition 3.2]). Com as defini¢oes acima, temos:

nnm
/ k() dvy, 1 ( Zalvoln 1(
M

Demonstracao. A prova desta proposicao é andloga & prova da Proposicao Mas neste caso,
como o Jacobiano pode trocar de sinal, deve-se levar isso em conta. O

Considere agora h: R" — R uma funcao semialgébrica, t uma valor regular e H; como
definido em Tendo em conta as Definigoes [2.1] e 2.2] quando

M= Hy = vy = vy, = 1.

Desta forma, temos as interpretacoes geométricas apresentadas acima para as fungoes curvatu-
ras da se¢ao anterior, sendo que neste trabalho consideramos vy, como a restricao de v, a fibra
h=(t), para t € R.

Nosso objetivo agora é demonstrar a Proposicao que relaciona a continuidade da funcao
curvatura total absoluta com uma condi¢ao geométrica. Para isto, apresentamos as Proposigoes
e e alguns lemas técnicos. Comecamos fixando algumas notagoes.
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Definigao 2.6. Seja ¢y, : R™\ (crit v, Ucrith) — S"™1 x R definida por ¢n(z) = (va(x), h(x)).
Denotamos

i. U = ¢p(R™\ (crit h U crit vy,));

ii. Uy, = {(u,t) €U'; 19y, " (u,t) = k};

iii. Uy = {ueS" 1 (u,t) e}

iv. Upy = {u e S (u,t) €U}
Temos:

Lema 2.7 ([I3 Corollary 6.1]). Dado um valor reqular ¢ da fun¢do h: R™ — R, os sequintes
limites existem
lim K(¢t), lim K(¢), lim |K|(t), e lim |K]|(?).

t—c— t—ct t—c— t—ct

A seguir apresentamos uma das caracterizagoes que Grandjean utiliza para demonstrar a
Proposigdo [2.10] Antes, sejam ¢ ¢ h(crit h) e H; como na Definicao 2.2} Considere U;, i € I,
as componentes conexas de H;. Entao

K0 = > IK

U; - (2.7)

Para k,l =1,--- ,ny inteiros, * = + ou * = — e ¢ um valor regular da funcao h: R" — R.
Denotemos

i. V* o limite de Hausdorff lim, . (U;);

ii. V; o limite de Hausdorff de lim; o+ (Uy);

Vo NV, sek,l#0
Ve NV sek#0,0=0

’ VNVt sek=0,1#£0
0, se k=1=0.

- -
Desta forma, podemos escrever V" NV," como Uy j<p, Vii-
Temos os seguintes resultados técnicos que serao utilizados nos proximos capitulos:

Lema 2.8 ([I3, Corollary 5.3]). Seja ¢ um valor reqular de h: R™ — R tal que U. #, entao
U. V. NV .

Lema 2.9 ([I3, Corollary 6.3]). Se |K| é continua em c, entdo

i. para cada par k,l com k diferente de [, temos vol,_1(Vi,;) = 0, ou equivalentemente Vy; tem
dimensao menor ou igual a n — 2.

ii. para cada k e cada x =+, —, vol,,_1(V}\) = vol,—1 (Ug.).
Temos a seguinte relagdo geométrica com a continuidade de |K|:

Proposicao 2.10 ([I3, Proposition 6.8]). Seja ¢ um valor regular de h onde a fun¢do | K| ndo é
continua. Entdo existem um aberto U C S, tal que para todo u € U existe uma componente
coneza T de T (h) = ¢, ' ({u} x R) tal que T N h~Y(c) € vazio e acontece uma das situagées a
Sequir.
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i. Sec éoinfimo deh emT, entdo para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, TNh™(]c, c+
e[) nao € limitado.

ii. Sec é o supremo de h em T, entdo para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, TNh~*(Je—
g, c|) nao € limitado.

\
R K|
— : /\}
h(x)=c i
tal que :
Vh(c) 0 '
] ¢ R
R™\ {crith U critv,} T > xeTnh™(c)
R
’ (u, h(x))
on
_1 - .
¢ {uk xR) — i ﬂU SE -
%

Figura 2.1: Proposigao [2.10

Demonstracao. Pelo Lema temos que lim; .- |K|(t) existe.  Suponha entdo que
lim; .- |K|(t) # |K|(c), ou seja que a fungao curvatura nao é continua em c. Assuma pri-
meiro que lim, .- |K|(t) > |K|(c), para o outro caso aa demonstragao ¢ andloga. Seja U, como
na Definicao . Como U, é semialgébrico temos que U, = U,‘Z;lUi, onde U;, 1 = 1,--- ,d,,
sao as componentes conexas semialgébricas de U,. Para cada i, temos que U;, = {(u,t) €

U5ty H(u,t) = s;}. Assim
Us,. ={u €S (u,e) € Uu,} ={uc St (u, ) = si}
Desse modo (u,c¢) € U'. Portanto, para cada i temos U; C Us, .. Segue de (2.7) que |K|(t) =

Z?;l |K|u,, e pelas Proposigoes e segue que

Nh
[K|(t) =) sivolu_1(Uy).
=1

Tomando [ = s; e pelo exposto anteriormente, temos que |K|(t) = > I vol,_1(U;). Passando
limite nos dois lados da igualdade e usando a definigao de V;, segue que

nh
lim |K|(t) = ) 1vol,_1 (V).
=1

t—c—

Como U; estd contido em U, ., para cada ¢ = 1,---,d,, existe um inteiro positivo l; > s;,
tal que U; C V;. Como estamos analisando quando a fungao curvatura total absoluta nao é
continua em ¢ temos que acontece um e apenas um dos casos seguintes

Caso 1: existem ¢ € {1,--- ,d.} tais que [; > s;
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Caso 2: existem 7 € {1,--- ,d.} tais que vol,, 1V, > vol,_1(U).
Assuma que o Caso 1 contribui com a descontinuidade de |K| em ¢. Entao para cada u € Uj,
existe € > 0 tal que

LWy Nnht(e—ec+e]) =, ({u} x R)Nh ™ (Je —e,c+¢])
tem m; > [;, componentes conexas G, --- ,G,,, tais que

h(Gj>:]C_E7C+€[? se jzla"'ysi
hG;) =lc—e,c], se j=s;+1,--

Note que para h(G;) =|c, ¢+ €[ pode ter de s; componentes conexas até m;. Mas esse caso nao
interessa na demonstracao ja que estamos analisando o limite a esquerda de c.

Seja j € {s; +1,---,1;}. Se G; for limitado, seu fecho em R" seria G; = G; U {z._., .},
- |§m|’
que Vh(z.) = u|Vh(z.)|. Esse u é um valor regular de v4|p-1(jc—c,cte)), Portanto G; poderia ser
estendido para {h > ¢} para uma curva regular através de z., o que contradiz h(G,) =]c—e¢, c[.

Desse modo temos que G; nunca encontra h!(c). Para o Caso 2 a prova é andloga.

onde z, . € H._. e z. € H.. Como ¢ é um valor regular e v (z) isso significaria

]

Para finalizar o capitulo temos o seguinte resultado sobre os pontos de descontinuidade da
funcao curvatura.

Teorema 2.11 ([13]). Seja h: R™ — R uma funcdo semialgébrica C' com | > 2.
i. A fungiot — |K|(t) tem uma quantidade finita de descontinuidades.

ii. Se a funcao t — |K|(t) é continua em um valor reqular ¢ entdo a fun¢ao curvatura total,
t — K(t), também é continua em c.

A volta do item ii.] nao vale, veja [[13]] para mais informagao.

13



Capitulo 3

Fibrado conormal e valores de
bifurcacao

3.1 Geometria conormal.

Além da funcao curvatura total absoluta, outro conceito principal neste trabalho é a condicao
SISI, que serd apresentada no Capitulo[dl A condigao SIST esté relacionada & nogao de fibrado
conormal relativo de uma funcao, que apresentaremos nesse capitulo.

Denotemos por P™ o espago projetivo real de dimensao n e por G(p,n) a variedade Gras-
manniana real de dimensao p(n — p) de R™.

Definicao 3.1. Seja h: R™ — R uma func¢ao polinomial. O fibrado projetivo conormal relativo
da fung¢ao h é o subconjunto P, de P* x G(n — 1,n) x R definido como o fecho do conjunto

{(z,H,t) € (R™"\ crith) x G(n — 1,n) x R;T,h = H,t = h(x)},
onde Tyh = T,(h=(h(x))).

A partir da definicao de fibrado conormal relativo, podemos obter outros conjuntos que sao
usados para definir a condicao SISI. Vejamos a seguir.

Sejam (7, T, tp): P, — P" x G(n — 1,n) X R as respectivas projecoes dos fatores de P™ x
G(n—1,n) x R, ou seja,

mn(z, H,t) =z, (3.1)
Th(l',H,t) :H, (32)
th(z, H,t) =1t. (3.3)

Definigao 3.2. Com as defini¢oes acima, o conjunto (7, 1,)(Py) € chamado de espago conor-
mal relativo da funcao h.

Denote
P =P, N (H* x G(n —1,n) x R), (3.4)
P =P, N (H* x G(n—1,n) x {t}), (3.5)
onde H* é o hiperplano no infinito de P*. Com as defini¢coes acima, temos dim P, = n,
dimP <n—-1edimP? <n—1.
Definimos os seguintes conjuntos X, := (mp, t,)(IP), que é o fecho projetivo do gréfico da
fungao h, X;° = (7, tp)(P°) = X; N (H* x R). Temos dim X;° <n — 1.
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Se (A, t) € X3, seja Qy; C G(n —1,n) tal que
Q)\,t = Th((ﬂh,th)_l(k,t)), (36)

Por ultimo, definimos X;° := m,(P{°). Temos X° C H*® e dim X;° < n — 2. A ultima
desigualdade segue pelo fato de que se h = ho+hy +. ..+ hg, onde cada h; é a parte homogeénea
de h de grau d, entdao X° C {[0:p1:...:p,] € H*® | hg(p1,...,pn) = 0}.

Estes dois ultimos conjuntos sao usados na definicao da condigao SISI.

Com as notagoes acima, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.3. i. O conjunto {t € R; dimP° =n — 1} € finito.
ii. O conjunto {(\,t) € X;°; dimQy; =n — 1} € finito.

Demonstragao. Considere a seguinte aplicagao ¢, : P;° — R. Ou seja, a restricao de ¢, ao
conjunto P7°. Como dimPp® < n — 1, segue pelo Teorema [I.T1] que o conjunto dos valores
criticos da restrigao de ?;, ao conjunto P}° é finito. Logo, para todo ¢t nao pertencente a esse
conjunto finito, temos que dim t,;l(t) < n — 2. Por outro lado, segue das defini¢oes acima que
tﬁl(t) = P?°, 0 que termina a prova do primeiro item. A prova do segundo item segue de forma
analoga. O

3.2 Valores de bifurcacao e valores criticos assintéticos.

O Teorema descreve o conjunto de valores de bifurcacao para uma classe de fungoes poli-
nomiais h : R® — R. Nesta se¢ao, descrevemos alguns resultados e definigoes relacionados ao
conjunto de bifurcacao de uma funcao polinomial.

Mais precisamente, na primeira parte da se¢ao apresentamos o conjunto de valores criticos
assintoticos que se relaciona com o conjunto de bifurcacao através do Teorema [3.7] e com o
conjunto {2y . através da Proposicao[3.14 Além disso, apresentamos dois resultados, a Definicao

B9 e o Teorema B.111

Definigao 3.4. Seja h: R" — R uma func¢ao polinomial. O conjunto de bifurcacao da funcao
h, denotado por B(h), é o menor subconjunto de R de modo que para cada ¢ ¢ B(h), existe
uma vizinhanga aberta U de ¢ que nao intercepta B(h) e a restrigio de h a h™(U) induz uma

fibragao C* sobre U.

Ou seja, o conjunto de bifurcagao de h é definido como sendo o menor subconjunto B(h) C R
tal que h: R"\ h=Y(B(h)) — R\ B(h) é uma fibragio C*° localmente trivial. Além disso, este
conjunto é composto pelos valores criticos e outros valores denominados valores de bifurcacao
de segundo tipo. Veja [24, Appendix. Al] para mais detalhes.

Relacionado ao conjunto de bifurcagao, temos uma condi¢ao assintética, chamada na lite-
ratura de condi¢ao de Malgrange (veja por exemplo [10, 17, 21, 23]) que fornece um controle
sobre o conjunto de bifurcagao, (veja Teorema . A seguir apresentamos esta condicao.

Definicao 3.5. Seja h: R" — R uma fung¢do polinomial. A fung¢do h satisfaz a condigao de
Malgrange em ¢ € R se para cada R > 1 existem constantes positivas C' e n tais que

z€{y eR" [yl > R, |h(y) — of <n} = [z[ - [Vh(z)| > C.
Relacionado a condicao de Malgrange, definimos a seguinte nogao:

Definicao 3.6. Um wvalor ¢ € R € um walor critico assintotico da funcao h: R" — R se a
condi¢ao de Malgrange nao é satisfeita em c. Ou seja, ¢ € R é um valor critico assintdtico de
h se existe uma sequéncia {x., tmen de pontos de R™ tal que
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i limy, oo [T = 00,
ii. limy, o0 h(zm) = ¢,
iii. limg,,, oo |Zm] - |[VA(zm)| = 0.

O conjunto destes valores € denotado por Ky (h). Além disso, para fungdes polinomiais,
temos que esse conjunto € finito, veja por exemplo [8, Théoréme 3.4.], [18, Main theorem)].

Definimos entao o conjunto dos valores criticos generalizados de h como sendo o conjunto
K(h) := h(crit h) U K (h). O Teorema[3.7] (veja por exemplo [8] [16] 21], 23, 25]) apresenta uma
relagao entre os conjuntos dos valores de bifurcacao e dos pontos criticos generalizados.

Teorema 3.7. Seja h: K* — K uma funcao semialgébrica C* ou um polindmio complezo.
Entao

1. K(h) € finito,
2. B(h) C K(h).

O préximo exemplo, Exemplo mostra que B(h) pode estar contido propriamente em
K (h). Ou seja, podemos ter B(h) # K(h).
Exemplo 3.8 ([22, Paunescu e Zaharial). Seja h, ,: R* = R a fungdo polinomial definida por
P g(,y,2) = x — 32Ty 4+ 223130 4 2 onde n,q € N\{0}. Em [22] € mostrado que a
condi¢ao de Malgrange € satisfeita para qualquer valor reqular ¢ € R se, e somente se, n < q.
Logo, considerandon =2 e q =1, temos hy1(z,y, z) = x —325y? +22"y3 +yz e apresentaremos
as contas de [22] que mostram que 0 € K (ha1). Temos:

Vhot = (1 — 152%y* + 14253 —625y 4 627y + 2, y).
Seja a sequéncia {Tm, tmen = (M, m™2,0)men C R3. Temos:
i limy, oo [Tm] = limy, oo Vm?+m4 40 = oo;
il limy, o0 ho 1 (2) = limy, oo m — 3mPm ™ + 2m m =% + 0 = 0;

iii. Vhg1(m,m=20) = (1 — 15m*m™* 4+ 14mSm=%, —6m°m=2 + 6m™m~* m=2) = (0,0, m~?)
logo
limy, 00 | (M, m™2,0)] - [(0,0,m™2)] = limy,—y00 /M 4(m2 +m=1) =0

Logo 0 € um valor assintdtico de hay, isto €, 0 € Ko(ha1). Ou seja, a condi¢io de Malgrange
nao € satisfeita em 0. Mas B(hyy) = 0, pois hay € uma componente de um difeomorfismo de
R3 em R3.

O préximo objetivo do capitulo é apresentar a Proposicao [3.14 Antes, apresentamos a
Definicao 3.9/ e o Teorema |3.11]

Defini¢ao 3.9. Seja h : R" — R uma fun¢ao polinomial. Considere Vh(x) o gradiente de h
no ponto x. Em um sistema de coordenadas ortogonal consideramos a decomposicao do vetor
gradiente em duas componentes ortogonais, a parte radial O.h e a parte esférica V'h definidas
por

(Vh,z)

|z

0,h(z) =

(3.7)

V'h(z) = Vh(z) — 0,h(x). (3.8)
Geometricamente isto quer dizer que o vetor gradiente € decomposto em uma soma de dois

vetores. Um deles, a parte radial, é o vetor perpendicular ao espaco tangente da esfera de

dimensao n no ponto ﬁ O outro, a parte esférica, € um vetor que pertence ao espaco tangente
a esfera no ponto |$—|
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Exemplo 3.10. Considere h: R* — R definida por h(z,y) = z(zy — 1). Temos Vh = (2zy —
1,2%) e as sequintes expressoes:

oh(ay) = (=L ) STV

22 + 3 a? +y?
3%y — o 2012 — 23y —y? ot — 22%y% — 2y
_ 2 _
V’h(q;7y)—(2xy—1,$ )_ x2+y2 ( 9 )_ ( x2+y2 ) x2+y2 .
De (3.7) temos que
[(Vh, )| |(Vh, )|
onhia)] = e = K, (39)

Dados a < b dois nimeros reais, considere v,;: |0, +00[— [0, +oo[ a fungao semialgébrica

definida por
|0vh()]

Vap(T) = max{ Vi) oy

Considere v, como o liminf, o Ve—¢ .+ a qual é também uma funcao semialgébrica.

€ h—lqa,m)r18¢—1}. (3.10)

Teorema 3.11 ([10, Proposition 3.1.]). Sejam h : R®™ — R uma fungao polinomial e ¢ um valor
de h. Entao existe uma funcao semialgébrica

6.:10,e.]—]0, +00]
tal que
i. existe uma constate A > 0 tal que Vt €]0,¢e.[,0.(t) > At.
i [z > 1 e |h(2) — o] < e = [2] - [VA(@)| > 6u((z) - c])

iii. Se ¢ € outra funcao semialgébrica distinta de 0. que satisfaz v e it, entao existe 0 < € < g,
tal que 0 < ¢(t) < 0.(t) para todo t €]0,¢|.

O Lema relaciona a fun¢ao v._. 4. com o conjunto K (h), veja [I4, Lemma 5.6].
Lema 3.12. Se [a,b] N K (h) =0, entao v,,(r) — 0 quando r — +o0.

Demonstragao. Como por hipdtese temos que [a,b] N K(h) = (), segue que os pontos desse
intervalo satisfazem a condicao de Malgrange. Desse modo existe uma constante positiva C' tal
que para R suficientemente grande, |z|-|[Vh| > C com z € h™*([a, b])\B(0, R). Alem disso, da

Equagcao [3.9 segue que

|0, [ (Vh,z) | | (Vh,z) |
|Vh| max |:L'||Vh| S Imax C

Vap(r) = max

Suponha entao que existe uma constante positiva A tal que v,,(r) > 2A para r suficientemente
grande.

Pelo Lema [1.12] e reparametrizando se necessirio (veja por exemplo [I8, Lemma 3.4]),
isto ocorre ao longo de uma parametrizagao semialgébrica a: [—¢, 0] — h™*([a, b])\B(0, R), tal
que hoa(s) = s+0b, |a(s)] = 400 e |@/(s)|] = 1, quando s converge para zero, e satisfaz
vas([0(3)]) 2 A.

Como h o a(s) = s + b, derivando com rela¢ao a s temos que (Vh(a(s)),a/(s)) = 1, o que
implica que (Vh(«), ') = 1. Além disso, quando s — 0 segue que

im 20) im o(s) = lima/(s
lim (o)) =1 @ (5)] 1 (s). (3.11)




Logo, da Equacao , |0-h| - |&/| = 1 e consequentemente || — ﬁ. Dessa forma, podemos
supor

2
Como v, > A = ||6V"Z|| > A, segue que
1 1
< 3.13
|0,h| — A|VA]| (3.13)
Além disso, como
|| 7]
Vh| > (C = ———— < —,
ol - IVhi 2 - [Vh] = C
segue de (3.13) e da desigualdade acima que
1 1 |a(s)]
< 3.14
|0.h| = A|VR| — AC (3.14)
Multiplicando em ambos lado de (3.14)) por m e usando (3.12) temos
/()] _ 2
< 2 3.15
a(s)] = AC 1)
Logo integrando nos dois lados de (3.15)) e aplicando o Teorema Fundamental do Célculo temos
2 S
In(|a(s)]) < A_C/ dt + In(|a(=2))) (3.16)
Assim
la(s)] = e < ede [2cdtndal-a) — p,
Portanto
a(s)| < D, (3.17)
com D > 0 independente de s, o que é uma contradigao pois |a(s)| — 400 por hipétese. [

Observagao 3.13. Por [20, pagina 450] temos a sequinte relagdo entre a func¢ao v e B(h): se
h: R — R € uma funcgdo polinomial e ¢ um valor reqular de h com v. < 1, seque que ¢ ¢ B(h).

Relacionado com a Sec¢ao 3.1 temos a Proposicao|3.14|a qual associa um fenomeno geométrico,
a dimensao de €2, ., com a condigao de valores criticos assintéticos.

Proposicao 3.14. Seja ¢ um valor reqular de h: R™ — R para o qual exite A € H* tal que
Q. € de dimensao n — 1. Entao c € Ky (h).

Demonstragao. Lembrando que X;° = (m,t,)(P5°) = X, N (H™ x R), portanto X;° é semi-
algébrico dim X;° < n — 1. Além disso, se (\,t) € X;p°, Q. C G(n — 1,n) onde
D = (7, tn) "t (A1), Como dimQy, = n — 1, Q). contém um subconjunto aberto de
S™~1. Entao existe um u € Q. tal que (u, \) # 0 e (\,u,c) € Py . Logo existe uma sequéncia
{Zm}men tal que

. T , , Vh(z,)
lim — = A e lim ¢y, (x,,) = lim (—, h(mm)) = (u,c).
|| [V h(am)]
Pela defini¢do de v, ,(r) em [3.10, considerando a = ¢ —¢ e b = ¢+ ¢, temos
| (Vh,z) | 1 -1 -1
c—e,cte — : sz €h ) N S;L :
Voot max{ 7 N x ([c—¢e,c+¢])
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Tomando = = {z;, }men € para um r suficientemente grande temos

[(Vha)| 1 Kw z

. = ,— | = [(u, \)| > 0.
2 e |\ |x|>‘ [, )]

Desse modo acabamos de mostrar que v,_. .4. nao converge para zero e consequentemente pela
contra positiva do Lema temos que [c — e,¢+¢] N K(h) # 0. Como ¢ — 0 temos que
c € K(h). Além disso, como ¢ é um valor regular temos que ¢ € K (h). O

A reciproca deste resultado nao é verdadeira no contexto real (veja por exemplo [10, Example
5.3]).
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Capitulo 4

Teorema Principal

Parusiniski em [21] provou que qualquer valor regular de um determinado polindomio complexo
com singularidades isoladas no infinito em que a condi¢ao de Malgrange falha é um valor de
bifurcagao.

Como isto nao necessariamente vai acontecer no caso real (veja Exemplo [4.8), Grandjean
apresenta um resultado, o qual é conhecido como a versao real do resultado de Parusinski.
Ele apresentou uma condicao suficiente para trivializar a fungao h numa vizinhanca do valor
regular ¢ que sera expressa em termos da curvatura total absoluta.

4.1 Condicao SISI

Definicao 4.1 ([14]). Sejam h: R* — R e ¢ um valor reqular de h. Dizemos que h tem
singularidades fortemente isoladas no infinito em ¢ se a sequinte condicdo € satisfeita: existe
um subcongunto finito A. C G(1,n) tal que para cada direcao A € X°\ A, e para cada hiperplano
H € Q,., adire¢io X estd contido no G(1, H), espago grassmanniano das dire¢oes do hiperplano
H

Esta condi¢ao serd chamada de condi¢cao SIST

Exemplo 4.2. Considere h: R* — R definida por h(z,y) = y(xy — 1) e c = 0.

Vamos calcular X§°. Para isto fazemos a identificagio do R* no plano projetivo P? associ-
ando cada ponto (x,y) com [z : y : 1]. Consideremos entio a sequéncia {[Tm, : Ym : 1] }men tal
que [Ty Ym @ 1] = X € H™.

Para que isto aconteca x,, — 00 ou Yy, — 00. Suponha que x,, — o0, entao

W, Ym) = 0 <= 2y — 1 <=y, — 0.

Portanto
[1:0:0] € X§°.
Analogamente se y,, — 0o obtemos que [0:1:0] € X§°.

Desse modo X§° = {[1:0:0],[0:1:0]} que € finito e portanto o valor regular 0 satisfaz a
condi¢cao SISIT.

Mais geralmente para n = 2, a condicao SISI é sempre verificada pois X° é um conjunto
finito para qualquer ¢ € R.

A seguir apresentamos o principal resultado da dissertacao, resultado que Grandjean apre-
sentou usando a condigao SISI para estudo do conjunto dos valores de bifurcagao.

Teorema 4.3 ([14]). Seja h: R™ — R uma fun¢do polinomial real. Suponha que a fun¢do h
satisfaz a condigao SISI em um valor regular c¢. Se a fungdo t — |K|(t) for continua em c,
trivializamos h sobre uma vizinhanca de ¢ por meio do fluro de um campo vetorial C*°. Entao

c ¢ B(h).
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4.2 Demonstracao do Teorema [4.3], teorema principal do
trabalho.

Para esta demostragao provaremos os Lemas [£.4] e [4.6] fazendo algumas construgoes para
chegar na Proposicao 4.7, a qual nos garante a trivializagao da fun¢ao h em uma vizinhanga do
valor regular c.

Lema 4.4. Seja h: R" — R uma func¢ao polinomial real. Suponha que a fungao h satisfaz a
condigao SIST em um valor reqular ¢ e a fungao t — |K|(t) é continua em c. Entao 1,(P)
tem dimensao no mdximo n — 2.

Demonstracao. Veja a demonstracao da Proposic¢ao [2.10, Como por hipétese | K| é continua
em ¢, segue pelo Lema que Uyexs €2 possui dimensao menor ou igual que n — 2. Como
7h(P2°) = |J Q¢ 0 resultado segue. O

Como antes, utilizaremos a identificagao de R” como um subconjunto de P™ para qualquer
m > 2. Seja X>° C H* C P". Consideramos X2>* como sendo a identificagao de X>° em S" ™1,
que é um subconjunto semialgébrico com dimensao no méaximo n — 2 pois dim X* < n — 2.
Denotamos também por A} a identificagao de A, em S"~L.

Como dim X>** < n —2 e Af é um conjunto finito pela condigao SISI, podemos assumir,
a menos de uma mudanca ortonormal de coordenadas em R", que a intersecao de cada eixo
coordenado com a esfera unitdria nao encontra X% e que qualquer u € A} nao estd em
qualquer hiperplano coordenado. Ou seja, u ¢ {(x1,...,2,) | z1....2, = 0}.

Seja A = {(01,--+,0,);Vi,d; > 0}. Denotando GI,(R) como sendo o espago de matrizes
quadrada de ordem n invertiveis com entradas reais, mergulhamos A em GI,(R) da seguinte
forma: cada elemento de A é identificado com uma matriz diagonal, ou seja,

o ... 0 ... 0
A=1 0 0; 0
0 0 On,

Com as defini¢oes acima, segue que A é difeomorfo a R™.
Para qualquer A € A\, definimos a seguinte funcao semialgébrica:

1
ga(z) =(A-x,x)2, (4.1)
que é uma forma quadratica positiva definida. Além disso, g4 é uma submersao fora da origem
e é uma funcao prépria.
Para cada u € A, definimos o seguinte conjunto semialgébrico de S"~1:

V(u) = {v e S ov=Ilimy,(z) com lim |z| = 400, limz/|z| = u e limh(z) = c}.

Logo, para cada u € A}, temos que dim V' (u) < n—2 pelo Lema , como antes v, (x) := ‘gzgg‘
Seja

Como X2>* nao intercepta nenhum eixo coordenado, segue que cada u € X" tem pelo
menos duas coordenadas nao nulas. Logo, u nao é autovetor de qualquer que seja A € A.
Com as definicoes e fatos acima, temos:
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Lema 4.5. Para cada A € /g, existem o, €]0,1[, R > 0 e ¢ > 0 tais que para cada

r€h Y e—e,c+e])\ B(0,R), temos:

Az w >
a<(—,— ) <p. (4.3)
<|A cx| |z
Demonstragio. Sejam u € Xt C S" ' e A € /\y. Como u nao é autovetor de A, X" é
compacto e A é positiva, existem nimeros positivos ag e [y tais que fy < 1 e vale:

A-u

ag < { —,u ) < fo. 4.4

o< () < -

Por outro lado, para qualquer 0 > 0 e pela definigdo de X, segue que se = possui norma
grande suficiente e h(z) proximo suficiente de ¢, entao

A-x =z
ap—0 < <m,m> < Bo + 9, (45)

o que justifica a desigualdade desejada. O]

Seja u € AF. Como u nao pertence a nenhum hiperplano coordenado, segue que cada
coordenada de u ¢é diferente de zero. Logo, o subconjunto Ag(u) = {A-u; A € Ay} é um
subconjunto semialgébrico aberto de R"\{0}. Seja p: R"\{0} — S"~! a projecao radial, a qual
¢ uma aplicagao suave semialgébrica. Logo p(Ag(u)) é um subconjunto aberto de S"~1.

Por outro lado, temos que (J,cp+ o~ (V (1)) é um cone positivo semialgébrico de dimensao
no maximo n — 1. Logo, existe um subconjunto semialgébrico /A, aberto e denso em A tal que
para u € A e qualquer A € Ay, temos que péx_:Z\ ¢ Vu).

Dados u € S" ! e 7 > 0, a vizinhanca positiva canonica da reta positiva R u de raio 1 é o
conjunto

C™(u,m) = {z € R"\{0}; [u — p(z)| < n} U {0}. (4.6)

Lema 4.6. Seja A € A\,. Existem v,0 €]0, 1], constantes R > 0 e > 0, n > 0 tais que para
cada x € (W (Je —e,c+¢[) N CH(u,n))\B(0,R), com u € A}, temos

A-x  Vh(x)
A o] |Vh<:c>r> ol

—1<—”y<<

+ Awu
c) |Au|

e & tais que se w € S"7! ¢ tal que |w — u| < ny, ou seja, p~H(w) C CT(u,n0), e se v € V(u),
entao:

Demonstracao. Como A € /Ay temos que, para u € A ¢ V(u). Logo, existem 79 > 0, o

A-w
Pela definigao de V(u), que sdo limites da forma vy, (z) = %, e pela defini¢do A}, segue
a desigualdade desejada.

]

Consideramos o seguinte campo:

VgA (CL’) A-x

Vg, (x) i= = . 4.8
D Wgaa)] ~ Al )

Segue dos Lemas [4.5 e [4.6] o seguinte resultado:

Proposicao 4.7. Para cada A € Ay, existem «, 3, €]0,1] e nimeros positivos R >0, e > 0
en > 0 tais que para cada x € h™'(Jc — e, c+¢[)\B(0, R), temos:
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ioafe] < (v, (x),2) < flz],
ii. para cada v e AF tal que © € CH(u,n), [(vy,(z), Vh(z))| <y < 1.

Demonstracao. O primeiro item segue diretamente do Lema e o segundo item segue do
Lema [4.6] O

Seja A € A\, fixado. Considere R,e como na proposicao anterior. Definimos o seguinte
campo vetorial:

wa(@) = Vh(x) = (Vh(x), v4,(2)) Vg, (2)- (4.9)

Afirmagao 1: wu(z) #0, x € h*(Je — ¢,¢ 4+ )\B(0, R). De fato, para |z| grande suficiente
e ﬁ — u € A} segue do item ii. da Proposigao H Para |z| grande suficiente e ﬁ —u €
(X2 \ AF) segue da condigao SISI e do item i. da Proposicao [4.7]

Afirmacao 2: O campo w4 ¢ tangente aos niveis da funcao g4, niveis estes que sao conjuntos
compactos.

(Vga,wa) = (Vga, Vh — (Vh,v, )ve,) = (Vga, Vh) — (Vga, (Vh, vy, )v,,) (4.10)
Pela definigao de v,, temos
(Vga,wa) = W, [Vgal, Vi) = (v, [V gal, (VI vg,0v,)

= <V9A’v9A|7Vh‘> - <V9A|V9A‘7Vh> |I/9A|2 = 07

o que mostra a Afirmacao 2.

Afirmagao 3: O campo w, ¢é transversal aos niveis da funcao h para x € h™'(Jc — e,¢c +
e)\B(0, R). De fato, temos que (wa(z), Vh(z)) # 0, para todo x € h™(Jc — €,c + €)\B(0, R).
Do contrario, teriamos w4 (z) = 0 o que contradiria a Afirmagao 1.

Afirmacao 4: Seja 0 o maior autovalor de A. O campo a seguir, trivializa a funcao h na
vizinhanca de c:

Vh(x
|Vh(( ))‘2’ gA(I) < OR.

W(I> = |:};((w))|2a gA( ) > 20R. (4.11)
X(94(2)) epts + [1 = x(ga(@)] 228 ga'(x) € [6R, 20R)].

onde x: [0R,20R] — [0,1] é uma funcao suave estritamente decrescente tal que x(dR) =1 e
X(20R) = 0, veja por exemplo [[19, Pagina 186]].

Utilizaremos o fluxo de W para produzir o difeomorfismo que provara que h é trivial em c.
Se p € h'(c) e &,(t) é uma solugao de

{W(@(t» —¢/(t),

p= gp(@ #12)

Entao

i. {&(t);t €]c—e, c+e[} nao contém pontos da fronteira de h™!(Jc —e, c+¢[), pois h(&,(t)) = t.

De fato, pela definicao W e como &, é solugao do campo W segue que —ah(gp(t)) =1.

ii. limy_y ||€,(¢)|] ndo diverge para todo b €]c — ¢, ¢+ €. Isto segue da Afirmagao 2 e pelo fato
que g4 é prépria. Mais precisamente, g4 é constante sobre &,(t).
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Desse modo, , estd definido para todo t €]c — ¢, c+€[. Logo pelo Teorema do Fluxo Local, [6]
Teorema 4.0.4], temos que a aplicagao

¢: b (c)x]e—e,c+e[— h e —e,c+¢€]), (4.13)

definida por ¢(p, t) = £,(t) é um difeomorfismo. Além disso, temos que hop(p,t) = h(§,(t)) = t,
o que mostra que h é uma fibracao topoldgica local em ¢ e conclui a prova.

Sem a hipotese sobre a continuidade da funcao de curvatura absoluta total, a conclusao
do Teorema ainda vale se exigirmos que 7,(P2°) seja um subconjunto fechado préprio de
G(n —1,n). Ou seja, de dimensao menor ou igual a n — 2.

O Teorema fornece uma condicao suficiente, expressa em termos de curvatura absoluta
total, uma vez especificado os pontos no infinito em que a curvatura pode se concentrar. Mas
para um valor regular ¢ que satisfaz a condicao SISI e nao seja um valor de bifurcagao, a
funcao curvatura total absoluta nao necessariamente sera continua, conforme o préximo exemplo
sugere.

Exemplo 4.8. Considere h : R?* — R, definida por h(z,y) = —y(2z%y* — 9zy + 12).

Temos que Vh(z,y) = (—dxy® + 9y?, —62%y* + 18xy — 12), logo qualquer valor ¢ de h €
reqular. Como estamos com wma funcdao polinomial em R? sabemos que a condicao SISI serd
satisfeita por qualquer valor reqular. Em particular a condicao SIST vale para o valor reqular
c=0.

Além disso tomando {(n, %)}neN temos que
i, lim,, oo ‘(n, %)| = 0o0;

e 1 1\ _ 10 5 _0-
ii. lim, ., h (n, 5) = lim,, .o —7 = 0;

1
i, Lo | (n,2)] [V ()] = limeoe (H2)° () =0,
logo 0 € Koo(h). Mas sequindo [[26, Example 3.4]] seque que 0 ndo é um valor de bifurcagao.
Além disso, de [14, Pdgina 16], temos lim; o |K|(t) = 27 enquanto |K|(0) = 0, consequente-
mente a funcao curvatura total absoluta nao é continua em 0.

Além disso, a contra positiva do Teorema do Grandjean é um resultado que contribui com
o estudo de | K| cujo calculo ndo é tao simples. Ja que calcular valores de bifurcacao é relati-
vamente simples e com eles podemos analisar a continuidade de |K|.
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