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SOUSA, Joao Paulo Guardieiro. Polinomios de permutagdo e q-polinomios. 2021. (65 pag) p.
Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho, discutimos alguns resultados envolvendo polinomios de permutacao e g-polino-
mios, ambos definidos sobre corpos finitos. Introduziremos conceitos e teoremas basicos en-
volvendo cada uma dessas classes polinomiais para, enfim, relaciona-las, encontrando critérios
para determinar se um g-polinomio dado é de permutacao e estudando dois métodos para se
obter ¢g-polinémios que ja tenham essa propriedade. Ao final dessa dissertacao, aplicaremos os
conhecimentos obtidos previamente para encontrar condi¢oes para que uma classe especifica de
polinomios seja planar.

Palavras-chave: Corpos finitos, polindmios de permutacao, ¢g-polinomios, polinomios planares.
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SOUSA, Joao Paulo Guardieiro. Permutation polynomials and q-polynomials. 2021. (65 pages)
p- M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work, we discuss some results involving permutation polynomials and ¢-polynomials,
both defined over finite fields. Firstly we introduce basic concepts and theorems concerning each
one of those polynomials classes. Then, we find criteria to determinate if a given g-polynomial
is a permutation one and study two methods in order to obtain ¢-polynomials which already
have this property. At the end of this dissertation, we will apply the results obtained previously
in order to find conditions under which a specific polynomial class can be planar.

Keywords: Finite fields, permutations polynomials, g-polynomials, planar polynomials.
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Lista de Simbolos

[F,: corpo finito com ¢ elementos.

IF?: grupo multiplicativo associado ao corpo finito IF, (F,\{0}).

[F,[X]: anel de polinémios na varidvel X com coeficientes no corpo F,.
L, (F): algebra dos g-polinémios sobre F,» médulo X7 — X

D, (F,»): algebra das matrizes de Dickson sobre F,» de ordem n.

ln: grupo das raizes n-ésimas da unidade.

P,: grupo dos polinomios de permutagao sobre F, de grau menor que q.
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Introducao

E dificil determinar quando os matematicos da antiguidade comecaram a estudar polinomios.
O problema de se encontrar raizes para uma equacao linear, assim como muitos tépicos ma-
tematicos, provavelmente surgiu da necessidade cotidiana dos povos antigos e foi se desen-
volvendo até a teoria que temos hoje. Al-Khwarizmi (780-850), considerado um dos pais da
algebra, foi talvez o primeiro matematico a formalizar o processo de resolucao de equacoes de
grau um e dois, justificando a famosa “operacao”’de “passar para o outro lado da igualdade”,
enquanto Omar Khayyam (1048-1131) foi um dos pioneiros do estudo de equagoes ciibicas,
utiliando-se fortemente de modelagens geométricas e seu estudo sobre razoes.

Uma das grandes dificuldades desses autores era a escrita das equacoes. A expressao az? +
br = ¢, por exemplo, era chamada por Al-Khwarizmi de “quadrado e raiz igual a um nimero”,
enquanto Khayyam chamava a expressao x> + bz? = az + ¢ de “cubo da coisa mais quadrado
da coisa igual a coisa mais nimero”. A notagao atual com os simbolos de igualdade, soma,
subtracao e a representacao da variavel como uma letra data de meados do século XVI e esse
pode ter sido o ponto de partida para que os matematicos tratassem polinomios como “entes
algébricos”ao invés de equagoes.

Devido ao grande nimero de aplicagoes e a dimensao que o estudo desses objetos tomou,
é comum autores e pesquisadores focarem seus trabalhos em polindmios com algumas carac-
teristicas especificas. Seguindo esse pensamento, também focamos nossos estudos em duas
classes polinomiais definidas sobre corpos finitos: os polinomios de permutacao, que induzem
uma bije¢ao no corpo de coeficientes, e os g-polindmios, em cujas expressoes a variavel so admite
expoentes que sejam poténcias da caracteristica do corpo. Os fundamentos para este trabalho
podem ser encontrados nos capitulos 2, 3 e 7 de [15] e os principais artigos complementares sao
[20], [21], [7] e [3].

A dissertacgao esta organizada como se segue. No primeiro capitulo, apresentamos resultados
bésicos sobre corpos finitos, para familiarizar leitores que nao tenham tanto contato com esse
assunto ou com as notagoes e teoremas essenciais para o desenvolvimento da teoria. No segundo
capitulo, apresentamos a algebra dos g-polindmios, bem como a sua identificacao com a algebra
de matrizes de Dickson. O terceiro capitulo trata do grupo de polinomios de permutagao, e nele
destacamos a Proposigao 3.22, que é nossa generaliza¢ao da Proposigao 3 de [21]. Em seguida,
nos relacionamos essas duas classes polinomiais: no quarto capitulo, estudamos a bijetividade de
alguns polinomios e apresentamos dois métodos para se construir g-polinomios de permutacao,
enquanto que no quinto capitulo estudamos polindémios planares, baseados em [3], mas com
uma abordagem diferente: ao invés de usarmos curvas algébricas, usamos o Teorema 4.13, que
¢ definido para g-polinémios.

Joao Paulo Guardieiro Sousa
Uberlandia-MG@G, 24 de fevereiro de 2021.



Capitulo 1

Corpos Finitos

A teoria de corpos finitos desenvolveu-se de forma consideravel no século XIX, porém a sua
origem data dos séculos XVII e XVIII. Grandes mateméaticos como Pierre de Fermat, Leonhard
Euler, Joseph-Louis Lagrange e Carl Gauss foram os primeiros a trabalharem com corpos
finitos. Algumas areas de suas aplicagoes sao criptografia e teoria de cédigos. Assim, com o
surgimento dos computadores, o estudo e o uso de corpos finitos foram muito difundidos no
século XX. Outras areas importantes em que corpos finitos aparecem sao geometria algébrica,
geometria aritmética, geometria finita, combinatoria e teoria dos nimeros. A grande diferenca
dessas estruturas para o corpo dos numeros reais ou complexos por exemplo, é a caracteristica
positiva, o que acaba em alguns casos simplificando vérios resultados (ou deixando eles mais
interessantes). Este capitulo é baseado nas referéncias [12] e [15], mas muitos outros resultados
podem ser encontrados em livros bésicos de Estruturas Algébricas.

Definicao 1.1. Um corpo é um conjunto F munido de uma operacao aditiva + e uma multi-
plicativa *x satisfazendo:

1. + e x sao associativas, isto é, para quaisquer a,b,c € F,

a+(b+c)=(a+b)+ceax(bxc)=(axb)*c.

2. Existe um elemento nulo 0 e um identidade (ou unidade) 1 em F' tais que, para todo
a€F,
a+0=0+a=aeaxl=1%xa=a.

3. Para cada a € F e b € F\{0}, existe um elemento oposto —a e um inverso b~! em F' tais
que
a+(—a)=(—a)+a=0ebxb ' =b"1xb=1.

4. + e x sao comutativas, isto é, para quaisquer a,b € F,

at+b=b+aecaxb=>bxa.

5. x é distributiva com relacao a +, isto é, para quaisquer a,b,c € F',

ax(b+c)=axb+axc.

Se o conjunto F for finito, o corpo sera dito finito e o nimero de elementos de F' é chamado
de ordem de F'.



Se GG C F for um subconjunto de F' que também seja um corpo com as mesmas operacgoes
de F', diremos que GG é um subcorpo de F'.

Os exemplos mais conhecidos de corpos sao os conjuntos dos numeros racionais, reais e
complexos com as operacoes usuais. Ja para corpos finitos, merecem destaque os conjuntos
quociente Z,, em que p ¢ um numero primo, formado pelas classes de equivaléncia da relacao
“congruéncia médulo p” (dizemos que a e b sao equivalente segundo essa rela¢ao quando p dividir
a —b). Essa relagao estd melhor explicada em [12, p.16].

Em R os elementos 1,1 + 1,1+ 1+ 1,... sao todos distintos. Isso nao ocorre num corpo
finito! Mais ainda, existe um menor natural positivo p tal que 1+ ---+ 1 = 0. Esse numero é

p vezes
chamado de caracteristica de F'.

Lema 1.2. A caracteristica de um corpo finito F' é sempre uwm niumero primo.

Demonstracao. Consideremos os elementos 1,1 + 1,1 4+ 1+ 1,.... Uma vez que F contém
apenas uma quantidade finita de tais elementos que sejam distintos, existem inteiros k e m
coml <k<mtalquel+---+1=1+---+1o0u, 1+---+1=0, entao existe um natural

Vv Ve Vv
k vezes m vezes (m—k) vezes

ositivo p tal que 1 +---4+ 1 = 0 e pelo Principio da Boa Ordem, podemos supor que p é o
P p q p p P por que p

p vezes
menor natural com essa propriedade. Falta provar que p é primo.

Se p nao fosse primo, poderiamos escrever p = km com k,m € N, 1 < k, m < n. Entao,
0O=1+--41=14--+1=(14+---+1)(1+---+1), e isso implica 1 +---+1 = 0 ou

N 7
h v ~~ ~~

p vezes km vezes k vezes m vezes k vezes
1+---+1=0, ja que F' nao tem divisores de zero. Isso contradiz a minimalidade de p. [
———

m vezes

E possivel verificar que o corpo Z, tem caracteristica p, mas também ¢ interessante observar
que todo corpo de caracteristica p contém uma cépia isomorfa de Z,. De fato, existe um tnico
homomorfismo f : Z — F, definido por f(1) = 1g ([12, p. 133]), em que 1 é a unidade dos
inteiros e 1z a unidade de F', e seu nicleo é um ideal de Z ([12, p. 127]), sendo, portanto, da
forma dZ para algum inteiro d ([12, p. 8]). Como a imagem de f ¢ finita, temos d # 0. Das
definicoes de ntcleo e caracteristica, vemos que d = p. Assim, existe um isomorfismo entre 7Z,
e sua imagem segundo f ([12, p. 131]): um subcorpo de F' denotado por F,,.

Encontrar a caracteristica de um corpo finito F' pode parecer, a principio, algo complicado.
Mas essa informagao pode ser obtida a partir de sua ordem.

Lema 1.3. Seja F' um corpo finito de caracteristica p. Entdo F contém p" elementos para
algum natural n.

Demonstragao. Podemos enxergar F' como um [F-espaco vetorial, e uma vez que F' ¢ finito, ele é
um espaco de dimensao finita sobre [F,, digamos n. Entao F' tem uma base sobre F,, consistindo
de n elementos, digamos by, by, ..., b,. Logo, cada elemento de F' pode ser representado de forma
Unica como ab; + - -+ + a,b,, em que a4, ..., a, € F,. Como cada a; pode assumir p valores, F
tem exatamente p" elementos. [ |

Assim, sabendo-se a ordem de F', que serd obrigatoriamente a poténcia de algum primo,
sabemos sua caracteristica.
Como, para qualquer a € F, valea =1+ --- 4+ 1, temos
———

a vezes

at--+a=014+---+1)+-+(1+---+)=1+---+D+--+(1+---+1)=0,
— S—— N ~~ -~ ~~ S———
p vezes a vezes a vezes p vezes p vezes
p;erzes av\e,zes

J/




isto é, qualquer elemento de um corpo finito multiplicado pela caracteristica é o elemento nulo.
Além de simplificar muitos resultados, esse fato também implica no seguinte.

Teorema 1.4. Seja F' um corpo de caracteristica prima p. FEntao,
(a+b)F" =a" +b",
para todos a,b € F en € N.

Demonstracao. Usamos o fato de que

para todo i € Z com 0 < i < p, o que segue do fato de ( ZZ ) ser um inteiro e da observacao

de que o fator p do numerador nao poder ser cancelado. Entao, pelo Teorema do Binomio de
Newton,

a+bP=a?+ (P ) o4+ P )ar P =a? + 17,
1 p—1

e usando inducao sobre n, completamos a prova. [ |

1.1 Extensao de Corpos

Ja usamos o conceito de subcorpos. Por exemplo, vimos que todo corpo finito de caracteristica
p tem um subcorpo isomorfo a Z,. Mas também podemos fazer o “contrario”, buscar um
corpo K que contenha (uma cépia isomorfa, se necessario) um corpo F' dado: a isso chamamos
extensao de corpos. Traremos apenas as defini¢oes e teoremas que utilizaremos adiante, mas
varios resultados sobre esse assunto podem ser encontrados em ([5, Cap. 14, 15]).

Definicao 1.5. Um polinémio sobre um corpo F' é uma expressao da forma

f(X):ZaiXi:aO+a1X+...+aan7
=0

em que n é um inteiro nao negativo e os coeficientes a;, 0 < ¢ < n, sao elementos de F'. Se
f(X) for um polinémio com, pelo menos, um coeficiente nao nulo, seja n o maior indice tal que
a, # 0. Entao, a, é chamado de coeficiente lider e ag é chamado termo constante, enquanto
n é chamado grau e denotado por n = gr(f(X)). Polinomios com grau 0 sdo chamados de
polinomios constantes. Se o coeficiente lider do polinomio for 1, diremos que o polinémio é
moénico. O conjunto dos polinémios com coeficientes em F' forma um anel ([12, p. 117]), que
sera denotado por F[X].

Frequentemente, quando estiver claro que estamos trabalhando com um polinémio ao invés
de um elemento do corpo dos escalares, vamos denotar um polinomio f(X) simplesmente por
f. Um polinémio f € F[X] é dito irredutivel em F quando seus unicos divisores em F[X]
sao ¢, f, em que ¢ é um polindomio constante nao nulo.

Defini¢ao 1.6. Dado um polinéomio f = a9+ a1 X + -+ a, X" € F[X], dizemos que o € F é
uma raiz de f se tivermos f(a) = ag + aja + -+ + a,a™ = 0.

4



E possivel mostrar que o niimero maximo de raizes de um polinomio € igual ao seu grau e que
qualquer polinémio f € F[X] pode ser escrito da forma f(X) = (X —ay)™ -+ (X —ay)™g(X),
em que qq,...,as € F s30 as tnicas raizes de f, ny,...,ns sao inteiros positivos e g(X) é um
polinémio irredutivel em F[X] ([10, p. 104]). O inteiro n; é chamado de multiplicidade da
raiz «;. Se tivermos n; = 1, «; serda chamada de raiz simples de f. Caso contrario, «; sera
chamada de raiz miltipla de f.

Definigao 1.7. Dado um polinémio f(X) = Y1 ;a; X", definimos sua derivada como sendo
o polinémio f/(X) =>"" ;X" = a1 + 2a:X + -+ + na, X" .

A multiplicidade de uma raiz de um polinomio f pode ser observada a partir das deriva-
das de f. Por se tratar de um resultado que envolve muitos cédlculos, vamos assumi-lo sem
demonstracao.

Teorema 1.8. [15, Teorema 1.68] Sejam f € F[X] e a € F. « é uma raiz maltipla de f(X)
se, e somente se, « for raiz de f(X) e de f'(X).

De modo similar a constru¢ao dos corpos Z,, podemos encontrar uma extensao para um
corpo F' de ordem ¢. Para isso, considere f € F[X] um polinomio irredutivel e suponha que
gr(f) = n. Definimos em F[X] a relagao de equivaléncia dada por “a ~ b quando f dividir
a—"b".

Cada possivel resto da divisao por f estd em uma classe diferente, e qualquer polindmio
pertence a classe do seu respectivo resto. Entao o conjunto K = {ag + a; X + -+ + a,_1 X" 1.
a; € F,i =0,...,n — 1}, formado pelas classes de equivaléncia, possui ¢" elementos e, usando-
se as operagoes usuais para classes, vemos que K é um corpo (aqui usamos o fato de f ser
irredutivel para garantir que todos os elementos nao nulos tenham um inverso multiplicativo).
Além disso, a aplicagdo h : F — K, h(c) = ¢ é um homomorfismo injetor. Desse modo, K
contém uma cépia isomorfa de F. Em outras palavras, K é uma extensao de F.

Suponha que F' tenha p™ elementos. Usando uma demonstracao completamente analoga ao
Lema 1.3, podemos mostrar que qualquer extensao de F' terda p™™ elementos para algum inteiro
positivo m. Além disso, é possivel mostrar que existe pelo menos um polinomio irredutivel sobre
F de grau k para qualquer inteiro positivo k ([15, Teorema 3.25]) e, tomando esse polinémio
no procedimento acima, o corpo K encontrado tera p™* elementos. Assim, podemos sempre
encontrar uma extensao de F com p' elementos, para qualquer ¢ multiplo de n. Isso pode
nos incentivar a procurar um subcorpo de F' com p” elementos para qualquer divisor r de
n. Isso é sempre possivel, mas para demonstrarmos esse fato, precisaremos definir corpos de
decomposicao e, antes disso, precisamos estudar um pouco mais das extensoes.

Definicao 1.9. Um elemento o em alguma extensao K de F é dito algébrico sobre F' se
existir um polinémio nao nulo f(X) € F[X] que tenha o como raiz. Se todos os elementos de
K forem algébricos sobre F', diremos que K é uma extensao algébrica de F.

Podemos enxergar K como um F-espago vetorial. Se tivermos dimK finita, diremos que
K é uma extensao finita de F' e a dimensao sera chamada grau da extensao e denotada por
[K : F]. Extensoes finitas e algébricas se relacionam da seguinte forma.

Teorema 1.10. Se K for uma extensao finita de F', entao K serd uma extensao algébrica de

F.

Demonstracao. Para qualquer elemento o € K, suas poténcias 1, a,a?,...,a" nao podem ser
linearmente independentes se n > dimK. Entao, existem elementos ag, ...,a, € F nao todos
nulos tais que ap+aja+- - -+a,a™ = 0, isto é, « é raiz do polindémio f(X) = ag+a; X+ - -+a, X"
e temos « algébrico sobre F. [ |



Proposicao 1.11. Seja o« um elemento algébrico sobre F'. O conjunto dos polinomios de F|X]|
que se anulam em « é um ideal de F[X], gerado por um tnico elemento: o polindmio méonico
de menor grau que tem o como raiz. Além disso, esse gerador € irredutivel.

Demonstracao. Seja

I'=A{f:[feF[X] fla) =0}
Vamos mostrar que I é um ideal. Primeiramente, é claro que 0 € I e I # (). Agora, dados
f,g € I, temos

(f+9)(a)=fla)+gla) =0+0=0
e f+ g€ I. Por fim, para todos f € [ e h € F[X], temos

(f - 1)(@) = f(a) - h(a) = 0- h(a) =0,

o que mostra que f-h € I e I é um ideal. )

Agora, seja m(X) o polindmio de menor grau em I. E claro que (m(X)) C I, entdo
precisamos mostrar que I C (m(X)). Para isso, seja f(X) € I. Existem a(X),b(X) € F[X]
tais que

f(X) = a(X)m(X) + b(X),
com b(X) =0 ou gr(b) < gr(m). Mas, por propriedades de ideais, temos

b(X)=f(X)—a(X)m(X) el

e, pela minimalidade do grau de m, devemos ter b(X) =0 e I = (m(X)).

Por fim, suponha, por contradi¢ao, que possamos escrever m(X) = g(X)h(X) com 1 <
gr(g),gr(h) < gr(m). Entao, como m(a) = 0, temos g(a) = 0 ou h(a) = 0, 0 que é uma
contradicao com a minimalidade do grau de m. [

O polinémio gerador desse ideal serd chamado de polindmio minimal de a sobre F.
Podemos nos questionar se ele possui outras raizes e, em caso afirmativo, se elas se relacionam
com «. Se F' for um corpo finito, a resposta é muito simples.

Definicao 1.12. Sejam F' um corpo finito com ¢ elementos e @ um elemento em alguma

~ 2 3 ~ . .
extensao K de F. Os elementos a4, a?,af, ... sao chamados conjugados de o com respeito a
F.

Lema 1.13. Sejam F um corpo finito com q elementos e a um elemento algébrico sobre F.
Entao, seus conjugados com relacao a F' também sao raizes do seu polinomio minimal.

Demonstragio. Seja m(X) =" ;a; X" o polinémio minimal de « sobre F. Os conjugados de
a sdo da forma o, com j um ntmero inteiro ndo negativo. Entao, para todo j, vale

m(a?) = Zai(aqj)i = Zai(ai)qj = (Z aia’) =m(a)” =0

i=0
e o resultado segue. [

Inspirados por esse lema, ja temos um método para determinar o polindmio minimal de
um elemento a sobre F', um corpo finito com ¢ elementos. Basta calcularmos as poténcias
a,al, aq2, ... até encontrarmos o menor natural positivo d tal que ' = a, isto é, precisamos
determinar os conjugados distintos de a. O natural d serd o grau do polinémio minimal m(X)

de « e temos
1
).

m(X) = (X —a)(X —a?) - (X —a?"
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Exemplo 1.14. Considere F' = {0,1}, f um elemento em uma extensao de F' cujo polinémio
minimal sobre F seja X° 4+ X2+ 1e a = 32+ 5% Temos

o =g+ 8+

ot =B+1
a® =p32+1
alf — gt
a¥? =a

Dessa forma, temos d =5 e
mX)=(X-a)(X —a®)(X —a)(X —a®) (X —a) =X+ X'+ X2+ X +1
¢é o polinomio minimal de « sobre F'.

Teorema 1.15. Sejam o um elemento algébrico sobre F', n o grau de seu polinomio minimal
p e E o F-espaco vetorial que tem como base {1,q,...,a" '}, Entio E é um corpo e sua
dimensao é n.

Demonstragao. Seja f € F[X]|. Existem ¢,r € F[X] tais que f = pg+r e gr(r)<gr(p). Entao,

fla) =pla)g(a) +r(a) =r(a).

Desse modo, f(«) pertence a E, e é facil ver que o produto de dois elementos de £ também
estd em E. Suponha que f(«) # 0. Dai, f nao é divisivel por p, e como p é irredutivel, temos
mdc(f,p) = 1. Assim, existem g, h € F[X] tais que fg+ ph =1 ([12, p. 167,168]), donde

fla)g(a) =1
e temos f(a) invertivel em E. |

Denotaremos por F'(«) o F-espago vetorial (que sabemos ser um corpo) que tem como base
as poténcias de a.

Podemos ainda tomar extensoes de uma extensao, e é de se esperar que se ambas forem
finitas, a extensao final também o seja.

Teorema 1.16. Se K for uma extensao finita de F' e M for uma extensao finita de K, entao
M € uma extensao finita de F' e satisfaz a relagao

M : F|=[M: K|[K: F|.

Demonstracao. Sejam {vy, ...,v,} uma base de M sobre K e {uy,...,us} uma base de K sobre
F'. Vamos provar que
B={vu;:i=1,..rj=1..s}

¢ uma base de M sobre F. Primeiramente, vejamos que B é L.I. sobre F. De fato, sejam
a;; € F,1<i<r,1<j<sesuponha

(@11uy + - - + arsus)vy + -+ -+ (@ug + - - + arsus) v, = 0.
Como cada a;;ju; estd em K, segue, pela independéncia linear dos v;’s que

aA11U + -+ AU = 0

ap g + -+ -+ apstug = 0.
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Mas, como os a;; estao em [, segue, pela independencia linear dos w;’s que a;; = 0 para todos
1=1,...,7,7=1,...s. Logo, B é L.I. sobre F.

Resta ver que B gera M a partir de F. De fato, seja v € M. Sendo {vy,...,v,} uma base
de M sobre K, existem by, ..., b, € K tais que

v =bvy + -+ + by,

Como b; € K, para todo i = 1,...,7, e {uy,...,us} ¢ uma base de K sobre I, existem a;; € F,
1 <1 <r 1< 5 <s, tais que
bi = apnur + -+ + aisus.

T = E ViU,

1<i<r
1<5<s

Dai, segue que

e B é um conjunto gerador de M sobre F. [ |

Desse modo, se tivermos «, 3 algébricos sobre F', claramente temos [ algébrico sobre F'(«)
e podemos considerar o corpo F(«a)(f). Veja que qualquer corpo que contenha F', « e § conterd
F(a)(p). Por isso, frequentemente, diremos que F'(«)(/) é o menor corpo contendo F', « e 3.

Pelo Teorema 1.16, temos F'(a)(/) uma extensao finita, e portanto algébrica, sobre F'. Além
disso, os corpos F(«a)(B) e F(5)(«) sao iguais. Por isso, denotaremos F'(«)(8) por F(«, ) e,
de modo indutivo, dados aq, ..., a, algébricos sobre F', F(ay,...,q,) denotard o menor corpo
contendo F' e oy, ..., ay,.

Agora podemos definir os corpos de decomposicao.

Definig¢ao 1.17. Seja f € F[X] um polinémio de grau n > 1. O corpo de decomposicao de
f é a menor extensao finita K de F' em que é possivel escrever f(X) = (X —ay) - (X — ay),
com aq, ..o, € K, e K = F(ay, ...,ay).

E possivel mostrar que todo polinémio admite um tnico (a menos de isomorfismo) corpo
de decomposigao ([12, p. 359]).

O conjunto dos elementos nao nulos de um corpo finito /' com ¢ = p" elementos forma um
grupo multiplicativo F* de ordem ¢ — 1 ([12, p. 23]) e, portanto, ™! = 1 para todo a € F*
([12, p. 59]). Assim, a? = a para todo a € F' (esse resultado é ébvio para a = 0). Isso nos diz
que o polinomio X7 — X se fatora em F' como f(X) = [[,.p(X —a). Além disso, como F' tem
p" elementos, F' contém Z, como subcorpo. Ent@o, F' é o (nico) corpo de decomposicao de
X1—- X € Z,[X].

Essa observacao é muito importante, ela nos diz que quaisquer dois corpos finitos de mesma,
ordem ¢ sao isomorfos, uma vez que sao corpos de decomposicao do polinomio X? — X sobre
Z,, em que p é a caracteristica desses corpos (que estd unicamente determinada por ¢). Por
isso, um corpo finito de ordem ¢ sera denotado por F,.

Agora podemos buscar os subcorpos de F,» a partir dos divisores de n: se r dividir n, entao
o polinémio X?" — X dividird X?" — X em F,[X], donde toda raiz de X?" — X é uma raiz de
X?" — X e, portanto, pertence a F,». Em particular, F,- é um subcorpo de F,n. Assim, temos
o seguinte.

Teorema 1.18. Dados um nimero primo p e naturais ndao nulos a,b, Fy. € subcorpo de F
(equivalentemente, Fp € extensio de Fya) se, e somente se, a dividir b.

Ja vimos que o conjunto dos restos da divisao por um polindmio irredutivel forma um
corpo finito, no entanto essa estrutura pode parecer um pouco complicada para se trabalhar.
Podemos entao enxergar o corpo como sendo o conjunto das poténcias de um certo elemento,
e esse problema sera facilmente resolvido.



Teorema 1.19. Para todo corpo finito Fy, o grupo multiplicativo F; € ciclico, isto é, F, =
{a,a?, ..., 0971} para algum elemento o conveniente.

Demonstra¢ao. Podemos assumir ¢ > 3. Seja h = pi'py?---pl™ a decomposigdo em fatores

h
primos da ordem h = g — 1 do grupo F. Para cada i,1 < i < m, o polinomio z» — 1 tem,

no mMaximo, f raizes em F,. Uma vez que pﬁ < h, segue que existem elementos nao nulos em
1

i
_h_

T
7

Lt ~
F, que ndo sio raizes desse polinomio. Seja a; um tal elemento e definimos b; = a;* . Entdo

p;° , .. S, . )
b;" =1, logo a ordem de b; é um divisor de p;* e é, com isso, da forma p;* com 0 < s; < 7.

Por outro lado,
r;—1

h
Wi o=al #1,

7

e, assim, a ordem de b; é p;*. Afirmamos que o elemento b = b1by - - - b, tem ordem h. Suponha,
do contrario, que a ordem de b seja um divisor proprio de h e seja, portanto, um divisor de, no
minimo, um dos m inteiros ﬁ,l < i < m, digamos de pﬁl. Entao, temos

1

Agora, para 2 < i < m, p}* divide -, e, assim obtemos bi* = 1. Isso implica que a ordem de
yat

b1 deve dividir pﬁl, o que é impossivel, ja que a ordem de b; é p}'. Logo, [y é um grupo ciclico

com gerador b. [ |

Definigao 1.20. Um gerador para o grupo ciclico F; ¢ chamado um elemento primitivo de
F,.

Assim como acontece em qualquer grupo, dado um gerador a para F;, a" ¢ também um
elemento primitivo se, e somente se, n for coprimo com ¢ — 1, logo existem ¢(q — 1) elementos
primitivos em [F,, em que ¢ ¢é a funcao de Euler.

Ja sabemos escrever todos os elementos nao nulos de um corpo finito F, como poténcias de
um elemento primitivo, mas quando trabalhamos com uma extensao F,» desse corpo, também
podemos tomar uma base para esse F,-espaco vetorial formada por poténcias de um elemento
especifico.

Definicao 1.21. Uma base para F,» sobre F, da forma {3, 59, ...,ﬁqnfl}, consistindo de um
elemento B € Fyn conveniente e seus conjugados é chamada uma base normal.

O Teorema da Base Normal (Teorema 2.26) garante que qualquer extensao finita F » admite
uma base normal sobre F,. Apresentaremos uma demonstracao alternativa para esse teorema,
proposta em [15, Teorema 3.72] usando uma classe especial de polinémios.

1.2 Funcoes traco e norma

Qualquer extensao F,» do corpo F, pode ser vista como um F, -espaco vetorial. Desse modo,
podemos estudar os funcionais lineares: as transformacoes lineares de Fy» em F,;. Uma vez
que o corpo de escalares € finito, seremos capazes de caracterizar todos esses funcionais usando
um especifico.

Definicao 1.22. Dado um elemento « € Fn, definimos o trago de « sobre F, como sendo

n—1

Tre . p, () =a+a? + -+ +af

Se tivermos ¢ = p (ou seja, se F, for o subcorpo primo de Fyn), Trg, . /r, () serd chamado de
trago absoluto de a e denotado simplesmente por Tr,, («).
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Podemos enxergar o trago de um elemento sobre I, como sendo a soma de seus conjugados
com respeito a [F,. Essa funcao trago nos permitird caracterizar todos os funcionais lineares de
Fsn em IF,. Para isso, vale destacar as seguintes propriedades.

Teorema 1.23. Sejam K =F, e ' =Fyn. A funcao Trp/k satisfaz as propriedades:
(i) Trejx(o+ B) = Trpjk(a) + Trp/x(B), para todos o, B € F.
(ii) Trp/i(co) = cTrp/k (o), para todos c € K,a € F.
(iii) Trp)x € uma transformacao linear sobrejetora de F' em K.
(w) Trp/k(a) = na, para todo a € K.
(v) Trpjx(a?) = Trp/k(a), para todo o € F.

Demonstragao. (i) Para todos a, f € F, temos

Trrr(a+8) =(a@+8) +(a+B)i+ - (a+ )
=a+B+al+ B4+ al" + BT = Trpg () + Tre k().

(ii) Como ¢ € K, temos ' = ¢, para todo i > 0. Assim,

—1 n—1 n—1

Trp/k(ca) = (ca)+ (ca)l+---+ (ca)l =ca+cla?+ -+ af
—catcal 4 et = Trp/k(a).

(iii) Observemos que
(TI']Fqn/]Fq(O{))q _ (O[_’_aq_’_' ) .+aqn71)q — aQ+aq2+, . .+aq" — qu+aq2—|—~ ot = TrF/K(a)

Isso prova que a imagem de Trp/k estd realmente em K. Os itens (i) e (i) garantem a
linearidade de Trg/k-.

E um resultado conhecido que a imagem de uma transformacao linear é um subespaco
vetorial do contradominio. Uma vez que K tem dimensao 1 quando visto como K-espaco
vetorial, precisamos apenas mostrar que existe o € F' com Trp/g(a) # 0 e teremos Trp/x
uma aplicacdo sobrejetora. De fato, Trpx(a) = 0 é equivalente a termos o uma raiz de
X" 4. 4+ X7+ X em F. Mas, esse polinomio pode ter, no maximo, ¢"~! rafzes e F’
tem ¢" elementos.

(iv) Para a € K,

TYF/K(G/):(Z+aq+"‘+Can71 =a+a+---+a=na.

n vezes

n—1

— aQ+a42+. . ._|_aqn — aq+aq2—|—- 4o = TI”F/K(OK).
[ |

(v) Trr/x(af) = af+(ad)i+- - +(ad)

Agora podemos caracterizar os funcionais lineares usando a funcao trago.

Teorema 1.24. Sejam F'=Fpn e K =1TF,. Os funcionais lineares de F' em K sao exatamente
as aplicacoes Lg, 8 € F, definidas pela relacao Lg(o) = Trp/x(Ba), para todo o € F. Além
disso, Lg # L., para todo B # 7.
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Demonstracao. Repetindo as demonstragdes dos itens (i), (i) e (iii) do teorema acima, é
possivel verificar que Lg é um funcional linear para cada § € F. Agora, dados 8,7 € F,

B # v, temos
Lg(a) = Ly(a) = Trp/r(Ba) — Tre/x (ya) = Tre/e((8 —v)a) # 0

para um elemento o conveniente (ja que a fungao trago é sobrejetora). Entao, Lg # L..

Por fim, os funcionais Lg nos fornecem ¢™ funcionais distintos (j& que F' tem ¢™ elementos).
Um funcional genérico de F' em K pode ser obtido escolhendo a imagem dos elementos de uma
base de F' como K-espaco vetorial. Como uma tal base tem n elementos e K tem ¢ elementos,

podemos fazer ¢" escolhas distintas para o funcional, isto é, nao existe um funcional de F' em
K fora do conjunto {Ls : § € F'}. |

O item (ii7) do Teorema 1.23 nos disse que a fungao trago é sobrejetora, isto &, Im(Trg . jr,) =
F,. O Teorema do Nicleo e da Imagem nos mostra que ela nao € injetora quando n > 1, entao
podemos nos perguntar qual é seu nicleo.

Teorema 1.25. Sejam F = Fpn e K = F,. Entao o € F estd no nicleo de Trp/k, isto €,
Trr/k (o) = 0 se, e somente se, a = 31— 8 para algum elemento € F.

Demonstracao. Usando a linearidade da fungao trago e o item (v) do Teorema 1.23, a suficiéncia
é clara. Para provar a necessidade, sejam a € F tal que Trp/x(a) = 0 e S umaraiz de X9—X —«
em alguma extensao de F. Isto é, a = 9 — 3. Mas,

0 =Trp/k(a) :a;I—aq—l—---+aqn_1 = (B9 —lﬂ)+(5q_5)q+...+(ﬂq_@)q”‘l
= (81— B)+ (p1 _ﬁq)+...+(5q"_5q”*):5q"_5'

Isso prova que 5 € F. |

O 1ltimo resultado envolvendo a func¢ao traco é a sua transitividade: se tivermos F' uma
extensao de K e F uma extensao de F', como podemos relacionar o traco de um elemento de
FE sobre K usando o trago sobre F'?

Teorema 1.26. Sejam K um corpo finito com q elementos, F' uma extensao finita de K e E
uma extensao finita de F'. Entao

Trg/k (o) = Trp/k(Tre/p(e)), para todo o € E.

Demonstracao. Escrevendo [F: K] =me [E: F] =n, temos [E: K| =mn e

m— @ m— n— jm ¢
TI"F/K(TI"E/F(Q)) = Zi:ol TTE/F(Oé)q = Zizol (ijol a? )
=X Yo =00 ot = Trgyx(a).
|

A funcao traco foi obtida somando os conjugados de um elemento, podemos obter uma
funcao parecida tomando-se o produto desses conjugados.

Definicao 1.27. Para um elemento o € Fyn, definimos a norma de « sobre [F; como sendo
n—1 n_1 -1
Ng,ojr, (@) = a-al---af — a"D/(¢=1)
A imagem da funcao norma estd em IF,. De fato,
(Nqun/JFq(a))q = (a-at-- 'Oéqn_l)q =aa” o =at a0l = NFqn/JFq(a)-

A funcao norma possui propriedades similares as da funcao traco, e também é transitiva.
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Teorema 1.28. Sejam K =F, e '=Fn. A funcao Np i satisfaz as propriedades:
(i) NF/K(Oéﬁ) = NF/K(OZ)NF/K(B)'

(ii) Np/k aplica sobrejetivamente F' em K e F™* em K*.

(iii) Np/k(a) = a", para todo a € K.

(w) Npk(a?) = Np/k (o), para todo a € F.

Npg(aB) = (aB) - (aB)?--- (Ofﬂ)qn—ll
= 056 . aqﬁq e O{qn_ Bq"‘ — NF/K(Q)NF/K(B)

(ii) J4 sabemos que a imagem de Np i estd contida em K. Uma vez que Np/g(a) = 0
se, e somente se, & = 0, Np/g aplica [ em K*. O item (i) nos diz que Np/x é um
homomorfismo entre esses dois grupos multiplicativos. Assim, restrita a F*, o nicleo de
Np/x sao as raizes de X" ~1/=1) "logo tem ordem d < %. O Primeiro Teorema do
Isomorfismo nos mostra que a imagem de Np/x tem ordem % > q — 1. Dessa forma,
Np/k aplica sobrejetivamente F™* em K* e ' em K.

Demonstragao. (i)

(iii) Para todo elemento a € K, temos a? = a, para todo i > 0, entao

n—1 n

N —a-ada  =a-aa=a"
rr(a)=a-al---a a-a---a=a

n vezes

(iv) NF/K(Oéq) = () - (a9)4- - (aq)q"’l —al-a? . ol =l ol = NF/K(Q)_
[ |

Teorema 1.29. Sejam K um corpo finito, F' uma extensao finita de K e E uma extensdo
finita de F'. Entao
Ng/k(a) = Npg(Ng/p(a)), para todo o € E.

Demonstracao. Com as mesmas notacoes do Teorema 1.26, temos

Np/k(Ngjp(a)) = NF/K(a(qm”fl)/(qul)) = (ald™"=D/@" 1)) @™ =D/(a-1)
— @™ -1/(e-1) — Nk ().

As fungoes trago e norma sao usadas com certa frequéncia em pesquisas envolvendo po-
linémios sobre corpos finitos, e por isso foram destacadas nessa secao. A fungao trago também
serd usada neste trabalho.

1.3 Fecho algébrico de [,

Essa secao nao sera utilizada no decorrer do trabalho, ela sé serve para mostrar como os
corpos finitos facilitam alguns resultados. E fato que todo corpo possui um unico (a menos de
isomorfismo) fecho algébrico. Por exemplo, o fecho algébrico dos reais é o corpo dos complexos.
Mas mostrar isso pode ser bastante trabalhoso e faz uso do Lema de Zorn ([8, se¢do 31]). No
entanto, o fecho algébrico de um corpo finito F, pode ser encontrado de maneira simples.

Definicao 1.30. Seja K um corpo. Diremos que K ¢é algebricamente fechado se todo
polindomio nao constante possuir uma raiz em K.
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Definicao 1.31. Seja F' um corpo. O fecho algébrico de F' é uma extensao K de F' tal que
K ¢ algebricamente fechado e é composto exatamente pelos elementos algébricos sobre F'.

O fecho algébrico de F é um corpo, pois dados «, 3 algébricos sobre F, a— 3 e oS~} também
sao algébricos sobre F', pois estdo na extensao F(«, 3), que é finita sobre F.

Seja F, um corpo finito. Vamos mostrar que seu fecho algébrico ¢ A = U, enFn.

Inicialmente, precisamos definir as operagoes de A. Sejam a,b € A. Entao, existem i,j € N
taisque a € Fyi e b € Fy;. Pelo Teorema 1.18, temos a, b € F e, em que d = mdc(é, j). Definimos
entdao a soma e o produto de a com b em A como sendo, respectivamente, a soma e o produto
entre a e b vistos como elementos de F,«. Pode-se mostrar que, com essas operacoes, A ¢ de
fato um corpo.

Agora, [F, é subcorpo de A e, dado a € A, temos a € Fym para algum inteiro positivo m.
Assim, « é raiz de X7 — X € F,[X] e, portanto, algébrico sobre F,. Resta provar que A é
algebricamente fechado.

Para isso, seja f = a; X° + -+ + a9 € A[X] e tome « raiz de f em alguma extensao de A.
Vamos mostrar que o« € A. Cada coeficiente a;,2 = 0,..., s de f estd em algum F, ;. Entao,
pelo Teorema 1.18, f € F;n[X], em que n = mmc(ny, ...,n,). Assim, o é algébrico sobre Fyn,
donde Fn (a) é uma extensao finita, digamos de grau m, sobre F, (Teorema 1.16). Dessa forma,
[Fn(cr) é um corpo finito com ¢ elementos, ou seja, isomorfo a Fym, que é subcorpo de A. Com
isso, provamos que o € A.
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Capitulo 2
g-polindmios

No capitulo anterior, demos uma breve introducao a importancia dos polinomios. Por exemplo,
os corpos finitos foram definidos como sendo o corpo de decomposicao de um certo polinomio e
definimos extensoes de corpos a partir de polinomios irredutiveis. Estudar polinomios definidos
sobre corpos finitos pode parecer, a principio, um trabalho muito extenso e vago. Entao, é
comum restringir os estudos para subconjuntos de F,[X] com propriedades interessantes. Nesse
capitulo, vamos destacar a algebra L, (F,«) formada pelos g-polinémios médulo X?* — X. Na
ultima secao, vamos usar resultados dessa importante classe para fornecer uma demonstracao
alternativa para o Teorema da Base Normal.

2.1 g¢-polinémios

Definicao 2.1. Um polinémio da forma

s

LX) =) aX",

1=0

com coeficientes em alguma extensao Fyn de F, é chamado um ¢-polinémio (ou polinémio
g-linearizado) sobre Fn.

A justificativa para essa nomenclatura alternativa é a seguinte.

Teorema 2.2. Seja L € Fn[X] um g-polinémio sobre Fyn. Entdo L induz uma aplicagdo linear
em Fgn visto como F,-espago vetorial.

Demonstragao. Dados «, 8 € Fyn e v € F,, observemos que

La+B) =Y ala+B)" =Y ai(a” + ) = L(a) + L(B)
=0 1=0
¢ S S S
L(ya) = Z a;(ya)? = Z ay® o = Z aya? =~L(a).
i=0 i=0 i=0

Dessa forma, concluimos que L induz uma aplicagdo linear em F;» (visto como F,-espaco
vetorial). n

O teorema acima nos mostra que o conjunto de raizes de L é o nicleo da transformacao
linear induzida por L. Dessa forma, podemos transformar o problema de encontrar raizes do
polinomio para o problema mais simples de encontrar um subespago vetorial, que pode ser
resolvido por meio de um sistema linear.
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Teorema 2.3. Sejam L um q-polinomio sobre F, e Fn uma extensao de F, que contenha todas
as raizes de L. Entao as raizes de L tém a mesma multiplicidade, que pode ser 1 ou uma
poténcia de q.

Demonstracao. Escrevendo

L= Z a; X7,
=0

vemos que L' = ag. Assim, L tem apenas raizes simples se, e somente se, ag # 0. Caso
contrério, teremos ag = --- = ax_1 = 0 e a; # 0 para algum k£ > 0. Assim, podemos escrever
s s "
i i—k
L= g a; X = E a; X ,
i=k i=k

que é a gF-ésima poténcia de um g-polindmio que sé tem raizes simples, isto é, todas as raizes
de L possuem multiplicidade ¢*. [ |

A reciproca desse teorema nao é verdadeira, por exemplo, sobre F3 o polinomio X (X —1) =
X?% — X s6 tem rafzes simples, mas nao é um 3-polindmio. Entretanto, podemos encontrar uma
“reciproca parcial”’para ele. Antes disso, porém, precisamos do seguinte lema. Uma vez que
sua demonstracao exige célculos extensos, vamos apenas referencia-lo.

Lema 2.4. [15, Teorema 3.52] Seja U um subespago de Fgn visto como F,-espago vetorial.
Entao, para todo inteiro nao negativo k, o polinomio

LX) =[x -p"

BeU
¢ um g-polinomio sobre Fyn.

Definicao 2.5. Seja M um F -espaco vetorial de dimensao finita, contido em alguma extensao
de corpos de FF,. Se, para todo elemento a € M tivermos a? € M, M serd chamado de
g-moédulo.

Exemplo 2.6. Ja sabemos que as raizes de um g¢-polinomio L(X) sobre F, formam um F-
espago vetorial. Denotando L(X) = >"7_ o, X7, temos, para toda raiz 3 de L,

L(B7) = Zax@q)‘f = (Z aﬂ') = L(B)? =0,

isto é, a g-ésima poténcia de uma raiz de L é também uma raiz de L. Entao, as raizes de um
g-polinomio com coeficientes em I, formam um g-médulo.

Inspirados por esse exemplo e munidos dos resultados anteriores, podemos fornecer a “reciproca
parcial”’do Teorema 2.3.

Teorema 2.7. O polinomio monico L(X) é um g-polinémio sobre F, se, e somente se, cada
raiz de L(X) tiver a mesma multiplicidade, que pode ser 1 ou uma poténcia de q, e as raizes
formarem um g-mddulo.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que L seja um g-polindmio. Entao, basta aplicar o Teo-
rema 2.3 e observar o Exemplo 2.6.

Reciprocamente, suponha que as raizes de L formem um ¢-moédulo. O Lema 2.4 mostra
que L ¢ um g-polinémio sobre alguma extensao de IF,. Nosso objetivo agora ¢ provar que essa
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extensao é o proprio corpo [F,. Para isso, seja M o g-médulo formado pelas raizes de L. Entao,
para algum inteiro nao negativo k, podemos escrever

Lx) =[x -

BgeM

Mas, como a g-ésima poténcia de um elemento de M ainda pertence a M, vale

LX) =[x =0 = [ (x7 = 9)7 = L(x).

BgeM BEM

Agora, denotando L(X) = 37, 0, X7, temos
ZaquiJrl _ L(X)q — L(Xq) — ZainiH-
i=0

Comparando coeficientes, concluimos que af = «;, para todo i = 0,...,n, isto é, L(X) é um
g-polinomio sobre F,. [ |

Observemos que o produto de dois ¢g-polinémios pode nao ser um g-polinéomio. Por exemplo,
se tivermos L (X) = X? 4+ X? + X, Ly(X) = X? + X dois 2-polindémios sobre Fy[X], teremos

Li(X)Ly(X) = X + X° + X* + X2,

que nao é um 2-polinomio. Entretanto, uma vez que o expoente da variavel X é sempre uma
poténcia da caracteristica, a composicao de dois g-polinomios ainda é um g-polindmio. No

nosso exemplo, temos
Li(Ly(X)) = Lo(Ly(X)) = X® + X,

Por esse motivo, sobre o conjunto dos ¢-polindmios vamos introduzir a operacao de multi-
plicagao simbdlica dada pela composicgao, isto é, (Ly o Ly)(X) = L1(L2(X)).

E possivel mostrar que o conjunto das classes de restos dos g-polinomios sobre F,» médulo
X7 — X munidos da multiplicacdo simbdlica, da adiciio usual e da multiplicacdo por escalares
em [F, ¢ uma dlgebra (um espago vetorial munido de trés operagoes: adigdo e multiplicacao de
vetores e uma multiplicacdo por um escalar), que serd denotada por L, (Fgn).

2.2 Caracterizacoes de L, (IF )

Nessa se¢ao, destacamos o trabalho de Wu e Liu ([20]). Nesse artigo, os autores estabeleceram
dois isomorfismos envolvendo £, (F,»): um usando produto tensorial ([20, Teorema 3.1]), que
nao serd abordado, e outro usando matrizes de Dickson, possibilitando assim representacoes
alternativas para ¢-polinomios. Em particular, esses isomorfismos permitiram aos autores de-
monstrar uma representacao para um g-polinomio a partir da funcao traco.

Antes de entrar no estudo desse trabalho, vamos fixar algumas notagoes. Nesta secao,
frequentemente vamos denotar uma matriz

0,0 T ag,n—1

Ap-1,0 *°° Gp-1n—1

simplesmente por (a;;). Além disso, dada uma base {fo,...,0,—1} para Fpm, o conjunto

{65, -, Bi_1} € Fyn denotara sua base dual, isto é, {35, ....5;_;} é também uma base para
Fqn (§] Vale
o [0, sei#)
Tr(ﬁzﬁj) - { 17 se 1 :]
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Definicao 2.8. Uma matriz de Dickson sobre F;. é uma matriz D da forma

Qo 3] Qp—1
q q q
Ap—1 Qg Ap_9
D= . . .
qnf 1 qnfl qnf 1
aq a, ap

SeL=>3"", ' 4; X7 € L,(F) for um g-polindmio, a matriz de Dickson Dy, de L serd aquela
que tem em sua primeira linha os coeficientes de L dispostos de forma ordenada.

A matriz de Dickson de um ¢-polinémio L pode ser usada para se obter a matriz da trans-
formacao linear induzida por L do seguinte modo.

Lema 2.9. Sejam L =73, ', X7 e L, (Fgn) e My, a matriz da transformagao linear induzida
por L com respeito a uma base genérica {fy, ..., Bu_1}. Entao,

My = (B]) ' Dr(B]). (2.1)
Demonstragao. Por definigao de M, temos (L(By), ..., L(Bn-1)) = (Bo, -, Bn_1) M. Escrevendo

My, = (my;), segue que
n—1
) = kajﬂk-
k=0

Da linearidade da funcao traco, temos

Tr(B:L(B;)) = ( ( M, )) ka]TrBBk) mij. (2.2)

k=0 k=0

Dessa forma, _
My, = (Tr(BIL(8;)) = (B )(L(B))7): (2:3)
Notemos que

i

n—1 n—1 n—1—1
j i rgition i rgiti
= ganq = g a;l.Xq + E a?Xq ,
Jj=0

j=n—i 7=0

entao, para todo x € Fyn,

L(x) ao ay An—1 x x
L(z)4 al_,  al al x4 x4
= ) =Dy
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
L(z)? ai a3 ag 't !

Portanto, (L(53;)7) = DL(ﬂq ). Um simples célculo nos mostra que (5,4 )(Bq ) = (Tr(B;55))
= [,,, entao temos (BW) (B]q )~!. Substituindo em (2.3), obtemos

My = (87) D (87).
[ |

Pode-se mostrar que D,,(F»), o conjunto de todas as matrizes de Dickson de ordem n com
coeficientes em Fn, ¢ uma algebra com as operagoes usuais de matrizes e enfim podemos provar
o isomorfismo entre essa algebra e L, (Fn).
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Teorema 2.10. £, (F,n) = D, (Fyn).
Demonstracao. Considere a aplicagao

¢: Lo(Fp) — Du(Fyn)
L w— D,

Primeiro precisamos mostrar que ¢ é de fato um homomorfismo entre algebras, isto é, ¢(L; +
Ly) = ¢(L1) +d(La), ¢(L1oLy) = ¢(L1)d(La) € ¢(AL) = Ap(L), para todos Ly, Ly € L, (Fyn) €
A € F,. Paraisso, basta usar o fato que My, 1, = My, +Mp,, My, o1, = M, Myp,, My, = MM,
e a caracterizagao dada em (2.1).

A bijetividade de ¢ segue da definigdo de Dy. Dada uma matriz D € D, (F), basta
tomarmos um g-polinomio L tal que seus coeficientes coincidam com a primeira linha de D
e teremos D = ¢(L). Além disso, se L for tal que 0 = ¢(L) = Dy, devemos ter todos os
coeficientes de L nulos, isto é, L = 0. [ ]

Esse isomorfismo nos permite obter informacoes de L a partir de sua matriz de Dickson Dy,.

Teorema 2.11. Seja L € L, (F,n). Entdo, o posto de L (a dimensio do espago imagem
de sua transformagdo linear induzida) coincide com o posto de Dy, e o determinante de L (o
determinante da matriz associada a transformagao linear com respeito a qualquer base) coincide
com o determinante de Dy .

Demonstracao. Do Lema 2.9, obtemos
det(L) := det(Mp) = det(Dy),

uma vez que o determinante do produto de matrizes ¢ o produto de seus determinantes e
det(ﬁ?z) det(ﬁ?l)_l = 1. Além disso, devemos ter os postos de Dy e de M} iguais, afinal, é
possivel encontrar matrizes invertiveis P, () tais que

1 - 00 --- 0
0 10 -0

M, = PEQ, com F = 0 00 0 (2.4)
0 - 00 --- 0

e o numero de colunas nao nulas de F coincida com posto de My, ([16, p.137]). Nesse caso,
Dy = (8] )PEQ(S])™" = RES.
com R, .S invertiveis e teremos
posto(Dy) = posto(FE) = posto(My).
[

E claro que também podemos obter informacoes de Dy, a partir de L. O proximo teorema
¢ um exemplo disso. Ele nao sera usado posteriormente, mas merece ser destacado.

Teorema 2.12. [20, Proposicao 4.6] Seja L € L,(Fp) com posto 0 < k < n. Sejam
{ug, ...;ur—1} € {vo, ..., Un_x_1} bases da imagem e do micleo de L respectivamente. FEntdo,
{T(wp), ..., T(ur—1)} e {17(v0), ..., T(Un_g_1)} s@o bases da imagem e do nicleo de Dy respectiva-
mente, em que 7(x) = (z,29,...,z7" ).
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Pode-se verificar que o posto de {ay, ..., a,—1} € {7(ag), ..., 7(a,—1)} coincidem (aqui, o posto
de um conjunto denota a maior cardinalidade de subconjuntos formados por elementos linear-
mente independentes). Entao, podemos obter o seguinte corolério, que serd usado na demons-
tragao do Teorema 2.16.

Corolario 2.13. Seja {ag,...,an—1} C Fyn. Entao,
posto({ao, ..., an—1}) = posto(a] ).

No caso particular em que trabalharmos com um g¢-polinomio bijetor, podemos buscar seu
inverso com respeito a operacao de composicao. Uma vez que temos o isomorfismo entre £,,(IFn)
e D, (F,n) e os postos de um polindmio L e sua matriz associada Dy, coincidem, temos L bijetor
se, e somente se, Dy, for invertivel. Uma vez que a composicao de dois operadores lineares é
dada pelo produto de suas matrizes, temos L~! o g-polinémio associado & matriz DZI. Usando
um resultado conhecido de dlgebra para calcular a inversa de uma matriz ([6, p.212]), temos o
seguinte teorema.

Teorema 2.14. Sejam L = Z:‘:ol a; X9 um q-polinomio bijetor e Dy sua matriz de Dickson
associada. Denotando o (i,0)-ésimo cofator de Dy, por a;, temos

n—1
_ 1  od
LX) = detLZ‘”Xq
=0

Observagao 2.15. Fixada uma base {f, ..., Bn—1} para Fn, toda matriz de Dickson D pode ser
escrita sob as formas

D = (B7)(af") = (a2 )(87), (2.5)
com conjuntos {ay, ..., 1}, {ag,...,an_1} C Fyn convenientes. De fato, tomando L o ¢-

polinémio associado a D e denotando por My a matriz da transformacao linear induzida por
L com respeito a base {5, ..., Bn_1}, 0 Lema 2.9 nos diz que

My = (8])"'D(B] ).
Agora, multiplicando por (/qul) a esquerda e por (B}Zi)*l = (] qj) a direita, temos

D= (8)ML(B").

Usando m;; = Tr(B:L(5;)) (equacdo (2.2)), pode-se ver que, tomando-se oy = S0} B Tr(8: L(Br)),
a primeira igualdade de (2.5) é obtida. Agora, se repetirmos a demonstragao do Lema 2.9 com
{685, ..., B%_1} no lugar de {fy, ..., Bn_1} e fizermos essa mesma manipulacdo, obteremos o con-
junto {ag, ..., 1}

Saber “enxergar”g-polinémios como uma matriz de Dickson (e vice-versa) pode ser uma
ferramenta muito 1til, afinal resultados obtidos em um espago podem ser automaticamente
“traduzidos”para o outro, mas essa nao é a unica finalidade. Wu e Liu usaram os isomorfismos
que construiram para demonstrar uma representacao alternativa para g-polinomios, proposta
por Zhou ([22]): todo g-polinomio pode ser representado a partir da fungao trago.

Teorema 2.16. Sejam L = Z?:_ol ;X7 e L, (Fyn) um g-polinomio de posto k e {fBo, ..., Bn—1}
uma base de Fyn. Entao,

(i) Existe um tnico conjunto ordenado {ay,...,al,_1} C Fun de posto k tal que L pode ser
representado sob a forma

n—1
L = Z Tr(a. X) B;.
i=0
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(it) Existe um unico conjunto ordenado {ao,...,0n_1} C Fyn de posto k tal que L pode ser
representado sob a forma

n—1
1=0

(i1i) Existem conjuntos ordenados {wy, ...,wk—1}, {00, ..., 0k—1} C Fyn, ambos de posto k, tais
que L pode ser representado sob a forma

k-1
=0

Demonstracao. De acordo com a Observacao 2.15, podemos escrever Dj = (5;1')(04?]') =

4\ ( pd : / / . .
(a3 )(B") com conjuntos {ag,...,a;_;}, {0, ..., n—1} C Fyn convenientes (e obtidos de forma
unica). Uma vez que a primeira linha de Dy, consiste dos coeficientes de L, temos

n—1

X ay  ay e ag 1 X
X4 o o7 ... a/q"* X4
L = (a(]?"'yanfl) : = (607ﬁ17"'75n71) ! ! !
X oy iy el AXT
Tr(afX)
Tr(a} X) - )
- (607 ﬁl? sy 677,—1) : - Zi:o Tr(azX>/87«
Tr(ad, 1 X)

O caso D, = (agl)(ﬂf]) é tratado analogamente. Como posto(oz;ql) = posto(oz?l) = posto(Dy) =
k, o Corolario 2.13 nos diz que posto({ay,...,al,_1}) = posto({ag,...,an_1}) = k e com isso
provamos (i) e (i7).

Provaremos (7i¢) por indugao. Se tivermos k = 1, existem c, ..., ¢,—1 € F, nao todos nulos
tais que {ao, ..., an—1} = {cof, ..., ¢, 10}, para algum 6 € F;,. Entao,

Qp ap Tt Qp 0
q q q
ao al . O[nfl eq
: = : (007017'“707171)7
n—1 n—1 n—1 'r'Lfl
ol af al 09
donde
q gt
2] BO 60 g 1 0
04 q .. q" Jali
Dy - ( ) R (o, ™)
L . Cp,C1y...yCpn—1 . . . . . . W, W, ...,w .
-1 ’ ' ' N n—1
6" q ... B 01
anl n—1 n—1

Isso implica que L = 0Tr(wX).

No caso geral, uma matriz de posto k pode ser decomposta como a soma de k matrizes de
posto 1 (basta usar a caracterizacao dada em (2.4) e escrever E como a soma de k matrizes
com apenas uma coluna nao nula). Aplicando o que acabamos de mostrar, podemos encontrar
dois conjuntos {wy, ..., wk—1}, {00, ..., 0x—1} C F,n tais que

0;
k—1 q
ei q qn—l
Dy = g : (Wi, wi, ywi ),
=0 ’
qn—l
01'
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e conclufmos que L = 321! Tr(w; X)6;. Devemos ter posto({w, ..., wk_1}) = posto({fo, .., Ok_1}) =
k, pois, caso contrario, D poderia ser escrita como a soma de [ < k matrizes de posto 1, o
que contradiz o fato de Dy, ter posto k e o posto da soma de matrizes nao exceder a soma dos
postos (basta lembrar que o posto é a dimensao do espago imagem e que a dimensao da soma

de espagos vetoriais nunca excede a soma das dimensoes). [ |

2.3 Teorema da Base Normal

Nessa ultima secao desse capitulo, traremos uma demonstracao alternativa para o Teorema da
Base Normal usando apenas os ¢g-polinomios.

Definigdo 2.17. Os polinomios [(X) = S0 ;X' e L(X) = 37 ;X7 sio chamados g-
associados. De modo mais especifico, {(X) é o g-associado convencional de L(X) e L(X)
é o g-associado linearizado de [(X).

Lema 2.18. Sejam L, (X) e Lo(X) g-polinémios sobre F, com g-associados convencionais l; (X)
e lo(X) respectivamente. Entao, 1(X) = [1(X)l2(X) e L(X) = (L o Ly)(X) sao g-associados,
e o mesmo ocorre com $(X) = 11(X) + 12(X) e S(X) = L1 (X) + La(X).

Demonstragao. Sejam 1;(X) = > a;X" e lo(X) = >°,0;X7. Desse modo, temos I(X) =
e Xk em que ¢ = Divjer @iy, e s(X) = (ar + br) X* (se necessdrio, “completamos”o
polinomio /; ou Iy com coeficientes nulos). Além disso, Ly (X) = 37, a; X? e Ly(X) = 37, 0; X7
Entao,
LX) = (Lio L)(X) =Sy (5,057 ) = 500 50, 5X = 5, (S by ) X7
=2 e X?

é o g-associado linearizado de [(X), enquanto que

S(X) = Li(X) + Lo(X) = Y (ax + b) X"

é o g-associado linearizado de s(X). [

Podemos “traduzir”alguns conceitos da multiplicacao usual para a multiplicagao simbélica.

Definicao 2.19. (i) Sejam L(X) e L;(X) g-polindmios sobre F,. Dizemos que L é sim-
bolicamente divisivel por L; ou que L; divide simbolicamente L se existir um
g-polinomio Lo(X) sobre F, tal que L(X) = (L; o Ly)(X).

(#7) Dizemos que um g-polinémio L(X) é simbolicamente irredutivel sobre F, se toda vez
que pudermos escrever L(X) = (L; o Ly)(X) tivermos que o grau de um desses fatores é
1.

(i4¢) Todo g-polindmio sobre F, admite uma tnica (a menos de reordenagio de fatores) fa-
toracao simbdlica dada pelo produto simbdlico de g-polindomios simbolicamente irre-
dutiveis. Usando o lema anterior, é possivel mostrar que a fatoracao simbdlica de um
g-polinomio sobre F, é composta pelos g-associados linearizados dos fatores irredutiveis
de seu g-associado convencional.

(tv) O maximo divisor comum simbdlico dos g-polinémios L;(X), ..., L,,(X) sobre F, é
um ¢-polinémio D(X) tal que D divide simbolicamente cada L;(X),i = 1,...,n e, se D,
for um g-polinémio que divide simbolicamente cada L;(X),i = 1,...,n, entdo D; dividird
simbolicamente D. Pode-se mostrar que o maximo divisor comum simbélico e 0 maximo
divisor comum usual sdo iguais ([15, Teorema 3.62]).
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Definicao 2.20. Seja L(X) um g¢-polinomio sobre F;n. Uma raiz £ de L(X) serd chamada
uma ¢-raiz primitiva de L(X) sobre Fy» se € nao for raiz de nenhum g-polindémio sobre Fn
de grau menor que o de L.

Dado um elemento £ em alguma extensao de Fyn, é possivel encontrar um g-polinémio sobre
F,» que tenha £ como raiz ¢-primitiva sobre F,». Inicialmente, tomamos m(X) o polinomio
minimal de { sobre F;» e vamos denotar por s seu grau. Para cada ¢ = 0, ..., s, encontramos o
residuo r;(X) de X9 médulo m(X). Como o grau de cada r; é, no maximo, s — 1, podemos
encontrar elementos ap, ..., s € Fyn ndo todos nulos tais que > ., a;7;(X) = 0, j& que isso é
equivalente a resolver um sistema linear homogéneo de s + 1 varidveis (os elementos ay, ..., o)
com s linhas (os coeficientes de X7 para j = 0,...,s — 1).

Desse modo, teremos

L(X) = ZO(Z'Xqi = Zazrz<X> = O(mOd TTL(X)),

isto é, L ¢ um g-polinémio nao nulo sobre Fy» divisivel por m, em particular, £ é uma raiz de
L. Escolhendo os elementos a; de forma conveniente, podemos encontrar L monico e de grau
minimo, e teremos { uma raiz ¢-primitiva sobre F,». Toda essa construcao nos mostra que o
g-polinomio sobre F;» monico, de menor grau e divisivel por m é unicamente obtido, e por isso
serd chamado o ¢-polinémio minimal de & sobre F .

Exemplo 2.21. Em geral, o g-polindmio minimal de £ sobre F;» nao é o g-associado linearizado
de seu polindmio minimal sobre F,». Seja 8 € Fig uma raiz de X* + X + 1. O g-associado
linearizado de seu polindomio minimal ¢ X' + X2 + X. Porém, uma vez que 3 € Fjq, temos

16 — B, e vemos que 3 nao é uma raiz de X% + X2 + X. Seu ¢-polinomio minimal sobre F,

é, na verdade, M(X) = X® + X* 4+ X? + X. De fato, nas notacoes acima, temos
ro(X) = X, (X) = X%, r(X) = X +1,r3(X) = X2+ 1,m4(X) = X.
Queremos 31, a;7i(X) = 0, entio
as+ag3=0,a0+as+ a4 =001 + a3 =0.

4 o
Para que M(X) =Y, ,a; X7 seja monico e de menor grau, devemos tomar ay =0 e ag = 1.
E isso implica ap = a1 = ap = 1.

Usando a multiplicacao usual, sabemos que um polinomio f admite a como raiz se, e
somente se, seu polindmio minimal dividir f. Com a multiplicacao simbdlica, esse resultado
possui uma forma equivalente.

Teorema 2.22. Sejam & um elemento de uma extensao de Fyn e M(X) seu g-polinomio mi-
nimal sobre Fyn. Entao, um g-polinomio K(X) sobre Fyn admite & como raiz se, e somente
se, existir um g-polinomio L(X) sobre Fyn tal que K(X) = (Lo M)(X). Em particular, se
tivermos n =1, K admite & como raiz se, e somente se, M dividir simbolicamente K.

Demonstragao. Usando o algoritmo da divisao em F [ X] para k(X) e m(X) (os g-associados
convencionais de K (X) e M(X)), encontraremos [(X) e r(X) tais que

k(X) = 1(X)m(X) + r(X).

Definindo L(X) e R(X) como os g-associados linearizados de [ e r, respectivamente, o Lema
2.18 nos garante que

K(X) = (Lo M)(X) + R(X),

O teorema segue entao dos fatos que K () = R(£) e que o grau de R é menor que o grau de
M, logo R(§) = 0 se, e somente se, R for o polinomio nulo. [ |
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Na demonstragao do Teorema da Base Normal, precisaremos garantir que um certo ¢-
polinomio tenha uma raiz g¢-primitiva sobre F,. Para isso, vamos definir uma funcao andloga
a funcdo ¢ de Euler. Dado um polindémio f € F,[X] ndo nulo, ®,(f) denota o nimero de
polinémios em F,[X] de grau menor que o grau de f e coprimos com f. Para um polinoémio
constante e nao nulo f, definimos ®,(f) = 1.

Lema 2.23. A fungao ®, possui as sequintes propriedades:

(1) ©,(fg) = D,(f)P,(g9) se f e g forem coprimos.

(i1) Se gr(f) =n > 1, entao

P(f)=¢"1—=qg™)---(1=qg ™),

em que 0s n; sao o grau dos fatores monicos irredutiveis que aparecem na decomposi¢ao

de f em F [X].

Demonstragdo. (i) Sejam s = O,(f) e t = D,(g9) e {f1,..., fs} € {g1,..., 3} os polindmios
“contados”por ®,(f) e ®,(g). Agora, seja h € F,[X] tal que gr(h) < gr(fg) e mde(h, fg) =
1. Temos mdc(h, f) = 1 e mdc(h, g) = 1, entdo existe um unico par (7,5), com 1 < i <
s,1 < j<ttal que h = f; (mod f) e h = g; (mod g). Por outro lado, dado um par
ordenado (7, j), o Teorema Chinés dos Restos ([15, Exercicio 1.37]) afirma que existe um
tnico polinomio h € F,[X] tal que h = f; (mod f), h = g; (mod g) e gr(h) < gr(fg). Tal
polinémio A satisfaz mdc(h, f) = mde(h, g) = 1, logo mdc(h, fg) = 1. Portanto, existe
uma correspondéncia biunivoca entre os st pares (i,7),1 <i < s,1 < j <t e polinomios
h de grau menor que o grau de fg e mdc(h, fg) = 1. Logo, ®,(fg) = st = @,(f)P,(g).

(ii) Falta apenas encontrar o valor de ®,(f¢), em que f é um polindémio irredutivel em F,[X]
e e ¢ um natural positivo. Sejam m o grau de f e h um polinomio de grau menor que o

de f€, isto é, de grau menor que em, e que nao seja coprimo com f¢. FEntao, como f é
irredutivel, devemos ter h = fg¢ para algum g € F,[X] de grau gr(g) < em —m. Uma vez
que temos ¢“"~™ opg¢oes para o polindmio g, temos ®,(f€) = ¢ — ¢ " = ¢“"(1—q™ ™).

[ |

Agora, vamos encontrar o nimero Ny, de raizes ¢-primitivas de L(X) sobre F,. Primeira-
mente, se L(X) tiver uma (e, portanto, todas) raiz multipla, podemos escrever L(X) = L, (X)9,
em que L;(X) é também um g-polindémio sobre F, (Teorema 2.3). Como toda raiz de L é
também raiz de L, temos Ny = 0. Entdo, podemos assumir que L(X) tenha apenas raizes
simples. Se L tiver grau 1, claramente N; = 1.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que L seja monico e tenha grau ¢" > 1. Considere
sua fatoragao simbdlica

L(X) :\Ll(X)o---oLl(X)Jo---oLr(X) o---oLT(X)J.

Vamos denotar por K;(X),i =1,...,r, o ¢g-polinémio obtido a partir da fatoragao simbdlica de
L, mas omitindo-se um fator L;(X).

Podemos obter Ny, subtraindo de ¢" (o nimero de rafzes de L em alguma extensao de F,)
a quantidade de raizes que anulam algum g-polinomio de grau menor que ¢". Se £ for uma tal
raiz, seu ¢-polinomio minimal M dividira simbolicamente L pelo Teorema 2.22. Uma vez que
o grau de M é menor que ¢", podemos afirmar que M divide simbolicamente algum K;(X), e
novamente o Teorema 2.22 nos garante que K;(£) = 0, isto é, se £ nao for uma g¢-raiz primitiva
de L, £ serd uma raiz de algum K;(X) parai € {1,...,r}.
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Se o grau de L;(X) for ¢™, entao o grau de K; (e, consequentemente, seu nimero de raizes)
serd ¢"~™. Agora, o nimero de raizes comuns a K, ..., K;_ para indices iy, ..., i; distintos ¢é igual
ao grau do seu maximo divisor comum (que é igual ao maximo divisor simbdlico). Da defini¢ao
de K;, vemos que esse grau é ¢" "1~ ""s. Por fim, usando o principio da inclusao-exclusao
([17, p.61]), concluimos que

No=q"=> ¢ "4 > ¢ ()T =gt (L= (L= ™),
=1

1<i<j<r

Teorema 2.24. Sejam L(X) um q-polinémio nao nulo sobre F, e (X)) seu g-associado. Entao,
o nimero Ny, de raizes q-primitivas de L € 0 se L tiver raizes maltiplas ou ®,(l) se L tiver
raizes simples.

Demonstracao. O caso em que L possui raizes miultiplas ja foi tratado. Falta justificar apenas
a segunda igualdade.

Se pudermos escrever L(X) = Li(X) o---0 L.(X), teremos Ny = ¢"(1 —q¢ ™) -+ (1 —
qg~""), em que g™ é o grau de L;. Por outro lado, vale [(X) = [;(X) -+ 1.(X)®, em que [; é 0
polinémio g-associado de L; (Lema 2.18). Como o grau de L; é ¢™, o grau de [; é n;. O item
(i7) do Lema 2.23 nos mostra que Ny = @,(1). |

Corolario 2.25. Todo g-polinomio ndo nulo com raizes simples tem, pelo menos, uma raiz
q-primitiva.

Munidos dos resultados acima, podemos apresentar uma demonstracao para o Teorema da
Base Normal.

Teorema 2.26 (Teorema da Base Normal). Seja M um g-mddulo de dimensio n > 1 sobre
F,. Entao ezxiste um elemento & € M tal que {§, &9, ...,fqnfl} ¢ uma base para M sobre IF,.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.7, sabemos que L(X) = HﬂeM(X — () é um g-polinomio sobre

F,. Pelo Corolario 2.25, L admite uma raiz § ¢g-primitiva sobre IF;, donde &, 9, ..., §q"71 sao todos
elementos de M (afinal, M é um mdédulo). Se esses elementos fossem linearmente dependentes,
n—1

existiriam elementos ay, ay, ..., agn-1 € Iy nao todos nulos tais que a;§+a %+ - - +agpn-1£T =
0, isto ¢, £ seria raiz do g-polindmio

n—1
Li(X) =) ayX7,
i=0
que tem grau menor que o grau de L, o que contradiz a definicao de raiz g-primitiva. Desse
modo, {&, &9, ...,fqnfl} ¢ uma base para M sobre F,. [ |

O teorema acima nos garante que todo corpo finito F;» admite uma base normal sobre F,
(j& que o corpo Fyn é também um ¢-mdédulo sobre F,). Os préoximos resultados nos dizem
exatamente quantas tais bases existem.

Teorema 2.27. Fyu contém ®,(X"—1) elementos € tais que {€, €%, ..., "} € uma base normal
de Fyn.

Demonstracao. Considere



Usando o mesmo argumento do teorema anterior, podemos concluir que toda raiz ¢-primitiva
de L nos fornece uma base normal. Por outro lado, se { € F,» nao for g-primitiva, existird
um g¢-polindémio nao nulo de grau menor que ¢" = gr(L) que admite { como raiz, ou seja,
&, &9, ...,fqu sao linearmente dependentes sobre [F,, e nao podem gerar uma base. Assim,
concluimos que o nimero de elementos ¢ tais que {&, &9, ..., fqn_l} ¢ uma base normal de Fyn ¢é
igual ao numero de raizes ¢-primitivas de L, que é dado por ®,(X™ — 1) (Teorema 2.24). W
Corolario 2.28. F,» admite w bases normais distintas.

Demonstracao. Esse resultado segue diretamente do teorema anterior observando que os ele-
n—1
mentos &,&9,...,£9  geram a mesma base normal. [
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Capitulo 3

Polinémios de permutacao

Toda fungao de F, em F, admite uma representagao polinomial (Equacao 3.1) e, no estudo de
uma funcao, é natural nos questionarmos sobre sua bijetividade. Dessa forma, é natural nos
interessarmos pelo estudo de polinomios que sao também bijecoes. Além disso, uma bijecao
em um conjunto finito também pode ser interpretada como uma permutacao, ou seja, podemos
estudar polinomios bijetivos por meio dos grupos de permutacao. A maior parte desse capitulo
trata dessas duas questoes. Comecaremos apresentando defini¢oes e resultados basicos, e na
primeira secao falaremos sobre o grupo dos polinomios de permutacao. Na segunda secao,
destacamos nossa generalizagao (Proposigao 3.22) de um resultado apresentado em [21]. Através
dela, apresentaremos novos exemplos de polindémios de permutagao (Teorema 3.27).

Definicao 3.1. Um polinomio f € F,[X] serd chamado um polindbmio de permutacao se ele
induzir uma permutagao sobre I, (com a associacao a — f(a)), isto é, se a funcao polinomial
associada a f for uma bijecao em .

Usando apenas a finitude de F,, temos ainda algumas defini¢oes equivalentes.

Teorema 3.2. Um polinomio f € F,[X] é de permutagio se, e somente se, alguma (e portanto
todas) das sequintes condigoes for vdlida:

i) A associacao a — f(a) € sobrejetora.

(i) ]
i1) A associacdo a — f(a) € injetora.

(i) j

(111) f(X)=a tem pelo menos uma raiz para cada a € F,,.
w X) = a tem no maxrimo uma raiz para cada a € F,.

q

(v) f(X)=a tem exatamente uma raiz para cada a € F,.

Observe que as trés dltimas condigoes tratam do nimero de raizes do polinémio f(X) —a
para cada a € F,. O seguinte lema é muito util na determinagao da quantidade de raizes de
um polinomio em um dado corpo finito.

Lema 3.3. Seja f € F [ X]. As raizes de f emF, sao precisamente as raizes de mde(f, X9—X).
Além disso, o nimero de raizes distintas de f em F, € igual ao grau de mde(f, X7 — X).

Demonstragao. Ja sabemos que se as raizes de f forem oy,...,ay € F,, podemos escrever
f(X) = (X—a)™ - (X—as)"g(X) com n; um inteiro positivo parai =1, ...,se g(X) € F,[X]
irredutivel. Entao, encontrar as raizes de f em [F, é equivalente a encontrar seus fatores lineares.
Denotemos d(X) = (X —ay)--- (X — ). E claro que d divide f.

Dado que o polinémio X?—X pode ser decomposto em Fy[X] como X?—X = ][, (X —a),
entao claramente d(X) divide X9 — X. Agora, seja h um polinomio que divida f e X7 — X.
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Como h divide X? — X, cada fator irredutivel de h divide [],c5 (X — @) e, portanto, divide
um dos fatores lineares de X9 — X. Dessa forma, cada fator irredutivel de h é da forma X — «
para algum o € Fy, isto é, existe um subconjunto S C [, tal que h(X) = [[,cq(X — ).
Agora, como h divide f, cada fator (X —a) de h divide f, donde concluimos que a = «; para
algum ¢ € {1,...,s} e |S| < s. Logo, h divide d e, por defini¢do de mde, d = mde(f, X7—X). W

Em resumo, para encontrarmos as raizes de f em F,, podemos nos limitar a encontrar as
rafzes de mde(f, X? — X). Mais ainda, o grau desse mdc ¢ a quantidade de rafzes distintas de
femF,.

O Teorema 3.2 ja nos dd um bom ponto de partida se quisermos determinar se um dado
polinomio é de permutacao: para cada a € F,, precisamos descobrir o nimero de raizes do
polinomio f(X) — a em F, que, como visto no Lema 3.3, é igual ao grau do mdc entre f e
X?— X. Uma outra possivel abordagem para esse problema é usar o Critério de Hermite, mas
ainda precisamos de alguns resultados auxiliares para prova-lo.

Primeiramente, o Teorema da Interpolacao de Lagrange nos diz que, dada uma funcao
genérica ® : F, — F,, existe um unico polinomio g € F,[X]| de grau menor que ¢ tal que
®(a) = g(a) para todo elemento a € F,. Usando o fato que a?~" = 1 para todo o € F}, vemos
que

g(X) =) ®(a)(1 - (X —a)"). (3.1)

a€ly

No entanto, se ® ja for um polinomio, o lema a seguir nos diz que basta tomarmos sua reducao
modulo X7 — X.

Lema 3.4. Sejam f,g € F,[X]. Temos f(a) = g(a) para todo a € F, se, e somente se,
f(X)=g(X) (mod X?—X).

Demonstracao. Aplicando o algoritmo da divisao para f — g, podemos escrever
f(X) = g(X) = h(X)(XT = X) + r(X).

Entao, temos f(a) = g(a) se, e somente se, r(a) = 0, isto é, f e g coincidem em todos os
elementos de I, se, e somente se, r for o polinomio nulo. [ |

Lema 3.5. Sejam ay, ..., aq—1 elementos de F,. Sao equivalentes:

(1) ao, ..., aq-1 sao distintos.

. a—1 ¢ 0 parat=0,...,q — 2,
(1) 2iz ai_{ —1 parat=q—1.

Demonstracao. Nessa demonstracao, usaremos um certo abuso de notagao: se tivermos a = 0
para algum k, vamos considerar a) = 1. Para cada i € {0,...,q — 1}, considere o polinémio

q—1

G(X)=1-2 al”' 77X,

J=0

Observe que, se tivermos a; = 0 para algum 7, entao ¢g;(X) = 1— X1, donde g;(a;) = ¢;(0) = 1.
Agora, se a; # 0,

q—1 q—1
gi(a;)) =1— af_1:1—21:1—q:1
=0 =0



Para todo b € F, com b # a;, podemos escrever

q—1 q
o al — b4 a; — b
(b)) =1 — R =1-——=0.
9:(b) Z K a; —b a;—b
7=0
Em resumo, para todo i € {0,...,q — 1}, vale g;(a;) = 1 e g;(b) = 0 para todo b # a;. Dessa
forma, consideremos o polindmio

= Zgi(X) =-> (Za?_l_]) X7,

j=0 \i=0

((i) = (i1)) : Se os elementos ay, ..., a;,—1 forem dois a dois distintos, teremos {ay, ..., a4—1} =
F, e vale g(z) = 1, para todo x € F,. Como o grau de g é menor que ¢, o Lema 3.4 nos mostra
que g é o polinomio constante e igual a 1. Comparando coeficientes, vemos que isso é equivalente
a (11).

((it1) = (7)) : Nessa situacao, vemos que g é o polindémio constante igual a 1. Entao, para

todo j € {0,...,q — 1}, vale > 7/ gl(a]) = 1. Como g;(a;) € {0,1} e g;(a;) = 1, devemos ter
gi(aj) = 0, para todo i # j, isto é, devemos ter a; # a;, para todos i,j € {0,...,¢ — 1} com
i # 7. n

Agora podemos apresentar o Critério de Hermite. Usando os itens (iii), (iv) e (v) do
Teorema 3.2, precisariamos calcular ¢ mdc’s. Com o critério de Hermite, podemos calcular um
mdc e, no maximo, g — 2 classes residuais.

Teorema 3.6 (Critério de Hermite). Seja F, um corpo de caracteristica p. Entao, f € F,[X]
¢ um polinomio de permutagao sobre F, se, e somente se, forem satisfeitas as duas condigoes:

(1) f tiver exatamente uma raiz em F,.

(ii) para cada inteirot € {1,...,q—2} tal quet Z 0 (mod p), a classe residual de f(X )" mddulo
X1 — X twer grau menor que q — 1.

Demonstracao. Se f for um polindmio de permutacao, é claro que (i) é satisfeita. Agora, para

cada inteiro ¢t € {1,...,q¢ — 2}, a redugdo de f(X)’ médulo X7 — X é um pohnomlo da forma
g(X) = Z? . gt)XJ Se usarmos a equagao (3.1) para g, veremos que bq 1= =D aer, [(@)".

Como f é de permutagao, {f(a):a € F;} =F, e o Lema 3.5 nos mostra que (i7) é satisfeita.

Inversamente, suponha que (7) e (ii) sejam satisfeitas. Como f tem exatamente uma raiz,
Zaeu?q f(a)7! = —1 e, usando os mesmos cdlculos que acabamos de fazer, (i) nos mostra que
ZaGIFq f(a)t =0 para todo 1 <t < ¢g—2com t# 0 (mod p). Agora, se tivermos ¢t = 0 (mod
p), t # 0, podemos escrever t = rp?, com r # 0 (mod p). Dai,

pJ

Yo f@ =Y f@” = > fla] =o

a€lq a€ly a€lfy

Portanto, temos Zaqu f(a)t = 0paral <t < g—2, e essa igualdade ¢ trivial parat = 0 (usando

novamente o abuso de notagao 0° = 1). Desse modo, temos f um polinomio de permutacao
pelo Lema 3.5. [ |

Corolario 3.7. Se d > 1 for um divisor de ¢ — 1, entao nao existe polinomio de permutacdo
de grau d sobre .

Demonstragdo. Se f € F,[X] for um polinémio de grau d, entdo o grau de f@1/4 ¢ g — 1.

Como a caracteristica p de F, divide ¢, entdo p{ ¢ —1 e, consequentemente == L+£0 (mod p).
-1

Assim, a condicao (ii) do Crlterlo de Hermite nao ¢ satisfeita para ¢t = <~. |
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3.1 Grupo dos polinomios de permutacao

E um resultado conhecido que a composicao de duas fungoes bijetoras é ainda uma funcgao bije-
tora, e 0 mesmo ocorre com polindémios de permutacao (Lema 3.8). Dessa forma, a composi¢ao
¢ uma operac¢ao no conjunto dos polinomios de permutacao. Se tomarmos a reducao modulo
X?— X, veremos que esse conjunto forma um grupo munido com essa operagao (Teorema 3.9).
Essa secao ¢ dedicada a provar esse resultado e apresentar algumas de suas consequéncias.

Primeiramente, precisamos provar que a composicao é de fato uma operagao no conjunto dos
polinomios de permutacao, isto é, que a composicao de dois elementos desse conjunto também
pertence ao conjunto. A demonstracao desse fato é ainda mais facil que quando trabalhamos
com fungoes genéricas, mesmo assim sera descrita abaixo.

Lema 3.8. A composicao de dois polinomios de permutagdao sobre Fy € ainda um polinomio de
permutacdao sobre I,,.

Demonstragao. Sejam f,g € F,[X] polinomios de permutagao. Vamos provar que f o g é
também um polindomio de permutagao. Para isso, sejam «, 8 € F, com a # . Como g é de
permutagao, g(a) # g(f), e como f é de permutagao, f(g(a)) # f(g(8)). Com isso, temos
provado que f o g é injetor em F,. Pelo Teorema 3.2(ii), temos f o g uma permutagao. [ |

Na introducao dessa se¢ao, dissemos que precisamos tomar a reducao modulo X7 — X. Isso
¢ justificado pelo Lema 3.4: dois polindmios que, a principio sao diferentes, podem induzir a
mesma bijecao em [F,. Na pratica, isso vai garantir a unicidade dos elementos identidade e
inverso.

Teorema 3.9. O conjunto dos polinomios de permutacao sobre F, de grau menor que ¢ munido
da operacao de composicao sequida da reducao modulo X7 — X, isto ¢,

fxg=fog(mod X?—X),

¢ um grupo, que denotaremos por Py, que € isomorfo a Sy, o grupo de permutacao de q elemen-
tos.

Demonstracao. Para provarmos a associatividade dessa operacao, isto é, para provarmos que
f*(g=*h)=(f*g)*h, basta usarmos a equagao (3.1) e o fato que fo(goh) = (fog)oh.
Temos:

fr(gxh)(X) = Y (folgoh))(a)(1=(X—a)™™") = Y ((fog)oh)(@)(1—(X—a)®™!) = (fxg)*h(X).

a€lFq a€lFq

Provar a existéncia dos elementos neutro e inverso de um elemento é algo muito simples. O
elemento neutro é claramente o polinomio identidade f(X) = X. Agora, dado um elemento f
no conjunto, seu inverso ¢ um polinémio g que induz a aplicagdo f(a) — a, para todo a € F,.
A equagao (3.1) nos diz que

g(X) =Y a(l— (X = f(a)™).

aclFy

Tudo que resta provar € o isomorfismo desse conjunto com S,. Primeiramente, tomando uma
bijegao entre I, e {1,2,...,q} (que existe pois esses dois conjuntos tém a mesma quantidade de
elementos), podemos pensar que S, é um conjunto composto por permutagoes que agem sobre
F,. A equagao (3.1) nos dard o isomorfismo 7" entre S, e P, do seguinte modo:

T: S, — P,
o = Daer, 0@l = (X —a)h) "
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Em particular, T'(¢)(a) = o(a), para todos o € S, e a € F,. Vamos primeiro mostrar que T’
¢ um homomorfismo. Sejam o,v¢ € S,. T(c 01) é um polinémio de grau menor que ¢ tal que

T(oo)(a) = (cov)(a),Va €F,.

Por outro lado, T'(o) * T'(¢)) é também um polinémio de grau menor que g (pela definigdo da
operagao) e

(T'(0) * T(¢))(a) = (T(0) o T(Y)(a) = T(0)(¢(a)) = o(P(a)) = (0 0 Y)(a) = T(o 0 ¥)(a).

O Lema 3.4 nos diz que T(c o ¢)) = T(0) * T(¢) (mod X9 — X). A igualdade dos dois (e por
consequéncia o homomorfismo de T') segue do fato que seus graus sdo menores que g.

Uma vez que o polinomio identidade de P, ¢ obtido unicamente pela féormula Zaqu a(l —
(X —a)?1), o niicleo desse homomorfismo é composto somente pela aplicagao identidade, logo T'
¢é injetor. Para a sobrejetividade, basta notar que, por definicao, um polindmio de permutacao
f € P, induz uma permutacao em F, pela relacio a — f(a). Basta entdo tomar a permutagao
o tal que of(a) = f(a). Como f e T(oy) tém graus menores do que ¢ e f(a) = T'(of)(a) para
todo a € F,, temos f = T(oy) (Lema 3.4), donde T" é sobrejetor. |

Tendo em vista o teorema anterior, podemos identificar P, com S,. Assim, todos os re-
sultados vélidos para S; sao “transferidos”para F,. Vamos entao citar algumas definigoes e
resultados envolvendo S, que serao tteis nas demonstragoes de propriedades de F,.

Definigao 3.10. Uma transposi¢ao ¢ = (ab) é uma permutacao tal que o(a) =b,0(b) =a e
o(c) = ¢, para todo ¢ & {a, b}, isto é, ela permuta os elementos a e b e mantém fixos os demais.

Defini¢ao 3.11. Um ciclo de comprimento n ¢ = (ajas - - - a,) é uma permutagao tal que
o(a;) = aip1,i=1,...,n—1, 0(a,) =a; e o(b) = b para todo b ¢ {ay, ..., a,}.

Lema 3.12. Toda permuta¢ao pode ser escrita como produto (composi¢ao) de transposigies.
Em particular, um ciclo de comprimento n pode ser escrito como o produto de n — 1 trans-
posicoes.

Embora o numero de “fatores”possa diferir de uma representagao para outra, sua paridade
¢ sempre constante ([6, p.199]).

Definicao 3.13. Uma permutacao serd chamada par se for escrita como o produto de uma
quantidade par de transposicoes, e é chamada de impar caso contrario.

Uma vez que P, ¢ um grupo finito, podemos nos questionar quais sao seus geradores. No
proximo resultado, responderemos a essa pergunta.

Teorema 3.14. Sejam q > 2 e & um elemento primitivo sobre F,. Entdo, P, € gerado por X2
e todos os polinomios lineares aX + b sobre F,, com a # 0, ou ainda, gerado por EX, X +1 e
X2,

Demonstragao. Primeiro, precisamos provar que esses polinomios estao, de fato, em F,. Sejam
a,b € F,, a# 0. Suponha que existam elementos z,y € F, tais que

ar +b=ay+b.

Se somarmos o oposto de b e multiplicarmos pelo inverso de a em ambos os lados da igualdade,
veremos que x = y, isto é, aX + b é injetor (logo, de permutagao). Isso mostra que polinémios
lineares realmente pertencem a F,.

No caso do monoémio X2, podemos generalizar um pouco: o mondémio X" é de permutacao
se, e somente se, mde(r, ¢ — 1) = 1. Para demonstrar esse fato, seja & um elemento primitivo de
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[F, e suponha que existam elementos £, £ € F,, com 0 < a,b < ¢ — 1, tais que (£7)* = (£9)" =
(€5 = (€7)°. Uma vez que £ é também um elemento primitivo, devemos ter a — b = 0 (mod
g — 1), o que implica a = b e X" uma injecao (logo bijegao) em F,,.

Vamos agora provar que toda transposigao pode ser gerada por esses elementos. Como P, é
isomorfo a S, o resultado desse teorema seguira do fato que toda permutagao pode ser escrita
como o produto de transposigoes. Observe que, para a # 0,

fo(X) = =a®[((z —a)"* +a71)"* — a]"™ (3.2)

representa a transposigao (0a), e é uma composicao de polinémios lineares com o monémio
X972, Uma transposigao (bc) pode ser escrita como (0b)(0c)(0b), logo a transposigao (be) é
representada por f, o f. o f, e o primeiro resultado segue.

Para usarmos a caracterizacao com o elemento primitivo &, basta mostrar que um polinémio
linear a X + b pode ser escrito como a composicao de £€X e X 4+ 1. Uma vez que £ é primitivo,
existe um inteiro s > ¢ — 1 tal que a = £°. Se tivermos b = 0, entao vale aX = (£X)°. Caso
contrdrio, vai existir um inteiro ¢ € {1,...,q — 1} tal que b = &', daf

aX +b=X+¢=(EX) o(X +1)o(EX) "
|

Uma vez que P, e S, sao isomorfos, podemos relacionar seus subgrupos. O subgrupo de
Sy mais conhecido ¢ o subgrupo alternado, formado por permutacgoes pares. De modo andlogo,
diremos que f € P, ¢ um polinémio de permutacao par se a permutacao por ele induzida
for par.

Lema 3.15. Sejam q > 2 ea € F,. Entio X +a e (X7 ?4a)?"? sio polinomios de permutagio
pares. aX € um polinomio de permutagao par se, e somente se, a for o quadrado de um elemento
em F,. Além disso, X472 € um polinomio de permutacdo par se, e somente se, ¢ = 3 (mod 4).

Demonstracao. Seja g = p". Para um elemento a € F, dado, denotemos por o a permutacao
induzida por X + a. Observe que, para um elemento b € F,, temos

ob)=b+a,o0(b+a)=b+2a,...,00b+ (p—1)a) =b+pa=0.

Dessa forma, é possivel ver que o pode ser escrita como o produto de p"~! ciclos de comprimento
.

Assim, se p for impar, esses ciclos serao pares, e se p for 2, mas n > 1 teremos uma
quantidade par de ciclos impares. De qualquer modo, teremos provado que, para g > 2, X +a
induz uma permutagao par e é, portanto, um polinomio de permutacao par.

Agora, reparemos que

(Xq*2 + a)q*Z = (Xq’z) o(X+a)o (Xq*2).

Independentemente da paridade de X772, como ele corresponde a dois “fatores”, a paridade de
(X972 + a)97? é igual & paridade de X + a, ou seja, é par.
aX é um polindomio de permutacao se, e somente se, a # 0. Nesse caso, tomando £ um
elemento primitivo de F,, podemos escrever a = £°, para algum inteiro s. Desse modo,
aX = ((X)o({X)o---0 (SXZ

(.

~~
S vezes

A permutacao induzida por £X é o ciclo (1£€2---£972). Portanto, se tivermos ¢ fmpar, esse
ciclo serd impar, e temos aX par se, e somente se, s for par, ou seja, se a for o quadrado de
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um elemento em [F,. Se ¢ for par, o ciclo sera par, e como a é sempre um quadrado (uma vez
que mdc(2,q — 1) = 1, temos X? uma bijecao, conforme notado na demonstragao do Teorema
3.14), o resultado vale.

Por fim, note que, para um elemento a € Fy, a?* = a™! (j& que a? ! = 1). Entao, a
permutacio induzida por X972 fixa o elemento 0 e leva todo elemento nao nulo em seu inverso.
Se ¢ for impar, 0, £1 serao os tnicos elgmentos fixados por X972, Assim sendo, a permutacao

g—

induzida por X792 ¢ o produto de 45= transposigoes. No caso ¢ par, temos 1 = —1, e a

permutacao ¢ o produto de ‘1;22 transposicgoes. [

2

Podemos definir os seguintes subconjuntos de P, (para ¢ > 2):
A, ={f: f é polinémio de permutacao par},
Ly={aX+b:acF, belF,},
ALy ={a*’X +b:a € F, beF,},
Q,={(X"*+a)"?:a€F,}.

Teorema 3.16. Sejam q¢ > 2 e £ um elemento primitivo de F,. Os conjuntos acima sdao
subgrupos de P, e possuem as sequintes propriedades:

(i) |Ly| = q(qg—1) e L, € gerado por (X e X + 1;

(it) |AL,| = @ se q for impar e |ALy| = q(q — 1) se q for par. Além disso, AL, € gerado

por £2X e X +1;
(111) |Qq] = q e Q € isomorfo ao grupo aditivo de Fy;
(iv) A, € gerado por X, X +1 e (X724 1)72;
(v) A, € gerado por seus subgrupos AL, e Q.

Demonstragao. (i) Observe que temos ¢ opgoes para b e ¢ — 1 opgdes para a, logo |L,| =
q(¢ — 1). Podemos ver que os geradores de L, sdo £X e X + 1 na demonstragdo do
Teorema 3.14.

(ii) Novamente temos ¢ opgoes para b. Agora, se ¢ for impar, teremos a # —a (uma vez que

. , . -1 ~
a # 0), mas a® = (—a)?, isto é, existem apenas ©= quadrados nao nulos em F,, donde

2
concluimos que |AL,| = @. Por outro lado, se g for par, todo elemento de I, serd um

quadrado e temos ¢ — 1 opgoes para a. Assim, |AL,| = q(¢ — 1). Podemos ver que os
geradores de L, sao £2X e X + 1 repetindo a demonstragao do Teorema 3.14.

(iii) Basta mostrar que

é um isomorfismo. Temos

o(a) o o(b) = (X724 b)772)12 4 q)1-2,

2

Agora, seja ¢ € F,. Se tivermos ¢ 2 + b = 0, entdo (o(a) o o(b))(c) = a?2. Por outro

lado,
ola+b)(c)=(c"*+a+b)??=a"?

Agora, se ¢ 2 4+ b # 0, entao
(o(a) o a(b))(c) = ("2 +b)T7%) 1% +a)™* = (" + b+ a)'™* = o(a+b)(c).
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(Aqui, usamos o fato que, se a # 0, entao a?~? = a~!). Desse modo, temos (c(a)oc (b)) =
o(a+b) e ¢ 6 um homomorfismo.

A sobrejetividade de o é trivial, restando mostrar apenas a injetividade. Para isso, sejam
a,b € F, tais que

ola) = (XT?4+a)"? = (XT2+b)72=0(b).
Tomando x = 0, vemos que a = b e o é uma bijecao.

(iv) Para provar esse item, vamos usar a caracterizacao da transposigao (0a) dada em (3.2). Ja
usamos o fato que uma qualquer transposicao (bc) pode ser escrita como (00)(0c)(0b), entao
uma permutagao par (e, portanto, um elemento de A,) é escrito a partir de uma quantidade
par de transposi¢oes do tipo (0a). O que faremos agora é mostrar que o produto de duas
tais composigoes pode ser gerada pelos elementos £2X, X + 1 e (X972 4+ 1)772. Temos

(0a)(0b) = —a®[((=0*[((X = )" + 071" = 0" —a)"* +a™')"™* —a]"™".

Observe que (—1)72 = —1 (em caracterfstica par, 1 = —1), entao podemos reescrever
essa equagao na forma

I((BI((X = b)T 2 45772 B0 2 4 q)02 —q )02 4 gt 2,

E facil ver que essa expressao é uma composicao dos polindmios £2X, X +1 e (X7 241)4-2,
observando-se que X + « pode ser escrito como composicoes de X + 1, o2X é composicao
de uma quantidade adequada de fatores £?X e (X972 + a)? 2 é decomposto apenas nos
fatores (X972 4 1)972,

(v) C?omo foi mencionado no item anterior, Q, é gerado por (X972+41)7"% ¢ AL, é gerado por
X e X +1.
|

Encerraremos esta segao relacionando a bijetivade de um polinomio sobre F, com sua bije-
tividade em extensoes de F,,.

Teorema 3.17. Um polinomio f € F,[X] € de permutacio sobre todas as extensoes finitas de
F, se, e somente se, for da forma f(X) = aX?" +b, em que a # 0, p € a caracteristica de F,
e h € um inteiro nao negativo.

Demonstracio. A suficiéncia é trivial: uma vez que mdc(p”,¢" — 1) = 1 para todo r > 1, o
monomio X?" ¢ de permutacao sobre toda extensao finita de Fy. O resultado segue observando-
se que aX?" +béa composicao de aX + b com xr",

Para a necessidade, precisaremos de um lema, que referenciaremos para assumir sem de-
monstracao.

Lema 3.18. (/15, Lema 6.39]) Para um primo p fixado, denotemos por s, a soma dos digitos
da representagdo de m na base p e E,(m) o maior expoente de p que divide m. Se m for ndo
negativo, entao
m — Sp
p—1
Agora, note que, se f for de permutacao sobre [y, entao, para todo ¢ € F,, a equagao
f(X) = c terd exatamente uma solucao o, € F,. Dessa forma, devemos ter

Ey(m) =

f(X> —Cc= (X - ac)kcgc(X)a
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em que g.(X) é um fator constante ou o produto de fatores irredutiveis sobre F, de graus
maiores que 1. Porém, se r. for miltiplo do grau de algum fator irredutivel ¢.(X), f(X) — ¢
possuird uma raiz em Fgr. diferente de o, (Teorema 1.15 combinado com Teorema 1.18). Desse
modo, f nao seria de permutagao sobre F ..
Entao, concluimos que g.(X) é uma constante (o coeficiente lider de f) e k. = deg(f) := k,
para todo ¢ € F,, entao
f(X)—c=a(X —a.)" a#0.

Fazendo ¢ = 0, ¢ = 1 e subtraindo as duas equagoes, obtemos
a(X — o)’ —a(X — )" = 1.
Por fim, substituindo X por X + a4, temos
a(X 4+ o — o)’ —aXF = 1.

Se fizermos a expansao binomial e compararmos os dois lados da equacgao, devemos ter
k :
j = 0(mod p), para 0 < j < k.

h+1

Podemos encontrar um inteiro ndo negativo h tal que p* < k < p'*!. Se tivéssemos k # p", a

. . . k . -
equacao acima nos diria que o = 0 (mod p), mas o lema referenciado nessa demonstracao

Ep<( k}‘L)):Sph‘f‘sk_ph—Sk;:1+<Sk—1)—8k20,

P p—1 p—1

nos diz que

e p nao divide ( :h > Essa contradicio nos mostra que devemos ter k = p* e f(X) =
a(X — ap)?" = aX?" + a(—ap)?". [

Corolario 3.19. Se f € F [X] nao for da forma aX?" + b, entao existirao infinitas extensoes
F,r de F, tais que f nao € de permutacao sobre Fyr.

Demonstragao. Se f nao for de permutacao sobre [Fy, ele nao poderd ser de permutacao sobre
nenhuma extensao F,. Se f for de permutagao sobre F,, nas notagoes do teorema anterior,
deveremos ter f(X) = (X — ag)*go(X), em que go(X) nao é um fator constante. Assim, f
possui uma raiz diferente de o (e, portanto, nao é de permutacao) em cada Fyr em que r é
multiplo do grau de algum fator irredutivel de go(X). |

3.2 PPs gerados a partir de outros PPs

Uma vez que existem ¢! bije¢oes em um conjunto com ¢ elementos (assim como F,), existem ¢!
polinomios de permutagao sobre Fy, de grau menor do que ¢, que podem ser construidos através
da equacao (3.1). Por isso, um polindmio é de permutagao se, e somente se, sua classe residual
modulo X7 — X coincidir com algum dos polinomios obtidos dessa forma (Lema 3.4).

Embora seja simples criar um polinomio de permutacao usando a féormula, é ainda melhor
tentar obter um tal polinomio a partir de outro. Na se¢ao anterior, vimos que podemos compor
dois polinomios de permutacao, mas esse nao é o tunico modo. O préximo resultado, por
exemplo, é talvez o mais famoso e pode ser aplicado nao apenas no estudo da bijecao de
polinomios, mas também de fungoes definidas sobre conjuntos finitos.
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Teorema 3.20 (Critério AGW, [2]). Sejam A, S e S conjuntos finitos com #S5 = 48 e sejam
f:A—=A h:S—> S AN:A—Se):A— S aplicacoes tais que o f = ho A, ou seja, o
sequinte diagrama é comutativo.
AL 4
AL O X
) S _h> S
Se ambas \ e X forem sobrejetoras, entao sao equivalentes:

(1) f é uma bijecao, B
(2) h é uma bijecao de S em S e f € injetora em A\~ (t) para cada t € S.

Demonstracao. Primeiro, assuma que f seja uma bijecao. Por defini¢ao, f sera injetora em
A71(t) para cada t € S. Além disso, f e A sdo sobrejetoras, e como Ao f = ho ), temos h uma
sobrejecao de S em S, logo uma bijecio de S em S (pois S e S sdo conjuntos finitos com a
mesma quantidade de elementos).

Reciprocamente, suponha que existam ay, as € A tais que f(a;) = f(az). Assim,

h(Mar)) = A(f(a1)) = A(f(az)) = h(Maz)).

Como h é uma bijegao, temos A(a;) = A(ag), isto é, ai,ay; € A7'(t) para algum ¢ € S. Como
f é injetora em cada A71(t), temos a; = ap. Dessa forma, f é uma injecao, e portanto uma
bijecao, ja que A é um conjunto finito. [ |

Em particular, se tomarmos, nas notacoes do teorema anterior, A = F,, S = S = g
(o conjunto das raizes d-ésimas da unidade em F; com d | (¢ — 1)), f(X) = X7g(X(a=1)/d)
A== X@VdepX)= X"g(X)a D/ obteremos o seguinte resultado, que também é
bastante utilizado e nos diz que, sob certas condigoes, ao invés de estudar a bijecao de um
polinomio em todo o corpo F,, podemos estudé-la apenas em um subconjunto.

Teorema 3.21. [11, Proposi¢do 2.2] Dados g(X) € F,[X]| er,d >0 comd | (g—1), o polinémio
X7g(X @D/ permuta F, se, e somente se, as duas sequintes condigoes forem satisfeitas:

(i) mde(r,(qg—1)/d) =1;
(1) XTg(X) /% permuta jug.

Talvez inspirados por esses teoremas, diversos autores buscaram equivaléncias para bijecoes
entre diferentes classes de polindmios. Nessa se¢ao, destacamos nossa generalizacao da Pro-
posicao 3 de [21]. Sua demonstragao é andloga a original e baseia-se apenas no Teorema 3.20,
mas merece ser apresentada.

Proposicao 3.22. Sejam ky, ..., ks, n inteiros tais que 0 < ky < --- < ks <n, d = mdc(ky, ..., ks, n),
c€F, ag,..,a5 € Fyn € g(X) € Fyu[X]. Entdo,

FX) = glaoX + X 4+ @, X7 +6) +cX
permuta Fyn para cada 6 € Fyn se, e somente se,
h(X) = agg(X) + arg(X)™" + - + aug(X)" + X
permutar Fgn.
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Demonstracao. Sejam
o(X) = apX + oleqkl +-+ %qus +deSs={apr+ oq:)sqkl + - +asqus +o:xeFp}.

Claramente S5 C Fyn e UseF,n Ss = Fyn (tomando z = 0, vemos que d € Ss). Denote por

R(X) = aog(X) + arg(X)™" + -+ ag(X)" + X + (1 — )5 = h(X) + (1 - )d.

Temos h : S — Ss. De fato, seja y = ozox+041qul +- asqus +0 € S5, para algum x € Fn.
Entao,

h(y) = aog(y) + oqg(y)qk1 +---+ ocsg(y)qks + c(apr + ax?t 4 gt + N+ (1—c)
= ap (9(y) + cx) +ai(g(y) + ca:)qkl + -+ as(g(y) + cx)qks +cd+ (1 —c)d
~———

=gz + a1 28" 44,20 40 € Sy
Além disso,

pof =aolg(e(X)) +eX] + ailgle(X)) + X7 - -+ aslg(p(X)) + c)(;]qks 45 k

= apg(p(X)) + arg(p(X))T" + -+ asg(@(X)7" + c(awX + a1 X+ +a; X97) +0
hop = aog(¢(X)) +ang(p(X)"" + -+ asg(p(X))7 " + ep(X)) + (1= )9 k

= apg(p(X)) + a1g(e(X)T" + -+ + asg(@(X)T + c(@X + a1 X9 + -+ + 0, XT7) + 6

?

donde concluimos que po f = ho .

Para cada 8 € Ss, temos f(X) = g(8) + ¢X, o que implica que f é injetora em ¢~ 1(3). O
Teorema 3.20 nos diz entdo que f(X) permuta F . se, e somente se, h(X) permutar S; para
cada § € Fyn. Mas, como h = h+ (1 — ¢)é, concluimos que h permuta Ss se, e somente se, h
for bijecao entre S5 e S¢s para cada 0 € Fyn.

Por fim, notemos que User,n S5 = UseF,n Ses = Fgn. Entao, se h for bijegao entre S5 e Sgs
para todo J, h serd uma sobrejecao de Fy» em si mesmo, e como F,» ¢ finito, teremos h uma
bijecao. Por outro lado, se h for uma bijegao em Fyn, h serd uma bijecao entre S5 e S.5. Entao,
h permuta Ss para cada § € F,n se, e somente se, h for uma bijecao em Fyn. [

Buscando alguns exemplos para aplicar nossa proposicao, nos deparamos com o trabalho de
Kyureghyan e Zieve ([11]). Nesse artigo, eles também trouxeram algumas equivaléncias entre
bijecoes de certas funcoes, e que merecem ser apresentadas uma vez que tratam do problema
central dessa secao.

Proposigao 3.23. Sejam [ :Fpn — Fy, comn > 2 ey € Fy.. Sao equivalentes:
(i) A aplicagio F : x — x+vf(x) € bijetivo em Fyn;
(it) Para cada o € Fyn a aplicagdo © — x + f(a+ yx) € bijetivo em Fy;
(iii) Para cada o € Fyn existe um inico x € F, tal que x + f(a + vx) = 0.
Demonstragao. ((i) <= (ii)): Observe que, fixados o € Fn e u € F,, temos
Fla+yu) = a+y(u+ fla+yu)), (3.3)

donde concluimos que F' aplica o + 7F, em si mesmo. Assim, F' é uma bijecao em F,» se, e
somente se, for uma bije¢ao em cada conjunto a+~F,. Além disso, a equagao (3.3) nos mostra
que F' é uma bijecao em « + 7F, se, e somente se, a aplicacdo = +— = + f(a + yx) for bijetor
em IF,.
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((i7) <= (iii)): Usando o Teorema 3.2(v), concluimos que (ii) = (iii). Agora, suponha
que exista o € Fyn tal que a fungdo X + f(o/ +~vX) nao seja bijetora em F,. Entao, existem
u, us € Fy com mesma imagem y. Assim,

y=uy + f(o' +yuy) <= (v —y) + f(&' +v(ur —y) +vy) =0

ex; =u; —y éumzero de X + f(a+~X), com a = o + vy. E claro que podemos repetir as
contas para ug e veremos que rp = uy — y ¢ também um zero de X + f(a 4+ vX), ou seja, (iii)
nao ¢é valido. |
Proposicao 3.24. Sejam v,w € Fp2 linearmente independentes sobre F, e seja f : Fp — T,
uma fungao satisfazendo f(ux) = uf(x), para todos u € Fy,x € Fp. Entio v — x + vf(z)
permuta F 2 se, e somente se, f(v) # —1 e x — x + f(w+ yx) permutar F,.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.23, X + v f(X) permuta F 2 se, e somente se, F,(X) = X +
f(a+~X) permutar F, para cada o € F2. Uma vez que 7 e w sdo linearmente independentes,
todo elemento de Fp2 pode ser escrito sob a forma a = uy +vw, u,v € F,.

Se tivermos v = 0, para cada x € F, valera

Fo(r)=z+ f((lutz)y) =2+ (ut+2)f(y) =1+ f(7)z+uf(y),

e temos F,, uma bijecdo em F, se, e somente se, f(7) # —1. Se v # 0, obteremos

Fa(;p)zﬁf@wﬂum)y):v<%+f<w+“j%)>.

Fazendo a mudanga de varidveis X = 2, temos F, uma bijecao em [, se, e somente se,
X+ f(w+ (X + 2£)y) for uma bijecao em Fy, o que é equivalente a x +— = + f(w +yx) permutar
F [ |

g
A proposicao a seguir é um exemplo de como podemos relacionar a bijetividade de um
polindomio com uma funcao racional.
Proposicao 3.25. Sejam k := (¢—1)N +1 para algum natural N ey € . Entao o polinomio
F(X) := X +~Trz2,,(X*) permuta Fp2 se, e somente se,
XN a(1 XQN—l
H(X) e o 10 )
XNfl _i_,-}/(XQNfl + 1)
permutar o conjunto jig+1 das raizes (q+1)-ésimas da unidade em IF o2 O, de modo equivalente,

essa fungao racional for injetiva em [ig41 e seu denominador nao tiver nenhuma raiz nesse
conjunto.

Demonstragcao. Observe que
F(X) =X + (X 4+ X% = X(1 +y(X@ DV 4 x@-DaN+y),
Assim, pelo Teorema 3.21, F' permuta F,» se, e somente se,
G(X) = X (144X 4+ XVt

permutar j,.1. Entdo, seja © € p,yq tal que G(z) # 0. Temos 27 = z7! (pois & € pgt1),
29" =z (pois z € Fp2) e

G(z)  (A4+y@@V 42N 1449@ N +2¥) N1 41422V e N) H(x)

. T+y@EN 4N+ T y(aN N g N (D (22N 4 )N g

Desse modo, podemos concluir que G permuta p,4+1 se, e somente se, H permutar jig.

Além disso, se o denominador de H nao se anular em i1, teremos G(x) = H(z), para
todo = € pigt1, logo H(pgr1) = G(ptg+1) C pgt1 € a bijetividade de H em jiq4q serd equivalente
a sua injetividade. [ |
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Encerramos esse capitulo apresentando alguns polinomios que encontramos em ([11]) e que
podem ser usados na Proposi¢ao 3.22. Nas notagoes dessa proposicao, o lema a seguir nos
fornece seis exemplos de polinomios h.

Lema 3.26. [11, Teorema 1.1] O polinomio F(X) = X + vTryn;o(X*) € um polinomio de
permutagdo sobre Fn nos sequintes casos:
1)n=2,q==x1 (mod6 =1 k=2¢—1.
() > 4 » 3 q
(ii)n=2,q¢=5 (mod6), v* =5, k=2¢—1.
2
(iii)n=2,q=1 (mod3), y=1, k= T, 2
(iv)n=2,q=1 (mod4), (2y) V2 =1,k = %.
(v)n=3, qimpar, vy =1, k= qQTH.

(vi)n:3,q2’mpar,7:_71,k:q2—q+1.

Agora, munidos desses varios exemplos, podemos aplicar a Proposigao 3.22 e encontrar mais
seis exemplos de polinémios de permutacao.

Teorema 3.27. O polinomio (y Trgn;(X) 4 0)" + X, v € Fn, permuta Fogn para todo 6 € Fyn
nos sequintes casos:
(i))n=2,q==%1 (mod6), y=3, k=2¢—1.
(ii)n=2,q¢=5 (mod 6), v* = 3, k:22q— 1.
iii)n=2,¢g=1 (mod3),v=1, k= <TatL
g 3
(iv)n=2,q¢q=1 (mod4), (2y) V2 =1,k = w.
(v)n =3, qimpar,v=1, k= AL

(’Uz’)n:3,qz/mpar,'y:%l,k:(f—q—l—l.

38



Capitulo 4

Polinomios de permutacao obtidos a
partir de ¢g-polinomios

Nos capitulos anteriores, vimos alguns resultados sobre g-polinomios e polinomios de per-
mutacao. E natural agora tentar unir esses dois assuntos e tentar descobrir quando g-polinomios
sao de permutacao ou tentar obter polindmios de permutacao usando, de algum modo, os ¢-
polinomios. Uma vez que g-polindomios induzem aplicagoes lineares em Fyn, o seguinte critério
¢ muito 1til para esse fim.

Teorema 4.1. Seja F, um corpo de caracteristica p. O p-polinomio

L(X) = i a; X"
=0

¢ de permutacao sobre F, se, e somente se, sua unica raiz em F, for 0.

Demonstragao. Como visto no Teorema 2.2, o polinomio L induz uma aplicacao linear de I,
em F,. Por isso, L ¢ injetor (e portanto, de permutagdo) se, e somente se seu nicleo (seu
conjunto de raizes) for {0}. |

Em vista do Lema 3.3, um ¢-polinomio L(X) é de permutacao sobre F, se, e somente se, o
grau do mdc entre L e X9 — X for 1.

E claro que, impondo mais condi¢oes em L, pode-se obter resultados mais especificos para
determinadas situacoes, mas nao entraremos nesses detalhes. Nesse capitulo, vamos estudar
polinomios de permutagao da forma (ka — X +0)* + L(X) e dois métodos para construir
g-polinomios de permutacao.

4.1 Uma classe de polindmios de permutacao

A grande maioria dos autores da area de polinomios de permutagcao foca seus trabalhos em uma
determinada classe polinomial, porque precisam de um resultado especifico para determinada
situacao que se depararam ou porque foram inspirados pelo trabalho de outros autores. A
classe de polinémios da forma (X?* — X +6)* 4+ L(X), com 6 € Fn e L(X) um g-polinémio, por
exemplo, foi primeiro estudada por Helleseth e Zinoviev que buscavam obter novas identidades
para as somas de Kloosterman ([9]). Dando continuidade a esse estudo inicial, Li, Helleseth e
Tang obtiveram novas condigoes sobre n e k para que p seja um polindmio de permutagao com
valores especificos de s ([14]). Esse trabalho serd destacado nessa secao.
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4.1.1 Caso s = 1% +p"

Inicialmente, vamos fixar algumas notagoes. Nessa secao, sempre trabalharemos sobre F,,n. Seja
a € Fyn um elemento primitivo e defina Dy = (a?) e D; = aDy, ou seja, o conjunto formado
pelas poténcias pares e fmpares, respectivamente, de . Entao, Fy» = {0} U Dy U D;. Note
ainda que, uma vez que a ordem multiplicativa de o é p” — 1, vale z®"~V/2 =1 se x € Dy e
x®"=1/2 = _1 se x € D;. Com essa restricio de s, os autores forneceram cinco condicoes para
que polinomios da forma (ka — X 4+ 0)* + L(X) sejam de permutacao. Todos os resultados
serao citados, mas vamos demonstrar apenas dois deles, uma vez que suas provas sao bastante
similares.

. . . . . ., ~ PN . k
Teorema 4.2. Sejam p um primo impar e n, k inteiros positivos. Entao, o polinomio (XP" —
p"+1

X+0)=z + X'+ X éum polinomio de permutagdo em Fyn para todo 6 € Fpyn.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2(iv), precisamos mostrar que, para todo b € F,n, a equacao

p"—1
3

(XP" =X 4+8)7T x4 X =) (4.1)

tem no méximo uma solu¢ao em F,.. Entao, suponhamos que exista uma solu¢ao x e temos
trés possiveis casos.

Caso 1) 2P —x+6 = 0 : podemos concluir que 27° = z—4. A equacio (4.1) nos diz que " x =D,

entao bt
't r=b=r—-6+r=b=—g=——.
Em particular, z estd unicamente determinado por be ¢ e
b+ o\ b+
' tr=b= (T) +T:b:>bpk+5pk—b+5zo.
Caso 2) 2P — x40 € Dy: nessa situacio, temos (IL’pk —xz+90) "7 _lea equagao (4.1) se torna

(27" — 24 0) + 2P + 2 = b, donde obtemos z?" = ?. Como mde(pF, p" —1) =1, XP" ¢

uma bijecao em F,». Em particular, z é¢ unicamente determinado por

n—k

pr T gp
9

Tr =

e vale
n—k

n—k
wpk—x+5:b+6_bp2 + oP

Caso 3) 2P" — 2+ 6 € Dy: nesse tltimo caso, a equagao (4.1) pode ser reescrita como —(xpk —z+
J) + 2" + 2 = b e x é unicamente determinado por %. Fazendo um calculo analogo ao
que fizemos para o caso 1, temos

R L B
- 5 ,

Resta mostrar que apenas um dos casos pode acontecer. Para simplificar a notagao, deno-

b4 — b 4o A L ) , .
taremos A = 5 e temos = A", E claro que se (4.1) tiver
uma solugao z, um dos casos acima deve ocorrer. Observe que, se o caso 1 acontecer, temos

A =0 e os casos 2 e 3 (que podem ser reescritos como A € Dy e AP e Dy, respectivamente)

40



nao podem ocorrer. Por outro lado, se, para essa solucao x, a condicao do caso 1 nao for
satisfeita, exatamente um dos casos 2 ou 3 deve acontecer, uma vez que, por definicao de Dy,
AP* € Dy se, e somente se, A € D,.

Uma vez que A estd unicamente determinado por b e ¢ e apenas um elemento z € Fyn
pode satisfazer cada caso dentre (ii) e (iii), que sdo mutuamente exclusivos, se (4.1) tiver uma
solucao em [, ela deve ser unica. [

As demonstracoes dos proximos dois teoremas seguem a mesma linha de raciocinio, e por-
tanto serao omitidas.

Teorema 4.3. [1/, Teorema 4] Sejam p um primo impar, n, k inteiros positivos tais que n | 3k
p"—1

ed € Fyn. Entao, (ka — X +46) > 4 X ¢ um polinomio de permutagao sobre Fpn.

Teorema 4.4. [1/, Teorema 5] Sejam n = 3d,k = d ou k = 2d, em que d é um inteiro positivo
3"—1

ed € Fszn com TrFPn/de(é) = 0. Entdo, (X*" — X 4+0)"z ™" 4 X3 4 X ¢ um polinémio de
permutacao sobre Fan.

No préximo teorema, vamos usar um resultado sobre um tipo particular de matriz.

Definicao 4.5. Uma matriz quadrada é dita uma matriz de Hadamard se seus elementos
forem apenas 1 ou —1 e suas linhas forem duas a duas ortogonais.

Teorema 4.6. Seja H uma matriz de Hadamard de ordem n. Entao, H € invertivel e vale
H = H_T

—
Demonstragao. Seja {; = (a;1,...,a;,) 0 vetor correspondente a linha i de H. Uma vez que os
elementos de uma matriz de Hadamard sao sempre 1 ou —1, temos

n
2
fz"fizzam‘ =nmn,
Jj=1

em que - denota o produto interno padrao. Além disso, da prépria definicao, temos ¢; - £; = 0
sempre que 7 # j. Assim,

Y
HH" = P = nl,,
O -0y oo A, A,
em que [, é a matriz identidade de ordem n. [ |

Teorema 4.7. Sejam p um primo impar, n,k inteiros positivos tais que n | 4k e § € Fpn.
Entdo, (X?* — X +6)"= "

+XP" 4+ X éum polinomio de permutagdao sobre Fpyn.

Demonstracao. Novamente, vamos mostrar que, para cada b € Fpn,

n_
j2 1+p2k

(XP" — X +0)"=

+ XX =) (4.2)

tem no maximo uma solucao em F,». Suponha que exista uma solugao = e temos os mesmos
trés possiveis casos.

Caso 1) 2" —2+6 = 0 : podemos concluir que 27" = z—4. A equacio (4.2) nos diz que 2 =,

entao obtemos z = % e 07" — 5 =0.
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Caso 2) 27" —x+6 € Dy: nessa situacio, (4.2) pode ser reescrita como (¥ —x+6)P" +a7" +2 = b,
donde concluimos que

3k

= e o =b— (4.3)

Defina p = b — 67", Uma vez que n | 4k, temos 27" = 2. Entao, tomando a p**-ésima
poténcia de ambos os lados de (4.3), com i = 0,1, 2,3, obtemos o sistema linear

1 -1 1 1 2P "
1 1 1 1 2" i

1 1 1 _ 1 l‘pk - ILLPQk . (44)

1 1 —1 1 T Iupgk

Para simplificar a notacao, vamos denotar a matriz de coeficientes do sistema linear por A.
Observe que A é uma matriz simétrica de Hadamard de ordem 4 e, portanto, é invertivel
evale A™! = f Entao, esse sistema é possivel e determinado, ou seja, (4.4) tem apenas
uma solugao, bem como (4.3), uma vez que qualquer solugao x para (4.3) nos fornece uma
solucao (2", 2P™, 2#" x) para (4.4).

Além disso, como A~! = f, multiplicando A™! & esquerda de ambos os lados de (4.4),
/1/ + Iupk . Iup2k + /,Lp3k

4

encontramos ¥ =

. Por fim, obtemos

xpk_$+5_5+5pk+bp2k_bp3k
N 2

Caso 3) 27" —x + 6 € Dy: nesse tltimo caso, (4.2) pode ser reescrita como — (27" — z + 67" +
= b, donde concluimos que —aP ™ o = b4 Agora, denotando
v=">0+0""e procedendo de maneira completamente analoga ao caso anterior, vemos que

U ]/pk + Vp2k + Vp3k

essa equacao possui solucao tnica x = 1 , bem como

xpk_w+5_5+5p3k+bpk—bp2k

Resta provar que apenas um dos casos pode ocorrer. Agora, denotaremos

5+5p3k + bpk . bp2k
2

A:

5 —l— 5pk + bp2k . bp3k

2
sabemos que um e apenas um dos casos 2 ou 3 acontece. Por outro lado, se 1 acontecer, a

igualdade x — 2P = § nos diz que

5+ 6" 467" 467" = (2 — ) + (2 — )" 4 (@ — 2"’
Também sabemos que b*° + 67" — b+ § = 0, entdo
I A A (R LA ISR LRSI L

2 2 2
e o0s casos 2 e 3 nao podem acontecer. [ |

k ~
e temos AP = . Se o caso 1 nao acontecer, analogamente ao Teorema 4.2,

k 3k

+ (x — xpk)p = 0.

3k

AP _0

A 1ultima condicao proposta pelos autores com essa restricao de s é demonstrada de modo
muito similar ao teorema anterior.

Teorema 4.8. [1/, Teorema 7] Sejam p um primo impar, n, k inteiros positivos tais que n | 4k
ed € Fyn. Entio, (X7 — X + 5)%_1”% — X?* — X € um polinémio de permutagio sobre Fyn.
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4.1.2 Caso s = pn:,:l +p"

Agora, para um elemento primitivo @ € Fpn, vamos definir Dy = (a?) e D; = a'Dy, para
i =1,2. Assim, Fj» = {0} U Dy U D; U Ds. E interessante notar que, para quaisquer 3 € D;
ey € Dj, temos 8y € Dy j e, se § € D;, entao 7 € D3_; (os indices sdao tomado mddulo 3).
Além disso, denotando € = a#, temos :z:pnr;l = a(pngl)i = ¢, para todo € D,;. Mais ainda,
como X?—1=(X—-1)(X?+X+1)eec#1, temos e +e+1=0.

Com essa restricao de s, os autores forneceram duas condigoes para que polinomios da forma
(X X 4 0)* + L(X) sejam de permutacdo. Embora suas demonstragoes sejam parecidas
(inclusive parecidas com as provas dos casos anteriores), elas possuem algumas particularidades,
e por isso serao apresentadas.

Teorema 4.9. Sejam p um primo impar, n, k inteiros positivos tais que n = 2k e p* = 2 (mod
p"—1

3) ed € Fyn tal que Tre,n /v, (6) = 0. Entdo, (X?" — X +0)"5 ™' + X ¢ um polinémio de

permutacao sobre Fpn se —% € Dy.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que, para cada b € Fyn,

p"—1
3

(XY =X 46 T4 X =0 (4.5)
tem no méximo uma solu¢ao em F,.. Suponha que exista uma solugao =.
Caso 1) ' —r4+6=0: podemos concluir que . = b e W —b+05=0.

Caso 2) 27" — x4 6 € Dy: nessa situacio, (4.5) pode ser reescrita como 2?° — x + 8 4z = b, ou
seja, 2" =b—4. Como mdc(p*, p* —1) = 1 e n = 2k, podemos concluir que z = A
Além disso,

' x5 =b—6— 4+ +5=b—b" +6 =b—b" —§,
uma vez que 0 = Trg,. /5 , (8) =6 4 o%".

Caso 3) 27" —x + 6 € Dy: agora, vamos reescrever (4.5) sob a forma

(@ —x+0)+x =0 6)

(4.
Elevando ambos os lados & pF-ésima poténcia, temos e (l‘p% — a2+ 5pk) + 27" =" e,
como, p¥ =2 (mod 3), n = 2k e Try, p . (0) = 0, segue
(z — o — J) + A (4.7)

Multiplicando (4.6) por (1 — €*), (4.7) por —¢, somando as duas e usando os fatos que
e=1lee?+e+1=0, temos

_ b—be? — e —de

- 5 _

Xz

b—b" —§

Com isso, Ry, p—— 5

Caso 4) 27" — z + 0 € Dy nesse 1ltimo caso, (4.5) é reescrita como €2(z?" — z + 0) + 2 = b.
b—be — b2 — €2

Procedendo de forma andloga ao caso anterior, vamos obter x = 5 e
)
4= s
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Denote A = b — b*" — §. Observe que se o caso 1 acontecer, temos A = 0 e nenhum outro
pode ocorrer. Agora, se 1 nao acontecer, uma vez que —% € Dy, temos A, —% € D;, para
algum ¢ = 0,1, 2, e exatamente um dos casos 2, 3 ou 4 pode ocorrer. [
Teorema 4.10. Sejam p # 7 um primo, n,k inteiros positivos tais que n = 2k e p* = 1

(mod 3) e § € Fyn tal que Tre,n /v, k(é) = 0. Suponha que 2¢ —1 € Dy e 2¢* — 1 € D,, com

0 < A\, 7 <2. Entao, (X X+5) o Se
A—1Z#7 (mod3).
Demonstracao. Queremos que, para cada b € Fyn,

(Xp - X+ 5) +X =0 (4.8)

tenha no maximo uma solucao em F,». Suponha que exista uma solugao x. Os dois primeiros
casos sao exatamente iguais aos do teorema anterior.

Caso 1) ' —r+6=0: podemos concluir que z = b e W —b+05=0.
Caso 2) 27" — z + 6 € Dy: podemos concluir que z = " — 67" e 2P —z +5=0b— b — 6.

Caso 3) 2?" —x+6 € Dy agora, procedendo de modo similar ao que ﬁzemos no teorema anterior,
vamos obter as equa(;oes e —x+8)+x=0> e e(x —a?" — )+ 2" = " (notemos que
agora usamos e =, j& que nossa hipétese é p* (mod 3)). Multlphcando a primeira
por (1 —¢€), a segunda por —e e somando, encontramos (2¢ — 1)z = be + b""e + de — b.
Se multiplicarmos a primeira por —¢, a segunda por (1 — €) e somarmos, encontraremos
(2e—1)a?" = be4-b" e—de—b". Uma vez que € = 1 e e2+e+1 = 0, temos (2e—1)(2¢2—1) =

b—b" —§

7. Jaque p#£ T, (2¢ —1)(2¢* — 1) # 0 e podemos escrever ' — = S
P

Caso 4) 27" — x + 6 € Dy: procedendo como no caso anterior, vamos obter (262 — 1)z = be® +
b—b" —4
2¢2 —1
Definamos A = b — b"" — §. Se o caso 1 acontecer, temos A = 0 e nenhum dos outros pode
ocorrer. Se o caso 1 nao acontecer, temos trés novas situagoes.

b€ 4 62 — b, (262 — 1)a?" = b2 + 7" e — 62 — b e a? — x40 =

(1) Se A € Dy, isto é, se o caso 2 acontecer, precisamos ter

e 1 ¢ D; (ou seja, 3 nao

acontece) e ¢ D, (4 nao acontece). Mas, como 2¢ —1 € Dy, 375 € D3, e

2e? — 1
devemos ter A # 2. De modo andlogo, devemos ter 7 # 1.

(1i) Se A € Dy, o caso 2 nao pode acontecer e, para que apenas 3 ocorra, precisamos ter

A
2¢ — 1

devemos ter

€ Dy e ¢ D,y, ou seja, A = 0 e 7 # 2. Para que apenas 4 aconteca,

2e¢2 — 1

A
26_1ngemeDg,ouseja,)\#OeT:Z

(131) Se A € Dy, fazemos uma andlise similar ao caso anterior e obtemos A = 1 e 7 # 0 ou

A#leT=0.
[

Vamos finalizar essa se¢ao aplicando nossa Proposicao 3.22 juntamente com o Teorema 4.3.
Observe que esse é o Unico caso em que podemos aplicar nosso resultado, uma vez que esse
teorema é o unico da forma g(aX + X9 44, X7+ d) + ¢X sem restrigao de .
Teorema 4.11. Sejam p um primo impar, n, k inteiros positivos tais quen | 3k e s = %erk.
Entao, o polinomio X' — X5+ X € de permutacao sobre Fyn
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4.2 Construindo ¢-polindmios de permutacao

Dado um g¢-polinomio L(X), é relativamente fécil determinar se ele é ou nao de permutagao:
podemos calcular o ntcleo da aplicacao linear induzida por ele, por exemplo. Nessa secao,
traremos os resultados de Cao e Hu ([7]). Nesse artigo, os autores apresentam métodos para
construir g-polinomios que ja serao de permutacao.
A ideia é trabalhar com um polinémio da forma
Ly(X) = ag(b)X + oy (b)) X7+ - -+ + a1 (b) X1

n—1

e F[X],

em que b € Fyn e 0s o;(X) sdo ¢g-polindmios sobre F,. Para garantir que L, seja uma permutagao,
os autores construiram dois processos: o primeiro consiste em tomar uma composi¢ao de L; com
outro ¢g-polinomio, enquanto que o segundo consiste na diagonalizacao de uma matriz associada
a Lb-

4.2.1 Método da composigao

Para o primeiro método, nas notagoes acima, podemos escrever
n—1
j
i(b) = i b
=0

e considerar a matriz

Q0 10 v Op—1,0
Qo1 11 T Qp—_11
A=
Qon—1 Uip—1 -+ Qp_1n-1

Entao, Ly(X) pode ser expresso na forma L(b, X), com

LY, X)=(V,Y9, Y™ AKX, X9, .. X" ) =yAXT. (4.9)
Agora, sejam k = (ko, k1, o kn_1) € (Fgn), Lp(X) = 00 kX9 e
00 0 1
10 0 0
p=]01 0 0
00 -« 1 0

Lema 4.12. Ly(X) o Ly(X) = S0 ki Ly(X)? = bBXT, em que

B = koA + kyPAPT + - + k,  P" AP )T, (4.10)
Demonstracdo. A multiplicagcgo X P, em que X é uma matriz de ordem n qualquer, é res-
ponsavel por uma permutacao ciclica nas colunas de X (em que a n-ésima coluna passa a ser
an — l-ésima e assim por diante), enquanto que a multiplicagao PTX ¢ responséavel por uma

permutagao ciclica em suas linhas (novamente, a n-ésima linha passa a ser a n— 1-ésima). Desse
modo, uma vez que podemos escrever Ly(X) = bAXT, um simples cdlculo nos mostra que

bPAPTXT = (bP)A(PTXT) = b1AX 9 = Ly(X)",
em que, por abuso de notacao, b1 = (b9, b b). Procedendo indutivamente, podemos mostrar

que S ~
Ly(X)" = bP'A(PH)TXT

e o lema esta provado. [ |
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Em particular, se tomarmos u,v € (F,)", e considerarmos B = u’v, B serd uma matriz
sobre [, e teremos ) 3
Li(X) o Ly(X) = buvX™ = Ly(b) Ly(X),

em que L;(X) = XuT e Ly(X) = vX7. Se L, for de permutacio, L;(b)Lo(X) serd uma
permutacao sempre que Li(b) # 0. Em particular, se tivermos L; (X)) também uma permutagao,
Li(b)La(X) serd uma permutacdo para todo b # 0. Assim, Li(X) o Ly(X) serd injetora e,
portanto, L,(X) também (donde concluimos que Ly(X) serd uma permutacao para todo b # 0).
Uma vez que A e B sdo matrizes com coeficientes em F,, também precisamos exigir k € (F,)".

Precisamos apenas garantir que a equacao (4.10) admita uma solucao. Isso sera feito no
Teorema 4.14. Sua demonstragao é um pouco extensa e envolve apenas contas diretas. Por
isso, sera omitida.

Na demonstragao desse teorema, os autores usaram um resultado bastante conhecido para se
estudar a bijetividade de um ¢-polinémio a partir do determinante de uma matriz ([15, p.362]).
Usando o isomorfismo entre £,,(F;n) e D, (Fyn), podemos fornecer uma demonstragao diferente
da original.

Teorema 4.13. Sejam Fyn uma extensio de F, e a = (g, ..., an—1) € (Fyn)". Considere o
q-polinémio

n—1
LX) = a, X" € Fp[X].
s=0

L € um polinomio de permutacdo sobre Fyn se, e somente se, o determinante da matriz

2 n—1
q q q
Qo O O‘n;2 Qq X
q q q"~
ai Gy  Qpgq Qs
2 n—1
M, = ars o  of ok
2 n—1
q q q
Op_1 O _o9 «Qp 3 Qy

for diferente de zero.

Demonstracao. Por definicao, um ¢-polinomio L é uma permutacao quando a aplicacao li-
near por ele definida é uma bijecao. E um resultado conhecido de algebra linear que uma
transformacao linear é bijetora se, e somente se, sua matriz de transformacao linear tiver de-
terminante nao nulo. O resultado entao segue do Teorema 2.11 e das observagoes de que M, é
a transposta da matriz Dy, e o determinante de uma matriz e sua transposta coincidem. [ |

Teorema 4.14. [7, Proposicao 2.3] Seja k = (ko, ..., kn—1) € (F,)". Nas notacoes do teorema
anterior, se My tiver determinante nao nulo, entao

(i) Para toda matriz B, existe uma unica matriz A tal que o sistema linear dado em (4.10)
seja satisfeito.

(it) Se B for wma matriz simétrica, a matriz A também serd.

Em resumo, o primeiro método para se construir g-polinomios de permutacao é o seguinte:
escolhemos trés vetores u = (ug, ..., Un—1),0 = (Vg, ..., Vp_1), k = (ko, ..., kn—1) € (F,)" tais que
os determinantes de M,,, M, M, sejam todos nao nulos, depois, consideramos a matriz B = u’ v
e resolvemos o sistema linear dado em (4.10), cuja solu¢do A é garantida pelo Teorema 4.14(3).
O polinémio Ly(X) definido em (4.9) é um ¢-polindomio de permutagao.

No caso particular em que tomarmos u = v, a matriz B = u’u serd simétrica, bem como
a matriz A (Teorema 4.14(i7)). Na pratica, isso diminui o nimero de incégnitas do sistema de

n(n+1)

n? para -
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Exemplo 4.15. Considere os vetores em F5 v = (1,0,0),v = (1,2,1) e £ = (2,0,1). Os
determinantes de M, M,, M, sao, respectivamente, 1,4,4. A matriz B = u’v é

1 21
B=1000
000
Dessa forma, o sistema linear dado em (4.10) é
2@171 =1 2&271 =0 2@371 +2 =0
2&172 =2 2&272 = 20/3,2 +1 =0
2&173 =1 2&273 =0 2@3,3 +1 =0

Desse modo, concluimos que
31 3
A=10 0 0
4 2 2

Ly(X) = (4b% + 3b) X + (26 + b) X5 + (26% + 3b) X%
é um 5-polinomio de permutacao sobre F5s para todo b # 0.

Exemplo 4.16. Agora, considere em Fy os vetores u = («,0,1),k = (1,0,1), em que o é uma
raiz do polinomio X2 4+ 1. Os determinantes de M, e M}, sao 2a + 1 e 2 respectivamente. A
matriz B = ulu é

o> 0 «
B= 0 0 O
a 0 1

Dessa forma, o sistema linear dado em 4.10 é

ay; = a? azgs+1 =0
ai2 =0 as 3 + o =0
1.3 = ass + 042 =1
Desse modo, concluimos que
a® 0 «
A= 0 2 2
a 2a 2

Ly(X) = (ab® + 2b) X + (2ab™ + 267) X? + (203 + 2ab” + ab) X™!

é um 9-polinomio de permutacao sobre Fgs para todo b # 0.

4.2.2 Método da diagonalizacao

O segundo método para se construir g-polinomios de permutacao baseia-se na diagonalizacao
de matrizes. Em particular, a matriz A que serd usada em (4.9) serd simétrica.

Teorema 4.17. Sejam A wma matriz quadrada de ordemn sobre Fyn, b € Fyn ¢ Ly(X) = bAXT.
Se existir uma matriz U circulante e invertivel sobre Iy tal que

o O - 0
A - 0

UAUT = L T |=bp
0 0 - \,

e M, (nas notagées do Teorema 4.13) tiver determinante nao nulo, com X = (g, ..., A\y_1) €
(F,)", entao Ly(X) serd um g-polinomio de permutagdo sobre Fyn para todo b # 0.
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Demonstracao. Primeiramente, fixamos uma base normal {f, 59, ..., 5‘1"_1} para F» sobre F,.
Definimos
n—1
X = (X(]?Xl?"‘JXn—l)(ﬂuﬁqa”'7Bq )T
e C'x a matriz circulante cuja primeira linha é (Xo, Xi, ..., X,,_1). Entao,
(X, X9, .., X" )T = Cx (B, 8%, ..., B Y.

De modo analogo, escrevemos

b= (by, b1, ... bu_1)(B3, 8, ... 87 )T

e () serd a matriz circulante cuja primeira linha é (bg, by, ..., b,—1). Entao,

Ly(X) = (8, 8%, ..., B )CL ACK (B, 8%, ..., B ).

-1
Se fizermos uma mudanga de base de {3,439, ...,47 } para alguma outra base normal
-1 , / N ;
{r, 79, ..., 7" }, é possivel encontrar uma matriz invertivel V' tal que

(8,89, ... B ) = (r, 7%, .., TV

Como as duas bases sao normais, V' sera também uma matriz circulante. Reciprocamente, qual-
quer matriz circulante invertivel (em particular, a matriz U dada no enunciado) nos fornecera
uma mudanca de bases normais, entao podemos escrever

Ly(X) = (1,79, ..., an_l)UCbTAC’XUT(T, T4 .., an_l)T,

n—1 ,
em que {7,7%, ...,77 "} é uma base normal para F,. sobre F,.
Um calculo simples nos mostra que quaisquer duas matrizes circulantes sao comutativas.
Entao,
n—1 T T n—1 T
Ly(X) = (r,79,....,7" )Cy UAU Cx (1,79, ....,7T ).

Como, por hipétese, UAUT é a matriz diagonal D, fazemos uma “mudanca de varidveis”
! 1q 1qnINT q g IN\T / 1lq gty q g™t T
(X, X" .., X ) =Cx(r, 7% .., 10 ) e (W09, .00 )= (1,7 .., 7T )C,.

Desse modo,
n—1
Ly(X) =) M(HX)".
=0

Finalmente, pelo Teorema 4.13, esse g-polinomio é de permutacao se, e somente se, M) tiver
determinante nao nulo. [

Portanto, o segundo método consiste em escolher dois vetores u = (ug,...,Up_1), A =
(A0, s An—1) € (F,)™ tais que as matrizes M, e M, tenham determinantes nao nulos. Defi-
nimos U como sendo a matriz circulante cuja primeira linha é o vetor u, D a matriz diagonal
formada pelas coordenadas de A e A = U"'D(U 7. Ly(X) = bAXT é entdo um ¢-polinémio
de permutagao para todo b # 0.

Exemplo 4.18. Considere os vetores u = (0,1,1),A = (1,2,«a) € F33, em que « é raiz de
X3 4 X? 4+ 2. Os determinantes de M, e M, sao 2 e a® respectivamente. Entao, temos

a o 200+ 1
A= «Q o 200 + 2
20+1 200+ 2 o

€
Ly(X) = (V" + 207 + bPa+ ba) X + (207 + 207 + bPa + ba) X2 + (20 + b+ b + 2b°a + 2ba) X

é um 3-polinémio de permutagao sobre F3s para todo b # 0.
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Capitulo 5

Polinomios planares

Em meados da década de 70, o governo dos Estados Unidos adotou um método de criptografia
conhecido como DES (data encryption stantard), um sistema de cifra em bloco, ou seja, recebe
uma mensagem organizada em palavras de tamanho fixo e retorna uma mensagem criptografada
com palavras de mesmo tamanho. O algoritmo do DES utiliza uma chave de 56 bits em 16
processos idénticos. Embora esses niimeros possam parecer muito grandes, em janeiro de 1999
duas empresas se uniram e descriptografaram uma mensagem em 22 horas e 15 minutos.

Muitos estudos foram feitos na tentativa de tornar essa criptografia mais segura, mas
também varios outros foram desenvolvidos na busca de quebra-la mais facilmente. A mais
eficiente (embora nao seja tao viavel na prética) é a Criptoandlise Diferencial, que necessita
de 27 palavras para encontrar a chave da criptografia DES. Em [18], prova-se que, sob certas
condigbes, a chance de sucesso da criptoandlise é muito baixa, e em [19] prova-se que po-
linomios planares fornecem essas condicoes. Este capitulo da destaque a essa importante classe
polinomial definida sobre corpos finitos.

Uma funcdo f : Fjn — F,n é chamada planar quando Dy (X) = f(X +¢€) — f(X) for uma
permutagao em F;n para todo € € Fy,. E interessante ressaltar que essa definicao nunca é
satisfeita em corpos de caracteristica 2, ja que Dy (x) = Dy (2 + €). Nesses corpos, pedimos
que a fungdo z +— f(x +¢€) + f(z) + ex seja uma permutacio para todo € € ...

Em [3], Bartoli e Bonini deram condigbes necessérias e suficientes para que um polinémio
da forma fa g(X) = X(Xq2 +AX?+B) € Fs[X], A, B € Fy, ¢ impar seja planar, enquanto que
em [4], Bartoli e Timpanella trabalharam com a planaridade de fa5(X) = X(AX? + BX) €
Fosm [ X], A, B € F},,. Usando resultados de g-polinomios, tentamos estender as contas e estudar
quando um polinémio da forma fapc(X) = X(X9 + AX? + BX9+ C) € F,[X] é planar
sobre F 4, mas, quando ¢ é fmpar, s6 conseguimos resolver o caso em que F, é um corpo que
contenha uma raiz quadrada de —1.

Para simplificar a notagao, vamos denotar fa g c(X) apenas por f(X).

Trataremos esse problema primeiramente sobre um corpo de caracteristica 2. Nessa situagao,
temos

D (X) = eX? 4+ AeX? + BeX94 (¢ + Ac” + Bel + €)X + (' + AcC ! 4 Bett 4 C).
Note que Dy, ¢ uma bijecao em [F4 se, e somente se,
ge(X) = eX? + AcXT 4+ BeX?+ (e + Ac” + Be? + €)X

também o for (afinal e +! 4 Ae?+! 4 Bett! 4 C'e é uma constante em Fyq).

Usando o Teorema 4.13, g. ¢ um polindmio de permutacao se, e somente se, o determinante
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da matriz

€’ + Ae” + Bel + ¢ € Ae Be
M. — Be €’ + Ae? + Bel + ¢ € Ae
< Ae Be €’ + Ae? + Bel + ¢ €
€ Ae Be e’ + Ae? + Bel + ¢

for diferente de zero para todo € € ]FZ4.
Com auxilio do programa CoCoA ([1]), obtemos

det(M,) = (A* — BYe! + Bl + A 4+ 7 — (A — B)e + Be® + Ae® + €)%,
Isto é, para termos g, um polinémio de permutagao, basta que o g-polinémio (A—B)X +BX9+

2 3 ;. . . N . .o ~
AX? + X7 tenha como tnica raiz o 0 (em particular, esse polinomio deve ser uma bijegao).
Novamente pelo Teorema 4.13, isso é equivalente a termos

)

A-B 1 A B

B A-B 1 A __,
A B A-B 1

1 A B A-B

diferente de zero, o que de fato ocorre. Assim, concluimos que fa pco(X) = X (X ¢ 4+ AXT 4
BX9+4C), com A,B,C € F, e g par, ¢ um polinomio planar sobre F .
Agora, podemos tratar esse problema em corpos de caracteristica impar. Nesse caso, temos

Dso(X) = eX? 4+ AeXT + BeX 9+ (7" + Ae” + Be)X + (4! + AT + Bet™ + Ce).
Novamente, podemos “ignorar”o termo independente e Dy (X)) é bijecao se, e somente se,
G(X) = eX? + AeXT + BeX9+ (¢ + Ae” + Be) X

for também de permutacao. Observe que g. é novamente um ¢-polinémio.
Pelo Teorema 4.13, g. ¢ um polinomio de permutacao se, e somente se, o determinante da
matriz

€’ 4+ Ae?” + Bet € Ae Be
M- Be €’ + Ae?” + Be? € Ae
‘< Ae Be €’ + Ae? + Bet €
€ Ae Be €’ + At + Bet

for diferente de zero.
Novamente usando o programa CoCoA, temos

det(M,) = (A22 — 2A2e°+! 4 A2620° — 2ABett! + 2ABe?™ 4 + B2e2 4 B2 — 240+
+2Ae° 0 — 2B + 2Bt 4 2 + 20°) . (Ae + Ae” + Be + Bel 4 ¢ + 7).
(Ae + Ae?”” — Be + Bet — e 4 €1°).

Reparemos que det(M,) é nulo se, e somente se, pelo menos um de seus fatores for zero.
Vamos, entao, tratar cada um deles separadamente, comecando pelos dois tltimos.
Podemos pensar que o segundo fator é h(e), em que h(X) é o g-polindémio

h(X) =X+ AXT + BX?+ (A+ B+ 1)X.

20



Como queremos h(e) # 0 para todo € € IFZ4, queremos que o polinomio A tenha exatamente
uma raiz (afinal = 0 é sempre raiz de um g-polinéomio). Usando o Teorema 4.1, saberemos
que o polinémio A(X) é uma bijegdo. Pelo Teorema 4.13, isso é equivalente a termos

A+B+1 1 A B
B A+B+1 1 A B 3 )
A B A+ B+1 1 =8AB°+ (A+1)B°+ B+ (A+1)]#0.
1 A B A+B+1

J4 que estamos em um corpo de caracteristica fmpar, podemos simplificar nossa expressao e
teremos h(X) uma bijegao se, e somente se,

AB*+1)(A+B+1) #0.

Procedendo de forma completamente andloga com o terceiro fator, veremos que Ae + Ae?” —
Be+ Be? — e+ ¢4 # 0 para todo € € F 4 se, somente se,

A(B*+1)(A—B—1) #0.

Agora, vamos trabalhar com o primeiro fator. Podemos pensar que ele se anula em € se €
for raiz do polinomio

MX) = (A2 4+ B2 —2B+1)X2 —2ABX"H1 — 242X+ _ 94X +1 4 9B X 1"+
+B2X% 4 QABXTH 4 A2X20° 4 QAX O+ 4 X2 '

Infelizmente esse nao é um g¢-polindmio, e nao poderemos aplicar o Teorema 4.13. Para con-

. ~ 2 3 . 7 .
tornar essa situagao, vamos chamar X9 =Y, X7 =7 ¢ X9 =T. Assim, h(X) tem uma raiz
nao nula se, e somente se, o polinémio

h(X,Y,Z,T)= (A?+ B?—-2B+1)X? —2ABXY —2A’X7 —2AXT + B?Y?
+2ABY Z +2BYT + A?Z% + 2AZT + T?

. . 2 3 ] e . ,
tiver uma raiz da forma (x,z9, 27,27 ), x € IF;4. Vamos estudar a redutibilidade de h, isto é,
vamos tentar escrever

h(X, Y, Z7 T) = (CLlX -+ CLQY + agZ -+ a4T -+ CL5)<Z)1X -+ b2Y + b3Z -+ b4T -+ b5)

Notemos que h é uma forma quadratica, isto é, um polinomio tal que o grau de todos os seus
monomios € 2, entdao usaremos o procedimento descrito em [15, Secao 6.2].
Observemos inicialmente que

A2_|_BQ_QB+1 ~_AB —A? —A X
_AB B> AB B Y
WX.Y.Z,T)=(X,Y,Z.T) A AB A A Z
A B A 1 T
J\Z u
e, denotando
1 0 0 0
0O 1 0 0
M=19 0 1 0]
A —-B —A 1



vale

(B—1)2* 0 0 0
T B 0 000
My MM, = 0 000
0 0 0 1
Ms
Assim, fazendo a mudanca de varidveis
X X X
| Y | -1, _ | Y| Y
v = Z = (MQ) u = (Mg) 7 = 7 s
T T —AX +BY +AZ+T

temos ul Myu = h(X,Y, Z,T) = 0 se, e somente se, v/ Msv = (B — 1)2X? + T? = 0, afinal
v Myv = ((Ma) ™ "u)" (Mg My Ma)((Ms)™'u) = u” (Mg ) ™" My My My My u = u” Myu.
Como vale (B — 1)?X2 + T2 = 0, se o corpo F, ndo contiver uma raiz quadrada de —1,
o polinémio (B — 1)2X? + T2 (bem como h(X,Y,Z,T)) serd irredutivel em F, [X,Y,Z,T] e

nao conseguimos prosseguir com nossa andlise. Por outro lado, se F, contiver tal raiz, que
denotaremos por &, obtemos

+6(B-1)X =T = +6(B—1)X = (—AX + BY + AZ +T),
isto é, em Fu[X,Y, Z,T], podemos escrever
MX,Y,Z,T)=((—A+&B—-1)X+BY +AZ+T)((-A—-E&B—-1)X+BY +AZ+T),
o que ¢é equivalente a
MX)=((—A+£B-1)X +BX+ AX” + XU)((~A—¢(B—1))X + BX?+ AX? + X7).

Repare que cada fator de h é novamente um ¢-polinémio, e mais uma vez precisamos que cada
fator seja bijetor para que f seja planar. Aplicando o Teorema 4.13, concluimos que h(e) # 0
para todo € # 0 se, e somente se,

AB>+1)(A£&B—-1)) #0.
Com isso, temos provado o seguinte teorema.

Teorema 5.1. Sejam q uma poténcia de um primo impar e IF% um corpo que contenha uma
raiz quadrada de —1, denotada por §. Entao, fapo(X) = X(X? +AXT +BX14+C) € Fu[X]
¢ um polinomio planar sobre Fy4 se, e somente se,

AB*+1)(A+B+1)(A-B-1)(A+&B—1)) £0.
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