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RIBEIRO, M. R. Epsilon Teoria de Pontos Fixos e Coincidéncias. 2021. xi+51 p.
Dissertacao (Mestrado em Matemadtica), Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia
MG, Brasil.

Resumo

Esta dissertacao é um estudo das assim chamadas epsilon teorias de pontos fixos e coin-
cidencias, desenvolvidas a partir de 2006. Com propostas de investigagoes préprias da
teoria de Nielsen para pontos fixos e coincidéncias, as epsilon teorias se originam com
a imposicao de restricao quanto ao tipo de deformacgao por homotopia a que as fungoes
podem estar sujeitas. A restrigdo consiste em se considerar um real positivo € dado a
priori e, entao, permitir apenas deformacoes por e-homotopias, isto é, homotopias cuja
deformagao em cada ponto seja menor que €. Num cendrio préprio que permite esse
tipo de abordagem, sao definidos os assim chamados e-niimeros minimos de pontos fixos
e coincidéncias, os e-numeros de Nielsen para pontos fixos e coincidéncias — limitantes

inferiores para os primeiros — e a propriedade de Wecken ¢é discutida neste contexto.

Palavras-chave: Ponto fixo; coincidéncia; epsilon-homotopia; niimero de Nielsen; propri-
edade de Wecken.
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RIBEIRO, M. R. Epsilon Fixed Point and Coincidence Theory. 2021. xi+51 p.
M. Sc. Dissertation (Master Degree in Mathematics), Federal University of Uberlandia,
Uberlandia MG, Brazil.

Abstract

This dissertation is a study of the so-called epsilon theories of fixed points and coinci-
dences, developed since 2006. With the same research proposals as the Nielsen theory
for fixed points and coincidences, epsilon theories originate with the imposition of a res-
triction to the type of deformation by homotopy to which functions may be subjected.
The restriction consists of considering a positive real number ¢ given a priori and then
allow only deformations by e-homotopies, that is, homotopies whose deformation at each
point is less than . In a specific scenario that allows this type of approach, the so-called
e-minimum numbers of fixed points and coincidences and e-Nielsen numbers for fixed
points and coincidences — lower limits for the first — are defined, and the Wecken property

is discussed in this context.

Keywords: Fixed point; coincidence; epsilon-homotopy; Nielsen number, Wecken pro-

perty.
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Introducao

Sao das primeiras décadas do século XX os célebres teoremas que inauguraram a teoria
de pontos fixos e coincidéncias como um ramo préprio da Topologia Algébrica. Referimo-
nos ao Teorema do Ponto Fixo de Brouwer (1909), o Teorema de Borsuk-Ulam (1933) e os
Teoremas de Pontos Fixos e de Coincidéncias de Lefschetz (1923 e 1927). Todos estes sao
resultados que, sob certas condigoes sobre espacos topoldgicos e fungoes continuas entre

eles, garantem a existéncia de pontos fixos ou coincidéncias para as funcoes.

Questionamentos nao apenas sobre a existéncia de pontos fixos ou coincidéncias,
mas quanto a sua quantidade e persisténcia sob deformacoes homotopicas das fungoes
comegaram a frutificar a partir da década de 1940, especialmente com os trabalhos de
J. Nielsen, F. Wecken e H. Schirmer.

Para uma func¢ao continua f : X — X, de um poliedro (compacto e conexo) em si
proprio, dois nimeros sao bem conhecidos da teoria topoldgica classica de pontos fixos, o
nimero minimo de pontos fixros MF|f], definido como sendo o menor niimero de pontos
fixos das fungoes homotdpicas a f, e o assim chamado nimero de Nielsen N(f), que
consiste de uma cota inferior para MF[f], ou seja, N(f) < MF[f], o que significa que
qualquer fungao homotdpica a f possui pelo menos N( f) pontos fixos. A discussdo quanto
a validade da identidade N(f) = MF[f] é conhecida como problema ou propriedade de

Wecken, sendo este um dos problemas centrais da teoria.

Em 2006, R.Brown apresentou em [2] o que chamou espilon teoria de Nielsen para
pontos fixos. Trata-se de um novo ponto de vista para a teoria de pontos fixos, em
que sao consideradas autofuncoes continuas de uma variedade riemanniana compacta
e conexa e uma restricao ¢ imposta sobre as deformacoes homotépicas que as fungoes
podem sofrer. A restricao consiste em se considerar um real € > 0 dado a priori e, entao,
permitir apenas deformacoes por e-homotopias, isto é, homotopias cuja deformacao em
cada ponto (distancia percorrida por cada ponto) seja menor que . Neste cendrio, dada
uma func¢ao continua f : X — X, definiu-se o chamado e-nimero minimo de pontos fixos
de f, denotado por MF¢(f), como sendo o nimero minimo de pontos fixos das fungoes
e-homotépicas a f. Além disso, definiu-se o e-nimero de Nielsen N°(f) e provou-se, em

semelhanga ao que se tem na teoria classica, a desigualdade N°(f) < MF°(f). O mais



surpreendente na epsilon teoria de Nielsen para pontos fixos é a prova de que é sempre
valida a propriedade de Wecken, isto é, tem-se sempre a identidade N¢(f) = MF(f).

Quase uma década mais tarde, em 2014, a epsilon teoria de Nielsen ganhou sua versao
para coincidéncias, a partir da publicagao de [5]. Desta vez para pares de fungoes continuas
f,9 : X — Y entre variedades riemannianas de mesma dimensao, fechadas, conexas
e orientaveis, definiu-se o conceito de e-homotopia de pares e, com isso, o e-niumero
minimo de coincidéncias MC®(f, g), como sendo o nimero minimo de coincidéncias dos
pares (f’,g’) que sdo e-homotdpicos a (f,g). Seguindo as ideias da teoria classica de
coincidéncias e da epsilon teoria de pontos fixos, definiu-se o e-nimero de Nielsen N¢(f, g)
e provou-se a esperada desigualdade N¢(f,g) < MC*(f, g).

Em 2019, aparentemente desconhecendo [5], um grupo de quatro autores publicaram
o artigo [I3] que, entre outras coisas, reapresenta as construgoes bésicas da epsilon teo-
ria de coincidéncias originalmente introduzidas em [5]. No entanto, hd uma divergéncia
importante em um dos conceitos. Trata-se do conceito de e-homotopia de pares que, em
[13], é mais permissivo que o conceito original de [5], de tal forma que o e-nimero minimo
de coincidéncias definido em [13], que aqui denotamos MC3(f,¢g), ndo tem, em geral, o
e-ntimero de Nielsen N¢(f, g) como um limitante inferior para si, ou seja, ha exemplos em
que MC5(f,9) < N°(f,g), o que demonstra um equivoco na definicao de MC5(f, g).

Tanto [B] quanto [I3] deixam em aberto o questionamento sobre a propriedade de
Wecken no contexto da epsilon teoria de coincidéncias. Em 2020, em [15], um conjunto
de quatro autores (sendo um deles autor também de [I3]) propuseram uma prova para
propriedade. No entanto, hd algumas inconsisténcias, que discutiremos nas Secoes e
desta dissertacao, que nos levam a afirmar que o problema de Wecken permanece em
aberto no contexto da epsilon teoria de coincidéncias.

A dissertacao esta organizada como segue. O Capitulo 1 é uma revisao da teoria
classica de pontos fixos e coincidéncias, que traz ideias fundamentais para o desenvolvi-
mento das epsilon teorias, como os conceitos de classes e indices de pontos fixos e coin-
cidéncias, além dos nimeros de Nielsen classicos. No Capitulo [2| apresentamos a epsilon
teoria de pontos fixos originalmente publicada em [2], trazendo o cenario apropriado para
sua construcao, as definicoes do e-niimero minimo de pontos fixos e do e-niimero de Niel-
sen, uma série de exemplos, a prova da propriedade de Wecken e, finalmente, algoritmos
para o calculo do e-ntimero de Nielsen para autofuncoes de variedades riemannianas com-
pactas e conexas de dimensao um. No Capitulo |3, apresentamos as construcoes basicas da
epsilon teoria de coincidéncias, conforme apresentadas em [5], acompanhadas de exemplos
elucidativos. Nas se¢oes finais do capitulo, discutimos as j4 mencionadas divergéncias nos
conceitos apresentados em [5] e [I3], além das inconsisténcias detectadas no estudo da

propriedade de Wecken publicado em [15].



Capitulo 1

Pontos Fixos e Coincidéncias

O objetivo deste capitulo inicial é apresentar, de forma breve, alguns conceitos e
resultados gerais sobre a teoria classica de pontos fixos e coincidéncias que serao utilizados,
nos capitulos seguintes, no desenvolvimento da assim chamada epsilon teoria de pontos
fixos e coincidéncias, tema central deste trabalho.

Com a compreensao de ser este um capitulo preliminar, nao apresentamos detalhes e

demonstragoes; em vez disso, indicamos referéncias bibliogréficas que os contenham.

1.1 Pontos Fixos

Um ponto fizo de uma fungao f : X — X é um ponto z € X tal que f(z) = 2. Uma
funcao que nao possui ponto fixo é dita ser livre de ponto fizo.

Um dos mais conhecidos teoremas de toda a Matematica é o Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer [I8], Corolério 1.18, p.25] que afirma que toda func¢ao continua de um disco

n-dimenstonal em si proprio possui ponto fizo.

1.1.1 O nimero minimo de pontos fixos

Resultado mais geral que o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é o Teorema do Ponto

Fixo de Lefschetz [3, Teorema 1, p.26] que, em uma versao aqui suficiente, afirma:

Teorema 1.1 (Ponto Fixo de Lefschetz). Seja f : X — X wma autofuncdo continua
de um poliedro. Se o nimero de Lefschetz L(f) # 0, entao toda fun¢ao homotépica a f

possui ponto fixo.

Por um poliedro entendemos um espaco topolégico compacto X que é homeomorfo
a realizacao geométrica |K| (também chamado um complero geométrico) de um com-
plexo simplicial finito K. Por exemplo, toda variedade compacta, com ou sem bordo, é

triangulavel e, portanto, é um poliedro. Estamos utilizando a terminologia de [3].

3



O ntmero de Lefschetz L(f) da fungao f: X — X é definido por

o0

L(f) =D _(=1)tx(f2),
i=0
onde f!: H'(X;Q) — H(X;Q) é o homomorfismo induzido por f no i-ésimo grupo de
homologia com coeficientes racionais.

O Teorema de Lefschetz é mais geral que o Teorema de Brouwer, pois sendo o disco
n-dimensional D" contratil, para toda funcao continua f : D™ — D", todos os homomor-
fismos f¢ sao nulos, exceto f que é o isomorfismo identidade do corpo Q. Logo, o niimero
de Lefschetz L(f) = 1, o que implica que f possui ponto fixo.

O fato da conclusao do Teorema de Lefschetz ser nao apenas sobre a funcao f : X — X,
mas sobre qualquer funcao [’ homotoépica a f, faz surgir naturalmente a questao de qual
seria o menor numero possivel de pontos fixos quando variamos as funcoes na classe de

homotopia de uma dada fungao f. Ou seja, o problema seria determinar o ntimero
MF[f] = min{#Fix(f’) : f* é homotdpica a [},

onde Fix(f’) é o conjunto de pontos fixos de f’ e o simbolo # indica cardinalidade.
Sendo o espago X um poliedro, MF[f] é de fato um ndmero; com efeito, por [3|

Teorema 2, p. 118], existe uma funcao f’ homotdpica a f tal que Fix(f’) é finito.

1.1.2 Indices de pontos fixos

Outra questao natural é quanto a reciproca do Teorema de Lefschetz ou, dito de outra
forma, o que ocorre quando uma dada funcao f : X — X tem nimero de Lefschetz
L(f) = 0. Esta é uma questao bastante complicada, em geral, que inspirou conceitos
como os de classes de pontos fixos, indices de pontos fixos e a chamada teoria de Nielsen
para pontos fixos. Tudo isso sera mencionado a seguir, de forma bastante breve.

A defini¢ao/construcao do que chamamos indice de pontos fizos é bastante técnica e,
num certo sentido, nao é essencial para a compreensao do conceito, uma vez que existe
uma axiomatizacao que € o bastante para o desenvolvimento dos resultados.

Seja X um poliedro. Dada uma funcao continua f : X — X e um aberto U C X,
diz-se que o par (f,U) é admissivel se f nao possui pontos fixos na fronteira de U.

Observamos que os pares (f, X) e (f, D) sao admissiveis, qualquer que seja a fungao
continua f: X — X. O simbolo @ denota o conjunto vazio.

Um indice de pontos fixos é uma fungao ind( -, -) que associa a cada par admissivel

(f,U) um nimero racional ind(f, U) que satisfaz os seguintes axiomas:

e LOCALIZAGAO: Se (f,U) é admissivel e f' : X — X é uma fun¢ao continua que
coincide com f no fecho de U, entdo ind(f’,U) = ind(f,U).

4



e HOMOTOPIA: Para uma homotopia H : X x [ — X, defina f; : X — X por f,(z) =
H(z,t). Se (f;,U) é admissivel para todo t € I, entao ind(fy, U) = ind(f1,U).

e ADITIVIDADE: Se o par (f,U) é admissivel e Uy, ..., U, C U sdo abertos mutua-
mente disjuntos tais que f nao possui ponto fixo em U — Ule U;, entao

k

ind(f,U) =Y _ind(f,U)).

=1

e NORMALIZAGAO: Para f: X — X continua, ind(f, X) = L(f).

e COMUTATIVIDADE: Se Y também é um poliedroe f: X - Y eg:Y — X sao
fungoes continuas tais que o par (go f,U) é admissivel, entao o par (fog,g 1 (U))

é admissivel e ind(g o f,U) = ind(f o g,g 1 (U)).

Uma consequéncia imediata do axioma da aditividade é o seguinte resultado, corres-

pondente ao Corolério 1 de [3, Capitulo IV, p.53].

Teorema 1.2. Sejam X um poliedro e f : X — X uma fun¢do continua. Se (f,U) é um

par admissivel tal que ind(f,U) # 0, entao f possui ponto fixzo em U.

Vamos destacar um fato importante, que utilizaremos oportunamente, sobre pontos
fixos isolados. Em funcao de nossos interesses futuros, consideramos o caso em que X é
uma variedade compacta com ou sem bordo. Seja f : X — X uma funcao continua e
suponha que zy seja um ponto interior de X que é um ponto fixo isolado de f. Entao
existe uma vizinhanga U de x¢ tal que o par (f,U) é admissivel e UNFix(f) = {zo}. Pelo
axioma da aditividade, o indice ind(f,U) independe da vizinhanga U satisfazendo estas

condigoes. Logo, é possivel definir o indice de f em xy por
ind(f, ) = ind(f, U).

O resultado a seguir corresponde, no contexto aqui apresentado, ao Teorema 4 de [3,
Capitulo VIII, p. 123].

Teorema 1.3. Sejam X uma variedade compacta e conexa e f : X — X uma func¢ao
continua. Se xoy € um ponto fixo isolado de f no interior de X com ind(f,x¢) =0, entao
existe uma funcao f' arbitrariamente prézima de f (e, portanto, homotdpica a f) que

coincide com f fora de uma vizinhanga U de xg e que € livre de ponto fixo no fecho de U.

Este resultado nos diz que um ponto fixo isolado com indice zero pode ser eliminado
por uma pequena deformacao da fungao numa vizinhanga do ponto, o que significa, num
certo sentido, que aquele ponto fixo nao era essencial.

Isto nos leva aos conceitos de classes de pontos fixos e sua classificacao quanto a serem
essenciais ou inessenciais. Apresentamos e exploramos estes conceitos na Subsecao [1.1.4]

com base na referéncia [3, Capitulo VIJ.



1.1.3 Indices de pontos fixos isolados em dimensao um

Definir explicitamente o indice de pontos fixos isolados, ao menos em algum cenario
particular que permita seu calculo de modo pratico, é essencial para a construcao de
exemplos e a compreensao do conceito em situagoes mais gerais.

Em [9, Capitulo I, Secao 4] o indice ind(f, z¢) de um ponto fixo isolado zy € Fix(f) é
definido no caso em que f é uma autofuncao continua da reta real ou da circunferéncia S*.
A definicao para o caso da reta pode ser adaptada para autofuncoes do intevalo fechado
I = [0, 1], apenas acrescentando as defini¢oes dos indices nos casos em que os extremos
do intervalos sejam pontos fixos.

Passamos as definicoes com uma linguagem intuitiva, livre de excessiva notacao.

Definicao 1.4. Seja f : I — I uma funcao continua e suponha que z( seja um ponto fixo

isolado para f. Definimos o indice ind(f, z¢) como segue:

e Se xy é um ponto interior de I, entdo ou o grafico G(f) de f cruza a diagonal
A C I x I no ponto (zg,xg) ou ele apenas toca a digonal neste ponto e nao a cruza.
No caso em que o grafico de f cruza a diagonal, o cruzamento pode ser de baixo

para cima ou de cima para baixo. Definimos:

0 se G(f)nao cruza A em (xg, o)
ind(f,70) =4 1 se G(f) cruza A de baixo para cima em (zg, 7o) -

—1 se G(f) cruza A de cima para baixo em (g, xg)

e Se o = 0 é ponto fixo isolado, entao existe §y > 0 tal que: ou f(z) < = para
xz € (0,0p) (isto ¢, o grafico de f parte de (0,0) abaixo da diagonal) ou f(x) > z
para x € (0,dg) (isto é, o gréfico de f parte de (0,0) acima da diagonal). Definimos:

se  f(z) >z em (0,d)

ind(f,0) = .
(£,0) —1 se f(x) <z em (0,d)

e Se zp = 1 é ponto fixo isolado, entao existe d; € (0,1) tal que: ou f(x) < z para
x € (01,1) (isto é, o gréfico de f chega em (1, 1) abaixo da diagonal) ou f(z) > z

para z € (01, 1) (isto é, o grafico de f chega em (1, 1) acima da diagonal). Definimos:

0 se f(x)<zem (§,1)

ind(f,1) = .
nd(f,1) 1 se f(x)>xem (01,1)



A Figura mostra o grafico de uma funcao continua f : I — I que possui cinco

pontos fixos isolados, dentre eles 0 0 e 0 1.

0 X x X 1

1 2 3

Figura 1.1: Autofuncao de I com cinco pontos fixos isolados.

De acordo com a Definigao [T.4}

ind(f,0) =ind(f,z3) = —1, ind(f,z1) =1, ind(f,z2) =1ind(f,1)=0.

Definicao 1.5. Seja f : S' — S! uma funcao continua e suponha que seja xy um ponto
fixo isolado para f. Considerando o sentido positivo de S' como o antihorario, ocorre

uma e apenas uma das situagoes (bem definidas) a seguir:
(i) f(x) ultrapassa z em xo;
(i) f(x) se deixa ultrapassar por x em x;
(iii) f(x) encontra z em xy, mas ndo ¢ ultrapassado nem se deixa ultrapassar por .

Quando pensamos em S! como o espaco obtido do intervalo I, por meio da identificacao
0 ~ 1, podemos esbocar o grafico de f em I x [ e, entao, as noc¢oes aqui descritas
correspondem aquelas sobre cruzar, de um modo ou outro, ou nao cruzar a diagonal,

conforme descrito na Definigao [[.4l Por fim, definimos:

1 se f(z) ultrapassa x em x
ind(f,z0) = § —1 se f(z) se deixa ultrapassar por x em g -

0  caso contrario



A Figura mostra o gréfico de uma funcgao continua f : S' — S* (como S! vista

como o espago obtido de I identificando 0 ~ 1) que possui quatro pontos fixos isolados.

1
9 f
—
= A
o
=
p—
=
[ J T
0 X X X X 1

1 2 3 4

Figura 1.2: Autofuncao de S' com quatro pontos fixos isolados.

De acordo com a Definicao |1.5

ind(f7$l) = lnd(fv 1'3) = _17 1nd(f> -772) = 17 lnd(fa .CL'4) = 0.

1.1.4 Numero de Nielsen para pontos fixos

Daqui em diante, X é um poliedro conexo e, portanto, um espago Hausdorff compacto.

Seja f: X — X uma fungao continua e considere seu conjunto de pontos fixos Fix(f),
o qual é fechado em X, uma vez que X é Hausdorff.

Diz-se que dois pontos fixos xg,x; € Fix(f) sdo f-equivalentes se existe um caminho
~v: I — X, de xo para x1, tal que v e f o~ sao homotdpicos como caminhos, isto é,
homotoépicos com pontos finais fixados.

X SO X,

Figura 1.3: Relagao de equivaléncia em Fix(f).

A f-equivaléncia é uma relagdo de equivaléncia sobre o conjunto Fix(f) e, por isso,
produz uma particao de Fix(f) em classes de equivaléncia que sdo chamadas as classes
de pontos fixos de f.



Cada classe de pontos fixos de f é um conjunto aberto no subespago Fix(f). Como
este dltimo é compacto, por ser um subespago fechado do compacto X, segue-se que
existe um numero finito de classes de pontos fixos de f, digamos, Fi,...,F. Além
disso, para cada classe F; existe um aberto U; C X satisfazendo as condicoes F; C U; e
Fix(f) NU; = F;. Assim, o par (f,U;) é admissivel e temos definido o indice ind(f, Uj).
Este indice independe da escolha do aberto U; satisfazendo as condigoes requeridas e,
portanto, faz sentido definir o indice da classe F; por ind(F;) = ind(f,U;), onde U; é
qualquer aberto satisfazendo as condigoes acima.

Uma classe de pontos fixos F' da funcao continua f : X — X é dita ser essencial
se ind(F') # 0; caso contrario, diz-se que a classe é inessencial. O ntimero de classes
essenciais de f é chamado o numero de Nielsen de f e denotado por N(f).

Como consequéncia imediata do Teorema, [1.2] tem-se:

Teorema 1.6. Uma funcao continua f : X — X sobre um poliedro possui pelo menos
N(f) pontos fixos.

Em simbolos, este resultado diz que N(f) < #Fix(f). Mas, de fato, tem-se muito mais
do que isso: nao fica 6bvio em sua definicao, mas pode ser demonstrado, que o nimero de
Nielsen é um invariante homotdpico, isto é, se f’ é homotépica a f, entao N(f') = N(f).

Por isso, o nimero de Nielsen N(f) é um limitante inferior ndo apenas para o nimero
de pontos fixos de f, mas para o nimero de pontos fixos de qualquer funcao homotdpica
a f, o que significa que

N(f) < MF[f].

Um dos problemas centrais da teoria de pontos fixos, conhecido como problema de
Wecken, é determinar condigoes sob as quais vale a igualdade N(f) = MF[f]. No caso
em que vale, diz-se que o nimero de Nielsen é realizavel.

A igualdade N(f) = MF|[f] significa que a fun¢ao f pode ser deformada por homotopia
de tal modo que cada classe de pontos fixos essencial é combinada em um tnico ponto

fixo e cada classe inessencial é removida.

Exemplo 1.7. Um exemplo simples do que acabamos de mencionar é obtido considerando-
se uma funcao continua f : D™ — D™ sobre o disco n-dimensional, n > 1, que sabemos
ter ponto fixo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Bouwer. Sendo D" contratil, existe uma
unica classe de pontos fixos para f, a saber, o préprio conjunto Fix(f). Além disso, pelo

axioma da normalizacao,
ind(Fix(f)) = ind(f, D") = L(f) = 1.

Portanto, toda func¢do continua f : D" — D" tem nimero de Nielsen N(f) = 1 e este

numero é realizado, como o numero minimo de pontos fixos, pela fun¢ao constante.
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Exemplo 1.8. Outro exemplo importante, que serd oportunamente lembrado, é o de
autofuncoes da circunferéncia. Dada uma funciao continua f : S' — S, sua classe de
homotopia é determinada pelo grau deg(f), isto é, uma funcao continua f’': S* — S ¢
homotdépica a f se, e somente se, deg(f’) = deg(f). O ntmero de Nielsen, neste caso, é

realizdvel. De fato, por [0, Proposicao 8.4, p. 23] tem-se

N(f) = MF[f] = | deg(f) —1].

O primeiro resultado geral de realizagdo do nimero de Nielsen, que enunciamos a
seguir, é devido a F. Wecken (por isso o problema de realizagao leva seu nome). Detalhes

sobre este resultado e outros similares podem ser visto em [7, Se¢ao 10].

Teorema 1.9. Seja X uma variedade compacta, com ou sem bordo, de dimensao maior
ou igual a 3. Para toda fun¢do continua f: X — X, tem-se N(f) = MF[f].

O resultado nao é verdadeiro em dimensao 2. De fato, existe um exemplo classico,
devido a B. Jiang, de uma funcao continua f : P — P, com P um superficie compacta
com bordo, tal que N(f) =0 e MF[f] = 2. Detalhes em [7, Exemplo 10.7, p. 641].

Em dimensao 1 o resultado é verdadeiro e se resume aos exemplos apresentados acima

para autofuncoes do intervalo fechado I e da circunferéncia S*.

1.2 Coincidéncias

Uma coincidéncia entre duas fungoes f,g : X — Y é um ponto x € X tal que

f(x) = g(x). Ao conjunto de coincidéncias de f e g denotamos Coin(f, g), ou seja,

Coin(f,g) ={z € X : f(z) = g(x)}.

Se Coin(f, g) = @, dizemos que f e g sao livres de coincidéncias.

1.2.1 O nuimero minimo de coincidéncias

Quando duas fungoes continuas f, g : X — Y nao sao livres de coincidéncias, interessa
estudar condigoes que garantam que f e g possam ser deformadas por homotopia a fungoes
f" e ¢, respectivamente, que sejam livres de coincidéncia ou, mais geralmente, que tenham
o “menor numero” possivel de coincidéncias.

Uma ferramenta importante para detectar quando um par de funcoes nao pode ser
deformado para ser livre de coincidéncia é a assim chamada férmula do trago de Lefschetz-
Hopf. Trazemos aqui tal férmula para pares de fungdes continuas f,g : X — Y entre

variedades fechadas, orientdveis e de mesma dimensao n. Seja
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o homomorfismo dado pela composi¢do Dx o g* o Dy' o f,, onde Dy : H" (X,Q) —
H;(X,Q) é o homomorfismo da dualidade de Poincaré e f, e g* sdo os homomorfismos
induzidos por f e g em homologia e cohomologia, respectivamente, nas dimensoes apro-
priadas a composigao; ver [I8, Teorema 6.18, p.165]. O ndmero de Lefschetz L(f,g) é
definido pela férmula do traco de Lefschetz-Hopf

n

L(f.9) =) _(~1)'tx()).
i=1
A seguir, enunciamos o Teorema de Coincidéncia de Lefschetz, numa versao suficiente

para a compreensao deste trabalho.

Teorema 1.10 (Coincidéncia de Lefschetz). Sejam f,g: X — Y fungoes continuas entre
variedades fechadas, orientdveis e de mesma dimensao. Se L(f,g) # 0, entdo todo par

(f',q'), onde f' é homotdpica a f e g é homotdopica a g, tem coincidéncia.

Como o numero L(f, g) é invariante por homotopias de f e de g (pois os homomor-
fismos induzidos f, e g. s@o invariantes), quando ocorre L(f,g) # 0, tem-se que para
quaisquer fungoes " ~ f e ¢ ~ g, o par (f,g) possui coincidéncia. Torna-se, entao,
natural perguntar o quanto é possivel minimizar, via homotopia, a quantidade de coin-

cidéncias. Ou seja, computar

MCIf, g] = min{#Coin(f',¢') : f' = f ¢ g ~ g}.

1.2.2 Indices de coincidéncias

Conjuntamente ao problema de minimizacao de coincidéncias, também é natural ques-
tionar o que acontece se L(f,g) = 0. Essa investigacao é tema de grande parte da teoria
contemporanea de coincidéncia. Para essas duas questoes, a teoria de Nielsen para coin-
cidéncias — que une teoria de indice e classes de coincidéncia — oferece algumas respostas.
Primeiramente, vejamos a axiomatizagao do indice de concidéncias.

Na teoria de coincidéncia, os espacos envolvidos requerem mais restricoes do que na
teoria de ponto fixo, que considera espacos bem gerais: os poliedros. Por isso, faremos
um recorte para fungoes entre variedades n-dimensionais fechadas e orientaveis, como em
[6, Subsecao 5.1].

Sejam f,g: X — Y fungoes continuas entre variedades n-dimensionais fechadas e ori-
entdveis. Dado um aberto U de X, diz-se que a tripla (f, g, U) é admissivel se Coin(f, g)NU
é compacto em X. Observamos que, dado que Coin(f, g) é compacto, para qualquer aberto
U D Coin(f, g), a tripla (f,g,U) é admissivel. Em particular, (f, g, X) é admissivel.

Um indice de coincidéncias é uma funcdo ind(-, -, -) que associa a cada tripla ad-

missivel (f, g,U) um ndmero inteiro ind(f, g, U) que satisfaz os seguintes axiomas:
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e LOCALIZAGAO: Se (f,g,U) é admissivel e U’ C U é um aberto contendo a interse¢ao
Coin(f,g) N U, entao (f,g,U’) é admissivel e ind(f, g,U) = ind(f, g, U’).

e HomoToPIA: Se f;,g:: X — Y, 0 <t <1, sao homotopias e U C X é um aberto,
tais que K = {z € U : existe t € [0,1] com fi(z) = ¢:(x)} é compacto, entdo
ind(fo, 9o, U) = ind(f1, 91, U).

e ADITIVIDADE: Se a tripla (f,g,U) é admissivel, U é uma unido finita de abertos
Ui, ..., Uy e Coin(f, g) N U é a uniao disjunta de compactos C;, com C; C U;, entao

M;r

ind(f,g,U ind(f,g,U

1=1

NORMALIZAGAO: Para f,g: X — Y continuas, ind(f, g, X) = L(f, g9).

A propriedade de comutatividade, que acontece no indice de ponto fixo, nao ocorre
para indice de coincidéncia.

Apenas como observac¢do, mencionamos que o indice ind(f, g,U) pode ser definido
explicitamente, como em [0, Subsegao 5.1, como a imagem da classe fundamental (x da

n-variedade X (isto é, um gerador preferido (x € H, (X)) pela composi¢ao
H,(X) = H,( X, X\V)—> H,(UU\V)— H,(Y xY)Y xY\ Ay) = Z,

onde Ay é a diagonal em Y X Y, o segundo homomorfismo é induzido pela excisao,
o terceiro é induzido pela fungdo = — (f(x),g(z)) , e V é um aberto satisfazendo
Coin(f,g)NU C V CV C U. Uma construcao detalhada estd em [18, Capitulo 7).

Uma consequéncia imediata do axioma da aditividade é o seguinte resultado, corres-
pondente ao Corolario 7.3 de [18], p. 191].

Teorema 1.11. Sejam X e Y wariedades fechadas e orientdveis de mesma dimensao
e sejam f,g : X — Y fungoes continuas. Se (f,g,U) é uma tripla admissivel tal que

ind(f,g,U) # 0, entao f e g tém coincidéncia em U.

Como fizemos para pontos fixos na secao anterior, queremos aqui destacar o cenario em
que as funcoes f,g : X — Y possuem uma coincidéncia isolada, digamos xy € X. Neste
caso, existe um aberto U de X tal que Coin(f,g) N U = {xo}. Assim, a tripla (f,g,U)
¢ admissivel e tem-se definido o indice ind(f, g,U). Além disso, segue da proporiedade
de localizacao do indice que, para qualquer outro aberto U’ que isole zy em Coin(f, g),

tem-se ind(f, g, U’) = ind(f, g, U). Portanto, podemos definir, sem risco de ambiguidade,

ind(f, g,z9) = ind(f, g,U).
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Nexte contexto, tem-se resultado andlogo ao Teorema [I.3] Acreditamos que tal re-
sultado deva-se originalmente a H. Schirmer [16], mas aqui enunciamos uma versao em

linguagem mais simples, que reune o Lema 3.2 e a Observagao 3.1 de [15].

Teorema 1.12. Sejam f,g : X — Y funcoes continuas entre n-variedades fechadas e
orientdveis. Suponha que xo seja uma coincidéncia isolada de f e g e que ind(f, g, z) = 0.
Entao existe uma fungao f' arbitariamente préxima de f (e, portanto, homotdpica a f)
que coincide com f fora de uma vizinhanca U de xy e que nao possui coincidéncia com g

no fecho de U.

O Teorema diz que coincidéncias isoladas com indice zero podem ser eliminadas
por deformagoes locais e arbitariamente pequenas de uma (basta uma) das fungoes, sem
o surgimento de novas coincidéncias.

Isto sugere que o ntimero minimo de coincidéncias MCJf, g] possa ser realizado por
meio da deformacao de apenas uma das fungoes, f ou g, ao invés de ambas. A prova
deste fato é um marco na teoria de coincidéncias, que faz dela, num certo sentido, uma
extensao da teoria de pontos fixos. Explicamos apds enunciar o Teorema de R. Brooks,

originalmente publicado em [I], que pode ser visto também em [6, Proposigao 2.12, p. §].

Teorema 1.13 (Teorema de Brooks). Sejam f,g : X — Y fun¢ées continuas de um
espago topolégico X numa variedade Y (sem bordo, ndo necessariamente compacta). Para
quaisquer fungoes fi e g1 homotdpicas a [ e g, respectivamente, existe uma funcao f’

homotdpica a f tal que Coin(f’, g) = Coin(f1, g1). Consequentemente,

MC[f,g] = min{#Coin(f’,g) : f' = f}.

Agora, explicamos o que dissemos antes do enunciado do Teorema de Brooks. E ébvio
que um ponto fixo de uma funcao f : X — X é uma coincidéncia entre f e a funcao
identidade id : X — X, ou seja, Fix(f) = Coin(f,id). Sendo X uma variedade sem bordo

e f continua, segue do Teorema de Brooks que
MF[f] = MC[f, id].

A hipoétese de ser X uma variedade sem bordo é essencial para a conclusao do Teorema
de Brooks. De fato, o famoso exemplo de B. Jiang publicado em [8] § 4], também disponivel
em [7, Exemplo 10.7, p.641], fornece uma autofuncio continua f : S'v.S* — Stv St do
buqué de duas circunferéncias, tal que MF[f] = 2 (a fungao f aplica a primeira S' em
si prépria com grau —1, e a segunda S! em si prépria com grau 3). Por outro lado, pelo
Teorema 2.3 de [17], o par (f,id) pode ser deformado a um par livre de coincidéncia, ou
seja, MC[f, id] = 0. Temos, portanto, um exemplo em que MF[f] # MC|f, id].
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1.2.3 Numero de Nielsen para coincidéncias

Passamos agora a introducao dos conceitos de classes de coincidéncias e sua classi-
ficagdo quanto a serem essenciais ou inessenciais.

Desde ja, permanecemos considerando fungoes continuas f,g : X — Y entre n-
variedades fechadas e orientaveis, embora alguns conceitos que apresentamos possam ser
levados a um contexto mais geral.

Diz-se que dois pontos xg, 21 € Coin(f, g) sdo (f, g)-equivalentes se existe um caminho
v: I — X, de xy para x1, tal que f oy e g o~ sao homotdpicos como caminhos, isto é,

homotdépicos com pontos finais fixados.

b'e g(y) Yy,

o g Y, S

Figura 1.4: Relagao de equivaléncia em Coin(f, g).

A (f, g)-equivaléncia é uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto Coin(f, g) e, por
isso, produz uma partigdo de Coin(f, g) em classes de equivaléncia que sdo chamadas as
classes de coincidéncia de f e g.

Para os espacos com os quais estamos tratando, cada classe de coincidéncias é um
conjunto aberto e fechado de Coin(f, g). Como este ultimo é compacto, por ser um su-
bespago fechado do compacto X, segue-se que existe um numero finito de classes, digamos,
C1,...,C%, cada uma compacta em X. Além disso, para cada classe C; existe um aberto
U; C X satisfazendo as condic¢oes C; C U; e Coin(f, g) NU; é um subconjunto compacto
de X. Assim, cada tripla (f,g,U;) é admissivel e temos definido o indice ind(f, g, U;).
Este indice independe da escolha do aberto U; satisfazendo as condigoes requeridas e,
portanto, faz sentido definir o indice da classe C; por ind(C;) = ind(f, g,U;), onde U; é
qualquer aberto satisfazendo as condigoes acima.

Uma classe de coincidéncias C' é dita ser essencial se ind(C') # 0; caso contrério, diz-
se que a classe é inessencial. O nimero de classes de coincidéncias essenciais de f e g ¢é
chamado o nimero de Nielsen do par (f,g) e denotado por N(f,g).

Como consequéncia imediata do Teorema tem-se:

Teorema 1.14. Todo par de fungoes continuas f,qg: X — Y entre n-variedades fechadas

e orientdveis possui pelo menos N(f,g) pontos de coincidéncia.

Em simbolos, este resultado diz que N(f,g) < #Coin(f,g). Mas, de fato, tem-se

muito mais do que isso, uma vez que, assim como no caso de pontos fixos, também aqui
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o nimero de Nielsen é um invariante homotépico, isto é, se f’ é homotépica a f e ¢’ é
homotdpica a g, entdo N(f',¢") = N(f, g).

Por isso, o nimero de Nielsen N(f, g) é um limitante inferior ndo apenas para o nimero
de coincidéncias do par (f, g), mas para o nimero de coincidéncias de qualquer par (f’, ¢")

em que '~ f e ¢ ~ g, o que significa que

N(f,9) < MC[f, g].

Apresentamos um exemplo importante e muito ilustrativo em que tanto o nimero
minimo de coincidéncias MC|[f, g] quanto o nimero de Nielsen N(f, g) sdo completamente

determinados.

Exemplo 1.15. Para autofuncoes continuas da circunferéncia S e da esfera S? tem-se,
por [12, Exemplo 2.34]:

e Para funcoes continuas f,g: S' — S*,
N(f.g) = |deg(f) — deg(g)| = [L(f, g)| = MC[f, g].

e Dadas funcoes continuas f, g : S? — S?, como a esfera S? é simplesmente conexa,
f e g possuem apenas uma classe de coincidéncia C' = Coin(f, g) e, assim, o indice

ind(f,g,C) =ind(f,g,S5%) = L(f,g). Consequentemente, o ntimero de Nielsen

0, seL(f,g)=0

N — .
:9) 1, se L(f,g) #0.

Ademais, L(f,g) = deg(f) + deg(g) e, pela Proposicao 6.7 de [6], também

0, se L(f,9)=0

MCI[f, ] = .
N PR

Observacao 1.16. Para funcoes continuas f,¢ : S' — S! com pontos de coincidéncia
isolados, o indice ind(f, g, zo) de cada xy € Coin(f, g) pode ser definido, de modo prético e
intuitivo, em semelhanga & Defini¢ao[I.5] Basta para tanto convencionar qual das fungoes,
f ou g, fard o papel de funcao identidade naquela definicao. Escolhendo a fungao g para

este papel, podemos definir:

1 se f(z) ultrapassa g(x) em xg
ind(f,g,20) = { —1 se g(x) ultrapassa f(z) em z -

0  caso contrario
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O problema de Wecken no contexto de coincidéncias consiste em determinar condigoes
sob as quais se tenha MC[f, g| = N(f,g).

No Exemplo [1.15| vimos que a propriedade de Wecken é valida para autofuncoes da
circunferéncia e da esfera. Contudo, esta é uma questao ainda em aberto para fungoes
entre superficies mais gerais, assim como no caso de pontos fixos.

Para dimensbes maiores ou iguais a 3, o problema foi resolvido (para variedades ori-

entdveis) em 1955 por H. Schirmer em [I16]; ver também [6, Teorema 5.11].

Teorema 1.17. Sejam f,g : X — Y funcoes continuas entre variedades fechadas e

orientdveis de mesma dimensao maior ou igual a 3. Entao MCI[f, g] = N(f,g).

Para funcgoes entre superficies fechadas (ou seja, dimensao 2), alguns resultados parciais
podem ser vistos nas Se¢oes 6.2 e 6.3 de [6].
Intuitivamente, a dificuldade em lidar com os problemas de coincidéncia em dimensao

2 deve-se ao fato de nao haver “espaco” suficiente para remover pontos de coincidéncia.
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Capitulo 2
Epsilon Teoria de Pontos Fixos

Neste capitulo, apresentamos a epsilon teoria de pontos fixos desenvolvida por R.
Brown e publicada em 2006 em [2]. Trata-se de uma teoria que se propoe a realizar as
investigagoes proprias da teoria de Nielsen para pontos fixos, brevemente apresentada na
Sec¢ao mas impondo restri¢oes quanto ao tipo de deformacao por homotopia que pode
ser realizado sobre uma dada func¢ao a fim de minimizar seus pontos fixos.

Neste contexto, sao definidos novos conceitos de niimero minimo de pontos fixos e um
nimero do tipo Nielsen.

O resultado central da epsilon teoria de pontos fixos, que a faz diferir da teoria classica
de um modo especialmente interessante, é o fato de que, neste novo contexto, a proprie-
dade de Wecken ¢ valida independentemente da dimensao da variedade, ao contrario do
que foi destacado ao final da Subsecao [1.1.4]

2.1 Exemplo inicial

Como vimos no Exemplo , toda autofuncao f do intervalo fechado I = [0, 1] tem
numero de Nielsen N(f) = 1, o qual é realizével, isto é, existe uma fun¢ao g homotépica
a f com exatamante um ponto fixo (por exemplo, uma fun¢ao constante). Contudo, pode
ocorrer que a funcao g, ou qualquer outra homotdpica a f e que tenha apenas um ponto

fixo, esteja, num certo sentido analitico, “distante” de f. Vejamos o Exemplo
Exemplo 2.1. Seja f : I — [ uma fung¢ao continua que satisfaz
fO)=/f@2/3)=1 e f(1/3)=f(1)=0.

Conforme lembramos acima, o numero de Nielsen N(f) = 1 e existe uma funcao g

homotépica a f com exatamente um ponto fixo. Entao, deve existir ¢; € I tal que

|f(t1) —g(t1)] > 1/3.
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De fato, isto resulta dos calculos abaixo, em que ¢y é o inico ponto fixo da fungao g : I — I.

e Se ty € [0,1/3] entdo, g(t) < t para todo t > ty e, assim, para t; = 2/3 tem-se
|f(t1) —g(t)] > 1/3.

e Sety € (1/3,2/3), entdo g(t) > t para t < ty e g(t) < t para t > to. Assim, para
t1 =1/3 e 2/3 tem-se | f(t1) — g(t1)| > 1/3.

e Se ty € [2/3,1] entdo, g(t) > t para todo t < ty e, assim, para t; = 1/3 tem-se

|f(t1) —g(t1)] > 1/3.

A Figura mostra o grafico de uma funcao g : I — [ cujo unico ponto fixo
pertence ao intervalo (1/3,2/3), o que forga as distancias entre f(1/3) e g(1/3) e entre
f(2/3) e g(2/3) a serem maiores do que 1/3.

Figura 2.1: Fungao g : [ — I com ponto fixo em (1/3,2/3).

Portanto, se limitarmos a deformagéo de f a uma faixa de largura 2/3 (centrada do
grafico de f), entdo nao conseguimos realizar N(f) como o nimero de pontos fixos de

uma funcao cujo grafico esteja contido em tal faixa.

2.2 Epsilon niimero minimo de pontos fixos

O Exemplo [2.1] sugere que, ao controlarmos as possiveis deformacgoes por homotopia
de uma dada funcao f : X — X, obtém-se uma teoria de pontos fixos diferente da teoria
classica que apresentamos na Secao [1.1]

Varios tipos de controle podem, eventualmente, ser impostos a homotopia, mas o

controle que o Exemplo [2.1] inspira é aquele em que se mede a distancia de cada ponto
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f(z) a cada ponto correspondente f;(z), de uma dada homotopia {f;} que inicia em f, e
impoe-se que tal distancia deve ser menor que um valor € > 0 previamente fixado.

Para que isso seja possivel, é claro, X precisa, no minimo, ser um espaco métrico. E
o que consideramos, a partir daqui, nesta segdo. A partir da Segao [2.4] exigiremos um
pouco mais, pediremos que X seja uma variedade riemanniana.

Antes de definirmos o conceito de epsilon homotopia (o controle imposto sobre a ho-
motopia), lembramos que, dadas fungdes f, g : Z — X de um espago topoldgico compacto

Z num espago métrico (X, d), a distancia (usual) entre f e g é definida por

d(f,g) = max{d(f(2),9(2)) : z € Z}.

Definicao 2.2. Sejam Z um espacgo topoldgico compacto, X um espaco métrico com
fungao distancia d e € > 0 um real dado. Uma homotopia {h;}; : Z — X é chamada uma
epsilon homotopia se

d(h¢, hy) < € para quaisquer t,t' € I.

Neste caso, as fungoes f = hg e g = hy (ou quaisquer h; e hy) s@o ditas epsilon homotopicas

e, para encurtar, escrevemos f ~. g.

Definido o controle sobre as homotopias que poderao ser consideradas, passamos ao
processo de buscar minimizar o nimero de pontos fixos de uma dada fungao por meio de

tais homotopias. Definimos:

Definicao 2.3. Seja X um espago métrico compacto, f : X — X uma funcao continua e

£ > 0 um real dado. Definimos o e-numero minimo de pontos fixos de f por

MF*(f) = min{#(Fix(g)) : g ~ f}.

Aqui, notemos a diferenga, para além do “€”, entre as notagoes MF[f] e MF*(f). A
mudanca de [f] para (f) se deve ao fato de, ao contrario da homotopia entre fungoes,
a epsilon homotopia nao ser uma relacao de equivaléncia. Para constatacao desse fato,

considere o Exemplo que passamos a apresentar.

Exemplo 2.4. Seja f : I — I a fungao que satisfaz as condi¢oes do Exemplo 2.1 e que
¢ afim nos intervalos [0,1/3], [1/3,2/3] e [2/3,1] . Adicionalmente, sejam ¢, h : [ — I as
fungoes definidas como segue: h é a funcdo constante igual a 2/3 e g é a fungao afim nos
intervalos [0,1/3], [1/3,2/3] e [2/3,1] e que satisfaz ¢(0) = g(2/3) =2/3, g(1/3) = g(1) =
1/3. Os graficos de f, g e h estao ilustrados na Figura .

Como o intervalo I é convexo (e, portanto, quaisquer autofungoes de I sao homotdpicas

via a homotopia por segmentos de reta), segue-se que:
e f é1/2-homotdpica a g, pois d(f,g) < 1/3 < 1/2;
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e g ¢é 1/2-homotdpica a h, pois d(g,h) < 1/3 < 1/2;

e contudo, f nao é 1/2-homotdpica a h, pois d(f(1/3),h(1/3)) = 2/3.

Figura 2.2: Graficos de fungoes f,g,h: 1 — 1.

Além de mostar que a epsilon homotopia nao é uma relacao de equivaléncia (pois f
é epsilon homotopica a g e g é epsilon homotdpica a h, mas f nao é epsilon homotopica
a h), este exemplo mostra também que, ao contrario do nimero minimo de pontos fixos
MF|[f], o e-ntimero minimo de pontos fixos MF*(f) nao é um invariante homotdpico (e
por isso usamos (f) ao invés de [f], j4 que o simbolo [f] remete a classe de homotopia de
f). De fato, como vimos no Exemplo [2.1] para ¢ < 1/3 tem-se MF*(f) > 1, ao passo que,
para a fungao h, que é homotdpica a f, é facil ver que MF¢(h) = 1 qualquer que seja o
real € > 0.

2.3 Cenario apropriado a epsilon teoria

Seja f : X — X uma funcao continua entre espacos métricos compactos. Na secao

anterior, definimos o e-niimero minimo de pontos fixos de f por

MF*(f) = min{#(Fix(g)) : g = f}.

Na Secao [1.1] vimos que na teoria classica de pontos fixos hd um contexto préprio em
que o nimero minimo de pontos fixos MF[f]| possui um limitante inferior N(f), chamado
o numero de Nielsen de f. Para que tal nimero esteja definido, pede-se apenas que X
seja um poliedro. No entanto, os questionamentos e resultados mais importantes da teoria

surgem no cenario em que X é uma variedade.
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Nossa intencao ¢ também construir uma espécie de niimero de Nielsen que seja um
limitante inferior para o e-niimero minimo de pontos fixos MF®( f). Isso serd feito exigindo-
se que X seja uma variedade. No entanto, como é preciso que, além disso, X seja um
espago métrico, o natural é considerar que X seja uma variedade riemanniana.

Passamos entao a relembrar alguns conceitos basicos sobre variedades riemannianas.
Nao seremos demasiado formais ou detalhistas; apresentaremos apenas as nogoes impor-
tantes para o desenvolvimento do trabalho. Detalhes em [4] e [10].

Por uma wvariedade riemanniana entendemos uma variedade diferenciavel X munida
de uma métrica riemanniana, isto é, uma correspondéncia que associa a cada ponto p € X
um produto interno ( , ), no espaco tangente 7, X, que varia diferenciavelmente com p.

Importa destacar que toda variedade diferencidvel (Hausdorff e com base enumeravel)
possui uma métrica riemanniana; ver [4, Proposigao 2.10, p.47].

Uma maneira de ter diferenciabilidade sobre vetores tangentes de uma variedade ri-
emanniana é com as chamadas conexdes afins, cuja definicao nao é necesséaria para este
trabalho. Com as conexdes afins é possivel falar em velocidade e aceleracao de uma curva
na variedade. Qualquer variedade de dimensao positiva tem infinitas conexoes afins.

Uma geodésica numa variedade riemanniana X ¢ uma curva em X que tem aceleragao

constante igual a zero, isto é, um caminho parametrizado

2

v
I — X tal — =0.
y al que —

Se v é uma geodésica em X, entao o comprimento ‘Z—Z‘ do vetor velocidade ¢é constante

ao longo de 7. Definimos a funcao comprimento do arco y por

d
tHs(t):/’d—Z dt.

Segue-se que o comprimento do arco de uma geodésica ~ varia segundo uma funcao
linear do parametro t.

O comprimento de arco estd definido nao apenas para geodésicas, mas para qualquer
caminho suave w: I — X.

Definimos a distancia entre dois pontos p, ¢ € X como sendo o infimo dos comprimen-
tos de todos os caminhos suaves que unem p e ¢. Isto é, sendo C(p, q) o conjunto de todos

os caminhos suaves w : I — X inciando em p e terminando em ¢, definimos

d
d(p,q):inf{/ d—j’dt tal quewGC(p,q)}.
I

Alguns questionamentos surgem naturalmente a respeito das geodésicas e da funcao
distancia: Dados uma uma variedade riemanniana X e pontos p,q € X, existe uma

geodésica conectando esses pontos? Se existir, a geodésica é tnica? Existe um caminho
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ou, mais precisamente, uma geodésica em X conectando p e ¢ de tal modo que seu
comprimento seja exatamente d(p,q)? No caso afirmativo, um tal caminho/geodésica é
chamado minimizante.

Respostas de alcance bastante geral para estas questoes podem ser vistas em [4] e [10].
Aqui focaremos naquilo que é essencial aos nossos propésitos.

Apresentamos a seguinte proposicao, correspondente ao Corolario 10.7 de [10] p. 61]:

Corolario 2.5. Seja X uma variedade riemanniana. Se um caminho suave w : [0,1] — X
tem comprimento menor ou igual ao comprimento de qualquer outro caminho suave que

inicia em w(0) e termina em w(l), entao w € uma geodésica.

Ou seja, um caminho minimizante em comprimento é uma geodésica. Para um resul-

tado mais global de minimizacao a respeito das geodésicas, considere o que segue.

Definigao 2.6. Uma geodésica v : [0,1] — X é dita ser minimal se seu comprimento é
menor ou igual ao comprimento de qualquer outro caminho suave conectando seus pontos
finais. Ou seja, se [, |2 | dt < d(+(0),v(1)).

O Teorema 10.4 de [0, p.59] assevera que geodésicas suficientemente pequenas sao
minimizantes, o que nao é verdadeiro para geodésica de comprimento grande, em geral.

Além disso, tem-se o seguinte resultado correspondente ao Corolario 10.8 de [I0] p. 62]:

Proposicao 2.7. Seja X uma variedade riemanniana e seja K C X compacto. FExiste
um numero real 6 > 0 tal que quaisquer dois pontos de K que distam menos do que § sao
conectados por uma unica geodésica de comprimento menor do que 0. Além disso, essa

geodésica € minimizante e varia diferencialmente com os pontos p e q.

Na tltima afirmagao da Proposi¢ao 2.7, considera-se sobre o conjunto de todos os
caminhos em X a topologia compacto-aberta.
Da Proposicao vislumbramos o cenario ideal para a construcao da epsilon teoria

de pontos fixos (e, mais adiante, epsilon teoria de coincidéncias). Explicamos:

Cenario 2.8 (da construgao das epsilon teorias). Seja X uma variedade riemanniana
conexa e compacta. Pela Proposicao existe um numero real § > 0 com a propriedade
que: para quaisques pontos p,q € X que distam menos do que ¢, existe uma tnica
geodésica ¢,, em X, que inicia em p e termina em ¢, cujo comprimento ¢é igual a d(p, q).
Além disso, ¢, varia continuamente com p e ¢g. Para o desenvolvimento das epsilon teorias,

escolhemos e pré-fixamos € > 0 tal que € < 4.

Para ilustrar, considere esfera S? como sua estrutura riemanniana usual, de tal modo

que as geodésicas em S? sao arcos de circunferéncias maximas. Sejam p e g os polos norte
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e sul, respectivamente, de S?. Entao d(p, q) = 7 e existem infinitas geodésicas de p para q
cujo comprimento ¢ igual a 7; de fato, qualquer semi-meridiano é uma geodésica entre p e
q com comprimento . Agora, ao invés de ¢, consideremos qualquer outro ponto ¢’ € S2,
diferente também de p. Entao d(p,q’) < 7 e existe uma tnica geodésica de p para ¢’ com
comprimento igual a d(p,q’). Tal geodésica corresponde ao menor dos arcos da (dnica)
circunferéncia maxima S C S? que passa por p e ¢. O arco complementar é também uma

geodésica conectando p e ¢’, mas seu comprimento é igual a 27 — d(p,q’) > d(p,q’).

2.4 Epsilon nimero de Nielsen para pontos fixos

Ao longo desta secao, X é uma variedade riemanniana compacta e conexa, com fungao
distancia associada d, conforme apresentado na Se¢ao[2.3] Fixemos, de uma vez por todas,
um ndmero real € > 0, conforme descrito no Cendrio 2.8 Entao, para quaisquer pontos
p,q € X que distam d(p,q) < ¢, existe uma tnica geodésica c,, conectando p e ¢; além
disso, a geodésica c,, ¢ minimizante e varia continuamente com p e g.

Sejam f, g : X — X fungbes continuas com d(f, g) < . Entdo, para cada = € X, tem-
se que d(f(z),g(x)) < € e, portanto, temos definida uma geodésica minimizante cg(z)g(a)
que inicia em f(z) e g(x). Por variar continuamente com o ponto x, uma vez que f e g
sao continuas, a colecao de funcoes {h;} : X — X dadas por h(x) = Cpg)g()(t) é uma
epsilon homotopia que inicia em f e termina em g.

Segue-se que duas funcoes continuas f,g : X — X sao epsilon homotopicas se, e
somente se, d(f,g) < e.

Temos, portanto, uma definicao alternativa para o e-nimero minimo de pontos fixos

de uma dada fung¢ao continua f : X — X, a saber,
MF*(f) = min{#(Fix(g)) : d(f,9) < e}.

A partir de agora, iniciamos o procedimento que levara a definicao do assim chamado
e-numero de Nielsen para pontos fixos de uma dada fun¢ao continua f: X — X.

Primeiramente, fixamos um conjunto um pouco maior que Fix(f), mas que é formado
por pontos “quase” fixos, isto é, pontos cuja imagem via f difere da identidade menos
do que . Denotaremos tal conjunto por A®(f) e veremos que suas componentes conexas
farao o papel dos conjuntos abertos U; que na teoria cléssica de Nielsen tornam admissiveis

os pares (f,U;). Precisamente, definimos
A(f) = {z € X : d(w, f(x)) < e},
Proposicao 2.9. O conjunto A®(f) € aberto em X.
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Demonstracao. Basta notar que A®(f) = D;l([(),e)), onde Dy : X — R* é a fungao
continua definida por D¢(x) = d(z, f(x)), e o intervalo [0,¢) é aberto em R¥. O

Agora, vamos definir uma relagdo de equivaléncia em Fix(f), de modo a mesclar o

conceito da teoria classica com o erro € a ser considerado.

Definicao 2.10. Sejam f : X — X uma funcao continua e zg, x; € Fix(f) pontos fixos
de f. Dizemos que xg,x; sao e-equivalentes se existe um caminho v : I — X, de xg
para x1, tal que d(v, f o) < e. Esta é de fato uma relagao de equivaléncia e as classes

induzidas por esta relagao sao chamadas as e-classes de pontos fizos de f.

x SO X,

Figura 2.3: Relag@o de e-equivaléncia em Fix(f).

O teorema a seguir traz uma equivaléncia que mostra a importancia do conjunto A®( f)

para caracterizar as e-classes de pontos fixos de f.

Teorema 2.11. Pontos fixos xq e x1 de uma funcao continua f : X — X sao e-

equivalentes se, e somente se, pertecem a mesma componente conexa de A®(f).

Demonstra¢ao. Suponha que zg, x; € Fix(f) sdo e-equivalentes e seja 7 um caminho em
X de zp a x; tal que d(v, foy) < e. Ou seja, d(v(s), f(7(s))) < € para todo s € I.
Logo, v(I) € A*(f). Como 7(I) é conexo, ele estd contido numa mesma componente
conexa de A®(f). Assim, segue que v(0) = zg e y(1) = x; estdo na mesma componente.
Reciprocamente, suponha que zg,z; € Fix(f) estdo na mesma componente de AS(f).
Como X ¢ localmente conexo por caminho (por ser uma variedade) e A®(f) C X é
aberto (Proposicao [2.9), segue que as componentes conexas e as componentes conexas
por caminho de A®(f) sdo as mesmas; ver [I1, Teorema 25.5, p.161]. Entao, existe um
caminho 7 de zg até x1. Como 7 estd em A®(f), temos que d(~, f o) < e. Logo, g e x1

sao e-equivalentes. O

Corolario 2.12. As e-classes de pontos fixos de uma funcdao continua f : X — X sdo

abertas em Fix(f).

Demonstra¢ao. Como X ¢é localmente conexo por caminho e A®(f) é aberto em X (Pro-
posi¢ao 2.9), cada componente de A*(f) ¢ aberta em X [I1, Teorema 25.3, p.161]. Além

disso, segue do Teorema que cada e-classe de pontos fixos € igual a interseccao de uma
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componente de A®(f) com Fix(f). Assim, as e-classes de pontos fixos de f sdo abertas
em Fix(f). O

Pelo Corolario [2.12] as e-classes de pontos fixos de f constituem uma cobertura aberta
para Fix(f). Como Fix(f) é compacto (por ser fechado na variedade compacta X) e as
e-classes de pontos fixos s@o duas a duas disjuntas (afinal, sdo classes de equivaléncia),
segue que existe uma quantidade finita de e-classes de pontos fixos, digamos, F7, ..., Fy.

Denotamos a componente de A(f) que contém FF por A5(f).
Proposicao 2.13. Os pares (f, As(f)) sdo admissiveis para todo 1 <1 < k.

Demonstracao. De acordo com a definigao de par admissivel que apresentamos na Subsegao
1.1.2} precisamos provar que a fungao f néo possui ponto fixo na fronteira dA:(f) de cada
aberto AS(f), para 1 <i < k.

Suponha o contrario, ou seja, que exista x € OA(f)NFix(f) paraalgumi € {1,...,k}.
Entdo x ¢ Af(f), pois o conjunto AF(f) é aberto. Logo, existe j # i tal que z € A5(f),
o que implica que z € JAF(f) NAS(f).

Do fato de = pertencer ao aberto Aj( f) segue-se que existe uma bola aberta B, cen-
trada em z, inteiramente contida em A%(f). Do fato de x pertencer a fronteira JAZ(f)
segue-se que a bola B intercepta A$(f). Resulta que algum ponto da bola B pertence a
ambos, a A5(f) e a A7(f), ou seja, A7(f) NA5(f) # 9, o que estd em contradigao com o
fato de Af(f) e A5(f) serem componentes distintas de A®(f).

Desse modo, concluimos que nao hé ponto fixo de f na fronteira de cada componente
de A®(f) e, portanto, sao admissiveis os pares (f, AS(f)). O

Segue da Proposicao que, para cada par (f, As(f)), esta definido, conforme apre-
sentacdo na Subsecdo [1.1.2] um indice ind(f, AS(f)).

Dizemos que uma e-classe de pontos fixos de f, digamos FF = Fix(f) N As(f), é
essencial se ind(f, AS(f)) # 0. Caso contrério, dizemos que a classe é inessencial.

Nao havendo risco de confusao, escrevemos
ind(F7) = ind(f, A7 (f)),
e chamamos este nimero de o indice de ponto fixo da e-classe de pontos fixos F;.

Definigao 2.14. O e-nimero de Nielsen de pontos fixos de uma funcao continua f : X —

X, denotado por N¢(f), é o nimero de suas e-classes de pontos fixos essenciais.

O teorema a seguir estabelece uma relacao entre o e-niimero de Nielsen e o niimero de
Nielsen (cldssico) de pontos fixos de uma funcao.

25



Teorema 2.15. Se pontos fizos ¢y e x1 de uma fungao continua f : X — X sao e-
equivalentes, entao xq e x1 estdo na mesma classe de pontos fizos de f (no sentido cldssico
apresentado na Subse¢ado . Além disso, cada classe de pontos fixos é uma reuniao

de e-classes de pontos fizos e

N=(f) = N(f).

Demonstracao. Se xy e x1 sao pontos fixos e-equivalentes, existe um caminho ~ entre eles
tal que d(7, f o) < e. Entao, hi(s) = cy(s)f(y(s))(t) define uma homotopia de caminhos
entre v e f oy e, portanto, xo e x; estao na mesma classe de ponto fixo. Assim, cada

classe F; é uma uniao de e-classes de pontos fixos.
P

Agora, suponha que F; = U F; seja uma classe de pontos fixos, escrita como uma
j=1
reuniao de e-classes de pontos fixos. Entao podemos calcular o indice da classe F; usando

p
o par admissivel ( f, U AL(f )) . Pela propriedade de aditividade do indice de pontos fixos,
j=1

p p p
ind(Fy) = ind (£, | J A35() = Y- ind(£, A5() = D ind(F).
j=1 j=1 j=1
Se a classe Fj é essencial, isto ¢, ind(F}) # 0, entdo, no somatdrio da direita na
identidade acima, pelo menos uma da parcelas ind(F;) deve ser nao nula, o que significa

que a correspondente e-classe de pontos fixos F} é essencial. Portanto, N°(f) > N(f). O

O proximo resultado fornece uma cota inferior para o e-nimero minimo de pontos
fixos MF¢(f) de uma dada fungao continua f : X — X, de modo semelhante & limitagao
inferior obtida na Subsecao para a cardinalidade de pontos fixos entre todas as
funcoes homotopicas a dada funcao f. Noutras palavras, o resultado mostra que o niimero

N=(f) apresentado acima é realmente digno de ser chamado um nimero de Nielsen.
Teorema 2.16. Seja f : X — X uma fungdo continua. Entao N°(f) < MF®(f).

Demonstragao. Sejam g : X — X uma funcao epsilon homotépica a f e {h} : X — X a
epsilon homotopia que inicia em f e termina em g definida por hy(z) = cfa)g() (1)
Primeiramente, verificaremos que os pares (g, A$(f)) sao admissiveis.
Note que a Proposicao [2.9| garante que d(z, f(x)) > € para todo = € JA;(f). Entao,
para € 0AS(f) et € I, temos

A, he(x)) + d(u(2), f(2)) > d(x, f(2)) > e.

Mas como {h;} é uma epsilon homotopia, d(h:(z), f(x)) = d(hi(x), ho(z)) < € e, assim,
d(z,hi(x)) > 0. Ou seja, hy ndo tem ponto fixo na fronteira de As(f), qualquer que seja
o momento da homotopia. Em particular, (hy, As(f)) = (g, A5(f)) é admissivel.
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Além disso, pela propriedade de invariancia por homotopia do indice de ponto fixo,
ind(f, A7(f)) = ind(g, A7 (f)).

Consequentemente, se F7 é uma e-classe de pontos fixos essencial da fungao f, entao
ind(g, AS) # 0 e, pelo Teorema a func@o g possui ponto fixo em AZ(f). Portanto, g
tem pelo menos N¢(f) pontos fixos. O

Uma consequéncia 6bvia do Teorema|[2.16|é que, para toda fungao continua f : X — X,
tem-se N°(f) < #Fix(f), tal como o Teoremal[L.6]

Contudo, apesar do e-niimero de Nielsen N¢( f) ser um limitante inferior para o niimero
de pontos fixos de todas as fungoes g que sao epsilon homotépicas a f, o niimero N=(f)
nao ¢é, ele préprio, invariante com relagao as epsilon homotopias, especialmente quando
consideramos (-homotopias para ¢ > 0 arbitrariamente pequeno. Exemplos desse fato

sao apresentados a seguir. Os detalhes dos cédlculos foram deixados para a Secao |2.6]|

Exemplo 2.17. Seja f : I — I a autofuncdo continua do intervalo I = [0, 1], cujo grafico
estd apresentado na Figura 2.4l Seja g : I — I a fungdo continua definida como sendo
igual a f, exceto no intervalo [p, q], onde o grafico de g é um segmento de reta conectando
(p, f(p)) e (q, f(q)). O valor de € > 0 esta representado na Figura

//
&
((
F ’ J
Fa //
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I// f/
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/,/ "l’
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I’ »
//l # /’
7 //:’
s g
(/.
—
£ q
I Os - = e ]
— —
AS(f) AS(f)  AS(S) =AS(g)
| |
Af(g)

Figura 2.4: Fungoes f e g do Exemplo 2.17]
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Dado um real ¢ > 0, podemos ajustar f no intervalo [p, ¢ de tal modo que a homotopia
{ht} : X — X dada por

hi(z) =

{tg(a:)—{—(l—t)f(x) se x € [p,q|
f(z) = g(x) se z€1\[pq]

seja uma (-homotopia entre f e g. Contudo, o e-nimero de Nielsen N¢(f) = 3, enquanto

que N¢(g) = 1, conforme mostraremos detalhadamente na Secao .

Uma vez que o nimero de Nielsen N(f) = 1 para toda autofuncdo continua do in-
tervalo I (conforme Exemplo , o Exemplo também mostra uma situacao na qual
Ne(f) > N(f). No exemplo a seguir, a desigualdade estrita N°(f) > N(f) também se

verifica, desta vez sem que se tenha N(f) = 1.

Exemplo 2.18. Considere a circunferéncia S' como o espaco quociente obtido do inter-
valo I = [0, 1] pela identificagdo 0 ~ 1. Seja f : S* — S! a fun¢io continua cujo gréfico
esta ilustrado na Figura Claramente, a funcdo f tem grau deg(f) = —3 (pois o
faco f(S') da trés voltas liquida da circunferéncia S', no sentido antihordrio). Segue do
Exemplo que f tem numero de Nielsen

N(f) =| -3—1]|=4.

Por outro lado, f tem 10 pontos fixos dispostos num total de 7 e-classes de pontos fixos,
das quais 5 sao formadas por apenas 1 elemento e a primeira e a iltima classes sao

formadas por 3 e 2 pontos fixos, respectivamente.
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Figura 2.5: Funcao f do Exemplo [2.18]
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E f4cil ver que a classe formada por 2 elementos é a tinica que nao é essencial (ela pode
ser eliminada deformando-se f ligeiramente, menos do que ¢, “para baixo”, com relagao

a figura). Por isso, o e-ntimero de Nielsen N¢(f) = 6.

Um procedimento para o célculo efetivo de N¥(f), para f uma autofunc¢ao continua

do intervalo I ou da circunferéncia S', é apresentado na Secao [2.6
b s

2.5 Realizacao do epsilon niimero de Nielsen

Esta secao apresenta o principal teorema do capitulo, que é também o teorema principal
de [2]. Trata-se da prova da validade da propriedade de Wecken no contexto da epsilon
teoria de pontos fixos, isto é, a prova de que o e-nimero de Nielsen de pontos fixos N¢(f)
de uma funcao continua f : X — X nao é apenas uma cota inferior para o e-nimero

minimo de pontos fixos MF®(f), mas que tal cota é sempre atingida, ou seja, que
MF=(f) = N°(f).

Destacamos que o resultado independe da dimensao da variedade X, o que difere, de
modo muito interessante, a epsilon teoria da teoria classica de pontos fixos, onde, como
vimos na Subsegao [[.1.4] a propriedade de Wecken néao é valida em dimensao 2.

A demonstragao do Teorema [2.20| envolve a chamada construcao de Hopf que, por sua
vez, depende de técnicas simpliciais para as quais indicamos [3] e [14].

Antes do resultado central, apresentamos um lema.

Lema 2.19. Seja F' um subconjunto fechado de uma variedade compacta X e seja U um
subconjunto aberto e conexo de X que contém F'. Nessas condicoes, existe V- C X aberto

e conexo que contém F' e cujo fecho estd contido em U

Demonstragao. Como X é compacta e Hausdorff (logo, normal), por [II, Lema 31.1,
p. 196] existe um conjunto aberto W contendo F' cujo fecho estd contido em U. Como
F é fechado no Hausdorff X, ele também é compacto. Logo, existe uma quantidade
finita de componentes Wi, ..., W, de W cuja uniao cobre F. Como U é aberto e conexo
na variedade localmente conexa por caminhos X, segue-se que U é também conexo por
caminhos. Seja a; um caminho em U de x; € W; N F até x;,1 € W, 1 N F e seja A; um
subconjunto aberto de U contendo a; tal que o fecho de A; estd em U (considere 1 < i <r

er+1=1). Como a; é conexo, podemos assumir A; também conexo. Denotando
V=WUA UWyUAyU...UW,UA,,

temos que V' é conexo. Como os fechos de cada W, e A; estao em U, o fecho de V' também

estd em U e o lema estd demonstrado. O]
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Seja Ff = Fix(f) N AZ(f) uma e-classe de pontos fixos de uma dada funcao continua
f: X — X. Pelo Lema existe um subconjunto V; C As(f) conexo e aberto, contendo
F¥, cujo fecho V; ainda estd em AS5(f).

Para a fungao Dy : X — R* definida por D(x) = d(z, f(x)) temos que D;(V;) = [0, 8]
onde ; < .

Escolha «; > 0 suficientemente pequeno tal que §; + 2a; < €.

Teorema 2.20. Para cada funcao continua f : X — X, existe uma fun¢ao continua

fi1: X — X que € epsilon homotdpica a [ e possui N°(f) pontos fixos.

Demonstragao. Vamos definir f; fora de A®(f) através de aproximacao simplicial de tal
modo que d(f, fi) < «, onde @ = min{a;}. A prova entdo consiste em descrever fi
em cada componente A5(f) de A°(f). Para simplificar a notacdo, construiremos a f;
assumindo, inicialmente, que A®(f) seja conexo e assim omitiremos os indices 4.

Primeiramente, triangularizamos a variedade X e tomamos uma subdivisao simplicial
suficientemente fina de tal modo que: se u é aproximagao simplicial de f com respeito a
essa triangulagao/subdivisao, entao d(u, f) < /2 e, para ¢ um simplexo que intersecta
X\ int(V), tem-se u(o) No = @.

Pela construcao de Hopf, podemos modificar u, movendo cada ponto nao mais do que
«/2, a fim de obtermos uma quantidade finita de pontos fixos, todos eles em um simplexo
maximal em V' e portanto, no interior da variedade X (confira em [3] Teorema 2, p. 118]).
Para poupar notagao, ainda chamaremos de u essa funcao modificada, e entao a fungao
definitiva v : X — X é tal que o conjunto Fix(u) é finito e a distancia d(u, f) < a.

Agora refinamos a triangulacao de X de tal modo que os pontos fixos de u sejam
vértices. Como V é uma variedade conexa n-dimensional, podemos conectar os pontos
fixos de v por caminhos em V'; seja P a reuniao desses caminhos. Com relacao a uma
subdivisao suficientemente fina da triangulagao de X, a vizinhanga estrelar S(P) de P,
que é um poliedro conexo finito, tem a propriedade que a vizinhanca derivada de S(P)
estd em V. Seja T uma arvore geradora do grafo conexo e finito correspondente ao 1-
esqueleto de S(P); entdo T contém Fix(u). Seja R(7T) uma vizinhanga regular de 7" em
V Nint(X). Entao, como T é colapsével, segue de [14, Corolario 3.27, p. 41] que R(T) é
uma bola n-dimensional.

Portanto, temos construido um subconjunto W = int(R(T")) de V, contendo Fix(u),
para o qual existe um homeomorfismo ¢ : W — R". Como Fix(u) é finito, podemos

assumir que ¢(Fix(u)) C int(B;), onde B; é a bola unitaria fechada em R™. Denotaremos
By =¢7(B1) e 0"=¢"'(0).
Para cada x € Bf C W C V temos

d(z,u(z)) < d(z, f(x)) +d(f(z),u(x)) <d+a<e.
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Assim, existe uma tinica geodésica cgy(y) em X conectando x e u(z).

Considere a funcao (que sabemos ser continua, pela Segao H:BfxI— X
definida por H(z,t) = Cpu@)(t). Entdo H (W) é um subconjunto aberto de B x [
contendo B x {0}. Logo, existe ty > 0 tal que H(Bj x [0,t0]) C W.

Defina a retracao p : By — 0* — 0B} de B} — 0" sobre a fronteira de B} por

1
o) = 07 (00
()]
Para x € Bf — 0" e t € [0, ], temos p(x) € 0B} C By e, entdo, H(p(z),t) € W. Este
fato torna bem definida a fungao K : B} x [0,tg] — W dada por

o* se =0

rnn { 67 (10()|o(H (p(x), 1) se v € B — 0.

Além disso, o fato de ¢(H(OBF x I)) ser um subconjunto limitado do R™ implica que
a fungdo K é continua. De fato: quando z — 0%, a imagem ¢(z) — 0 e, pela limitacao
de H ja observada, o produto |¢(z)|¢(H (p(x),t)) — 0 e, consequentemente,

K(x,t) = ¢~ (|o(x)|6(H (p(x), 1)) = ¢7'(0) = 0".
Agora considere a fun¢ao Dy : Bf x [0,tg] — R definida por
Dk (z,t) = d(z, K(z,t)).

Pela continuidade de Df e tendo em vista que K(z,0) = x, temos que D' ([0,7)) é
um subconjunto aberto de By X [0, to] contendo B} x {0}.

Assim, tomando n = «, existe t; € (0,ty) tal que Dg(B} x [0,t1]) C [0, ), ou seja,
d(z, K(x,t)) < a para todo t € [0,4].

Defina v : Bf — X por v(z) = K(x,t).

O préximo passo é estender v para o conjunto By = {z € W : 0 < |¢p(x)| < 2}.

Definimos
V(%) = Cpu() (1 — t1)|o(x)| +2t; — 1), quando 1 < |p(z)| < 2.

Entao v : B — X ¢ continua, ja que, para todo x € dB7, tem-se p(z) = z e |¢(z)| = 1.
Também note que v(z) = u(x) se |p(x)| = 2, logo uma extensdo de v para todo X pode
ser definida tomando-se simplesmente v = u fora de Bj.

Desse modo, a funcao v tem apenas um ponto fixo, que é ponto 0*. De fato:

Se houvesse um ponto fixo zy de v fora de Bj, entao, como v coincide com u fora de

Bj, ele também seria um ponto fixo para u, o que estd em contradi¢ao com Fix(u) C Bj.
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Se houvesse xy € Fix(v) N (B3 — By), entao terfamos

V(T0) = Cagu(ae) (1 — t1)|d(z0)| + 21 — 1) = 0.

Como Cggu(z) € geodésica minimizante iniciando em o, segue (1 —t1)|¢(zo)|+2t, —1 =0,

1-2¢
donde |¢(zo)| = tl

Enfim, se houvesse xo € Fix(v) N (Bf — 0%), entdo, pela definigao de v em B7, tem-se

wo = v(w0) = ¢~ (|6(20)|¢(H (p(20,11)))), donde ¢(w0) = |¢(x0)|(H (p(wo,t1)))-

Sendo xg # 0%, segue-se que

< 1, contradizendo o fato de xy € B — Bj.

¢(x0)
|¢($0)’

Compondo com ¢~! de ambos os lados e usando as definicoes de p e de H, obtemos

= ¢(H (p(x0), 11))-

p(zo) = H(p(70),t1) = Cpaoulp(ao)) (t1)-

Como t; > 0, segue-se que u(p(zg)) =
assim sendo sendo, ¢(p(zg)) € o(Fix(u)
#(Fix(u)) C int(By).

Temos assim demonstrado que, de fato, a fungao v satisfaz Fix(v) = {0*}.

p(xo), ou seja, p(xy) é um ponto fixo para u e,
)

N 0B1, o que estd em contradicao com o fato

Finalmente, defina uma funcao continua f; : X — X como segue: Se o indice
ind(f, A°(f)) # 0, considere f; = v : X — X. Se o indice ind(f, A®(f)) = 0, pelo
Teorema |1.3] existe uma fungao continua f; : X — X que ¢é idéntica a v fora de B}, que
nao tem ponto fixo em Bj e, ainda, d(f1,v) < a.

Afirmamos que d(fi, f) < e. De fato:

Se x ¢ B3, entao fi(x) =v(z) = u(z), com d(u, f) < a < e.

Se x € B; — By, entdo fi(x) = v(x) € Cpu(z), donde d(v(z),u(x)) < d(x,u(x)). Dai,

)
d(fi(x), f(x)) = d(v(z), f(z))
d(v(w), u(x)) + d(u(z), f(z))
)
)

<

< d(z,u(z) +d(u(z), f(z))

< (dw, f@) + d(f(@),u(@))) + d(u(z), f(z))
< 042«

< E&.

Se x € Bf eind(f, A®(f)) # 0, entao fi(x) =v(z) = K(x,t;). Dai,

d(fi(z), f(z)) = d(K(z,t1), f(z))

d(K (z,t1),2) + d(z, f(z))
a+0

€.

VANVAN VAN
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Se x € By e ind(f,A°(f)) =0, entao

d(fr(x), f(x)) < d(fi(z),v(x)) + d(v(z), f(2))
d(fi(x),v(x)) + d(K(z, 1), f(z))
a+ (a+9)

A A

Isso conclui a prova de que d(fi, f) < € no caso em que A®(f) é conexo.

Retornando ao caso geral em que A®(f) pode ndo ser conexo, aplicamos em cada
componente A$(f) a construgao acima, obtendo fungoes fi; : X — X que coincidem com
v fora de AZ(f). Essas fungdes podem ser “justapostas” de modo a definir uma fungao
continua f; : X — X que coincide com v fora de A®(f) e com fj; em cada componente
A5(f) correspondente. Assim, para z ¢ A°(f), temos d(f(x), fi(x)) < a < ¢ e, para
x € AS(f), temos d(f(x), fi(x)) < 2q; + 0; < g, ja que 0 @ = min;{«;}.

Portanto, d(f, fi) < € e f1 possui exatamente N¢(f) pontos fixos, pois fi, além de
reduzir cada classe de ponto fixo a um tnico ponto fixo representante, elimina tal repre-

sentante se a classe a qual ele representa é inessencial. [

Além de ser um resultado muito importante, o Teorema traz uma luz acerca do
que acontece, na teoria classica, para a propriedade de Wecken falhar em dimensao 2.

Analisemos, brevemente, o classico exemplo de B. Jiang apresentado em [§], disponivel
também em [7, p.641]. Seja P o espago correspondente a um disco bidimensional com
dois buracos. A Figura [2.6| ilustra P e seu retrato por deformacao Py = C; U Cs, um

buqué de duas circunferéncias.

Figura 2.6: Superficie do exemplo de B. Jiang.

Sejam r : P — Py uma retragao e v : Py — Fy uma funcao que faz C'; dar uma volta
nela mesma no sentido contrario ao sentido nela fixado (grau —1) e faz Cy dar trés voltas
nela mesma com sentido igual ao nela fixado (grau 3). Defina f : P — P pela composigao
f=4Loyor, onde {: Py — P é a inclusao natural. A funcao f é continua e tem como
seus pontos fixos: o ponto py da intersecao C N Cy, o ponto p; € Cy antipoda de pg, € o

ponto ps € Cy antipoda de pg, com respectivos indices
ind(f,po) =0, ind(f,p1)=1, ind(f,p2)=—1.
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Em [§], B. Jiang descreveu um caminho § em X, de p; para ps, tal que 5 e f o 3 sdo
homotépicos relativo aos pontos finais. Isto significa que os pontos p; e py constituem
uma classe de pontos fixos de f e, pela aditividade do indice, ind(f, {p1,p2}) = 0. O
ponto py constitui, ele proprio, a outra classe de pontos fixos de f que, como vimos, tem
indice zero. Portanto, f nao possui classe de pontos fixos essencial, donde, N(f) = 0.

Contudo, ainda em [8, §4] provou-se que MF[f] = 2.

Para entender o que se passa no contexto da epsilon teoria de pontos fixos, seja € > 0
suficientemente pequeno para satisfazer a propriedade de que pontos na superficie P (com
bordo) que distam menos do que € sejam conectados por uma tnica geodésica. Se houvesse
um caminho v de p; para p, tal que 7 fosse e-homotdpico a f o+, entao N¢(f) seria igual
a 0 e, pelo Teorema existiria uma funcao epsilon homotépica a f livre de ponto
fixo. Como B. Jiang provou que nenhuma funcao homotépica a f é livre de ponto fixo,
concluimos que um tal caminho v nao existe. Em outras palavras, qualquer caminho v de
p1 a pa homotdpico a f oy, relativo aos pontos finais, é levado para longe, em comparacao

com ¢, atraves da f, isto é, satisfaz d(vy, f o) > e.

2.6 Calculo do epsilon nimero de Nielsen

Como vimos nos Exemplos e [I.8) o nimero de Nielsen de autofungoes de uma
variedade compacta unidimensional (com ou sem bordo) sdo conhecidos.

Vale observar que, em algumas situagoes, a epsilon teoria de Nielsen nao difere da teoria
classica. Se uma funcao f : X — X tem apenas um ponto fixo, entao existe somente uma
e-classe de pontos fixos. Da mesma forma para a fungao identidade id : X — X, tem-se
uma Unica e-classe de pontos fixos, haja vista que A®(id) = X, que é conexo. Em ambos
os casos, segue do Teorema [2.15] que N¢(f) = N(f) e N¢(id) = N(id).

Contudo, devemos esperar, em geral, que se tenha N°(f) > N(f). Note que a fungao
do Exemplo pode ser ajustada para que a diferenga N¢(f) — N(f) seja tao grande
quanto se queira, ja que, nesse caso, N(f) = 1 estd fixado (Exemplo e podemos
construir a funcao f com qualquer ntimero de oscilagoes de amplitude maior do que ¢
(para e suficientemente pequeno) ao redor da identidade.

Entretanto, para autofuncoes de espagos mais gerais, o problema de calcular o e-
nimero de Nielsen parece ser ainda mais dificil do que o calculo do nimero de Nielsen
usual, em razao de nao dispormos das ferramentas tipicas da Topologia Algébrica, ja que,
como vimos, o e-numero de Nielsen N¢(-) ndo é um invariante homotépico.

A seguir, apresentamos algoritmos para o calculo do e-ntimero de Nielsen de funcoes
f: X — X, onde X é uma variedade unidimensional compacta, ou seja X é o intervalo

I ou a circunferéncia S?!.
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Primeiramente, considere X = I. Definimos:
A={zel:fr)=a+¢e}, B ={zxel:flx)y=x—c}, Q=1I1\(A"UDB).

Note que A® e B® sao fechados em X e, logo, compactos. Além disso, Q)¢ é uma
uniao de intervalos abertos em I. Chamaremos de intervalos essenciais aqueles de Q¢
que possuirem uma extremidade em A® e a outra em B° e também os intervalos da forma
[0,2) se x € B® e (z,1] se x € A°. Denote, ainda, por A§ o subconjunto de A° formado
apenas por extremidades de intervalos essenciais.

Afirmagao 1: A cada trés pontos sucessivos a; < as < az em Aj existe pelo menos um
b € B® entre a; e as. Caso contrario, as nao seria extremidade de intervalo essencial.

Afirmagao 2: Mesmo que ¢ tenha infinitos intervalos, apenas uma quantidade finita
deles pode ser essencial. Caso contrario, pela compacidade de A®, existiria uma sequéncia
(a;); C Af tal que a; — a € A°. Associada a essa sequéncia, podemos construir, a partir
da Afirmacgao 1, uma sequéncia (b;); C B° e entdo b; — a. Pela continuidade de f,
a—ce= f(b;) = f(a) =a+e¢, o que é um absurdo, dado que € > 0.

Feita essa construcao, podemos estabelecer uma relagao entre intervalos essenciais e
e-classes de pontos fixos essenciais.

Antes, percebamos que A®(f) é uma unido de intervalos de (). Assim, uma compo-
nente AS(f) de A*(f) é um intervalo de Q.

Veremos que os intervalos essenciais J = (jg, j1) s@o os Unicos intervalos de (¢ tais
que ind(f, J) # 0 e, logo, N*(f) é igual ao nimero de intervalos essenciais.

De fato, se J é um intervalo essencial, entao um dos pontos (jo, f(jo)) € (j1, f(j1))
deve estar abaixo da diagonal e o outro acima. Logo, existe uma homotopia {h;}; entre
f e ftal que hy(x) = f(x) se x € I\ (jo,J1) e o grafico de hy restrito a .J é o segmento de
reta que conecta (jo, f(jo)) e (j1, f(j1)). Como consequéncia, f = h; tem um ponto fixo
isolado z¢ em J. Pela Definicao [1.4] e pela propriedade de homotopia do indice de ponto

fixo (ou mesmo pela propriedade de localizagao), segue que
ind(f,J) = ind(f, z¢) = ind(f, z0) = ind(f, J) = £1 # 0.

Agora, seja K = (ko, k1) um intervalo que Q¢ que nao é essencial. Entao, ou ambos
os pontos (ko, f(ko)) e (k1, f(k1)) estdo acima ou ambos estao abaixo da diagonal. Dali,
usando a mesma ideia de homotopia feita no caso anterior (para intervalo essencial J), a
restricao do gréafico de f ao intervalo K pode ser deformado continuamente, mantendo os
pontos (ko, f(ko)) e (k1, f(k1)) fixados, para o segmento de reta que os conecta. Como as
componentes da diagonal em [ X I sao convexas, esse segmento nao intersecta a diagonal e
segue do Teorema que ind(f, K') = 0. Portanto, os intervalos essenciais sao exatamente

as componentes A que contém e-classes de pontos fixos essenciais.
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Desta forma, para calcular o N(f) de autofungoes de espacos unidimensionais, basta
observar a quantidade de intervalos essenciais.

Para ilustrar esse procedimento, considere novamente o Exemplo [2.17] Na Figura [2.7]
que contém o grafico de f : I — I, os pontos de I que estao em A® e B° foram marcados
de rosa e azul, respectivamente. Assim, ()¢ é formado por 7 intervalos, mas apenas 3 deles
sao essenciais e estao sinalizados por chaves abaixo de I. Ou seja, f — que tem 3 pontos
fixos — tem também N=(f) = 3. Isso significa que todas as e-classes de pontos fixos de
f (que se resumem, cada uma, num conjunto unitério) sdo essenciais e, portanto, nao
podem ser eliminadas através de epsilon homotopia.

Para a funcao ¢ : I — I do Exemplo os dois primeiros intervalos essenciais de f

deixam de ser essenciais em relagdo a g, restando apenas N¢(g) = 1 intervalo essencial.
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Figura 2.7: e-classes essenciais da funcao f: I — 1.

Para X = S! e, portanto, para funcoes continuas f : S — Sl serd feita uma
modificagdo no procedimento apresentado. Nesse caso, o conjunto dos pontos (x,y) €
St x S tais que d(x,y) = € é a uniao de duas curvas fechadas simples disjuntas, as quais

chamaremos I'4 e ', no toro. Assim, denotaremos
A ={reS" (v, f(x))€Ta} e B ={wvecS':(z,f(r)) s}

Como o complemento da diagonal em S* x S* é conexo, se considerarmos um intervalo
em S\ (A°U B?) que tem um extremo em A® e o outro em B, entdo nao necessariamente
esse intervalo contém um ponto fixo de f. Para contornar esse fato, a fim de contabilizar
intervalos que contém ponto fixo, consideramos o conjunto de pontos (x,y) € S* x S* tais
que d(x,y) = 2¢. Esse conjunto é a uniao de duas curvas fechadas simples e disjuntas e
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escolhemos arbitrariamente uma delas para chamar de I'c. Denote:
Ce={r eS8 : (v, f(x))€Tc} e Q =5"\(4A"UBUCY).

Assim, Q¢ é uma uniao de subconjuntos abertos e conexos da S! e a eles chamaremos
de intervalos abertos na S'. Note que a curva I'¢ serve como um sinalizador do compor-
tamento da f apés “passar” por A® (ou B¢, a depender da escolha da curva para chamar
de I'c), apontando se o percurso que o grafico de f faz para passar de A° para B° (ou
vice-versa) é escapando da diagonal em S! x S! ou encontrando-a.

Desse modo, um intervalo essencial da S' é um intervalo aberto de Q° que tem um
dos extremos em A° e o outro em B°. Aqui, as Afirmagoes 1 e 2 continuam validas e,
assim, hd uma quantidade finita de intervalos essenciais na S* e esse valor é igual ao
Ne(f). A justificativa para isso é similar aquela apresentada para o caso de autofungoes
do intervalo. Se J é um intervalo essencial em S*, entdo ele contém ponto fixo. Fazendo
uma homotopia que nao move os pontos de S\ J e, ao final, deixa apenas um ponto fixo
em J, pela propriedade de homotopia do indice de ponto fixo e pela Defini¢ao [I.5] tem-se
ind(f, J) = 1. Para um intervalo inessencial K em S', pelo menos um de seus pontos
extremos estd em C° ou ambos os extremos estao em A® ou B°. Assim, é possivel fazer
uma homotopia que preserva f fora de K e que, ao final da homotopia, nao resta ponto
fixo em K e, portanto, ind(f, K) = 0.

8{ P 7 s

sto

Figura 2.8: e-classes essenciais da funcao f: S!' — St

Na Figura [2.8] referente ao Exemplo [2.18] estao sinalizados em rosa os pontos de A%,
em azul os pontos de B® e em verde os de C°. Como podemos ver, ha um total de 18

intervalos na S' e N°(f) = 6 deles sdo essenciais.
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Capitulo 3
Epsilon Teoria de Coincidéncias

Assim como a teoria classica de Nielsen passou de pontos fixos para o estudo de
coincideéncias de fungoes, também a epsilon teoria de pontos fixos, proposta por R. Brown
em 2006, avangou, a partir de 2014 e até recentemente, para o que foi chamado em [5] e
[13] de epsilon teoria de Nielsen para coincidéncias.

Embora se apresentem com mesmo titulo, quando comparamos os trabalhos menci-
onados, notam-se diferencas significativas em conceitos basicos. O principal ponto de
distingao esta na definicao da chamada epsilon homotopia de pares, o que faz com que
o epsilon nimero de Nielsen para coincidéncias definido igualmente em ambos, em [5] e
em [13], seja um limitante inferior para o e-nimero minimo de coincidéncias definido em
[5], mas nao para seu similar definido em [13]. Em virtude disso, utilizamos a defini¢ao
fornecida por [5], que apresentamos na Secao e utilizamos nas segoes seguintes. No

final do capitulo, na Segao [3.4] analisamos as implicagdes desta divergéncia conceitual.

3.1 Epsilon nimero minimo de coincidéncias

Para esta secao, X é um espago Hausdorff compacto, conexo e localmente conexo por
caminho, e Y é uma variedade riemanniana compacta e conexa, com funcao distancia
associada d. Seja ¢ > 0 um real nas condicoes estabelecidas no Cenario desta vez
para a variedade Y, o que significa que quaisquer pontos p,q € Y, com d(p, q) < &, podem
ser conectados por uma tnica geodésica minimizante c,, em Y, que varia continuamente

com os pontos p e q.

Definicao 3.1. Sejam f,g : X — Y fungdes continuas e € > 0 um nimero real dado.
Dizemos que o par (f,g) é e-homotdpico ao par (f’,¢’), e denotamos (f, g) ~. (f',q'), se
existem &1, > 0, com &1 + 5 < €, tais que f ~., f' e g ~., ¢, conforme Definicao [2.2]

38



Note que nao é exigido que 1 e €5 sejam ambos positivos, ou seja, pode-se executar
uma epsilon homotopia de pares mantendo fixa uma das fungoes. Com esta definicao,

podemos definir o e-nimero minimo de coincidéncias do par (f,g):
MC*(f, g) = min{#Coin(f",¢') : (f,9) = (f',9")}-

A proposicao a seguir fornece uma defini¢ao equivalente para MC®(f, g), em termos

da distancia entre fungoes, a saber:
MC*(f, g) = min{#Coin(f", ¢') : d(f, f') + d(g, ') < e}.
Proposigao 3.2. Tem-se (f,g) ~ (f',q') se, e somente se, d(f, f') + d(g,9") < ¢.

Demonstracao. A parte “somente se” é trivial, tendo em vista a definicao de epsilon
homotopia do par. Para provar a parte “se”, suponha d(f, f') + d(g,g’) < € e ponha
g1 = d(f, ") e g2 = d(g,¢'). Defina homotopias {h{}: X =Y e {h?} : X =Y por

W (2) = crayp ) e hi(z) = coypw(t).

Entao {h]} é uma e;-homotopia entre f e f' e {h?} é uma ,-homotopia entre g e ¢,

donde segue que (f,g) ~ (f',4¢'). O

Como acontece com o andlogo para pontos fixos, aqui se tem
MC*(f, 9) = MC[f, g],

pois o conjunto dos pares (f’, ¢’) que sdo e-homotépicos a (f, g) estd contido no conjunto
dos pares que sao homotdpicos a (f,g). Ou seja, na epsilon teoria dispomos (em geral)

de menos fungoes para eliminar coincidéncias. O seguinte exemplo ilustra esta situacao.

Exemplo 3.3. Sejam f,g : [ — I as fungoes continuas cujos graficos sao mostrados
na Figura . Como podemos ver, Coin(f,g) = {c1, ¢, c3,¢4}, mas apenas o ponto de
coincidéncia c3 é e-essencial (f e g foram construidas de tal modo que esse ponto de
coincidéncia nao pode ser eliminado através de epsilon homotopia que inicia em (f, g)).
Entao, MC*(f, g) = 1 enquanto que MCJf, g] = 0.
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R a— 3
Figura 3.1: Exemplo em que MC|[f,g] =0 e MC*(f,g) = 1.

Para um exemplo no qual MC|f, g] # 0, considere o seguinte.

Exemplo 3.4. Sejam f,g: S' — S! as funcoes continuas cujos graficos entao ilustrados
na Figura onde considera-se S* = I/{0,1}. Aqui, Coin(f,g) = {c1, ca, 3, C4, C5}, mas
apenas as coincidéncias c¢;, ¢4 € ¢5 80 e-essenciais e, entdo, MC*(f,g) = 3. Por outro
lado, f tem grau 1 e g tem grau 0, do que resulta, pelo Exemplo , que MC[f,g] = 1.

Figura 3.2: Exemplo em que MC|[f,g] =1 e MC*(f,g) = 3.

E facil ver que, modificando-se continuamente a funcao f, ampliando suas oscilagoes
e o numero de suas oscilacoes ao redor da funcao g, é possivel obter uma funcao continua
2 SY — S ainda de grau 1, de tal modo que ainda se tenha MC[f’,g] = 1, mas
MC?(f', g) seja tao grande quanto se queira.
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3.2 Epsilon nimero de Nielsen para coincidéncias

Nesta se¢ao introduzimos o epsilon nimero de Nielsen para coincidéncia N¢(f, g) para
pares de fungoes (f,g) entre variedades riemannianas fechadas e orientaveis de mesma
dimensao. E, seguindo [5], alcangamos a versdo para coincidéncia do Teorema m

Por enquanto, considere X ainda um espago Hausdorff, compacto, conexo e localmente
conexo por caminho e seja Y uma variedade riemanniana compacta e conexa com fungao
distancia d. Bem como na epsilon teoria de pontos fixos, cada € > 0 considerado a priori
¢ assumido sob as condicoes estabelecidas no Cenério desta vez para a variedade Y.
Isto significa que quaisquer pontos p,q € Y, com d(p, q) < €, podem ser conectados por
uma Unica geodésica minimizando ¢,, em Y, que varia continuamente com p e q.

Dadas duas fungoes continuas f,g : X — Y, denotamos por A°(f, g) o conjunto das

“quase” (em relagao a €) coincidéncias, isto é,

A*(f,9) ={z € X :d(f(x), g(x)) <e}.
Proposicao 3.5. O conjunto A®(f,g) € aberto em X.

Demonstracao. Basta notar que A®(f,g) = D;;([O,s)), onde Dy, : X — RT ¢é dada por
Dy g(x) =d(f(x),g(x)) e [0,e) é aberto em RT. O

Definigao 3.6. Sejam f,g : X — Y fungdes continuas e zg,z; € Coin(f,g). Dizemos
que xg,x1 sao e-equivalentes se existe um caminho v : I — X de xp a x1 tal que for~y
¢ e-homotépico, como caminho, a g o v. Esta é de fato uma relagao de equivaléncia em

Coin(f, g), e as classes dessa relagao sdo chamadas e-classes de coincidéncias de f e g.

b'e g(y) v,

0 g Y, S

Figura 3.3: Relagao de e-equivaléncia em Coin(f, g).

Proposicao 3.7. Dois pontos de coincidéncia xy,x1 € Coin(f, g) sdo e-equivalentes se,
e somente se, existe um caminho v : I — X de xq para x1 tal que d(f(7y),g(7)) < e.

7

Demonstracdo. A parte “somente se” é trivial. Para provar a parte “se”, suponha que
v I — X seja um caminho com 7(0) = zg e y(1) = z; tal que d(f(7),9(v)) < e.
Entao {h} : I — Y definida por hi(s) = cfy(s)g(v(s))(t) € uma homotopia entre f(7)

and g(v). Resta provar que essa homotopia é de fato uma homotopia de caminho, ou
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seja, que os pontos finais sao mantidos fixos durante toda a homotopia. Para isso, seja
o = f(xg) = g(xg) e y1 = f(z1) = f(x2). Entdo, para todo t € I, temos hi(0) =

(900 () = oo () = 90 € 1u(1) = €091 (E) = €190 (1) = Y1 Isso prova que
{h;} é uma homotopia de caminhos comegando em f o~ e terminando em g o 7. O

Consonante ao Teorema [2.11] procede a caracterizagao subsequente.

Teorema 3.8. Dois pontos de coincidéncia xo, 1 € Coin(f,g) sao e-equivalentes se, e

somente se, pertecem d mesma componente conexa de A°(f,g).

Demonstragao. Suponha que zg,x; € Coin(f,g) sejam e-equivalentes e seja v : [ —
X um caminho de zy a z; tal que d(f(7),g(7)) < e. Logo, para cada s € I, temos
d(f(v(s)),9(v(s))) < € e, entao, y(I) C A%(f,g). Como y(I) é conexo, y(I) esta contido
em alguma componente de A(f,g). Reciprocamente, suponha que zg,z; € Coin(f,g)
estejam na mesma componente de A®(f,g). Como X é conexo e localmente conexo por
caminho, as componentes de A®(f,g) sdo também componentes por caminho (ver [11]
Teorema 25.5, p. 161]) e, assim, existe um caminho v em A®(f, g) de xo para x;. Segue-se

que d(f(7),9(7)) < € e, pela Proposigao 3.7} zy and z; sdo e-equivalentes. ]

Corolario 3.9. As e-classes de coincidéncias de fungoes continuas f,g : X — Y sao

abertas em Coin(f, g).

Demonstragao. Como X é localmente conexo por caminho e AS(f, g) é aberto em X
(Proposicdo [3.5), cada componente de A°(f,g) é aberta em X; ver [LI, Teorema 25.3,
p. 161]. Além disso, segue do Teorema que cada e-classe de coincidéncias é a intersecgao
de uma componente de A®(f, g) com Coin(f,g). Assim, as e-classes de coincidéncias sao
abertas em Coin(f, g). O

Segue do Corolario[3.9|que a cole¢ao das e-classes de coincidéncias de um par de funcoes
continuas f,g : X — Y é uma cobertura aberta do subespago Coin(f,g) de X. Como
Coin(f, g) é compacto (por ser fechado no compacto X) e as e-classes de coincidéncias sao
disjuntas, segue que existe uma quantidade finita de e-classes de coincidéncias, digamos,

T, ..., C%. Denotamos a componente de A°(f,g) que contém a e-classe C por AS(f,g).
Proposicao 3.10. As triplas (f, g, AS(f, g)) sao admissiveis para todo 1 < i < k.

Demonstragao. Como AS(f, g) é aberto de X, resta provar que Coin(f, g)NAS(f,g) = C5 é
um subconjunto compacto de X. Dado que Coin(f, g) é compacto em X, é suficiente mos-
trar que Cf é um subconjunto fechado de Coin(f, g). Para isso, considere « € Coin(f, g)
tal que x ¢ Cf. Entao existe uma classe C%, com j # i, tal que x € C5. Pelo Coroldrio ,
C% é uma vizinhanga aberta de x em Coin(f, g), obviamente disjunta de Cf e, portanto,

contida no complemento de C§ em Coin(f,g). O resultado segue. O
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A partir deste ponto, e até o fim do capitulo, assumimos que X e Y sejam variedades

riemannianas de mesma dimensao, fechadas e orientaveis.

Em conformidade com a Subsec¢ao dadas funcgoes continuas f,g : X — Y, com
e-classes de coincidéncias C¥T, ..., C}, estd bem definido o indice de coincidéncias da tripla
admissivel (f, g, A5(f, g)) e, pela propriedade de localizac¢ao do indice, ndo ha ambiguidade

em se definir o indice de coincidéncias de cada e-classe C§ por

ind(f, g,C7) = ind(f, g, Aj ([, 9))-

A e-classe de coindidéncias Cf ¢ dita ser essencial se ind(f, g, C5) # 0; caso contrério,

diz-se que ela é inessencial.

Definicao 3.11. O e-numero de Nielsen de coincidéncias de um par de fungoes continuas

fyg: X — Y denotado por N°(f,g), é o numero de e-classes de coincidéncias essenciais.

Teorema 3.12. Se os pontos de coincidéncia xy e 1 de fungoes continuas f,g: X — Y
sao e-equivalentes, entdao eles estdo na mesma classe de Nielsen de coincidéncias de [ e g
(no sentido classico apresentado na Subse¢ao . Além disso, cada classe de Nielsen

de coincidéncias é uma reuniao de e-classes de coincidéncias e

NE(f’.g) Z N(f?-g)'

Demonstracao. Se xg e x; sao pontos de coincidéncia e-equivalentes, entao existe um ca-
minho v em X, de zy para x1, tal que f(7v) =~ g(7) relativo aos pontos finais. Desse modo,
hi(8) = Cory(s)gor(s)(t) define uma homotopia de caminho entre fo~ e go~ e, portanto, xg

e r1 estdo na mesma classe de Nielsen de coincidéncias (no sentido classico). Assim, cada
p

classe de coincidéncias C; é uma uniao de e-classes de coincidéncias, digamos C; = U Cf.
i=1

p
Entao podemos calcular o indice da classe C; usando a tripla ( 1,9, U AS(f, g)> Pela

j=1
propriedade de aditividade do indice de coincidéncias,
p p p
ind(Cy) = ind(f.9.(J A3(£,9)) = D ind(£.9.85(f.9)) = Y ind(C5).
j=1 j=1 Jj=1

Se a classe C; € essencial, entao pelo menos uma dentre as e-classes C%, com 1 < j < p,
é essencial. Portanto, N¢(f,g) > N(f,g). O

Antes de mostrarmos que o e-nimero de Nielsen N¢(f, g) é uma cota inferior para o

e-ntimero minimo de coincidéncias MC®(f, g), apresentamos dois lemas.

Lema 3.13. Se (f,g) ~. (f',¢), entao Coin(f’,q") C A*(f,g).
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Demonstragao. Suponha que (f,g) ~ (f',¢') e seja x € X tal que x ¢ A°(f, g). Entao

e <d(f(x),9())
< d(f(z), f'(x)) +d(f'(x), ' () + d(g'(x), g(x))
<e+d(f'(z),g'(x)).
Consequentemente, d(f'(z), ¢ (x)) > 0, o que mostra que x ¢ Coin(f’, ¢’). O
Lema 3.14. Sejam {h{} : X — Y uma e,-homotopia iniciando em f e {hI} : X =Y

uma €y-homotopia iniciando em g, com €1 + €9 < €. Para cada t € I, defina K; =
Coin(h!,hY). Entio K = U,er K¢ € um subconjunto compacto de X contido em A°(f,g).

Demonstragio. Sejam F : X x I - Y e G : X x I — Y as homotopias {h/} e {h¢},
respectivamente, isto 6, F(z,t) = hl(z) e G(z,t) = h{(z). Denote K = Coin(F,G) e
sejam: X x I — X a fungdo projegao m(z,t) = z. Entdo K = W([?), pois z € K, se, e
somente se, (z,t) € K. Como K = Dy(0), onde Dy : X x I — R é a fungao continua
dada por Dpg(x,t) = d(F(z,t),G(x,1)), segue que K ¢é fechado em X. Como X é um

espago Hausdorff compacto, temos que K é um subconjunto compacto de X. Finalmente,
como 7 ¢ continua e K = w(}? ), concluimos que K é compacto.

Para provar que K estd contido em A®(f,g), note que, para cada t € I, temos que
(f,9) ~= (hf, h{). Assim, pelo Lema cada K, estd contido em Af(f,g) e, portanto,

K esta contido em A®(f,g). O

Teorema 3.15. Sejam f,g : X — Y funcoes continuas entre variedades riemannianas
fechadas e orientdveis de mesma dimensao. Entao Ne(f,g) < MC(f,g).

Demonstragao. Sejam f'.¢" : X — Y fungdes continuas satisfazendo d(f, f') = e e
d(g,g') = €5, com &1 + g5 < &. Sejam {h{} : X = Y a e;-homotopia dada por ! (z) =
Cx)f/ () (t), com o= fehl = f e{hd}: X =Y aep-homotopia dada por hf(z) =
Co(z)g' () (1), com h§ = g e h{ = ¢’. A Proposicao implica que d(f(x),g(x)) > ¢ para
todo x na fronteira de A5(f,g). Assim, para x na fronteira de A5(f,g) et € I, temos que

d(f(@), b (2)) + d(hf (2), b (x)) + d(h{(x), g(2)) = d(f(z), g(x)) > e.

Como {h{} é uma e;-homotopia e {hY} é uma e,-homotopia, temos d(f (), h{ (z)) < &,
e d(hi(x),g(r)) < eo. Como, além disso, €1 + &3 < ¢, segue da desigualdade acima que
d(hi (z),hd(z)) > 0, ou seja, hf e h? ndo tem ponto de coincidéncia na fronteira de
A5(f.9).

Logo, a intersecgao AS(f, g) N Coin(h{, hY) é exatamente uma e-classe de coincidéncia
das funcoes ki e h?. Pelo Lema , o conjunto (J,; Coin(hf, h?) é compacto em X.
Pela propriedade de homotopia do indice de coincidéncia,

ind(f. 9. A5(f.9)) = ind(f. /. A3(f. 9)).
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Consequentemente, se C5 = Coin(f, g) NA5(f, g) é uma e-classe de coincidéncia essen-
cial, entdo o fndice ind(f’, ¢', A5(f, g)) # 0 e, pelo Teorema|l.11} f" e g’ tem coincidéncia
em AS(f, g). Portanto, f’ e g’ tem pelo menos N°(f,g) pontos de coincidéncia. ]

Uma consequéncia 6bvia do Teorema é que N¢(f,g) < #Coin(f,g). Contudo,
apesar do e-ntimero de Nielsen N¢(f, ¢g) ser um limitante inferior para o nimero minimo de
coincidéncias de todos os pares (f’, ¢') que sado e-homotdpicos a (f, g), o numero N(f, g)
nao ¢ invariante com relagao a e-homotopias de pares, assim como o e-nimero de Ni-
elsen para pontos fixos N¢(f) nao é invariante com relacdo a e-homotopias, conforme
destacamos no Exemplo [2.17]

3.3 Inconsisténcias em suposto teorema de realizacao

A propriedade de Wecken para coincidéncias no contexto da epsilon teoria corresponde
a realizagao do e-nimero de Nielsen N¢(f,g) como o e-nimero minimo de coincidéncias
MC?(f,g). Sua veracidade significa(ria) que, para fungdes continuas f,g : X — Y entre
variedades riemannianas de igual dimensao, fechadas e orientaveis, N°(f, g) é nao apenas

uma cota inferior para MC?(f, g), mas que tal cota é de fato atingida, isto é, que

MC:(f,g9) = N°(f,9)-

Como vimos na Secao 2.5, a propriedade de Wecken é verdadeira no contexto da epsilon
teoria de pontos fixos, o que foi provado por meio do teorema de realizagao publicado por
R. Brown em [2], que apresentamos neste texto sob a forma do Teorema [2.20]

No recente artigo [15], publicado em 2020, os autores apresentam um suposto teorema
de realizacao do e-nimero de Nielsen N¢(f, g) como o e-niimero minimo de coincidéncias
MC?(f,g). Utilizamos o adjetivo “suposto” porque entendemos que hé inconsisténcias
sérias no enunciado e na demonstracao do resultado.

A seguir, enunciamos o entao chamado Teorema 3.4 de [15], mas ndo sob a forma de
teorema; chamaremos simplesmente de enunciado e, para melhor designé-lo, utilizaremos

as iniciais dos sobrenomes do trés autores do artigo.

Enunciado R.A.L. Sejam f,g : X — Y funcoes continuas entre variedades riemanni-
anas compactas, conexas, orientdveis e de mesma dimensao, com ou sem bordo. FEntao
existe uma fungao continua f': X =Y tal que d(f, f') < e e o par (f',g) possui N°(f,g)

pontos de coincidéncia.

Notamos que a condigao d(f, f') < e implica (f’,g) ~ (f,g). Portanto, de fato, o
Enunciado R.A.L. seria um teorema de realizagdo no e-nimero de Nielsen N¢(f, g) como

o0 e-ntimero minimo de coincidéncias MC*(f, g).
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Passamos a analise das inconsiténcias do Enunciado R.A.L. e de sua “demostracao”
proposta em [15]. Eventual e oportunamente, esta analise poderd ser reportada aos autores
do artigo ou ao corpo editorial do periddico em que ele fora publicado.

O Enunciado R.A.L. afirma que o e-nimero minimo de coincidéncias MC?(f, g) pode
ser realizado deformando-se apenas uma das funcoes, f ou g, ao invés de ambas, o que
configura(ria) um fato importante e interessante, por propiciar uma versao do Teorema
de Books (Teorema para deformagoes por e-homotopia.

No entanto, o mesmo fato evidencia e permite exemplificar concretamente a incon-
sisténcia do Enunciado R.A.L. Trata-se do fato do Enunciado R.A.L. incluir a possibili-

dade de que as variedades X e Y tenham bordo. Neste caso, surgem dois problemas:

(i) Sequer ha uma teoria de indices de coincidéncias (Subsegao(1.2.2)) para fungoes entre
variedades com bordo e, portanto, nao ha definicao para o que seria, em tal contexto, o

ntimero N¢(f,g), ndo fazendo sentido, por conseguinte, falar na realizacao de N¢(f,g).

(ii) O e-nimero minimo de coincidéncias MC?(f, g), este sim bem definido mesmo
no caso de varidades com bordo, nao pode, em geral, no caso em que a variedade do
contradominio tenha bordo, ser realizado deformando-se apenas uma das fungoes. Para
confirmar isso, considere as funcoes continuas f,g : I — I cujos graficos estao ilustrados
na Figura . E facil ver que MC®(f,g) = 0, bastando mover g para baixo ao redor de
x = 1/3, mover f para cima ao redor de x = 2/3 e mover g para baixo numa vizinhanga
de z = 1. Contudo, se exigimos que g permaneca fixa e nos permitimos mover apenas
f, entao o nimero de coincidéncias pode ser reduzido para 2, mas nao para menos do
que isso. Por outro lado, se fixamos f e movemos apenas g, entao chegamos ao nimero

minimo de 1 coincidéncia. Este exemplo faz parte da prova da Proposicao 4.7 de [5].

e

Figura 3.4: Minimizando Coin(f, g) deformando uma s6 fungao.

Dito isto, claro estd que o Enunciado R.A.L. torna-se falso ao incluir a possibilidade
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de que as variedades possam ter bordo. Mais do que isso, é inconsiste, por mencionar um
ente, o e-nimero de Nielsen N¢(f, g), que sequer estd definido em tal situagao.

Perguntamo-nos entao se seria apenas esta a inconsisténcia do Enunciado R.A.L., ou
seja, se a exclusao da possibilidade das variedades terem bordo tornaria o Enunciado
R.A.L. verdadeiro. Para tentar responder este questionamento, passamos ao estudo da
demonstragao proposta em [I5] e, mais uma vez, encontramos uma inconsisténcia, mesmo
considerando que X e Y sejam ambas variedades riemanannianas fechadas.

A suposta demonstracao procura ser uma adaptacao muito simples da prova do teo-
rema de realizagao correspondente (publicada por R.Brown) no contexto da epsilon teo-
ria de pontos fixos (Teorema desta dissertacao). No entanto, acreditamos que uma
eventual adaptagao para o caso geral de coincidéncias nao possa ser tao simples quanto
o proposto em [I5]. Mais do que dizer que acreditamos nisso ou naquilo, apontamos a
seguir uma falha na suposta demonstragao apresentada em [15].

Um passo importante da prova do Teorema m (reprise do original Teorema 3.2 de
[2]) é a construcao da fungao K : B} x [0,ty] — W definida por

o* se x=0*

K“”’t):{ 6 (B@IG(H (p(@), 1)) se @€ Bf — 0,

Até o ponto da suposta demonstracao apresentada em [I5] em que uma similar fungao
K ¢ construida, todos os passos sao baseados na simples adaptacao de substituir a funcao
identidade i¢d : X — X pela funcao g : X — Y. Ocorre que, na definicao da correspon-
dente funcao K, a adaptacao proposta nao é viavel. De fato, os autores afirmam definir
a fungao continua K : Bf x [0,t] — W por

K(xt)—{ x se x=0"
| oM (0@)le(g o Hip(x), 1)) se x € Bf —0".

! nao é para indicar a imagem inversa de

1

No entanto, note que o uso do simbolo g~
um ponto ou conjunto pela fungdo g, pois isso faria de ¢g=' o H(p(z),t) (ignorando a
notagao inconsistente e considerando g~'(H (p(z),t))) um conjunto e, entdao, o produto
|o(x)|p(g~ o H(p(x),t)) ndo estaria definido (e, ainda que estivesse, isto tornaria K uma
fungdo a multivalores). A conclusdo entdo nao pode ser outra sendo que, ao escrever g,
os autores queriam mesmo indicar a funcao inversa de g, o que, por 6bvio, so faz sentido
se g for invertivel ou, mais do que isso, uma vez que se quer a continuidade de K, seria
necessario que a funcao g fosse um homeomorfismo.

Concluimos assim que, ao contrario do que se afirma em [15], tal artigo nao apresenta
uma demonstragao para o que seria o teorema de realizacao do e-nimero de Nielsen

Ne(f,g) como o e-niimero minimo de coincidéncias MC?( f, g). Portanto, permanece em
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aberto o questionamento sobre a validade da propriedade de Wecken no contexto geral da

epsilon teoria de coincidéncias.

3.4 Divergéncia em epsilon teorias de coincidéncias

Como antecipamos no preambulo deste Capitulo |3} ambos os artigos [5] e [13] propdem
as construgoes bésicas da epsilon teoria de coincidéncias, mas apresentam uma divergéncia
entre si no que se refere ao que entendem por epsilon homotopia de pares, o que faz com
que o e-numero de Nielsen para coincidéncias, definido igualmente em ambos, seja um
limitante inferior para o e-nimero minimo de coincidéncias definido em [5], como vimos
no Teorema desta dissertagdo, mas nao para seu similar definido em [I3]. Nesta
secao, analisamos e ilustramos, com um exemplo concreto, esta divergéncia de definigoes.

Sejam f,g : X — Y fungoes continuas de um espaco Hausdorff, compacto, conexo
e localmente conexo por caminho X em uma variedade riemanniana compacta e conexa
Y, com fungao distancia associada d. Considere € > 0 sob as condigoes estabelecidas no
Cenario [2.8] para a variedade Y.

Lembramos que, na Secao , utilizamos as defini¢oes de [5] e vimos que, dadas
fungdes continuas ', ¢’ : X — Y, os pares (f, g) e (f',¢') sdo e-homotédpicos se, e somente
se, d(f, f')+d(g,9') < e. E entao definimos

MC?(f',g') = {#Coin(f, g) : d(f, ') + d(g,d') < €}.

O artigo [I3] nado chega a utilizar a terminologia pares e-homotdpicos, mas depreende-
se de sua Definigao 2.5 que os pares (f,g) e (f’,¢') sdo considerados e-homotépicos se
ambas as distancias d(f, f') < eed(g,g’) < e. E entao, os autores definem o que chamam

e-nuimero minimo de coincidéncias por

MC5(f,g) = {#Coin(f",¢') - d(f, [') < e e d(g,9) <}

Os autores de [I3] utilizam, para designar esse nimero, o inconveniente simbolo
MF¢(f,g), que remete a pontos fixos. Por isso, e para melhor evidenciar a diferenga

com o similar MC?(f, g), preferimos denotar o ntimero definido em [I3] por MC5(f, g).

E ébvio que se d(f, f')+d(g,q9') < e, entdo ambas d(f, f') <eced(g,q) <e. Assim, o
conjunto de pares (f’, ¢') utilizados para o calculo de MC®(f, g) estd contido no conjunto

de pares (f',¢’) utilizados no célculo de MC5(f, g). Segue que

MC5(f,9) < MC(f, 9).

A seguir, apresentamos um exemplo em que a desigualdade é estrita. Mais do que isso,

o exemplo que apresentamos mostra que o e-nimero de Nielsen N(f, g), quando definido,
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nao é, em geral, uma cota inferior para MC5(f, g), o que faz com que MC5(f, g) nao seja
um bom nimero para ser chamado de e-nimero minimo de coincidéncias no ambito de

uma teoria que pretende ser uma epsilon teoria de Nielsen para coincidéncias.

Exemplo 3.16. Sejam f,g: S — S! as funcoes continuas cujos gréficos estao ilustrados

na Figura , onde a circunferéncia S' é vista como o espago quociente S* = /{0,1}.

I I I
T T T

& Co C3

Figura 3.5: Exemplo em que MC5(f, g) < N°(f,g9) = MC*(f, g).

A fungao g é constante e a fungdao f tem grau 1. Segue do Exemplo que os
nimeros advindos da teoria classica de coincidéncias sao: N(f,g) = MC[f,g] = 1.

Temos que Coin(f,g) = {c1,c2,c3} e, claramente, cada coincidéncia estd em uma
componente de A®(f,g), ou seja, cada conjunto unitario {¢;}, para 1 < ¢ < 3, é uma
e-classe de coincidéncias. Além disso, pela Observagao [I.16] temos

ind(f,g,c1) =ind(f,g,c3) =1 e ind(f,g,c2) = —1.

Logo, as trés e-classes de coincidéncias sdo essenciais e, assim, N°(f,g) = 3.

Quanto aos nimeros MC?(f, g) e MC3(f, g) temos: Para se chegar a MC?(f, g), a soma
das deformacoes de f e g, em cada ponto x € S', nao pode atingir . Entao, é facil ver
que nenhuma das coincidéncias pode ser eliminada e, portanto MC?(f, g) = 3. Por outro
lado, para realizar MC5(f, g), cada fungao pode ser deformada a uma nova funcdo que
diste da original menos do que €. Entao, a coincidéncia ¢z nao pode ser eliminada (pode
apenas ser movimentada), mas as coincidéncias ¢; e ¢ podem ser eliminadas movendo-se
a fungao f para baixo e a funcao g para cima num intervalo (by,by) contendo [c1, ¢a].

Portanto, temos um exemplo em que

MC5(f, 9) < N°(f,g) = MC*(f, g).
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