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CHAVEZ, H. B. D. Coincidéncias de fungoes de complexos uni e bidimensionais

em grafos. 2021. xv+65 p. Dissertagdo (Mestrado em Matematica), Universidade
Federal de Uberlandia, Uberlandia MG, Brasil.

RESUMO

A teoria topoldgica de coincidéncias concentrou-se, nas ultimas décadas, principalmente
no problema de eliminar ou minimizar as coincidéncias de pares de funcoes, por meio de
deformacoes por homotopia, com foco em fungoes entre variedades compactas sem bordo.
H& pouco na literatura sobre coincidéncias de fungoes entre espacos mais gerais. Neste
trabalho, estudamos contribuigoes recentes para a area, que lidam com o problema de

coincidencias de funcoes de complexos C'W uni e bidimensionais em grafos.

Palavras-chave: Complexos CW; grafos; superficies fechadas; teoria de coincidéncia;

equagoes em grupos livres.
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CHAVEZ, H. B. D. Coincidence of maps from one- and two-dimensional comple-
xes into graphs. 2021. xv+65 p. M .Sc. Dissertation (Master Degree in Mathematics),
Federal University of Uberlandia, Uberlandia MG, Brazil.

ABSTRACT

The topological coincidence theory has been concentrated, in the last decades, mainly in
the problem of eliminating or minimizing the coincidences of pairs of functions, via homo-
topy deformations, focusing on functions between compact manifolds without boundary.
There is little in the literature about coincidence of functions between more general spaces.
In this work, we study recent contributions to the area, which deal with the coincidence

problem of functions from one- and two-dimensional C'WW complexes into graphs.

Keywords: CW complexes; graphs; closed surfaces; coincidence theory; equations in free

groups.
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Introducao

Nas primeiras décadas do século XX, a teoria topolégica de pontos fixos e coincidéncias
produziu alguns de seus mais célebres resultados, destacando-se o Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer (1909), o Teorema de Borsuk-Ulam (1933) e os Teoremas de Pontos Fixos e de
Coincidéncias de Lefschetz (1923, 1927), estes tltimos considerados marcos de inauguragao
da teoria de pontos fixos e coincidéncias como ramo proprio da Topologia Algébrica.

A partir da década de 1940, especialmente com os trabalhos de J. Nielsen, F. Wecken
e H. Schirmer, um novo ponto de vista passou a ser considerado: ao invés da busca por
resultados que garantissem a existéncia de pontos fixos ou coincidéncias, iniciou-se a busca
por condigoes para que pontos fixos ou coincidéncias pudessem ser eliminados, por meio
de deformagoes homotépicas da funcao ou das fungoes envolvidas, entao obtendo-se um
conjunto minimal de pontos fixos ou coincidéncias.

Desde entdo, até os dias atuais, a teoria topoldgica de coincidéncias (deixamos aqui
de mencionar pontos fixos) concentra-se principalmente no estudo de fungoes entre varie-
dades compactas sem bordo, cenario em que uma série de conceitos, ferramentas e teorias
auxiliares se adaptam bem. H&a pouco na literatura sobre coincidéncias de funcoes entre
espagos mais gerais. Neste trabalho, fugimos a esta regra e estudamos contribuigoes re-
centes (2011-2020) para a &drea, que lidam com o problema de coincidéncias de fungoes
de complexos CW uni e bidimensionais em grafos.

Passamos a descrever os principais problemas e contribuigoes estudados neste trabalho.

Sejam f,g: X — Y fungoes continuas entre espacos topolégicos. Chama-se coin-
cidéncia entre f e g um ponto x € X tal que f(z) = g(z). Ao conjunto de todas as

coincideéncias entre f e g denotamos:

Coin(f,g) ={z € X : f(z) =g(2)}.

A teoria topoldgica de coincidéncias estuda o conjunto Coin(f,g) e, numa de suas
vertentes, como mencionamos acima, a possibilidade de minimiza-lo deformando-se as
fungdes f e g por meio de homotopias.

Sob certas condicoes sobre os espacos X e Y, prova-se que existem funcoes [’ e ¢

homotdépicas a f e g, respectivamente, o que simplificamos escrevendo (f’, ¢') ~ (f, g), tais



que o conjunto de coincidéncias Coin(f’, ¢’) é finito. Este é o caso, por exemplo, quando
X e Y sao grafos. Neste caso, faz sentido definir o assim chamado numero minimo de

coincidéncias do par (f,g), a saber,
MC[f, g] = min{#Coin(f", ¢') : (f',¢") ~ (f,9)}-

O célculo do nimero MC][f, g] é bastante dificil, em geral, e ndo existe procedimento
que se aplique a uma boa generalidade de casos.

Neste trabalho, estudamos condiges sob as quais MC|[f, g] = 0, no caso em que este
numero esteja definido, ou, mais geralmente, condicoes para que, dadas funcoes continuas
f,g: X =Y, existam fungoes f',¢': X — Y tais que (f',¢') ~ (f,g) e Coin(f’,¢') = @.
Neste caso, diz-se que o par (f’, ¢’) é livre de coincidéncia e que o par (f,g) é deformdvel
a lwre de coincidéncia.

Primeiramente, consideramos fungbes continuas entre grafos (complexos CW unidi-
mensionais finitos e conexos) e, neste cendrio, apresentamos, na Se¢ao 2.2, o resultado
principal de [18] que afirma que todo par de fungées continuas entre grafos, cujo contra-
dominio nao € homeomorfo a circunferéncia, € deformdvel a livre de coincidéncia.

Em seguida, nas Secoes 2.3 e 2.4, considerando funcoes continuas de complexos CTW uni
ou bidimensionais, finitos e conexos, em grafos, apresentamos o resultado principal de [6]
e algumas releituras que fornecem condigoes necessarias e suficientes para que um par de
tais funcoes seja deformavel a livre de coincidéncia. O resultado se aplica, em particular,
para funcgoes entre grafos, inclusive quando o contradominio é a circunferéncia, o caso nao
contemplado em [18].

Finalmente, no Capitulo 3 estudamos as aplicagdes do resultado principal de [6] de-
senvolvidas em [5] com o intuito de resolver o problema de coincidéncias para pares de
funcoes de uma superficie fechada num grafo, com particular interesse num grafo simples,
porém especial, que chamamos o grafo-baldo, aquele obtido colando-se uma “cauda”’ a
circunferéncia. O estudo passa pela prova do teorema principal de [5], que fornece uma
condicao suficiente, mas nao necessaria, para que um par de fungoes de uma soma conexa
de duas superficies em um grafo seja deformével a livre de coincidéncia.

O problema de coincidéncias para funcoes com contradominio o grafo-balao é parti-
cularmente interessante pelas seguintes razoes: (i) o problema foi resolvido em [6] para
fungdes na circunferéncia; (ii) toda fungao no grafo-baldo é homotdpica a uma fungao
cuja imagem esta contida na circunferéncia que compoe o grafo-balao. Por isso, estudar
o problema de coincidéncias de fungoes no grafo-balao significa estudar a possibilidade de
eliminagao de coincidéncias de funcoes na circunferéncia, apés a composicao das fungoes
com um mergulho da circunferéncia no grafo-balao (o grafo “mais simples”, além da

circunferéncia, em que a circunferéncia mergulha).



Capitulo 1

Prolegomenos

O objetivo deste capitulo inicial é apresentar, de forma breve, alguns conceitos, cons-
trucoes e resultados gerais que serao utilizados nos capitulos seguintes, onde, de fato,
apresentamos o tema e os resultados centrais do texto.

Com a compreensao de ser este um capitulo preliminar, nao apresentamos detalhes e

demonstragoes; em vez disso, indicamos referéncias bibliogréaficas que os contenham.

1.1 Grupos livres e apresentacao de grupos

Os conceitos e resultados que apresentamos nesta segao foram extraidos de [4, 15, 17]
e trazidos para uma linguagem mais adequada aos propositos deste texto.

Seja &/ um conjunto de cardinalidade a. Os elementos de o/ podem ser simbolos
abstratos ou objetos derivados de algum contexto mateméatico. Chamamos o conjunto
o/ de alfabeto e seus elementos de letras. Por silaba entendemos um simbolo a”, onde a
¢ uma letra do alfabeto o7 e o exponente n é um inteiro. Por palavra entendemos uma
sequéncia ordenada finita de silabas.

Em uma palavra, as silabas sao escritas uma apds a outra na forma de um produto
formal. Cada silaba é uma palavra em si mesma (uma palavra de uma sé silaba). Uma
silaba pode ser repetida ou seguida por outra silaba formada a partir da mesma letra.
Existe uma tnica palavra que nao possui silabas, ela é chamada palavra vazia e denotada
pelo simbolo 1. As silabas de uma palavra devem ser contadas a partir da esquerda. Para
abreviar, uma silaba da forma a' é escrita simplesmente como a.

No conjunto W («7) de todas as palavras formadas a partir do alfabeto <7, definimos
uma multiplicagao natural: o produto de duas palavras corresponde, simplesmente, a
palavra obtida escrevendo-se uma palavra apds a outra (justaposigao de palavras). Essa
multiplicacao é associativa e a palavra vazia 1 é uma identidade tanto a esquerda quando

a direita. Portanto, munido desta estrutura de produto, W (<) é um semigrupo.
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Contudo, W («7) nao é um grupo. Na verdade, o tinico elemento de W (47) que possui
inverso ¢ a palavra vazia 1. Para formar um grupo, reunimos as palavras em classes de

equivaléncia, usando o processo descrito a seguir:

e Se uma palavra u ¢ da forma w;a’ws, onde w, e wy sdo palavras, dizemos que a
palavra v = wywy é obtida de u por uma contragao elementar do tipo I ou que u
¢ obtida de v por uma ezpansao elementar do tipo I. Se a® é a n-ésima silaba da

palavra u, a contracao ocorre na n-ésima silaba.

e Se uma palavra u é da forma wyaPa?wy, onde wy e wy sao palavras, dizemos que a
palavra v = wy;a?%w,y é obtida de u por uma contracdao elementar do tipo II ou que

u € obtida de v por uma expansao elementar do tipo I1.

Palavras u e v sdo chamadas de equivalentes (a relacao é escrita u ~ v), se uma pode
ser obtida da outra por meio de uma sequéncia de contragoes ou expansoes elementa-
res. Esta relacdo é uma relagao de equivaléncia; W (/) é entao particionado em classes
de equivaléncia. Denotamos por [u] a classe de equivaléncia que contém a palavra w.
Denotamos por F(/) o conjunto das classes de equivaléncia das palavras de W (7).

Tem-se que: se u ~ u' e v ~ v/, entdo uv ~ w'v'. Isto significa que F(</) herda a
multiplicagao de W (&), ficando entao definida em F'(«7) a multiplicagao: [u][v] = [uv].

A associatividade da multiplicagao em F(7) segue imediatamente da associatividade
da multiplicacao em W (/). A classe de equivaléncia [1] é a identidade tanto pela esquerda
como pela direita. Assim, F'(27) herda de W (</) a estrutura de semigrupo. A novidade
é que em F(<) todo elemento possui inverso: o inverso [u] ™! da classe [u] ¢ representado
pela palavra u que é obtida de u invertendo a ordem das suas silabas e mudando o sinal
do exponente de cada silaba.

O grupo F(&) é chamado grupo livre no alfabeto < .

Quando & for um conjunto finito cujos elementos estao listados, digamos &/ =
{ai,...,a,}, por vezes escrevemos F'(ay,...,a,) ao invés de F(<7).

Observe-se que permitimos o alfabeto vazio; o grupo livre resultante é o grupo trivial.

O grupo livre em um alfabeto de apenas uma letra é um grupo ciclico infinito.

O grupo livre em um alfabeto com mais do que uma letra é nao abeliano; de fato, se
a e b sao duas letras no alfabeto o7, entao [a] e [b] pertencem a F(</) e ndo comutam,
pois as palavras ab e ba nao sao equivalentes.

Uma palavra w € W (/) é chamada de reduzida se nao for possivel aplicar qualquer
contragao elementar a ela, ou seja, se nenhuma silaba de w tiver o exponente 0 e nao houver
duas silabas consecutivas na mesma letra. Como toda contracao elementar sempre reduz
o numero de silabas, segue que cada classe de equivaléncia de palavras contém pelo menos

uma palavra reduzida, na verdade existe apenas uma.
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Através deste conceito, apresentamos uma descri¢ao alternativa do grupo F(47): ao
invés de considerar os elementos de F'(.2/) como sendo as classes de palavras de W (.«/),
escolhemos para representar cada classe a tnica palavra reduzida que a ela pertence.
Entao, consideramos F'(47) como sendo o conjunto das palavras reduzidas de W («<7). A
justaposicao de duas palavras reduzidas nao é necessariamente uma palavra reduzida,
pois a primeira palavra pode terminar com uma silaba na mesma letra da silaba inicial da
segunda palavra. No entanto, a palavra justaposta se reduz de modo tinico a uma palavra
reduzida. Entao, definimos o produto de duas palavras reduzidas v e v como sendo a
palavra reduzida obtida da justaposicao de u com v.

Seja G um grupo arbitrério (que consideramos sob a forma multiplicativa) e seja B
um subconjunto de GG. A colecao dos subgrupos de GG que contém B é nao vazia, pois
o préoprio G pertence a ela. Logo, a intersecao desta colegao é também um subgrupo
de G que contém B; ele é chamado de subgrupo gerado por B. Se B # &, entao o
subgrupo gerado por B é formado por todos os elementos de G da forma b7'b5%...5",
com by, by, ..., by € B eny,ng,...,n; € Z. Por outro lado, o subgrupo de G gerado pelo
conjunto vazio é o subgrupo trivial. Se o grupo gerado por B é o proprio GG, entao B é

chamado uma conjunto gerador; alternativamente, diz-se que B gera G.

Definicao 1.1. Sejam G um grupo e B um conjunto gerador de GG. Diz-se que B ¢é uma
base livre para G se, dado qualquer grupo H, toda funcao ¢': B — H pode ser estendida
(de modo tnico) a um homomorfismo ¢: G — H. Um grupo que possui base livre é

chamado grupo livre.
Os seguintes resultados sobre grupos livres podem ser encontrados em [4]:

Proposicao 1.2. Sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:

1. Um grupo € livre se, e somente se, € isomorfo a F|</] para algum < .
2. Todo subgrupo de um grupo livre é livre.

Como consequéncia da primeira afirmacao da Proposicao 1.2 tem-se que a cardinali-
dade de uma base B de um grupo livre G é igual a cardinalidade a do alfabeto o tal
que G é isomorfo a F(</). Assim, grupos livres G e G’ sdo isomorfos se tém bases B e
B’ respectivamente, de mesma cardinalidade. Reciprocamente, se os grupos livres G e G’
tém bases B e B’ de cardinalidades diferentes, entao eles nao sao isomorfos. Segue-se que
a cada grupo livre G corresponde um cardinal que representa a quantidade de elementos
de qualquer base livre de G. Quando este cardinal é um ntimero inteiro, isto €, existe uma
base livre para G com um numero finito de elementos, este niimero chama-se o posto do
grupo livre G.

A segunda afirmacao da Proposicao 1.2 é conhecida como Teorema de Nielsen. Dela

segue o resultado abaixo que oportunamente utilizaremos:



Corolario 1.3. Se dois elementos de um grupo livre comutam, entao eles sao poténcias

de um elemento comum.

O resultado do Corolario 1.3 é enunciado em [4] como o Exercicio 6 do Capitulo III.
Como a ideia da prova sera utilizada na demostracao de resultados posteriores, apresen-
tamos brevemente o argumento: suponha que a e b sejam elementos de um grupo livre G
que comutam; entao o subgrupo (a,b) gerado por a e b é um subgrupo livre abeliano de
G que, portanto, deve ter posto 1, o que significa que (a, b) é ciclico, ou seja, existe ¢ € G
tal que (a,b) = (c), o que implica que a e b sao poténcias de c.

O resultado a seguir revela, como comentaremos na sequéncia, como os grupos livres

desempenham um papel importante na teoria de grupos.

Proposigao 1.4. Para todo grupo G, existe um grupo livre F' e um homomorfismo so-

brejetor de F' em G.

Segue da Proposicao 1.4 e do Teorema do Isomorfismo que todo grupo G é isomorfo

ao quociente de um grupo livre F', ou seja, todo grupo G se apresenta sob a forma
G ~ F/N com F livrte e N < F.

Isto significa que, pensando em grupos livres como “sistemas de coordenadas”, qual-
quer grupo pode ser descrito ou apresentado num tal sistema, por meio de equagoes ou
relagoes. Isso conduz ao conceito de apresentacao de grupos que ora introduzimos.

Uma apresentacdo P = (x| r) consiste de um conjunto x = {z;}; de elementos chama-
dos geradores, junto com um conjunto indexado r = {r;}; de elementos chamados relatores
ou relagoes que sao palavras (ndo necessariamente reduzidas) no semigrupo W(x) das pa-
lavras no alfabeto x. Seja F'(x) o grupo livre no alfabeto x. Seja N(r) o menor subgrupo
normal de F'(x) contendo todas as palavras relatoras r; € r (isto é, a intersecao de todos os
subgrupos normais de F'(x) que contém o conjunto r). O grupo quociente II = F(x)/N(r)
é chamado o grupo apresentado por P = (x|r).

Pela Proposicao 1.4, todo grupo possui uma apresentagao. Por exemplo: (i) o grupo
livre F(x) é apresentado por (x|-); (ii) o grupo ciclico de ordem n é apresentado por
(x|z™); (iil) o grupo abeliano livre de posto n, isto é, um grupo isomorfo ao produto
cartesiano Z" = 7Z X --- x Z (n vezes) é apresentado por (zi,...,z,|r), onde r é o
conjunto de todos os comutadores [z;, z;] = xixjxi’lxj’l, com1<1,5<n,i#].

Seja P = (x| r) uma apresentacao para o grupo II e seja
Q: F(x) — Il = F(x)/N(r)

o homomorfismo quociente correspondente. Dado um grupo G e um homomorfismo

a: I — G, a composigao de a com {2 resulta num homomorfismo o/ = ao2: F(x) — G.
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Reciprocamente, suponha que seja o’: F(x) — G um homomorfismo satisfazendo o/ () =
1 (o elemento neutro de G), para todo r € r. Entao o nicleo de o’ contém o subgrupo
normal N(r), o que implica que «' induz, por passagem ao quociente F(x)/N(r), um
homomorfismo «: IT — G tal que o/ = a0 Q. A construcao de o' a partir de o e de v a

partir de o’ se resume no diagrama comutativo abaixo:

G

I = F(x)/N(r)

Portanto, os homomorfismos a: Il — G estao em relagao um-a-um com os homomor-

fismos o : F(x) — G que satisfazem o/(r) = {15}. Resumimos isso escrevendo:
hom(Il, G) = {a’ € hom(F(x),G) : o/(r) = {lg}}.

Esta correspondéncia sera utilizada inimeras vezes, sem preocupagao com citagao
explicita, ao longo de todo o texto.

Para finalizar esta se¢ao, apresentamos um importante resultado sobre solubilidade de
um certo tipo de equacao sobre grupos livres, que serd utilizado na Segao 3.6. Trata-se
de equacoes do tipo

™y 2P =1, com m,n,p > 2. (1.1)

Uma solugao para a Equagao (1.1) sobre um grupo G é um terno (g1, g2, g3) de ele-
mentos de G tal que g"ghgh = lg (o elemento neutro de G). Alternativamente, uma
solugao para a Equagao (1.1) sobre um grupo G é um homomorfismo ¢: F(z,y,2) — G

tal que
¢(@)"d(y)"o(2)" = Le.
O teorema a seguir ¢ um importante resultado de R. C. Lyndon e M. P. Schiitzenberger,

publicado em 1962 como o resultado principal de [13]. Ele descreve a forma geral das

solugoes da Equagao (1.1) sobre um grupo livre.

Teorema 1.5. Se x™y"zP = 1 em um grupo livre, com m, n e p inteiros maiores ou

tguals a 2, entao x, y e z sao poténcias de um elemento comum.

Como caso particular do Teorema 1.5, tem-se o mesmo resultado para equagdes com
apenas duas incognitas, isto €, se z™y" = 1 em um grupo livre, com m,n > 2, entao = e
y sao poténcias de um elemento comum.

Por outro lado, o resultado do Teorema 1.5 nao se estende para equagoes com quatro
incégnitas. Por exemplo: a equagao x?y?z?w? = 1 sobre o grupo livre F(a,b) possui,

como uma solucao, a quadrupla (a,b, b~ a™1).
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1.2 Construcao de complexos C'W

Conforme mencionado em [8, Sec¢ao 2.1], como releitura de [10], um instrumento fun-
damental para lidar com problemas tedéricos em geometria e homotopia é a decomposicao
de certos espagos como unioes disjuntas de células e} de varias dimensoes, cada célula
(aberta) e como um subespago homeomorfo & bola aberta B” = {z € R" : |z| < 1}. Ao
faze-lo, diz-se que o espaco topoldgico possui uma estrutura de complexo celular.

As varias nocoes de decomposicao celular diferem pelas condi¢oes que sao impostas
sobre o fecho ¢€; de uma célula e; ou sobre o bordo de; = ¢€; \ e;. Estas condigoes também
regulam como as células sao “coladas” no processo de construcao do complexo celular.

Neste texto, nos concentramos nos chamados complexos C'W, conceito introduzido em
1949 por J.H.C. Whitehead e que sera brevemente apresentado a seguir, seguindo os textos

[10, Secao 1.1] e, mais especificamente, a releitura resumida apresentada em [8, Secao 2.1]

Defini¢ao 1.6. Um complexo CW K é um espaco topoldgico | K| com uma decomposigao

celular, cujos esqueletos sao construidos indutivamente como segue:
(a) O 0-esqueleto K° é um espago discreto, cada ponto sendo uma 0-célula.

(b) O n-esqueleto K™ é obtido de K™™' pela colagem de uma cole¢ao disjunta {D!'};
de n-discos fechados via fungoes continuas ¢;: DT — K™ ! ou seja, tome a soma
topolégica K"~ '+, D" e passe ao espago quociente pelas identificagoes x ~ ¢;(x),
x € 0D}. Cada Do? projeta homeomorficamente uma n-célula e'. Cada ¢; é cha-

mada uma funcao de colagem para e

(c) A K| =U,2,|K"| éatribuida a topologia fraca com respeito as células fechadas e,
isto é, um subespago de | K| é fechado se e somente se sua interse¢ao com cada el é

fechado em e

Mais geralmente, um complexo celular é chamado um complexo C'W se ele é isomorfo
a um obtido pela construcao precedente.
Se n é a maior dimensao de célula presente na decomposicao celular de K, diz-se que

o complexo tem dimensao n e, para resumir, diz-se que K é um n-complexo CW .

Em contraste a situacao de complexos simpliciais, em um complexo C'W uma célula
fechada e nao é necessariamente uma uniao de células. A Figura 1.1 mostra um complexo
CW em que de? é um ponto de e', mas nao é uma 0-célula.

Cada célula e em um complexo CW possui uma funcao caracteristica x;: D} — K
que estende a fungao de colagem ¢; e é um homeomorfismo do interior de D} sobre e
A saber, podemos tomar x; como sendo a composi¢ao D' — K"+ ][, D — K" — K,

onde a funcao do meio é a funcao quociente definindo K™.
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Figura 1.1: Um complexo CW que nao é simplicial.

Um subcomplero de um complexo CW K é um subespago fechado L C K que é uma
uniao de células de K. Como L é fechado, a fungao caracteristica de cada célula em L tem
imagem contida em L e, em particular, a imagem da funcao de colagem de cada célula
em L estd contida em L. Assim, L é um complexo C'W. Resumindo, um subcomplexo de
K é um subespago fechado de K que é, ele préprio, um complexo CW. Um par (K, L)
consistindo de um complexo CW K e um subcomplexo L serda chamado um par CW.

Uma subdivisdo de um complexo CW K é um complexo CW K’ com |K| = |K'| e a

propriedade que cada célula e € K ¢é a uniao de certas células e, € K.
Os seguintes fatos sobre complexos CTW podem ser encontrados em [10]:

e Um complexo CW K ¢é finito (isto é, possui um numero finito de células) se, e

somente se, | K| é compacto.

e Um espago de recobrimento de um complexo CW K pode ser decomposto (unica~
mente) como um complexo C'W K tal que a funcao projecio p : K — K aplica cada
célula ¢ € K homeomorficamente sobre uma célula e € K. (Note que a afirmagao
correspondente para células fechadas é falsa, em geral, como mostra o espago de
recobrimento universal da esfera S = €® U e!). Uma funcao de colagem para e” é
obtida por um apropriado levantamento da funcao de colagem : D" — K" 1 de
" para K"~ = p (K" 1).

Acrescente-se que:

e Se K e L sdo dois complexos CW, entao o espago produto |K| x |L| possui uma
decomposicao celular natural herdada das estruturas K e L. Para cada par de
células e” € K e ¢™ € L, o produto e™ x ¢™ correspondente a uma (n + m)-célula

na decomposicao de K x L.

A nogao de continuidade de fungoes entre complexos CW ¢é exatamente aquela de
funcoes entre espacos topoldgicos abstratos. No entanto, temos um importante conceito

adicional & definir:

Definicao 1.7. Uma funcao continua f: K — L entre complexos C'W ¢ dita ser celular

se aplica cada n-esqueleto de K no n-esqueleto de L, ou seja, f(K™) C L™ para cada n.
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Dada uma funcao continua f: K — L entre complexos C'W, uma funcao celular
feer: K — L homotoépica a f é chamada uma aproximacgao celular de f. Em 1949, J. H.

C. Whitehead provou o notavel resultado que agora enunciamos:

Teorema 1.8 (Teorema da Aproximagao Celular). Toda fung¢ao continua entre complexos

CW possui uma aproximacao celular.

Antes de seguirmos, informamos que, a menos que seja essencial para a compreensao,
economizaremos as barras laterais em |K| para designar o espago topolégico correspon-
dente ao complexo K, designando-o simplesmente por K. Deste modo, K denotara tanto
0 espaco topoldgico quanto sua decomposicao celular. Para designar a decomposicao
celular de um n-complexo K finito, por vezes escrevemos

K=K'U---UK"=(U---Ue YU---U(efU---Ue ).

aQ Qn

1.3 Grupo fundamental de um complexo C'W

Seja K um complexo C'W. Vamos deduzir uma maneira de se determinar uma apre-
sentagao para o grupo fundamental 71 (K). O que apresentamos a seguir pode ser visto
em detalhes em [10, Se¢ao 1.3] e mais resumidamente, como aqui, em [8, Se¢do 2.3]

Se K' é conexo, selecione um vértice e’ para ser o ponto base e uma &rvore gera-
dora, isto é, uma arvore consistindo de algumas arestas e todos os vértices. Cada aresta

0

remanescente ejl-, junto com uma orientacao, determina um laco em e como na figura

abaixo (conectando os vértices inicial e final de e} com €’

na arvore). Os elementos z; de
71 (K", ) dados por estes caminhos constituem uma base livre para o grupo w1 (K, e%),

isto é, m (K, e%) é o grupo livre F(x). Veja a Figura 1.2.

Figura 1.2: Lagos geradores do grupo fundamental

Se K? é conexo, selecione um ponto base, uma drvore geradora e caminhos z; no
l-esqueleto, como acima. Para cada 2-célula e?, uma fungao de colagem ¢; : 0D? — K,
junto com um ponto base x, uma orientagao de dD? e um arco conector u de ¢ a ¢;(*)

(como na Figura 1.3) definem um elemento r; € 7(K!,¢°) - uma palavra r; nas letras
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z;" - que é trivial em (K2, ¢”). Além disso, mi (K, €%) — (K2, ") ¢é sobrejetor, tendo

como nicleo o fecho normal N(r), onde r é o conjunto dos elementos ;.

Figura 1.3: Definindo relatores para o grupo fundamental

Assim, m(K?% %) tem a apresentacio P = (x1,Zs,... |T1,79,...), isto é, o grupo
fundamental m (K?, e%) é dado como o quociente F(x)/N(r), onde x = {z;}; e r = {r;},.

Se K tem K? como o seu 2-esqueleto, entao a fungao natural m (K2, e) — m (K, %)
é um isomorfismo.

Um ponto crucial que nao podemos deixar de destacar é que, com este processo que
acabamos de descrever, um 2-complexo conexo e finito nao determina somente um grupo
fundamental, mas uma certa classe de apresentagdes que nao contém todas as possiveis
apresentacoes de tal grupo fundamental. Muitos invariantes de homotopia podem ser de-
rivados de qualquer elemento desta classe de apresentacoes. O primeiro que mencionamos
é a caracteristica de Euler y(K) = 1 — #(x) + #(r).

Como um exemplo, note que para um 2-complexo K finito, conexo e simplesmente
conexo, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes: (a) K é contratil; (b) x(K) = 1; (c)
Hy(K) = 0; (d) as apresentagoes que podem ser obtidas para m(K) através do processo

descrito acima sao balanceadas, isto é, possuem o mesmo numero de geradores e relatores.

1.4 Complexo modelo de uma apresentacao

O que apresentamos nesta se¢ao pode ser encontrado em detalhes em [16, Segoes 1.1
e 2.1] e resumidamente, como aqui, em [8, Se¢ao 2.4].

Para a construcao de um 2-complexo K a partir de um 1-complexo K, considere cada
laco de K! equipado com uma estrutura linear, cada 9D? subdividido como um poligono
e cada p;: 9D? — K aplicando cada aresta linear e sobrejetivamente sobre um lago de
K* ou sobre um vértice. Assim, ¢; define um laco em K. Um complexo assim construido
¢ chamado um complexo de Reidemeister.

Como um processo inverso ao da secao anterior, podemos associar a uma apresentacao

finita P = (xq,...,2,|71,...,7m) um complexo de Reidemeister Kp com um vértice,
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também chamado o complexo modelo da apresentacao P (ou induzido pela apresentagao
P). Seu l-esqueleto K} é um buqué de circunferéncias, cada uma correspondendo a um

dos geradores x4, ..., x,, com decomposicao celular minimal, isto é,

Kp=¢e"UeU---Ue,.

As 2-células €2, ..., e2 de Kp correspondem aos relatores 71, ...,7, e sao coladas no
l-esqueleto K3 de tal modo que a fungdo de colagem da 2-célula e? “soletra” sobre as
l1-células e}, ..., el a palavra correspondente a r; sobre as letras z1, ..., z,.

(x\\ 81
NN el
NN n
SN —~r D
1 7 o
e 7
Ay
/.// /././

Figura 1.4: O l-esqueleto de um 2-complexo modelo

Note que a seqiiéncia 71, . .., r,, pode conter repeti¢oes e/ou a palavra trivial r; = 1 €
F(x). Estas palavras, todavia, nao podem ser omitidas quando se constréi o complexo
modelo Kp, que pode assim conter diferentes 2-células com o mesmo bordo e/ou 2-células
fechadas que sao 2-esferas. Nao existe regra geral para dizer se as palavras r; devam ser
reduzidas ou possam conter letras inversas adjacentes x;, l‘j_l. Reduzindo tais eventos em
©; nao se afeta o tipo de homotopia simples de Kp.

A seguir, dois dos mais importantes resultados que apresentamos neste capitulo preli-

minar. Sao eles, respectivamente, o Teorema 1.9 e o Teorema 2.3 de [16, p.61 e 65].

Teorema 1.9. O par esqueleto (K, K') de um 2-complezo finito e conexo K € homoto-
picamente equivalente ao par esqueleto (Kp, K}) de um 2-complezo modelo Kp de uma

apresentagao finita P = (x|r).

Na passagem do par (K, K') para o par (Kp, K3), o 1-esqueleto K' é reduzido a um
buqué de circunferéncias, por meio do processo que colapsa uma arvore (um subcomplexo

contratil maximal) em K'! a um ponto.

Teorema 1.10. Seja (Kp, K}) o par esqueleto de um 2-complezo modelo Kp de uma
apresentagdo finita P = (x|r). Entdao, o homomorfismo ly: m (K}) — 71 (Kp) induzido

pela inclusio natural corresponde ao homomorfismo quociente F(x) — F(x)/N(r).

Este resultado é particularmente interessante quando consideramos as superficies fe-
chadas como complexos modelo induzidos por apresentacoes com um unico relator e

numero de geradores dependendo do género da superficie. Isto é tratado na Segao 1.6.
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1.5 Grafos

Por um grafo entendemos um 1-complexo CW conexo e finito?.
Um grafo pode conter lacos e mais que uma 1-célula ligando duas 0-células. Contudo,
por meio de uma subdivisao de 1-células e introducao de novas 0-células, é possivel dar a

cada grafo uma decomposicao simplicial. Exemplo na Figura 1.5.

—— »1\/@-

Figura 1.5: Decomposicao simplicial de um grafo

Algumas vezes pode ser conveniente considerar a estrutura simplicial, e noutras vezes
pode ser mais importante adotar a decomposicao celular minimal.

Independentemente de termos uma decomposicao simplicial ou nao, as 0-células de
um grafo sao chamadas vértices e as 1-células sao chamadas arestas.

Para um grafo X, denotaremos por X° o seu 0-esqueleto, isto é, o subespaco formado
por seus vértices.

Um vértice que possui uma vizinhanca basica homeomorfa a um intervalo semiaberto
[a,b) é chamado um vértice final; os demais sao chamados vértices intermedidrios.

0 0
¢! &2 &

Figura 1.6: Grafo com dois vértices intermediarios (€? e €9) e um vértice final (e3).

Uma vizinhanca béasica de um vértice intermediario é homeomorfa a um buqué de
intervalos semiabertos, \/le[ai, b;), em que aq, ..., a; sdo identificados com o vértice.

A seguir, apresentamos uma forma conveniente, posteriormente utilizada na Segao 2.2,
para ilustrar graficamente funcoes entre grafos.

Seja f: X — Y uma fungado continua entre grafos. A ilustracao gréafica de f é feita
considerando-se sua restricao a cada aresta de X.

Seja 0 uma aresta do grafo X. Entao, o pode ser identificada com sua funcao carac-
teristica o: [0,1] — X, conforme definido na Segao 1.2. A restri¢ao de f a aresta o é uma
funcao cuja imagem percorre parte ou a totalidade de uma ou mais arestas de Y, que,

da mesma forma, também podem ser identificadas com suas fungoes caracteristicas. Para

INas definicoes de grafo ndo se pede, em geral, a conexidade e a finitude, mas estas hipéteses serdo

exigidas neste texto, sem prejuizo a generalidade dos resultados, como ficara claro.
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cada aresta p: [0,1] — Y que contém pontos da imagem de f|,, podemos representar
graficamente, identificando-a no quadrado [0, 1] x [0, 1], a por¢ao do grafico de f contida
em o X p.

Esta possibilidade de representacao gréfica estd ilustrada na Figura 1.7, onde conside-
ramos uma funcao f: X — Y que, quando restrita a uma aresta o de X, tem sua imagem
percorrendo trés arestas de Y indicadas por p, v e A. As porcoes do grafico de f em o X p,

0 X v e o X \sao apresentadas todas na mesma figura.

34| )
1/2 |

1/4 T / N O'(to) =X

o(to —¢€) 0(20') a(to‘—Q— €)

(a) Gréfico de f|o (b) Imagem de f|o

Figura 1.7: Representacao grafica de f : X — Y sobre a aresta ¢ de X. Em (a), linhas sélidas indicam
os valores em p, linhas tracejadas indicam valores em « e linhas pontilhadas indicam valores em A.

Nao por acaso escolhemos ilustrar a representacao grafica de uma funcao linear por
partes, isto é, uma fungao f : X — Y cuja representagao grafica em cada produto o x p,
para arestas o em X e p em Y, consiste de segmentos de reta, o que significa que, a menos
das identificacoes via fungoes caracteristicas, a por¢ao da f que aplica o em p corresponde
a uma fungao linear por partes de [0,1] em [0, 1]. Escolhemos isso porque toda fungao
continua entre grafos é homotépica a uma funcao com tais caracteristicas. Este fato é
bastante intuitivo, considerando-se que toda fungao continua de [0, 1] em [0, 1], uma vez
fixados finitos pontos (ay,by),..., (ar, bx) € [0,1] x [0,1], é homotépica a uma fungao
linear por partes cujo grafico contém os pontos (ai, b1), ..., (a, bx). Também auxilia a
intuicao considerar uma funcao continua f : S' — S! que, como sabemos, é homotépica
a funcio fy: St — St dada por f4(2) = 2%, onde d = deg(f) e S! é vista como subespaco
do plano complexo. Quando identificamos S com o espago obtido do intervalo [0, 1] por
meio da identificacio de seus extremos, a funcéo correspondente f: [0,1] — [0,1], que
passa a quociente a f, é linear por partes.

Mais detalhes sobre o processo de regularizagao de fungoes entre grafos, via homotopia,

podem ser vistos em [19, Secao 3.
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1.6 Superficies fechadas

No Capitulo 3, estudaremos coincidéncias de fungoes de superficies fechadas em grafos.
Para tanto, é imprescindivel nao apenas o conhecimento da classificacao das superficies
fechadas, mas sobretudo a expressao de cada superficie como um complexo modelo indu-
zido por uma apresentacao de seu grupo fundamental. Para dar conta disso, introduzimos
esta secao preliminar em que lembramos os principais conceitos e resultados envolvidos
na demonstragao do Teorema da Classificacao das Superficies Fechadas.

A excecao do que apresentamos apds o Teorema 1.16, todo o conteido desta secao
estd fundamentado em [14, Segoes 1.5 e 1.6].

Com o termo superficie fechada designamos uma superficie (variedade bidimensional)
compacta, conexa e sem bordo.

Iniciamos com o conceito de triangulagao, o que, grosso modo, pode ser entendido

como uma subdivisao do espaco em triangulos que se encaixam perfeitamente.

Definigao 1.11. Uma triangula¢ao de uma superficie fechada X consiste de uma familia
Ti,...,T, de subconjuntos fechados que cobrem X (chamados de tridngulos de X), cada
um dos quais é homeomorfo a um triangulo do plano, satisfazendo: cada par de triangulos

ou sao disjuntos ou possuem em comum um vértice ou uma aresta.

I

542

Figura 1.8: Exemplo de triangulacdo da esfera S2.

A exemplo da esfera S?, para a qual uma triangulacao ¢ ilustrada na Figura 1.8, toda

superficie fechada admite uma triangulacao; é o que garante o seguinte resultado de 1925.
Teorema 1.12 (Teorema de Radd). Toda superficie fechada admite uma triangulagao.

Podemos considerar uma superficie triangulada como construida colando-se varios
triangulos de uma certa maneira, da mesma forma que montamos um quebra-cabeca
ou construimos uma parede de tijolos. Como dois triangulos diferentes nao podem ter
os mesmos vértices, podemos especificar uma triangulagao completa de uma superficie
numerando os vértices e listando quais triplas de vértices sao vértices de um triangulo,
como na Figura 1.8. Essa lista de triangulos determina completamente a superficie junto

com a triangulacao, a menos de homeomorfismo.
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De posse de uma triangulacao para uma dada superficie fechada X, por meio de
adequado processo de “recorte e colagem”, realiza-se X como um espaco de colagem
(espago quociente) obtido de uma regiao poligonal plana, de tal sorte que a colagem se

da por identificacao de pares de arestas do poligono.

Teorema 1.13. Toda superficie fechada ¢ homeomorfa ao espaco obtido por identificacoes,

aos pares, dos lados de uma regiao poligonal do plano.

Segue-se que classificar as superficies fechadas equivale a classificar os espacos de
colagem obtidos conforme o Teorema 1.13. A classificacao de tais espagos é feita por
meio da associagao de uma palavra a cada um deles, palavra esta que descreve a maneira
como os lados da regiao poligonal sao colados. A seguir, descrevemos o procedimento de
associacao de palavra a esfera, ao plano projetivo, ao toro e a garrafa de Klein.

1

A esfera S? esta associada a palavra aa™!, conforme ilustrado na Figura 1.9.

b

< SQ
| " ) aQa ) .

c

A

Figura 1.9: A esfera obtida por identificagao.

2

Ao plano projetivo RP? estd associada a palavra a?, conforme Figura 1.10.

b

RP?
cy AC =~ a a o~ @

b

Figura 1.10: O plano projetivo obtido por identificacao.

Ao toro T esté associada a palavra aba='b~!, conforme ilustrado na Figura 1.11.

a

T
a
b

a

Figura 1.11: O toro obtido por identificagao.
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A garrafa de Klein K estd associada a palavra aca™lc ou, equivalentemente, a palavra

a®b?, como mostra a Figura 1.12.

a

7 K
/// -~
cy « AC o )

QA

Corte em b colec=c organize
a a a a
c b
b C b b ay A b
a b

Figura 1.12: A garrafa de Klein obtida por identificagao.

Toda superficie fechada que nao seja a esfera, o toro e o plano projetivo, pode ser

obtida por meio da soma conezxa de dois ou mais toros ou planos projetivos.

Definicao 1.14. Sejam X; e X, superficies fechadas e D1 C X; e Dy C X5 discos
bidimensionais. Seja f: dD; — 0Dy um homeomorfismo. O espago de colagem de X \
int(D;) e X5 \ int(Dy) via f chamarse a soma conezxa de X; e X5 e se denota X;# Xo.

A esfera nao foi mencionada como possivel parcela de uma soma conexa porque ela
desempenha o papel de elemento neutro na soma conexa, isto é, para qualquer superficie
fechada X, tem-se X = X#52.

A Figura 1.13 ilustra a decomposicao da garrafa de Klein como soma conexa de dois

planos projetivos.

a b a
a b .
# & c c = aA Y)
a b
a b
RP? RP?2 Soma K

Figura 1.13: Soma conexa de dois planos projetivos.

Observe-se que, como vimos acima, ao plano projetivo estd associada a palavra a? e

a garrafa de Klein estd associada a palavra a?b?, o que estd em perfeita harmonia com a
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Figura 1.13. Isto se estende de tal modo que, & soma conexa U, = RP?# - - - #RP? de k

copias do plano projetivo esta associada a palavra
2 2 2
a1a2 M ak.

Na notacao que acabamos de introduzir, U; é o plano projetivo e Uy é a garrafa de
Klein. Esta notacao sera utilizada no Capitulo 3.
A soma conexa de dois toros é o que chamamos o bitoro (toro com dois buracos).

Como mostra a Figura 1.14, ao bitoro estd associada a palavra aibya; 'by 'azbyay byt

a a2 ay by
D by ag
& c

by vb, ## b2y Yby o~ AC CA
< < “ b2
aq a by a
T T Soma,

Figura 1.14: Soma conexa de dois toros.

De modo geral, a soma conexa Ty de k toros esta associada a palavra

alblaflbflagbgaglbgl e akbkalzlbk

Esta palavra pode ser expressa utilizando-se a notagao de comutador [z, y] = zyx~ly~!,

de tal forma que ela entao passa a ser escrita como

[a1, b1][az, bo] - - - [ax, by

Claro esta que se X e X5 sao superficies fechadas as quais estao associadas palavras
r1 € 79, respectivamente, que podemos supor com letras distintas entre si, entao a soma
conexa X 1# X5 estd associada a palavra justaposta riry. Entao, de posse do que temos
visto, resta saber no que resulta a justaposi¢io da palavra [a,b] com a palavra c?, ou seja,
no que resulta a soma conexa de um toro com um plano projetivo. A resposta a isto é
um dos pontos centrais da prova do Teorema da Classificagao das Superficies Fechadas.
Para referéncia futura, enunciamos a resposta sob a forma de um lema, assim como em

[14], onde este resultado corresponde ao Lema 7.1 do Capitulo .

Lema 1.15. A soma conexa de um toro com um plano projetivo € homeomorfa a soma
conexa de trés planos projetivos.

Resulta que, para obter todas as superficies fechadas, nao é preciso somar toros com
planos projetivos, basta somar toros com toros e planos projetivos com planos projetivos.
Chegamos assim no célebre Teorema da Classificacao das Superficies Fechadas.
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Teorema 1.16 (Classificagdo das Superficies Fechadas). Seja X uma superficie fechada.

Entao X € homeomorfa a uma das superficies abaizo:

1. A esfera S?, associada a palavra aa™'.

2. A soma conexa Ty de k toros, associada d palavra [a1, bi][az, bs] - - - [ak, by

3. A soma coneza Uy de k planos projetivos, associada  palavra a3a3 - - - a;.

Tanto em T, quanto em U, o numero de parcelas & > 1 chama-se o género da
b
superficie. A esfera S? é dita ter género zero.
A esfera S? e as superficies T sao orientdveis; elas nao contém uma faixa de Mobius.
k )

Ja as superficies Uy contém uma faixa de Mobius e, por isso, sao nao-orientdveis.

A realizacao de uma superficie fechada X (diferente da esfera S?, por enquanto) como
o espaco de colagem de uma regiao poligonal associado a uma palavra r automaticamente
realiza X como o complexo modelo Kp induzido pela apresentacao P = (x| r), em que x
¢é o conjunto das letras utilizadas para designar os lados da regiao poligonal e r é a propria

palavra associada a X. Portanto:

e A superficie orientavel Ty é o complexo modelo induzido pela apresentagao
Pe = (1,1, T Y | [0, 9] - -+ [2, G-
e A superficie nao-orientavel U é o complexo modelo induzido pela apresentacao
Qp = {xy..., 2|27 23).

Por conseguinte, Py e Qj sdo apresentagoes para os grupos fundamentais 7 (Ty, zo)
e m1 (U, zg). Por conveniéncia, o ponto base zg é a tnica 0-célula do complexo modelo
correspondente. Omitiremos o ponto base quando sua indicacao for desnecessaria.

Quanto a esfera S?, sua decomposicao celular S? = e’ Ue? correspondente ao complexo
modelo induzido pela apresentagao (- | 1) (em que nao ha geradores), e sua decomposigao

5% = e’ Uej Ued U e corresponde ao complexo modelo induzido por (z |z, z).
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Capitulo 2

Coincidéncias de funcoes de

complexos em grafos

Este capitulo é dedicado ao estudo do problema de (eliminagao de) coincidéncias entre
fungoes de complexos CW (conexos e finitos) de dimensao 1 e 2 em grafos.

Para fungoes entre grafos, o resultado principal foi originalmente publicado em [18].
Ele afirma que qualquer par de fungoes continuas entre grafos, cujo contradominio nao é
homeomorfo a circunferéncia, pode ser deformado a um par livre de coincidéncia.

Para fungdes de um complexo bidimensional (conexo e finito) em um grafo, o resul-
tado principal, publicado em [6], fornece uma condigao necessaria e suficiente para que um
par de fungoes possa ser deformado a um par livre de coincidéncia. A condicao envolve
um problema de levantamento em um diagrama de grupos fundamentais e homomorfis-
mos. O resultado se aplica, em particular, para funcoes entre grafos, inclusive quando o

contradominio ¢ a circunferéncia, caso deixado de fora em [18].

2.1 Conceitos e objetivos gerais

Sejam f,g: X — Y fungoes continuas entre espacos topoldgicos. Chama-se coin-
cidéncia entre f e g um ponto z € X tal que f(z) = g(x). Ao conjunto de todas as

coincidéncias entre f e g denotamos Coin(f, g). Assim,

Coin(f.g) = {& € X : f(x) = g()}.

A teoria topolégica de coincidéncias estuda o conjunto Coin(f, g) e a possibilidade de
minimiza-lo deformando-se as fungoes f e g por meio de homotopias.

Sob certas condicoes sobre os planos X e Y, é possivel demonstrar que existem funcoes
f'~ fedg ~ g, o que simplificamos escrevendo (f’,¢") ~ (f, g), tais que o conjunto de

coincidéncias Coin(f’, ¢') é finito. Este é o caso, por exemplo, quando X e Y sao grafos;
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ver [9, Proposigao 2.11, p.8]. Neste caso, faz sentido definir o assim chamado nidmero

minimo de coincidéncias do par (f,g), a saber,

MC[f, g] = min{#Coin(f",g') : (f'.¢) ~ (f.9)}-

O célculo do numero MC][f, g] é bastante dificil, em geral, e ndo existe procedimento
que se aplique a uma boa generalidade de casos.

Neste texto, dedicamo-nos ao estudo de condigoes sob as quais MC|f, g] = 0, ou seja,
condicoes para que, dadas func¢oes continuas f,g : X — Y, existam funcoes f',¢: X — Y
tais que (f',¢") ~ (f,g) e Coin(f’,g') = @. Neste caso, diz-se que o par (f’,¢') é livre de

coincidéncia e que o par (f,g) é deformdvel a livre de coincidéncia.

Em nosso estudo, o plano Y é sempre um grafo, conforme definido na Secao 1.5, e o

espaco X é ou um grafo ou um complexo C'W bidimensional conexo e finito.

2.2 Funcoes entre grafos

Nesta se¢ao, estudamos o problema de eliminar coincidéncias de um par de fungoes
entre grafos. O que apresentamos é um detalhamento dos resultados de [18].

Sejam f,g: X — Y fungoes continuas entre grafos. A estratégia de remover as coin-
cidéncias entre f e g pode ser descrita de modo muito intuitivo por meio de uma analogia
com o trafego rodovidrio. Por meio de parametrizagoes de cada aresta do grafo X, com
dominio no intervalo de tempo [0, 1], as fungoes f e g podem ser pensadas como um par de
pontos que, ao longo do tempo, percorrem o plano Y. Vamos imaginar que esses pontos
representem veiculos viajando em uma rede de estradas de pista tnica (os veiculos nao
podem passar entre si) e um ponto de coincidéncia das fungoes representa uma colisdo
dos veiculos. A remocao de um ponto de coincidéncia por homotopia consiste em uma
estratégia para possibilitar que os dois veiculos possam atingir seu destino sem colidirem.

E possivel evitar uma colisao, desde que haja uma bifurcacao, de tal modo que, quando
os dois veiculos estiverem prestes a colidir, um deles inverta a dire¢ao (dé marcha a ré) até
que a bifurcacao seja alcancada. Neste ponto, o veiculo que vinha de marcha a ré entra
na bifurcacao da estrada e permite que o outro veiculo passe. Os veiculos entao podem
retornar ao ponto de encontro original, desta vez com suas posicoes invertidas. Repetir
este procedimento antes de cada colisao iminente permite aos veiculos completarem suas
viagens sem colidirem.

Essa estratégia ¢ formalizada no Teorema 2.3, com a ajuda de duas proposicoes que

passamos a demonstrar.

Proposicao 2.1. Sejam f,g: X — Y funcoes continuas entre grafos. Entao existe um

par (f',9") ~ (f,q), com um nimero finito de coincidéncias, tal que Coin(f’,g') C X\ X°.
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Demonstragao. Pela Proposicao 2.11 de [9], o par (f, g) é homot6pico a um par de fungoes
com um numero finito de coincidéncias. Logo, podemos assumir que o préprio par (f, g)
possua um numero finito de coincidéncias. A prova consiste em demonstrar que coin-
cidéncias do par (f, g) que correspondam a vértices de X podem ser removidas ou “des-
locadas” para o interior de arestas. Utilizamos as aspas porque o processo de deformagao
que descrevemos a seguir nao resulta necessariamente em um simples deslocamento de
um ponto de coincidéncia para outro lugar; em alguns casos, o processo substituird um
ponto de coincidéncia (que, a principio, é um vértice) por um ou mais (mas sempre em
nimero finito) pontos de coincidéncia no interior de arestas. Embora esse processo possa
resultar num aumento do nimero de coincidéncias, ele é necessario para a aplicagao do
procedimento de remocao de coincidéncias apresentado na Proposicao 2.2.

Suponha que a coincidéncia zo € Coin(f, g) seja um vértice. A prova é dividida em
dois casos, a saber, quando zy é um vértice final do grafo X e quando xy é um vértice

intermedidrio, conforme definido na Segao 1.5.

CAsO 1. A coincidéncia zy é um vértice final do grafo X.

Seja o a aresta que contém zy e seja V' C o uma vizinhanca basica de zy em X,
homeomorfa a um intervalo semiaberto, tal que Coin(f,g) NV = {x¢}. Escolha uma
vizinhanga fechada U C V' de zp em X, homeomorfa a um intervalo fechado [0, 1], com zg
correspondente a 0. Seja xj, um ponto interior de U, precisamente, o ponto correspondente
a 1/2, e seja h: U — U a fungao ilustrada na Figura 2.1, com h(z¢) = z. A menos do
homeomorfismo U = [0, 1], a fungdo h pode ser escrita como h(x) = (z + 1)/2. Note que

o ponto de U correspondente a 1 é fixado pela funcao h.

Lo
h(zo) = x(
\f‘
%‘
h i
Zo
UcX g =goh

Figura 2.1: Remocao de coincidéncia em vértice final.

Seja f': X — Y afuncdo que coincide com f em X\U e, em U, é dada pela composi¢ao
f' = f oh. Analogamente, defina ¢': X — Y por ¢ =gem X\Ueg =gohemU.
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Entao f’ e ¢’ sdo continuas e homotdpicas a f e g, respectivamente.

Além disso, para xz € U, temos

f'(@) =4 (=) & f(h(z)) =g(h(z)) & h(z)= .

Como zy ¢ im(h), isso mostra que Coin(f’,¢') NV =2 C X \ X°.
Portanto, qualquer coincidéncia xy que seja um vértice final pode ser removida por

meio de deformagoes das funcoes f e g numa vizinhanca de z.

CAsO 2. A coincidéncia xy € Coin(f,g) é um vértice intermedidrio do grafo X.

Seja V' uma vizinhanca basica de zy em X, homeomorfa a um buqué de intervalos
semiabertos, tal que Coin(f,g) NV = {x0}. Escolha uma vizinhanca fechada U C V de
Zo, a qual, certamente, é homeomorfa a um buqué de n + 1 intervalos fechados, n > 1.

Seja h: U — U a funcao representada na Figura 2.2. Note que h(zg) = x(, um ponto
interior a uma das arestas que incide em zg, enquanto que h='(zo) = {z1,...,x,}, sendo

cada z;, para 1 < i < n, um ponto do interior de uma aresta que incide em x.

Figura 2.2: Deslocamento de coincidéncia em vértice intermedidrio.

Defina f’,¢': X — Y como antes, isto é, f'= feg =gem X\U,e f' = fohe
g =gohem U. Entdo f’ e ¢’ sdo continuas e homotdpicas a f e g, respectivamente.

Além disso, para xz € U, temos
f'(x)=4d(x) & f(h(x))=gh(x)) & h(z)=20 & z€{x1,...,2,}.
Isso mostra que Coin(f’, ¢ )NV = {xy,...,z,} C X \ X
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Portanto, qualquer coincidéncia xy que seja um vértice intermediario pode ser subs-
tituida por um numero finito de coincidéncias correspondentes a pontos interiores de
arestas que incidem em xg, deformando-se f e g apenas numa vizinhanca de x,.

A prova da Proposicao esta completa. n

Proposicao 2.2. Sejam f,g: X — Y fungoes continuas entre grafos munidos de decom-
posi¢ao celular minimal, com Y ndo homeomorfo a circunferéncia. Se o par (f,g) tem
uma coincidéncia isolada xo € X \ X°, entdo exite uma vizinhanca fechada U de xo e um
par (f',q") ~ (f,9), que coincide com (f,q) fora de U, tal que Coin(f’,¢')NU = @.

Demonstracdo. Seja o a aresta de X que contém z, identificada com sua fungao ca-
racteristica o: [0,1] — X. Seja ty € (0,1) tal que o = o(ty). Escolha ¢ > 0 tal que
[to — €,to + €] C (0,1) e, ainda, a vizinhanga fechada U = o([ty — €,to + €]) de zp em X
satisfaca Coin(f,g) N U = {zo}.

Seja yo = f(zo) = g(xo). A prova é divida em trés casos, a saber, quando y, é um
vértice final do grafo Y, quando yg é um vértice intermedidrio e quando yy é um ponto

interior de uma aresta.

Caso 1. O ponto yy é um vértice final do grafo Y.

Seja p a aresta de Y que incide em yy, com sua funcdo de colagem p: [0,1] — Y
escolhida de tal modo que yo = p(1).

Na vizinhancga fechada U C o, as fungoes f e g se comportam de modo semelhante ao
ilustrado na Figura 2.3. Lembre-se que, como vimos na Se¢ao 1.5, as fungoes podem ser

assumidas, a menos de homotopia, linear por partes.

UcXx
p(1) 4 — To(to+e€)
—49
p(3/4) | 2
A
p(1/2) + s0(to) = 20
\._—_/
p(1/4) ¢ . g
p(0) 1 1 1
o(to—€)  o(to)  o(to+e) | o(to — €)
(a) Gréaficode fegem o X p (b) Imagem de f e g restritas a U C o

Figura 2.3: Comportamento de f e gem U C o.

Deformamos f e g por homotopia, de acordo com a Figura 2.4.
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4 UcX
p(1) —
— To(to + €)
p(3/4) +
2
o(1/2) | I
'O'(to) =2
p(1/4) +
\/
1
p(0) 1 1 1
o(to —€) o(to) o(to +¢€)
o(t) 1 o(to—¢)
(a) Gréficode f' e g’ em o X p (b) Imagem de f’ e g’ restritas a U C o

Figura 2.4: Comportamento de ' e ¢ em U C o.

Obtemos assim funcoes f' ~ f e ¢’ ~ ¢ que coincidem com f e g, respectivamente,
fora de U, e sao livres de coincidéncia em U.

CAso 2. O ponto yy é um vértice intermediario do grafo Y.

Os seguintes trés fatos (i) que Y néo é homeomorfo a circunferéncia, (ii) que Y estéd
considerado (no enunciado da Proposi¢ao) com decomposi¢ao celular minimal e (iii) que
Yo € um vértice intermediario de Y, permitem concluir que as vizinhancas basicas de y, em
Y s@ao homeomorfas a buqués de pelo menos trés intervalos semiabertos. Assim, refinando
a decomposicao celular de Y, se necessario, existem pelo menos trés arestas, digamos
p, v e A, que incidem em yy. Consideramos as fungoes carateristicas correspondentes
P, 7, A1 [0,1] = Y de tal modo que yo = p(0) = v(0) = A(0).

1 4
—f
— 9 UcX
3/41 , o(to +€)
/ 4
1/2 | /
/ g
S 3 S
/ 7z
7
1/4 T // /’ O'(t()):l‘o
/ 7/
7 7 2
// \_/
//
0 1 ‘ 1 b 9
o(to —¢€) o(to) o(to +¢€)
1
(a) Gréfico de f e g. Linhas sélidas indicam os valores (t )
L o(to — €
em p, linhas vermelhas tracejadas indicam valores em 0
v, e as linhas azuis tracejadas indicam valores em A (b) Imagem de f e g restritas a U C o

Figura 2.5: Comportamento das fungoes f e g em U C o.
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Na vizinhanca fechada U C o, as fungoes f e g se comportam de modo semelhante ao

ilustrado na Figura 2.5.

Deformamos f e g por homotopia, apenas em U, de acordo com a Figura 2.6, assim

obtendo funcoes f’ e ¢'.

1+ S
791
3/4 |
1/2 |
1/4 +
0 :

O’(to‘f €) 0(;50) o(to +¢€)

(a) Gréfico de f’ e ¢’. Linhas solidas indicam os valores
em p, linhas vermelhas tracejadas indicam valores em
v, e as linhas azuis tracejadas indicam valores em A

| o(to — €)

(b) Imagem de f’ e g’ restritas a U C o

Figura 2.6: Fungoes f' e ¢’ em U C 0.

As fungoes [’ e ¢’ sao livres de coincidéncia em U e (f',¢') ~ (f, g).

CAso 3. O ponto yp é interior a uma aresta de Y.

Seja p, com fungao caracteristica p: [0,1] — Y, a aresta de Y contendo y, em seu

interior, digamos yo = p(1/2).

Na vizinhanca fechada U C o, as fungoes f e g se comportam de acordo com o grafico

da Figura 2.7 (com possivel inversao dos papéis de f e g).

P(l) T —f
—9
p(3/4) |
p(1/2) |
p(1/4) |
p(0)

O’(t()‘— €) O’(;f()) cr(to‘—i— €)

(a) Gréficode fegemo X p

UcX

T

6

o(to +€)

| o(to — €)

(b) Imagem de fegem U C o

Figura 2.7: Comportamento de fegem U C o
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A suposicao de que Y nao é homeomorfo a circunferéncia implica que podemos escolher
a decomposicao celular do complexo Y de tal modo que o vértice p(0) encontre duas arestas
além de p, digamos v, A: [0,1] — Y, com 7(0) = A(0) = p(0). Este vértice é a “bifurcagao
na estrada” que precisamos para evitar a “colisao” de f e g.

Deformamos f e g por meio de uma homotopia em U, assim obtendo fungoes f' e ¢,

de acordo com a Figura 2.8.

1+ Iz
— UcX
3/41 To(to+e¢)
6
1/2 | 5
1/4 | a(to) = o
3
\__//V
0 1 2
o(to —¢€) o(to) o(to +¢€) .
(a) Gréafico f’ e ¢g’. Linhas sélidas indicam valores em 1 o )
p, linhas vermelhas tracejadas indicam valores em ~, e It —€
as linhas azuis tracejadas indicam valores em X (b) Imagem de f’ e g’ restritas a U

Figura 2.8: Comportamento de ' e ¢ em U C o.

Intuitivamente, as funcoes f e g retrocedem até o vértice intermediario p(0), utilizam
as arestas A e - para manobrarem e inverterem suas posicao sem colidirem e, entao,
retornam as suas posicoes originais no tempo tg + €.

As fungoes [’ e ¢’ s@o livres de coincidéncia em U e (f',¢') ~ (f, g). O

A seguir, o teorema principal da secao, cuja prova resulta das duas proposicoes ja

demonstradas.

Teorema 2.3. Sejam f,g: X — Y funcgoes continuas entre grafos, com Y nao homeo-

morfo a circunferéncia. Entao o par (f,g) € deformdvel a livre de coincidéncia.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.1, podemos assumir, a menos de homotopia, que as
funcoes f e g sejam tais que Coin(f, g) é um subconjunto finito de X \ X°, ou seja, todas
as coincidéncias sao isoladas e sao pontos interiores de arestas do grafo X.

Entao, a Proposigao 2.2 se aplica para cada ponto de Coin(f,g), o que significa que
cada coincidéncia pode ser eliminada por homotopias que deformam as func¢oes apenas

em suas vizinhancas que as isolam das demais coincidéncias. O

O Teorema 2.3 evidencia um fato muito importante sobre a relacao das teorias de

coincidéncias, pontos fixos e raizes. Para entendermos isso, revisitamos alguns conceitos.
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Relacao com pontos fixos: Um ponto firo de uma funcao f: X — X é um ponto
x € X tal que f(x) = z. Ao conjunto de pontos fixos de f denotamos Fix(f).

Se X é um poliedro compacto e conexo, entao toda funcao continua f : X — X é
homotépica a uma fun¢ao f': X — X cujo conjunto de pontos fixos Fix(f’) é finito; ver
[1, Teorema 2, p. 118]. Sendo assim, fica bem definido o assim chamado ndmero minimo

de pontos fizos de fungoes ao longo da classe de homotopia [f], a saber,

MF[f] = min{#Fix(f") : f' = f}.

E 6bvio que um ponto fixo de uma dada funcao f: X — X é uma coincidéncia entre
f e a funcdo identidade id : X — X, ou seja, Fix(f) = Coin(f,id).

Para fungoes f, g: X — Y cujo contradominio é uma variedade (sem bordo), R. Brooks
demonstrou em [2, Teorema 1] que o nimero minimo de coincidéncias MC[f, g] pode ser
obtido deformando-se apenas uma, ao invés de ambas as fungoes, isto é, MC[f,g] =
min{#Coin(f’, g) : f' ~ f}. Segue-se que, se X é uma variedade compacta (sem bordo)
e f: X — X é uma funcdo continua, entdao MF[f] = MC[f, id].

O Teorema 2.3, aliado ao exemplo de B. Jiang publicado em [12, §4], também dis-
ponivel em [11, Exemplo 10.7, p.641], mostra que a hip6tese de ser X uma variedade é
essencial para a conclusao acima. De fato, o citado exemplo fornece uma funcao continua
f:ShvSt — StvSt tal que MF[f] = 2 (a fungao f aplica a primeira S em si prépria com
grau —1, e a segunda S! em si prépria com grau 2). Por outro lado, pelo Teorema 2.3, o

par (f,id) pode ser deformado a um par livre de coincidéncia, ou seja, MC|f,id] = 0.

Relacao com raizes: Dados uma funcao f: X — Y e um ponto yy € Y, uma raiz
de f relativa a yp é um ponto =z € X tal que f(z) = yo. O conjunto de todas as raizes de
f com relagao a g é a pré-imagem f~1(yp).

Sob certas condigoes sobre X e Y (por exemplo, se X e Y sao variedades compactas
(sem bordo) de mesma dimensao; ver [3, Segao 5]), para cada fungao continua f: X — Y
existe f': X — Y homotépica a f tal que f~'(y9) é um conjunto finito. Neste caso, faz

sentido definir o nimero minimo de raizes ao longo da classe de homotopia [f], a saber,

MR[f] = min{# [ (yo) : f' =~ f}.

Claro que uma raiz de f com relacao a yo é uma coincidéncia entre f e a funcao
ko: X — Y constante em yp, ou seja, f~(yo) = Coin(f, ko). Se X e Y sdo variedades
compactas (sem bordo), segue mais uma vez de |2, Teorema 1] que MR][f] = MCIf, Ko).

O Teorema 2.3 pode ser usado para mostrar que a ultima identidade nao é verdadeira,
em geral, sem a hipétese de que Y seja uma variedade. Seja E = S'V.S! o buqué de
duas circunferéncias e seja yo € E o ponto de uniao das circunferéncia. Seja f: £ — E

a fungao identidade. Temos que f~'(yo) = {yo}, donde MR[f] < 1. Afirmamos que para
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toda fungao f’ homotdpica a f, tem-se yo € im(f’). De fato, sendo f’ homotépica a f,
temos que f.: Hi(E) — Hy(F) é o isomorfismo identidade, onde H (E) ~ Z & Z é o
primeiro grupo de homologia de E. Mas se yo ¢ im(f’), entdo f’ se fatora via £ — {yo},
o que implica que f.: H{(E) — Hy(F) é o homomorfismo nulo, pois Hy(E — {yo}) = 0.
Desta contradigao segue o que afirmamos e, por consequéncia, que MR[f] = 1. Por
outro lado, segue do Teorema 2.3 que o par (f, kg) pode ser deformado a um par livre de

coincidéncia, ou seja, MC|f, ko] = 0.

2.3 Funcoes de 2-complexos em grafos

Em toda esta secao, K é um 2-complexo e Y é um grafo nao contratil, ambos conexos

e finitos. Dadas fungoes continuas f,g: K — Y, consideramos a funcao
h=(f,9): K=Y xY dadapor h(x)=(f(z),q(zx)).

Escolhemos uma 0-célula zy € K para ser o ponto base de K e tomamos y; = f(xg) e
Y2 = g(xo). Entado, as fun¢bes f e ¢ induzem homomorfismos fu: m (K, z9) = m(Y,y1) e

g m (K, x0) = m (Y, y2), e a fungdo h induz o homomorfismo

hy » m(K,20) — m(Y XY, (y1,2)) = m(Y,y1) X m(Y,92)
o — hy(o) = (fg(0), g4(0))

A menos de sutil deformacao (por homotopia) de uma das fungoes, f ou g, ao redor
do ponto zp, podemos assumir y; # ¥y e, assim, (y1,y2) € Y x Y\ A, onde A é a diagonal
em Y x Y, ouseja, A ={(y,y) :y €Y}

Temos que Coin(f, g) = & se, e somente se, a imagem de h nao encontra a diagonal A,
o que significa que existe uma fatoragao de h através de Y x Y\ A, ou seja, uma fungao
h: K=Y xY\Atalque h =1loh,ondel: Y XY\ A < Y xY ¢ a inclusio natural. Em
particular, [ o INz(;vo) = (y1,¥2), donde iL(LEo) = (y1,¥2). Segue-se que o seguinte diagrama

de grupos fundamentais e homomorfismos induzidos é comutativo:

m(Y x Y\ A, (y1,92))

e

(K, o) m (Y XY, (y1,92))

Isto prova a parte “somente se” do Teorema 2.4 que enunciamos a seguir. A prova da

parte “se” sera feita logo adiante.
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Teorema 2.4. Sejam f,g: K — Y fungdes continuas como acima. O par (f,g) € de-
formavel a livre de coincidéncia se, e somente se, existe um homomorfismo ®: m (K, zg) —

m(Y XY\ A, (y1,92)) que torna comutativo o digrama abaizo:

(Y x Y\ A, (y1,2))

e

T (Y XY, (y1,92))

7T1(K7$0)

Observamos que o Teorema 2.4 nao é verdadeiro se Y, ao invés de ser um grafo, é
um 2-complexo, assim como K. De fato, considere funcoes f, g : S* — S? com deg(f) #
—deg(g). Pela Proposi¢ao 1.23 de [20], Coin(f,g) contém pelo menos um ponto, e o
mesmo ocorre com Coin(f’, ¢'), quaisquer que sejam f’' ~ f e ¢’ ~ g, uma vez que fungoes
homotdépicas tém o mesmo grau. Por outro lado, como a esfera S? é simplesmente conexa,

os homomorfismos hy e lx sao ambos nulos e, assim, hy levanta através de [..
Na prova da parte “se” do Teorema 2.4, usamos os seguintes lemas:

Lema 2.5. Se f,g: (K,x9) — (Y,40) sao fungoes continuas que induzem o mesmo ho-

momorfismo em grupos fundamentais, entao f e g sao homotopicas.

Demonstragao. Sejam f e g conforme enunciado e ponha o = fu = gu: m (K, z9) —
m(Y,%0). O grupo Il = (K, xy) atua no segundo grupo de homotopia m(Y'), via «,
tornando este ultimo um II-médulo, de modo que fica definido o grupo de cohomologia
com coeficientes locais H*(K;,m2(Y)). Como m3(Y) = 0, também H?(K;,m(Y)) = 0. O
resultado segue do Teorema 4.12 de [16, p. 95]. O

O seguinte resultado é um caso particular do Lema 2.5 de [7].

Lema 2.6. Sejam Il = m (K, z) e = =

m(Y,y0). Para todo homomorfismo a: Il — =
existe uma funcgdo celular f: (K, x0) = (Y,vo) tal que fu = a.

Demonstragio. Sejam ¢: (K, K') — (Kp, K3) e ): Yg — Y equivaléncias de homotopia
celulares, conforme o Teorema 1.9, onde Kp e Yy sao os complexos modelo das apre-
sentagoes P = (z1,...,Zn |71, -, Tm) € @ = (Y1,...,Yu| ), respectivamente. Entdo, o
1-esqueleto de Kp e o proprio Yg sao, respectivamente, os buqueés

u

n
K%):\/Slze%Ueilu...Uel e YQ:Yé:\/Slzeg/Ue;U.. Ue}

T . Y
i=1 i=1

Sejam x = {z1,...,x,} ey = {y1,..., Y.} e considere os grupos livres F(x) e F(y)

gerados por X ey, respectivamente. Seja N(r) o subgrupo normal de F(x) gerado pelas
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palavras 1, ...,r,. Finalmente, seja Qn: F(x) — Gp = F(x)/N(r) o homomorfismo
quociente que, pelo Teorema 1.10, corresponde ao homomorfismo induzido pela inclusao
natural ¢: K < Kp.

Considere o isomorfismo h: hom(Gp, F(y)) — hom(Il, =) dado por h(5) = Ygofopy.
Escolha 5 € hom(Gp, F(y)) tal que h(f8) = . Para cada 1 < j < n, escolha w; € F(y)
tal que (8o Qn)(x;) = w;. Seja B': F(x) — F(y) o homomorfismo tal que 8*(x;) = w;.
Entao o Qq = £, isto é, o triangulo do seguinte diagrama é comutativo:

Flx) -2 Gp <211
Wl/é/ "
F(y) ™ =

Seja f!': K — Y3 = Yg a funcéo definida de modo que sua imagem em cada e;}j é
o laco que percorre YQ1 exatamente como o homomorfismo 3' soletra 8*(z;) como uma

palavra em F(y). E 6bvio que existe uma identificacao natural
Bl = f;# F(x) = 7r1(K71;,x0) — m (Yo, %) = Fl(y)

Agora, cada relator r; é uma palavra em F(x) tal que (8o Qq)(r;) = 0 em F(y), pois
Qn(r;) = 0. Além disso, o 2-complexo modelo Kp tem m células bidimensionais, digamos
e?,...,e%, indexadas de forma que a 2-célula €? seja colada em K} de acordo com a
palavra do relator ;. Entao, fi(r;) = 8 (r;) = (60 Qu)(rs) = 0, para cada 1 < i < m.

Logo, a funcido f! estende-se a cada célula bidimensional e?, definindo uma fungao
celular f': Kp — Yo a qual satisfaz, para cada 1 < j < n, (f} o Qu)(z;) = fi(z;) =
BH(x;) = (B o Qu)(z;). Isto prova que fl, = j.

Para finalizar, definimos f = 1o f'o¢: K — L. Segue que fyu =ty o fy 09y =

Yy ofopy =h(B)=a O

Daqui em diante, consideramos Y X Y com sua decomposicao celular herdada da
decomposicao de Y como 1-complexo (com decomposigdo minimal).

Para uma apropriada subdivisao celular de Y x Y, o subespaco aberto Y x Y\ A se
deforma fortemente a um subcomplexo Y2 de Y x Y, contendo o ponto (y1,%s). Deno-
tamos a retracio correspondente a deformacao por R e a inclusdao de Y2 em Y x Y\ A

por i$. Assim, temos equivaléncias de homotopia inversas

RE:YXY\A—=YS e i2: Y2 =Y xY\A

31



Demonstracao do Teorema 2.4. Conforme ja destacado, a parte “somente se” foi demons-
trada antes do enunciado do Teorema. Para provar a parte “se”, suponha que seja
O: (K, 29) » m (Y XY \ A, (y1,y2)) um homomorfismo satisfazendo hy =l o .

Considere a retragio R$: Y x Y\ A — Y2 e ainclusio i$: Y2 — Y x Y\ A descritas
acima. Entdo os homomorfismos induzidos (R%)4 e (i$)4 sdo isomorfismos inversos (um
do outro) entre os grupos m (Y x Y \ A, (y1,2)) e 1. (Y2, (y1,92)).

Considere a composicio (R%)x o ®: m(K,x0) — m (Y2, (y1,92)). Pelo Lema 2.6,
existe uma fungio celular ¢: (K,z9) — (Y2, (y1,92)) tal que py = (R9)4 o ®. Seja
h': K —Y x Y afuncao definida pela composicao h' =1 0% o . Entdo

y=lpo(iy)popy=lgo(i¥)po(Ry)po®=1pod=hy

Defina f' = p1joh/: K =Y eqg =pyoh/: K — Y, ,ondep;: Y XY — Y éa projecao na
i-ésima coordenada. Como f = p;oh e g = pyoh, segue da identidade acima que f, = fy
e g;# = g4. Entao, pelo Lema 2.5, " e ¢’ sao homotépicas a f e g, respectivamente. Como

R = (f',¢') e sua imagem nao encontra A, temos que Coin(f’,¢') = &. O

Nas Secoes 2.5 e 2.6, aplicamos o Teorema 2.4 em duas situagoes particulares para o
grafo Y: primeiro consideramos Y = S! (a circunferéncia) e depois Y = S*V I (o buqué da
circunferéncia com um intervalo). Antes disso, porém, apresentamos algumas releituras

do Teorema 2.4 que serao tteis nas préximas secoes e também no préximo capitulo.

2.4 Releituras do Teorema 2.4

Apresentamos nesta se¢ao algumas releituras do Teorema 2.4. A primeira é pensada
no sentido de se evitar a preocupacao com a possibilidade das fungoes f e g coincidirem
no ponto base xg, preocupacao com a qual bem lidamos no inicio da Secao 2.3. Tratemos
disso, agora, de uma maneira diferente: substituindo ¥ x Y\ A por um complexo Y;* C
Y x Y, construido a partir do subcomplexo Y considerado na prova do Teorema 2.4.

Suponha que as fungoes continuas f,g: K — Y coincidam no ponto base xg, digamos
f(zo) = g(xo) = yo, € sejam y; # yo pontos proximos de yy (numa vizinhanga contratil
de yp). Como vimos no paragrafo anterior a prova do Teorema 2.4, 0 espago Y x Y\ A se
deforma por retracio forte a um subcomplexo Y2 de Y x Y (com uma subdivisdo celular
apropriada) contendo (y1,y2). Consideramos em Y x Y um arco v de (yo, yo) para (yi, y2),
com a propriedade que v intercepta Y2 apenas no ponto (y1,»), e v intercepta A apenas
no ponto (4o, ¥o). Entdo, Y2 é um retrato por deformacao forte do complexo Y2 = Y2Uy,
o qual estd contido em (Y x Y \ A)U{(y0,%0)}. O ponto (3, o) pertence a Y2 e a inclusio
natural [: Y2 — Y x Y induz o homomorfismo ly: 71 (Y2, y2) — m (Y X Y, (yo, ) E

facil ver que o resultado enunciado no Teorema 2.4 adapta-se a este cenario, e temos:
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Teorema 2.7. Sejam f,g: (K,10) — (Y,y0) fungdes continuas e seja l: Y2 <Y XY
a inclusao natural. O par (f,g) € deformdvel a livre de coincidéncia se, e somente se,

existe um homomorfismo ® que torna comutativo o digrama abaizo:

m (Y2, (yo, %0))

7T1(K,9170) F9)e Wl(YX ,(y(),yo))

A construcio de Y2 a partir de Y2 serd feita nas situacoes concretas apresentadas
nas Secoes 2.5 e 2.6, quando entao o procedimento aqui apresentado ficard mais claro.

A préxima releitura que apresentamos expressa o resultado do Teorema 2.4 em termos
de equacoes em grupos livres, no caso em que K = Kp é um 2-complexo modelo induzido
por uma apresentacao P = (x|r), comx = {x1,...,x,} er = {r,...,ry}, donde o grupo
fundamental 1 (Kp, zq) é isomorfo ao grupo IT apresentado por P. Aqui, zo é a (tinica)
0-célula de Kp. Denotamos por ¢: K}, < Kp a inclusao natural. Entdao, o homomorfismo
ty: m(Kp,x9) — m(Kp,xo) corresponde a projecao Q: F(x) — F(x)/N(r) = II. A
fim de simplificar e unificar a notacao, consideramos definitivamente a identificacao de

1 (Kp, xo) com II e escrevemos, para cada 1 < j < m,

T = Qx;) = 1p(;).

Dada uma fungao continua f: (Kp,zo) — (Y, ), sua restrigao f! = f|K71): Ky =Y

induz um homomorfismo em grupos fundamentais, a saber,
f71$: F(X) ~ 7T1<K71)7.T0) — 7T1(Y7 y0)7

o qual é definido pelos valores f;ﬁ(x]), para z; € X, e satisfaz a relacao f#(n) = 1 para
cada r; € r, pois f;k = f4 0, uma vez que f' = f o Reciprocamente, dado um
homomorfismo ¢': F(x) — m(Y,y) satisfazendo ¢'(r;) = 1 para todo r; € r, ele passa
a quociente a um homomorfismo ¢: m (Kp,zo) — m (Y, yo) e, pelo Lema 2.6, existe uma
funcao celular f: (Kp,20) = (Y, 40) tal que f = o' e fu = ¢.

Dadas duas fungoes continuas f, g: (Kp,zo) — (Y, v0), o par (f, g) é deformével a livre

de coincidéncia se, e somente se, (f, g)4 se levanta através de I, no diagrama abaixo:

F(x)------ =11 (Y2, (0, %0))
Q ;I)/ -7 - ll#
I1 (f.9)% US| (Y X Y? (Z/ano))



Temos que: os levantamentos ® de (f,g)x através de [y estdo em correspondéncia
um-a-um com os levantamentos ¢ de (f, g)xo (2 através de [y que satisfazem ¢(r;) = 1
para todo r; € r.

Como um homomorfismo F(x) — m (Y2, (yo,%0)) é definido por seus valores nos

geradores z; € X, temos a seguinte versao dos Teoremas 2.4 e 2.7:

Teorema 2.8. Um par de fungoes continuas f,g: Kp — Y € deformdvel a livre de
coincidéncia se, e somente se, existe um homomorfismo ¢: F(x) — 7 (Y2, (yo,%0)) sa-

tisfazendo lyo ¢(x;) = (f, 9)x(Z;), para todo x; € x, e ¢(r;) = 1, para todo r; € .

O Teorema 2.8 pode ser reformulado em termos de equagoes ou sistemas de equacoes
em grupos. Explicamos: como cada relator r € r é uma palavra r = r(zy,...,z,) no alfa-
beto x, a relacao r = 1 pode ser vista como uma equacao “sem coeficientes”nas variaveis
Z1,...,ZT,. Um homomorfismo ¢: F(x) — G satisfazendo ¢(r) = 1 (= o elemento neu-
tro em () é uma solu¢ao para a equagdo r = 1l no grupo G. Agora, dados homomorfismos
p: 11 = F(x)/N(r) - H ev: G — H, dizemos que uma solu¢ao ¢: F(x) — G para a
equacdo 7 = 1 é uma (u,v)-solugao se v o ¢(x;) = p(x;) para todo x; € x, isto é, o

seguinte diagrama ¢é comutativo:

Com esta terminologia, o Teorema 2.8 pode ser reescrito como segue:

Teorema 2.9. Um par de fungoes continuas f,g: Kp — Y € deformdvel a livre de
coincidéncia se, e somente se, todas as equagoesr; = 1, parar; € r, tém uma ((f, g)x, ly)-

solucao comum.

Note que ja nao nos preocupamos em mencionar o comportamento de f e g sobre o
ponto base, uma vez conhecidos os Teoremas 2.4 e 2.7 que, um ou outro, contempla o que

quer que ocorra.

2.5 Funcoes na circunferéncia

Nesta se¢ao, estudaremos o problema de eliminar coincidéncias de um par de fungoes
de um 2-complexo K, conexo e finito, na circunferéncia S*.
Para que fiquemos despreocupados com supostas necessidades de mudancas de pontos

bases, vamos aplicar o procedimento descrito na Secao 2.4.
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Iniciamos com a circunferéncia S* vista como o espago obtido do intervalo fechado [0, 1]
pela identificacao dos pontos finais. Entdao S* xSt é o toro obtido com as identificacoes dos
lados opostos do quadrado [0,1] x [0, 1]. Assim, S x ST\ A corresponde ao espago obtido
com as mesmas identificagdes de lados opostos, apds excluir do quadrado [0, 1] x [0, 1] os
quatro vértices e a diagonal.

Conforme a Figura 2.9, o subespaco S' x S\ A se deforma sobre uma circunferéncia

que, para manter as notacoes do Teorema 2.4, denotamos por (S)2.

a

o > 0
b . 5 retragao b

P —_—
Yy . A
& > o

a

7”6757'0,% ‘Amtiﬁcagdo
a b

Figura 2.9: A retracao de S* x S*\ A sobre (S1)4 = 1.

Suponhamos que sejam f,g: K — S! fungoes celulares. Entao f(zo) = g(x¢) = vo,
onde xg é uma 0-célula de K e yp é a unica 0-célula da decomposicao celular minimal de
S1. Lembramos que, pelo Teorema da Aproximacao Celular, qualquer funciao dada pode
ser assumida, a menos de homotopia, como sendo celular.

Apés deformarmos S' x ST\ A sobre (S')2, colamos um arco «y iniciando no ponto
(Yo, Y0) e terminando no ponto b, correspondente ao segmento vertical ligando o vértice
(Yo, Y0) ao ponto (0,b) do quadrado da direita na Figura 2.9, o qual estd inteiramente
contido em S* x S'\ A, exceto pelo seu ponto inicial (yo,4o). O espaco assim obtido se

deforma de volta a (SY)2 e o denotamos por (S')%. Ele estd ilustrado na Figura 2.10.

(%o, ¥0)

Figura 2.10: Gerador de 71 ((SY)2, (yo,40)) ~ Z
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Seja I: (S1)2 — S! x ST a inclusdo natural e considere o homomorfismo induzido

Ly 7T1(<Sl)f7 (Y0, 10)) — m1(S* x S*, (30, v0)).

Pelo Teorema 2.7, o par (f,g) pode ser deformado a um par livre de coincidéncia se,
e somente se, 0 homomorfismo hy = (f, ¢)4: 71 (K, zo) = 71 (ST x S*, (y0, yo)) se levanta
ao longo de l4.

Vamos agora descrever o homomorfismo L. O grupo m((S1)2, (yo, v0)) =~ Z é gerado
pela classe [o] do lago o = 02017, onde 7 é o caminho reverso de v. Em S x S1, o lago
o é homotdpico ao lago que descreve uma volta longitudinal e uma volta latitudinal no
toro, ou seja, [(0) ~ ab, conforme identificacdo dos lagos a e b no quadrado da esquerda

da Figura 2.9. Logo, I é dado por l4([o]) = [ab]. Agora, através do isomorfismo canonico
m1(ST x S (yo, o)) =~ F(a,b)/N(aba 'b™") ~ Z x Z,

temos [ab] correspondente a (1,1). Portanto, considerando também a identificagao [o] =

1€ Z~m((SYH2, (yo,y0)), temos que ly pode ser descrito como o homomorfismo

ly:Z —Z xZ dado por Ilu(1)=(1,1). (2.1)

Teorema 2.10. Para funcéoes continuas f,g: K — S, o par (f,g) pode ser deformado

por homotopia a um par livre de coincidéncia se, e somente se, f e g sdo homotopicas.

Demonstracdo. A menos de homotopia, podemos supor que f e g sejam funcoes celulares.
Logo f(xg) = g(xo) = yo e, assim, f e g podem ser vistas como fungdes com ponto base,
f,9: (K,z0) = (S, y0). Entao, a construgao acima se aplica e mostra que o par (f,g)
pode ser deformado por homotopia a um par livre de coincidéncia se, e somente se, existe
um levantamento ¢ para hy = (fx, gx) ao longo de l4.

Suponha que ® exista. Entao, como l4(1) = (1, 1), temos que as duas componentes de
hy = ly o ® sao iguais, ou seja, fx = gx. Segue do Lema 2.5 que f e g sao homotopicas.

Reciprocamente, suponha que f e g sejam homotépicas. Entao ambas induzem o
mesmo homomorfismo «a: 71 (K, zq) — m(S', yo) e, assim sendo, hy = (a,«). A menos
das identificagoes 1 ((SY)2, (yo,10)) ~ Z ~ w1 (S, yo), podemos definir & = «, assim

obtendo um levantamento para hy ao longo de [4, o que conclui a prova. O]

Corolério 2.11. (1) Um par (f,g) de autofuncoes continuas da circunferéncia S* é
deformavel a livre de coincidéncia se, e somente se, deg(f) = deg(g). (2) Toda fun¢ao
continua f: S' — S' € homotdpica a uma funcao f' tal que Coin(f, ') = @.

Demonstragao. A afirmacao (1) segue do Teorema 2.10 e do fato muito bem conhecido
de que duas funcoes f,g: S* — S! sao homotépicas se, e somente se, possuem o mesmo

grau. A afirmacao (2) segue imediatamente de (1) tomando f = g. O
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A afirmacao (2) do Coroldrio 2.11 é realmente trivial. Dada f: S' — S, a composigao
de f com uma pequena rotaciao de S! resulta numa funcio f’ que é homotépica a f e nao
possui coincidéncias com f. Também a afirmacao (1) é bem conhecida. Apresentamos
ambas aqui como ilustragao da aplicabilidade do Teorema 2.4.

Em vistas do Teorema 2.10, é importante e conveniente (para exemplos futuros) des-
crever para quais 2-complexos K existem funcoes continuas f,g: K — S' que nao sao
homotdpicas, isto é, quando o conjunto de classes de homotopia [K, S!] tem mais que
um elemento. Pelo Lema 2.5, se fu = g4, entao f ~ g. Além disso, pelo Lema 2.6, se
IT = m (K, xp), entdo todo homomorfismo a: I — Z é realizdvel como o homomorfismo
induzido em grupos fundamentais por uma funcao continua f: K — S!. Portanto, para
que [K, S'] tenha mais que um elemento, é necessdrio e suficiente que o grupo de homo-
morfismos hom(II,Z) seja nao trivial. A abelianizacao II/[IL, 1] do grupo fundamental
IT é o primeiro grupo de homologia H;(K). Seja p: II — H;(K) o homomorfismo abe-
lianizacao. Como 7Z é abeliano, todo homomorfismo «: Il — 7Z passa a quociente por
p a um homomorfismo a: Hy(K) — Z. Por outro lado, a composi¢ao com p de cada
homomorfismo §: Hy(K) — Z resulta num homomorfismo po §: II — Z.

I——=7Z

pl ‘<
(

Hi(K)

=

Claramente, a fun¢ao a +— & fornece um isomorfismo hom(Il, Z) ~ hom(H,(K),Z).
Quanto ao grupo de homologia H;(K), tem-se H,(K) ~ Z" @ T, onde 81 = 51 (K) é
o primeiro nimero de Betti de K e T é um grupo finito. Como Z nao possui subgrupo

finito, todo homomorfismo de H;(K) em Z aplica T no subgrupo trivial. Segue-se que
hom(I1, Z) ~ hom(H,(K),Z) ~ hom(Z",Z) ~ 7"
Portanto, temos provado que:

Corolario 2.12. Dado um 2-complexo K, existe um par de funcoes continuas f,g: K —
St que nao pode ser deformado a um par livre de coincidéncia se, e somente se, o primeiro
nimero de Betti 51(K) # 0.

Além do resultado do Coroldrio 2.12, os argumentos acima provam que se [31(K) # 0,
entao existe nao apenas um par, mas infinitas funcoes continuas fy, fi,...: K — S, duas
a duas nao homotdpicas e, portanto, tais que cada par (fo, f;), parai =1,2,..., ndo pode

ser deformado a um par livre de coincidéncia.
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2.6 Funcoes de um grafo no grafo-balao

Nesta secao, ilustramos a aplicabilidade do Teorema 2.7 apresentando uma prova
alternativa para o resultado principal de [18], para o caso particular de fungdes de um
grafo no buqué S'V I, onde I é o intervalo fechado [0, 1].

Funcoes com contradominio em SV I sao estudadas daqui até o final deste texto. Por
isso, fixamos terminologia e notagao: o grafo S'V I serd chamado grafo-balio (devido ao
seu formato sugestivo) e denotado por W. Ele serd visto como o espago quociente obtido

do intervalo fechado [0, 2], por meio da identificacao 0 ~ 1, conforme a Figura 2.11.

a
a 0~1 C
0 1 2 Yo

Figura 2.11: O grafo-balao W = St v I.

Como W tem o tipo de homotopia da circunferéncia S*, o produto W x W tem o tipo
de homotopia do toro S x S'; de fato, W x W se deforma fortemente em S x S'. Porém,
W x W\ A nao tem o tipo de homotopia de S x S'\ A. Com efeito, vimos na Se¢ao
2.5 que S x S'\ A se deforma sobre uma circunferéncia S*; por outro lado, vemos pela
Figura 2.12 que W x W \ A se deforma sobre um espago homotopicamente equivalente

ao buque de trés circunferéncias.

retragao

rem%A %tiﬁcagdo

C2
Cy Ce

C3 1 Cs

Figura 2.12: A retracio de W x W\ A sobre W2,
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Na Figura 2.12, Wx W é visto como o espago quociente obtido do quadrado [0, 2] x [0, 2]
por meio das identificagoes (z,0) ~ (z,1), para cada = € [0, 2], ¢ (0,y) ~ (1,y), para cada
y € [0,2]. Assim, W x W\ A corresponde ao espago obtido, pelas mesmas identificagoes,
desta vez tomadas sobre o quadrado [0, 2] x [0, 2] apds serem excluidos sua diagonal e os
pontos (1,0) e (0, 1).

Assim como na Se¢ao 2.5, aplicamos o procedimento para evitarmos a preocupagao
com os pontos base, no caso em que (f(xo), g(zo)) € A.

Apés deformarmos W x W\ A sobre W, colamos um arco 7 iniciando no ponto
(Yo, o), correspondente & classe do ponto (0,0), e terminando no ponto correspondente a
classe do ponto (0,1/2), segundo as identificagoes sobre o quadrado [0,2] x [0,2]. Assim
obtemos o grafo W2, para o qual consideramos o ponto base (1o, o)

Co
Cy Ce

Y
C3 c1 Cy
(%o, yo)

Figura 2.13: O grafo W2.

Considere os lagos wy = ycic3¢4617, wy = YC5¢67 € w3 = Y127, com as notagoes da
Figura 2.13, onde ¢; e 4 sao os caminhos reversos de ¢; e v, respectivamente. Claramente,
1 (W2, (yo,%0)) corresponde ao grupo livre F'(w;, ws, w3) gerado pelas letras wy, wy e ws.

Vamos agora descrever o homomorfismo
Ly F(wy,we,w3) = m (W XW, (Yo, %)) = Z X Z

induzido em grupos fundamentais pela inclusao natural [: W2 < W x W.

Para ajudar na identificagao de geradores do grupo fundamental w3 (W x W, (o, yo)) =
T (W, y0) X m(W,yo) = Z X Z, consideramos cada copia do grupo Z escrito sob a forma
multiplicativa como o grupo livre F'(a) gerado pela letra a, correspondente ao lago mos-

trado na Figura 2.11. Finalmente, escrevemos
T(W x W, (v0, %)) = F(a) x F(a).

Olhando para a Figura 2.13 e fazendo projecoes dos caminhos sobre os eixos das

abscisas e das ordenadas, vemos que:

e Em W x W, o lago wi = vycie3e461y € homotdpico a um lago que descreve uma volta
longitudinal em S! x S! e nao descreve volta meridional alguma, o que significa que

ly(wy) = (a, 1).
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e Em W x W, o laco ws = ycsc6y € homotopico a um lago que descreve uma volta

meridional em S* x S! e nao descreve volta longitudinal alguma, o que significa que
ly(we) = (1, a).

e Em W x W, o laco ws = 7ycico”y descreve uma volta longitudinal e uma volta

meridional em S* x S*, o que implica ly(w3) = (a, a).
Portanto, temos provado o seguinte lema:
Lema 2.13. A inclusio natural [: W2 — W x W induz o homomorfismo
ly: F(wy,we,w3) = F(a) x Fa) ~Z X Z
dado por ly(wy) = (a,1) = (1,0), lx(wy) = (1,a) = (0,1) e lx(ws) = (a,a) = (1,1).

Esta descrigao do homomorfismo l serd utilizada na proposicao a seguir e em varios
outros resultados do texto apresentados a partir deste ponto.
Como prometido no inicio da segao, provamos agora um caso particular do teorema

principal de [18], correspondente, neste texto, ao Teorema 2.3.

Proposicao 2.14. Todo par de fungoes continuas de um grafo no grafo-balao VW € de-

formdvel a livre de coincidéncia.

Demonstragao. Sejam f,g: K' — W duas funcoes de um grafo no grafo-balao W e consi-
dere, como antes, a fungao h = (f,g): K' — WxW. Certamente, K' é homotopicamente
equivalente a um buqué de circunferéncias, digamos n > 0 circunferéncias, e entao seu
grupo fundamental 7, (K1) é o grupo livre F(zy,...,x,) de posto n. Pelo Teorema 2.7,
precisamos provar que existe um homomorfismo ®: F(zy,...,x,) — F(w,ws, w3) que
torna comutativo o diagrama abaixo, onde ly: F(wy, we, w3) — Z X Z é o homomorfismo

descrito no Lema 2.13.

F(w1,w2,w3)
/7
2- Ll#

YA

hay

Para cada 1 < i < n, hy(z;) é da forma hy(z;) = (¢;,d;) para certos inteiros ¢; e d;.
Definimos ®: F(xy,...,x,) = F(w;,ws, ws) como sendo o (inico) homomorfismo tal que
() = wi%wedi. Entao (lgo®)(x;) = ly(w%we®) = ¢;(1,0)+d;(0,1) = (¢, di) = hy(z:),
para cada 1 < i < n. Portanto, ® satisfaz I, o & = h, o que prova a proposigao. ]
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O Teorema 2.10 e a Proposicao 2.14 juntos mostram que existem pares de fungoes
de um grafo nao-contratil na circunferéncia S' que nao sao deformdveis a livre de coin-
cidéncia, mas se colamos uma “cauda’na circunferéncia S*, e assim consideramos funcoes
do grafo no buqué W = S' Vv I, entdo cada par de funcoes é deforméavel a livre de coin-
cidéncia.

No préximo capitulo, estudamos este problema para funcoes de 2-complexos na circun-
feréncia, isto é, estudamos a possibilidade de eliminar, através de deformagoes por homo-
topia, todas as coincidéncias de um par de funcoes de um 2-complexo na circunferéncia,
apos a colagem de uma “cauda” na circunferéncia. Estudamos os casos concretos em que

os dominios das funcoes sao superficies fechadas.
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Capitulo 3
Funcoes de superficies no grafo-balao

Pelo Teorema 2.10, um par de fungoes continuas de um 2-complexo K (conexo e finito)
na circunferéncia S* pode ser deformado por homotopia a um par livre de coincidéncia se,
e somente se, as funcoes sao homotdpicas. Assim, se f,g: K — S! sdo funcoes continuas
nao homotopicas, entdo o par (f,g) tem ao menos uma coincidéncia essencial, isto é,
uma coincidéncia que nao pode ser eliminada por homotopia. Perguntamo-nos se uma tal
coincidéncia pode ser removida apds colarmos uma “cauda’ na circunferéncia S*, isto é,
depois de compor as funcoes f e g com a inclusao natural ¢ : S < W, onde W = S* vV I
é o grafo-balao apresentado na Secao 2.6.

Esta é a questao central deste capitulo, discutida no caso especial em que o 2-complexo
K é uma superficie fechada.

O problema foi resolvido inicialmente para o toro e para a garrafa de Klein em [6].
No primeiro caso, provou-se resultado que fornece uma condicao necessaria e suficiente
para que um par de fungoes do toro no grafo-balao possa ser deformado a um par livre
de coincidéncia. No segundo caso, provou-se que todo par de funcoes da garrafa de Klein
no grafo-balao pode ser deformado a um par livre de coincidéncia. Estes resultados sao
apresentados neste texto, nas Secoes 3.2 e 3.3, respectivamente.

A tentativa de estender estes resultados para funcoes continuas de superficies fechadas
de géneros maiores em grafos (ndo necessariamente o grafo-balao) esbarra na dificuldade
de resolver problemas de levantamento ou equagoes em grupos livres.

Em [5] buscou-se reduzir o problema através de um procedimento de decomposicao da
superficie em uma soma conexa de duas superficies de géneros menores. Apresentamos o
resultado principal de [5] na Secao 3.4.

Ao longo deste capitulo, X; e X5 sao superficies fechadas e Y é um grafo, todos
munidos de sua decomposicao celular minimal. Todas as funcoes dadas a priori serao
consideradas continuas e, assim sendo, todas elas podem ser consideradas, a menos de
homotopia, celulares.
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3.1 Funcoes definidas na esfera e no plano projetivo

Todo grafo Y (conexo e finito, conforme definido na Sec¢do 1.5) possui recobrimento
universal 17, o qual é um complexo C'W unidimensional. Se Y ¢é contratil, entao Y é
o proprio grafo Y'; caso contrario, m1(Y’) é um grupo livre (portanto infinito) e Y é um
complexo infinito, ainda contratil. Em qualquer dos casos, Y é contratil.

Segue-se que se f: K — Y é uma fungao continua, de um complexo K em um grafo Y,
que induz homomorfismo nulo em grupos fundamentais, entao f é homotopicamente nula,
pois levanta-se ao longo do recobrimento universal Y — Y. Este é o caso, por exemplo,
quando K ¢ a esfera S? ou o plano projetivo RP?, pois nestes casos tem-se que m(K)
é finito e, como 7 (Y) ndo possui subgrupo finito além do trivial, toda fungao continua
f: K — Y induz homomorfismo nulo em grupos fundamentais.

Portanto, se K ¢ a esfera S? ou o plano projetivo RP?, entao todo par de funcoes
continuas de K em um grafo Y é deformavel a livre de coincidéncia; com efeito, cada

funcao do par pode ser deformada a uma funcao constante diferente.

3.2 Funcoes definidas no toro

Como aplicacao do Teorema 2.7, respondemos nesta se¢ao quando um par de fungoes
continuas do toro bidimensional T = S x S! no grafo-balao W = S' V I pode ser
deformado por homotopia a um par livre de coincidéncia. Se consideramos funcoes de T
na circunferéncia S, este problema esté completamente resolvido pelo Teorema 2.10. De
fato, por aquele teorema, um par de fungoes continuas (f,g) de T em S! é deformdvel a
livre de coincidéncia se, e somente se, f e g sao homotopicas.

Observe-se que, como W se retrai por deformacao forte sobre a circunferéncia S*, toda,
funcao continua com contradominio YW é homotodpica a uma funcao cuja imagem esta
contida em S!. Assim, o estudo de coincidéncias de funcoes em W ¢é, de fato, o estudo
da possibilidade de eliminacao de coincidéncias de funcoes em S por meio da colagem de
uma “cauda”’ em S!, ou seja, via a composicao com a inclusao natural ¢: St — W.

Provaremos que para fungoes de T em W tem-se mais flexibilidade do que para fungoes
de T em S, isto é, se (f, g) é um par de funcoes continuas de T em W, a condigao “f é ho-
motopica a ¢g”é suficiente para MC[f, g] = 0, mas esta condigdo nao é necessaria. De fato,
provamos que MC[f, g] = 0 se, e somente se, f e g sdo algebricamente-pseudo-homotdpicas
(Definigao 3.1, com tradugao literal da terminologia introduzida em [6, Definition 5.1]).

Seja f: T — W uma funcao continua do toro T no grafo-balao WW. A menos de
homotopia, podemos assumir que f aplica o ponto base xy € T (a tnica 0-célula de T) ao
ponto base yo de W.
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Por simplicidade, daqui em diante assumiremos que todas as fungoes continuas dadas
a priori sao baseadas e, para aliviar a notacao, omitiremos os pontos base.

O homomorfismo induzido por f: T — W em grupos fundamentais, a saber,
f#i 7 X Z%m(']r) —>7T1<W) ~ 7

estd completamente definido por seus valores nos geradores candnicos (1,0) e (0,1) do
grupo abeliano livre Z x Z. Sendo estes valores fx(1,0) = c e fx(0,1) = d, o par
(¢,d) € Z X Z é chamado de bigrau da fungao f e é denotado por bideg(f).

Se f e g sao duas fungoes continuas do todo T em W, segue-se do Lema 2.5 que

f~=g & fp=yg4 & bideg(f) = bideg(g).

E interessante para nés o caso em que bideg(f) e bideg(g) ndo sdo necessariamente

iguais, mas satisfazem uma relagao especifica que descrevemos na seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1. Diz-se que duas funcgoes continuas f,g: T — W sao algebricamente-

pseudo-homotdpicas se existem inteiros ny e ny e um par (p,q) € Z x Z tal que

bideg(f) = ni(p,q) e  bideg(g) = na(p, q).

E ébvio que se f e g sao homotdpicas, entao f e g também sao algebricamente-pseudo-

homotdépicas, mas a reciproca nao é verdade.

Teorema 3.2. Um par de fungoes continuas (f,g) do toro T no grafo-baldo W € de-
formdvel a livre de coincidéncia se, e somente se, [ e g sao algebricamente-pseudo-

homotopicas.

Demonstracao. Sejam f,g: T — W funcgoes continuas com bigraus

bldeg(f) = ((511, (512) [§ bldeg(g) = ((521, 522).

Entao os homomorfismos fx e gx de m(T) ~ Z x Z em m (W) =~ Z sao dados por
f4(1,0) =011, fg(0,1) =612 e gg(1,0) =02, g#(0,1) = don.
Consideremos a funcao h = (f,g): T — W x W. Entao o homomorfismo induzido
hy:Z xXZ~=m(T) > o (WxW)~m (W) xm(W)~ZxZ
¢ dado por hy = (fu,g4), logo é completamente definido por seus valores

h#(]_, 0) = ((511, 521) [ h#(O, 1) = (612, (522).
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Pelo Teorema 2.7, (f, g) é deformavel a livre de coincidéncia se, e somente se, existe
um homomorfismo ®: Z x Z — F(w;,ws, ws) que torna comutativo o diagrama abaixo,
onde Iy é como no Lema 2.13, isto ¢, lx(wy) = (1,0), lx(wse) = (0,1) e lx(ws) = (1,1).

F(w17w2)w3)
» -7 l
P Ly

7 X 7

-
-~

7 X 7

#
A fim de provar a parte “se”do teorema, suponhamos que f e g sao algebricamente-
pseudo-homotdpicas, ou seja, existem inteiros ny e ny e um par (p,q) € Z x Z tal que
(611,012) = m1(p,q) e (J21,092) = na2(p, q).-
Segue que
hy(1,0) = p(ni,n2) e hy(0,1) = q(ny,no).
Defina ®: Z x Z — F(wy, wo, ws) por ®(a,b) = (w;™w,™)%T% para todo (a,b) €
7 x 7Z.. De fato ® é um homomorfismo bem definido e temos que
(b(l, 0) = (w1”1w2"2)p (§ (I)(O, ].) = (w1"1w2”2)q.
Ja que Ly (wy) = (1,0) e lx(ws) = (0,1), segue que
Ly 0 D(1,0) = Ly((un™ w5™)P) = plli (1™ w5™)) = pllp (™) + Ly (™))
= p(nily(wr) + naly(ws)) = p(na(1,0) +n2(0,1)) = p(ni, n2) = hy(1,0);
by 0 (0, 1) = Lp((wr " wy")?) = q(ly (w1 ws"?)) = q(ly(wi™) + Ly (w2"))
= q(mly(w1) + naly(wz)) = q(n1(1,0) + n2(0,1)) = q(n1, n2) = hy(0, 1),

Isto mostra que ® é um homomorfismo que torna comutativo o diagrama acima e,
entdo, pelo Teorema 2.7, o par (f,g) é deformavel a livre de coincidéncia.

Para provar a parte “somente se”do teorema, suponha que ®: Z X Z — F(wy, ws, w3)
seja um homomorfismo que torna comutativo o diagrama acima, isto é, {4 o ® = hy.
Denotamos ¢; = ®(1,0) e ¢ = ®(0,1). Como Z x Z é abeliano, a imagem de ® é
um subgrupo abeliano do grupo livre F'(wy,wsy, w3). Portanto, ¢; e ¢o comutam. Pelo
Corolério 1.3, ¢1 e ¢ sao poténcias de um mesmo elemento, isto é, existe ¢ € F'(wy, wa, w3)

e inteiros p e ¢ tal que ¢ = ¢F e Py = ¢?. Seja (n1,n2) = lx(¢). Entao

ly(91) = p(ni,ng) e ly(p2) = q(ni,na).

Segue da identidade {4 0 ® = hy que hy(1,0) = p(ny,ng) e hy(0,1) = q¢(ny, ny) donde

bideg(f) =n1(p,q) e bideg(g) = na(p,q).

Portanto, f e g sao algebricamente-pseudo-homotopicas. O]
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3.3 Funcoes definidas na garrafa de Klein

Nesta secao mostraremos que pares de funcoes da garrafa de Klein em S! ou no grafo-
baldao W se comportam, de certa forma, como pares de funcoes de um grafo em S ou
W, isto é, existem pares de funcoes da garrafa de Klein em S* que nao sao deformdveis
a livre de coincidéncia, mas todo par de funcoes da garrafa de Klein no grafo-balao W ¢é
deformavel a livre de coincidéncia.

A garrafa de Klein K corresponde ao 2-complexo modelo induzido pela apresentagao

P = (x1, 12| 2222), e seu grupo fundamental 7, (K) é o grupo apresentado por P, ou seja,

F([Eh .172)

WI(K) ~ N(x%g&) .

Seja Q2: F(xy1, ) — m1(K) o homomorfismo quociente natural. Entao, dado um grupo
G, todo homomorfismo f: 7 (K) — G corresponde a um homomorfismo a: F(z1,x9) = G

tal que S0 Q = a e a(x?x3) = lig (o elemento neutro de G).

Proposicao 3.3. Ezxiste um par de funcoes continuas da garrafa de Klein na circun-

feréncia que nao € deformavel a livre de coincidéncia.

Demonstra¢ao. Sejam oy, F(x1,25) — 7Z homomorfismos dados por ai(x;) = 1,
ai(ze) = —1, as(ry) = 2 e ag(wy) = —2. Como «y(zir3) = 0 e ay(zir3) = 0, exis-
tem homomorfismos (i, fy: m(K) — Z tais que 1 0Q = aj e f3 0 = ay. Pelo
Lema 2.6, existem fungoes continuas f,g: K — S* tais que 1 = fu: m(K) — m1(Sh)
e By = gy: m(K) = m(SY) . J& que a; # g, também fu # gy, o que implica que f
e g nao sao homotodpicas. Pelo Teorema 2.10, o par (f,g) nao é deformével a livre de

coincidéncia. ]
Para funcoes da garrafa de Klein no grafo-balao, temos:

Teorema 3.4. Todo par de funcoes da garrafa de Klein no grafo-balao W € deformduvel

a livre de coincidéncia.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.7, basta provar que todo homomorfismo §: m(K) —
Z x 7 levanta a um homomorfismo ®: 7 (K) — F(wy,ws, w3) ao longo de Iy, onde
ly: F(wy,wq,w3) = Z x Z é como no Lema 2.13:, ou seja, {4 (wq) = (1,0), lu(we) = (0,1)
e lu(ws) = (1,1).

Dado um tal homomorfismo 8: m(K) — Z x Z, consideramos o homomorfismo a =
foQ: F(xy,x9) = Z X7, onde Q: F(x1,25) — m(K) é como acima. Denotamos «(z1) =
(a1,b1) e a(z2) = (ag,by). Como Q2 é o homomorfismo correspondente ao quociente de

F ({El, :vg) por seu subgrupo normal gerado pela palavra x%%, temos
(0,0) = a2}23) = 2(ay + az, by + b)) = (az,b2) = —(as,by).
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Portanto, podemos considerar simplesmente a(z1) = (a,b) e a(zs) = —(a,b).

Seja ¢: F(x1,x2) — F(wy,wse,ws) o (Ginico) homomorfismo definido por ¢(z;) =

—b

w1y e ¢(xs) = wy~bw;~%. Entao

Ly 0 P(x1) = Ly (wr"w2") = Ly (un®) + Ly (wy") = aly(wy) + bly (w2)
= (a,0) 4+ (0,b) = (a,b) = a(z1);

Ly 0 3(w2) = Ly (wa w1 ™) = Ly (wy ™) + Ly (wy ™) = —bly (ws) — aly(wr)
= (0,-b) 4+ (—a,0) = —(a,b) = a(z,).

Os calculos acima mostram que [4 o ¢ = . Agora, como
2.2 a b, a b —b —a —b —a
d(x125) = w1 we wr“wy we wy Ywe Cwy ¢ =11,

segue que existe um homomorfismo ®: m(K) — F(wy, wsy, w3) satisfazendo ® o Q = ¢.
Obviamente, 7 (K) é gerado por Q(z1) e Q(z2). Além disso, segue das identidades [go¢ =

ae o) = ¢ que o digrama abaixo é comutativo, pois

Ly o ®(Q(x;)) = lyg 0 d(x;) = az;) = B(Qz;)) para i=1,2.

F(xq, 1) F(w, wy, w3)
R
m1(K) 3 7 x 7L

Isso mostra que Iy o ® = 3, isto é, o homomorfismo ® ¢ um levantamento de 3 ao

longo de [, como querfamos provar. [

3.4 Funcoes definidas em somas conexas

Seja X = X;#X, a soma conexa de duas superficies fechadas X; e X5, e sejam
f,9: X — Y duas funcoes continuas de X em um grafo Y. Consideramos a seguinte
questao: ¢é possivel encontrar pares de funcoes continuas f1,91: X1 =Y e fo,92: Xo = Y
de tal modo que a possibilidade de deformar (f, g) a um par livre de coincidéncia possa
ser traduzida na possibilidade de deformar (f1, g1) e (f2, g2) a pares livres de coincidéncia?

Em primeiro lugar, precisamos de condigoes sob as quais uma dada funcao continua
f: Xq# X, — Y induza fungoes continuas f;: X; — Y, parai € {1,2}, de forma que cada
fi coincida com f, a menos de homotopia, na porcao de X; que permanece na soma conexa
X = X #X,. Para isso, é necessério e suficiente que o lago f(3) seja homotopicamente

nulo em Y, onde ¥ C X é a circunferéncia sobre a qual se dd a soma conexa X;#X,.
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Supondo isso, existe uma funcao f': X — Y homotépica a f tal que f'(X) é o lago
constante na 0-célula em Y designada para ser o ponto base.

Entdo, f’ induz uma funcio f: X;V X, — Y, do espaco quociente X/¥ = X; V X, em
Y, tornando comutativo o diagrama abaixo, no qual q é a fungao quociente que colapsa
Y. a um ponto:

X#X, Loy

| A

X;V X

Para i € {1,2}, definimos f; = fol;: X; — Y, no qual [;: X; — X; V X5 ¢ a inclusdo
natural. Em outras palavras, f; é a restricio de f a X;.

X = T4T
Q W=58'VI
S S < S

e

X/S=TVT

Figura 3.1: Funcao ¥-homotopicamente-nula do bitoro em W.

Ressaltamos que esta construcao é viavel se, e somente se, o lagco f(3) é homotopica-~

mente trivial. Para simplificar a terminologia, definimos:

Definicao 3.5. Seja X = X # X, uma soma conexa de duas superficies fechadas e seja
> C X acircunferéncia sobre a qual se da a soma conexa. Uma funcao continua f: X — Y

é dita ser X-homotopicamente-nula se o lago f(3) é homotopicamente trivial em Y.

O préximo resultado é o teorema principal desta secao; ele corresponde ao Teorema

1.2 [5]. Como antes, X; e X, s@o superficies fechadas e Y é um grafo.

Teorema 3.6. Sejam f,qg: Xi#Xs — Y fungoes continuas ¥-homotopicamente-nulas, de
modo que as fungdes fi,g1: X1 — Y e fo,92: Xo — Y sdo definidas. Se os pares (f1,91)
e (fa2,92) sao deformdveis a livre de coincidéncia, entao o par (f,g) € deformdvel a livre
de coincidéncia. A reciproca nao € verdadeira.
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Demonstracao. Sejam X; e Xo superficies fechadas. Entao X; = Kp, e Xo = Kp, para

apresentacoes de grupos com um unico relator, digamos
Pr=(x1|r1) e Po=(xo]|rs).

Escolhemos as letras geradoras de forma que os alfabetos x; e x5 sao disjuntos. Assim,

a soma conexa X = X;# X, satisfaz:
X:K’p com P:<X1UX2|7’17”2>.

Aqui, consideramos a 0-célula de X pertencente a circunferéncia . Além disso, na
soma conexa, as 0-células de X; e X5 sao coladas para obter a 0-célula de X.

Sejam f,g: X — Y fungoes >-homotopicamente-nulas e consideremos a fungao
h=(fg): X —>Y xY.

Por hipétese, estao definidos dois pares de funcoes continuas, a saber, f1,g;: X1 =Y

e fa,g2: Xo — Y. Consideramos as fungoes correspondentes
hi=(fi,q1): X1 =Y XY e hy=(fs,02): Xo =Y xY.

Seja X' o 1-esqueleto de X. Entdo, a inclusao esqueleto ¢: X! < X induz o homo-

morfismo quociente
Ly F(x3 Uxg) = 7r1(X1) — m(X) = F(x1 Uxg)/N(r1713).

Como na Segao 2.3, para cada x € x; U X3, denotamos 7 = 14 (x).

Temos que X' = X{ V X; e, assim, a inclusao natural t: X! < X se restringe a
b= tx1: X=X, e Ly = t|x1: X5 — X,

Além disso, hjo 1 = houfx1 e hpoty = hot|x1. Segue que:
(3.1)

Suponhamos que os pares (f1,g1) e (f2,92) sejam deforméveis a livre de coincidéncia.
Entao, pelo Teorema 2.8 ¢ as identidades (3.1), existem homomorfismos ¢;: F(x;) —
T (Y2) e ¢pg: F(xy) — m (Y2) satisfazendo

(3.2)



Seja ¢: F(x; Uxy) — 7 (Y2) o (tinico) homomorfismo tal que ¢|y, = ¢1 € ¢|x, = do.
Entao

d(rira) =1 e lgog(x) =hy(z) Vaoex Uxs.

Pelo Teorema 2.8, o par (f, g) é deformével a livre de coincidéncia.
Que a reciproca nao é verdadeira segue do Exemplo 3.8, para superficies orientaveis,

e do Exemplo 3.11, para superficies nao orientaveis. n

De acordo com o Teorema 2.9, o resultado do Teorema 3.6 e sua propria prova tém
a seguinte interpretacao em termos de equacoes em grupos: se a equacao r; = 1 e
ro = 1 tém ((f, g)y,ly)-solugdes, entdo a equagao riry = 1 também tem uma ((f, g)4, L4 )-
solugao. Isso é verdade porque as variaveis da equacao r; = Il nao aparecem na equacao

ro = 1 e vice-versa.

3.5 Funcoes definidas em superficies orientaveis

Nesta Segao, esclarecemos que a hipotese de f e g serem X-homotopicamente-nulas
nao é uma limitacao se X; ou Xy é orientavel e Y é um grafo com apenas um ciclo
(o que equivale a dizer que m;(Y") é ciclico), por exemplo, o grafo-balao W. De fato, o
Lema 3.7 mostra que se for este o caso, entao toda funcao continua f: X;#Xy — Y €
>-homotopicamente-nula e, assim, o Teorema 3.6 funciona para qualquer par de funcoes
continuas de X;#X5 em Y. Esta informacao é 1til ndao apenas para o estudo de fungoes
definidas em superficies fechadas orientaveis, mas também para funcoes definidas em
superficies fechadas nao-orientaveis de género maior ou igual a trés. Dizemos isso porque

se Uy denota a superficie fechada nao-orientavel de género k£ e T, é o toro, entao,
U, = T1#U,,_, para cada n > 3.

Também nesta secao, apresentamos uma caracterizacao parcial dos pares de funcoes
continuas de superficies fechadas orientaveis no grafo-balao W que podem ser deformados
por homotopia a pares livres de coincidéncia. Fazemos o mesmo na Sec¢ao 3.6 para fungoes
definidas em superficies fechadas nao-orientaveis.

Doravante, T} é a superficie fechada de género k& > 1, a qual consideramos como o

2-complexo modelo Kp induzido pela apresentacao

P=(x1,01- T, Y | [21,91] - [k, Usl)-

Como antes, W é o grafo-balao, isto é, o buqué S* V I.
Dadas fungoes continuas f, g: Ty — W, consideramos a fungao (f,g): Ty = W x W

e 0 homomorfismo induzido

(f,9)e: m(Ty) > mW x W) = Z x Z.
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Como antes, consideramos a inclusao natural ¢: T; < T, do l-esqueleto, e deno-
tamos T; = tx(z;) e §; = tx(y;), para 1 < i < k, de modo que m(Tj) é gerado por
Z1,91 - -, Tk, Uk, € 0 homomorfismo (f, g)4 é definido pelos seus valores nestes geradores.

Como temos dito, agora provamos, se a superficie X é decomposta como uma soma
conexa X = X;#X, na qual uma das parcelas é orientavel, entao toda funcao de X no

grafo-balao W é ¥-homotopicamente-nula.

Lema 3.7. Se uma das superficies X1 ou Xy € orientdvel, entdo toda func¢do continua
[ Xi#Xe — W € X-homotopicamente-nula.

Demonstra¢ao. Suponhamos que X; = Ty, = Kp, com P = (x1,41,..., %k, Yk | 7 ), no qual
r = |x1,p1] - [Tk, yk). A circunferéncia de colagem ¥ C X = X #X, da soma conexa é
homotépica em X ao lago r, ao longo do qual a fronteira da 2-célula de X; é colada no
l-esqueleto X{. Seja f : X — W uma fungio continua de X no grafo-balao W. O lago
f(X) é homotdpico ao lago f(r) que, por sua vez, é homotopicamente nulo, pois r é um

produto de comutadores e 71 (W) é abeliano. O resultado segue. [

Considerando o Lema 3.7, assumimos daqui em diante, nesta se¢dao, que todas as
funcoes dadas a priori sao »-homotopicamente-nulas e, portanto, que as hipdteses do
Teorema 3.6 estao satisfeitas.

No Teorema 3.2, presentamos uma caracterizacao completa dos pares de funcoes
continuas do toro T; em W que podem ser deformados a pares livres de coincidéncia.
A seguir, estudamos o problema para funcgoes de Ty, em W. Comecamos com um exemplo

para k = 2, que logo estendemos para valores maiores de k no Teorema 3.9.

Exemplo 3.8. Sejam T; o toro S' x S* e Ty = T, #T; o bitoro. Consideramos a primeira
e a segunda copias de Ty como os 2-complexos modelo X; = Kp, e Xy = Kp, induzidos

pelas apresentagoes
Pr=(zn,yillen,y]) e Pa= (32,92 [22,92]),
de modo que o bitoro Ty é o 2-complexo modelo induzido pela apresentacao
P = (1,91, 72,92 | [z1, n1][72, 9] )

Dada uma funcio continua f: Ty — W, consideramos sua restricao f* = f [V T —

W no l-esqueleto T3 C Ty, e o homomorfismo induzido
f;ﬁ m1(Ty) & F(21, 51,22, y2) = Z = m(W).
Chamamos de multigrau de f ao seguinte vetor de quatro coordenadas inteiras:
multdeg(f) = (f(21), fa(y1), fu(@2), falye)).

o1



Sejam f1: X1 = We fo: Xy — W as fungdes continuas induzidas por f (como antes),
e consideremos suas restrigoes fi: X{ — W e fi: X3 — W. Seguindo a Segao 3.2,

consideramos o bigrau de f; e o bigrau de fy dados por

bideg(f1) = (fll#(xl)afll#(yl)) e bideg(fs) = (f21#($2)7f21#(y2))

Pela construcao de f; e f5 a partir de f, temos

bideg(f1) = (fz(21), fp(y1)) e Dideg(f2) = (fz(w2), f(12)).

Portanto, desconsiderando os parénteses supérfluos, temos a identidade

multdeg(f) = (bideg(f1), bideg(f2)).

Dada outra fungao continua g: Ty — W, de maneira analoga consideramos seu mul-

tigrau e os bigraus das funcgoes g;: X; = W e go: Xo — W, de modo que

multdeg(g) = (bideg(g1), bideg(g2)).

Pelo Teorema 3.2, para i € {1,2}, o par (f;, g;) ¢ deformavel a livre de coincidéncia

se, e somente se, existem s;,t; € Z e (p;, ¢;) € Z X 7 tais que

bideg(f;) = si(pi, ;) e bideg(g;) = t:(pi, @)

Portanto, os pares (f1, g1) e (fa, g2) sdo deforméaveis a livre de coincidéncia se, e somente

se, os multigraus de f e g sao da forma

multdeg(f) = (s1(p1, ¢1), s2(p2, ¢2)),

(3.3)
multdeg(g) = (t1(p1, 1), t2(p2, q2))-

Pelo Teorema 3.6, se as identidades (3.3) sao validas, entao o par (f,g) ¢ deforméavel
a livre de coincidéncia.

Mostraremos que a reciproca nao é verdadeira.

Em primeiro lugar, observamos que, como o relator em P é um produto de comuta-
dores, existem funcoes de Ty em VW com multigrau arbitrario. De fato, dado um vetor

(a,b,c,d) € Z*, consideramos
Ty =5, VS, VS, VS, — S —W

como a fungao celular baseada que aplica cada uma das quatro circunferéncias de T3 em
ST C W descrevendo, respectivamente, a, b, ¢ e d voltas. Como o lago ¢! ([z1, y1][T2, y2]) ¢
homotopicamente nulo em W, a funcao ¢! se estende a uma funcao continua p: Ty — W

cujo multigrau é o vetor (a,b,c,d).
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Considere fungoes continuas f, g: Ty — W com multigraus
multdeg(f) = (a,b,b,a) e multdeg(g) = (¢,d,d,c),

sendo os inteiros a, b, ¢ e d escolhidos de tal forma que as identidades de (3.3) néo se
cumprem; por exemplo, considere a = d =1 e b = ¢ = 0. Entao, os pares (f1, 1) e (f2, g2)
nao sao deformédveis a livre de coincidéncia. Contudo, o par (f,g) é deformével a livre de
coincidéncia. De fato, considere a funcao h = (f,g): Ty — W x W e a inclusao natural

t: T} < Ty. Defina o homomorfismo ¢: F(xy,y1, s, 92) — F(w1, ws, w3) por
O(z1) = (1) = wiws e G(y) = p(w2) = wiwg.

Entao ¢([x1ayl][x27y2]) =1le l#o ¢ - h#o Lty pOiS

Ly o ¢(z1) = Lyp(wiwy) = lp(w]) + l(ws) = aly(wi) + cly(ws) = (a,0) + (0,¢)
= (a,¢) = (fp(x1), g4 (x1)) = (fplep(@1)), g4 (e (21)) = hgo 1y (an);
Ly © d(y1) = Ly (wiwg) = Ly (w)) + Ly (ws) = bly(wn) + dly(ws) = (b,0) + (0,d)
= (b,d) = (f1(11), 9()) = (Fae(ese (1)), 9 (L (1)) = hog 0 146 (11);
Ly © @(2) = Ly (wiwg) = Ly (wy) + Ly (w§) = bly(wy)) + dly(ws) = (b,0) + (0, d)
= (b,d) = (f1(2), g5 (22)) = (F(t4e(2)), g (1 (2)) = Py © 1 (w2);
Ly 0 d(y2) = Ly (wiws) = Ly(wi) + Lg(w3) = aly(w1) + clyg(w2) = (a,0) + (0, ¢)
= (a,¢) = (fu(y2), 95(v2)) = (f(ep (o)), 94 (14 (y2)) = g 0 1y (y2).

Pelo Teorema 2.8, o par (f, g) é deformavel a livre de coincidéncia. <

Observamos que a iltima parte do Exemplo 3.8 fornece uma série de exemplos de
pares de funcoes do bitoro T no grafo-balao VW para os quais a reciproca do Teorema 3.6
nao ¢ valida.

O Teorema 3.2 pode ser reformulado como segue: um par de funcgoes continuas f,g
de Ty em W € deformdvel a livre de coincidéncia se, e somente se, o grupo im(f,g)y €
ciclico. Essa é a afirmacao do seguinte teorema para k = 1. Mesmo assim, provaremos o

teorema em detalhes também para k = 1.

Teorema 3.9. Sejam f,g: T), = W funcgies continuas. Se o grupo im(f,g)su € ciclico,
entao o par (f,g) € deformdvel a livre de coincidéncia. A reciproca € verdadeira para
k =1, mas nao o € para cada k > 2.

Demonstragao. A fim de provar a primeira parte do teorema, suponhamos que im(f, g)4

seja ciclico, ou seja, que exista um par (s,t) € Z X Z e p;, q; € Z, para 1 < i < k, tais que
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(f,9)x(z:) = pi(s,t) e (f,9)x(¥:) = ¢i(s,t). Escolha uma palavra w € F(w;, w2, ws) tal
que Ly (w) = (s,t), (por exemplo w = wiw}). Defina o homomorfismo

¢ Fx,y1, -, Tk, Yr) = F(wr, we, w3)
por ¢(x;) = wP e ¢(y;) = w%. Entdo ¢([z1,v1] - [xr, yx]) = L e lpop = (f, g)x 0Ly, pois

Ly 0 ¢(x;) = ly(w) = pily(w) = pi(s,t) = (f,9) (@) = (f, 9)4 0 tp(xs);
Ly 0 @(yi) = Ly (W) = qily(w) = qi(s, ) = (f, 9) (i) = (f, )% © 1y (vi)-

Pelo Teorema 2.8, o par (f, g) é deformavel a livre de coincidéncia.
A fim de provar a reciproca para k = 1, suponhamos que f,g: Ty — W constituam
um par de fungoes continuas deformavel a livre de coincidéncia. Pelo Teorema 3.2, os

bigraus de f e g sao da forma

bideg(f) = s(p.q) e bideg(g) = t(p, q).

Segue-se que (f,9)x(71) = p(s,t) e (f,9)#(91) = q(s,t). Portanto, im(f, g)x é um sub-
grupo do grupo ciclico gerado por (s, 1), o que implica que im(f, g)x é ciclico.

Resta provar que a reciproca da primeira afirmacao do teorema nao ¢é valida para
k > 2. Mais do que isso, provaremos que: para cada k > 2, existe um par de funcgoes
continuas f,g: T — W que € livre de coincidéncia, para o qual (f,g)4 € sobrejetor.

Sejam f1, g1: Ty — W fungdes continuas com multigraus
multdeg(fi) = (1,0,0,1) e multdeg(g;) = (0,1,1,0).

Pelo Exemplo 3.8, o par (fi,g1) é deformével a livre de coincidéncia. Além disso, a

imagem de hyy = (f1,g1)# é gerada pelos pares de inteiros

hg(21) = g (g) = (1L,0) e hiy(m) = hy(z2) = (0,1),

o que implica que h;4 ¢ sobrejetor. Isso mostra o resultado para k = 2.

Para k > 3, consideramos a decomposicao Ty = To#Tr_s. Seja D C T, o disco fechado
cujo interior é removido no processo de realizacao da soma conexa Ty#T,_5. Entao, a
menos de homotopia, supomos que f; e g; aplicam D na 0-célula yy de W. Consideramos
fo = g2: Tp_o — W como a fungao constante em yo. Entéo, os pares (f1,91) e (f2,92)
juntos dao origem a um par de fungoes continuas f,g: T, — W tal que a imagem do
homomorfismo (f, g)x coincide com a imagem de (f1, g1)4. Portanto, (f, g)« é sobrejetor

e, pelo Teorema 3.6, o par (f, g) é deformavel a livre de coincidéncia. [
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3.6 Funcoes definidas em superficies nao-orientaveis

Em toda esta secao, Uy ¢é a superficie nao-orientavel de género k£ > 1, a qual conside-

ramos como o 2-complexo modelo Kp induzido pela apresentagao
2 2
P = <x1,...,]}k | xlxk>

Como antes, W é o grafo-baldo, isto é, o buqué S* V I.
Dado um par de fungoes continuas f,g: Uy — W, consideramos a funcao h =
(f,9): Uy = W x W e o homomorfismo induzido

hy = (f,9)g: m(Ug) > (WX W)= Z x Z.

Como antes, consideramos a inclusao natural ¢: U}, < Uy, do 1-esqueleto e denotamos
T; = t4(x;), para 1 < i < k, de modo que 7, (Uy) é gerado por Zy, . . ., Ty € 0 homomorfismo
(f,9)# € definido pelos valores hy(z1),. .., hy(ZTg).

Como vimos na Secao 3.1, cada par de funcoes continuas f,g: Uy — W é deformavel
a livre de coincidéncia. Além disso, pelo Teorema 3.4, a mesma conclusao é valida para
cada par de funcoes continuas f, g: Uy — W da garrafa de Klein em W.

O Teorema 3.10 fornece uma caracterizacao completa dos pares de fungoes de Uz em
W que sao deforméaveis a livre de coincidéncia. Para k& > 4, o teorema fornece uma

condicao suficiente.

Teorema 3.10. Sejam f, g: Uy, — W fungdes continuas, com k > 3. Se o grupo im(f, g)
é ciclico, entao o par (f,g) € deformdvel a livre de coincidéncia. A reciproca é verdadeira

para k = 3, mas nao o € para cada k > 4.

Demonstragao. A fim de simplificar, colocamos h = (f,g) € hy = (f, g) .

Suponhamos que im(hy) seja ciclico, digamos, gerado pelo elemento (a,b) € Z X Z ~
m(W x W). Entao, existe t; € Z tal que hy(z;) = ti(a,b) para 1 < i < k. Como
hy(z?---72) = (0,0), temos necessariamente que t;, = —(t; + -+- + t4_1). Considere o
homomorfismo ¢ : F(xy,...,x;) — F(wy,ws, ws) definido por ¢(z;) = (wiwh)', para
1 <i <k Entao ¢(a?---23) =1 elyo ¢(z;) = hy(z;) para 1 < i < k. Pelo Teorema
2.8, o par (f,g) é deforméavel a livre de coincidéncia.

A fim de provar a reciproca para k = 3, suponhamos que o par de fungoes continuas
fy9: U3 — W seja deformavel a livre de coincidéncia. Pelo Teorema 2.8, existe um
homomorfismo ¢: F(x1, 29, x3) — F(wy,wy, w3) tal que ¢p(ziz3z3) = 1 e lyo ¢(z;) =
hy(z;) para 1 < i < 3, de modo que ¢ é uma solugao para a equagao z*y*2? = 1 sobre
o grupo livre F(wy,wy,w3). Pelo Teorema 1.5, os elementos ¢(x1), ¢(x2) e ¢(x3) sdo

poténcias de um mesmo elemento, isto é, existe w € F'(wy,ws,ws) € S1,S2,83 € Z, tais
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que ¢(x;) = w* para 1 < i < 3. Portanto, hy(z;) = s;ly(w), para 1 < i < 3, e assim
hy(Z1), hy(Z2) e hy(Zs) pertencem ao subgrupo ciclico m (W x W) gerado por lg(w).
Portanto, im(h) é ciclico.

Resta provar que a reciproca da primeira afirmacao do teorema nao é valida para
k > 4. Mais que isso, provamos que: para cada k > 4, existe um par de funcoes continuas
f,9: Uy = W que € livre de coincidéncia, tal que (f, g)x € sobrejetor.

Comegando com k = 4, consideramos as fungoes continuas f*, g': Ul = \/*_ Sy, =W

cujos homomorfismos correspondentes
f;,g;&: F(x1, 79, 13,74) = m(U}) = m(W) = Z

sao dados por fi(z1) = 1, fa(ws) = —1, ful(zs) = fu(za) = 0 e gy(21) = gp(za) = 0,
93@&(333) =1, 971#(%4) = —1. Temos que

falalagaial) =0 e gy(aiaiaiad) = 0.
Logo, existem funcoes continuas f,g: Uy — W tais que f! = floy e gt = glys. Assim,
fu (i) = fu(x:) e g4(Zi) = giu(w;) para todo 1 < i < 4.
Considere a funcao h = (f,g): Uy — W x W. Entéo, im(hy) é gerado por

h#<j1) - (170>7 h#(j:2) - (_170)7 h#(j:3) - (07 1)? h#(‘fﬁl) - (07 _1>7

o que implica que hy é sobrejetor. Por outro lado, o homomorfismo ¢: F/(z1, za, 23, 24) —

F(wy, we, ws) definido por

d(x1) = wy, ¢(x2) = w1—1’ P(x3) = wa, P(r4) = wz_l

é uma solugao para a equagao ziziziri = 1 satisfazendo ly o ¢(x;) = hy(Z;) para todo
1 <i < 4. Pelo Teorema 3.6, o par (f, g) é deforméavel a livre de coincidéncia. Isto conclui
o requerido para a prova, para k = 4.

Finalmente, consideramos k£ > 5 e a decomposicao U, = Uy#U;_4. Pelo passo prévio
da prova, existe uma par de fungoes continuas fi, g;: Uy — W que € livre de coincidéncia
e tal que (fi,g1)4 € sobrejetor. Seja D C Uy o disco fechado cujo interior é removido
no processo de realizacao da soma conexa Us#U;_4. Entao, a menos de homotopia,
podemos supor que as fungoes f; e g; aplicam o disco D na 0-célula yo de WW. Considere
fo = g2: Uy_y — W como sendo a fungao constante em yo. Entao, os pares (f1,91) e
(f2,92) dao origem a um par de fungoes continuas f,g: Uy — W, com a propriedade que
im(f, g)x = im(f1, g1)4. Portanto, (f, g)« é sobrejetor e, pelo Teorema 3.6, o par (f, g) é

deformdvel a livre de coincidéncia. O]
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Observamos que a ultima parte da prova do Teorema 3.10 pode ser feita usando o
Teorema 3.9. Para isso, basta lembrar uma etapa essencial da prova do Teorema da Clas-
sificagao das Superficies, ja4 mencionada no inicio desta se¢cao. Referimo-nos ao fato de que
na soma conexa U;#U;#U; de trés planos projetivos, dois deles podem ser substituidos

por um toro T4y, isto é, U3 = T1#U;; ver o Lema 1.15. Indutivamente, para cada k > 1,
Ugrp1 = T#U; e Ugpyo = Tp#Uo.

Portanto, para k > 5, podemos considerar Uy = Ty#U,_4. Agora, pelo Teorema 3.9,
existe um par de fungoes continuas fi,g;: To — W que é livre de coincidéncia e tal que
(f1,91)# é sobrejetor. Entdo, como na tultima parte da prova do Teorema 3.10, podemos
estender f; e fy para fungbes continuas f, g: Uy — W tal que o par (f, g) é deformével a
livre de coincidéncia e (f, g)4 ¢é sobrejetor.

Em certo sentido, esta abordagem também permite substituir funcoes definidas em su-
perficies fechadas nao-orientaveis por fungoes definidas em superficies fechadas orientaveis.
Explicamos: como temos visto, para cada k > 3, podemos considerar uma decomposicao
de Uy da forma U, = T,#U,;, com ¢ = 1 ou 2. Para tal decomposicao, o Lema 3.7
implica que cada funcao continua f: Uy, — W é ¥-homotopicamente-nula, de modo que
o Teorema 3.6 se aplica. Portanto, como todos os pares de funcoes de U; ou Uy em W
sao deformaveis a livre de coincidéncia, a condigao suficiente para que um par de fungoes
continuas de Ty em W seja deformével a livre de coincidéncia é também uma condic¢ao su-
ficiente para que qualquer par de fungoes continuas f,g: Usrr; — Wou f,g: Uggro — W
seja deformavel a livre de coincidéncia.

Assim como no Exemplo 3.8, o préximo exemplo mostra que a reciproca do Teorema

3.6 nao é valida, desta vez para funcoes definidas numa superficie nao-orientavel.

Exemplo 3.11. Considere a superficie fechada nao-orientavel Ug decomposta como a
soma conexa Ug = Us#Us. Consideramos a primeira e a segunda copia de Uz como os

2-complexos modelo X; = Kp, e Xy = Kp, induzidos pelas apresentacoes

222>

Py = (x1, 29, 23 | xT525 1rirld).

e Py = (4,15 26 | T3TEXE
Por sua vez, X = Ug é o 2-complexo modelo Kp induzido pela apresentacao
2 2
P =(z1,.... w6 | 7 xg).

A fim de simplificar, escrevemos 7, = xx322 e ry = x3xix2. Assim, a palavra relatora
em P é simplesmente r = rirs.
O l-esqueleto X' = X| V X} tem grupo fundamental 7y (X"') ~ F(xy,...,26). Con-

sidere funcoes continuas f!, ¢': X! — W cujos homomorfismos induzidos em grupos
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fundamentais sao dados por

fu(xr) =1, fu(s) =0, fules)=—1,
fu(wa) = 1, fulws) =0, fulws) = —1,
9y (x1) = 0, gy(ra) =1, gy(as) = —1,
gu(ra) =1, gp(as) = —1, gu(ze) =0

Como f;k(r) =0e g#(r) = 0, existem fungoes continuas f,g: X — W tais que
fl=flxreg" =glx.

A circunferéncia > C X é homotopica aos lagos 71 e 5. Uma vez que f%é(rl) =
fi(ra) = 0 e gu(r) = gi(rz) = 0, segue-se que f e g sao Y-homotopicamente-nulas e,
entao, temos definidos os pares de funcgoes f1,g1: X1 = We fao,92: Xo — W.

Considere as fungoes h = (f, ), h1 = (f1,91) € ha = (f2, 92)-

Entdo hy4(71) = (1,0), hix(T2) = (0,1) e hi4(Z3) = (—1,—1), o que mostra que
im(hy) nao é ciclico. Analogamente, hoy(T4) = (1,1), hoy(Ts) = (0,—1) e hoy(Zs) =
(—1,0), e também im(hyy) nao é ciclico. Pelo Teorema 3.10, os pares (fi,91) e (fa, g2)
nao sao deformaveis a livre de coincidéncia.

Contudo, o homomorfismo ¢: F(xy,...,xs) = F(wy, wy, w3) dado por
¢(ZL’1) = Wh, ¢(x2) = Wa, ¢($3) - w3_1)
O(r4) = w3, d(as) =wy', Blre) =wi’,

satisfaz as identidades ¢(ri7m2) = 1 e lyo ¢(x;) = hu(Z;) para todo 1 < i < 6. Pelo
Teorema 2.8, o par (f, g) é deformével a livre de coincidéncia. <

Concluimos o capitulo com um exemplo em que o Teorema 3.6 nao se aplica para
qualquer decomposicao de Uy que envolva apenas superficies nao-orientaveis, mas se aplica

quando consideramos U, decomposta como a soma conexa T;#Us.

Exemplo 3.12. Sejam f,g: Uy — W fungoes continuas cujos homomorfismos induzidos

fau, 9u: m(Uy) = m (W) = Z sao dados por
fa(@1) =0, fu(@2) =1, fu(3) = —1, fp(24) =0
9#(T1) = 1, gp(72) = 0, gu(T3) = =2, gx(74) = L.

Tais funcoes existem, uma vez que os homomorfismos definidos desta forma satisfazem

A seguir, mostramos que nao ha decomposicao de Uy como U,#U, com relagao a qual f

e g sejam ambas Y-homotopicamente-nulas. De fato, Uy é o 2-complexo modelo induzido
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~ _ 2 2 2 2 . . a1
da apresentacao P = (xq,xe,x3,24 | Tir3050;) € temos as seguintes possibilidades de

decomposi¢ao de Uy como soma conexa de duas superficies nao-orientaveis:

e U, decomposta como Us#Us,, com a primeira e a segunda cépias de U, vistas como

os 2-complexos modelos induzidos, respectivamente, pelas apresentagoes:

— (1,19 | 2323) e (x3,74 | ¥222). Entao, na primeira cépia de Uy tem-se ¥ ~
rix3. Como fu(z3z3) = 2 = g4(z373), resulta que ambas f e g nio sdo
Y-homotopicamente-nulas.

— (z1,73 | 2323) e (x9, 74 | ¥32%). Entdo, na primeira cépia de Uy tem-se ¥ ~
rir3. Como fyu(T373) = —2 = g4(7373), resulta que ambas f e g nao sdo

Y-homotopicamente-nulas.

— (@1, 24 | 2323 € (w9, 73 | 2322). Entdo, na primeira cépia de U tem-se & ~ z2x3.
Como g4 (7273) = 4, resulta que g ndo é X-homotopicamente-nula. Observe

que, neste caso, f é Z-homotopicamente nula, pois fu(Z1z3) = 0= f4(7373).

e U, decomposta como Us#U;, com Uz e U; vistas como os 2-complexos modelos

induzidos, respectivamente, pelas apresentacoes:

— (@1, 29, 3 | 232323) e (x4 | 27). Entdo, em Uy tem-se ¥ ~ z3. Como g4(z7) = 2,
resulta que ¢ nao é Y-homotopicamente-nula. Observe que, neste caso, f é Y-

homotopicamente-nula, pois fy(73737%) = 0 = f4(73).

— (@1, 29,14 | 232323) € (23 | 23). Entao, em U; tem-se ¥ ~ x3. Como fy(z3) =
—2 e g4(7%) = —4, resulta que ambas f e g nao sdao S-homotopicamente-nulas.

— (@1, 23,14 | 32327%) € (x5 | 23). Entdo, em U; tem-se ¥ ~ z3. Como f4(73) = 2,

resulta que f nao é ¥-homotopicamente-nula. Observe que, neste caso, g é Y-

homotopicamente nula, pois g4(Z37373) = 0 = g4 (73).

— (@g, 3,4 | 232327%) e (21 | 27). Entdo, em U; tem-se ¥ ~ z7. Como g4(73) = 2,
resulta que g nao é Y-homotopicamente-nula. Observe que, neste caso, f é Y-

homotopicamente-nula, pois f4(73) = 0 = fu(z32373).

Portanto, o Teorema 3.6 nao se aplica para o par (f,g), para uma decomposi¢ao do
tipo Uy = U,#U,.

Contudo, também é possivel decompor Uy como a soma conexa T{#U,y, com T; e
U, vistas como os 2-complexos modelos induzidos, respectivamente, pelas apresentacoes
(y1,92 | [y1,v2]) e (ys,ya | y3y3), de tal modo que U, passa a ser considerada como o
2-complexo modelo induzido pela apresentacao Q = (y1, Y2, y3, ¥ | [y1, y2]yay3).

O homeomorfismo T1#U; = U;#U,#U; a que se refere o Lema 1.15 é tal que, com

relacao as respectivas apresentacoes naturais do grupo fundamental de Us, corresponde
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& transformacao de apresentagoes 71: (y1,y2,ys | [y1, y2]ys) — (@1, 22, 73| zix3z3) dada
por Ti(y1) = wyriws, (y) = 7'z’ e Ti(yz) = wizawy. Note que 7i([yr,y2]y3) =
w3(z2xia)ag! € N(222222), ou seja, 71 ([y1, y2]y?) é uma consequéncia da relacio x2x2x2.
Ver [4, Capitulo 2| para detalhes sobre transformagoes de apresentagoes.

A transformacao 7 se estende para a transformacao de apresentacoes 7: P — Q dada
por 7(y1) = w323y, T(y2) = oy w3 ", T(y3) = 111073 € T(34) = T4

Pelo Lema 3.7, as funcoes f e g sao ambas Y-homotopicamente-nulas com relacao a
decomposicao Uy = T1#U, e, assim, estao definidos os pares de fungoes fi,g9; : Ty — W
e fa,92 : Us — W, conforme as hipéteses do Teorema 3.6.

Pelo Teorema 3.4, o par (fs, g2) é deforméavel a livre de coincidéncia.

Conforme terminologia da Secao 3.2, os bigraus das funcoes f; e g1 sao dados por:

bideg(f1) = (f14(Y1), f14(¥2)) = (fa(T(v1)), fa(T(y2)) = (0,1);
bideg(g1) = (914(Y1), g14(92)) = (9 (T(v1)), 94(7(y2)) = (0, 1).

Segue do Lema 2.5 que f; e ¢g; sao homotopicas e, entao, pelo Teorema 3.2, o par
(f1,91) é deformével a livre de coincidéncia.

Portanto, pelo Teorema 3.6, o par (f,g) é deformavel a livre de coincidéncia.

Também é possivel chegar a esta conclusao simplesmente observando-se que o homo-

morfismo ¢: F(xq,x9, x3,24) — F(wy, ws, ws) definido por

P(x1) = wwawy ', d(z2) = wy, P(x3) = wi'wy?, ¢(x4) = wo

é uma ((f, g)4, l4)-solucao para a equagao rixszrizs = 1, do que segue, pelo Teorema 2.9,

que o par (f,g) é deformavel a livre de coincidéncia. <
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