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RESUMO

O Problema de Controle Otimo (PCO) consiste na determinacdo do vetor de varidveis de
controle para a minimiza¢ao de uma fungao objetivo sujeito a restricdes algébrico-diferenciais.
De forma geral, este problema pode ser resolvido considerando dois tipos de abordagens, a
saber, a Direta e a Indireta. A primeira consiste na transformacio do problema original em
um equivalente de programacgdo nao linear. J4 a abordagem Indireta consiste na aplicacdo das
condi¢des de otimalidade, transformando o problema original em um equivalente de valor no
contorno algébrico-diferencial. Devido a dificuldade inerente em se resolver o problema de
valor no contorno, a comunidade cientifica tem utilizado, preferencialmente, os Métodos Diretos
para a resoluc@o de PCOs. Neste contexto, na literatura especializada podem ser encontrados
varios pacotes numéricos que se fundamentam na abordagem Direta para a resolucao de PCOs.
Apesar da ampla variedade de pacotes disponiveis, poucos sdo aqueles que podem ser facilmente
utilizados por usudrios pouco experientes na resolucao computacional de PCOs, e igualmente
poucos sdo os trabalhos que avaliam a eficiéncia e as caracteristicas destes pacotes de forma
comparativa. Neste contexto, este trabalho tem por objetivo desenvolver o pacote COPILOT'S
(Basic Optimal Control Solver), que implementa os Métodos de Colocacao Trapezoidal e de
Hermite-Simpson como abordagens de discretizacdo para a resolugdo de PCOs. Um estudo
comparativo envolvendo este pacote, 0 FALCON e o PSOPT foi desenvolvido e os resultados
obtidos demonstram que o COPILOT'S foi capaz de obter bons resultados em comparagdo com
os demais pacotes avaliados. Finalmente, é importante ressaltar que o COPILOT'S é um pacote
desenvolvido para usudrios com pouca experiéncia em controle 6timo, de facil implementagdo e

uso.

Palavras-chave: Controle Otimo, COPILOTS, PSOPT, FALCON, Otimizacao.






ABSTRACT

The Optimal Control Problem (OCP) consists of the control vector determination for the objective
function minimization, subject to algebraic-differential constraints. In general, this problem
can be solved considering two types of approaches, Direct and Indirect. The first consists
in transforming the original problem into a non-linear programming equivalent. The Indirect
approach consists of the application of optimality conditions, transforming the original problem
into an equivalent in the algebraic-differential contour. Due to the inherent difficulty in solving
the problem of the contour, the scientific community has used, preferably, the Direct Methods
for the resolution of OCPs. In this context, several numerical packages that are based on the
Direct approach to the resolution of PCOs can be found in specialized literature. Despite the
wide variety of packages available, few are those that can be easily used by inexperienced users
in the computational resolution of PCOs, and also few are the works that evaluate the efficiency
and characteristics of these packages comparatively. In this context, this work aims to develop
the COPILOTS (Basic Optimal Control Solver) package, which implements the trapezoidal and
Hermite-Simpson colocations as discretization approaches for solving OCPs. A comparative
study involving this package, FALCON and PSOPT was developed and the results obtained
demonstrate that COPILOTS was able to obtain good results in comparison with the other
evaluated packages. Finally, it is important to note that COPILOTS is a package designed for

users with little experience in optimal control, easy to implement and use.

Keywords: Optimal Control, PSOPT, FALCON, COPILOTS, Optimization.
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1 INTRODUCAO

A Teoria de Controle Cléssico pode ser resumidamente descrita como um conjunto de
métodos que viabiliza o projeto de controladores que possibilitam a computagdo da entrada a
qual um dado processo deve ser submetido de forma que a saida associada ao mesmo evolua
da maneira desejada (FRANKLIN; POWELL; EMAMI-NAEINI, 2013). O projeto de um
controlador em malha fechada, como sdo chamados os controladores baseados na realimentagdo
da saida, € realizado por meio de um procedimento iterativo no qual sdo determinados os ganhos
associados a uma dada lei de controle, conforme pode ser observado na Figura 1. Assim, os
controladores sdo ajustados enquanto o desempenho do processo € verificado a partir de critérios
definidos no dominio do tempo, como 0 mdximo sobressinal, o tempo de acomodacao, e o tempo
de subida, ou no dominio da frequéncia, como a margem de fase, a margem de ganho, e a largura
de banda (KIRK, 2004).

Controlador

_________________________________________________

Referéncia

Esforgo de
controle

Saida

\ 4

Processo

Lei de Controle

Figura 1 — Sistema de controle em malha fechada.

No entanto, outros critérios devem ser considerados no controle de sistemas de dindmica
complexa, que possuem multiplas entradas e saidas e que estejam sujeitos a limitacdes operacio-
nais. Por exemplo, considerando-se a determinacgdo da forga resultante F'(¢) a ser imposta sob
uma aeronave para que um dado ponto de chegada seja atingido, de forma que sejam evitadas
zonas proibitivas, a0 mesmo tempo em que minimiza-se o gasto de combustivel da aeronave,
conforme observado na Figura 2. Vale ressaltar que, nesse caso, os perfis de aceleragdo a(t), de
velocidade v(t), e de posi¢do P(x(t),y(t)) da aeronave devem ser também determinados. O

Controle Otimo (CO) é uma das ferramentas que possibilita a resoluciio de problemas desse tipo.
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Chegada

F(t)

Figura 2 — Trajetoria a ser percorrida por uma aeronave para que um determinado ponto de chegada seja
atingido, de forma que seja evitada uma dada zona proibitiva, nesse caso assinalada com um X,
ao mesmo tempo em que minimiza-se o gasto de combustivel da aeronave. O estabelecimento
desta trajetéria depende da determinacdo dos perfis de acelerago a(t), de velocidade v(t), e

de posigdo P(z(t),y(t)) da aeronave.

O CO consiste em um conjunto de métodos que possibilita a determinacdo dos perfis de
controle que conduzem a minimizacdo (ou maximiza¢do) de um dado indice de desempenho,
garantindo, simultaneamente, que restricdes operacionais e dindmicas sejam satisfeitas (KIRK,
2004; BECERRA, 2008; KELLY, 2017).

As origens do CO remontam ao comego do século XVII, porém foi a partir da década
de 50, com o advento do computador digital, que o CO passou a ser utilizado no campo da
engenharia (BRYSON, 1996). Desde entdo, o CO t€ém sido empregue na resolucdo de problemas
associados ao controle de processos industriais, a bioengenharia, a economia, a gestao, a robética,
e a engenharia aeroespacial (BECERRA, 2008).

Um exemplo que mostra o qudo vantajoso pode ser o emprego do CO € apresentado
em Kang e Bedrossian (2007), que relata o sucesso de uma manobra performada pela Esta-
cdo Espacial Internacional (International Space Station ou 1SS) no dia 3 de marco de 2007.
Combinando-se um controlador cldssico e um gerador de trajetdrias baseado nas teorias de CO,
foi possivel que a ISS realizasse um giro de 180° sem que qualquer combustivel fosse gasto.
Para realizacdo de manobras desse tipo a ISS dispde de propulsores movidos a combustivel
e de giroscopios que consomem a energia elétrica fornecida pelos painéis solares da estacio
espacial (ver a Figura 3). O uso exclusivo dos giroscopios na reorientacao da ISS possibilitou

uma economia de, aproximadamente, 1 milhdo de délares em combustivel.
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Figura 3 — Giroscépios da ISS (Fonte: <https://cutt.ly/djJEWOPD>).

O CO pode ser empregado até mesmo no tratamento de questdes que envolvem a gestdo
da satde ptiblica, como mostrado em Libotte et al. (2020). Em novembro de 2019, uma nova
doencga chamada COVID-19 (Coronavirus Disease 2019), emergiu da China e rapidamente se
espalhou pelo mundo conforme observado na Figura 4 (LIBOTTE et al., 2020). Até janeiro de
2020 o virus infectou mais de 90 milhdes de pessoas pelo mundo e fez 2 milhdes de vitimas, 200
mil delas no Brasil (DONG; DU; GARDNER, 2020). Apesar das medidas de distanciamento
social serem uma forma efetiva de reduzir o espalhamento da COVID-19, somente uma companha
de vacinacao seria capaz de frear a disseminacao da doenca. Nesse contexto, uma estratégia de
vacinacao formulada a partir do emprego de técnicas de CO e Otimizacdo Heuristica € proposta
em Libotte et al. (2020). A estratégia em questdo visa nao s6 a minimiza¢do do nimero de
individuos infectados, mas também do numero de doses utilizadas. Os autores demonstraram que
o emprego dessa estratégia levaria a uma diminuicio de aproximadamente 10 vezes no nimero

de individuos infectados.
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Cumulative Confirmed Cases

Figura 4 — Mapa que mostra o nimero de individuos infectados pela COVID-19 em vdrias regides do
mundo (Fonte: <https://cutt.ly/2jT37VO>).

Como mencionado anteriormente, a teoria do CO passou a ser aplicada no campo
da engenharia a partir da década de 50, com o advento do computador digital (BRYSON,
1996). Desde entdo, PCOs cada vez mais complexos e praticos vém sendo abordados gracas
ao desenvolvimento da teoria de CO, a implementacdo de ferramentas de otimizacdo mais
eficientes e robustas, e a0 aumento do poder computacional dos computadores pessoais (BIRAL;
BERTOLAZZI; BOSETTI, 2016). Nesse contexto, diversos pacotes foram propostos para
solucdo de PCOs, como o BOCOP (SACLAY, 2017), o FALCON (RIECK et al., 2020), o
GEKKO (BEAL et al., 2018), o HamPath (CAILLAU; COTS; GERGAUD, 2012), o OpenOCL
(KOENEMANN et al., 2017), o OptminTraj (KELLY, 2018), o OpenGoddard (INC., 2017), o
Beluga (LABORATORY, 2018), o ICLOCS (FALUGI; KERRIGAN; WYK, 2018), e o PSOPT
(BECERRA, 2019), apenas para citar alguns exemplos.

A escolha de um pacote, portanto, ndo € uma tarefa trivial diante de tantas possibilidades.
Até mesmo a escolha das métricas a serem utilizadas na elaboracdo de um estudo compara-
tivo entre os pacotes disponiveis consiste em um desafio, inclusive para usudrios experientes
(BONGARTZ et al., 1997). Além disso, ndo é somente com base no desempenho computacional
que um dado pacote deve ser selecionado. E bastante importante que critérios referentes, a
usabilidade, a documentagio, as licencas, e ao suporte associados aos pacotes em andlise sejam
também considerados (PAREJO et al., 2012).

Diante desse contexto, o presente trabalho tem como objetivo central a elaboracdo do

COPILOTS (Basic Optimal Control Solver), um novo pacote computacional para a resolugdo
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de PCOs baseado em uma sintaxe simples e desenvolvido para usudrios com pouca ou nenhuma

experiéncia na resolucao computacional de PCOs. Como objetivos especificos ressaltam-se:

 Realizar um estudo comparativo envolvendo tanto o COPILOT'S quanto outros pacotes
computacionais apresentados na literatura, de forma que verifique-se a qualidade das

solucdes atribuidas ao pacote proposto;

* Avaliar a aplicabilidade dos pacotes considerados a um conjunto de estudos de caso que
apresentem diferentes niveis de complexidade, bem como discutir aspectos gerais no que

tange as métricas de desempenho e usabilidade relacionadas as aplica¢des consideradas;

* Definir qual dos métodos/pacotes avaliados € mais apropriado para resolu¢ao de cada tipo
de PCO levando-se em conta a forma do indice de desempenho, a presenca ou nao de
restricdes nos estados e controles, a presenca de arcos singulares, e o nimero de fases

empregadas na formulacdo de cada PCO;

* Discutir aspectos relacionados a cada um dos pacotes de forma que esta dissertagdo sirva

de guia para novos usudrios.

O restante do texto se encontra organizado da seguinte maneira: No Capitulo 2 sdo
estabelecidos alguns conceitos fundamentais acerca do CO, dos pacotes avaliados, e dos métodos
numéricos nos quais os mesmos se baseiam. No Capitulo 3 sdo apresentados os estudos de caso
e as métricas de desempenho utilizados na implementacdo do estudo comparativo introduzido
no presente trabalho. No Capitulo 4 sido apresentados os resultados obtidos considerando os
estudos de caso selecionados. Por fim, no Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes advindas do

desenvolvimento desse trabalho e algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesse capitulo sdo apresentados os conceitos que servem de base para o desenvolvimento
do presente trabalho. Inicialmente serd brevemente abordada a histéria do Controle Otimo para
que, em seguida, o problema de Controle Otimo seja definido. Entfio, apresenta-se uma visio
geral sobre os Métodos Diretos, empregados nos pacotes avaliados no presente trabalho, e, por

fim, tais pacotes sdo brevemente introduzidos.

2.1 TUMA BREVE HISTORIA DO CONTROLE OTIMO

O Controle Otimo (CO) é um conjunto de métodos que possibilita a determinacio das
trajetorias dos controles associados a um dado sistema dindmico, de forma que o emprego de tais
trajetorias garanta que as restricdes operacionais associadas a esse sistema sejam satisfeitas, ao
mesmo tempo em que um dado indice de desempenho € minimizado (ou maximizado) (KIRK,
2004; BECERRA, 2008; KELLY, 2017). As origens do CO remontam ao ano de 1697, quando
Johann Bernoulli, professor de matemética da Universidade de Groningen, no norte da Holanda,
publicou a solug¢do do problema da braquistécrona (SUSSMANN; WILLEMS, 1997), proposto
por Galileo Galilei 59 anos antes (BRYSON, 1996). Em 1696, Johann Bernoulli desafiou seus
contemporaneos a resolver esse problema, que consiste na determinacao da trajetdria a ser
percorrida por uma esfera que deve se mover entre dois pontos A e B, apenas sob a acdo da
gravidade, no menor tempo possivel, conforme ilustrado na Figura 5. Solucdes para o problema
da braquistdcrona foram propostas por Johan Bernoulli, Newton, Leibniz, I’Hopital e Jakob
Bernoulli, irmdo de Johan (BRYSON, 1996).

A

B
|9
Figura 5 — Representag@o do problema da braquistcrona.

Pode-se dizer que o CO € uma extensao do Calculo de Variacdes (CV), desenvolvido por
Isaac Newton em 1685, que buscava, na €poca, determinar o formato da ponta de um projétil
que levasse a minimizagdo do arrasto aerodindmico. Em 1744, Leonard Euler publicou um livro
intitulado The Method of Finding Curves that Show Some Property of Maximum or Minimum,

no qual s@o apresentadas as bases para o desenvolvimento teérico do CV. Euler e Jean Louis
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Lagrange trocaram cartas a respeito desse livro e juntos desenvolveram a equacgdo de Euler-
Lagrange. Esta descreve a condicao necessaria de primeira ordem associada a solu¢do de um
problema de CV (BRYSON, 1996).

Em 1836, Willian Rowan Hamilton publicou um trabalho aplicando o CV ao projeto de
sistemas mecanicos a partir da minimizacao da forca exercida pelos mesmos. As soluc¢des obtidas
por Hamilton foram baseadas na resolu¢do de duas equagdes diferenciais, e por esse motivo, o
autor foi criticado, em 1838, por Karl Gustav Jacob Jacobi, que afirmou que apenas uma equagado
bastaria. A partir do trabalho desses dois autores desenvolveu-se a equagdo de Hamilton-Jacobi,
que serviu de base para que Richard Bellman propusesse a programac¢ao dindmica mais de 100
anos depois (BRYSON, 1996).

Com base no trabalho desenvolvido por Karl Wilhelm Theodor Weierstrass no final
do século XIX, Oskar Bolza e Gilbert A. Bliss associaram ao CV o rigor matematico que
0 acompanha até os dias atuais. A partir do trabalho atribuido a Bolza e Bliss, McShane
desenvolveu, em 1939, um método para resolugdo de problemas de CV, que seria estendido por
Pontryagin anos depois dando origem ao principio do minimo de Pontryagin. Em 1957, Placido
Cicala escreveu uma monografia a respeito do emprego do CV no desenvolvimento de projetos
de engenharia e, em 1963, Derek Lawden foi o primeiro a empregar o CV na determinacio de

trajetdrias para veiculos espaciais (BRYSON, 1996).

No entanto, ¢ importante salientar que o Controle Cldssico também serviu de base para o
desenvolvimento do CO. O Controle Classico consiste num conjunto de metologias normalmente
baseadas em procedimentos a partir dos quais determinam-se os ganhos de um controlador para
que a implementacdo do mesmo leve a uma resposta em malha fechada satisfatoria (BRYSON,
1996).

Durante e apds a Segunda Guerra Mundial, diversos métodos baseados nas transformadas
de Laplace e Fourier, e nas varidveis complexas, foram desenvolvidos para que o desempenho e
a estabilidade de sistemas de controle em malha fechada fossem previstos. Com o surgimento
dessas técnicas, critérios quantitativos passaram a ser definidos no dominio da frequéncia, como
os ganhos de margem e de fase, e no dominio do tempo, como o tempo de acomodacdo e o
maximo sobressinal (ou overshoot) associados a resposta do sistema a uma entrada do tipo
degrau (BRYSON, 1996).

A utilizagdo da integral do quadrado do erro (ISE) na sintoniza¢do de um controlador
em malha fechada foi proposta pela primeira vez por Newton, Gould e Kaiser em 1957. Ja em
1961, Chang propds o projeto de um controlador com base em restri¢des associadas a integral do
quadrado da a¢d@o de controle. Em 1960, Kalman estabeleceu os conceitos de varidveis de estado
e controle, que sdo largamente utilizadas no CO, assim como um indice de desempenho integral
computado a partir das magnitudes dos controles e erros. Kalman mostrou, empregando o CV,
que os controles poderiam ser determinados a partir de uma realimentacio linear das varidveis de

estado. Posteriormente, o controlador proposto por Kalman seria chamado de Regulador Linear
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Quadratico (LQR) (BRYSON, 1996).

Por fim, € preciso ressaltar que o CO possui também origens na Programacdo Nao Linear
(PNL), desenvolvida logo ap6s a Segunda Guerra Mundial. Esta consiste na otimizac¢do de uma
dada func¢do objetivo a partir da determinagdo de parametros (ou varidveis de projeto), sujeitos
a restricdes de igualdade e desigualdade. Caso o perfil de controle seja aproximado por um
conjunto finito de pontos no tempo, € possivel que a PNL seja empregada na determinagdo do
valor assumido pelo esfor¢o de controle em cada um desses pontos, de forma que o problema de
CO inicialmente proposto seja resolvido de forma numérica (BRYSON, 1996). Esse abordagem
serd discutida em detalhes mais adiante uma vez que serve de base para o desenvolvimento do

presente trabalho.

2.2 O PROBLEMA DE CONTROLE OTIMO

O problema de Controle Otimo (PCO) é definido de acordo com a formulagdo de Bolza
(BECERRA, 2008):

rl?(ltr)l J=o(x(ty),tr) + /t:f L(x(t),u(t),t) dt (2.1a)
x(t) = £(x(t),u(t),t), x(to) = xo (2.1b)

sendo x(t) e u(t), respectivamente, os vetores de estados e controles do sistema, ¢ a varidvel
temporal, ¢y € {; os tempos inicial e final, respectivamente, J o funcional a ser minimizado,
também chamado indice de desempenho ou fungdo objetivo, ¢ a fun¢do de custo terminal,
também conhecida como fun¢do de Mayer, L a funcdo de custo de caminho, também intitulada
funcao de Lagrange, f o conjunto de equacdes que descreve a dinamica do sistema no espaco de
estados, e xo a condicdo inicial atribuida a x(¢). Considera-se que n estados e m controles estdo

associados a formulacdo de f, de forma que:
T
x(t) = [+0(t) a®() ... 2(0)] (2.2a)
T
u(t) = [u(t) u®(t) ... u(@) (2.2b)

Vale ressaltar que caso t, e ¢y ndo sejam previamente estabelecidos, devem ser determi-
nados por meio da resolugdo do PCO, e nesse caso, restricdes associadas aos limites de ¢y e ¢ ¢
devem ser consideradas. Além disso, uma vez determinado u(t), é possivel que, de posse de xq,

determinem-se a trajet6rias dos estados com base na computacdo de f(x(t), u(t), t).

A formulac@o de um PCO pode incluir restrigdes associadas as amplitudes dos estados

e/ou controles, que serdo referenciadas ao longo do texto como restri¢des laterais:

X1, < X(t) < Xyu (233)

ur, < u(t) <uy (2.3b)
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sendo os indices L e U utilizados na representacdo dos limites inferiores e superiores dos estados
e controles. Além disso, podem-se considerar restricdes de caminho, associadas a evolugao

temporal dos estados e/ou controles,
c(x(t),u(t),t) <0 (2.4)
e restricdes terminais, relacionadas aos valores assumidos pelos estados ao fim da trajetoria,

W(x(ty),t;) <0 (2.5)

sendo c e 1 fungdes quaisquer.

Um PCO pode ser formulado, por exemplo, para que os perfis de velocidade x»(t) e
posicdo x4 (t) de um carro que corre sobre um trilho sejam determinadas. Nesse caso, € necessario
que seja também computado o perfil da forca u(t) exercida sobre o carro, representado nesse caso
como um ponto de massa. Pode-se considerar ainda que o tempo despendido na transposi¢ao
de 10 m de trilho, e a for¢ca empregada na realizacdo desse movimento devam ser minimizados.
Supondo que, devido aos materiais utilizados na construcao do aparato em questdo, € a0 motor
que movimenta o carro, haja limitacdes na velocidade e na poténcia associadas 2 movimentacao

do mesmo, pode-se determinar x;(t), x2(t), u(t) e ¢, a partir da resoluco do seguinte PCO:

ur(rtl){xzf J=t;+ /0 ’ u?(t) dt (2.6a)
#1(t) = x2(t), 1(0) = 0m (2.6b)
To(t) = u(t), z2(0) =0m/s (2.6¢)
—2m/s < x5(t) <2m/s (2.6d)
~10N < u(t) <10N (2.6e)
—15W < u(t) 2o(t) < 15 W (2.6f)
21(tp) =10m (2.6g)

Tal formulagdo contempla uma restricdo de caminho vinculada a poténcia empregue
na movimentagdo do carro, uma restricdo terminal relacionada a posicao final do mesmo, e
restrigdes associadas a limitagdes na velocidade x»(t) do carro e na forga u(t) que atua sob o

mesmo.

2.3 CONCEITOS GERAIS

A presente secdo tem por objetivo apresentar uma série de conceitos importantes para o
estudo do PCO. Neste caso, sdo avaliadas caracteristicas que abrangem uma equacdo algébrico-
diferencial - EAD (resultante da aplica¢cdo de otimalidade para o PCO), bem como aspectos
relacionados a presenca de restricoes (BRYSON, 1996; LOBATO, 2004).
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* Arcos Singulares: arcos onde a matriz de derivadas segundas da fun¢do Hamiltoniano com
relacdo as varidveis de controle € singular. Neste contexto, alguns PCOs sdo definidos a
partir de dominios nos quais podem ser observadas regides em que a condi¢ao estaciondria
H, = 0H /0u é satisfeita a0 mesmo tempo em que a matriz Hessiana Hy,, = 0*H /Ou?
associada ao Hemiltoniano H € singular. Essas regidoes sdo chamadas arcos singulares, e
nelas, u(t) ndo pode ser unicamente definido pela condi¢@o estaciondria, sendo necessario
impor que as derivadas temporais de H,, sejam nulas ao longo do arco. Adversidades
numéricas podem ser enfrentadas caso métodos computacionais sejam empregados na
resolucao de PCOs que possuam arcos singulares (PRACTICAL.. ., ; BECERRA, 2008).

Como exemplos de PCOs que apresentam arcos singulares pode-se citar:

— Determinacdo de trajetdrias 6timas para foguetes de sondagem, que realizam voos
suborbitais para coleta de dados utilizados em estudos meteoroldgicos e astrondmicos
(NASA, 2004);

— Estabelecimento do curso de uma aeronave que realiza voos periddicos para minimi-
zacdo do gasto de combustivel (SPEYER, 1996);

— Estudo da influéncia do fendmeno meteoroldgico wind shear, que consiste na variacao
brusca da dire¢do e/ou velocidade do vento, no pouso de uma aeronave (ANAC,
2018).

* Condi¢do de Canto: ponto onde ocorre uma descontinuidade no perfil de controle ou na

inclinagdo das trajetdrias das varidveis de estado.

« EAD com Indice Superior e Redugdo de Indice: sio as equacdes com indice maior do que
1. O indice diferencial é o nimero minimo de vezes que o sistema de equagdes algébrico-
diferenciais ou parte dele deve ser diferenciado com relacdo ao tempo para transforma-lo
em um puramente diferencial. Este conceito representa uma medida da dificuldade de
solucdo de sistema de EADs, decorrente de mau condicionamento, instabilidade, singu-
laridade e mé convergéncia. Do ponto de vista da solucdo numérica € desejavel que o
indice das EADs seja o menor possivel devido a dificuldade associada a solugdo deste
em comparagdo com a solu¢do de equagdes diferenciais ordindrias com rigidez numérica.
Entretanto, esta reducdo obtida através da simples diferenciacao das restricdes pode ndo
satisfazer as restri¢des originais de maneira exata, com sérias implicagdes quando elas
envolvem propriedades fisicas importantes. Portanto, devem ser consideradas formas de

reintroduzir restri¢des perdidas no sistema, chamadas invariantes.
* Eventos: pontos de jun¢ao entre os arcos sujeitos a restricdes e os arcos sem restrigcoes.

* Fungdes Identificadoras de Fase: relacdo matematica obtida a partir da aplicagdo da
condi¢do de otimalidade a um PCO e que tem por finalidade indicar a ativa¢do ou ndo de
uma restricao. Um caso particular, e de grande interesse, € quando a varidvel de controle

aparece linearmente na fun¢do Hamiltoniano.



36 Capitulo 2. Revisdo bibliogrdfica

2.4 METODOS DIRETOS

Os métodos empregados na resolucao de PCOs podem ser divididos em duas principais
categorias: os Métodos Indiretos e os Métodos Diretos. Os Métodos Indiretos se baseiam na
resolugdo das condicdes necessdrias de otimalidade associadas ao PCO. A formulacao dessas
condi¢des depende da defini¢do do Hamiltoniano H (x(t), u(t), A(t), t):

H(x(t),u(t),A(t),t) = L(x(t),u(t), t) + X" (¢t) £(x(t),u(t),t) 2.7

em que A(t) sd3o os multiplicadores de Lagrange, também conhecidos como co-estados ou
varidveis adjuntas. Assim sendo, as condi¢des de otimalidade, ou equagdes de Euler-Lagrange,
sdo dadas por (BECERRA, 2008):

p— (X(t)ézgg A1) (2.82)
A (t;) = agp(;}({t(ft >> t) (2.8b)

OH (x(t), u(t), A(t),t)
du(t)

=0 (2.8¢)

Apesar das solu¢des obtidas por meio dos Métodos Indiretos serem comumente bastante
acuradas, pode ser consideravelmente dificil, a depender do PCO em andlise, formular as
condi¢des necessdrias de otimalidade, algo que um usudrio com pouco conhecimento da teoria do
CO dificilmente seria capaz de fazer. Além disso, o sucesso dos métodos numéricos empregados
na resolucao do sistema descrito pela Egs. (2.8a)-(2.8c) depende fortemente das estimativas

iniciais atribuidas a A(t), que ndo podem ser determinados de forma intuitiva (PRACTICAL...,
).

J4 os Métodos Diretos sdo baseados na discretizacao das varidveis de estado e controle,
de forma que a resolucdo do PCO se dé a partir da determinagdo dos valores atribuidos a
essas varidveis em pontos especificos da trajetoria, denominados nds (ou pontos) de colocagio,
conforme observado na Figura 6. Mais de 90% dos pacotes computacionais desenvolvidos para a
resolucdo de PCOs sdo baseados nos Métodos Diretos. Essa popularidade se deve a existéncia
de indmeros pacotes robustos e bem estabelecidos para solu¢cao de problemas de programacao
nao linear (PPNLs), capazes de lidar de forma simples e direta com restri¢cdes de igualdade e
desigualdade, e que ndo requerem que as equagdes associadas aos co-estados sejam fornecidas
pelo usudrio (BIRAL; BERTOLAZZI; BOSETTI, 2016).

Uma vez que os estados, os controles, a fungdo objetivo e as restricdes associadas a

dinamica do PCO, tenham sido discretizados de forma que:

S S S I (2.9a)

X(1) = X0y oy Xy ooy X0f (2.9b)
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u(t) = ug, ..., Uy, ..., Uy (2.9¢)

sendo & o valor atribuido a varidvel & no né de colocagdo k, é possivel que o PCO em andlise
seja tratado como um problema de otimizacao clédssica, mais especificamente um PPNL. Cabe
ressaltar que M € o indice atribuido ao tltimo né de colocagdo, localizado em ¢ = ty, € que,
assumindo N como sendo o nimero de nés de colocagdo, tem-se M = N — 1. O processo de

conversdo de um PCO em um PPNL € conhecido como transcri¢do (KELLY, 2017).

s i
O \ N6 de i
colocagao i
o ' > ¢
t() tl tz t M

Figura 6 — Representacdo do processo de discretizacdo em Métodos Diretos.

Os PPNLs sdo tipicamente formulados da seguinte maneira (KELLY, 2017),

min F(z) (2.10a)
H(z) =0 (2.10b)
G(z) <0 (2.10c)
L<z<z (2.10d)

em que F' é o funcional a ser minimizado, enquanto H e G s@o os vetores de restricdes de
igualdade e desigualdade. Os limites inferior e superior associados ao vetor de varidveis de
projeto (também chamadas varidveis de decisdo ou varidveis de busca) z, sdo denotados por zy, €

Zy respectivamente.

Uma vez que o PPNL tenha sido resolvido e os valores atribuidos a x(¢) e u(t) nos nés
de colocagdo, denotados respectivamente por X € ug, tenham sido determinados, € possivel que
os perfis dos estados e controles sejam construidos a partir da interpolacdo de x;, e uy. A forma
como se da essa interpolacdo depende da metodologia empregada no processo de transcri¢do. As
trajetorias dos controles, por exemplo, podem ser determinadas a partir da interpolagdo linear
ou quadrética dos valores atribuidos a uy, ao passo que as trajetorias dos estados podem ser

especificadas com base na interpolacdo ciibica dos valores atribuidos a x;, (KELLY, 2017). E
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possivel ainda que as trajetorias de cada controle e estado sejam representadas por um tnico

polindmio que percorra todos os nos de colocacdo (BECERRA, 2019).

A implementagcdo da maioria dos métodos de transcri¢do € baseada nos cinco passos

listados a seguir:

1. Discretizacdo da integral associada a funcdo objetivo;

2. Discretizagdo das restricdes dindmicas;

3. Discretizagdo das restricdes de caminho, terminais e laterais;
4. Solucdo do PPNL obtido a partir do processo de transcri¢do;

5. Elaboragao das trajetérias de estados e controles com base em xj; € u; assumindo-se
k=0,1,..., M.

A forma como cada uma dessas etapas sera executada depende do método de transcri-
¢ao adotado. Assim sendo, serdo apresentados nas proximas secdes alguns dos métodos mais
comumente empregados na transcri¢do de PCOs, e que servem de base para a implementacao

dos pacotes computacionais avaliados no presente trabalho.

2.4.1 COLOCAGCAO TRAPEZOIDAL

A colocacao trapezoidal é baseada na quadratura trapezoidal, empregada tanto na com-
putacdo do integrando L associado a funcao objetivo, quanto na discretizacao das restrigdes
dinamicas. Desta forma, assumindo-se hj = t;,1 — t, determina-se a integral de L conforme a
seguinte relacdo (KELLY, 2017):

-1

tr M 1
/ " L(x(t), u(t), t) dt ~ Shi(Li+ L) 2.11)

to k=0
sendo Lk = L(Xk, ug, tk>.

Uma vez que os estados tenham sido discretizados € possivel que as restri¢des diferenciais
associadas a dinamica do PCO sejam representadas por um conjunto de restricdes algébricas.
Para tanto, € necessdrio que as restricoes dindmicas sejam reescritas na forma integral e que a

quadratura trapezoidal seja empregada (KELLY, 2017):

x(t) = £(x(t), u(t), t) (2.12a)

tot1 tkt1
/ k@ﬁ_/ £(x(t), u(t), 1) dt (2.12b)
ty

1
X1 — X = §hk(fk + fk+1) (212C)
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Assim sendo, M restri¢des de igualdade algébricas sdo formuladas a partir da equagdo
anterior: .
Xk+1—Xk—§hk(fk+1+fk):0, ]{ZIO,...,M—I (213)

sendo f, = f(xy, ug, t). Vale ressaltar que x; é uma varidvel de projeto, enquanto f;, é obtido

via avalia¢@o do k-ésimo né de colocacdo (KELLY, 2017).

As restri¢des laterais, terminais e de caminho sao incorporadas a formulagao do PPNL
a partir do momento em que sdo transformadas em restricdes de igualdade e desigualdade.
Infelizmente, uma vez que a resolu¢do do PPNL depende apenas dos valores atribuidos aos
estados e controles nos nds de colocagdo, somente nesses nods € possivel garantir que as restricoes
serdo de fato satisfeitas (KELLY, 2017). Assim sendo, as restricdes associadas ao PCO podem

ser transcritas da seguinte forma:

xp <x(t) <xuy = xp <x; <xy, k=0,..., M (2.14a)
up <u(t) <uwg—uL<uw <uy, k=0,..., M (2.14b)
c(x(t),u(t),t) <0 — c(xg,ug, tx) <0, k=0,..., M (2.14¢)
PY(x(ts), tr) <0 — P(xpr,ty) <0 (2.144d)

em que a condicdo inicial xo para o vetor de varidveis de estado € representada da seguinte
forma:
X =Xg, k=0 (2.15)

Por fim, o emprego da colocagdo trapezoidal na avaliagdao do PCO descrito resulta no
seguinte PPNL:

T

Jkn7i)r(1k J = (p(XM,tM) + %hk(Lk + Lyy1) (2.16a)

k=0
xk+1—xk—%hk(fk+1+fk):0, k=0,...,M—1 (2.16b)
x(ty) = Xo (2.16¢)
X, <X <xy, k=0,..., M (2.16d)
up, <u,<uy, k=0,...,. M (2.16¢e)
c(xp,up,ty) <0 k=0,..., M (2.16f)
Y(xm,tu) <0 (2.16g)

em que ¢, e ¢ sdo conhecidos. Ndo sendo esse o caso, ¢, e t; devem ser determinadas de forma

que as seguintes restricdes sejam respeitadas:

tor, < to < tou (2.17a)
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tr, <tp<tsu (2.17b)

sendo os limites inferiores de ¢y € ¢y denotados por ty;, € ty, € 0s superiores por toy € tyy,

respectivamente.

Uma vez que o PPNL tenha sido resolvido e que tanto x; quanto uy tenham sido
determinados para k = 0, 1, ..., M, é possivel que as trajetdrias dos estados e controles sejam
elaboradas. A colocacgdo trapezoidal € baseada na suposi¢ao de que os perfis de controle evoluem
linearmente entre os nds de colocacgdo e que podem, portanto, ser aproximados pela concatenagdo

de polindmios (ou splines) de primeira ordem, conforme ilustrado na Figura 7 (KELLY, 2017).

u(t)

A
u17t1

\\’U;k,tk

’U,(),t() UM latM 1)

(UM, tar)

> 1

Figura 7 — Representagdo da trajetéria de controle u(t) via concatenacdo de polindmios de primeira

ordem.

Supondo que exista apenas uma varidvel de controle (u(t) = u(t)), pode-se determina-

la” considerando uma aproximacao linear por partes:

(
Cth‘Fbl, Set0§t§t1

a2t+b2, set) <t <ty

u(t) = ’ (2.18)
Cth—i—bk, setr_1 <t <t

\CLMt+bM, sety—_1 <t§t]\/j

Verifica-se que a k-ésima spline tem como extremos 0s pontos (tx_1,ug_1) € (tg, Ug).

Logo, os coeficientes a; € b, devem satisfazer:

ag tk—l + bk = Uk<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>