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RENDE, B.R.F., Analise numérica e experimental do comportamento dinamico de um
sistema rotor-palhetas. 2020. 106 f. Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal de

Uberlandia, Uberlandia.

RESUMO

Os sistemas rotativos com pas sdo amplamente usados em aplicagdes industriais, como por
exemplo, em ventiladores, turbinas e compressores. Uma forma de entender o comporta-
mento destes sistemas rotativos € utilizar modelos matematicos representativos. Neste con-
texto, o presente trabalho apresenta o modelo matematico de um rotor acoplado a quatro
vigas (palhetas) que representam as pas. O rotor é considerado um corpo rigido enquanto
as palhetas sdo modeladas como corpos flexiveis. As equagdes do movimento sao determi-
nadas considerando o sistema como um sistema formado por varios corpos e apresentam
matrizes cujos elementos sao fungdes do tempo e periddicos. Assim, as equagdes do movi-
mento sdo resolvidas numericamente para obter as respostas de vibracao do sistema. Além
disso, é feito um estudo da estabilidade do sistema utilizando a teoria de Floquet e a trans-
formacdo de coordenadas multi-pas. Para verificar a capacidade do modelo de representar a
realidade, os resultados das simulagdes numéricas sdo comparados com parametros identi-
ficados experimentalmente. Desta forma é possivel apontar a capacidade do modelo de re-

produzir os fenbmenos observados experimentalmente, bem como as suas limitagoes.

Palavras-Chave: Sistema multi-corpos; Dindmica de sistemas rotativos; Sistemas variantes

no tempo



RENDE, B.R.F., Numerical and experimental analysis of the dynamic behavior of a ro-

tor-blade system. 2020. 106 pp. master’s thesis, Federal University of Uberlandia

ABSTRACT

The rotor-bladed systems are commonly used in industrial applications, such as in turbines,
ventilators, and compressors. One interesting way to understand their dynamic behavior and
characteristics is to work with representative mathematical models. Therefore, this work aims
to study the mathematical model of a system in which the rotor, considered as rigid, is cou-
pled with four flexible rotating blades. The equations of motion are derived using Lagrange
dynamics, resulting in time dependent and periodic matrices. Thus, the model can be con-
sidered as linear time variant. The equations of motion are discretized using the finite ele-
ment method and solved numerically to obtain the vibration responses of the model. Addi-
tionally, a stability analysis is presented employing the Floquet's theory and the multiblade
coordinate transformation. Finally, experiments were carried out to identify the modal param-
eters of the rotor-bladed system. Hence, a comparison was made to highlight the model rep-

resentativeness and its limitations.

Keywords: Multibody systems; rotordynamics; linear time-variant systems



Xi

LISTA DE FIGURAS

Figura 1.1 - Exemplos onde ha um acoplamento de um rotor com pas..........cccoeevvvvueneennn. 21
Figura 1.2 - Sistema que serd estudado ..............eueiiiiiiiiiiii e 22

Figura 3.1 - llustragdo do modelo matematico do sistema (Adaptado de Saracho (2002))... 32

Figura 3.2 - Referenciais utilizados (Adaptado de Saracho (2002)) .........cccceeeviiiiiviieeeeeeenn. 33
Figura 3.3 - Desbalanceamento NO FOtOr.........ccoooi i 37
Figura 3.4 - Elemento finito e os graus de liberdade em cadand........cc.ccccoooieeiiiiviiiicennenn. 41
Figura 3.5 - Esquema do calculo da forca normal (Adaptado de Hoa (1979)).......c...cc......... 43
Figura 4.1 - Bancada de teSteS .......coooriiiiiii i 65
Figura 4.2 - Posicao dos sensores Na banCada .............ccoveeviviiiiiiiieiieeeeceee e 67
Figura 4.3 - Esquema que ilustra as grandezas medidas na bancada de testes.................. 68
Figura 4.4 - Placa dSPACE CP1103 ...t 68
Figura 4.5 - Forga aplicada na fundacao (a) e seu histograma (b) ..........ceeeiiieiiiiiiiiiicennennn. 69

Figura 4.6 - Esquema da divisdo das amostras de um sinal (Adaptado de Welch (1967))...70
Figura 5.1 - Dez primeiros modos de vibrar para o sistema em repouso a) 0°; b) 45°.......... 75
Figura 5.2 - Mapas de instabilidade para a) caso i; b) caso ii; ¢) caso iii; d) caso iv............. 78
Figura 5.3 - Respostas temporais para 1500 RPM; a) Deslocamento do rotor na diregao
horizontal e b) deslocamento da ponta da palheta 1...........cccoooviiiiiiii 79
Figura 5.4 - Respostas temporais para 3000 RPM; a) Deslocamento do rotor na diregao
horizontal e b) deslocamento da ponta da palheta 1............ccoooviiiiiiiiii 79
Figura 5.5 - Respostas temporais para 2000 RPM; a) Deslocamento do rotor na diregao
horizontal e b) deslocamento da ponta da palheta 1............ccoooviiiiiiiii 80
Figura 5.6 - Respostas temporais para 2700 RPM; a) Deslocamento do rotor na diregao
horizontal e b) deslocamento da ponta da palheta.............ccccoooviiiiiiiii 80
Figura 5.7 - Diagrama cascata construido a partir dos graus de liberdade: a) Rotor - direcéao
horizontal; b) Rotor - Diregao vertical; c) Extremidade da palheta 1; d) Extremidade da
2211 11 = 12 PRSP 81
Figura 5.8 - Frequéncias determinadas através da transformacao de coordenadas multi-pas:

a) Referencial inercial; b) Referencial rotativo .............ccccceeiiiiiiiiicce e, 83



Xii

Figura 5.9 - FRF e coeréncia pararx: a)d =0 b)0 =45°% ..., 85
Figura 5.10 - FRF e coeréncia parary: a)0 = 0°% b)0 = 45° ... 86
Figura 5.11 - FRF e coeréncia para p1: @)0 = 0%, D)0 = 45° ... 86
Figura 5.12 - FRF e coeréncia para p2: @)0 = 0°; D)0 =45°. ....vniii i 87
Figura 5.13 - Modos de vibrar experimentais para o rotor em repouso a)0 = 0°; b)0 = 45°...88
Figura 5.14 - FRF e coeréncia para o rotor (6 = 45°) com a correia para a) r; b) p1............. 88
Figura 5.15 - Procedimento para estimar a velocidade angular ..., 89
Figura 5.16 - Respostas em frequéncia para medigdes em - Q=27Hz.............cceeeee... 91
Figura 5.17 - Respostas em frequéncia para medicdes emry-Q=27Hz............eeeeeeennn. 91
Figura 5.18 - Respostas em frequéncia para medigbes em p1- Q=2 7Hz.......cccccvuee. 92
Figura 5.19 - Respostas em frequéncia para medigdes em p2-Q=2,7Hz..........ccceeeen.n. 92
Figura 5.20 - Diagrama cascata para mediGOeS €M Ix.......coeuuuuiiiiieeeeiiiiiieaee e 93
Figura 5.21 - Diagrama cascata para mediGOeS €M Iy........ccceveeeeeiieeieiee e 93
Figura 5.22 - Diagrama cascata para mediCOES €M P1....ccceevvruiiiiiieeiiiieeiiiee e 94
Figura 5.23 - Diagrama cascata para medicOes €M Pa.......ccuvvuriiiiieeiiiiiiiiiiiee e 94
Figura 5.24 - Comparacéao entre as frequéncias naturais: a)ry; b)ry; C)p1; d)p2 «oeveeeeeeeeeeeennn. 97

Figura 5.25 - Erros relativos entre as frequéncias calculadas e identificadas

experimentalmente para as medigdes em ry- Q # O.......eueiiiiiiiiieiiiiiiiiiiiieeieieeeeeeeeeeeeeens 98



Xiii

LISTA DE TABELAS

Tabela 4.1 - Dimensdes dabancada ... 66
Tabela 5.1 - Frequéncias naturais e fatores de amortecimento para os dez primeiros modos
de vibrar do sistema em repousO - Q = 0..coeiiuiiiiii e 75
Tabela 5.2 - Frequéncias naturais e fatores de amortecimento estimados para os primeiros
seis modos de vibrar do sistema em repouso - Q =0 .....eceiiiiiiiiiiiiiiiee e 84
Tabela 5.3 - Comparagao entre as frequéncias naturais [Hz] para o sistema em repouso... 95
Tabela 5.4 - Comparagao entre os fatores de amortecimento para o sistema em repouso.. 96

Tabela 5.5 - Comparagéao entre as frequéncias do sistemaemry - Q# 0....cooevvvvvvveeeennennnnn. 98



LISTA DE SiMBOLOS

SIMBOLOS LATINOS

Api
bpi
by

JIbi
Jii

Knr

Area da secdo transversal das palhetas

Largura das palhetas

Largura do corpo colocado na extremidade das palhetas
Referencial inercial

Referencial rotativo com origem do centro do rotor
Referencial rotativo com origem na extremidade da palheta
Matriz modrominia

Amortecimento do suporte do rotor na diregao horizontal
Amortecimento do suporte do rotor na diregao vertical
Matriz de amortecimento (proporcional)

Distancia do centro de massa do rotor até o seu centro geométrico
Modulo de elasticidade das palhetas

Vetor de forgas

Vetor de forgas definido no referencial nao rotativo

Matriz devido ao efeito giroscopio

Matriz de amortecimento definida no referencial ndo rotativo
Aceleragéo da gravidade

Altura das palhetas

Altura do corpo colocado na extremidade das palhetas
Matriz identidade de dimenséo n

Representa uma palheta genérica

Momento de inércia do rotor

Momento de inércia de area das palhetas

Momento de inércia de massa do corpo na extremidade das palhetas
Matriz de rigidez

Matriz de rigidez definida no referencial n&o rotativo

Xiv



Qo
Qic
Qq1s
qd

L3
Ir-'c
Fem
Ir-'cm
Fpi
Ir-'pi
i
i
T,
Tpi

XV

Rigidez do suporte do rotor na diregao horizontal
Rigidez do suporte do rotor na diregao vertical

Matriz de autovetores a esquerda

Comprimento do elemento finito

Comprimento das palhetas

Comprimento do corpo colocado na extremidade das palhetas
Matriz de massa

Matriz de massa definida no referencial nao rotativo
Massa do rotor

Massa do corpo colocado na extremidade das palhetas
Massa do suporte do rotor na direc&o horizontal

Massa do suporte do rotor na diregéo vertical

Numero de palhetas

Forga normal atuante na posigao x; das palhetas

Funcgdes de forma

Matriz de zeros de dimenséo n

Vetor de graus de liberdade do sistema

Vetor de graus de liberdade do sistema com os graus de liberdade no refe-
rencial ndo rotativo

Grau de liberdade no referencial nao rotativo que origina o modo ciclico
Grau de liberdade no referencial nao rotativo que origina o0 modo progressivo
Grau de liberdade no referencial nao rotativo que origina o modo regressivo
Grau de liberdade no referencial nao rotativo que origina o modo diferencial
Matriz de autovetores a direita

Raio do rotor

Vetor posigéo do centro do rotor descrito no referencial inercial

Vetor velocidade do centro do rotor descrito no referencial inercial

Vetor posicado do centro de massa do rotor descrito no referencial inercial
Vetor velocidade do centro de massa do rotor descrito no referencial inercial
Vetor posigéo das palhetas descrito no referencial inercial

Vetor velocidade das palhetas descrito no referencial inercial

Vetor posicado do corpo na extremidade descrito no referencial inercial

Vetor velocidade do corpo na extremidade descrito no referencial inercial
Energia cinética devido ao movimento do rotor

Energia cinética devido ao movimento das palhetas



Tpi
Ti
ui

V:
Vi

Vi
Xn
Xi

Yn

Energia cinética devido ao movimento do corpo na ponta das palhetas

Matriz de transformacao do referencial B, para o referencial By,
Matriz de transformacao do referencial B, para o referencial By
Deslocamentos longitudinais da palheta

Energia potencial armazenada no suporte do rotor

Energia potencial armazenada devido a gravidade

Energia potencial armazenada nas palhetas

Deslocamentos transversais da palheta

Deslocamento do rotor na horizontal

Ponto genérico da palheta

Deslocamento do rotor na vertical

SiMBOLOS GREGOS

aj

B, B2
5a, 5f

Exx

0;

D(t,to)

Rotagao do ponto em que o corpo na extremidade é fixo na palheta
Coeficientes do amortecimento proporcional

Graus de liberdade axiais e transversais

Deformagéao das palhetas na dire¢ao longitudinal

Angulo entre as palhetas

Densidade das palhetas

Matriz de transigéo de estado

Posicdo angular do centro de massa do rotor

Posi¢ao angular do rotor

Velocidade de rotagdo ou velocidade angular

Aceleragéo angular

Vetor velocidade angular do centro do rotor descrito no referencial inercial

Vetor velocidade angular das palhetas descrito no referencial inercial

XVi

Vetor velocidade angular do corpo colocado na extremidade das palhetas

descrito no referencial inercial



XVii

SUMARIO
AGRADECIMENTOS ...ttt ettt e e et e e s ante e e e e neeee s viii
RESUMO ...ttt e e ae et e et e e e et e e e e iX
AB ST RACT .ttt h e h e e e e e bt e e e e e s re e e e X
LISTADE FIGURAS ...ttt et e bt e e e e e e Xi
LISTA DE TABELAS ...ttt ettt e e e e e e Xiii
LISTA DE SIMBOLOS ...ttt ettt en e e teneten e Xiv
SUMARIO ...ttt ee et te et e e ae e e te e tean e e XVii
CAPITULO I INtrOAUGEO ...ttt ee et eee s 20
CAPITULO 1I: ReVis80 BIbIOGrafiCa...........ccveueeeeeeeeee e 25
2.1 Modelos de sistemas MUIti-COrpoS .......co.uuuiiiiiiiiii e 25
2.2 Caracteristicas de sistemas variantes N0 tempo .........cccoeviiiiiiiiiiiicci e, 28
CAPITULO 11l: FUNAAMENLAGEO tEOMICA. ... vttt 31
3.1 Modelo matematico do sistema rotor palhetas ...........ccccccceeiiiiiiici e, 31
3.2 Solugao analitica das equagdes do MoVIMENtO ..........cevvuceiiiiiieiieiiiicee e, 49
3.3 Teoriade FIOQUEL......... e 57
3.4 Transformagao de coordenadas mMulti-pas ...........ccccovviiiiiiiiiiiiieeeeeeeee 59
CAPITULO IV: Procedimento EXPerimental.............ccooveiieeeeeeee e 65
4.1 Bancada de teSEES .......ciiiiiiiiiiiiiiiiieeieeee e 65
4.2 AQUISICA0 AOS SINAIS ....ieeeiiieiiiee e e e e e e e e e e e 68
4.3 Tratamento dOS dAOS .........eeuiiiiiiiiiiiiie e 69
CAPITULO V: RESUIAAOS ...ttt 74
5.1 ReSUItadOS NUMETICOS .......ceiiiiiiiiiiiiiiiiie e e e e e 74

5.2 Resultados eXperimentaiS...........uuuiiiiiiiiiieiee e 84



Xviii

5.3 Comparagao entre 0s resultados ............ccovviiiiiiiiiiiiii 95
CAPITULO VI CONCIUSAO. ...ttt ee e en s 100
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ........ooiieieeeeeeeeeee et n s 103



XiX

Pagina intencionalmente deixada em branco



CAPITULO |

Introducao

Nos ultimos anos é visivel o aumento da competitividade dos setores industriais,
sempre buscando novas melhorias. Dessa forma, é evidente o surgimento de novas tecno-
logias em diversos ramos da industria, sejam estas capazes de melhorar a qualidade, segu-
ranga e principalmente a sustentabilidade. Um exemplo é o desenvolvimento das turbinas
eodlicas ou aerogeradores, que utilizam o vento para colocar em rotagao as pas, que por sua
vez, sdo conectadas a um rotor. O rotor € ligado a um gerador, portanto a energia proveni-
ente do vento é convertida em energia elétrica. Um segundo exemplo s&o os rotores dos
helicépteros. Ao contrario da maioria das turbinas eélicas, nos helicopteros as pas estao
acopladas horizontalmente a um rotor. Este fato permite estas aeronaves a realizarem pou-
sos e decolagens verticalmente, o que possibilita a sua utilizacdo em areas congestionadas
e locais de dificil acesso.

Para facilitar a concepgao destas maquinas com eficiéncia, € interessante conhecer
o0 comportamento dos seus componentes, por exemplo, conhecer pardmetros relacionados
as vibracbes destes sistemas, como as frequéncias naturais e os modos de vibrar. Basica-
mente, as frequéncias naturais sdo aquelas que fazer os corpos entrarem em ressonancia,
isto é, apresentarao maiores amplitudes de vibracdo, o que nao ¢é ideal para a vida dos
componentes da maquina. Enquanto os modos de vibrar sdo basicamente a “forma” com
que as estruturas irao se movimentar se estdo vibrando nas frequéncias naturais. Estes pa-
rametros podem ser determinados experimentalmente ao aplicar uma for¢ca na estrutura e
mensurar seus sinais de vibracdo. No entanto, este procedimento nem sempre € trivial, e é
dificultado quando os sistemas estdo em operagdo. Uma alternativa é construir modelos
matematicos (MUSZYNSKA, 1995), ou seja, sao utilizadas equagbes matematicas para
descrever o comportamento de sistemas mecanicos, e ao soluciona-las pode-se estimar os

parametros como as frequéncias naturais.
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Assim, neste contexto de construir modelos analiticos que tentam representar o
comportamento real de maquinas, este trabalho se encaixa, uma vez que visa estudar o
comportamento dindmico de um sistema mecéanico com varios corpos onde ha o acoplamen-
to de um rotor com quatro pas, tentando representar de uma forma bastante simplificada
estruturas semelhantes as turbinas edlicas mostradas na figura 1.1(a). Entdo um modelo
matematico sera desenvolvido e comparado com dados extraidos experimentalmente com o
intuito de verificar a confiabilidade do modelo proposto. Apesar das obvias diferencas entre

uma turbina edlica e o sistema mecanico que sera estudado nesta dissertacdo, ambos com-

partilham muitos efeitos dindmicos.

a) Turbina edlica b) Helicoptero

Figura 1.1 - Exemplos onde ha o acoplamento de um rotor com pas

Durante a construgcao do modelo deve-se tomar alguns cuidados para que os efeitos
dinAmicos importantes sejam corretamente representados, um exemplo é a classificacao
dos corpos que compde o sistema em copos rigidos ou flexiveis. Os primeiros sao corpos
cujas deformagbes sao despreziveis, ja os segundos apresentam deformagdes considera-
veis. O sistema que sera estudado € mostrado na figura 1.2, sendo que pode ser dividido
em cinco corpos, o rotor e as quatro palhetas (pas). Neste trabalho, o rotor sera considerado
um corpo rigido, modelado por uma massa e uma suspensao (rigidez), enquanto as quatro
pas (palhetas) serdo consideradas como corpos flexiveis, portanto suas deformagdes nao
sédo desprezadas. Caso as deformagbes sejam modeladas corretamente uma caracteristica
interessante aparece: o enrijecimento centrifugo, que representa um aumento da rigidez dos
corpos flexiveis com o aumento da velocidade angular, portanto € esperado que as frequén-
cias naturais destes corpos aumentem com a rotagdo. Outra caracteristica peculiar é que

geralmente nestes sistemas que os graus de liberdade das pas, sejam mensurados em um
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referencial rotativo, em outras palavras, os deslocamentos (ou aceleragdes) da ponta de
uma pa, sao medidos em relacido a propria pa, que geralmente esta girando, enquanto os

graus de liberdade dos corpos rigidos sao medidos em relagdo a um referencial inercial.

&= - : B | - : .‘-'ﬂ‘hp

Figura 1.2 - Sistema que sera estudado.

Do ponto de vista tedrico, esta diferenga entre os referenciais € modelada de forma
que as matrizes da equagdo do movimento se tornam variantes no tempo. Segundo Santos
(2004) o fato de o sistema ser variante no tempo pode levar ao surgimento das vibragdes
paramétricas, que sdo bem evidentes quando o sistema apresenta velocidade angular, isto
€, pode-se identificar no dominio da frequéncia picos cujas frequéncias sdo combinagdes
entre as frequéncias naturais do sistema e multiplos da velocidade de rotagao.

Tendo em mente todos estes fatos, o modelo matematico apresentado neste trabalho
consiste em um rotor, considerado rigido, modelado por um sistema massa mola com dois
graus de liberdade que realiza movimento no plano, portanto pode movimentar na diregao
horizontal e na direcao vertical, e é acoplado a quatro palhetas flexiveis que apresentam
movimento apenas no plano de rotac&o do rotor.

Para extrair informacdes do modelo matematico, este sera simulado numericamente
para diferentes velocidades de rotagao, assim obtém-se os parametros do sistema como as
frequéncias naturais e modos de vibrar. Em seguida estes resultados numéricos serao com-
parados com os resultados obtidos a partir de experimentos realizados em uma bancada de
testes. Através desta comparacao é possivel verificar a capacidade do modelo de reproduzir
a realidade, além de apontar as limitagdes do modelo.

Para facilitar a leitura, este trabalho sera dividido em capitulos. O capitulo seguinte,
que é o capitulo ll, apresenta uma revisao bibliografica sobre a modelagem matematica de

sistemas rotor-palhetas, e as técnicas encontradas na literatura para realizar a analise mo-



23

dal destes sistemas. Ja o capitulo Il traz toda a parte tedrica do trabalho, é nele que sera
desenvolvido o modelo matematico do sistema, bem como outros conceitos que serao uteis
ao longo do trabalho. Em seguida, o capitulo IV é destinado sobre a bancada experimental
utilizada e é nele que sera explicado como foi feita a aquisicao e o tratamento dos dados. O
capitulo V é reservado para a apresentacédo dos resultados. Primeiramente serdo mostrados
os resultados numéricos, seguidos pelos resultados experimentais e depois, para finalizar
uma comparagao entre ambos sera feita. Finalmente, o capitulo VI sintetiza as conclusdes
obtidas ao longo deste trabalho, apontando novas perspectivas para quem sabe outros tra-

balhos.
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CAPITULO Il

Revisao Bibliografica

Este capitulo apresenta uma revisdo na literatura sobre as técnicas de modelagem
de sistemas multi-corpos, onde ha o acoplamento entre corpos rigidos e flexiveis, levando
em consideragao os principais efeitos e ainda discorrera um pouco algumas caracteristicas

de sistemas que sdo variantes no tempo, como o que € estudado neste trabalho.

2.1 Modelos de sistemas multi-corpos

O sistema estudado neste trabalho é constituido de um rotor rigido com quatro palhe-
tas flexiveis conectadas e sujeitas a rotacdo. Portanto, as deformacdes das palhetas nao
sdo despreziveis. Saracho (2002) explica que o movimento de rotacdo acopla com as de-
formacgobes elasticas das palhetas, tendo um efeito que resulta no aumento da frequéncia
natural das palhetas ao aumentar a velocidade de rotagao. Efeito recebe o nome de enrije-
cimento centrifugo. A influéncia que as deformagées da palheta tém em seu comportamento
dindmico é bem retratada na literatura.

Por exemplo, Craig (1963) conseguiu caracterizar o enrijecimento centrifugo utilizan-
do termos nao lineares de segunda ordem para calcular a deformagéo de uma viga girante.
Anderson (1975) apresentou diversos modelos matematicos para vigas sujeitas a rotagao.
No trabalho, o autor discute que ao considerar apenas os termos lineares no modelo, foi
observada uma redugao nas frequéncias naturais da viga com a rotagdo. Assim, o autor
concluiu que é preciso levar em consideragcdo os termos de deformacdo nao lineares no
modelo. O mesmo autor propde uma forma de linearizar as equagbes do movimento através

da solucéo do problema de tensao inicial.
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Putter e Manor (1978) criaram um modelo matematico que permite estudar o efeito
que uma massa colocada na ponta de uma viga girante causa em suas frequéncias naturais.
Os autores mostraram que é preciso considerar uma variagao parabdlica para o calculo da
forca axial a fim de modelar o enrijecimento centrifugo corretamente. Hoa (1979) e Hoa
(1980) também estudaram uma viga flexivel com uma massa na ponta. No modelo matema-
tico da viga, que foi discretizado em elementos finitos, foram considerados os termos nao
lineares de deformagao. O aumento das frequéncias naturais da viga com a velocidade an-
gular foi identificado nestes trabalhos.

Simo e Vu-Quoc (1986) apresentaram a analise dindmica de uma viga flexivel em ro-
tacdo sujeita a grandes deslocamentos. Os autores ressaltam que as equagdes do movi-
mento para vigas em rotagdo normalmente sdo descritas nos referenciais rotativos, mas
mostram que ao descrever os movimentos no referencial inercial, as equagdes do movimen-
to podem ser simplificadas. Em relacdo aos termos de deformacgao, os autores utilizaram
termos nao lineares para poder representar o enrijecimento centrifugo. Na segunda parte do
trabalho, Simo e Vu-Quoc (1986) mostraram a implementacdo numérica das equagdes do
movimento, feita através do método dos elementos finitos.

Kane (1987) analisou o movimento de uma viga flexivel engastada em uma base.
Além da rotagao da viga e de sua base, o sistema em estudo permitiu que a base realizasse
movimentos de translagdo no espago. As equagdes do movimento foram obtidas conside-
rando termos néo lineares de deformacao. Em seguida, os autores aplicaram uma lineariza-
¢ao no modelo, a fim de simplifica-lo, mantendo o enrijecimento centrifugo presente.

Simo e Vu-Quoc (1987) compararam diferentes modelos matematicos para uma viga
flexivel em rotagdo. No primeiro modelo, as equagdes do movimento foram determinadas
utilizando termos lineares de deformagao. No segundo, termos nao lineares de segunda
ordem foram considerados para descrever a deformacao das palhetas. No terceiro modelo,
todos os termos nao lineares foram empregados no calculo da deformagéo. Os resultados
dos autores sdao semelhantes aos de Anderson (1975), pois mostram que ao considerar
apenas termos lineares de deformacgao, notou-se a redugao das frequéncias naturais da viga
com o aumento da rotagédo, enquanto os modelos néo lineares foram capazes de represen-
tar corretamente o enrijecimento centrifugo.

Outros trabalhos que também comprovam este fato sdo Saracho (2002) e Santos
(2004). Saracho (2002), em sua tese de doutorado, desenvolveu trés modelos matematicos
para um sistema mecanico composto por um rotor rigido com quatro vigas flexiveis. As
equagdes do movimento foram obtidas a partir das equacdes de Newton-Euler-Jourdain. A
diferencga entre os modelos é relacionada com a quantidade de termos n&o lineares que séo

utilizados na determinacdo da deformacgédo das vigas. O primeiro levou em consideragao
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apenas os termos de deformacao lineares, o segundo modelo foi construido com os termos
ndo lineares de segunda ordem e o terceiro modelo com todos os termos sendo néo linea-
res. Nos trés modelos a autora chegou em equagdes do movimento cujas matrizes eram
variantes no tempo e periddicas, sendo que o segundo e terceiro modelos, ou seja, aqueles
que consideraram os termos néo lineares durante o equacionamento, apresentaram resulta-
dos muito semelhantes para as condi¢coes analisadas e ambos foram validados experimen-
talmente. Outro ponto destacado pela autora sobre os corpos flexiveis diz respeito a imple-
mentagcdo numérica das equacdes do movimento. Dois métodos sdo destacados, o método
dos modos assumidos e o método dos elementos finitos.

No método dos modos assumidos, os deslocamentos da estrutura sdo aproximados
por fungdes que podem ser fungdes polinomiais ou familia de auto-fungdes, que sao fungdes
matematicas que representam os primeiros modos de vibrar da estrutura. Este método tem
a vantagem de ser capaz de gerar modelos com poucos graus de liberdade. Portanto, ndo
possui custo computacional muito elevado. Ja o método dos elementos finitos consiste em
dividir a estrutura em um numero finito de elementos que séo conectados entre si por nos,
sendo que dentro de cada elemento o deslocamento da estrutura é aproximado por fungdes
matematicas, geralmente, fungdes polinomiais. A representatividade deste método esta re-
lacionada com a quantidade de elementos usados na discretizagdo da estrutura e dos tipos
das fung¢des que sao utilizadas para aproximar o deslocamento da estrutura dentro do ele-
mento considerado. No entanto, uma desvantagem deste método esta relacionada com o
custo computacional. Modelos discretizados em elementos finitos apresentam muitos graus
de liberdade (SARACHO, 2002).

Na literatura existem trabalhos que empregam ambos os métodos e que apresentam
resultados coerentes. Por exemplo, Christensen (2004) realizou o controle de vibragao de
um sistema semelhante ao modelado por Saracho (2002), sendo que o modelo matematico
foi determinado a partir do método dos modos assumidos. Moraes (2019) apresentou um
estudo de um modelo de um aerogerador excitado por ventos turbulentos, no qual o modelo
do aerogerador foi criado assumindo que o deslocamento das pas € modelado a partir do
somatorio de fungdes senoidais. Rasmussen (2019) comparou diferentes formas de analise
modal de um sistema rotor-palhetas. O modelo matematico foi obtido utilizando o método
dos modos assumidos. Ja em relagao a discretizagdo em elementos finitos, os ja citados
trabalhos de Putter (1978) e Hoa (1979) utilizaram este método para determinar as matrizes

da equagao do movimento de uma viga girante acoplada a uma base.
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2.2 Caracteristicas de sistemas variantes no tempo

Deve ter ficado claro que o enrijecimento centrifugo € uma caracteristica importante
do sistema em estudo. Outra caracteristica é o fato de o sistema ser variante no tempo, ou
seja, suas propriedades, como, por exemplo, os modos de vibrar, variam no tempo quando
ha a presenca da rotacdo. No modelo matematico, esta caracteristica é representada pelas
matrizes da equagéo do movimento serem fung¢des temporais.

Irritier (1999) demonstrou através da obtengéo das de resposta em frequéncia anali-
ticas que quando sistemas do tipo rotor palhetas sao excitados por uma forga harménica, a
sua resposta de vibragdo possui uma série de frequéncias que sdo combinacdes entre as
frequéncias naturais do sistema com multiplos da velocidade de rotagao, caracteristica essa
que nao acontece nos sistemas invariantes no tempo (ZADEH, 1963; IRRITIER, 1999).

No dominio do tempo, a teoria de Floquet (FLOQUET, 1883) mostra qual é a forma
da solugcdo de uma equacao diferencial de primeira ordem com coeficientes variantes no
tempo e periédicos. Esta teoria envolve o calculo da matriz de transicdo de estado do siste-
ma em um periodo, que posteriormente pode ser utilizada para transformar o sistema vari-
ante no tempo em um sistema invariante. Embora esta teoria possua uma base teérica mui-
to forte, ela n&o explica como calcular a matriz de transicao de estado para um sistema vari-
ante no tempo e periddico. Friedmann (1977) e Meirovitch (1988) mostraram que uma ma-
neira de encontrar esta matriz é solucionar a equagdo do movimento no formato de primeira
ordem para 2n condigdes iniciais, onde n € o numero de graus de liberdade do sistema. A
matriz de transicao é determinada considerando que cada uma das n solugées € uma colu-
na da matriz de transicéo.

E evidente que este método é oneroso computacionalmente, e com o objetivo de re-
duzir este custo o autor propde uma maneira de encontrar esta matriz utilizando um passo
de integracdo ao invés de n, mas o custo computacional é ainda consideravel. Friedmann
(1986), se inspirando em Hsu (1974), mostrou que € possivel aproximar a matriz de transi-
¢ao como um produto de matrizes exponenciais. O método consiste em dividir o periodo em
pequenos intervalos, nos quais o sistema é considerado invariante. Mesmo assim, a deter-
minag¢ao da matriz de transicdo ainda representa um desafio. Diferentes formas de aproxi-
mar a matriz de transi¢gdo podem ser encontradas no trabalho de Peletan (2013).

Devido a esta dificuldade de aproximar a matriz de transi¢ao, grande parte dos tra-
balhos encontrados na literatura aplicam a teoria de Floquet em sistemas que possuem
poucos graus de liberdade. Por exemplo, Stol (2002) realizou a analise modal de um modelo
de uma turbina edlica com 13 graus de liberdade através da teoria de Floquet. Skjoldan

(2009) utilizou a teoria de Floquet para encontrar as frequéncias naturais de um modelo de
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turbina edlica com cinco graus de liberdade e comparou os resultados obtidos com outro
meétodo, a transformacao de Coleman. O autor concluiu que a transformacao de Coleman é
um caso particular da teoria de Floquet quando as pas da turbina sao idénticas e igualmente
espacadas ao redor do rotor.

A transformagéo de Coleman foi desenvolvida por Coleman (1943) com o objetivo de
estudar o fendbmeno de ressonancia solo em helicopteros. Este método também pode ser
encontrado na literatura como transformacéo de coordenadas de Fourier, como em Johnson
(1980), e transformacao de coordenadas multi-pas, como em Bir (1997) e Bir (2008).

Johnson (1980) traz uma explicagao detalhada do método, que consiste em uma
transformagéo de coordenadas, na qual os graus de liberdade definidos no referencial rotati-
vo, geralmente os graus de liberdade das pas, passam a ser definidos no referencial fixo.
Assim, os movimentos das pas sao representados como um todo ao invés de representar o
movimento das pas individuais (JOHNSON, 1980; BIR, 2008). Uma vez que os graus de
liberdade sao transformados para o referencial fixo, é possivel realizar a analise modal tradi-
cional para encontrar os parametros modais.

Segundo Bir (2008), para um rotor com trés pas, os graus de liberdade que represen-
tam um modo de flexdo da pa isolada irdo definir trés novos modos de vibrar: coletivo, pro-
gressivo e regressivo. No primeiro, as pas do rotor apresentam movimento simétrico, en-
quanto nos outros dois modos, 0 movimento das pas é assimétrico. No modo progressivo, o
sentido da rotacido do centro de gravidade do rotor é a mesma da rotagcao do sistema. No
modo regressivo, acontece o contrario (JOHNSON, 1980).

Esta analise para um rotor com quatro pas ¢ feita por Bir (1997). A Unica diferenga é
que um modo de flexao origina quatro modos, ou seja, além dos trés ja citados, existe o0 mo-
do diferencial, que segundo o autor € um modo reactionless, isto €, este modo nao € afetado
pelo movimento da base da turbina, e as pas tem movimento assimétrico.

Johnson (1980) e Bir (1997) também comentam sobre a relagéo das frequéncias que
esses novos modos tém com a frequéncia natural de uma pa. De acordo com os autores, se
o rotor for considerado rigido, os modos coletivo e diferencial terdo frequéncias proximas da
frequéncia natural da pa, enquanto que as frequéncias dos modos progressivo e regressivo
serdo a soma da frequéncia natural da pa com a velocidade de rotacdo e a subtragao entre

frequéncia natural da pa e a velocidade de rotacgéo.
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CAPITULO Il

Fundamentacgao tedrica

Este capitulo mostra como foi construido o modelo matematico do sistema rotor pa-
Ihetas, ou seja, como foi considerado um rotor rigido acoplado a quatro palhetas flexiveis.
Desta forma, apenas as deformacgdes das palhetas foram levadas em consideragcdo no mo-
delo. Também, algumas caracteristicas de sistemas variantes no tempo sdo abordadas nes-

te capitulo.

3.1 Modelo matematico do sistema rotor palhetas

O sistema rotor-palhetas que € modelado esta ilustrado na Fig. 3.1, sendo que é
composto por quatro palhetas flexiveis acopladas em um rotor rigido. O rotor de massa m,, e
raio r, € colocado em um suporte com massas m, € my, (as massas sao de fato diferentes),
rigidezes kx e k, e amortecimentos cx e ¢y, que permitem o movimento do rotor em dois
graus de liberdade, deslocamentos na horizontal, xs, € na vertical, y»,. Acopladas ao rotor
estdo quatro palhetas (i = 1, 2, 3, 4), cujas propriedades sao: densidade p», médulo de elas-
ticidade Ep, comprimento Ly, largura by € altura hy.. Nas extremidades das palhetas s&o co-
locados corpos rigidos de massa my, com comprimento, largura e altura Ls, by, € hy, respec-
tivamente. O objetivo da inclusdo dessas massas nas pontas das palhetas é potencializar o
efeito da inércia das palhetas, visto que estas sédo bastante delgadas. Tanto o rotor quanto
as palhetas tém velocidade angular Q. Deve-se ressaltar que cada palheta possui secao
transversal retangular e todas foram fixadas no rotor de forma que ndo ha nenhum angulo
de pré-torgao (pre-twist). Portanto, as palhetas também apresentam movimento apenas no
plano XY, representado aqui pelos graus de liberdade x1, x2, X3 € x4. Os movimentos angula-

res do rotor ndo foram levados em consideragdo no modelo.
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Figura 3.1 - llustragdo do modelo matematico do sistema (Adaptado de Saracho (2002)).

Como é um sistema com varios corpos, as equagdes do movimento resultante serao
equagdes com o acoplamento dos movimentos dos corpos rigido e flexiveis. Nesta disserta-
¢ao, as equagdes do movimento serdo determinadas pelas equagdes de Lagrange. Assim,
deve-se calcular as energias potencial e cinética do sistema, e para isso, € necessario defi-
nir os vetores posigao e velocidade dos corpos. Portanto, é preciso escolher os referenciais
de forma adequada para que os movimentos sejam descritos corretamente. Os referenciais
adotados neste trabalho foram os mesmos referenciais utilizados nos trabalhos de Saracho
(2002) e Santos (2004), sao eles:

e O referencial inercial B,.

o O referencial B, que gira com a mesma velocidade angular do rotor (£2), cuja origem
€ no centro do rotor.

e O referencial B que é fixado no ponto de contato entre as palhetas e o corpo em sua

extremidade e é solidario ao movimento do corpo na ponta.

Estes referenciais utilizados para definir os vetores posicdo dos trés corpos estao
ilustrados na Fig. 3.2.
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Figura 3.2 - Referenciais utilizados (Adaptado de Saracho (2002)).

Com os referenciais estabelecidos, o proximo passo € definir as matrizes de trans-
formagao de coordenadas. A matriz T, permite passar um vetor descrito no referencial iner-
cial B para o referencial By, € a matriz Ty € capaz de transformar um vetor no referencial By,

em um vetor no referencial By

cos(d; +¢(t)) sen(d; +4(t)) O
T, =|-sen(, + 4(t)) cos(6, +4(t)) O (3.1.a)
0 0 1

cos(a;(x;,t)) sen(a;(x;,t)) O
T, =|-sen(e;(x;,t)) cos(e;(x;,t)) O (3.1.b)
0 1

onde g(t) é a posigao angular do rotor, 6; € o angulo entre as palhetas, considerando a pri-
meira palheta na posi¢ao horizontal, logo, 6 = 0, 62 = /2, 6; = n € 04 = 3n/2, e ai(x;t) é a ro-
tacdo do ponto em que o corpo na extremidade € fixo na palheta.

Assumindo pequenas rotagbes € possivel considerar a seguinte aproximagao:

cos(ai(x;,t)) = 1 e sen(aix,t)) = ai(x;t). Dessa forma:
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1 a;(x;,t) 0
Ty =|-a;(x;.t) 1 0 (3.1.c)
0 0 1

Seja b; um vetor no referencial inercial. Este vetor nos referenciais By e B pode ser

calculado por:

b =T

pi i pil

b, (3.2.a)

0 =TT, /b (3.2.b)

tilpil

A transformacgao inversa, ou seja, passar um vetor dos referenciais rotativos para o

referencial inercial, é dada por:

b, =T," b, (3.2.c)

pi i

b, (3.2.d)

Ibi = TpiTTtiT Vi
Pela Fig. 3.2, o vetor posi¢cao do centro do rotor é dado por:

ro={%, v, O (3.3.a)

Ja o vetor posi¢do de um ponto genérico x; na palheta e o vetor posi¢cao do centro de

massa do corpo na extremidade da palheta s&o, respectivamente:

(X)) ={r+x, +u(x;,t) v,(x,t) O}T (3.3.b)

i =in 0 0} (3.3.0)

onde u; e v; sdo, respectivamente, os deslocamentos longitudinais e transversais de um pon-
to genérico x; localizado na palheta; ri € a posicdo do centro de massa do corpo conectado

na ponta de cada uma das palhetas. Neste trabalho é adotado que r; = L4i/2.
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Os vetores ,irpi € ¢ nas Eqgs. 3.3 estdo nos referenciais rotativos e para passa-los pa-
ra o referencial inercial sdo utilizadas as matrizes de transformagao de coordenadas mos-

tradas na Eqgs. (3.4).

(X)) =1, + TpiT pili (X;) (3.4.2)

=+ TpiT oilpi (Ly;)+ Tp/T TtiT iV (3.4.b)

Substituindo as matrizes de transformacéo nas Egs. 3.4 e realizando as simplifica-
¢Bes adequadas, chega-se nos vetores abaixo mostrados nas Egs. 3.5. Por conveniéncia,
com a finalidade de simplificar a apresentacdo das equacdes, as variaveis dependentes co-
mo t e x; serao omitidas do equacionamento para os termos que representam os desloca-

mentos de um ponto genérico da palheta.

X, +(r + x;)cos(6; + ¢)+u; cos(g, + ¢)—v,sen(d, + ¢)
i (X)) =3y, +(r +x;)sen(d, + ¢) + u;sen(6, + @) + v, cos(b, + ¢) (3.5.a)
0

Xy +(r + Ly +1;)c08(6; + @) + u; cos(6; + ¢) —v;sen(6, + ¢) — o;rysen(6; + ¢)
Ny =1Yn +(r+ Ly, +1;)sen(0, + )+ u;sen(d, + ¢) + v, cos(0, + ¢) + a;r,cos(6; + ¢) (3.5.b)
0

Como os vetores posicao estdo descritos nos referenciais inerciais, é possivel deriva-
los em relacédo ao tempo e encontrar os vetores velocidades sem que ocorra a perda de in-

formacoes:

X, —Q(r + x;)sen(d, + ¢) + u,cos(6, + ¢) —u,Qsen(d, + ¢)
—v;sen(d, + ¢)—v,Qcos(b; + ¢)

by =4, + QT + X,)008(6, + §) + U;5en(8, + ¢) + U, QcOS(6, + §) (3.6.2)
+V, cos(6; + ¢)—v,Qsen(b; + ¢)
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X, —Q(r +L,; +r;)sen(6; + @)+ u; cos(0. + ¢)—u,Qsen(b; + ¢)
—V;sen(6, + §) —v,Qcos(6); + §) — dyr;sen(d, + ¢) - a;r,Qc08(6, + §)

B =3V, +Qr +L,; +1,)cos(6; + )+ u.sen(d; + @)+ u,Qcos(b, + ¢) (3.6.b)
+ Vv, cos(0. + ¢)—v,Qsen(b; + @)+ a,r,cos(0. + ¢) — a;r,QQsen(d, + ¢)

Em um procedimento analogo ao adotado para as velocidades lineares, define-se as

velocidades angulares do rotor, das palhetas e das massas na ponta das palhetas, respecti-

vamente:

Q. ={0 0 O (3.7.a)
2y (x)={0 0 a;(x, 1)} (3.7.b)
2 =10 0 gLy, b)) (3.7.c)

No referencial inercial,

Q%)= 2 +T) Q. (x;) (3.8.2)
12y =12 + T[Ii pi i (L )+ T;'TﬁT i 24 (Lyi) (3.8.b)

Apos fazer as devidas substitui¢des,

Q,(x)={0 0 Q+a(x,t) (3.9.a)

IQﬁZ{O 0 Q+di(Lbi’t)}T (3.9.b)

E muito comum em maquinas rotativas que haja um desbalanceamento no rotor, isto
€, o centro de massa do rotor ndo coincide com o seu centro geométrico. Neste trabalho, o

desbalanceamento foi considerado como uma excentricidade, conforme mostra a Fig. 3.3.
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#(t), 2=9(t), 2= (1)

—————>

oy

B,l ;Hli

Figura 3.3 - Desbalanceamento no rotor.

Neste caso, uma massa m, fica a uma distancia d do centro geométrico do rotor e faz
um angulo ¢ com o eixo horizontal. O vetor posi¢cao do centro de massa pode ser escrito no

referencial inercial da seguinte forma:

X, dcos(p + ¢(t))
Fom =1Yn ¢+ 05€N( + ¢(1)) (3.10.a)
0 0

Derivando a Eq. (3.10) em relagéo ao tempo tem-se a velocidade do centro de mas-

sa do rotor, tem-se:

X, —Qdsen(¢ + ¢(t))
iFom =1V +Qdcos(p + ¢(t)) (3.10.b)
0

Com todos os vetores velocidades definidos € possivel calcular a energia cinética do
sistema, que sera a soma de trés contribui¢des: a energia cinética devido ao movimento do
rotor, T,, a energia cinética relacionada ao movimento das palhetas, T,;, € a energia cinética
devido ao movimento das massas na ponta das palhetas, Ty, (Eq. (3.11.a), Eq. (3.11.b) e Eq.

(3.11.c), respectivamente):
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1 .o 1 1 1 2
T,:Emmxh +§mryyh +2mu,rcm,cm+2JQ (3.11.a)
4 Ly
T, =Y jpb, ot 1 (X ) B (X)X, + = jpb,Jb,,QT( 1)/, (x; )dx; (3.11.b)
i=1
4 1 ;
Tt/ Z m L I' +2Jb/lQp/lQ (3110)
T=T+T,+T, (3.11.d)

onde Ay, Jvi € Jii sao respectivamente a area da secao transversal das palhetas, o momento

de inércia das palhetas e o momento de inércia de massa na ponta

hy” J = my(Ly* +hy°)
ti 12

Abi:bbihbi’ Jbi: 12

(3.12)

A energia potencial também pode ser dividida em trés diferentes parcelas: a energia
potencial armazenada no suporte do rotor, V,, a energia potencial devido a deformacao das
palhetas, Vi, e a energia potencial gravitacional V,. A energia armazenada na fundagao do

rotor é a energia potencial elastica das molas que compde a fundacgao:
T, .2, 1, 2
\/,=§kxxh +§kyyh (3.13)

Conforme mencionado, é preciso que os termos nao lineares da deformacao da pa-
Iheta sejam levados em consideragao para que o modelo possa representar fielmente o sis-
tema real. Saracho (2002) comparou diferentes modelos matematicos para um sistema rotor
palhetas e validou experimentalmente um modelo com deformagbes nao lineares de segun-
da ordem. Assim, nesta dissertacdo de mestrado apenas os termos nao lineares de segunda
ordem serao levados em consideragéo no calculo da energia de deformagao das palhetas.
O desenvolvimento é realizado genericamente para uma palheta i, podendo ser aplicado
para as demais. E importante ressaltar que pelo fato de as palhetas serem delgadas, a de-
formacéao devido aos esforgos cortantes nao sera levada em consideragao.

Segundo Przemieniecki (1968), a deformacgéo na direcao normal a sec¢ao transversal

da palheta é dada por:
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u,  du; 1(ov,
- L4 3.14
o T ox, Y ox;> Z(GX ] (314)

onde u e v sdo os deslocamentos nas diregcdes longitudinal e transversal, respectivamente, e
y €é distancia vertical de um ponto genérico da sec¢ao transversal até sua linha neutra. Entao

€ possivel calcular a energia de deformagao na diregdo normal como:

vV, = E7b e, 2dVol (3.15)

pi
Vol
sendo Vol o volume e E, o modulo de elasticidade do material que constitui as palhetas.

Substituindo a deformacao calculada pela Eq. (3.14) na Eq. (3.15) e expandindo os termos

resultantes, tem-se:

LH[ ] dA,dx, — bl ijza“ o, ydA, dx.

0 Ay 0X; 0X; w2
Lf J [ ] aA,dX; LI I { j yaA,dx; (3.16)
0 Ab,
LjZJ'[ j 2dAb,dx +—2L LjZJ. ( J dA,dx;
0 Ay 0 Ay

Desprezando o termo nao linear de quarta ordem na Eq. (3.16) e considerando as

seguintes relagdes:

[2dA, =2A,vz [ ydA, =0, [y?dA, =, (3.17)
Ay Ay

Ap

a equacao da energia de deformagao na diregéo longitudinal é simplificada para:

Ly; 2 Ly 2 2 Ly 2 2
v, :%J ou; dx, +MI 6_‘/2' dx, +—2b Eoi Ay I ou, | ov dx; (3.18)
2 y\ox 2 S \ox 2 40X 6x,

Na Eq. (3.18) os dois primeiros termos sdo os termos que representam a energia de

deformagéo devido ao alongamento na diregdo longitudinal e devido a flexdo, respectiva-
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mente. O terceiro termo, que € um termo nao linear de segunda ordem, representa o aco-
plamento das deformacgbes nas dire¢cdes longitudinal e transversal. Este termo pode ser

simplificado a partir do problema de tensao inicial, onde N é a forca normal:

o= NX) (3.19.a)
Abi
De acordo com a Lei de Hooke, a tensao normal é dada por:
ou,
o=E, —- 3.19.b
bi aX ( )

Ao combinar as Egs. (3.19), chega-se na seguinte expressao para a variagao da de-

formacéao na direcao longitudinal:

9u; _ N(x;)
ox;  EnA,

(3.20)

Substituindo a Eq. (3.20) no termo nao linear da energia de deformagéo, esta parcela

fica em fungdo da forgca normal que atua nas palhetas. Assim,

Ly 2 Ly 2 2 Ly 2 2
v, =Bt [ Q) gy o ot LV g DT )| 2|, (3.21)
2 9 2 5o 23 OX;

A ultima contribuicdo para a energia potencial do sistema é a energia potencial gravi-
tacional, sendo que é composta por uma parcela devido ao movimento das palhetas, outra

pelo movimento das massas na extremidade e pelo movimento do rotor:
4 | Ly
_ T T T
Vy=m, g o+ Z _[ PoiPui 19 (T (X)X, +my g 1y (3.22)
i=1| 0o

onde /g é o vetor que representa a aceleragéo da gravidade, com g = 9,81 m/s?.

9=1{0 -g 0} (3.23)
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Logo, a energia potencial total é calculada somando as Egs. (3.13), (3.18) e (3.30):
4
V=V, +>V,+V, (3.24)
i=1

Para facilitar a implementagcdo numérica, os deslocamentos das palhetas do sistema
em estudo foram discretizadas utilizando o método dos elementos finitos. Neste caso, cada
elemento finito (teoria de vigas de Euler-Bernoulli) contém dois nos, de forma que cada nd
possui trés graus de liberdade. A Fig. 3.4 mostra o elemento finito e os graus de liberdade

considerados.

A
A 4

L

Figura 3.4 - Elemento finito e os graus de liberdade em cada né.

Os graus de liberdade do elemento finito sédo divididos em axiais, da, € transversais,

or. Os deslocamentos dos nds do elemento finito sdo organizados nos seguintes vetores:
s,={U, U} (3.25.a)
5=V, 6, Vo 6,4 (3.25.b)

As velocidades associadas s&o dadas por:

8,={U, U,.)' (3.26.a)
5f:{vn gn vn+1 énﬂ}-r (326b)

Dentro de um elemento, os deslocamentos sao aproximados segundo fungbes poli-

nomiais dadas por:



u;, =N,(x)5,
v, = Ny (x)o;
ov;, ON,(x)
e O
oX oX

Analogamente, as velocidades sao obtidas da seguinte forma:

u, =N,(x)o,
v, = Ny (x)o;
ov, AN (x) .
e O
15).4 15).4

onde Ns(x) e Nix) sao as fungdes de forma:

X X
Na(X)={1—Z Z}

NAX):{1_7?_+ B T EE

O vetor que representa os graus de liberdade do sistema é dado por:

q:{Xh Yh 5a 5f}T

q:{xh Yn 5a 5f}T
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(3.27.a)

(3.27.b)

(3.27.c)

(3.28.a)

(3.28.b)

(3.28.c)

(3.29.a)

(3.29.b)

(3.30.a)

(3.30.b)

Como os deslocamentos foram discretizados em elementos finitos, a forga normal,

que depende dos deslocamentos, ndo sera constante ao longo da palheta. A forma com que
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a forga centrifuga foi discretizada é baseada no trabalho de Hoa (1979). A Fig. 3.5 ilustra o

sistema em estudo com as palhetas discretizadas em elementos finitos.

L? .
[ [1x,
jL

1

R

il

Figura 3.5 - Esquema do calculo da forca normal (Adaptado de Hoa (1979)).

Considerando um elemento j genérico em qualquer uma das palhetas, a forga normal
atuante neste elemento € a contribuicdo da forga centrifuga e da forca da gravidade. Neste
elemento j, cujo comprimento é L, define-se uma sec¢ao transversal a uma distancia x da
borda inferior do elemento, conforme a Fig. 3.5. A forga normal atuante nesta secao trans-
versal € composta pela forca normal devido a parte superior deste elemento e dos elemen-

tos que estdo acima dele. Assim é possivel escrever:

L Ly
N, (x)= pb,.Ab,QZI(r + L+ X, )aX; + 0y Ap Q2 .[ (r + x,)dx,
x (DL (3.31.a)

Lbi

L
~ PuAugsen(8; + ¢(t)[ dx, - pyAugsen(d, + (1)) [ dx,

Reescrevendo a Eq. (3.31.a) em fungédo das componentes devido a forga centrifuga e

devido a gravidade:

N, (X) = Py Ay Q2N (X) =y Angsen(d, + g(t)N, (x) (3.31.b)
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Ainda deve-se considerar o efeito da massa na ponta:
N,(x)=(r +L,, +r,)m,Q* —m,gsen(6, + ¢(t)) (3.32)
Logo, somando as Egs. (3.31) e (3.32), tem-se a forga normal atuante nas palhetas:
N(x)=N,(x)+ N,(x) (3.33)

Introduzindo a discretizacao em elementos finitos, da Eq. (3.27) nas equagdes da
energia cinética e da energia potencial do sistema em estudo, e em seguida ao aplicar as
equacgdes de Lagrange, mostrada na Eq. (3.34), chega-se nas equagdes do movimento. O
lado direito das equagbes de Lagrange leva em consideragdo os esforgos generalizados

atuantes sobre o sistema, sendo que neste caso nao ha nenhum esforgo externo agindo.

dfor)_or oV _q (3.34)
dt\oq) o9 oq

Finalmente, introduzindo as energias nas equagdes de Lagrange, chega-se na equa-

¢ao do movimento, que pode ser organizada da seguinte forma:
M(t)d(t) + (G(t,Q2) + D)a(t) + K(t, 2, Q)q(t) = f(t, 2, Q) (3.35)

As equacgdes de Lagrange foram aplicadas para os graus de liberdade das equagdes
(3.30). Portanto chegou-se a uma expressao para cada um dos quatro termos do vetor q.
Como foi explicado, o0 método dos elementos finitos foi empregado para facilitar a implemen-
tacdo numeérica, entdo o vetor de graus de liberdade do sistema dependera da quantidade

de elementos finitos utilizados, mas é possivel escrevé-los conforme a equacéo (3.36):
b b b b b b, "
q:[xh y, Ub vk oeb .o oub vp 914] (3.36)

onde U"" representa o grau de liberdade axial do n6 da direita primeiro elemento da palheta
1, V’e 6"’ sdo os graus de liberdade transversais deste mesmo né. Analogamente, U,%,
V.** e 6,** sdo os graus de liberdade axiais e transversais do n6 da direita do ultimo elemen-

to finito da palheta 4, por exemplo.



45

E importante lembrar que no vetor q, os graus de liberdade do rotor estdo definidos
no referencial inercial enquanto os graus de liberdade das palhetas sdo descritos no refe-
rencial rotativo. Entdo, as matrizes da equagdo do movimento foram organizadas seguindo a
mesma analogia do vetor dos graus de liberdade. Por exemplo, a matriz M é a matriz de
massa, mostrada pela Eq. (3.37). Nela, os termos da diagonal representam as massas do
rotor e das palhetas e os outros termos representam o acoplamento entre os graus de mo-
vimento, isto €, o movimento do rotor influencia o movimento das palhetas e vice versa. Ou-
tro ponto importante € que os termos desta matriz dependem do tempo e sdo periodicos,
pois sado fungdes trigonométricas. Esta caracteristica também sera observada nas outras

matrizes que compde 0 modelo matematico do sistema em estudo.

i 0 m, m, m,_ m,

0 my m.V1 myz m)’a Ya

m' m® m, 0 0 O

M= mT om0 m 0 0 (3.37.a)

X2 Y2 b,
T T

m, m, 0 m, O
T T

m,  m, 0 0 m,

As submatrizes da matriz M sado dadas por:

m, =["Z;’ ,H i=1234 (3.37.b)
fi

My = [V COSAH) +6) -wysen(p(t)+ )] (3.37.0)

m,, = [Wasen(@(t)+6) wycos(p(t)+6)] (3.37.d)

onde os termos da matriz de massa podem ser calculados de acordo com as expressoes

abaixo. O simbolo () representa a derivada espacial da fungéo N(x), ou dN(x)/dx.

4 4 4 4
m,=m,+m,+> pyAsL,+> m, e m, =m +m,+> p AL, +> m, (3.38.a)
i=1 i=1 i=1 i=1
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L
Vai = pbiAbi_[Na(X)dX +myN,(L) (3.38.0)
0
L
Vi = pbiAbiij(X)dX +mN, (L) +myrN; (L) (3.38.c)
0
L
M,y = oAy [ Ny ()TN, ()0l + MmN, (L) N, (L) (3.38.d)
0

L L
mg = pbiAbiJ.Nf(X)TNf(X)dX + pbiniJ‘Nf,(X)T Ny (x)dx +mgN, (L) N, (L)
0 0 (3.38.e)

+ 2mtirtiNf'(L)T N(L)+(J; + mﬁrﬁ2 )Nf’(L)T Nf’(L)

A matriz G € a matriz de Coriolis, que representa o efeito giroscopico. Esta matriz
aparece devido ao acoplamento entre os graus de liberdade axiais e transversais das palhe-
tas. Foi adicionada ao sistema uma matriz de amortecimento proporcional, denominada por
D, que é dada por D = 1M + f2K, onde p1 e p2 sdo constantes e M e K sdo, respectivamen-
te, as matrizes de massa e de rigidez. Os valores adotados para as constantes foram 1 =0
e f2=110°.

¢, 0 ¢, ¢, ¢ ¢
0 Cy CY1 Cyz CY3 CY4
0 0 ¢, 0 O O
G= 1 (3.39.a)
0 0 0 ¢ O O
0 O 0 ¢,
0 0 0 0 ¢,
0 -20c,
Cpi =| .. a1 i=1234 3.39.b
° {mca, 0 } ( :
C, =[-2Qy,sen(d(t)+6,) —2Qu cos(é(t)+6,)] (3.39.0)

¢, =[2Qy,, cos(¢(t)+6,) -2Quy,sen(¢(t)+6,)] (3.39.d)
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L
G = Py [ Ny (TN, () + N, (LN, (L) + myr
0
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N,(L)'N; (L)

a

(3.39.e)

A matriz K € a matriz de rigidez do sistema, sendo composta pelas rigidezes dos su-

portes do rotor, as rigidezes estruturais das palhetas, e por termos que representam os efei-

tos da velocidade angular e da aceleragdo sobre a rigidez do sistema. As submatrizes da

matriz K e os seus elementos sdo mostradas a seguir. Pela Eq. (3.40.f) é evidente que as

rigidezes das palhetas sdo proporcionais ao quadrado da velocidade, Esta parcela positiva

surge devido a inclusdo dos termos nao lineares de deformacao das palhetas no modelo

matematico, e mostra que a rigidez das palhetas aumenta com a velocidade de rotacao, ou

seja, se apenas os termos lineares tivessem sido levados em consideragéo, este crescimen-

to da rigidez ndo seria introduzido, 0 que nao representa corretamente o comportamento

destes sistemas (SANTOS, 2004).

kx 0 kx1 Xy X3 X4
0 ky k)’1 Y2 Y3 Ya
0 0 k, O

K= '
0 0 0 k,
0 0 0 0 k,
0 0 0 0 0 k,

k. -Qc.
K, {. a } i=1234
Qc, k;

) T |2V 00S(4() +6) ~ Qyrsen(g(t) + 6)
L Qygsen(@(t) + 6) - Qu; cos(g(t) +6))

T Py sen(f(t)+6,)+ Qu,.cos(4(t) + 6)
7| QP cos(g(t)+ 0,) - Qusen(g(t) + 6))

L
E, A, I Na,(X)T Na’(x)dx

0

k

ai —

(3.40.a)

(3.40.b)

(3.40.c)

(3.40.d)

(3.40.e)



48

L L
Ke = Eody [ N ()TN (x)dx + Q7 [—pb,-Ab, [N ()TN, (x)ax
0 0
— myN (L) N, (L) = 2m,ryN; (L) N, (L) = myr, Ny (L) N, (L)

L L
+ pb,Ab,J‘NQ(X)Nf”(x)T N."(x)dx + (r +L,; +r,)m, INf"(X)T N,"(x)dx} (3.40.f)
0 0

—gsen(g(t) + 6, )|:pbiAbiJ‘Ng(X)Nf"(X)T N, (x)dx +m, J-Nf”(X)TNf”(X)dX:I

ti' "a ti'"a

_Q[pbiAbiJ.Na(X)TNf(X)dX+m N, (L)' N, (L) + myrN, (LN, (L)

O vetor de forcas é representado por f. Nele estdo os efeitos do desbalanceamento,
da gravidade e ainda forgas associadas com a velocidade angular que agem nos graus de
liberdade axiais das palhetas e forgas devido a aceleragdo angular, atuantes nos graus de
liberdade transversais das palhetas.

T

f=[f, f, £ f, £ f] (3.41.a)
Os subvetores do vetor de forgcas sdo e os seus elementos sao dados por:

f,=[f, £]7 i=1234 (3.41.b)

As forgas agindo no rotor que sao dependentes do desbalanceamento e da forga de
gravidade:

f, =m,d(Q° cos(¢4(t)+ p) + Qsen(g(t) + ))
s [[ Ly J _ ] (3.42.a)
+ my(r + Ly +1y) + ppiApi J. (r + x)dx [(Q° cos(¢(t) + @)+ Qsen(g(t) + p))

i 0

4
f, = m,d(Q*sen(¢(t) + ¢) — Qcos(¢(t) + ¢)) - QZ(mr + PoiAply + My )
i

(3.42.b)

i=1

Lbf
+ i[{mﬁ(r + Ly + 1)+ P Ay I (r+ X)dXJ (Q®sen(g(t)+ p) - Qcos(g(t) + (0))}
0
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E as forgas atuando nas palhetas sdo dadas por:

L
F = PpiPu | (1 + XN, (X)X +m, (r + Ly, + 1, N, (L)
0

. (3.43.2)
—gsen<¢(t)+@)(pb,-Ab,-jNa(wamz,-Na(Lﬂ
0

L L
fi = PpiApi | (r + X)N(x)dx + pbiniJ‘Nf'(X)dX +my(r+L, +r )N;(L)+(my(r + L, + 1)+ J, )Nf’(L)
0 0

L
—geos(¢(t) + 6, ){pbiAbiJ.Nf(X)dX +myN (L) + mtirtiNf'(L)j
0

(3.43.b)

3.2 Solugao analitica das equagoes do movimento

As matrizes da equacao do movimento apresentada na Eq. (3.35) sdo dependentes
do tempo, 0 que caracteriza um sistema variante no tempo, sendo que estes sistemas pos-
suem comportamento diferente dos sistemas invariantes no tempo. Uma forma de visualizar
estas diferencas € estudar a solugao analitica das equagdes do movimento. Entdo, este pro-
cedimento é feito primeiro para um sistema invariante no tempo, e logo em seguida é repeti-
do para um sistema variante no tempo, ressaltando as diferengas observadas. A analise
feita aqui teve como base os trabalhos de Zadeh (1963) e Saracho (2002).

Assim, um sistema invariante no tempo é aquele cujos coeficientes ndo sao fungdes
do tempo, para o caso de um sistema dindmico, as matrizes da equagdo do movimento néo
sédo dependentes do tempo. Assim, a forma homogénea das equagbes do movimento pode

ser escrita no espago de estado como:
X(t) = Ax(t) (3.44)

onde o vetor de estados x e a matriz A sdo dados por:

A {_ 0 ! } x(t):{'f'(t)} (3.45)
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A solucao da Eq. (3.45) é dada por segundo Zadeh (1963):

N it _ J
x(t)=e*""%x(t,), onde eA("’°)zI+ZM (3.46)
=1 J:

Segundo o mesmo autor, pode-se definir a matriz de transicao de estado que relaci-

ona os estados do sistema em diferentes instantes, t; e to:
X(t;) = ®(t;, 1, )x(£,) (3.47.a)

Além disso, para o sistema homogéneo, como na Eq. (3.44), a matriz de Transig¢ao é

solucao do sistema:
d(t,t,) = AdD(t,t,) (3.47.b)

E ainda, a matriz de transi¢cao possui a seguinte propriedade, que € valida para qual-

quer instante:

®(t,,t,) = D(t,,t,)0(t,,t,) (3.47.c)
A forma forgada da Eq. (3.44) esta na Eq. (3.48), onde p(t) € uma excitagéo qualquer:

x(t) = Ax(t)+p(t) (3.48)

cuja solugéao é (ZADEH, 1963):

t
x(t) = e 0x(t,) + IeA(H)p(T)dr (3.49)

T

Existe outra forma de representar a solugao do sistema usando os parametros mo-
dais. Assim, sdo definidos os autovetores a direita, R, e os autovetores a esquerda, L, da
matriz A. Os autovetores a direita e os autovetores a esquerda séo ortogonais (SARACHO,

2002) e serao iguais se a matriz A for simétrica.

(A-AR =0 (3.50.a)
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(A-AT)L=0 (3.50.b)

L'R=1I (3.50.c)

onde A é matriz que contém os autovalores da matriz A em sua diagonal principal:

4 0 - 0
NS =
0 0 - 4

Combinando as equacgdes (3.50.a) e (3.50.b) e pés-multiplicando por R, chega-se na

seguinte relagao:
A=L"AR (3.52)

Ao introduzir a seguinte transformacao de coordenadas, é possivel desacoplar a ma-

triz as equagdes do movimento:
x(t)=Rq(t) (3.53)

Substituindo as Eq. (3.53) na Eq. (3.48), pré-multiplicando o resultado por L', e fa-

zendo as simplificagdes necessarias, chega-se na seguinte equagao:

a(t) - Aq(t)=L'p(t) (3.54)
E mais facil resolver a Eq. (3.54) ao passéa-la para o dominio da frequéncia. Para isso

emprega-se a transformada de Fourier. Entdo, aplicando a transformada de Fourier nos dois

lados da Eq. (3.54):

27i0Q(w) - AQ(w) =L'P(w) (3.55.a)

- 1 T
Q(0) = [zﬂiwl_A}L P() (3.55.b)
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Aplicando a transformada de Fourier na Eq. (3.53) e a substituindo a Eq. (3.55.b):

1

Ao escolher uma excitagéao p(t) € possivel estudar o comportamento do sistema para
esta excitacdo. Escolhendo uma excitagdo harménica com amplitudes p* e p™ e consideran-
do condicoes iniciais nulas:

p(t) — p+827ria)0t + p—e—2;ria)0t (357)
A transformada de Fourier da excitagdo harménica é dada pela Eq. (3.58) e depende

da fungéo delta de Dirac, d(w):
P(w)=p 6(w—ay)+p o+ ay) (3.58)

Substituindo a Eq. (3.58) na Eq. (3.56), tem-se a resposta do sistema invariante no

tempo devido a excitagao harménica:

1

X(w)zR[m}U [p6(0—ay)+p S(+ )] (3.59.a)

X(a)):H(w)[p*&(a)—a)o)+p’é‘(a)+a)0)], onde H(w):R{ﬁ}U (3.59.b)

onde H(w) é a fungéo de resposta em frequéncia do sistema.
E possivel passar para o dominio do tempo ao aplicar a transformada inversa de
Fourier na Eq. (3.59):

x(t) = T H(w)[p+5(w —wy)+p 5w+ )] e ' de (3.60.a)

—00

A integral acima pode resolvida ao utilizar as propriedades da fungao delta de Dirac:
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o(w-—w,)=0 para w#w, e OJ(w+aw,)=0 para o=#-o,

F (3.60.b)
I O(w)dw =1
Assim, apds a aplicagado da transformacéao inversa
X(t) — H((l)o )p+eZﬂiwot + H(—C()O )p—e—Zﬂi(uot (361 .a)
ou,
1 T ~+ 27wt 1 T - —27iwyt

H)=R|————|L “+R|——|L “ 3.61.b

xt) {ZEIwOI—A} pe ’ {—Zﬁia)ol—A} pe ( )

A Eq. (3.61.b) mostra a solugdo de um sistema invariante no tempo sujeito a uma ex-
citagdo harmoénica, através dela, observa-se que ao excitar o sistema com uma frequéncia
wo ele sera excitado apenas nesta frequéncia.

Em seguida, a mesma analise € feita para um sistema variante no tempo (IRRITIER,
1999). Existe um caso particular de sistemas variantes no tempo, tal como a equagao do
movimento do sistema estudado neste trabalho, que séo os sistemas variantes no tempo e
periodicos. Estes sistemas, obedecem a teoria de Floquet, que sera explicada adiante. En-

tdo, considerando o sistema variante no tempo e periddico, a equagao do sistema é:
x(t)=A(t)x(t), A(t+T)=A(t) (3.62)
A matriz de transicdo também é solugdo para o caso variante no tempo e periddico, e

ainda é uma matriz periédica. Vale salientar que as propriedades mostradas nas equacgdes

(3.47) ainda séo validas.

d(t,t,) = A(t)D(t,t,), ®(t+T,t,)=d(tt,) (3.63)
Com o intuito de comparacao, para os sistemas variantes no tempo e periddicos, a

solugcado do sistema para uma excitagao p(t) sera obtida com o auxilio da transformada de

Fourier. Entao o sistema na forma for¢gada e considerando condi¢des iniciais nulas:

x(t) = A(t)x(t)+p(t), At +T)=A(t) (3.64)



54

Tal como para os sistemas invariantes, € possivel definir os autovetores a direita e a

esquerda. Mas, neste caso, os autovetores serdo fungao do tempo e periodicos:

R(t)+(A-A(t)R(t)=0, R(t+T)=R(t) (3.65.a)

L(t)'R(t)=1, L(t+T)=L(t) (3.65.b)
E a matriz dos autovalores é dada por:

A =L(t)"A(t)R(t) - L(t)"R(t) (3.66)
Também, a seguinte transformacgao de coordenadas ¢ definida:

x(t) =R(t)q(t) (3.67)

Introduzindo a Eq. (3.67) na Eq. (3.64), pré-multiplicando por L'(t), e tendo em mente

a Eq. (3.66), chega-se na equagao desacoplada do sistema:

q(t) - Aqt) =L(t)"p(t) (3.68)

Aplicando a transformada de Fourier no lado direito da equagao desacoplada (Eq.
(3.68):

3{q(t) - Aq(t)} = 27iQ(w) - AQ(w) (3.69.a)

No lado esquerdo, primeiramente os autovetores a esquerda sdo expandidos em

série de Fourier, e logo em seguida a transformada de Fourier é aplicada:

9
L) = > L e* (3.69.b)

u=-U

S{L(t)Tp(t)} = s{ i Lurez”’“‘“otp(t)} = i LUTS{eZ”’““’O'p(t)} (3.69.c)
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S{Lt) p(t)} = i L, P(w - uw,) (3.69.d)

u=-U

Portanto apés a transformada de Fourier, a equagdo desacoplada no dominio da

frequéncia é:

(27iol - A)Q(w) = ZU: L, P(w - uaw,) (3.70)

u=-U

Repetindo o mesmo procedimento para a transformacgédo de coordenadas definida
pela Eq. (3.67), ou seja, primeiro expande-se os autovetores a direita em série de Fourier, e

para depois aplicar a transformada de Fourier:

R()= Y R e (3.71.2)
v=-V
% . v ' v
S{R(t)q(t)} — S{ z Rve2ﬂlvwotq(t)} — Z RVS{eZIZIV(Ugtq(t)} = Z RVQ(CO - Va)o) (371 b)
v=-V v=-V v=-V

Agora, ao combinar as Egs. (3.70) e (3.71.b),

U 1 .
VZVUZUR LM (@—va)l- A }L” Plo=(u+Vv)a) (3.72.a)
_ B S 1 .
X(w)=H,, (0)P(0—(u+V)w,), onde H, ()= VZZVUZZUR Lm @ vl A }Lu (3.72.b)

Considerando a mesma excitacao harmdnica, mas com frequéncia Q:

p(t): p+62ﬂiQI + p—e—ZﬂiQt (373a)

E a transformada de Fourier desta excitacdo é dada por:

P(0)=p*5(e - Q)+ p 8w+ Q) (3.73.b)
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Substituindo a transformada de Fourier da excitagdo na Eq. (3.72.b), tem-se a res-

posta de um sistema variante no tempo e periddico para uma excitacao harménica:
X(w) = Hw(w)[p+5(a) (U V), - Q)+ p S —(U+ V), + Q)] (3.74)

A resposta pode ser escrita no dominio do tempo utilizando a transformada inversa

de Fourier, mostrada pela equacéo abaixo:

x(t) = T Hw(w)[p+5(w — (U V), — Q)+ p (@ —(U+V)w, + Q)] e ' d e (3.75)

—00

O calculo da transformada inversa é realizado com a ajuda das propriedades da fun-

¢ao delta de Dirac:

oo—-(U+V)w,—Q)=0 para w#U+V)w,+Q

(3.76.a)
oo—(U+V)my +Q)=0 para o#U+V)a, -Q
j S(w)dw =1 (3.76.b)
Entao, a resposta do sistema no dominio do tempo é dada por:
X(t) Wp+62m (U+Vv)wy +Q)t + Huvp eZm (U+Vv )y —Q)t (3778)
onde H., sdo as submatrizes da fungao de resposta em frequéncia (IRRITIER, 1999),
J 1
- Z >R, L’ (3.77.b)
== 27i(Uoy QN - A

Ao analisar as Eqgs. (3.77) € possivel notar que ao excitar o sistema com uma fre-
quéncia, 2, o sistema nao sera excitado apenas por essa frequéncia (como os sistemas
invariante no tempo), mas na verdade por um conjunto de frequéncias Q + uw. Segundo
Ewins (1999), este fenébmeno pode ser observado quando as medigcbes sao feitas no refe-

rencial rotativo.
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3.3 Teoria de Floquet

Como citado, uma classe de sistemas variantes no tempo é a classe dos sistemas
variantes no tempo e perioddicos. Por exemplo, caso o sistema rotor palhetas opere com ve-
locidade constante, a equacdo do movimento sera variante no tempo e periédica. Para o

sistema na forma homogénea, tem-se:
x(t)=A(t)x(t), A(t+T)=A(t) (3.78)
sendo que foi mostrado que a matriz de transigéo definida pela Eq. (3.47) é solugéo do sis-
tema.
Se a matriz A(t) é periddica, pode ser provado (MEIROVITCH, 1988; SARACHO,
2002) que a matriz de transigdo deslocada de um (ou multiplos inteiros) periodo também é
solucao do sistema:
O(t+T,t,)=At)D(t +T,t,) (3.79)
Entao, existe uma matriz constante C denominada matriz monodrominia, tal que:

O(t+T,t,) = D(t,t,)C (3.80)

A teoria de Floquet diz que a solugdo de um sistema variante no tempo e perioédico é
dado pelo produto de uma matriz periddica Q(t) e a exponencial de uma matriz constante R
(MEIROVITCH, 1988). Portanto:

O(t,t,)=Q(t,t,)e"" ™), Q(t+T,t,)=Q(tt,) (3.81)

sendo que a matriz R se relaciona com a matriz C da seguinte forma:
R = %In(C) (3.82)

A Eq. (3.81) € demonstrada com detalhes por Meirovitch (1988), que também mostra

que pelo teorema de Lyapunov existe uma transformacéo de coordenadas utilizando a ma-
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triz periédica Q(f) que permite transformar um sistema variante no tempo e periédico em um

sistema invariante no tempo:

x(t)=Q(t,t,)z(t) (3.83)
Tal que o sistema abaixo € invariante no tempo:

z(t)=Bz(t) (3.84)

onde B é uma matriz cujos elementos sdo constantes no tempo e seus autovalores sdo
iguais aos autovalores da matriz R. Estes, por sua vez, sdo denominados expoentes carac-

teristicos, A«. Através da Eq. (3.82) é possivel relacionar os autovalores das matrizes C e R:

A = %h’](,uk ) :%(In(|,uk|)+iarg(,uk ), k=12..,n (3.85)

onde ux sao os autovalores da matriz C, conhecidos como multiplicadores caracteristicos.
Pela definicdo, os expoentes caracteristicos sao definidos a partir de um logaritmo de um
numero complexo, isto significa que a sua parte imaginaria néo € unica, pois sempre diferem
de um multiplo de 2n/T.

E possivel determinar a estabilidade do sistema ao analisar os expoentes caracteris-
ticos e/ou os multiplicadores caracteristicos. Se apenas um dos expoentes caracteristicos
possuir parte real maior que zero o sistema é instavel. Entao, pela Eq. (3.85), o sistema sera
instavel se 0 modulo de um dos multiplicadores caracteristicos for maior que um.

Mas para determinar os multiplicadores caracteristicos ou os expoentes caracteristi-
COs € preciso primeiro encontrar a matriz de transicao de estado. Uma forma, segundo Mei-
rovitch (1988), é a resolver a Eq. (3.78) para n condigdes iniciais diferentes, onde n é a di-
mensao da matriz A(f), tal que cada uma das solug¢des sera uma coluna da matriz de transi-
¢ao. Esta forma ¢ utilizada por Skjoldan (2009) e Stol (2002). Claramente, para sistema com
muitos graus de liberdade, como é o caso deste trabalho, este procedimento é extremamen-
te oneroso.

Uma outra forma, desenvolvida por Friedmann (1986), que sera utilizada neste traba-
Iho, consiste em dividir o periodo T em k pequenos intervalos de tamanho 4t onde o sistema
€ considerado invariante no tempo. Dessa forma, a matriz de transi¢do dentro de um interva-
lo é considerada como a solugao de um sistema invariante no tempo, conforme definido pela
Eq. (3.46). Fazendo t = {o:
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C=d(t,,t,) '@, +T,t,), ®(t,,t,)=I (3.86)

Ao utilizar a propriedade da matriz de transicdo de estado definida na Eq. (3.48) é

possivel chegar a seguinte aproximagao para a matriz de transi¢do dentro de um periodo:
k—1 k—1 Alt
Oty + T.t)) = [[ @t t)) =™ (3.87)
j=0 j=0

Ao substituir a Eqg. (3.81) na Eq. (3.80) é possivel encontrar uma aproximagao para a
matriz constante C, e assim pode determinar os multiplicadores caracteristicos e os expoen-

tes caracteristicos.

3.4 Transformagao de coordenadas multi-pas

E notdrio como a teoria de Floquet é uma forma criteriosa para estudar sistemas
variantes no tempo. Contudo, pelo desafio imposto para aproximar a matriz de transicéo e
pelo possivel custo computacional aliado, existem alternativas para encontrar os autovalores
de sistemas variantes no tempo, como, por exemplo, a transformag¢ao de coordenadas multi-
pas. Skjoldan (2009) mostrou que esta transformacgédo € um caso particular da teoria de Flo-
quet ao aplica-la em um modelo matematico de uma turbina edlica.

A transformagao de coordenadas multi-pas foi proposta por Coleman (1943) para
estudar a ressonéancia solo em helicopteros e mais recentemente vem sendo aplicada em
turbinas edlicas, como em Bir (2008) e Skjoldan (2009). Este método também pode ser en-
contrado na literatura como transformada de Coleman (COLEMAN, 1943) ou transformada
de coordenadas de Fourier (JOHNSON, 1980).

Segundo Coleman (1943) e Johnson (1980), a transformagao de coordenadas multi-
pas consiste em definir quatro novos graus de liberdade que sao calculados em fungao dos
graus de liberdade das pas qi, que representam o movimento das pas como um todo, ao

invés de individualmente. Assim,

> ,() (3.88.a)
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qnc(t)=N q;(t)cos(n(g(t) +6,)) (3.88.b)
p i=1
2 &

qns(f)=N— q;(t)sen(n(4(t)+6,)) (3.88.c)
p i=1
1 &,

90(0) =1~ 2 (=1 a,() (3.88.d)

onde N, é o numero de pas.

Cada um dos novos graus de liberdade definidos pelas Egs. (3.88) define novos mo-
dos de vibrar que descrevem o movimento de todas as pas como um todo um todo em rela-
¢ao ao referencial inercial, enquanto os graus de liberdade q; definem modos em relagao as
pas isoladas (JOHNSON, 1980). O grau de liberdade gorepresenta o modo coletivo, gnc€ Qns
representam os modos ciclicos e gs 0 modo diferencial, sendo que o modo diferencial s6
aparece quando o numero de pas é par. Segundo Johnson (1980), os modos qo, Q1 € q1s
tem maior importancia pois tem uma fungao importante no acoplamento entre a fundacgéao e
as pas. A relagcao que as frequéncias destes novos modos tém com as frequéncias naturais
das pas isoladas é explicada por Johnson (1980) e Bir (1997). As frequéncias dos modos qo
€ qq sdo muito proximas das frequéncias das pas isoladas, ja as frequéncias dos modos q. e
gs Sao similares a, respectivamente, a frequéncia da pa isolada mais a velocidade de rota-
¢ao e a frequéncia da pa isolada menos a velocidade de rotagao.

De acordo com Johnson (1980) é possivel estabelecer a transformacao de coorde-

nadas multi-pas inversa para um grau de liberdade j de uma pa i

(N,~2)I2

/' ()=qo(t)+ D [Gnc(t)coS(n(g(t) +6,))+ s (t)sen(n(g(t) + 6,))] + (~1) g4 (t) (3.89)

n=1

Considerando somente os termos que influenciam no acoplamento entre a fundacao
€ as pas, e o0 termo gy para representar todos os outros termos a transformacéo inversa é

simplificada para:

q;/ () = o(t) + Gy () cOS(4(t) + 6,) + gy (E)sen(g(t) + 6,) + (1) gy (t) (3.90)
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O procedimento para realizar a transformag¢ao das matrizes em matrizes projetadas
no referencial inercial é simples. Pela equagao da transformacao inversa, € possivel estabe-

lecer a seguinte relagdo entre os graus de liberdade:

()] [1 cos(g(t)+6,) sen(g(t)+6) —1][qo(t)
(1) |1 cos(g(t)+6,) sen(p(t)+6,) 1 ||a.(t) o

ar ] 11 cost)+8,) sen(g(t)+6) ||gun| O Y THY (3:97)
gl (t)| |1 cos(g(t)+6,) sen(g(t)+8,) 1]|a )

No lado esquerdo estao os graus de liberdade de cada pa definidos no referencial ro-
tativo, enquanto no lado direito estao os graus de liberdade definidos no referencial inercial.
E possivel expandir a matriz acima, para que ela englobe todos os graus de liberdade do
sistema. Mas antes disso é preciso reordenar as matrizes da equacdo do movimento por-
que, os graus de liberdade foram dispostos para cada palheta por vez. Para usar a matriz de
transformacéao definida na Eq. (3.91) é preciso organizar os graus de liberdade das palhetas
por no. Por exemplo, primeiro o deslocamento axial do primeiro né das quatro palhetas, em
seguida o deslocamento transversal das quatro palhetas, e assim por diante, como mostra-

do a seguir:

a=[x, v, UP U= UB Ux o ob o ok o] (3.92)
Analogamente, o vetor dos graus de liberdade no referencial inercial é dado por:

4 =[% ¥ & & & o - @ @ @ a/] (3.93)

Agora € possivel organizar a matriz de transformagéo definida na Eq. (3.91) como

uma matriz de transformacéo global:

qr I2 Q,
U.b ¢ 1

: _ 1 § q? ou q=Tg, (3.94)
6, t/ |lq,/

onde |, é matriz identidade com dimensao 2 e g, representa os graus de liberdade da funda-

¢ao, que ja estao definidos no referencial inercial.
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Substituindo a Eq. (3.94) e as suas derivadas na Eq. (3.35), chega-se a:

M(t)T 4, (t)+ G(t,Q)Ta, (t) + K(t,Q,Q)Ta, (1) =, (t2,Q) (3.95)

Ao realizar a multiplicagdo das matrizes e organizar os termos chega-se na equacgao

do movimento na qual todos os graus de liberdade estao definidos no referencial inercial:
M, (1), (t)+G,, (t,Q)q, (t)+K, (t,QQ)q, (t)=Ff, (t,QQ) (3.96)

Segundo Bir (2008), o unico critério que deve ser obedecido para a aplicagdo da
transformacédo de coordenadas multi-pas € que as palhetas sejam igualmente espacadas
em volta do rotor. O mesmo autor faz algumas ressalvas sobre o método: ele pode ser apli-
cado para situagdes em que a velocidade angular ndo € constante e ele nao transforma o
sistema variante no tempo em um invariante.

As matrizes da Eq. (3.96) s&o as matrizes da equagdo do movimento, mas descritas

no referencial inercial. Elas sao calculadas através das relagoes:

M, (t)=M(t)T, (3.97.a)
G, (t,Q)=20M(t)T, + (G(t,Q2) + D)T, (3.97.b)
K, (t,Q,Q) = Q*M(t)T, + QM(t)T, + (G(t,Q2) + D)T, + K(t,Q, )T, (3.97.c)
f (£,0Q,0)=f(t00) (3.97.d)

As matrizes T, e T3 sdo obtidas derivando a matriz T1 em relagdo ao tempo:

L § (3.98.a)

onde O, € uma matriz de zeros com dimensao 2. Tal como a matriz T4, @ matriz T, também

podem ser divididas em blocos. Cada bloco é dado por:



0 -sen(g(t)+6,) cos(4(t)+6,) O
0 -sen(¢(t)+6,) cos(4(t)+6,) O
2710 —sen(g(t)+8,) cos(g(t)+8,) O
0 -sen(¢(t)+6,) cos(¢(t)+6,) O
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(3.98.b)

Analogamente para a matriz T3, que é a derivada segunda da matriz T+ em relagao

ao tempo, tem-se:

0 -—cos(4(t)+6,) -sen(g(t)+6;) O
¢ - 0 -—cos(g(t)+6,) —sen(g(t)+6,) O
|0 —cos(4(t)+6,) —sen(g(t)+6,) O
0 —cos(¢(t)+6,) —sen(g(t)+6,) O

(3.99.a)

(3.99.b)
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CAPITULO IV

Procedimento Experimental

Enquanto no capitulo anterior foi discutido sobre o0 modelo matematico do sistema
rotor-palhetas, este capitulo apresenta a bancada experimental utilizada para realizar os
experimentos e explica a forma com que a aquisicdo e o processamento dos sinais foram

feitos.

4.1 Bancada de testes

A bancada utilizada para os experimentos desta dissertacdo € mostrada na Fig. 4.1,
a qual faz parte do laboratério do Prof. limar Ferreira Santos na Denmark Technical Univer-
sity. O rotor é conectado a um motor elétrico de corrente continua utilizando uma correia
dentada, sendo que a velocidade do rotor é controlada através da voltagem aplicada no mo-
tor. Além disso, a bancada possui seis sensores de deslocamento, seis atuadores eletro-
magnéticos, e um shaker eletromecanico que foi montado na estrutura para excitar a funda-

¢ao na diregao horizontal. As dimensdes dos componentes do sistema estdo na Tab. 4.1

Figura 4.1 - Bancada de testes.
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Tabela 4.1 - Dimensbes da bancada.

Rotor e Fundacéo

Massa na vertical myy, 8,6 kg
Massa na horizontal Mix 10,5 kg
Rigidez na vertical ky 71000 N/m
Rigidez na horizontal Kkx 96000 N/m
Amortecimento na vertical Cy 1,210 N-s/m
Amortecimento na horizontal Cx 1,510 N-s/m
Massa de desbalanceamento my 0,003 kg
Excentricidade d 0,01 m
Angulo da excentricidade ) 0 °
Raio do rotor r 0,04 m
Palhetas (i=1, 2, 3, 4)
Comprimento Lpi 0,08 m
Largura bpi 0,025 m
Altura hpi 0,01 m
Densidade Pbi 7800 kg/m3
Modulo de elasticidade Epi 2,1-10" N/m?
Massas na ponta
Massa my; 0,109 kg
Comprimento L 0,030 m
Largura byi 0,015 m
Altura hui 0,015 m

Como mencionado, o sistema é instrumentado com seis sensores de deslocamento,
dois para medir o deslocamento da fundacao nas direcées horizontal e vertical, e quatro
para medir o deslocamento das palhetas, sendo um para cada palheta. Nas palhetas, os
sensores foram posicionados o mais préximo possivel da ponta, portanto a uma distancia de
62,5 cm do rotor.

Existe em cada palheta um atuador eletromagnético para excitagao, a fim de realizar
o controle da vibragao destas. A eletrbnica que controla os atuadores é embarcada no sis-
tema, ela foi colocada atras do disco que contém as palhetas. E importante ressaltar que
apesar de ser possivel excitar as palhetas por meio dos atuadores, ndao foram instalados
sensores para medir esta excitagao.

Todos os sensores de deslocamento utilizados eram do modelo KJ4-M12MN50-ANU

da Pulsortonic, e possuem sensibilidade aferida por Gorriz (2019) de 2,67 V/mm. A forga
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exercida pelo shaker foi medida por um sensor de forga colocado na extremidade da sua
haste. Este sensor de forca é do fabricante Briiel & Kjaer modelo 8230-002, cuja sensibilida-
de, também aferida por Gorriz (2019), é de 0,22 V/N.

Os principais componentes da bancada, bem como os sensores e o shaker estao

identificados na Fig. 4.2, de forma que s&o listados a seguir:

Figura 4.2 - Posicao dos sensores na bancada.

Sensor de deslocamento do rotor na diregao vertical

Sensor de deslocamento do rotor na dire¢ao horizontal

Sensor de deslocamento da palheta

Palheta e a massa em sua extremidade

Shaker eletromecanico

Atuador eletromagnético da palheta (ndo foi usado)

QOO

Fundacéao da estrutura

A Fig. 4.3 mostra um esquema que ilustra as grandezas mensuradas, sendo os des-
locamentos da fundagéao, x» € y», os deslocamentos das palhetas, x1, x2, X3 € x4, € a forga F

que foi utilizada para excitar o sistema.
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Figura 4.3 - Esquema que ilustra as grandezas medidas na bancada de testes.

4.2 Aquisicao dos sinais

Para adquirir os sinais, todos os sete sensores foram conectados a uma placa
dSPACE CP1103 (veja a Fig. 4.4) que contém conversores analdgicos-digitais. Esta placa
de aquisicao é controlada por um modelo criado em ambiente Simulink, e é possivel monito-
rar os dados adquiridos em tempo real através da interface ControlDesk. Esta interface ain-

da grava o sinal e o salva em um arquivo .mat, usado para o tratamento dos dados.

Figura 4.4 - Placa dSPACE CP1103.

O cadigo feito no Simulink ainda permite definir o tipo da excitagdo que o shaker in-
troduzira no sistema. Neste trabalho, a excitagao utilizada foi do tipo ruido branco, gerado a

partir de uma distribuicdo gaussiana com média zero e desvio padréo trés, a forga aplicada,
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bem como seu histograma estao ilustrados na Fig. 4.5. Os sinais foram adquiridos usando
1000 Hz como frequéncia de aquisi¢ao, portanto, pelo teorema de Nyquist apenas frequén-
cias até 500 Hz podem ser observadas.
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Figura 4.5 - Forga aplicada na fundagéao (a) e seu histograma (b).

Como sera mostrado no capitulo a seguir, o sistema em estudo possui modos com
frequéncias naturais bem proximas, o que dificulta bastante a identificacdo destes. Uma
forma de tentar contornar este problema é realizar um experimento longo para que a resolu-
¢ao em frequéncia seja baixa o suficiente para distinguir estes modos. Tendo isto em mente,
0s experimentos realizados tiveram 36 minutos de duragdo, ou 2200 segundos, como 0s
sinais foram adquiridos a uma taxa de 1000 Hz, cada experimento continha entdo aproxima-

damente 2.200.000 amostras. Dessas amostras ainda foi retirado o nivel DC.

4.3 Tratamento dos dados

Para extrair as informagdes dos dados foi utilizada a andlise modal experimental,
onde as propriedades do sistema sao extraidas utilizando as fungdes de resposta em fre-

quéncia (FRFs), sendo que os estimadores da FRF, Hs e H», podem ser calculados por:

()= 22
B (@)

XX

H,y(0) = (4.1)
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onde P, e Py, sao os estimadores das funcdes de auto densidade espectral, enquanto Py, e
P,x séo os estimadores das fungcbes de densidade espectral cruzada. Estes quatro estimado-
res sdo calculados baseado no método de Welch (1967), usando os periodogramas descri-
tos a segquir.

Um sinal X(t) com N amostras, portanto X(t) = {x(0), x(1), ... x(N-1)} é dividido em k
blocos com L-1 amostras, isto &, o tamanho do bloco é L-1, conforme mostra Fig. 4.6. Deve-
se ressaltar que um bloco k comeca no meio do bloco k-1, o que caracteriza um overlap de
50%. Assim, D = (L-1)/2 e M = (K-1)-(N-1) na Fig. 4.6.

0 N -1
—
0 L-1
—
D D+L-1
—
M N -1

Figura 4.6 - Esquema da divisdo das amostras de um sinal (Adaptado de Welch (1967)).

Para cada um dos blocos, calcula-se a transformada de Fourier:

N- —2kijn

2 X (W (je t (4.2)

Jj=

-

A (n)=

~|=

onde /i é a unidade imaginaria e W(j) é a janela utilizada. Neste trabalho optou-se por uma

janela Hann. Em seguida, os k periodogramas s&o calculados:

L
L(f,)=—|A(n) (4.3)
7]
na Eq. (4.3):
18,5, n L
u=—>Sw f=—, n=0,— 4.4
[ () e f=100n > (4.4)

Ao calcular as médias dos periodogramas € possivel encontrar o estimador da fun-

¢ao de auto densidade espectral:
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De maneira analoga é possivel calcular o estimador da funcdo densidade espectral
cruzada. Primeiro, determina-se as transformadas de Fourier do sinal de entrada x(f) e do
sinal de saida y(f):

N-

_\
|
N
=
SN
3

X, (j L e A,(n)=

SNAN) (4.6)
-0 =0

ny=1
(M =1

-

Logo, os novos periodogramas s&o dados por:

by (F)==A(MA,(n) e [, (f)=—A (nA(n) (4.7)

L2 L
U U
Ao computar a média dos periodogramas dos blocos, chega-se nos estimadores da

fungéo de densidade espectral cruzada:

A 1 K A 1 K
xy :Rz kxy fn e yx _EZ kyx n (48)

Tendo calculado os estimadores da funcdo de auto densidade espectral e da fungéo
de densidade espectral cruzada, pode-se estimar a FRF ao substitui-los na Eq. (4.1), sendo
que o estimador H; é indicado para estimar as antirressonancias, enquanto o estimador H- é
recomendado para estimar as ressonancias. Quando nao ha ruido no sistema, H; é igual ao
Ho.

Nota-se que as FRFs sdo grandezas complexas, assim € possivel determinar sua
amplitude e sua fase. Ao estudar a amplitude (0 modulo), espera-se que as frequéncias na-
turais, aparegam nos picos, ja ao analisar a fase, que pode ser encontrada pela Eq. (4.9),

normalmente as frequéncias naturais ocorrem quando ha uma mudanca de fase de + 90°.

H[WJ (4.9)
|H(w)|
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Um outro parametro importante é a coeréncia, que é usada como um indicador da
qualidade do experimento, isto é, se a grandeza medida foi proveniente da excitagao aplica-
da. Em outras palavras, quando a coeréncia € mais proxima de um, significa que o que foi
medido foi originado da forga aplicada, portanto houve pouca influéncia de fatores externos,

ou seja, quanto mais préxima de um a coeréncia, melhor o experimento.

2= ‘ AVXA (4.10)
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CAPITULO V

Resultados

Este capitulo aborda os resultados obtidos nesta dissertacdo. Inicialmente, com o
intuito de uma ideia sobre se as principais caracteristicas o sistema rotor-palhetas, foram
feitas simulagdes numéricas do modelo matematico desenvolvido. Logo em seguida sao
apresentados os resultados obtidos a partir da bancada de testes, e por fim uma compara-
¢ao entre ambos é realizada, o que permite verificar a capacidade do modelo matematico
apresentado neste trabalho de reproduzir a realidade, além de expor suas possiveis limita-

¢des, o0 que € interessante para a evolugdo do modelo.

5.1 Resultados numéricos

O primeiro caso estudado foi para o sistema em repouso, ou seja, a velocidade angu-
lar € zero. Nesta condigdo o sistema comporta-se como um sistema invariante no tempo,
assim ao resolver o problema de autovalor é possivel encontrar suas frequéncias naturais,
seus fatores de amortecimento e seus modos de vibrar. Para realizar a implementagao nu-
mérica e possibilitar a simulagcdo do modelo matematico desenvolvido, dez elementos finitos
foram utilizados para discretizar os deslocamentos de cada palheta. Como cada elemento
finito tem trés graus de liberdade por no, e foi considerado que as palhetas estavam engas-
tadas no rotor, o modelo apresenta 122 graus de liberdade ao todo.

Ao determinar os pardmetros para o sistema em repouso, duas condicbes foram
consideradas com respeito a posi¢ao angular do rotor; 6 nas matrizes da equagdo do movi-
mento. Na primeira, o angulo que a palheta 1 faz com a dire¢ao horizontal foi 0° (4 = 0°). Ja
na segunda, este angulo foi considerado como sendo de 45° (9§ = 45°). Os valores das fre-
quéncias naturais e dos fatores de amortecimento para os dez primeiros modos de vibrar
estéo dispostos na Tab. 5.1, ja os modos de vibrar estéo ilustrados na Fig. 5.1(a) para 0 = 0°
e na Fig. 5.1(b) para 6 = 45°.
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Tabela 5.1 - Frequéncias naturais e fatores de amortecimento para os dez primeiros modos

de vibrar do sistema em repouso - Q = 0.

Modos Frequéncia natural [Hz] Fator de amortecimento [10]
0° 45° 0° 45°
1° 13,77 13,77 4,32 4,32
2° 14,46 14,46 4,54 4,54
3° 17,23 17,23 5,41 5,41
4° 17,24 17,23 5,41 5,41
5° 17,78 17,78 5,58 5,58
6° 17,90 17,89 5,61 5,62
7° 236,72 236,73 74,36 74,37
8° 236,75 236,73 74,37 74,37
9° 236,90 236,92 74,42 74,42
10° 236,92 236,92 74,43 74,42

E possivel observar que a posigéo angular do rotor ndo exerceu muita diferenca nas
frequéncias naturais nos fatores de amortecimento, pois ambos sdo muito semelhantes para
as duas posi¢des angulares em questdo. A respeito dos modos, existe uma certa diferenga,
veja a Fig. 5.1. O primeiro modo de vibrar a 13,77 Hz € um modo em que o movimento do
rotor na diregao vertical € predominante, enquanto o segundo modo, cuja frequéncia é 14,46
prevalece o movimento do rotor na direcdo horizontal. Embora menos evidente, estes dois
primeiros modos também apresentam movimentos das palhetas, o que comprova o acopla-
mento entre os corpos do sistema. Os proximos quatro modos previstos pelo modelo estao
entre 17 Hz e 18 Hz, nos quais o movimento das palhetas é bem mais acentuado do que o
do rotor. Dois destes modos apresentam frequéncias muito préximas, 17,23 Hz e 17,24 Hz
para o rotor a 0°, e sdo modos que vibram a 17,23 Hz para 6 = 45°.

O fato dos modos de vibrar serem muito proximos apresenta um desafio para conse-
gui-los identificar experimentalmente pois sera preciso de realizar um experimento longo
para que a resolugdo em frequéncia seja pequena o suficiente para que essa diferenga seja
detectada. Outro fato interessante nesses modos é que para 6 = 0°, os movimentos das pa-
Ihetas sao invertidos, isto €, no modo de 17,23 Hz apenas as palhetas verticais estdo movi-
mentando, e no préximo modo e 17,24 Hz somente as palhetas horizontais vibram. Os mo-
dos sete ao dez também apresentam movimento predominante das palhetas e sdo muito
préoximos entre si, visto que as frequéncias destes modos s&o 236,72 Hz, 236,75 Hz, 236,90
Hz e 236,92 Hz.
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Figura 5.1 - Dez primeiros modos de vibrar para o sistema em repouso a) 0°; b) 45°.

Além disso, segundo o modelo teérico estes modos de 236 Hz sdo bem mais amor-
tecidos do que os seis primeiros, porque o fator de amortecimento destes é quase dez vezes
maior que o fator de amortecimento dos seis primeiros.

Para simular o sistema com velocidade angular, as equag¢des do movimento (Eq.
(3.35) foram integradas numericamente utilizando o método de Newmark-Newton-Rapson
com passo de tempo constante, dt = 0,001 s, calculando entdo os deslocamentos, as veloci-

dades e acelerag¢des de cada grau de liberdade.
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Entretanto, durante as simulagées foi verificado que o integrador nao convergia para
certas velocidades angulares, uma vez que as amplitudes dos graus de liberdade se torna-
vam muito grandes, o que gerou uma suspeita que o sistema fosse instavel nessas veloci-
dades.

Para um sistema invariante no tempo é possivel determinar se um sistema ¢é instavel
se a parte real de pelo menos um de seus autovalores € maior do que zero. Como foi ressal-
tado por Bir (2008), esta técnica aplicada em sistemas variantes no tempo pode levar a re-
sultados equivocados. Entdo, surge a necessidade de aplicar outras técnicas, como por
exemplo a transformacgado de coordenadas multi-pas ou a teoria de Floquet. Sabendo disto,

quatro formas diferentes foram analisadas:

i. ~ Foi analisada a parte real dos autovalores do sistema para a média das matrizes da
Eq. (3.35) para 100 posigbes angulares diferentes;

ii.  E analogo ao teste i, mas as matrizes foram passadas para o referencial inercial uti-
lizando a transformacao de coordenadas multi-pas;

iii. ~ Calcular os expoentes caracteristicos utilizando a teoria de Floquet com as matrizes
da equacgao do movimento da forma da Eq. (3.35), ou seja, com os graus de liberda-
de do rotor definidos no referencial inercial e os graus de liberdade das palhetas de-
finidos no referencial rotativo;

iv.  Os expoentes caracteristicos foram determinados pela teoria de Floquet, mas antes
os graus de liberdade foram todos projetados no referencial inercial pela transforma-

¢ao de coordenadas multi-pas.

Os quatro testes foram feitos para velocidades entre 20 RPM e 3000 RPM, com um
passo de 20 RPM. Para o primeiro caso, o mapa de estabilidade, que mostra o maior auto-
valor em fungdo da velocidade angular esta na Fig. 5.2(a). E possivel ver que neste caso
todos os autovalores possuem parte real menor ou igual a zero, portanto esta analise indica
que o sistema é estavel para a banda de velocidades estudada. Estes resultados ndo estéo
de acordo com o mapa de estabilidade obtido para o segundo caso, veja Fig. 5.2(b). Neste
teste, no qual também foi feita a média das matrizes para diferentes posigbes angulares,
mas com os graus de liberdade definidos no referencial inercial, é identificada uma regido de
instabilidade entre as velocidades de 1920 RPM e 2820 RPM.

Ao determinar os expoentes caracteristicos através da teoria de Floquet, também foi
observado para estas velocidades os expoentes tinham parte real positiva, o que caracteriza
um sistema instavel, como ¢é possivel observar nas Figs. 5.2(c) e 5.2(d) que representam os

mapas de instabilidade para os casos iii € iv, respectivamente.
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Figura 5.2 - Mapas de instabilidade para a) caso J; b) caso ii; ¢) caso iii; d) caso iv.

Para realizar a aproximacéo da matriz de transicdo, como explicado no capitulo trés,

o periodo foi dividido em 128 intervalos nos quais o sistema foi considerado invariante.

E possivel verificar estes mapas de instabilidade ao simular as repostas temporais do

sistema e estudar o comportamento da amplitude dos deslocamentos. Caso as respostas de

vibragdo aumentem indefinidamente com o tempo, o sistema é instavel.

Entao o sistema foi simulado para varias velocidades, sendo que serdo mostradas as
repostas com o sistema rodando a 1500 RPM, 3000 RPM, 2000 RPM e 2700 RPM. Para as

duas primeiras velocidades, o sistema sempre foi estavel para todos os casos testados, seja

pelos autovalores das médias das matrizes para diferentes posi¢cdes angulares ou para os

expoentes caracteristicos. Pelas respostas temporais do sistema para as duas primeiras

velocidades, que estdo mostradas nas Figs. 5.3 e 5.4, respectivamente, é possivel dizer que

o sistema nestas condicdes é de fato estavel.
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Amplitude [m]

Tempo [s]

a) b)
Figura 5.3 - Respostas temporais para 1500 RPM: a) deslocamento do rotor na diregao hori-

zontal e b) deslocamento da ponta da palheta 1.

le—-4

Amplitude [m]

Tempo [s]

a) b)
Figura 5.4 - Respostas temporais para 3000 RPM: a) deslocamento do rotor na diregao hori-

zontal e b) deslocamento da ponta da palheta 1.

Apenas estao ilustrados os deslocamentos do rotor na diregdo horizontal e o deslo-
camento na ponta da palheta 1, mas € importante ressaltar que os deslocamentos de todos
os graus de liberdade seguiram este mesmo padrdo de comportamento.

Ja para as outras duas velocidades, 2000 RPM e 2700 RPM, observa-se claramente
pelas Figs. 5.5 e 5.6 que as amplitudes aumentam indefinidamente com o tempo, portanto,

para estas velocidades, o sistema é instavel.
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Amplitude [m]

Tempo [s] Tempo [s]

a) b)
Figura 5.5 - Respostas temporais para 2000 RPM: a) deslocamento do rotor na diregao hori-

zontal e b) deslocamento da ponta da palheta 1.
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Amplitude [m]

Tempo [s] Tempo [s]

a) b)
Figura 5.6 - Respostas temporais para 2700 RPM: a) deslocamento do rotor na dire¢ao hori-

zontal e b) deslocamento da ponta da palheta 1.

Logo é evidente que o estudo da parte real dos autovalores das matrizes quando os
graus de liberdade estdo definidos em referenciais diferentes (inercial e rotativo) levara a
resultados equivocados mesmo calculando a média das matrizes para diferentes posicoes
angulares. E interessante que quando este mesmo procedimento é feito para as matrizes
projetadas no referencial inercial é possivel classificar corretamente o sistema quanto a ins-
tabilidade. Vale a pena salientar que as respostas no tempo foram conferidas para todas as
velocidades da regido instavel da Fig. 5.2, e todas apresentaram o aumento das amplitudes

como as Figs. 5.5 e 5.6.
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Assim, novas simulag¢des foram feitas, mas dessa vez com velocidades nas quais o
sistema é estavel, entre 0 RPM e 250 RPM, que é a banda de velocidades utilizadas nos
experimentos. Para estas velocidades, o sistema foi simulado durante 100 segundos para

que entrasse em regime permanente. Neste instante (100 segundos) foi aplicada uma forga

impulsiva na direcdo horizontal do rotor e a simulagdo continuou por mais 100 segundos,

portanto até 200 segundos. Os deslocamentos calculados a partir a aplicagdo do impacto

até o final foram passados para o dominio da frequéncia através da transformada de Fourier

e normalizados. Ao realizar este processo para as velocidades citadas, que foram mantidas

constantes, é possivel construir os diagramas de cascata (Fig. 5.7), permitindo assim obser-

var o comportamento das frequéncias do sistema em funcao da velocidade de rotagao.
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Figura 5.7 - Diagrama cascata construido: a) rotor-diregéo horizontal; b) rotor-dire¢ao verti-
cal; c) extremidade da palheta 1; d) extremidade da palheta 2.
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Como as frequéncias naturais dos seis primeiros modos estavam entre 10 Hz e 24
Hz, foi dado um enfoque para esta banda na analise. Para os diagramas obtidos a partir dos
deslocamentos do rotor, Figs. 5.7(a) e 5.7(b), nota-se que ha uma série de picos constantes
proximos a 13,7 Hz e 14,4 Hz, que sao as frequéncias cujos modos de vibrar apresentam
movimento predominante do rotor. Ja para as frequéncias dos modos das palhetas, locali-
zadas na banda entre 17 Hz e 18 Hz, observa-se uma bifurcacdo em V, onde os picos sdo
combinagdes entre as frequéncias naturais das palhetas e a velocidade de rotagdo. Estas
frequéncias, referidas como frequéncias paramétricas, sdo vistas no espectro, devido ao
acoplamento dos movimentos do rotor e das palhetas. E ainda, uma terceira caracteristica
pode ser vista. Em velocidades proximas a 200 RPM uma das frequéncias paramétricas das
palhetas aproxima-se bastante das frequéncias do modo do rotor de forma que surge um
efeito chamado veering, onde ha uma interacdo entre os modos nessa regido. Contudo, néo
ha o cruzamento entre as frequéncias. Segundo Christensen (2004), este efeito € importante
ao fazer o controle de vibracao destes sistemas.

Agora, ao analisar os diagramas de cascata construidos a partir dos graus de liber-
dade das extremidades das palhetas 1 e 2, mostrados nas Figs. 5.7(c) e 5.7(d), verifica-se
um comportamento diferente. As frequéncias paramétricas estao relacionadas com os mo-
dos de vibrar do rotor, 13,7 + Q e 14,4 £+ Q, enquanto é evidente que as frequéncias dos
modos de vibrar das palhetas, entre 17 Hz e 18 Hz, aumentam com a velocidade de rotacao,
seguindo uma tendéncia aproximadamente parabdlica. Este aumento das frequéncias com a
velocidade angular € que caracteriza o enrijecimento centrifugo, que foi introduzido no mo-
delo devido a inclusao dos termos nao lineares de segunda ordem no calculo das deforma-
¢Oes das palhetas.

Este comportamento observado nas respostas temporais também é visto ao realizar
uma analise modal tedrica na estrutura. Neste trabalho foi escolhido a transformacao de
coordenadas multi-pas para realizar a analise modal. Além de sua simplicidade, o método
apresenta menor custo computacional em relagdo a teoria de Floquet e nao requer a solu-
¢ao do problema da indeterminacdo associada ao logaritmo de um numero complexo. Para
isso, o procedimento sera o mesmo que foi feito para a determinagao das regides de estabi-
lidade.

Foram escolhidas cem posi¢des angulares diferentes, isto €, 100 valores entre 0 e 2n
e as matrizes da equagdao do movimento apds a transformacio de coordenadas foram de-
terminadas para cada uma destas posigdes angulares. Feito isto, a média das cem matrizes
é computada; o médulo dos autovalores representa as frequéncias naturais do sistema. As

evolucdes destas frequéncias em fungéo da velocidade estdo mostradas na Fig. 5.8(a).
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Figura 5.8 - Frequéncias determinadas através da transformagao de coordenadas multi-pas:

a) referencial inercial; b) referencial rotativo.

Na Fig. 5.8(a) é possivel verificar de fato um comportamento semelhante ao mostra-
do nos diagramas cascata construidos a partir dos graus de liberdade do rotor. Ao recordar
a transformacgao de coordenadas, pela Eq. (3.82), é possivel verificar que os graus de liber-
dade das palhetas sdo descritos a partir de quatro novos graus de liberdade que represen-
tam o movimento delas como um todo. Ainda, as frequéncias destes novos modos podem
ser comparadas com as frequéncias naturais das palhetas isoladas. Os modos coletivo e
diferencial, qo e qq, tem frequéncia igual a das palhetas isoladas, enquanto o modo progres-
sivo, q., tem frequéncia de aproximadamente a frequéncia da palheta isolada mais a veloci-
dade de rotagdo e o modo regressivo, gs, tera frequéncia que é a frequéncia da palheta iso-
lada menos a velocidade angular.

Sabendo desta relacao entre as frequéncias, foi feita uma intervengéo nos resultados
com o objetivo de estimar as frequéncias naturais do sistema medidas no referencial rotativo
através da analise modal. Para tanto, as frequéncias do modo regressivo foram acrescidas
da velocidade de rotacao e subtraiu-se a velocidade de rotagdo das frequéncias do modo
progressivo, além de adicionar + Q2 as frequéncias ligadas aos modos do rotor. Dessa forma,
€ possivel construir um diagrama mostrado na Fig. 5.8(b), que se assemelha muito aos pi-
cos observados nas Figs. 5.7(c) e 5.7(d). Uma caracteristica observada é que no referencial
rotativo as frequéncias do modo progressivo e regressivo ndo sao idénticas. De certa forma,
para o sistema estudado, isso faz sentido, uma vez que as quatro palhetas ndo estio isola-

das, mas sim acopladas pelo rotor.
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5.2 Resultados experimentais

As simulagdes computacionais do modelo matematico mostraram algumas caracte-
risticas do sistema rotor-palhetas que estdo condizentes com os efeitos dinamicos descritos
na literatura. Agora, nesta secao, serdo apresentados os resultados coletados a partir dos
experimentos feitos na bancada experimental apresentada. Os primeiros experimentos fo-
ram feitos para o rotor em repouso, isto é, com velocidade angular igual a zero, Q = 0. Tal
como nas simulagdes, foram consideradas duas posi¢coes angulares, 6 = 0° e § = 45°. Du-
rante os experimentos, com resolucdo em frequéncia de aproximadamente 0,029 Hz, perce-
beu-se que apenas os primeiros seis modos foram excitados. Assim, na necessidade de
melhorar o calculo dos estimadores das FRFs, todos os sinais coletados passaram por um
filtro passa-banda entre 10 Hz e 24 Hz. Na Tab. 5.2 estao as frequéncias naturais identifica-
das pelos picos das amplitudes do estimador H,; das FRFs e os fatores de amortecimento.
Para determinar os fatores de amortecimento foi utilizada a regra do decaimento de 3 dB

nas amplitudes nos picos, descrita por Inman (2014).

Tabela 5.2 - Frequéncias naturais e fatores de amortecimento estimados para os primeiros

seis modos de vibrar do sistema em repouso - Q = 0.

Modos Frequéncia natural [HZ] Fator de amortecimento
0° 45° 0° 45°

1° 13,76 13,76 0,0171 0,0149
2° 14,46 14,46 0,0055 0,0059
3° 17,15 17,15 0,0037 0,0037
4° - - - -
5° 17,89 17,89 0,0031 0,0036
6° - 18,00 - 0,0177

Quatro frequéncias foram identificadas pelas FRFs com o rotor a 0°: 13,76 Hz, 14,46
Hz, 17,15 Hz e 17,89 Hz. Todas estdo proximas das previstas pelo modelo. No entanto, a
frequéncia em torno de 18,0 Hz nao foi identificada para este experimento, o que ndo acon-
teceu quando o experimento foi feito com o rotor na posigao angular de 45°. Neste caso, foi
possivel identificar uma frequéncia no pico a 18,0 Hz. J& os valores estimados para os fato-
res de amortecimento sdo um pouco discrepantes do modelo, fato que de certa forma é es-
perado, principalmente devido ao uso das janelas na estimacéo das FRFs, que podem intro-

duzir erros de vazamento.
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As Figs. 5.9 a 5.12 mostram as amplitudes e as fases para o estimador H- das FRFs,
bem como a coeréncia, para as medi¢des na direcao horizontal do rotor, ry, direcao vertical
do rotor, r,, na palheta 1, ps, € na palheta 2, p,, para as duas posi¢des angulares = 0° e 0 =
45°.

3 A 14.46 —_ 3 4 14.46 ->
s g
€ €
E 24 £ 24
g < 17.89 S
3 2 17.82
3 17 3 11 e
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< <
0 - 0 1
T T T T T T T T T T
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180 180
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® i
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10 12 14 16 18 20 22
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< 0.5 - w < 0.5 -
o o
O o
0.0 T T ] T T 0.0 T T T T T
10 12 14 16 18 20 22 10 12 14 16 18 20 22
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]
a) b)

Figura 5.9 - FRFs e coeréncias para rx: a) 6 = 0°; b) 6 = 45°.

E possivel notar que na diregdo horizontal do rotor as FRF estimadas para ambas as
posi¢cdes angulares sdo bem préximas, onde o pico em 14,46 Hz é predominante. Ja para a
FRF na direcao vertical do rotor é possivel observar um pico em 13,76 Hz, que pelo modelo
matematico é a frequéncia natural do modo de vibrar onde ha uma grande amplitude do mo-
vimento do rotor na vertical. Para este grau de liberdade, verifica-se uma diferencga interes-
sante, pois para 0 = 45° ha um pico em 18,0 Hz, que ndo aparece para o rotor a § = 0°. Esta
mesma diferenca também é notada nas FRFs da palheta 2. A respeito da palheta 1, ndo se
nota grandes alteragcdes quanto aos picos, mas € possivel observar alteracdes de amplitude
para 6 = 45°, possivelmente pelo fato de que a palheta ndo estar mais na mesma direg¢édo da
excitacdo. As FRF paras as palhetas 3 e 4 ndo sédo ilustradas, mas elas séo idénticas as das

palhetas 1 e 2, exceto pela defasagem de 180° devido ao posicionamento dos sensores.
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Figura 5.12 - FRFs e coeréncias para p.: a) 8 = 0°; b) 6 = 45°.

A partir dos estimadores das FRFs ainda foram extraidos os modos de vibrar, que
estdo ilustrados na Fig. 5.13 para as duas posi¢des angulares estudadas. Observa-se que
de fato os modos a 13,76 Hz e a 14,46 Hz sdo modos cujo movimento do rotor € predomi-
nante nas diregdes vertical e horizontal, respectivamente. Nos modos de 17,15 Hz e 17,89
Hz para o rotor a 8 = 0° € nos modos de 17,15 Hz, 17,82 Hz e 18,00 Hz para 6 = 45° o aco-
plamento entre os corpos é mais visivel.

Todas as FRFs mostradas nas Figs. 5.9 a 5.12 e os modos de vibrar da Fig. 5.13
foram estimados a partir das medicdes feitas sem a correia dentada que conecta o rotor ao
motor elétrico. Durante a realizagdo dos experimentos, foi verificado que, para o rotor em
repouso, esta correia influencia bastante as respostas, o que é possivel ver na Fig. 5.14,
que ilustra as FRFs obtidas a partir das medi¢cdes na diregao horizontal do rotor e da palheta
1. As frequéncias correspondentes aos picos sao maiores que para o sistema sem a correia,
portanto, provavelmente a correia introduz uma rigidez no sistema. Um outro ponto interes-
sante € que o pico cuja frequéncia € 18,72 Hz é mais achatado que os picos das FRFs sem
a correia nesta faixa de 18 Hz, logo isso indica que a correia também adiciona um amorte-
cimento no sistema. Esta diferengca no comportamento das frequéncias foi notada de uma

forma mais evidente para o rotor em repouso do que quando o rotor estava girando.
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Figura 5.13 - Modos de vibrar experimentais para o rotor em repouso: a) 8 = 0°; b) § = 45°.
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Pelos resultados ja mostrados para o rotor em repouso, aparentemente, os parame-
tros obtidos experimentalmente estao préximos dos fornecidos pelo modelo. Agora seréo
apresentadas as FRFs estimadas com o sistema em operacao. A velocidade do rotor foi
controlada através da voltagem do motor no qual era acoplado, sendo que foram feitos 35
testes com as voltagens variando entre 3,0 V e 6,4 V. Para cada experimento, a voltagem foi
mantida constante, logo a velocidade teoricamente também é constante. Mesmo assim, fo-
ram observadas algumas pequenas flutuagdes na voltagem, portanto nao foi possivel garan-
tir que a velocidade sempre foi constante. O procedimento feito para estimar a velocidade de
rotacdo e a posicéo angular do rotor esta ilustrado na Fig. 5.15.
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Figura 5.15 - Procedimento para estimar a velocidade angular do sistema.
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O sinal medido em uma das palhetas, veja a Fig. 5.15(a), é dividido em blocos, tal
como no calculo dos estimadores das FRFs. Um dos blocos ¢é selecionado, € janelado para
reduzir os erros de vazamento e é filtrado em um filtro passa baixa com frequéncia de corte
de 4 Hz. O bloco filtrado estda mostrado na Fig. 5.15(b). A frequéncia de 4 Hz foi escolhida
como frequéncia de corte, pois o sinal nesta banda contém apenas as excitagdes devido a
gravidade, portanto pode-se utiliza-lo para estimar a posi¢cdo angular da palheta em que o
sinal foi medido. Devido ao fato de o sistema estar girando, a excitagao por causa da gravi-
dade apresenta uma frequéncia que sera préxima da velocidade de rotagcdo. Entdo o sinal
da Fig. 5.17(b) é passado para o dominio da frequéncia através da transformada de Fourier
e a frequéncia correspondente ao valor do pico observado é utilizada como uma estimativa
da velocidade de rotagéo, o que € mostrado na Fig. 5.17(c). Este procedimento foi feito para
todos os experimentos, tal que as velocidades estimadas estdo entre 0,88 Hz e 3,56 Hz, ou
53 RPM e 215 RPM. As velocidades foram baixas por causa da eletronica embarcada no
disco, caso o rotor rodasse muito rapido haveria o risco da quebra dos componentes.

Outro fator que deve ser destacado é que, de acordo com Christensen (2004), reali-
zar as medigbes com velocidades angulares é desafiador, pois a excitacao é feita em rela-
¢ao ao referencial inercial enquanto os deslocamentos das palhetas sdo medidos no refe-
rencial rotativo. Isto significa que as palhetas serdo excitadas por forgcas dependentes da
rotacdo. A fim de tentar estimar as FRFs das palhetas com melhor qualidade, a forca de
excitacao produzida pelo shaker foi projetada no referencial rotativo utilizando a posicao
angular aproximada (veja Fig. 5.15(b)), sendo que foi utilizada a componente que possui
mesma direcdo dos deslocamentos das palhetas. Portanto, seria inadequado utilizar o termo
FRF para definir estas respostas uma vez que nao representam a relagdo entre a saida e a
entrada do sistema, mas sim a relacdo entre a saida e a projecdo da entrada na mesma
direcdo da saida.

Dessa forma, nas Figs. 5.16 a 5.19 estéo as respostas em frequéncia obtidas para as
medicdes na diregao horizontal do rotor, vertical do rotor, palheta 1 e palheta 2, respectiva-
mente, para a velocidade angular Q = 2,7 Hz (162 RPM). Nas medicdes feitas na fundacao,
portanto em rx € ry, nota-se claramente que os picos referentes as frequéncias dos modos da
fundacao sao praticamente as mesmas de quando o sistema estava em repouso. Ainda,
observa-se as frequéncias paramétricas em 15,83 Hz e 20,49 Hz, que correspondem apro-
ximadamente a 18,6 - Q e 17,9 + Q, sendo que sdo observados picos nas frequéncias de
17,9 Hz e 18,6 Hz nas FRF estimadas a partir das medi¢des realizadas nas palhetas. Nes-
tas medicOes ainda é possivel observar as frequéncias paramétricas relacionadas com os
modos da fundagao, 13,76 £ Q e 14,46 +  nas frequéncias: 10,81 Hz, 16,26 Hz, 11,21 Hz e
17,76 Hz.
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Nas repostas do sistema com as medi¢gdes dos deslocamentos nas palhetas € possi-
vel notar o enrijecimento centrifugo pois as frequéncias 17, 28 Hz, 17,90 Hz e 18,60 Hz que
sdo relacionadas aos modos de vibrar das palhetas sao maiores que as frequéncias dos
modos das palhetas com o rotor em repouso (17,15 Hz, 17,79 Hz e 17,89 Hz). E possivel
observar com mais clareza este efeito nos diagramas cascata mostrados nas Figs. 5.20 até

5.23, construido para as respostas em frequéncia normalizadas entre as velocidades de 30

RPM e 225 RPM.
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Figura 5.20 - Diagrama cascata para medi¢des em rsx.
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Figura 5.21 - Diagrama cascata para medi¢des em r,.
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Figura 5.23 - Diagrama cascata para medi¢coes em po.

Pelas Figs. 5.22 e 5.23 é observado que ha um aumento das frequéncias dos modos
das palhetas com o aumento da velocidade de rotacdo. Além disso, no diagrama cascata
construido com os deslocamentos medidos na diregao vertical do rotor, r,, pode-se observar
para velocidades proximas a 200 RPM o efeito do veering quando ocorre a interagéo entre
um modo do rotor e um modo paramétrico das palhetas. Nessa regiao as frequéncias ficam

préximas, mas as curvas ndo se cruzam. Outro ponto que deve ser ressaltado é o apareci-
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mento de picos em frequéncias proximas a 20 Hz. Estas frequéncias n&o foram previstas no
modelo matematico.

Como foi citado para o rotor em repouso, nas FRFs obtidas com o sistema parado, a
correia que acopla o rotor ao motor influencia bastante as frequéncias naturais. Para o sis-
tema com velocidade angular, o que se percebe é que, embora a correia fosse dentada, ha
o deslizamento da correia, principalmente quando as velocidades angulares do sistema
eram mais baixas. Isto faz com que a correia vibre bastante, o que possivelmente afetou a
qualidade dos experimentos para estas velocidades. A respeito das frequéncias, ndo houve
diferencga entre as frequéncias dos modos do rotor em relagdo ao modelo, diferenca que é

clara quando o rotor estava em repouso.

5.3 Comparacgao entre os resultados

Esta secao apresenta uma comparagao entre os resultados das simulagdes numéri-
cas e os obtidos experimentalmente. Para o sistema em repouso, as frequéncias naturais
identificadas experimentalmente sdo proximas das frequéncias calculadas teoricamente pa-
ra ambas as posi¢coées angulares, como é possivel ver pela Tab. 5.3, na qual mostra que o
maior erro relativo entre as frequéncias foi aproximadamente 0,6 %. Para 6 = 45° foi possivel
identificar um modo das palhetas a mais, pois provavelmente nesta posi¢ao angular a forga

foi capaz de excitar melhor as palhetas.

Tabela 5.3 - Comparacgao entre as frequéncias naturais [Hz] para o sistema em repouso.

6=0° 6 =45°
Modos  Tedrico (Hz) Exp.(Hz) Erro (%) Tedrico (Hz) Exp. (Hz) Erro (%)
1° 13,77 13,76 0,072 13,77 13,76 0,072
2° 14,46 14,46 0 14,46 14,46 0
3° 17,23 17,15 0,464 17,23 17,15 0,464
4° 17,24 - - 17,23 - -
5° 17,78 17,89 - 17,78 17,89 0,614
6° 17,90 17,89 0,055 17,89 18,00 0,611

Para os modos de vibrar, os resultados obtidos experimentalmente também estao de
acordo com os modos de vibrar tedricos, sendo que os dois primeiros modos, 13,76 Hz e
14,46 Hz, com movimentos predominantes do rotor, enquanto nos outros trés os movimen-

tos das palhetas sao bem evidentes, embora nos modos identificados experimentalmente ha
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uma maior contribuicdo do movimento do rotor. De forma geral, os resultados estao coeren-
tes.

Entretanto, a proximidade entre os resultados experimentais e tedricos ndo é obser-
vada para os fatores de amortecimento, visto que os erros relativos chegam até 97%, como
mostra a Tab. 5.4. Existem alguns fatores que podem explicar esta divergéncia. Primeiro, o
modelo nao foi ajustado, isto é, pode-se atualizar os valores das constantes f1 e f- introdu-
zidas na matriz do amortecimento proporcional, D, de forma que os fatores de amortecimen-
to tedricos fiquem mais condizentes com os obtidos experimentalmente. Um segundo ponto
que nao pode ser esquecido é a respeito ao tratamento dos sinais. Como o sistema foi exci-
tado por uma forga aleatdria, ao realizar a passagem dos sinais diretamente para o dominio
da frequéncia pelo algoritmo da FFT (Fast Fourier Transform), € muito provavel que ocorra
vazamento. Assim, os picos das FRFs ficam mais achatados, o que afeta a determinacao
dos fatores de amortecimento. Por isso, antes de aplicar a FFT, os sinais foram multiplica-
dos por uma janela tal que a primeira e a ultima amostra do sinal fiquem iguais. Apesar de
diminuir os erros de vazamento, a janela ndo os elimina, e ainda, altera a amplitude real do

sinal. Portanto, os erros de vazamento estio presentes, embora um pouco reduzidos.

Tabela 5.4 - Comparacao entre os fatores de amortecimento para o sistema em repouso.

6=0° 6 = 45°
Modos Teo. (-10%) Exp. Erro (%)  Teo. (-10%) Exp. Erro (%)

1° 4,32 0,0171 97,47 4,32 0,0149 97,10
2° 4,54 0,0055 91,74 4,54 0,0059 92,30
3° 5,41 0,0037 85,37 5,41 0,0037 85,37
4° 5,41 - - 5,41 - -

5° 5,58 - - 5,58 0,0036 84,50
6° 5,61 0,0031 82,00 5,62 0,0177 96,82

Os resultados obtidos para o sistema em operagao também foram comparados. Co-
mo os modos de vibrar sdo variantes no tempo e periddicos, quando o sistema apresenta
rotagdo, pelos erros introduzidos ao processar os sinais, e por medir os deslocamentos e
aplicar a forca em referenciais diferentes, apenas as frequéncias naturais serdo compara-
das. As frequéncias determinadas a partir da aplicagdo da transformacao de coordenadas
multi-pas é comparada com os picos das FRFs mostradas nos diagramas cascata. As Figs.

5.24(a) e 5.24(b) mostram os picos obtidos para as medi¢cdes nas dire¢cdes horizontal e ver-
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tical do rotor, respectivamente, enquanto as Figs. 5.24(c) e 5.24(d) ilustram os picos extrai-

dos das medicdes feitas nas palhetas 1 e 2.
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Figura 5.24 - Comparacéo entre as frequéncias naturais: a) ry; b) ry; ¢) p+; d) p2.

Observa-se que as frequéncias previstas pelo modelo estdo condizentes com os pi-

cos das respostas em frequéncia estimadas, principalmente em relagdo ao enrijecimento

centrifugo. Veja nas Figs. 5.24(c) e 5.24(d) que as frequéncias aumentam com a velocidade

angular. Ha, contudo, a presenca de picos em frequéncias proximas de 20 Hz, bem percep-

tiveis nas medi¢cbes das palhetas, que ndo aparecem no modelo. Possivelmente sao fre-

quéncias de algum modo cujo graus de liberdade nao foram considerados no modelo, como

por exemplo os movimentos angulares do rotor.

Com a finalidade de ressaltar esta comparacao foi calculado o erro relativo entre as

frequéncias identificadas a partir das medi¢cdes na direcao vertical do rotor e das frequéncias
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calculadas pelo modelo (veja a Fig. 5.24(b)). Os erros para as quatro frequéncias, duas do
rotor e as paramétricas das palhetas calculados para todas as velocidades angulares estao
mostrados nas Figs.5.25(a) a 5.25(d), respectivamente. Os erros relativos sdo maiores do
que os obtidos para o sistema em repouso, mas continuam baixos, uma vez que as médias
dos erros para todas as velocidades, dispostas na Tab. 5.5, estdo na casa dos 2%. Com
esses resultados é possivel dizer que o modelo matematico esta coerente com os resulta-

dos experimentais.
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Figura 5.25 - Erros relativos entre as frequéncias calculadas e identificadas experimental-

mente para as medigdes em r,- Q # 0.

Tabela 5.5 - Comparagéao entre as frequéncias do sistemaem r, - Q # 0.

Média dos erros (%) Desvio padrao dos erros (%)
Rotor horizontal 0,54 1,14
Rotor vertical 0,40 0,51
Paramétrica -Q 1,41 0,45

Parameétrica +Q 2,36 0,71




Pagina intencionalmente deixada em branco

99



CAPITULO VI

Conclusao

O objetivo deste trabalho foi desenvolver o modelo matematico de um sistema me-
canico composto por varios corpos, sendo que o sistema estudado consistia em um rotor
rigido acoplado a quatro palhetas flexiveis, que sdo modelos bem simplificados de estrutu-
ras como ventiladores, turbinas edlicas e hélices de helicopteros, e comparar os resultados
do modelo com resultados experimentais.

Para modelar o sistema, o rotor foi considerado rigido, como um sistema massa mola
e as palhetas foram modeladas como vigas girantes flexiveis, portanto suas deformagdes
ndo foram desprezadas. E sabido da literatura que estes sistemas possuem caracteristicas
peculiares como o enrijecimento centrifugo e o surgimento de frequéncias paramétricas. O
primeiro efeito € o aumento das frequéncias naturais das palhetas com o aumento da velo-
cidade angular e as frequéncias paramétricas estdo relacionadas com os referenciais utili-
zados na medicao das grandezas. Por exemplo, ao excitar o rotor (quando este ndo esta em
repouso), medir seus deslocamentos e estimar as FRFs, serao vistas as frequéncias dos
modos do rotor e frequéncias que sdo combinacgdes lineares entre as frequéncias das palhe-
tas e a velocidade de rotagao.

As equacdes de Lagrange foram escolhidas para derivar as equagdes do movimento
que representam o modelo matematico do sistema. Para isso, no calculo das energias de
deformagéo das palhetas. foram considerados os termos nao lineares de segunda ordem,
que segundo a literatura, sdo necessarios para representar corretamente o enrijecimento
centrifugo. Feito isto, chegou-se em uma equagédo do movimento cujas matrizes eram vari-
antes no tempo, o que exige certos cuidados na hora de calcular as propriedades do siste-
ma.

Uma forma de fazer isto é utilizar a teoria de Floquet, que apesar de apresentar uma
base tedrica muito rica, possui um custo computacional elevado. Com isso existem alternati-
vas a teoria de Floquet, como por exemplo a transformagado de coordenadas multi-pas, que
como o nome ja diz, € uma transformagao de coordenadas na qual os graus de liberdade

definidos no referencial rotativo sdo passados para o referencial inercial. Estes métodos fo-
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ram comparados em relagdo a estabilidade, e pelos resultados simulados obtidos com a
transformacédo de coordenadas foram muito préximos dos encontrados pela teoria de Flo-
quet. Por isso a transformacao de coordenadas multi-pas foi escolhida para realizar a anali-
se modal do sistema quando este apresenta velocidade angular. Os resultados numéricos
ilustraram que o modelo matematico foi capaz de representar as duas caracteristicas citadas
acima, o enrijecimento centrifugo e as frequéncias paramétricas. Em seguida estes resulta-
dos foram comparados com dados experimentais.

Entdo, os experimentos foram feitos na bancada de testes da Denmark Technical
University sob a supervisdo do Prof. Dr. limar Ferreira Santos, e alguns desafios foram en-
contrados, como por exemplo, o fato de excitar o sistema no referencial inercial e medir os
deslocamentos no referencial rotativo. Por causa disso, as palhetas ficavam muito susceti-
veis a excitagées que dependessem da velocidade angular, como por exemplo a gravidade.
Logo, especial atengao foi dada na estimagéao e analise das respostas do sistema.

Com o auxilio dos experimentos ficou mais facil enxergar os efeitos dindmicos do
sistema. Contudo, os resultados obtidos da bancada de testes estavam de acordo com os
resultados obtidos pelo modelo. Mesmo assim, existem alguns pontos que podem ser me-
Ihorados, como por exemplo ajustar os parametros do modelo, com o objetivo de melhor
modelar o amortecimento do sistema.

Além disso, novos efeitos podem ser estudados, tais como a introdugado da posigao
angular do rotor como um grau de liberdade no sistema, considerar o movimento das palhe-
tas fora do plano do rotor, e levar em conta o angulo de tor¢cdo em que as palhetas sao co-
nectadas no rotor. Neste trabalho todos as analises foram feitas para velocidades constan-
tes. E interessante estudar qual é o efeito da aceleragdo no conjunto, seja nas simulagdes
quanto nos experimentos. Um outro ponto que também poderia ser estudado no futuro seria

aumentar a quantidade de palhetas no sistema.
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