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RESUMO

O objetivo do presente trabalho é apresentar alguns conceitos fundamentais no estudo
de variedades diferencidveis semi-riemannianas, com o intuito de criar condi¢oes para in-
troduzir as principais caracteristicas da geometria envolvida no estudo de curvas em uma
variedade de Lorentz-Minkowski tridimensional R3. A escolha destes espagos para desen-
volver este trabalho foi a familiariedade com os estudos de curvas no espaco euclidiano
tridimensional, adquirida no curso de Geometria Diferencial, e o interesse em ampliar
esses estudos. Para tal foram estudados os conceitos de variedade diferenciavel, variedade
riemanniana e semi-riemanniana e variedade de Lorentz. Sao deduzidas as equacoes de
Frenet para curvas tipo tempo, tipo espaco e tipo luz em R? e é apresentado um breve es-
tudo sobre hélices e geodésicas nestes espagos. Em relagao aos procedimentos de estudo, a
pesquisa teve carater bibliografico. Para desenvolver este trabalho foram utilizadas como
base as referéncias [1], [2], [3], [4], [5], [6], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [15] e [16]. Em
relacao a diferenca entre o estudo de curvas no espaco euclidiano tridimensional e em
espagos de Lorentz de dimensao 3 podemos destacar que nem toda curva nessa variedade
possui uma curvatura, e que, para cada tipo de curva, deve-se definir um conjunto de
equacoes de Frenet diferente, a depender de cada caso, de acordo com a causalidade dos
vetores tangente, normal e binormal, o que nao acontece em curvas no espaco euclidiano
tridimensional. Em relagao as hélices nestes espacos, sao definidas para curvas tipo tempo
e espaco com vetor aceleracao nao sendo tipo luz, de forma analoga ao estudo de hélices
no espago euclidiano tridimensional. No estudo de geodésicas, o conceito é formalizado

nesses espacos e sao caracterizadas as geodésicas nulas.
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Introducao

Uma variedade riemanniana M ¢é uma variedade diferenciavel munida de uma métrica
definida por uma forma bilinear simétrica, nao degenerada e positiva definida. A teoria
geral das curvas em variedades riemannianas ja vem sendo desenvolvida ha muito tempo

e, hoje, ja se tem um grande conhecimento de sua geometria tanto local, quanto global.

Uma variedade semi-riemanniana M é uma variedade diferenciavel munida de uma
métrica com indice v constante, definida por uma forma bilinear simétrica, nao degene-
rada, mas que nao é necessariamente positiva definida. O indice v é a dimensao do maior
subespaco no qual a métrica é definida negativa para todo ponto em M. Quando o indice
da métrica ¢é igual a zero, tem-se uma variedade riemanniana e quando é igual a 1 tem-se

uma variedade de Lorentz.

Uma variedade diferenciavel M = R", munida com uma métrica de Lorentz, defi-
nida pelo pseudo-produto interno ({u,v)) = uyvy + -+ + Up_1Vp_1 — UpUy,, onde u =
(U1, .oy Up_1,Up) € 0 = (V1,...,05_1,0,) sao vetores de R", é uma variedade semi-
rimanniana de indice 1. Espagos vetoriais munidos com uma métrica de Lorentz sao
conhecidos como Espacos de Minkowski. Devido a isso, na literatura matematica, é usual
se referir a variedade M = R", munida com uma métrica de Lorentz como os espacos de
Lorentz-Minkowski, ou simplesmente R}, onde o nimero 1 indica o indice da métrica. No
presente trabalho serdo estudadas as curvas em R3, as quais sao divididas em trés tipos,
a saber: tipo tempo, tipo espaco e tipo luz (ou curvas nulas). O estudo de curvas tipo
tempo tem muitas analogias e semelhancas com o estudo das curvas tipo espaco. Porém,

devido ao fato de que a métrica induzida em uma curva nula é degenerada, o estudo deste



tipo de curva se torna muito mais complicado e precisa ser abordado de forma diferente

do caso nao degenerado.

No presente trabalho é apresentada uma introducao a teoria de variedades rieman-
nianas com uma extensao as variedades semi-riemannianas e é dada especial atencao a
formulacao do triedro de Frenet, bem como aos conceitos de hélices e geodésicas nos

espacos de Lorentz-Minkowski R3.

No estudo de curvas no espago de Lorentz-Minkowski de dimensao 3 podemos destacar
que em curvas regulares tipo luz e tipo espago com vetor aceleragao tipo luz nao é possivel
definir a curvatura. Assim, em comparagao com os estudo de curvas regulares no espago
euclidiano tridimensional, a principal distincao que deve ser observada é em relagao ao
Teorema fundamental, o qual garante que, definidas as funcoes diferencidaveis que determi-
nam a curvatura e a torsao em cada ponto, entao essa curva ¢é tinica a menos de possiveis
rotagoes e/ou translagoes. Em espagos de Lorentz R?, nao é possivel caracterizar uma

curva dessa forma, pois a curvatura nao esta definida para todas as curvas nesse espaco.

No espaco euclidiano tridimensional conseguimos estudar uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco utilizando um unico conjunto de equagoes de Frenet. Em
relacao ao estudos de curvas no espaco de Lorentz-Minkowski de dimensao 3 este fato nao
ocorre. Nesses espacos ¢ necessario adequar o triedro de Frenet, bem como as equagoes
de Frenet, pois os mesmos ficam sujeitos ao tipo de curva (tempo, luz ou espaco) e
também ao tipo do vetor aceleragdo (tempo, luz ou espago). Assim para o estudo das
curvas tipo tempo, tipo espaco com o vetor aceleragao tipo tempo e tipo espaco com
o vetor aceleragao espaco, é possivel obter uma base pseudo-ortonormal formada pelos
vetores tangente, normal e binormal, em cada ponto da curva. Nestes casos, essa base é
denominada o referencial de Frenet da curva. Ja para as curvas tipo luz e tipo espago com
o vetor aceleracao tipo luz, nao é possivel estabelecer uma base pseudo-ortonormal em
nenhum ponto, mas conseguimos estabelecer uma base com os vetores tangente, o normal
e o binormal, os quais nao formam um conjunto de vetores ortogonais, mas formam um
conjunto de vetores linearmente independentes. Em resumo, devido a causalidade dos
vetores presentes nos estudos das curvas neste espaco, é necessario estabelecer diferentes

conjuntos de equagoes de Frenet.

Neste trabalho vamos nos restringir ao estudo das principais caracteristicas da geome-
tria envolvida no estudo de curvas em uma variedades de Lorentz- Minkowski R?. Para

atingir este objetivo vamos estudar os conceitos de variedade diferencidvel, variedade



semi-riemanniana, variedade de Lorentz, deduzir as equacoes de Frenet para curvas tipo
tempo, tipo espaco e tipo luz e iremos apresentar um breve estudo de hélices e geodésicas.
Quanto aos procedimentos de estudo, a pesquisa tem carater bibliogréfico!, uma vez que o
estudo de curvas em variedades semi-riemannianas tridimensionais foi realizado por meio
de livros, teses e/ou dissertacoes sobre o tema.

Vamos dividir este trabalho em quatro partes da seguinte maneira:

e No capitulo 1, é exibido um breve resumo sobre formas bilineares, métricas em
espagos vetoriais e mudanca de coordenadas em espagos vetoriais. Em relagao as
formas bilineares e a métrica sao apresentadas defini¢oes e exemplos. Sobre a mu-
danca de coordenadas em espagos vetoriais, o principal objetivo é apresentar os
vetores covariantes e contravariantes, os quais sao muito utilizados em estudos de
variedades riemannianas e semi-riemannianas. Os conceitos tratados nesse capitulo

tiveram como base [1], [9] e [11].

e No capitulo 2, sao realizados estudos que possibilitam, ao final, demonstrar o te-
orema que caracteriza a conexao de Levi-Civita em variedades riemannianas para
em seguida apresentar uma extensao a variedades semi-riemannianas. Para isso fo-
ram realizados estudos sobre variedades diferenciaveis, campos vetoriais, colchetes
de Lie, variedades semi-riemannianas, conexoes, derivadas covariantes e por fim a

conexao de Levi-Civita. As teorias apresentadas neste capitulo basearam-se nas
referéncias [1], [2], [3], [4], [5], [8] e [10].

e No capitulo 3, ¢ introduzido o conceito de variedades de Lorentz. Em particular, é
apresentado um estudo sobre propriedades das variedades de Lorentz - Minkowski
R? (ou espagos de Lorentz-Minkowski). Os textos que serviram de base para esse
capitulo foram [6], [12], [13] e [15].

e O capitulo 4 tem por objetivo apresentar estudos envolvendo curvas na variedade
de Lorentz-Minkowski R3. Sao deduzidas as equagoes de Frenet para as curvas

tipo tempo, tipo espaco, tipo luz e é apresentado um breve estudo sobre hélices e

IPara Severino (2018) a pesquisa bibliogréfica é realizada a partir de registros disponiveis de pesquisas
anteriores, em documentos impressos, como livros, artigos, teses etc. Os textos sao utilizados como fontes
dos temas a serem pesquisados. SEVERINO, J. A. Metodologia do Trabalho Cientifico. 242 edigao. Sao
Paulo: Cortez Editora, 2018.



geodésicas nestes espacos. O capitulo foi construido tomando por base as referéncias
[13], [15] e [16].

A titulo de curiosidade observamos que a teoria da relatividade especial de Einstein
foi desenvolvida para um espaco de Lorentz- Minkowski quadridimensional R}, munido de
um pseudo-produto interno, conhecido como o espaco-tempo de Minkowski. Nesta teoria
(também chamada de teoria da relatividade flat) estuda-se o que acontece préximo a
velocidade da luz. Ela foi desenvolvida a partir de dois postulados. O primeiro postulado
diz que as leis da fisica s@o as mesmas em todos os sistemas de referéncia inerciais e o
segundo postulado diz que a velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor para qualquer
referencial inercial. A ideia de espaco-tempo é representada com base na configuracao
das trés dimensoes usuais do espago combinadas com uma dimensao tnica do tempo. A
teoria da relatividade geral de Einstein generaliza a teoria da relatividade especial e a
lei da gravitacao universal de Newton, fornecendo uma descricao unificada da gravidade
como uma propriedade geométrica do espaco-tempo. Estudos em variedade de Lorentz
quadridimensional tem implicagoes sobre o que acontece préximo a velocidade da luz e
dentre suas aplicagoes se destaca a aplicacao da dlgebra geométrica desse espaco a dptica

relativista.



CAPITULO 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo é exibido um breve resumo sobre formas bilineares, métricas em espagos
vetoriais e mudanca de coordenadas em espagos vetoriais. Em relacao as formas bilineares
e a métrica sao apresentadas defini¢oes e exemplos. Sobre a mudanca de coordenadas em
espagos vetoriais, o principal objetivo é apresentar os vetores covariantes e contravariantes,
os quais sao muito utilizados em estudos de variedades riemannianas e semi-riemannianas.

Para desenvolver este capitulo utilizou-se como base as referéncias [1], [9] e [11].

1.1 Formas Bilineares e métrica

Nesta secao sao apresentadas algumas defini¢oes envolvendo formas bilineares, métrica
e normas, as quais servem de embasamento para que os conceitos apresentados possam

ser explorados no contexto dos espaco de Lorentz -Minkowski R7Y.

Definicao 1.1. Sejam E, F espacos vetoriais. Uma forma bilinear w : E X F' — R € uma
func¢ao w(u,v), linear em cada uma das varidveis u € E,v € F. Mais precisamente, para
quaisquer u,u' € E,v,v" € F e a € R devem valer:

wlu+u',v) =w(u,v) +w,v); wlau,v) =aw(u,v)

wlu,v+0") = w(u,v) + w(u,v'); wlu,av) =aw(u,v)
Definicao 1.2. Uma forma bilinear w: E X E — R € dita simétrica quando w(u,v) =

w(v,u) para quaisquer u,v € E .
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Definig¢ao 1.3. Uma forma bilinear w: ExX E — R € dita anti-simétrica quando w(u,v) =

—w(v,u) para quaisquer u,v € E.

Definicao 1.4. Uma forma bilinear simétrica ou antissimétrica w € dita uma forma bili-
near nao-degenerada se satisfaz a sequinte condigao: se para todo vetor v valer w(v,u) = 0,

entao u = 0.

Definigao 1.5. Seja M um conjunto qualquer, com M # () e seja d: M x M — R uma
fungdo. Indiquemos por d(x,y) a imagem de um par (x,y) € M x M, através da fungdo

d. Se d satisfaz as sequintes propriedades:
1. d(z,z) = 0;
2. d(z,y) > 0 se x # y;
3. d(z,y) = d(y, x);
4. d(x,z) < d(z,y) +d(y, z), para todo x,y,z € M,

entdo d é chamada uma métrica sobre M. Um par (M,d), onde d é uma métrica sobre

M, é chamado de espagco métrico.

Definicao 1.6. Uma norma de um espago vetorial E sobre R é uma funcdo que associa

a cada x € E um numero real ndo negativo, indicado por

|| E— Ry
de maneira que:
N.1) |z =0« 2z = 0;
N.2) |ax| = |a||z],Ya € R e Vz € E;
N.3) |z +y| < |z| + |y|,Vo,y € E.
Um espago vetorial normado é um espago vetorial E sobre R dotado de wma norma || o

qual denotados por(E, |- |).
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A norma usual do R” é a norma euclidiana definida da seguinte forma:
ol = Vo) = Jeh 1 a2,
onde x = (x1,...,,).

Definicao 1.7. Seja E um espaco vetorial sobre R. Um produto interno em E € uma
func¢do que associa a cada par ordenado (x,y) € E X E um nimero real indicado por
<I,y>, ou seja

(,}):ExE—R

(z,y) — (7,y)

de maneira que:

P.1) (az,y) = alz,y),Va e R eVa,y € E;

P.2) (z,y) = (y,x),Vz,y € E;

P.3) (x1 + x9,y) = (x1,y) + (x2,y), V21, 29,y € E;
P.4) (xz,x) >0 sempre que x # 0.

Segue das propriedades P.1, P.2 e P.3 que o produto interno em um espago vetorial £

satisfaz as seguintes propriedades:

(, 0y + f2) = alz,y) + B{x, 2), Va,y,z € E,

(ay + Bz, x) = afy, x) + B{z,x), Vo,y,2 € E,

entao o produto interno é uma forma bilinear.
O produto interno é uma forma bilinear simétrica nao-degenerada.

Em R™ o produto interno usual é definido da seguinte forma:
(T, y) = 211 + -+ + TnYn,

onde x = (1,...,2n) e Yy = (Y1, -, Yn)-
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1.2 Mudanca de Coordenadas em espacos vetoriais

1.2.1 Vetores contravariantes

O objetivo desta se¢ao é compreender os conceitos de vetor covariante e vetor contra-
variante.

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita, munido de uma base

B={e,...,en}.

Seja v € V. Denotaremos por [v]g o vetor coluna cujos elementos sdo as coordenadas do

vetor v em relacao a base B, ou seja, se

n
v = E v'e;,
i=1

entao,

Quando nao houver a possibilidade de ambiguidades, poderemos escrever

[v]g = (v', ... "),

mantendo em mente que isso tem o significado de (1.1).

Sejam V' um espago vetorial real e

duas bases para V. A matriz de mudanca de coordenadas da base B para a base B ¢ a

matriz A = (a)’ tal que
[v]g = Alv]g, Yv e V. (1.2)

Aqui o indice superior indica linha (no caso a i-ésima linha) e o indice inferior indica

coluna (no caso a j-ésima coluna).
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Proposicao 1.8. Seja A = (a)é. a matriz de mudang¢a de coordenadas da base B para a

base B. A lei de transformacdo dos vetores da base B para a base B é dada por

e = Zafék. (1.3)
k=1

Observe que as colunas de A sao as coordenadas dos vetores da base B em relacao a base

B.

Demonstragao. Basta mostrar que a igualdade (1.3) é valida se, e somente se, (1.2) se

verifica.
n

De fato, seja v € V tal que v = Zvjej, entao, utilizando a expressao (1.3), obtemos

j=1
n n n
V= Zviei = Zvj(Zafék)
i=1 =1 k=1
n o n
= Z (Za?vj)ék, (1.4)
j=1 k=1
logo,
Dot @V
[v]p = : :
Dot apvt
e portanto,
Son_apo” al ... al vt
[v]p = : = @ D = Al
Son_, aro® al ... a® V"
Isso mostra que a igualdade (1.3) é vélida, se, e somente se, (1.2) se verifica. O

A lei de transformagao (1.3) é conhecida como lei de transformagao fundamental.

Por outro lado, segue de (1.2) que a lei de transformacao das coordenadas de vetores
da base B para a base B ¢ dada por [v]p = A7[v]5, onde A~! é a matriz inversa de A.
Podemos pensar, entao, que esta lei de transformacao é contrdria a lei de transformacao
fundamental (1.3) e denotar os vetores que se transformam de acordo com essa lei (ou

seja, de forma contraria a lei de transformacao fundamental) por vetores contravariantes.
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Assim, se v é um vetor do espago vetorial V', e [v]g = (v}, ..., v") e [v]5 = (D}, ...,0"),

entao as coordenadas do vetor V' sao dadas por
V=) (ah)i, (1.5)
j=1

onde (a*1)§- indica os elementos da matriz A, inversa da matriz A.
Com essa terminologia temos que [v]p = A7 [v]5, assim os vetores do espaco vetorial

V' sao vetores contravariantes.

1.2.2 Covetores e vetores covariantes

Vamos considerar agora o conjunto © de todos os funcionais lineares f : V — R, onde
V é um espacgo vetorial de dimensao finita. Os funcionais lineares f sao denominados
covetores de V.

E possivel mostrar que esse conjunto O, junto com com as defini¢oes naturais de
soma de covetores e multiplicacao de covetores por escalares reais define uma estrutura
de espaco vetorial. Tal espaco vetorial é denominado o espaco dual do espaco vetorial V
e é denotado por V*. Sendo V' um espago vetorial e fixado uma base B = {ej1,...,e,}
para V podemos definir uma base B* = {f!,..., f"} de V* tal que

file;) =0y, i=1,2,3,...,n,

onde d;; é o delta de Kronecker (§;; = 1 se ¢ = j e 0 nos demais casos). A base B* é
denominada a base dual da base B.
Se 4 é um funcional linear (ou um covetor) de V*, entdo p pode ser expresso em

coordenadas como uma combinacao linear dos covetores da base dual B*. Isto é,
n
MZZM]'J”, 1 € R, (1.6)
j=1

onde piy, fta, - . ., fi, SA0 NUMEros reais.

n
Observe que, se v € V, com v = Zviei, v' € R, entdo fi(v) = v’
=1

Proposicao 1.9. Sejam B = {ey,...,e,} e B = {éy1,...,&,} duas bases para o espaco

vetorial V e e sejam B* = {f',..., f*} e B* = {f',..., f"} as respectivas bases duais
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para V*, entao
fr=> @i, (1.7)

onde (a_1)§- = A7 € a matriz inversa da matriz de mudanca de coordenadas da base B

para a base B, dada por A = (a)j.

Demonstragao. Segue da lei de transformagao fundamental (1.3) que

n
€, = E agéj.
J=1

Por outro lado,

= mr, (1.8)

onde M = (m)F é a matriz de mudanga de coordenadas da base B* para a base B*, daf

13) o= _ (L8 ~ v £l
G = 14e) ) Y S b e
j=1 =1

i=1
n n n n
_ j ks gk k., j
= g a; E my oy = g a;m; = E m;a;,
j=1  I=1 j=1 j=1

segue portanto que AM = MA = I3, ou seja, M = A~! e, consequentemente, a igualdade

(1.7) fica demonstrada, isto é

fr= @ hif

=1

]

Segue da Proposicao 1.9 que matriz de mudanca de coordenadas da base B* para a
base B* é a matriz [A™!]T, onde o T indica a transposta da matriz. Isto pode ser verificado
aplicando a Proposicao 1.8 a (1.7) substituindo V por V* e as bases B e B por B* e B*.

Ou seja,

) = [A7 ]~ (1.9)
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Observe que tomando [u]g« = (1, .-+, i) € [l = (i1, ..., fin) € usando (1.6) para

isolar [y g+, obtém-se

1] = AT (] g
Ou seja,
b= aln, (1.10)
j=1

Segue de (1.10) que a lei de transformacdo das coordenadas de vetores da base B*
para a base B* ¢ a mesma da transformagao fundamental (1.3).

Da discussao anterior conclui-se que covetores se transformam da mesma forma que
os vetores da base do espaco vetorial (ou seja, ambas obedecem & lei de transformagao

fundamental). Isto motiva a defini¢ao a seguir.

Definicao 1.10. Vetores cujas coordenadas se transformam de acordo com a lei de trans-

formagao fundamental (1.3) sao denominados vetores covariantes ou covetores.



CAPITULO 2

Conexoes em variedades

riemannianas e semi-riemannianas

Neste capitulo sao introduzidos os conceitos de métrica e variedades riemannianas e sao
apresentados alguns resultados e defini¢oes necessarios para que possa ser demonstrado o
teorema que caracteriza a conexao de Levi-Civita em variedades riemannianas e apresentar
uma extensao a variedades semi-riemannianas. Para isso foram realizados estudos sobre
variedades diferenciaveis, campos vetoriais, colchetes, variedades semi-riemannianas, co-
nexoes, derivadas covariantes e por fim a conexao de Levi-Civita.

Os conceitos apresentados neste capitulo tiveram como base [1], [2], [3], [4], [5], [8] e
[10].

2.1 Variedades diferenciaveis

Definicao 2.1. Uma topologia num conjunto X é uma colecao T de subconjuntos de
X, chamados os subconjuntos abertos (sequndo a topologia T) satisfazendo as sequintes

condicoes:
1) X e o subconjunto vazio & sao abertos;

2) a reuniao de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto;

13
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3) a interse¢ao de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.

Definigao 2.2. Um espago topoldgico é um par (X, 1) onde X é um conjunto e T € uma

topologia em X
No que se segue, & indicard um conjunto de indices.

Definicao 2.3. Uma base em um espaco topologico X € uma colecao B de subconjuntos
abertos de X tal que todo subconjunto aberto A de X se exprime como reunigo A =

UB\, A € &, de conjuntos By € B. Dizemos que B € enumerdvel quando & € enumerdvel.

Defini¢ao 2.4. Um espaco topolégico X chama-se um espago de Hausdorff (ou espago
separado) quando, dados dois pontos arbitrdarios x # y em X, existem abertos A, B C

X tais quex € A, ye Be ANB=2.

Definigao 2.5. Sejam X um espaco topoldgico e S um subconjunto de X. Uma cobertura
de S € uma familia ( = (Cy)res de subconjuntos abertos de X com S C UyegClh, isto €,

para cada s € S existe um indice A € S tal que s € C).

Definicao 2.6. Seja S um subconjunto de um espago topologico X. Um ponto v € X
diz-se aderente a S quando todo subconjunto aberto em X contém x e pelo menos um
ponto de S. O conjunto dos pontos de X que sao aderentes a S chama-se o fecho de S e

indica-se com a notacdo S

Definicao 2.7. Seja f: X — V uma funcao definida em um espaco topoldgico X com

mmagem em um espaco vetorial V', definimos o suporte da fun¢ao f como:

supp(f) = {r € X: f(z) # 0} = f~1({0}),
onde ¢ indica o complementar do conjunto {0}.

Definigao 2.8. Um atlas A de uma variedade M de dimensao n € uma cole¢io de triplas

da forma (Dy, Uy, py), onde:
1) Dy € um dominio em R™;
2) Uy é um conjunto aberto de M ;

3) ox: Dy — Uy um homeomorfismo;
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4) M = UU,

Se substituirmos o item 3) por py: Dy — U, um difeomorfismo de classe C* entao

teremos um atlas de classe C*.

Definicao 2.9. Um atlas A de classe C* em M ¢é dito mazimal se ndio estd propriamente

contido em nenhum outro atlas de classe C* em M.

Definicao 2.10. Uma variedade diferencidavel de dimensao n é um conjunto M e uma

familia de aplicacoes biunivocas @y : Uy C R®™ — M de abertos Uy de R™ em M tais que:
(1) U)\QO)\(U)\) =M.

(2) Paratodo par A, B, com p\(Ux)Nps(Us) = W # 3, 0s conjuntos oy (W) e gp/gl(W)

sao abertos em R™ e as aplicagoes 4,051 o @y sao diferencidveis.
(3) A familia {(Uy, a)} € maximal relativamente as condigoes (1) e (2).

Uma familia {(Uy, @A)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferencidvel
em M. O par (Uy, ¢,) tal que p € ¢)(U,) determina um sistema de coordenadas (ou uma
parametrizagdo) para uma vizinhanca de p. V\ = ¢,(U,) é denominada uma vizinhang¢a

coordenada de M em p.

Observagao 2.11. Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de uma maneira
natural uma topologia em M. Basta definir que A C M ¢ um aberto de M se go;l(A N
ox(Uy)) € um aberto de R™ para todo \. E imediato verificar que M e o vazio sio abertos,
que a uniao de abertos € aberto e que a intersec¢ao finita de abertos € aberto. Observe que
a topologia € definida de tal modo que os conjuntos px(Uy) sdo abertos e as aplicagoes o)
sao continuas.

Sep=paq) = (21(q),...,2,(q)), q € U entao as coordenadas x1(q), ..., T,(q) sdo
chamadas as coordenadas locais de p na parametriza¢ao ).

Uma estrutura diferencidvel para uma variedade M é um atlas maximal.

O espaco euclidiano R™, com a estrutura diferencidvel dada pela identidade € um

exemplo trivial de variedade diferencidvel.

Observacao 2.12. Uma variedade diferencidvel de dimensdao n é um espaco topolégico

de Hausdorf com base enumerdvel munido de uma estrutura diferencidvel.

Observacao 2.13. No que se seque o expoente n em M™ indica a dimensao de M.
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Definicao 2.14. Seja M™ uma variedade diferencidavel. Dizemos que uma fun¢ao f: M —
R* ¢ uma fungdo diferencidvel se, para todo p € M, existe uma parametrizacio (¢,U) de

uma vizinhanca de p tal que
fop:UcCR" = R*
é uma fungao diferencidvel de classe C*°.

A definicao de diferenciabilidade pode ser estendida a aplicacoes entre variedades como

segue.

Definicao 2.15. Sejam M7 e M3" variedades diferencidveis. Uma aplicag¢ao p: My — M,
é diferencidvel em p € M se dada uma parametrizagioy: V C R™ — My em o(p), existe

uma parametriza¢io x: U C R™ — My em p tal que p(x(U)) C y(V) e a aplicagdo
y topox:UCR" = R™

¢ diferencidvel em x~(p). A aplicacio ¢ € diferencidvel em um aberto de M, se é dife-

rencidvel em todos os pontos deste aberto.

A funcdo f o ¢, dada na Definicao 2.14, é denominada uma representacao de f em
coordenadas. Quando nao houver risco de ambiguidades a parametrizacao ¢ sera omitida,

isto é, se ¢ = (21,...,2,) € U, escreveremos f(q), significando (f o ¢)(q).

Defini¢ao 2.16. Seja v = {Vi}aes uma cobertura por abertos de uma variedade di-
ferencidvel M. Uma particio da unidade subordinada a v é uma cole¢ao {py}res de

fungoes diferencidveis py: M — R tais que
(i) 0<pr(p) <1, Vpe M

(i) supp(px) C Vi

(7ii) {supp(px)}res € localmente finita (todo ponto em M possui uma vizinhang¢a com um
nidmero finito destes suportes).
(iv) Y pr=1
AES
Teorema 2.17. (Existéncia de Parti¢coes da Unidade). Toda coberturav = {V)}es

por abertos de uma variedade diferenciavel M possui uma particao da unidade subordinada

av.
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Demonstragao. Veja [8], p.43. [

Corolario 2.18. (Lema de Extensao) Dados um fechado A, um aberto V2O A em
uma variedade diferencidvel M e uma funcdo diferencidvel f: A — R¥, entdo existe uma
extensao diferencidvel f: M — R¥ de f tal que supp(f) C V.

Em particular, se (@;U) é uma parametrizacao local e V- C o(U), qualquer fungdo

diferencidvel f: V — R* pode ser estendida a uma funcgao diferencidvel f : M — RF com

supp(f) C ¢(U).
Demonstracao. Veja [1], p.7. ]

Definicao 2.19. Uma curva diferencidvel em uma variedade diferencidvel M ¢é uma

aplicacao diferencidvel o : I — M, onde I € um intervalo de uma reta real.

Definigao 2.20. Seja a: I — M uma curva diferencidvel com a(0) = (z'(0),...,2™(0)) =
dr! dz"

A ax-
pev=a(0)= dt(O),...,dt

A derivada direcional de f em p na direcao de v € dada pela regra da cadeia por

(O)> e seja f: M — R uma fun¢ao diferencidvel em p.

qmwz.$@§@4zﬁwépm (2.1)

=1

0 que significa que a derivada directonal na direcao de v pode ser vista como um operador

linear sobre funcgoes diferencidveis, o qual depende apenas do vetor v.

Indicaremos por D(M) o conjunto das fungoes de classe C*° em um ponto p de uma

variedade diferencidvel M.

Definigao 2.21. Seja ov: I — M uma curva diferencidvel com a(0) = p. O vetor tangente

a curva o em p € uma fungdao o/(0): D(M) — R definida por

W0)] = (700 0) = L2y e D) 2:2)

Comparando (2.1) e (2.2) é facil ver que a expressao de um vetor tangente a uma curva
a, em um ponto p = «(0), de uma variedade M, é exatamente a expressao da derivada
direcional segundo o vetor ¥ = o/(0) € R". No que se segue utilizaremos a notagao
o (0)f = 0, (f).

Segue da Definicao 2.21 que um vetor tangente a uma variedade M em um ponto p é

qualquer vetor tangente a uma curva diferenciavel, com traco em M, passando por p.
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O vetor tangente a M em p, dado em (2.2), satisfaz a regra do produto, isto é, se
f,g € D(M), entao

9,(79) = ((F9) 0 )lco

d
= E[(f oa)(goa)li=o

= %(f o0a)li=o(goa)0)+ (fo Oz)(())%(g 0 )0 (2.3)
=9,(f)gp) + f(p)V,(g)-

Isto nos diz que ¥,: D(M) — R é uma derivagao em p, a qual satisfaz a regra do produto.
Desta forma, é possivel pensar no conjunto dos vetores tangentes em um ponto p € M
como um espaco vetorial real, n-dimensional, o qual é um subespaco do espago vetorial

dos funcionais lineares em D(M).

Definigao 2.22. O conjunto dos vetores tangentes a M em p é chamado espago tangente

a M em p e serd denotado T,M.

Observacao 2.23. Mostra-se que o conjunto T,M com as operagoes usuais de fungoes,
forma um espago vetorial de dimensao n (ver [1] pg.8 e [3] pg.8). Mostra-se ainda que
o vetor tangente a uma curva o depende somente das derivadas de o em um sistema de

coordenadas e que a escolha de uma parametrizacao ¢ : U C R"™ — M determina uma
o

base associada {%}0, cee W|0}, chamada de base coordenada do espaco tangente T, M
associada ao sistema de coordenadas ¢ (ver [3] pgs. 8 e 9). Por fim, verifica-se que uma
tal estrutura linear em T,M nao depende da parametrizagao ¢ (ver [3] pg. 9).

Quando nao houver risco de ambiguidade e ndao for necessdrio explicitar as coorde-

S 0 d . -
nadas da parametrizacao, a base {W’m e ’W‘o} de T'pM serd denotada simplesmente
{01]0, .., Onlo} € 22 serd denotado simplesmente 9.

Sejam B = {ey,...,e,} a base canonica do R" e «;: [; — M uma curva diferenciavel

dada por «;(t) = ¢(xo + te;), onde I; é um intervalo aberto contendo ¢ tal que zg + te; €

U, Vt € I,.
Observe que, se % ¢é o vetor tangente a curva «; em p € M entao,
to
NI 08) (1) _ iy U200+ 10) = (F o))
ox’ t-0 t
0
/
— i t - y
(foa)(to) = ==| (f)
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onde f € D(M).

Definicao 2.24. Sejam M e N wvariedades diferencidveis e F': M — N uma aplicagao

diferencidvel em p € M. A diferencial de F' em p € aplicagao linear
de: TpM — Tp(p)N
definida por

[de(ﬂp)](f) = ﬁp(f oF)

para todo f € D(N). Note que fo F € C®(N) (ou seja foF € D(M), e, portanto,
computagoes algébricas andlogas a (2.3) mostram que dF,(0,) € uma derivagao em F(p).

Além disso, como U, é uma aplicagao linear, entao dF, também ¢ linear.

Proposicao 2.25 (Regra da Cadeia). Sejam M, N, P variedades diferencidveis e sejam
F: M — NeG: N — P aplicacées diferencidveis. Entao GoF: M — P ¢ uma aplica¢ao

diferencidvel e
d(GoF), =dGpy) o dF,
Demonstracao. Por definigao, para todo f € D(P)

[d(G o F)p(0p)I(f) = 0p(f 0 (G o F)) = 0,((f o G) 0 F) = dF,(0,)(f 0 &)
= [dGr, (dE,(9p))I(f)-

A seguir apresentaremos o conceito de diferencial em um sistema de coordenadas.
Seja B = {e1,...,e,} a base canénica de R". Se ¢: U C R* — V é uma para-
metrizagdo para uma vizinhanca coordenada V de p = ¢(q) € M, a base coordenada

associada a ¢ é dada por

0
8[Ei ) - d@q(ei),
onde q € U.
De fato, se f € D(M), entao
0 O(f o)

(f) = T(Q) = ei(f o) = dp,(e:)(f).

p

or’
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Assim, podemos escrever

of 0 _O(foyp)
ozt Oz p(f) - ox (9)-

(2.4)

Em primeiro lugar vamos considerar o caso em que as variedades sao espac¢os euclide-
anos.

Denote por B™ = {ey,...,en} e B" = {€1,...,€,} as bases canonicas de R™ e R",
respectivamente. Observe que se F': U C R™ — R" é uma aplicacao diferenciavel, entao
dF,: R™ — R" ¢ a derivada usual para cada p € U e pela regra da cadeia

W eF) §f< )2 ) = O ()

dFy(e)(f) = ei(fo F) =

ou seja,

=3 G

Assim, a matriz da diferencial dF}, em relagao as bases B™, B" é o jacobiano

oFt . 9FL
ox! Ox™

J=1 | =i [dEy]pm pn.
Ox! ox™

Ou seja, se v =Y " v'e;, entao

n m
8F9
S ILTIOES ol bort )
j=1 Li=1
isto é,
oF1! OF! 1
Gt oo v
[dE, (V)] = | : L | = T[]
OF™ OF™
Bt oo o™

Assim, para o caso geral considere uma aplicagao diferenciavel F': M™ — N™ e p: U C
R™ — o(U), ¥: V C R" — (V) parametrizagoes de vizinhangas de p = ¢(q) em M e
de F(p) =(q) em N (7= (y',...,y") € V), respectivamente, de modo que

F=v¢y 'oFop:UCR™—R"
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Escrevendo agora F o ¢ = 1) o F, obtém-se

0
£y (a_

) = dF,[dpy(ei)] = dl/’fi[dﬁq(ei)] = g [ or’

" OF )
= Z O (q) i :
j=1 X Y lrp)
Portanto, se

0 0
p p

sao as bases coordenadas de T,M e T, N, respectivamente, entao a matriz que representa

p

0

,...,am—m
p

9
oy"

g ey

F(p)

a diferencial dF}, em relagao a estas bases é dada por

oF . OF
Ozl o™
[dFy)|B, B,y = | =: [dFy|pm pn.
oF" .. OF"
ozl oz™m

2.1.1 Mudancas de bases em Espacos Tangentes

Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional e sejam ¢: U — ¢(U) e ¢: V — (V)
duas parametrizagoes para vizinhangas coordenadas de p = ©(q) = @(x!,... 2") =
(@) =Y, ...,y")em M,ondeq = (z',...,2") € Ueq= (y'(z',...,2"),...,y"(z},...,2")) €
V.
Tomando w = p(U)NY(V) e ® =9p~top: p Y (W) — ¢~ 1(W), podemos escrever

Plg) =W op)q) =Wt op)(at,...,2") = (y (2", ..., 2"),...,y" (2", ..., 2™)).

Assim, no que se segue denotaremos por 4 (q) as fungoes coordenadas (®)’(q) da aplicacao

o.
o } o

| .

Proposicao 2.26. Sejam
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as bases coordenadas de T,M induzidas pelas parametrizacoes ¢ e 1), respectivamente.
Denote
oy’ 0(®)

entdo a matriz de mudanca de coordenadas da base B para a base B € dada por

0
oxt

N
» ox' Oy’

p

9

Demonstragdo. Para a demonstragdo vamos recordar que 5| = d@,(e;) e vamos utilizar

p

as simplificagoes ¢(q) = ¢, ¥(q) =¥ e ®(q) = P.
Segue de (2.5) que ¢(q) = (¢ o ®)(q). Dali, aplicando a regra da cadeia, obtém-se

0
ox'

= dipy(e:)

p

= dipgd®q(e;)]
WY ]

= diy [Z — (@)

n

]

Assim, se v = (v!,...,v") sdo as componentes de um vetor v € T,M na base B, entao

v pode ser escrito na forma

0
oxt

V= E s
i=1

Por outro lado, se 0 mesmo vetor v € T,M é escrito como v = (¢',...,7") na base B,

p

entao v pode ser escrito na forma

)
p

;0
v:Zv]a—yj

j=1
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entao, pelo exposto na secao 1.2.1, a lei de transformagao de coordenadas é dada por

n i
i dz'
j Y
= o
i ~ .
onde % sao os elementos da matriz de mudanca de coordenadas da base B para a base

B.

Segue do exposto que o conceito de vetores tangentes em variedades permite uma

interpretacao independente, livre de coordenadas de derivadas de curvas.

2.1.2 Covetores Tangentes

O conceito de diferenciais de funcgoes reais em variedades pode ser visto como sendo o
andlogo do conceito de gradiente em R”. Desta forma, diferenciais de fungoes reais em
variedades podem ser interpretadas de maneira mais natural como covetores tangentes,

os quais sao definidos a seguir.

Definicao 2.27. Seja M uma variedade diferencidvel. Para cada p € M definimos o
espago cotangente Ty M a M em p por

oM = (T,M)".
Elementos de T,y M sao chamados covetores tangentes a M em p.

Definido dessa forma, o espaco cotangente a M em p é o dual do espago tangente a M
em p. Ou seja, se M é uma variedade diferencidvel e p: U — ¢(U) é uma parametrizagao
de uma vizinhanca coordenada de um ponto p € M e a base coordenada do espago

tangente T, M associada a parametrizagao ¢ é dada por

0
BPZ{@ }
p

entao a base dual coordenada para o espago cotangente Ty M, associada a essa parame-

0

,-..7_n
) ox

trizacao, sera denotada por

B}, = {dz'|,,...,dz"|,},
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de forma que, dx* (%) = 0;; e qualquer covetor p € T)M pode ser escrito de maneira

Unica como

= Z ﬂid$i‘p7
i=1

onde

o 0
:ul_:u 8137'

)

No que se segue vamos dar uma ideia geral de como as coordenadas de um covetor tan-
gente se transformam em termos de uma mudanca de bases coordenadas (entre duas
parametrizagoes).

Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional e p: U — ¢(U), ¢: V — (V)
duas parametrizagoes para vizinhangas coordenadas de p = ¢(q) = ¥(q) em M. Sejam B
e B as bases coordenadas de T, M induzidas pelas parametrizagoes ¢ e 1, respectivamente,
dadas em (2.6) e (2.7). Denote por

B* = {dz'|,,...,dz"|,}
B* = {dy1|p, . ,dy"|p}

as respectivas bases duais. Aplicando-se os procedimentos expostos na Se¢ao 1.2.2 verifica-

se que a mudanca de coordenadas da base B* para a base B* é dada por

n .
ox’

d‘rilp = ay]’

dyjlp'
j=1

Obtemos também da discussao Secao 1.2.2 que se

[M]B* = (HTP'W#%):
g = (i 1),

entao
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2.1.3 Campos de vetores

Definicao 2.28. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n com um atlas I1 =
{pa: Uy — M}y, de classe C*. O fibrado tangente de M ¢é uma variedade diferencidvel

de dimensdo 2n e classe C*~', dada pelo conjunto
TM ={(p,v):pe M eveTl,M}
munido de um atlas
U= {: Uy x R" = TM},en,

tal que

wOl(qa”Ul?"'?,Un (Qpa C_Za Z )

onde g = (z},...,2%), (v',...,0v") € R" e 37" | v;5% sdo as coordenadas de v na base
«@

ol

{i L}
ozl dan [
No que se segue 7: T'M — M denotara a projecao canonica do fibrado tangente de

M sobre M, isto é, m(p,v) = p para todo v € T,M.

Definicao 2.29. Seja M uma variedade diferencidvel. Um campo vetorial diferencidvel

em M € uma aplicagao diferencidvel X : M — TM tal que mo X = idy;.

Campos vetoriais podem ser vistos como aplicacoes que associam a cada ponto p € M
um vetor tangente X(p) € T,M. No que se segue, para facilitar a notacdo, o vetor
tangente X (p) = (X*(p), ..., X™(p)) serd denotado simplesmente por X,,.

Para representar campos vetoriais em termos de coordenadas locais, considere

p p

parametrizacao ¢: U — M. Assim, para pontos p € ¢(U), escrevemos

} como sendo a base do espaco tangente T),M, associada a uma

(2.8)

X, ZXz 895’

Segue de (2.8) que um campo vetorial X é diferencidvel em p € p(U), se, e somente se,

as funcoes coordenadas X!, ..., X" forem diferencidveis.



SECAO 2.1 ¢ VARIEDADES DIFERENCIAVEIS 26

Campos vetoriais diferenciaveis em uma variedade M também podem ser estudados a
partir de uma aplicacao que associa a cada funcdo f € D(M) uma funcao X f € D(M)
através da expressao

0B = X7 =3 X' (o)

p

onde X,,: D(M) — R é um vetor tangente.

Definicao 2.30. Seja M uma variedade diferencidvel. Um campo vetorial diferencidvel

em M é uma aplicagio X : D(M) — D(M) que satisfaz as sequintes propriedades
(i) X € linear:
X(af+pBg) =aXf+pXyg
para todos o, 5 € R e f,g € D(M).

(ii) X satisfaz a regra do produto:

X(fg) = (Xflg+ f(Xg)

para todos f,g € D(M).

2.1.4 A operacgao colchete

Serao introduzidas nessa secao nocoes minimas sobre colchetes. Evitou-se propositada-
mente utilizar o termo colchete de Lie, visto que um estudo mais abrangente deveria
envolver tépicos de algebra de Lie, o que nao esta dentro da proposta do trabalho.

No que se segue indicaremos por A(M) o conjunto dos campos de vetores de classe
C> em uma variedade M. A Definicao 2.30 de campos vetoriais nos permite definir a
composta de campos vetoriais e, ja que X f é interpretada como a derivada de f na direcao

de X, vamos interpretar a expressao
X(Yf)

como a derivada segunda de f, primeiro na direcao de Y, e em seguida na direcao de

X. Geralmente esta composi¢cao nao é um campo vetorial pois nao satisfaz a regra do
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produto. De fato,

(X oY) (fg) = XY (f9)] = X[V )g + f(Vg)] = X[(Y f)g] + X[f(Yg)]
= [X¥Nlg+ VN Xg) + (XN (Yg) + [IX(Y9)]
(X oY) flg + fI(X o Y)g] + (X[)(Yg) + (Y [)(Xg).

A seguir mostraremos, em coordenadas locais, que a operacao X oY — Y o X define um

campo vetorial.

Lema 2.31. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade dife-

rencidvel M. Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que, para todo f € D(M),

Zf=(XY -YX)f.

Demonstracao. Primeiro provemos que se Z existe, ele é inico. Admitamos, portanto, a

existéncia de um tal Z. Sejap € M e p: U — M uma parametrizacao em p, e sejam
0 0
X = Xi—, Y= Y, —
as expressoes de X e Y nesta parametrizagao. Entao para todo f € D(M),

B of ay; of 02 f
XYf_X(ZYJa ZX dz; O; +;inaxiaxj’

YXf= YZX

0 0f o2 f
T O, O +;Xiyja:giam'

Portanto, Z é dado, na parametrizacao ¢, por

Ny aXi) of (2.9)

2f=XYf-YX[= Z( Oz, "Ox; ) Or;
7 7 Ji

o que mostra a unicidade de Z.

Para demonstrar a existéncia, basta definir Z,, em cada vizinhanga coordenada ¢, (U, )
de uma estrutura diferenciavel {(U,, ¢4)} de M pela expressao (2.9) e observar que, por
unicidade, Z, = Zg em ¢,(U,) N 3(Up) # @. Como Z, e Zz sao arbitrarios, entao é

possivel definir Z em toda a variedade M. O

Pela forma como foi definido, o campo vetorial Z dado pelo Lema 2.31 é diferencidvel e
é denominado o colchete [X,Y] = XY —Y X de X e Y. A proposigao a seguir mostra que
a operacao colchete é anticomutativa (item (a)), linear (item (b)) e satisfaz a identidade
de Jacobi (item (c)).
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Proposicao 2.32. Se X, Y e Z sao campos diferenciaveis em M, «, [ sao numeros

reais e f, g sio fungées diferencidveis, entio:
(a) [X,Y]=—[Y,X],

(b) [aX +bY, Z] = a[X, Z]) + b]Y, Z],

(c) X, Y], Z]+ IV, 2], X] + [[2, X], Y] = 0,
(d) [fX,gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y —gY () X.

Observe que de acordo com a Definigdo 2.28 X é um campo de vetores X (p) € TM,
para qualquer p € M. Como f € D(M) entao, fX pode ser entendido como um campo

vetorial obtido do produto da fun¢ao f aplicada em p pelo vetor X, em cada ponto p € M.
Demonstragao. Para demonstrar (a) e (b) utilizaremos a defini¢ao do colchete, temos que

(X, oY +5Z)=X(aY +52Z) — (oY + Z2)X = XaY + XPBZ —aY X — ZX
= a(XY —YX)+ B(XZ - ZX) = a[X,Y] + B[X, Z],

e que
X,Y] = XY - YX = —(YX - XY) = [V, X], (2.10)
Utilizando a (b) em [[X, Y], Z], obtemos

=XYZ-ZXY -YXZ+ZYX.

Logo, usando (a) e (b) em [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y], temos que

(Y. 2], X1+ [[2, X].Y] = -[X, [\, Z]] - [\, [Z, X]]
= —[X,YZ—-2ZY] =Y, ZX — X 7]
= —[X,YZ]+[X,ZY] - [V, ZX] + [V, X Z]
= XYZ+AYZX+XZY —ZYX - YZX +ZXY +YXZ - XZY
= XYZA+ZXY +YXZ—2YX
= —[[X,Y],Z],
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entao,
[[X7Y]7Z] + [[Y’ ZLX] + [[Zv X]7Y] =0,

o que mostra (c).

Para demonstrar (d), calculamos
[fX,gY] = fX(gY) — gY (fX)
= fgXY + [X(9)Y —gfYX = gY (/)X
= f9X, Y]+ [X(9)Y —gY (/)X

2.2 Variedades riemannianas e semi-riemannianas

O conceito de variedades semi-riemannianas generaliza o conceito de variedades rie-
mannianas. O que distingue uma variedade riemanniana de uma variedade semi-riemanniana
é a escolha da métrica, a qual em variedades riemannianas é definida positiva. Na li-
teratura, variedades semi-riemannianas sao também conhecidas por variedades pseudo-
riemannianas e a métrica semi-riemanniana é em geral chamada de pseudo-métrica. Estas

nomenclaturas ficarao mais claras no ultimo capitulo.

2.2.1 Métricas riemannianas e semi-riemannianas

Definigao 2.33. (Métrica riemanniana) Uma métrica riemanniana em uma variedade
diferencidvel M™ € uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M™ uma forma
bilinear simétrica, positiva definida ( , ), no espago tangente T,M, que varia diferencia-
velmente no sequinte sentido: Se p: U C R" — M"™ € um sistema de coordenadas locais
em torno de p, com p(x1,...,x2,) =p € pU) e 8%i(p) = dp,(0,...,1,...,0), entdo as

fungoes <%(p), %(p)> sao diferencidveis em U.
2 J p

No que se segue denotaremos

<a%i(p), %(p)>p = 9ij (@1, Tn),



SECAO 2.2 ¢ VARIEDADES RIEMANNIANAS E SEMI-RIEMANNIANAS 30

onde as funcoes g;;: ¢(U) — R s@o as componentes do tensor métrico

=Y gy(p)da'l, ® do’|,

ij=1
Para maiores detalhes veja [1], pagina 47.

Proposicao 2.34. Toda variedade diferenciavel M admite uma métrica riemanniana.

Para a demonstragao deste resultado veja [3], pg.43.

2.2.2 Conexao e Derivada Covariante

Os conceitos de conexao e derivada covariante sao frutos de um desejo de generalizar a
nocao de derivada direcional do R™ para variedades. A direcdo em que se pretende dife-
renciar, em cada ponto da variedade, é dada por um vetor tangente a esta variedade neste
ponto e, de forma global, por um campo vetorial, enquanto que, o objeto a ser diferen-
ciado é uma se¢ao de algum fibrado vetorial sobre a variedade, de forma que o resultado
desta operagao seja também uma se¢ao do mesmo fibrado vetorial (ver [7]). O objetivo
desta secao é apresentar algumas defini¢oes e resultados que permitam a introducao dos
conceitos de conexao (riemanniana e semi-riemanniana) e derivada covariante.

Os topicos apresentados servem de base para os capitulos seguintes e sao introduzidos
em uma forma sintética, de maneira que esses conceitos possam ser assimilados por alunos

dos ultimos periodos de um curso de graduacao em matemaética.

2.2.3 Conexao afim

A seguir serd introduzido o conceito de conexdo afim. A escolha de uma métrica rieman-
niana em uma variedade M determina univocamente uma certa conexao afim sobre M, o

que permite derivar campos de vetores em M.

Definicao 2.35. Seja M uma variedade diferencidavel de dimensdo n. Uma conexao afim

V em M ¢ uma aplica¢ao
V:AM) x A(M) - A(M),

denotada por (X,Y) — VxY que satisfaz as sequintes propriedades:
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(i) VixigvZ = fVxZ + gVy Z,

(ii)) Vx(Y +72)=VxY +VxZ,

(iii) Vx(fY) = fUxY + (X[)Y.
para todos os campos X,Y,Z € A(M) e para todas as fungoes f,g € D(M).

Podemos interpretar o simbolo VxY como a derivada direcional do campo Y na

direcao do campo X.

Proposicao 2.36. Seja V uma conexao afim em uma variedade diferencidvel M. Se

X,Y € A(M) sao campos vetoriais que se expressam em coordenadas locais por

X=> X0, (2.11)
=1
€
Y =) Y, (2.12)
j=1
onde Oy = %, entao
VY =) X'YIV,0;+ > X(Y)0;, (2.13)
i,j=1 j=1

Em particular, (VxY'), depende apenas do valor de X em p e do valor de Y ao longo de

uma curva tangente a X em um ponto p.

Demonstracao. Utilizando as expressoes (2.11), (2.12) e as propriedades (i), (i) e (iii) de

uma conexao, obtemos

Vi (3o vie) © N v (vio)
j=1 j=1
DN VIV@) + Y X (Y,
=1 j=1

@1 3 YV xindy + Y X (Y,

j=1 j=1

@) i X'YIV,,0; + i X (Y1),

1,j=1 j=1
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Em particular, a expressao de VxY em um ponto p, é escrita na forma

(VxY), ZXZ )Y (p Z ()0;1,- (2.14)

1,j=1
E possivel obsservar que os coeficientes X Y(p),..., X"(p) na expressao 2.14 dependem
apenas do valor de X em p e, além disso, os coeficientes X,(Y?), ..., X, (Y™), por defini¢ao
de vetor tangente, dependem apenas dos valores de Y = (Y, ..., Y™) ao longo de uma
curva passando por p cujo vetor tangente em p é X,,. O

Segue da expressao (2.13), escrevendo os campos vetoriais Vy,0; em termos dos campos

base J;, na forma
V,0; = Zr Oy, (2.15)

que a seguinte expressao ¢ a expressao local para o campo VxY:
VY =) (X(Y’f) + ) Xinrfj) . (2.16)
k=1 ij=1

Definigao 2.37. As func¢oes suaves Ffj definidas pela expressio (2.16) sao chamadas os

simbolos de Christoffel associados a parametrizacao particular utilizada.

Observando a expressao (2.16) é possivel perceber que para determinar localmente

uma conexao precisamos obter n? sfmbolos de Christoffel.

Proposicao 2.38. Toda variedade diferencidvel possui uma conexdao afim.

Demonstracao. Seja V uma vizinhanca coordenada de M e suponha conhecidas as n?

fungoes arbitrarias I'}; € C*°(V). Entéo (2.16) define uma conexao em V. Seja {V,} uma
cobertura de M por vizinhancas coordenadas, cada V, com uma conexao V¢ definida.
Defina uma conexao global em M, usando uma partigao da unidade {p,} subordinada a

esta cobertura, por
VY =) pa VLY. (2.17)

Verificaremos que as propriedades de uma conexao se verificam para a expressao (2.17).
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(1)
VixigrZ =Y paVixigyZ = D palfVYZ + gV5 7]
= f Z ,Oav?(Z +g ZpaV?’Z

= fVxZ +gVyZ,

V(Y +2) =3 paVS(Y +2) =) palVE(Y) + V5(2)]
— fjpavszm + paavw)]
vV
(iii)
VxfY =) paVS(FY) =D pal(XHY + V(Y]
= (;(f)YZpa - fi:paV%Y

= (XF)Y + fVyY.

De (i), (ii) e (iii) seque que VxY construido em (2.17) é uma conexao em M. O

2.2.4 Derivadas covariantes ao longo de curvas

Para facilitar o entendimento vamos entender o conceito de derivada covariante no
contexto da Geometria Diferencial (em superficies no espago tridimensional euclidiano).
Seja S C R? uma superficie, ¢: I — S uma curva parametrizada em S, e V: I — R3
%(t),t € I, nao pertence

em geral, ao plano tangente TS, ou seja, em geral, o vetor %

um campo de vetores tangentes a S ao longo de ¢. O vetor
(t),t € I é um vetor

pertencente ao “espaco ambiente”da superficie. A ideia é considerar, em vez da derivada

usual ‘2—‘;(15), a projecao ortogonal de %(t) sobre T, S. Esta projecao é denominada a

derivada covariante do campo vetorial V e é denotada por Z¥(t),t € 1.
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Definida desta forma, a derivada covariante pode ser vista como um conceito da ge-
ometria intrinseca da superficie, e, consequentemente, s6 depende da primeira forma
quadratica de S. Em particular, a nocao de derivada covariante permite-nos dar um
sentido a derivada do vetor velocidade (a aceleragao) da curva ¢ em S.

No que se segue faremos um breve resumo de como este conceito pode ser considerado

nos contextos de wvariedades riemanniana e semi-riemanniand.

Definicao 2.39. Seja a: I — M uma curva diferencidvel em uma variedade diferencidvel
M. Um campo vetorial ao longo da curva o é um campo vetorial diferencidvel V: I —
TM tal que V(t) € TouyM para todo t € 1.

E possivel mostrar [1] que os campos vetoriais ao longo de uma curva o definem um

espago vetorial o qual serd denotado A(«).

Proposicao 2.40. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao V. Eziste uma
unica correspondéncia que associa a cada campo vetorial diferencidvel V ao longo de uma
curva diferencidavel a: I — M um outro campo diferencidvel — @0 longo de « tal que
para todos os campos diferencidveis V, W ao longo de o e para toda funcdao diferencidvel
f: I — R, verificam-se as propriedades

- D DV DW .
1. E(V+W):T+T7

i. 2(fv) =4y 4 fLY;

dt
iii. se'V € induzido por um campo de vetores X € A(M), ou seja, V = X o o, entdo

DV
L = VX,
g = Ve

sendo a expressao local dada por,

DV K dVE S dat :

_ + —Tkvilol,. 2.18
dt Z:: dt = dt kl (218)
Demonstragao. Para a expressao V)X fazer sentido, vamos considerar o subescrito
a/(t) neste simbolo como qualquer extensao local do campo «'(t) a um campo em M,
pois s6 importa o valor da extensao em «(t) segundo a Proposi¢ao 2.36 , isto é, o vetor

tangente o(t), e o valor de X em uma curva tangente a o/(t) em «a(t).
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Vamos provar primeiro a unicidade de %. Suponha que exista um tal campo %

satisfazendo todas as propriedades do enunciado. Seja

Zv ()]

a expressao local do campo V' . Pelas primeiras duas propriedades do enunciado, temos

A " . Do
=> — (9ile + > Vi)
j=1 =1

DV
dt

t t

Pela terceira propriedade,

D(?j - dOét
ar |, = (Verwd)e = (Vi rn9i) = 2 g OVa i
Portanto, localmente o campo % se escreve na forma
DV

dv* da’ ;
0 +Z SLOTEOVI®)| 0.

dt

n
t k=1

DV

o que mostra que o campo ¢ unicamente determinado.

Para determinar a existéncia de 2Y, dada uma parametrizacio (¢, U) para uma vizi-

G
nhanca de a(t), defina o campo 2 em ¢(U) pela expressio (2.18), agora verificaremos

se o campo assim definido satisfaz todas as propriedades do enunciado
(i)

Q(‘Hw):i d(vk+W’€)+Zda ok (Vi 4 1)

dt dt Lt Ol
k=1 L 7,7=1
& [avry da! e
k=1 L 2,7=1
" d(WF) dat
F J
DV DWW

= u ta
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(i)

D & dirvy dat
E(f\q_k1 X +]Z EF (V)| Bkl
" [d
-y %vk 1Y )| o
k=1 i,j=1
—d kaa +fz dirk( V)| Ol
- k|t = dt k|t
_df el
i’ f

DV
Tdt

e (@, U) para uma vizinhanca de a(t), com p(U)(@(U) # 0, entao, pela unicidade

(iii) Basta verificar que, se estd definida por (2.18) em duas parametrizagoes (p,U)
de 2¥ em (p,U) e em (@, U) segue que as defini¢des “concordam”em o(U) (@(U).

Logo, a definicao pode ser extendida para toda a variedade M.

]

lDV

o é chamado a derivada covariante de V ao

Definicao 2.41. O campo diferencidve

longo da curva a.

Definicao 2.42. Seja M uma variedade riemanniana com conerao aﬁm V. Um campo

V' ao longo de uma curva o: I — M é chamado paralelo quando =0, para todo t € I.

Proposicao 2.43. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conezxao afim V. Seja
a: I — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em af(ty),ty €
I (i.e. Vo € TougyM). Entdo existe um inico campo de vetores paralelo V' ao longo de o,
tal que V (to) = Vb.

Demonstra¢ao. Admitamos que o teorema foi provado para caso em que «(I) estd con-
tido em uma vizinhanga coordenada. Por compacidade, para todo t; € I, o segmento
a([te, t1]) € M pode ser coberto por um numero finito de vizinhangas coordenadas, em
cada uma da quais V' pode ser definido, por hipdtese. Pela unicidade, as definigdes coin-
cidem nas intersecgoes nao vazias, o que permite definir V' para [to, t1].

Devemos, portanto, provar o teorema no caso em que a(l) estd contido numa vizi-

nhanca coordenada ¢(U) de um sistema de coordenadas ¢: U C R™ — M em torno de
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c(I). Seja ¢~ (a(t)) = (w1(t),...,2,(t)) a expressao local de a(t) e seja Vo = > v 0;
onde 0; = 0;(a(ty)).

Suponhamos que existe um V' em ¢(U) que é paralelo ao longo de o com V' (¢y) = V4.
Entao V = Y v79; satisfaz

dvﬂ dr; .
ij

Fazendo V,0; = >, Ik Ok, € trocando j com k na primeira soma, obtemos
DV dx; dx; .
- o SRS o -3 o X (X et o

e +Zuﬂ'd$ir’?. 9 =0.
- dt — dt "

ij

O sistema de n equagoes diferenciais em v*(t),

A dz;
0=+ 3 ISl k=1,....n, (2.19)

possui uma tinica solugao satisfazendo a condicao inicial v*(ty) = vk. Segue-se que, se V
existe, ele é tinico. Além disso, como o sistema € linear, a solucao esta definida para todo

t € I, o que demonstra a existéncia de um (tinico) V' com as propriedades desejadas. [

O campo de vetores V(t) da Proposi¢ao 2.43 é denominado o transporte paralelo de

V (to) ao longo da curva a.

2.3 Conexao de Levi-Civita

Definicao 2.44. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica riemanniana { , ). A conexdo é dita compativel com a métrica { , ), quando
para toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’

ao longo de c, tivermos (P, P') = constante.

A Definicao 2.44 ¢ justificada pela proposicao seguinte que mostra que se V é com-

pativel com (, ), entao podemos diferenciar o produto interno pela regra do produto usual.
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Proposicao 2.45. Seja M uma variedade riemanniana. Uma conexao V em M é com-
pativel com a métrica, se, e somente se, para todo par V,W de campos de vetores ao longo

da curva diferencidvel c: I — M tem-se

G = (SEwy+ (v ) 220

Demonstracao. E 6bvio que a equagao (2.20) implica na Definigao 2.44, pois, se Vi e W

sao dois campos quaisquer de vetores paralelos sobre uma curva ¢ segue de (2.20) que

d DV, DWW
5 (Vi W) = <7W> + <v1, 7> = (0,W) + (V,0) = 0.

Logo, (V4, W1) = constante.

Para provar a reciproca devemos escolher uma base ortonormal {P;(t), ..., P,(to)}
de T,4,)(M),t, € I e estender paralelamente cada um dos vetores Pi(ty),7 = 1,...,n, ao
longo de ¢ utilizando a Proposicao 2.43. Como V é compativel com a métrica, entao para
todo par (P(t), P;(t)) de campos paralelos ao longo da curva ¢ temos que (F;(t), P;(t)) =
constante para todo i # j(i,7 = 1,...,n). Do fato de que {P;(to),...,P.(to)} é uma
base ortonormal, segue que (F;(t), P;(t)) = 0 para todo i # j(i,j = 1,...,n), pois
P;(t) é o transporte paralelo de P;(tg) para todo i = 1,2,...,n. Assim, temos que
{Pi(t),..., Py(t)} é uma base ortonormal de T (M), para todo t € I. Logo, podemos

escrever
V=> u'P, W=>) wh, i=1,..n (2.21)

onde v* e w' sdao funcoes diferencidveis em 1.

Segue de (2.21) e da Proposigao 2.40 que

DV~ DW et
dt_idt“ dt 4~ dt

7

B
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Portanto,

DV DW dv' ; . dw'
<W,W>+<V,7>=<;d—iﬂ,;wﬂ>+<;vﬂ,;d—iﬂ>
dv’ i ;o dw’
(S ) (v )
dv' Jdw' dv' . dw
:;EUHL _ "t _Z:{dt v dt}

)

O

Corolario 2.46. Uma conexao V em uma variedade riemanniana M é compativel com

a métrica se, e somente se,
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ), X,Y,ZeAM). (2.22)

Demonstracao. Suponhamos que V é compativel com a métrica. Seja p € M e seja

c¢: I — M uma curva diferencidvel com c(tg) = p,to € I, e com %|,_, = X,,. Entao

XY, Z) = %(Y, Z)e=t, = K%’Z> + <Y’ %H

= [(VacyatY, Z) + (Y, Vacan Z)| 1=t
= (VxuY,Z)p + Y, Vxp)Z)p

t=to

Como p é arbitrério, segue-se (2.22).
A reciproca é obvia, pois se V, W sao campos ao longo de uma curva diferenciavel «

em M com a(ty) = p e o/(tg) = X, entao

d
dt <‘/ta Wt) = Xp<‘/ta Wt>
t=to
= <(VXV);D> Wt> <Vtv (VXW)IJ)
- <(V a(to)s Wt0> + <V;507 (Va’(to)W)a(to)>

DW
Wi Vi, —
t toa t0>+< to» dt

)
to
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onde V; e W, sdo representantes dos campos vetoriais V' e W no ponto «(t), respectiva-

mente. Logo, V é compativel com a métrica pela Proposicao 2.45. O

Definicao 2.47. Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica

quando
VxY = VyX = [X,Y] para todo X,Y € A(M). (2.23)
Observacgao 2.48. Em um sistema de coordenadas (U, ), o fato de ser V simétrica
implica que para todo 1,7 =1,...,n,
V,0; — V,0; = [0;,0;] =0, (2.24)
o que justifica o nome adotado (observe que (2.24) € equivalente ao fato de que Ffj = Ffz)

Podemos agora enunciar o teorema fundamental deste capitulo.

Teorema 2.49 (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M, existe uma tnica

conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:
a) V é simétrica.
b) V € compativel com a métrica riemanniana.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente a existéncia de uma tal V. Entao

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, Vx Z) (2.25)
Y{(Z,X) = (VyZ,X)+ (Z,VyX) (2.26)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,VY) (2.27)

Somando (2.25) e (2.26) e subtraindo (2.27), teremos, usando a simetria de V, que

X(Y,Z)+Y(Z,X) = Z(X,Y) = (VxY, Z) + (Y, VxZ) + (Vy Z,X) + (Z,Vy X)
—(VzX,Y) — (X, VzY)
= (VxZ = VzX,Y) +(VyZ = VY, X) + (VxY, Z)
+(Z,VyX) +(Z,VyX) — (Z,VyX)

(X, 2),Y) +([Y, 2], X) + (VxY - Vy X, Z)
+2(Z,Vy X)

(X, 2], Y) + (Y, 2], X) + ([X, Y], 2) + 2(Z, Vy X)
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Portanto

(Z,VyX) = % (XY, 2)+Y{(Z,X)— Z(X,Y) — (X, Z),Y) = (Y, Z], X) — (|X,Y], 2)}
(2.28)

A expressao (2.28) mostra que V estd univocamente determinada pela métrica ( , ).

Portanto, caso exista, ela serd tnica. De fato, para verificar a unicidade, suponha que

exista uma conexdo V distinta de V satisfazendo (2.28). Assim,
(Z.VyX) = % {X(Y,2) +Y(2,X) - 2(X,)Y) = (X, 2], Y) = ([V, Z], X) = ([X, Y], Z) },
se, e somente se,
(Z,VyX)=(Z VyX).
Logo,
(Z,VyX — VyX) =0.
Como (, ) é ndo-degenerada e Z # 0, entdo, Vy X —Vy X = 0, o que contraria a hipétese

de V ser distinta de V.

Para mostrar a existéncia, defina (2.28). E facil verificar que V esté bem definida e

que satisfaz as propriedades desejadas. O

Observacao 2.50. A conexao dada pelo teorema acima € denominada conexao de Levi-

Cwita (ou conexdo riemanniana) de M.
Observagao 2.51. A expressio (2.28) é conhecida como a formula de Koszul.

Antes de concluirmos esta secao vamos escrever parte do que foi feito acima em um
sistema de coordenadas (U, ). E conveniente dizer que as fungoes Ffj definidas em U por

Va,0; => . Ff;.ak sao os coeficientes da conexao V em U ou os simbolos de Christoffel da
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conexao. Segue da expressao (2.28) que

erglk—zrij@l,ak eral,ak (Vo,0;,0) = (O, V,0;)
l

= (0,40, 00) + 0.0k, ) — 405, 0) — ([0, 0], )
— ([0, Ok], 9;) — ((0;, 1], On) }
- 1{8«@-,8@ 000 85) — 04(05.0)
= £ {0,401,0) + 0.(0,,04) — :(0,9,))
3 {81'91'16 + 0gki — Orgij }

onde g;; = (0;, 0;).

Como a matriz (grm,) admite uma inversa (g*™)

, teremos que
m 1 m
k
A equagao (2.29) é a expressao cldssica dos simbolos de Chistoffel da conexao em termos
dos g¢;; (dados pela métrica).

Observagao 2.52. Se M = R" com 0; identificado com e; = (0,...,1,...,0) entdo para
o espago euclidiano R", tem-se g;; = (e;, e;) = 0;j, onde 6;; € o delta de Kronecker. Day,

n

1 m

m=1
0 0 K
=5 (ejsem) + 5 —(em, ei) — m——(ei,e;) p g™ =0,
33 { it el + gtew e = gitev) |
pois, para todo 1,5 =1,...,n, g;; € constante.

Em termos dos simbolos de Christoffel, a derivada covariante tem a expressao classica

DV dv® dx;
o { T2 }a‘“ 0
k

]

a qual segue de (2.18).
Observe que espacos euclidianos munidos com o produto interno usual é um exemplo

de variedade riemanniana. Segue da expressao (2.30) que a derivada covariante difere
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da derivada usual do espaco euclidiano apenas por termos que envolvem os simbolos
de Christoffel. Como os simbolos de Cristoffel em espacos euclidianos sao todos nulos
(observagao 2.52) segue que em espagos euclidianos a derivada covariante coincide com a

derivada usual.

Exemplo 2.53 (Conexao Euclidiana). Identificando espagos tangentes em R™ com

o proprio R™ com aplicacoes suaves R™ — R™, nds definimos a conexdo euclidiana
V:AR") x A(R™) — A(R™) por

(VxY), = dY,(X,), (2.31)

ou seja, a derwada direcional do campo Y em p na direcio de X,. Em coordenadas,

usando a definicao de diferencial em R™,

ou seja,

VY = Z <Z X axz> e (2.32)

7=1 =1

Outra maneira de obter a mesma expressao em coordenadas, usando a regra da cadeia,
"L = Of OY7

dY,(X = XZ = X' ——

p(Xp)(f) Z (%U’ Z z; Oxd Ox’

—Z(? o) s

Em notacao mais sucinta, a expressao em coordenadas da conexao euclidiana que obtemos
a partir de (2.32) €

ViV = zn:)((w')i

it (2.33)

j=1
Seque da observacao 2.52 que a conexao euclidiana € uma conexao com simbolos de Cris-
toffel Fk = 0.

No que se segue sera mostrado que os conceitos apresentados nesta se¢cao independem
da métrica associada a variedade. Assim, a definicao de conexao semi-riemanniana e suas

propriedades em nada diferem da definicao de conexao riemanniana.
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2.4 Extensao a variedades semi-riemannianas

Definicao 2.54. (Métrica semi-riemanniana) Uma métrica semi-riemanniana em uma
variedade diferenciavel M™ € uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M"
uma forma bilinear simétrica nao-degenerada ( , ), (porém, nao necessariamente positiva
definida) no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Se
@: U CR™ — M™ é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com @(x1,...,2,) =
0 ~ ~ 0 &l -
p € o(U) e 5-(p) = dpp(0,...,1,...,0) , entio as fungoes <a—$i(p),67j(p)> sio dife-
p
rencidveis em U.

No que se segue denotaremos

(or 05 ®) =it

onde as fungdes g;;: ¢(U) — R sdo as componentes do tensor métrico

9= g5(p)da'], ® da|,.

ij=1
Para maiores detalhes veja [14], paginas 29 e 30.

Definig¢ao 2.55. A dimensao do maior subespago no qual uma métrica ( , ), € negativo

definido, em cada p € M € denominada o indice da métrica ( , ),.

No que segue serd omitido o ponto p na expressao ( , ), e serd adotada a notagao

(, )v, onde v indica o indice da métrica.
Observagao 2.56. Uma métrica { , )1 € denominada métrica de Lorentz.

Defini¢ao 2.57. Uma variedade semi-riemanniana (ou pseudo-riemanniana) € uma va-

riedade diferencidvel M munida de uma métrica { , ), com indice v constante.

Dada uma variedade semi-riemanniana (M, ( , ),), em cadap € M, (, ), ¢ um produto
escalar (isto é, uma forma bilinear simétrica nao-degenerada) em T,M de indice v.

Observe que, de acordo com as defini¢oes anteriores, uma variedade riemanniana é uma
variedade semi-riemanniana de indice zero. Variedades semi-riemannianas de indice 1 sao
conhecidas como variedades de Lorentz, como veremos no proximo capitulo. Variedades

de Lorents, n - dimensionais, em geral, sao denotadas por LL”. Variedades de Lorentz



CAP. 2 ¢ CONEXOES EM VARIEDADES RIEMANNIANAS E
SEMI-RIEMANNIANAS

dadas por espacos vetoriais euclidianos munidos com uma pseudo-métrica sao chamados
de espagos de Minkowski (ou espagos de Lorentz - Mikowski).

Vimos na Proposicao 2.34 que qualquer variedade diferenciavel admite uma métrica
Riemanniana. Isso nao acontece para métricas Lorentzianas LL”. Existem algumas obs-
trucoes para que se possa munir uma variedade com tais métricas. Vamos fazer uma breve
explanacao sobre este aspecto.

O conjunto dos vetores nao nulos tipo tempo de uma variedade lorentziana, possui
duas componentes conexas, ambas convexas. Uma orientacao temporal em uma variedade
Lorentziana M ¢ a escolha de um cone temporal em cada espaco tangente, que depende
diferenciavelmente de p € M. Se existir uma orientacao temporal diremos que M ¢é
t-orientdvel.

A proposigao a seguir, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [5], pg. 12, de-
termina condigoes necessarias e suficientes para que uma variedade de Lorentz seja t-

orientavel.

Proposicao 2.58. Uma variedade Lorentziana é denominada t-orientdvel, se e somente

se, existe um campo vetorial globalmente definido X € A(M) tal que (X, X)1 <O0.

Caso exista um tal campo satisfazendo as condicoes da Proposicao 2.58 diz-se que a
métrica Lorentziana (X, X'); é t-orientavel. Segue da Proposicao 2.58 que a t-orientabilidade
em variedades Lorentzianas é uma propriedade que depende da métrica. Mostra-se que
(ver [5], pg 12) se uma variedade admite uma métrica Lorentziana ela admite também
uma métrica Lorentziana t-orientdvel, sendo que as duas métricas podem, ou nao, coin-
cidir. Mostra-se, ainda, que as afirmagoes i) M admite uma métrica Lorentziana, ii) M
admite uma métrica Lorentziana com orientacao temporal e iii) M admite um campo de
vetores X sem zeros, sao equivalentes.

Na préxima subsec¢ao veremos que é possivel munir o espago vetorial R” (que é uma

variedade diferencidvel) com uma pseudo-métrica de indice 1.

2.4.1 Meétrica pseudo-riemanniana em R’

Todas as defini¢oes até agora apresentadas continuam validas quando consideramos uma
métrica pseudo-riemanniana.
Por exemplo, o fato de uma conexao ser compativel com uma métrica pseudo-riemanniana

de M ou ser simétrica (se (2.46) é satisfeita e (2.23) se verifica) nado depende do fato de
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que a métrica é, ou nao, definida positiva.

Também o Teorema de Levi-Civita se estende a métricas pseudo-riemannianas. Basta
observar que na demonstragao do Teorema de Levi-Civita, nao utiliza-se o fato de que
a métrica riemanniana é definida positiva. A conexao assim obtida é chamada conezxao
pseudo-riemanniana.

Nesta secao, a qual servira de embasamento para o préximo capitulo, veremos que ¢é
possivel munir o espago vetorial R™ (que é uma variedade diferencidvel) com uma pseudo-
métrica de indice 1, de forma que M = (R", {, )1) serd denotado por R?. No que se segue

vamos mostrar que:
1. E possivel introduzir uma métrica pseudo-riemanniana em RY pela forma quadratica

Qzy,...,mp) =22+ 422 | — 22, (21,...,7,) € RV

2. O transporte paralelo da conexao de Levi-Civita desta métrica coincide com o trans-

porte paralelo usual do R}

Esta métrica pseudo-riemanniana é uma métrica de Lorentz. Para demonstrar os itens 1.

e 2. vamos precisar da seguinte proposigao:

Proposicao 2.59. Se V' € um espago vetorial sobre R e QQ: V. — R € uma forma
quadrdtica definida positiva, entao ( , ): V xV — R dada por

(1,0) = 5(Qu+0) — Qu) ~ QW) v €V, (234)
¢ um produto interno em V.

Demonstragao. Devemos mostrar que (2.34) satisfaz as propriedades: positividade, co-
mutatividade (simetria) e bilinearidade. De fato, seja f : V' x V — R a aplicagao bilinear

tal que Q(v) = f(v,v). Temos

(0,0) = 5(Q(20) ~ 2Q(v) = £((20,20) — 27 (v, v)
= S0 (0,0) 2 (0,0)) = (v,0) = Q), VeV,

e, portanto, (v,v) >0 e (v,v) = 0 < v = 0. Isso mostra a positividade.
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Além disso, é imediato verificar que (u,v) = (v,u), Yu,v € V, o que demonstra a

comutatividade (simetria).
(1 + o, w) = %(Q(u 0+ w) — Qu+ o) — Q)

= %((f(u—ir)\v—irw,u%—)\v%—w)—f(u—l—)\v,u+)\v) — f(w,w))

= () + Af () + F ) + AF(0,) + X f(0,0)
+ Af(v,w) + f(w,u) + Af(w,v) + fw,w) — flu,u) — Af(u,v)
- /\f(v7u> - )\2f(’U, U) - f(waw))

= L(Fuw) + f(w,0) + 2 (F0.w) + Fw,0))

2 2

= () fon ) + F )+ F ) — fla) = fw,w)
20+ F(0) + Fw,0) + )~ F(0,0) = flw,w)
= St wutw) — f(u) — fw,w)

P2 w04 w) = F0,0) — fw)

= QU+ w) ~ Q) ~ Q) + QM +w) — Q) ~ Q(w))

—~

u,w) + Mo, w), Yu,v,w €V, X € R.
Isso mostra a bilinearidade. Segue portanto que ( , ) é um produto interno. O

Observagao 2.60. Se Q(v) = f(v,v) para alguma forma bilinear f(v,v) previamente
conhecida, entao (2.34) pode ser expresso por (u,v) = 3(f(u,v) + f(v,u)). De fato,
1 1

(u,v) = §(Q(U +v) = Qu) — Qv)) = §(f(u +v,u+v) = flu,u) — f(v,v))
_ %(f(u,u) F ) + o, 0) + F(o,0) — Flu,u) — F(v,v))

1
- §(f<u,1)) + f(U,U))
A seguir apresentaremos as demonstracoes dos itens 1 e 2.

Demonstracao. item 1. A Proposicao 2.59 motiva uma pseudo-métrica riemanniana a

partir da forma quadratica ). Observe que f: R" x R” — R dada por

f(ZL‘, y) =T1Y1 + F Tu1Yn—1 — TnYn,
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é uma aplicagao bilinear e que Q(z) = f(x,x), para todo z € R™. Defina em todo ponto

p € R} e para quaisquer vetores z,y € R",

<<:L',y>> = %(f(x,y) + f(ywr)) = f(:v,y) =TiY1+ -+ Tn1Yn—1 — Tpln-

Isso de fato define uma pseudo-métrica pois f é diferenciavel, bilinear, simétrica e nao-
degenerada (isto é, se f(z,y) = 0,Vy € R" entdo z = 0). Portanto, M = (R*, {(, ))) = R}
¢ uma variedade pseudo-riemanniana.

Item 2. Vamos denotar por V e [, ]] a conexdo pseudo-riemanniana e o colchete
de M, respectivamente. Como, em termos de variedades diferencidveis M é o R (inde-
pendentemente da escolha da métrica), e como o colchete depende apenas da estrutura
diferencigvel, temos que [[, ]] = [, ], onde [, | é o colchete de M = (R, (, )) ((, )
denota a métrica riemanniana).

Por outro lado, considere V a conexao riemanniana de M. Vamos mostrar que V = V.
Basta mostrar que V é compativel com a pseudo-métrica de M e simétrica com relacdo

ao colchete de M, uma vez que a unicidade segue do Teorema de Levi-Civita 2.49. Assim,
VxY = VyX = [X,Y] = [[X,Y]], X,Y € A(M) = A(M),

e, portanto, V é simétrica em M. Lembre-se que

(VxY)(p) = g)iii)), p € RY.

Mostremos que V é compativel com ({ , )). De fato, para todo p € R}, e X|Y =

Y1,....Ya) e Z=(Zy,...,7,) € A(M), temos

X 2)0) = B ) = P02 Yo Zs = Vi)
_ Oilp) 92, (p) O, 1 (p) 0Zn-1(p)
~ X (p) Z1(p) + Ya(p) X (p) +e Tt 8X—(]®Z"_1(p) + Yn—l(p)aX—(m
Y, (p) 0Zn(p)
X TG

<8Y1 (p) . Y, (p)
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Portanto
XY, Z)) = ((VxY,Z)) + (Y, VxZ)),

o que mostra a compatibilidade e, portanto, V = V.
Por fim, como a derivada covariante induzida por uma conexao é unica, segue que

% = %, isto é, a derivada covariante de campos ao longo de uma curva, induzida por V
coicide com a do RY. Logo, os transportes paralelos ao longo de curvas também coincidem.
Variedades de Lorentz dadas por espagos vetoriais euclidianos munidos com uma

pseudo-métrica sao chamados de espagos de Minkowski (ou espagos de Lorentz - Mi-
m

kowski.



CAPITULO 3

Variedades de Lorentz - Minkowski

Neste capitulo é introduzido o conceito de variedades de Lorentz. Em particular, é apre-
sentado um estudo sobre propriedades das variedades de Lorentz - Minkowski R} (ou
espagos de Lorentz-Minkowski).

Os textos que serviram de base para esse capitulo foram [6], [12], [13] e [15].

3.1 Os espagos Lorentzianos RY

Definigao 3.1. As variedades semi-riemannianas de indice v dadas por R = (R™, (-,-),),

onde a métrica € dada pelo produto escalar (-,-), definido por

<ZL’, y)v =1y + Tp—vYn—v — Tpn—v+1Yn—v+1 — *** — Tnln,

comx = (x1,...,2,) ey = (Y1,...Yn) € R", s@do chamadas espagos pseudo-euclidianos, e

o produto escalar (-,-), € chamado pseudo-produto interno.

O indice v na defini¢ao indica a quantidade das tultimas parcelas do produto escalar
que receberao o sinal —, ou equivalentemente, indica a dimensao do maior subespaco no
qual o pseudo-produto interno ( , ), é negativo definido, em cada p € M.

Como foi visto no capitulo anterior, uma variedade de Lorentz (M, (, );) é uma varie-
dade semi-riemanniana cuja métrica ( , ), possui indice 1. No que se segue utilizaremos a

notagao (, )1 = ((, )). Desta forma nos restringiremos as variedades M = R", munidas

20
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com uma métrica de Lorentz (( , )) com 0; identificado com e; = (0,...,1,...,0), da

seguinte forma:

(((ugy .oy Up—1,Up), (V1o Upe1,0,))) = (Z uivi> — UpUp,

=1

onde (uy, ..., Up_1,Up), (V1,...,Vp_1,0,) € R". Uma variedade de Lorentz M = R" mu-
nida desta métrica é dita uma variedade de Lorentz - Minkowski (ou simplesmente espago
de Lorentz-Minkowski) a qual serd denotada por R}. Dizemos que (+,...,+,—) é a
assinatura da dita métrica.

Observe que quando v = 0, o pseudo-produto interno torna-se o produto interno usual

de R™ e nesse caso temos o espaco euclidiano usual, de forma que R} = (R",( , )o) =

(R, (', )).
Como o objetivo é estudar os espacos de Lorentz - Minkowski vamos defini-lo abaixo

com essta notacao:

Definicao 3.2. O espaco de Lorentz - Minkowski R} € o espago vetorial R" dotado do

pseudo-produto interno
((z,y)) =191+ + Tn1Yn1 — Tn¥n,
para todo x = (T1,...,Tp_1,%Zn) € Y= (Y1, Yn_1,Yn) €m R™.
Este pseudo-produto interno tem as seguintes propriedades:

P.1)

{z,y+2)) = {((T1, - Tn1,%0), (Yis -3 Yne15Yn) + (21,5 201, 20)))

= (((x1, s Tp1,%n), (Y1 + 215+ -y Yn1 + Zn-1,Yn + 2n)))

=x1(y1+21)+ -+ o1 (Yno1 + 2n1) — Tn(Yn + 2n)

=Ty + 121+ 0+ Tpo1iYn—1 + Tn1Zp—1 — Tn¥n — Tnin

=1+ TpaYn-1 — TpYn T 121+ F Tpo12n-1 — TpZn

= (((x1, s Tpn-1,%n), (Y1, -« s Un—1,Yn))) + (1, s o1, Tn), (21, - oy Znet1y 20)))

= ((z,9)) + ((z,2)).



SECAO 3.1 ¢ OS ESPACOS LORENTZIANOS RY 52

P.2)
<<ZU, y>> = <<([E1, S 7‘rn—1)x’n>7 (yh s 7yn—1,yn>>>
=T+ F Tu1Yn-1 — TplYn = Y121+ - + Yn-1Tn-1 — YnTn
- <<(y17 S 7yn—17yn)7 (xlv S 7xn—17$n)>>
= ((y,2)).
P.3)

((az,y)) = {a(xr, ..., Tp-1,20), (Y1, oy Yn—1,Yn)))
= (((awy, ..., 0xp_1,02), Y1y s Yn_1,Yn)))
=axry1 + -+ AT 1Yn—1 — ATRYy
=a(Tiyi + -+ T 1Yn-1 — Tnln)
=a{{(z1, - Tu1, %), Y1y s Yno1,Yn)))

A propriedade ({x,z)) > 0 ndo faz sentido para o pseudo-produto interno, pois se = €
Ry, z = (0,...,1) entao ((z,z)) = ({(0,...,1),(0,...,1))) = =1 . A seguir vamos definir

os tipos de vetores e seu comportamento nesse espago.

Defini¢ao 3.3. Um vetor nao nulo x € R} ¢é tipo espaco se ({(x,x)) > 0, tipo luz se

({(z,x)) =0 e tipo tempo se ((x,x)) < 0.

Nos referiremos a esta classificacdo como cardter causal do vetor x pertencente a
R?. O termo causal é "herdado”da teoria da relatividade, a qual é desenvolvida em R{,
onde 3 dos 4 vetores que compoem a base do espaco sao associados ao espaco euclidiano
tridimensional e o quarto vetor representa a variavel tempo.

Os vetores e; = (1,0,0) e e3 = (0,0,1) em R3 sao vetores tipo espago e tipo tempo res-
pectivamente, pois ({(e1, e1)) = (((1,0,0),(1,0,0))) =1 e ({es, e3)) = ({(0,0,1),(0,0,1))) =
—1. O vetor e; + e3 = (1,0,1) em R? ¢ um vetor tipo luz, pois ({(1,0,1),(1,0,1))) =
1—-1=0.

Observagao 3.4. O vetor nulo pertencente a R} € considerado um vetor tipo espaco.

Definigao 3.5. Dizemos que dois vetores x,y em R sao pseudo-ortogonais se, e somente
se, ({(x,y)) = 0.
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Definicao 3.6. Se S C R? é um subconjunto qualquer, o espaco v-ortogonal a S € definido

por
St = {r € R*|(x,y), = 0 para todo y € S}.

Proposigao 3.7. Seja S C R um subespaco vetorial. Entao vale que dimS+dimS+ =n
e além disto, (S+)t = S.

Demonstragao. Ver [6], paginas 9 e 10. [

Um subespaco S do espago vetorial R é dito nao-degenerado se o pseudo-produto

interno (-, ), restrito a S é nao-degenerado.

Corolario 3.8. Seja S C R um subespaco vetorial. Entao S é nao-degenerado se, e
somente se, R* = S @& St. Em particular, S é ndo-degenerado se, e somente se, S+

também for nao-degenerado.
Demonstragao. Ver [6] pagina 10. ]
A norma de um vetor x € R} e definida por || z ||;= +/|{{z, x))|.

Definicao 3.9. Sejam x e y wetores tipo luz ou tipo tempo. O wvetor x tem a mesma

paridade do vetor y se as ultimas coordenadas dos vetores tem o mesmo sinal.

Observacao 3.10. Seqgue da observacao 3.4 que os vetores tipo tempo e tipo luz sao nao
nulos. Sejam v = (x1,...,2,) 0 ey = (y1,...,yn) # 0 vetores tipo tempo e tipo luz,

respectivamente entao,

2
n—1

{(z,2)) <0 2]+ +a2_,—a2 <O,

Logo ({(z,z)) < 0 sd pode ocorrer se x, # 0.

Da mesma forma,

(g 9)) =0 yi+ - +yp1—yn=0.
Isso so pode ocorrer se y, # 0 e existe pelo menos um y; # 0,i=1,...,n— 1.

Teorema 3.11. Sejam x e y vetores nao tipo espago de mesma paridade em RY. Entao
((x,y)) < 0. A igualdade ocorre se, e somente se, x e y sao tipo luz e linearmente

dependentes.
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Demonstragao. Sejam z = (x1,...,2,) e y = (Y1,...,Yn) vetores de R} nao tipo espago

de mesma paridade. Considerando as n — 1 primeiras coordenadas dos vetores x e y como

os vetores T = (z1,...,Zn-1) €Y = (Y1,---,Yn_1) em R"! com produto interno usual,
segue que,
({2, 2)) = (T,7) — o, = |7|]* — |2a]* <O (3.1)
(v, 9)) = @9 —vn =717 = lya* <0 (3.2)
Logo,
1Z|[[F] < [2nyn] = 2nyn (3.3)

uma vez que, T, € ¥y, possuem o mesmo sinal, por hipdtese. Portanto, usando a

desigualdade de Cauchy-Schwarz,

({2, 9)) = (T, 9) — 2ayn < @, 9)] = 2uyn < T[Tl = 2nyn < 0. (3-4)

Resta mostrar que ({x,y)) = 0, se, e somente se, x e y sdo vetores tipo luz linearmente
dependentes. E claro que se x e y sao vetores linearmente dependentes tipo luz, entao
o produto entre os dois vetores é nulo. Para a reciproca, observamos inicialmente que,
por defini¢ao (u,v) = |lu||||v]| cos(f), onde € é o angulo entre u e v para todo u,v €
R™'. Assim, se ((z,y)) = 0 em (3.4), entao (7,7) = ||Z||||7]l , logo, cos(d) = 1 e,

consequentemente,

T = )\J. (3.5)

Precisamos mostrar ainda que z e y sao tipo luz e x,, = \y,.

Supondo, por absurdo, que x é tipo tempo, podemos ter T = 0 ou T # 0. Para T = 0,
temos, x = (0,...,0,z,), considerando x,, # 0 em (3.4), obtém-se, 0 = ((z,y)) = —x,Yn,
implicando y,, = 0, o que contradiz a hipdtese de y nao ser tipo espago, pois {{y,y)) =
(y,7) —y2 = (y,y) > 0, de forma que a igualdade ocorre, se, e somente se y é um vetor
nulo (veja observagao 3.4).

Analisemos agora quando Z é nao nulo. Dividindo ambos os lados da Equacao (3.1)

por ||Z||?, obtém-se que,
2
n

—1>0.
el
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Por outro lado, por hipdtese, ((x,y)) = ||IZ|||7]| — znyn = 0, de onde, ||y|| = ==*. Disto,

Il

2.9 2
—2 2 Tpln 2 2 [ Tn
, = -y, = —yl = —1]>0
<<y y>> ||y|| Yn ||f||2 Y = Yn (Hsz )

contradizendo, novamente, y nao ser tipo espaco. Portanto, x deve ser tipo luz. De modo
analogo, conclui-se que y é um vetor tipo luz. Por dltimo, como x e y sao tipo luz, temos

[Z1* = 27, [7l° = vz e
0— A (3:5) 1512 2 _
- <<xay>> - (x,y) — TpYn = )\Hy” — TnYn = )\yn — TnlYn = yn(Ayn - xn) =0
com y, # 0 (y é tipo luz), portanto, z,, = Ay, e z = A\y. O]

Proposicao 3.12. Sejam x ey vetores tipo tempo ou tipo luz de mesma paridade em R}
e t um numero real positivo, entao o vetor txr tem a mesma paridade de x e o vetor x +vy
herda o tipo e a paridade dos vetores x e y. Além disso, x +y serd tipo luz se, e somente

se, x ey forem vetores linearmente dependentes tipo luz.

Demonstracao. E claro que o vetor tx herda o tipo e paridade do vetor x. O vetor = + v,
tem a ultima coordenada dada pela soma das tltimas coordenadas de x e y, os quais tém
mesma paridade por hipdtese, logo a paridade de x +y é a mesma de z e y. Como z e y

sao vetores tipo tempo e tipo luz de mesma paridade, entao

((r+y,z+y) = (z,2)) +2 {(z,9)) + {y,v)) <0, (3.6)

pois x 4y nao é tipo espago. Segue da equacao (3.6) que ((x+y,z+y)) = 0 se, e somente

((z,9)) =0 (3.7)

Logo, segue da equagao 3.7 e do Teorema 3.11 que isso ocorre se, e somente se, € y Sao

vetores tipo luz linearmente dependentes. O
Corolario 3.13. O pseudo-produto interno de dois vetores tipo tempo nunca se anula.

Demonstracao. Se x e y sao dois vetores tipo tempo, entao —z e —y também sao vetores
tipo tempo, porém, com paridades diferentes de = e y, respectivamente. Deste modo,

temos,
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((z,y)) <0, sex ey tem mesma paridade,

({(z,y)) >0, sex ey tem paridade diferente.

Na segunda linha utilizamos que ((x, —y)) < 0, entdo ((x,y)) > 0. O

Teorema 3.14. Sejam x,y vetores tipo luz em RY. O pseudo-produto interno ({x,y)) =0

se, e somente se, x,y sao linearmente dependentes.

Demonstracao. Se x,y sao linearmente dependentes temos que o pseudo-produto interno

({x,y)) é igual a zero. De fato, seja x = Ay para algum A € R entao,

((z,9)) = ((\y, ) = M{y,y)) = 0.

Para demonstrar a reciproca é necessario considera dois casos: os vetores z, y tem a mesma
paridade e os vetores x,y nao tem a mesma paridade

Caso 1) Os vetores z,y tem a mesma paridade. Neste caso a demonstracao segue
diretamente do Teorema 3.11.

Caso 2) Os vetores z,y nao tem a mesma paridade. Observe que —x e —y tém
paridades contrarias as dos vetores x e y respectivamente, logo os vetores x e —y tem a

mesma paridade. Segue do Teorema 3.11 que

{(z,—-y)) =0,

se, e somente se, existe A € R tal que © = A(—y). Ou seja, z = —\y. Portanto, = e y sdo

linearmente dependentes. O

Teorema 3.15. Sejam x e y vetores nao nulos pseudo-ortogonais em RY. Se x € tipo

tempo, entao y € tipo espaco.

Demonstragao. Se x é tipo tempo e ((x,y)) = 0, entdo y é tipo espago, pois caso contrario
cairfamos no Corolario 3.13 e no Teorema 3.14. O Teorema 3.14 nos garante a igualdade
somente quando sao vetores tipo luz que sao linearmente dependentes e o Corolario 3.13
nos garante que o produto de vetores tipo tempo nunca se anula. Portanto y nao pode

ser um vetor tipo tempo nem tipo luz. ]

Teorema 3.16. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa). Sejam u,v € R} wvetores
tipo tempo. Entdo vale que |((u,v))| >|| w |[1]| v ||1. Ainda mais, a igualdade vale se, e

somente se, u e v sao linearmente dependentes.
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Demonstracao. Segue do Teorema 3.15 que se u é um vetor tipo tempo e é pseudo-
ortogonal a um vetor v, entao v é tipo espaco. Logo, existe um vetor v tipo tempo em
ut, pois caso contrario terfamos ((u,v)) = 0, com v sendo um vetor tipo tempo ou tipo
luz o que contradiz o Teorema 3.15. Decomponha R} = u' & Ru e escreva v = ug + \u,

para um certo A € R e tal que ug seja tipo espaco e ortogonal a u. Por um lado, temos:
{{v,v)) = {{ug + M, ug + Mu)) = {{ug, uo)) + ((Au, Au)) = ({ug, ug)) + A*{{u,u)) (3.8)
Por outro lado:

((u,v))* = ({u, uo + M)

= {{uo, u0))) {(u, u))
> {({v,0)){{u, u}) > 0.

Onde utilizou-se o fato de que uy ¢é tipo espago e u € tipo tempo. Extraindo a raiz
dos dois lados, obtém-se que |{({(u,v))| > u ||1]| v |1, como querfamos. Assim, quando
((ug,up)) = 0, como wuy é tipo espago, temos que ug = 0. Substituindo uy = 0 na
equagao (3.8), obtemos que {{v,v)) = A*((u,u)). Portanto u e v sao vetores linearmente

dependentes. O

Teorema 3.17. (Desigualdade triangular reversa). Sejam u,v € R} vetores tipo tempo,

satisfazendo ({(u,v)) < 0. Entdo ||u+v |1 > w|+ 1 v

Demonstragao. Como ((u,v)) < 0, temos que u + v também é tipo tempo. De fato,

{({utv,ut0)) = ((u, ) + {{u,0)) + {{v,0)) + {{v,0))

{{u, u)) +2 {{u, v)) + ((v,0)) <0.
<0 <0 <0
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Agora aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa:

lu+o 2= (VI{u+o,u+ o))
= |{(u+v,u+0))|

—((u+v,u+v))
= —((u, w)) + ({v,u)) + ({u, v)) + ((v,v)))
—({{u, u)) + 2{{u, v)) + {(v,v)))
—((u, u)) +2(= (v, 0))) = ({v,v)))
= [{(u, u))| + 2[{(u, V)| + |({v, v))]|
=l w I} +2/((u, o))+ [ v I}
[ w i 42w lillvll+ vl
= (Il + 1T )
donde concluimos que || u+v |[1>] w ||y + || v |1, como desejado. O

Definigao 3.18. Seja U C R? um subespago.

i) U € dito tipo espago, se a métrica de Lorentz-Minkowski induzida neste subespago é

definida positiva.

it) U € dito tipo tempo, se a métrica de Lorentz-Minkowski restrita neste subespaco é

nao definida positiva e nao-degenerada.

i11) U é dito tipo luz ou nulo, se a métrica de Lorentz-Minkowski restrita neste subespago

¢ degenerada.

Observagao 3.19. Seja {ey, ez, e3} uma base ortonormal de RS com ez um vetor tipo
tempo. O subespaco gerado pelos vetores es e e3 € tipo tempo. Para isso basta provar que
lea, €3] € nao-degenerado, pois como es € tipo tempo entao a métrica de Lorentz-Minkowski
((-,)) nao € definida positiva neste subespago.

De fato, se v € |eg, e3] € um vetor fizo dado por (0,a,b) e todo vetor w € [ey, e3] pode

ser escrito da forma cieq + coe3, Veq,co € R, entao,
({((0,¢1,¢2),(0,a,b))) = acy — bey =0, Vey, 0 € R.

Como o vetor (0, a,b) € um vetor fizo entao, ({(0,c1,c2), (0,a,b))) = ac;—bcy =0, Ve, ¢ €
R se, e somente se, a = b= 0.

Logo, [ea, €3] € nao-degenerado e ndao definido positivo, consequentemente € tipo tempo.
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Definicao 3.20. Seja u € R3 um vetor tipo tempo. Definimos o cone tipo tempo do vetor
u como sendo o conjunto T (u) = {v € R}; ((u,v)) < 0}. O conjunto dos vetores v € T

que satisfazem ((u,v)) =0 € chamado o cone de luz determinado pelo vetor u.

Uma representacao geométrica do relacionamento entre os subespacos U e o conjunto

T (u) das Definigoes 3.18 e 3.20 pode ser visualizada na Figura 3.1.

i
Tipo tempo

\ /

Cone|de Inz

Tipo espago

Figura 3.1: Cone de luz e os subespagos tipo tempo e tipo espaco.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Proposigao 3.21. Seja v € R}. Tem-se que v é um vetor tipo tempo se, e somente se,

[v]t € um subespago tipo espago. Tem-se que v € tipo espaco, se, e somente se, [v]* é um
subespaco tipo tempo. Assim, em ambos os casos temos que R} = [v] & [v]*.
Demonstracao. Ver [15] paginas 24 e 25. O

Proposigao 3.22. Considere U C R} um subespaco. Entdo
i) U € tipo espaco se, e somente se, U+ € tipo tempo.
i) U € tipo tempo se, e somente se, UL é tipo espago.
i) U € tipo luz se, e somente se, UL € tipo luz.

Demonstracao. i) Suponha que U seja tipo espago, segue da Definigao 3.18 que U é

definida positiva entao existe u # 0 em U que é tipo espaco e segue da Proposicao
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ii)

iii)

3.21 que [u]* é um subespaco tipo tempo e UL estd contido em [u]*, logo é tipo

tempo.

Reciprocamente se U+ ¢ tipo tempo entdo, segue da Definicao 3.18 que U~ é nao
degenerado. Logo, existem vetores tipo tempo e tipo luz, pois caso contrario U+
seria definido positivo, e consequentemente, tipo espaco, o que contraria a hipotese.
Seja v em U+ um vetor tipo tempo, assim [v]* é um subespaco tipo espaco e como

U estd contido em [v]* temos que U é tipo espaco.
E ansloga a prova do item i).

Vamos dividir a demonstracao desse item em dois casos: U nao é tipo tempo e U+

nao é tipo espaco e U nao é tipo espaco e U+ nao ¢ tipo tempo.

Caso 1) U nao é tipo tempo e U+ ndo é tipo espaco. Suponha que U é um subespaco
tipo tempo, entao do item i) temos que U+ é tipo espaco, portanto uma contradicao.
Se supomos que U+ é um subespaco tipo espaco também serd uma contradicao pelo
item i1).

Caso 2) U nao é tipo espaco e UL nao é tipo tempo. Suponha que U é um subespaco
tipo espaco, entdo do item 4) temos que U+ é tipo tempo, portanto uma contradicio.
Se supomos que U+ é um subespaco tipo tempo também serd uma contradiciao pelo
item 7).

[]

Proposigao 3.23. Seja U C R} um subespago bi-dimensional. As segquintes afirmacoes

sao equivalentes:

1.

2.

3.

U € um subespaco tipo tempo.
U contém dois vetores linearmente independentes tipo luz.

U contém um vetor tipo tempo.

Demonstragdo. [1 = 2] Seja {e1,eq,e3} uma base ortonormal de R? com ez um vetor

tipo tempo. Como U = [ey, €3] é um subespago tipo tempo (observagao 3.19), entao

ey + €3 € es — e3 sao vetores linearmente independentes e tipo luz, pois
((e2+ €3, €2+ €3)) = ((e2,€2)) + ({e3,€3)) =1 - 1=

((e2 —€3,€2 — €3)) = ((e2,€2)) + ((e3,€3)) =1 -1 =
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[2 = 3] Sew e v sao dois vetores linearmente independentes tipo luz, entao u + v
ou u — v é tipo tempo, pois
((u+v,u+v) =2((u,v)),
((u—v,u—v)) =—=2((u,v)).

Como do Corolario 3.13 temos ({u,v)) # 0, segue que existe um vetor tipo tempo.

[3 = 1] Seja v € U um vetor tipo tempo. Assim UL C [v]* que é um subespaco

tipo espaco e entao U é um subespaco tipo tempo.
m

Observagao 3.24. A Proposicio 3.23 nos garante que basta existir um vetor tipo tempo

em um subespago U, bidimensional de R? para que este subespago seja tipo tempo.

No que se segue o conjunto C' = {v € R?; ({(v,v)) = 0} é o cone de luz e L é uma reta

com o vetor diretor sendo um vetor tipo luz.

Proposigao 3.25. Seja U um subespaco de R3. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:
1. U € um subespago tipo luz.
2. U contém um vetor tipo luz, mas nenhum vetor tipo tempo.
3. UNC=L-{(0,0,0)}, edim(L) = 1.

Demonstragao. [1 = 2] Suponha que U é um subespaco tipo luz, segue da Definigao

3.18 que U é degenerado, entao para um vetor nao nulo v € U, fixo, temos que

((u,v)) =0,Yu € U.

Logo, v ¢ tipo luz, pois caso contrario [v]* seria tipo tempo ou tipo espaco o que
contraria o Corolario 3.8. Assim, segue da Proposicao 3.23 que nao existem vetores

tipo tempo.

[2 = 3] Como existe um vetor tipo luz v em U, UNC' é um conjunto nao vazio. Se U
contém dois vetores tipo luz linearmente independentes pela Proposicao 3.23 existe
um vetor tipo tempo, gerando uma contradigdo. Portanto UNC = L — {(0,0,0)}

e dim(L) = 1, pois L é uma reta com v sendo o vetor diretor.
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[3=1] Supondo UNC =L —{(0,0,0)} e dim(L) = 1, segue da Proposic¢ao 3.23
que U nao é um subespaco tipo tempo, mas também nao pode ser um subespaco
tipo espago, ja que existe um vetor tipo luz em U. Portanto U é um subespaco tipo

luz.

O
Lembremos que quando nao houver a possibilidade de ambiguidades, podemos escrever
[z]p = (x1,...,24),
mantendo em mente que isso tem o significado de (1.1).

Observacao 3.26. O produto vetorial usual dos vetores x = (x1,x2,23) €y = (Y1, Y2, Y3)

em R? € dado por:

€1 es €3
TXY=|z xy w3 | = (T2Ys — T3Y2, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — T2Y1)
Yy Y2 Y3
= (a,b,c) (3.9)

Definigao 3.27. Sejam x = (11,22, 23) e y = (y1, Y2, y3) vetores de R? e seja

0
0
-1

J=

o O =
o = O

O pseudo-produto vetorial de x ey € definido por

1 0 O a
ctAy=Jxxy)=]101 0 b
0 0 —1 c

= (a7ba _C) (310)

= (Toys — T3Ya, —T1Y3 + T3y1, —T1Y2 + Izyl)
€1 €2 —e€3
= | 1 T2 X3 )

Y1 Y2 Y3

onde {e1, ez, e3} € base canonica do R3, e x é o produto vetorial usual do R3.
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A bilinearidade da métrica assegura a existéncia e unicidade desse vetor. Observemos
que (3.10) é a multiplicacdo da tultima coordenada de (3.9) por —1. Sendo assim temos
para qualquer z € R? que ((z,z Ay))) é o produto interno usual de R3 entre z e z x y e

portanto:

((z,x Ny)) = ((z, J(z x y))) = (v, (v
(v, Ay)) =y, J(x xy)) = (y, (x

Y))

X =0,
xy)) =0,

onde (, ) é o produto interno usual de R3. Portanto, z Ay é pseudo-ortogonal a z e a y.
Na prova do proximo teorema usamos a seguinte igualdade:

uAv=Jw)x J(u) (3.11)

Vamos prové-la considerando u = (uy, uz, u3) e v = (v, v2,v3) em R? e lembrando que

U; Uy . Vi Uy . Uy —Uj
Vi Vj B u; U B U; —Uj
Entao,
uAv=J(uxo)
Uz U3 Uy us Uy U2
()
Vo Us U1 Vs U1 Vg
B Uz U3 U; Us U1 Uy
B Vg Vg ’ U1 Vs ’ U1 V2
B Vg Vs V1 Us V1 U2
B Uy Us ’ U Usg ’ Uy Uz
- V2 —Us U1 —Uus v U2
B Uy —U3 7 u;y —us ’ U1 Uo

= (/Uh Vg, _/03) X (ula Uz, —Ug)

= J(v) x J(u)
Teorema 3.28. Se w,u, v, z sdo vetores em R?, entdo

(1) uANv=—uAuv,



SECAO 3.1 ¢ OS ESPACOS LORENTZIANOS RY 64

Uy Uz U3
(2) (uAhv,2))=| v vy w3 |,
21 R2 Z3

(3) un(vAz)=({u0)z = {{z,u)v,

({u,w)) ((u, 2))
{{v,w)) (v, 2))
Demonstragao. (1) Segue da identidade (3.11) que,

uNv=Jw)x Ju)=—-J(u) x Jv)=—-vAu

(4) {unv,z Aw)) =

((uAv,z)) = ({(J(uxv),z))
= (uxv,z)
- Ug U3 Uy us Uy Uo
- y ) y 2
Vg Vs V1 Us V1 Vg
. U2 U3 . uy us 2 4 Uy U2 .
= 1~ 2 3
Uy U3 U1 U3 V1 V2
21 22 Z3
= | U1 Uz U3
U1 V2 U3
Uy U2 U3
= | U1 V2 Vs
21 22 23

(3) Provamos este item usando a férmula de Lagrange satisfeita pelo produto vetorial
no espago euclidiano, dada por a x (b x ¢) = (a, c)b — (a, b)c,
uN(wAhz)=JwAz)xJ(u
(J(J(vx 2))) x J(u)
= (v xz)xJ(u)
(/(u) x (v x 2))
((J = (J(u),v)2)
({(u,v ({u, z))v.

= —((J(u), z)v

(
DE
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uNv z
= z = w
w uNv

= ((z Aw,u Av)).

Corolario 3.29. Se u e v sdo vetores tipo espaco em R3, entdo
(1) [{{u,v))| < lJull1||lv]lx se, e somente se, u A v € tipo tempo,
(2) |{{u,v))| = ||lull1]|v]l1 se, e somente se, w A v € tipo luz,
(3) |{({u,v))| > |Jull1]|v]1 se, e somente se, u Av € tipo espago.

Demonstracao. Segue do Teorema 3.28 item (4) que

((wv) ((u,u))

R S <<v,u>>‘
R |<<u,u>>||

[, o)) (v, u))

| )yl

lol? (G, 0))

= (((u, 0)))* = [lull}]Jo]l}-
Assim,

((u,v)))* = ((u Av,uAv)) + [ulli vl (3.12)
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(1) Segue da expressao (3.12) que
({{u,v)))* < lullllv]i} & {{uAv,unv)) <.
Assim,

[((u,v))| < ||lu||1||v]]s & w A v étipo tempo.

(2) Segue da expressao (3.12) que
({{u,v)))* = llullfllv]i} & ({uAv,unv)) =0.
Assim,

[{({u, v))| = ||lu|l1]|v||1 & u A v é tipo luz.

(3) Segue da expressao (3.12) que
({{u,v)))* > [lullfllvli} & ({uAv,unv)) > 0.
Assim,

[((u,v))| > ||lu|l1||v]]s € u A v é tipo espago.



CAPITULO 4

Curvas no espaco de
Lorentz-Minkowski ]R{‘?

O objetivo deste capitulo é apresentar estudos envolvendo curvas na variedade de Lorentz-
Minkowski R3. Sao deduzidas as equagoes de Frenet para as curvas tipo tempo, tipo
espago, tipo luz e é apresentado um breve estudo sobre hélices e geodésicas nestes espagos.

Para desenvolver este capitulo utilizamos como base [13], [15] e [16].

4.1 Curvas regulares em espacos de

Lorentz-Minkowski

Definigao 4.1. Uma curva parametrizada em R} é uma aplicagio a: I C R — R}
dada por a(t) = (x(t),y(t),z(t)), onde I é um intervalo aberto da reta. A curva o €

dita diferencidvel se as fungoes coordenadas x(t),y(t) e z(t) possuem todas as derivadas

continuas.
Definigao 4.2. Seja a: I C R — R? uma curva parametrizada diferencidvel.
i) a € chamada tipo espaco se o/ (t) é um vetor tipo espago para todo t € I.

ii) « € chamada tipo tempo se o/ (t) é um vetor tipo tempo para todo t € 1.

67
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iii) a € chamada tipo luz se o/(t) é um vetor tipo luz para todo t € I.
A seguir apresentaremos exemplos de curvas tipo tempo, tipo espago e tipo luz.

Exemplo 4.3. Seja a: I C R — R} uma curva dada por a(t) = (cos(t),sen(t), V2t).

Derivando a(t) em relagio a t, obtemos
o (t) = (—sen(t), cos(t), v2).
A curva a(t) € tipo tempo pois,
((o/(t), (1)) = ({(—sen(t), cos(t), V'2), (—sen(t), cos(t), V2)))
= sen?(t) 4 cos?(t) — (V2)2 =1-2=—1<0.

Exemplo 4.4. Seja a: I C R — R? uma curva dada por a(t) = (tcos(t),tsen(t), %),

onde I =|2,+oo[. Derivando «(t) em relagdo a t, obtemos
o/ (t) = (cos(t) — tsen(t), sen(t) + t cos(t), t*).
Aplicando o pseudo-produto interno em rela¢ao a o' (t), obtemos

({o/(1),d/ (1)) =
= {{(cos(t) — tsen(t),sen(t) + t cos(t),t?), (cos(t) — tsen(t),sen(t) + t cos(t),t?)))
= (cos(t) — tsen(t))* + (sen(t) + t cos(t)?) — t* = cos?(t) — 2tsen(t) cos(t) + t*sen®(t)
+ sen?(t) + 2t cos(t)sen(t) + t* cos?(t) — t* = 1 + t*(cos®(t) + sen?(t)) — ¢*
=1+t*(1—-t*) <0, Vtel

Vamos resolver a inequagdo 1+ t*(1 —t?) < 0, para isso temos que encontrar as raizes da
equacdo 1+ t*(1 — ) = 0. Substituindo t* por x, obtemos
l+2(l—2)=0= -2 +2+1=0,

1+v5
2

1-V5

entao as raizes da equacao anterior sao r; = e x9 = =5, Logo,

14+5
o

Assim, 1 +t2(1 — t?) < 0 se, e somente se, t > 1/ %5 out < —\/%‘?’. Portanto,

como estamos considerando I =]2,+oo[ entdo, a(t) € uma curva tipo tempo.

==+
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Exemplo 4.5. Seja a: R — R} uma curva dada por a(t) = (cos(t), sen(t), 3). Derivando

a(t) em relagio a t, obtemos

a(t) = (—sen(t),cos(t), %) :

A curva o(t) € tipo espago pois,

(e 0.a0) = { ( (=sente).contt.3) . (=sentt).cont). ) ) ) = s (0 + cos't) — 1
zl—i:§>0,VteR.

Exemplo 4.6. Sejaa: I C R — R} uma curva dada por a(t) = (t* cos(t), t?sen(t), t?),onde

I =]0, 4+00[. Derivando a(t) em rela¢io a t, obtemos
o (t) = (2t cos(t) — t*sen(t), 2tsen(t) + t* cos(t), 2t).
Aplicando o pseudo-produto interno em rela¢ao a o/ (t), obtemos

{{/ (1), (t))) = (((2t cos(t) — t?sen(t), 2tsen(t) + t cos(t), 2t), (2t cos(t) — t*sen(t), 2tsen(t)
+ t* cos(t), 2t)))
= (2t cos(t) — t?sen(t))? + (2tsen(t) + t* cos(t))? — 4>
= 4% cos®(t) — 4t3sen(t) cos(t) + t*sen®(t) + 4t%sen’(t) + 4t3sen(t) cos(t)
+ t* cos?(t) — 4t
= 4t*(sen®(t) + cos?(t)) + t*(sen?(t) + cos?(t)) — 4t
=47+t — 4 =" >0,

pois, t €]0,4+00[. Logo, a(t) € uma curva tipo espago.

Exemplo 4.7. Seja a: I C R — R? wma curva dada por o(t) = (cos(t),sen(t),t).

Derivando a(t) em relagio a t, obtemos
o'(t) = (—sen(t), cos(t),1).
A curva o(t) € tipo luz pois,

{/(t),d(t))) = ({(—sen(t), cos(t),1), (—sen(t), cos(t),1))) = sen?(t) + cos*(t) — 1
=1-1=0.
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Exemplo 4.8. Seja a: I C R — R} uma curva dada por a(t) = (t,cosh(t), senh(t)).

Derivando «a(t) em relagdo a t, obtemos
o'(t) = (1,senh(t), cosh(t)).
A curva a(t) € tipo luz pois,

(! (t),a/())) = ({(1,senh(t), cosh(t)), (1,senh(t), cosh(t)))) = 1 + senh?(t) — cosh?(¢t)

Em () foi utilizada a relagio cosh?(t) — senh?(¢) = 1.

Definigao 4.9. Uma curva parametrizada diferencidvel a: I C R — R3 € chamada curva

regular se o (t) # 0 para todo t € I.

Lembre-se que os vetores tangentes de curvas tipo luz e espago sao tipo luz e tipo
tempo, respectivamente. Segue da Definicao 3.3 e da observacao 3.4 que os vetores tipo

luz e tipo tempo sao nao nulos.
Proposicao 4.10. Toda curva tipo luz ou tipo tempo € regular.

Demonstragdo. Seja o uma curva em R? parametrizada por a(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Segue
da observacao 3.10 que os vetores tipo luz e tipo tempo sao nao nulos. Se « é tipo luz
temos 2/(t)> + ¢/ (t)? — 2/(t)? = 0, e, consequentemente, pelo menos duas dessas parcelas
sao nao nulas, logo o/(t) # 0. Portanto « é regular. Analogamente, se « é tipo tempo

temos /(t)? + /()% — 2/(t)? < 0, logo 2/(t) # 0. Portanto a é uma curva regular. O

Definigao 4.11. Uma curva reqular o: I — R? ¢ dita parametrizada pelo comprimento
de arco se, para cada tg,t, € I,tg < t; o comprimento de arco da curva o de ty aty é
wqual a t; —tg. Isto é
t1
| 0@t =t~ 1
to
Proposigao 4.12. Uma curva a: I — R3 estd parametrizada pelo comprimento de arco

se, e somente se, Vt € I, |a/(t)]|, = 1.

Demonstracao. Suponhamos « parametrizada pelo comprimento de arco e fixemos ty € I.
Consideremos a funcao s: I — R, que, para cada t € I, associa s(t) = ft'; |/ ()|l dt. Se
to < t, entao por hipétese, ftl; |/ (t)]|1dt =t —to; se t < tg, entao —s(t) = tto |/ (t)]|1dt =
ty — t. Portanto, para todo t € I,s(t) =t —ty, e s'(t) = 1. Como §'(t) = ||/ ()]s

concluimos que ||o/(t)||; = 1,Vt € I. A reciproca é imediata. O
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Lema 4.13. Seja a: I — R3 uma curva regular tipo tempo ou tipo espaco e s: I — s(I)
a funcao comprimento de arco. Entao existe uma funcdao h, inversa de s, definida em

um intervalo aberto J = s(I) e f =aoh: J — R3 é uma reparametrizagio de o tal que
18] = 1.

Demonstragdo. Observe que % = §/(t) = [|&/(t)|; > 0 para todo ¢ € I, pois o é uma
curva regular tipo tempo ou tipo espago. Assim s é um difeomorfismo sobre J = s(I),
logo existe a inversa de s, isto é, existe h: J — I, tal que h(s(t)) = ¢. Utilizando a regra
da cadeia para derivar em relacao a t obtemos

dhds | dh_ 1
ds dt ds |/ (t)]]

Assim tomando 5(s) = a o h(s(t)), temos

_d _ dadh _ 1HMW
1

#ls) ds _ dtds  |la(t)

portanto [|5'(s)|l1 = 1. O

Uma situagao nao trivial ocorre quando uma curva regular a: I — R? é tipo luz,
pois nesse caso tem-se que ({a/(t),a/(t))) = 0 para todo ¢t € I, assim nao é possivel
reparametrizar essa curva de forma que ((c/(s),d/(s))) = 1 para todo s € I. Desta forma,
para contornar este problema é necessario adequar a definicao. Por diferenciacao obtém-se
((a"(t),a/(t))) =0, ¥t € I. Vamos supor que o’(t) # 0, de forma que a curva a(t) nao
seja uma reta, ou seja, o’(t) ndo tem a mesma direcao de o/(t). Logo, segue do Teorema
3.11 que «”(t) nao pode ser tipo luz, pois (t) e o/(t) sdo linearmente independentes.
Como [o/(t)]* ¢ tipo luz (subespaco tipo luz, pela Proposicao 3.22) segue da Proposicio

3.25 que [/ (t)]* ndo possui vetores tipo tempo. Portanto o”(t) é tipo espaco.

Lema 4.14. Seja a: I — R3 uma curva tipo luz em R3. Existe uma reparametrizagdo de
a dada por (s) = a(é(s)) de maneira que ||f"(s)|; = 1.

Demonstracao. Escrevendo B(s) = a(¢(s)), com t = ¢(s), queremos determinar a fungao

¢ que satisfaz as condigoes do enunciado. Por diferenciacao obtemos

B'(s) = ¢ (s)a'((s)) e
B"(s) = ¢"(s)a/ (6(s)) + [¢'(s)]"a" (1)
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Assim
((8"(s), B"(s))) = ((¢" () (1) + [¢/ (s)]°" (1), ¢" (s)/ () + [¢ (s)]?a” (1))
= [0/ ()" ({" (1), " (1))

Do comentario feito antes desse Lema temos que o (t) deve ser tipo espago. Logo, 5”(s)
também é tipo espaco.

Utilizando o fato de 3" ser tipo espaco, obtemos

18%() 1l = 1 {(8"(s), 6"(s))) = 1,

se, e somente se,

= [¢/()]" (e (6(s)), a" (8(5))))

/ 4 _ !

S W6 = T GE e e
/ 4 _ ;

S W6 = T GEr

& ¢'(s) = 1

la"(¢(s)x

O teorema de solucoes de equacoes diferenciais ordindrias garante a existéncia e unicidade

de ¢, dada pela solucao da equagao diferencial de primeira ordem

'(s) = L = 1.
Y= o A0

4.2 Equacoes de Frenet

No caso euclidiano é bem conhecido que, dada uma curva curva regular, o triedro de Frenet
e as equagoes de Frenet sao definidas da mesma forma, para todos os pontos da curva.
Isto nao ocorre em espacos de Lorentz - Minkowski, como veremos ao longo desta se¢ao. O
objetivo ¢ determinar uma base, a qual serd também chamada base de Frenet, ao longo da
curva, e deduzir as equagoes de Frenet em R3, levando-se em consideragao o tipo da curva
e também o tipo do vetor tangente (espago, tempo ou luz). Serdo consideradas somente
curvas parametrizadas pelo comprimento de arco e curvas satisfazendo as condigoes do

Lema 4.14, no caso de curvas tipo luz.
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Seja a: I — R} uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, isto é
((T'(s),T(s))) =1, onde o/(s) = T(s) é o vetor tangente a a em s. Segue, por derivagao
em relagao a s que ((T"(s),T(s))) = 0. Assim se T"(s) = o' (s) = 0,Vs € I, entdo a é
uma reta, e consequentemente, o vetor tangente ¢ um vetor constante. Nesse caso todo
conjunto de trés vetores, linearmente independentes, contendo o vetor tangente forma
uma base de Frenet. Considere agora o caso em que « nao é uma reta, isto é, 7"(s) # 0.
Nesse caso é possivel definir o vetor normal N(s), e um vetor binormal B(s), de maneira
que estes trés vetores, linearmente independentes, formem uma base em R3. Neste caso
os conceitos de curvatura k(s) e tor¢ao 7(s) de a podem ser introduzidos, porém, para
isso deve ser considerado o tipo de curva.

Por outro lado, j4 vimos anteriormente que uma « tipo luz nao pode ser repara-
metrizada pelo comprimento de arco, apenas podemos reparametrizar de forma que
((T"(s), T'(s))) = 1. Neste caso, assim como no caso de curvas tipo espaco com vetor
T'(s) tipo luz (((T"(s),T"(s))) = 0 com T'(s) # 0)), é possivel determinar a tor¢ao da
curva, mas nao é possivel determinar a curvatura, como veremos.

O plano de R? que contém a(s) e é formado pelos vetores N(s) e B(s) é denominado
plano normal & curva a(s). O plano que contém «(s) e é formado por T'(s) e N(s) é
chamado plano osculador. O plano que contém «(s) e é formado pelos vetores T'(s) e

B(s) é chamado plano retificante.

4.2.1 Equacoes de Frenet para curvas tipo tempo

Seja a: I — R uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tipo tempo. Como
IT(s)|li = 1 e a(s) é tipo tempo, entdo, por defini¢ao, o vetor tangente é tipo tempo.
Segue entao que:
[(T(s), T(s)))| = 1= {{T'(s),T(s))) = —1.
Derivando em relacao a s obtemos
((T"(s), T(s))) + ((T'(s), T'(s))) = 0= 2((T"(s), T'(s))) = 0 = {{T"(s),T(s))) = 0.

Assim, T'(s) é pseudo-ortogonal a T"(s), e portanto, segue do Teorema 3.15 que o vetor
T'(s) é tipo espaco. Queremos agora determinar um vetor N(s), pseudo-ortogonal a T'(s)

com norma igual a 1. Basta tomar N(s) satisfazendo ||N(s)|[; = 1 e tal que

T'(s) = k(s)N(s),
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onde k(s) > 0 e k(s) = ||T"(s)|l1, pois,
_ ()]l

1T ()l = 1N (s) [l = k()N ()l = k(s) = Tmrgim = 1T (9)- (4.1)
[N (s)]l
Definimos, portanto, o vetor normal N(s) como sendo o vetor
T'(s)
N(s) = .
(s) 7(s)

Para completar a base de Frenet precisamos de um vetor pseudo-ortogonal a N(s) e T'(s)
com norma igual a 1. O vetor binormal é um vetor tipo espaco, definido por B(s) =
T'(s) AN N(s), onde A indica o produto vetorial lorentziano. Para concluirmos que o vetor
B(s) é tipo espaco utilizamos o fato de ser pseudo-ortogonal ao vetor T'(s) que é tipo
tempo entao segue do Teorema 3.15 que B(s) é tipo espago.

Portanto para cada s, {T; N; B} forma uma base ortonormal de R} a qual ¢ denomi-
nada o triedro de Frenet de o em s. A seguir é apresentada a descricao da relacao entre
os vetores {T'; N; B}.

No que se segue serd omitido o parametro s e escreveremos T(s) = T = (z1, x9, x3),
N(s) =N = (y1,¥y2,93), B(s) = B = (21, 22, z3). Com essa notacao segue que,

€1 ey —es
B=TANN=|xz x x3 |=(T2ys — y23, 173 — T1Y3, Y172 — YoT1) = (21, 22, 23).

Yy Y2 Y3
(4.2)

Calculando T' A B,
€1 €2 —¢€3
TAB=|21 29 x3 |= (%223 — 22%3,21%3 — T123, 21T2 — 22T1),
21z 23
usando (4.2) e o fato de que ||T||; = 23 + 23 — 3 = —1, obtemos
T2y — 2203 = Ta(y1%2 — Y1) — (Y123 — T1Y3)73
= y1(25 — 23) — 212202 + T123Y3
= y1(—=1 — 23) — 212292 + T173Y3
= —y1 — 21(T1y1 + Tayo — T3Y3)
==y — 21 ((T, N))
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Analogamente, zx3 — x123 = —ys € 21X9 — 2001 = —y3. Logo T'A B = —N. Finalmente

calculando N A B temos,

€1 €3 —€3
NAB = 1 Y2 Yys | = (922’3 — 22Y3,21Y3 — Y123, Z1Y2 — Z2yl)7

Z1 R2 z3
usando (4.2) e que y? +y3 —y3 =1,

Yozg — 22Y3 = Y2 (Y122 — Y1) — (Y123 — T1Y3)Y3
= —a:l(yg - y%) + ToY1Y2 — Y123Y3
= —x1(1 — ¥7) + T2y1y2 — 173Y3
= —1 + y1(z1y1 + T2y2 — T3Y3)

= —z1 +yi (T, N))

= —I.

Analogamente, z1y3 — Y123 = —x2 € 21ys — 20y; = —x3. Logo NAB = —T.

Em resumo, mostramos que
B=TAN=—-NAT; N=BANT=-TANB; T=—-NANB=BAN. (4.3)

Vamos agora deduzir as equagoes de Frenet. Temos que 7" = kN. Derivando B =T AN

em relacao a s, obtemos
B =T"ANN+TAN =kNAN+TAN =TAN,
o que nos diz que B’ é pseudo-ortogonal a T', e, como B é tipo espaco, entao
|Bll = 1= ((B,B)) = 1.
Derivando em relagao a s obtemos:
(B, B))+ (B, B)) = 0= 2((B', B)) = 0= ((B', B) = 0.
Assim, B’ é pseudo-ortogonal a B. Logo B’ esta na dire¢ao de N, dai podemos escrever

B ' =71N,
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onde 7 é un nimero real que chamamos de tor¢ao. Segue da equacao (4.3) que
N=BAT.
Derivando
N =B AT+BAT'.
Substituindo B’ e T, obtemos
N'=7NAT+kBAN = —7B+ kT.

As equagoes

T = kN
N =kT —7B (4.4)
B'=71N

sao denominadas equacoes de Frenet para uma curva « tipo tempo.
Vamos apresentar um exemplo de curva tipo tempo e encontrar os valores da curvatura

e torcao utilizando as equagoes de Frenet.

Exemplo 4.15. A curva a: I C R — R} dada por at) = (cos(t),sen(t),/2t) apre-

sentada no exemplo 4.3 estd parametrizada pelo comprimento de arco, pois ||/ (t)|; =

VI @), o)) = I -1[=1.

Do exemplo 4.3 temos que T = o/(t) = (—sen(t), cos(t),/2), derivando T em relacio

a t, obtemos
T' = a"(t) = (—cos(t), —sen(t),0), Vi € I. (4.5)

Como a curvatura é dada por k = || (t)]];, entéo

k = ||(— cos(t), —sen(t),0)||; = \/\ —cos(t), —sen(t),0), (— cos(t), —sen(t), 0)))]
= /| cos2(t) + sen2(t)] = \/[1] = 1, Vt e I. (4.6)
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As equacgoes de Frenet para curvas tipo tempo, parametrizadas pelo comprimento de arco,
sao dadas por (4.4), donde, N = T". Substituindo 7" e N em B =T A N, obtemos

e1 €2 —€3
B=| —sen(t) cos(t) 2
—cos(t) —sen(t) 0
= (\/ésen(t), —V/2cos(t), —(sen?(t) + COSZ(t)))
= (\/ﬁsen(t), —V/2 cos(t), —1) . (4.7)
Segue da equagao (4.7) que B = (ﬂsen(t), —v/2cos(t), —1)7 derivando em relacao a t,
obtemos
B = (\/5 cos(t), v2sen(t), o) . (4.8)
Segue de (4.4) que B’ = 7N, aplicando o pseudo-produto interno em relagdo a N dos dois
lados e usando que N é tipo espago, obtemos
((B',N)) = ((TN,N)) = 7((N, N))
= 7= ((B',N)). (4.9)
Segue da equagao (4.9) substituindo B’ e N que

7= ((B',N)) = ({((V2 cos(t), V2 sen(t),0), (— cos(t), —sen(t), 0)))
= —V2 cos?(t) — V2 sen®(t) = —v/2(cos?(t) + sen?(t))
— V2.

4.2.2 Equacoes de Frenet para curvas tipo espaco

Considere o uma curva tipo espago parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja
a,a’)) = 1. Como o = T é tipo espaco [T]* ¢ um subespaco tipo tempo de duas
¢ ¢

dimensdes, pois [T] é tipo espaco e segue da Proposicao 3.22 que [T]* é tipo tempo. A

Proposicao 3.23 afirma que existem dois vetores linearmente independentes tipo luz em

[T]+. Assim devemos considerar trés casos: o vetor T” é tipo tempo; o vetor T" é tipo
espaco; o vetor T” é tipo luz.

Caso 1) O vetor T” ¢ tipo tempo. Do fato de que ||T'(s)|l1 = 1 e «a(s) é tipo espago,

segue que o vetor tangente é tipo espaco, logo

[(T'(s), T(s)))| = 1= {{T'(s),T(s))) = 1.
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Derivando em relagao a s obtemos,
((T"(s), T(s))) + {(T'(s), T"(s))) = 0 = 2((T"(s),T(s))) = 0 = ({T"(s), T(s))) = 0.

Assim T'(s) é pseudo-ortogonal a T"(s). Queremos agora determinar um vetor N(s),
pseudo-ortogonal a T'(s) com norma igual a 1. Basta tomar N (s) satisfazendo || N(s)||; =1

e tal que

onde k(s) > 0e k(s) = ||T"(s)|lx-
Definimos o vetor normal N (s) por
T'(s)

N(s) = i)

Para construir a base de Frenet precisamos de um vetor simultaneamente pseudo-ortogonal
a N(s) e T(s) com norma igual a 1. O vetor binormal, definido por B(s) = T'(s) A N(s)
¢ tipo espaco pelo Teorema 3.15, pois é pseudo-ortogonal a N que é tipo tempo.
Portanto para cada s, {T’; N; B} forma uma base ortonormal de R? que é chamada de
triedro de Frenet de «. Logo abaixo descreveremos a relagao entre os vetores {T'; N; B}.
No que se segue serd omitido o parametro s e escreveremos 1(s) = T = (z1, x9, x3),

N(s) =N = (y1,y2,93), B(s) = B = (21, 22, z3). Com essa notacao segue que,

€1 €2 —€3
B=TANN= |z x a3 |=(T2ys — ¥23, 173 — T1Y3, Y172 — YoT1) = (21, 22, 23).
Y1 Y2 Ys
(4.10)

Calculando T A B

€1 €2 —€3
TANB=\|2, m9 x5 |= (2223 — 2203, 2103 — X123, 212 — 221),

21 <2 Z3
usando (4.10) e que 23 + 23 — 23 = 1,obtemos:

€1 €2 —e€3
TAB=|x xo 3 |=W1,yy3) =N,

21 ”2 Z3
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Finalmente calculando N A B temos:

€1 €2 —€3
NAB = Y1 Yo Ys | = (y2z3 — 22V3, 21Y3 — Y123, Z1Y2 — 22y1),

VAR, z3
2 .2 .2 :
usando (4.10) e que y; + y5 — y5 = —1,0btemos:

€1 €2 —€3
NAB = Y1 Y2 Y3 :(Ilvz%x?)):Tv

FA) Z3

Resumindo, mostramos que
B=TANN=—-NANTN=TANB=—-BANT,T=NANB=—-BAN. (4.11)

Vamos agora deduzir as equacoes de Frenet. Temos que 7" = kN. De B = T AN

derivando obtemos
B =T"ANN+TAN =TAN"
Temos que B’ é pseudo-ortogonal a T', como B é tipo espaco, daf
B =1={(B,B)) = 1.
Derivando obtemos:
(B, B)) + ((B,B")) =0=2((B',B)) = 0= ((B',B)) = 0,
assim B’ é pseudo-ortogonal a B. Logo B’ esta na direcao de N, dai podemos escrever
B ' =71N,
onde 7 é un nuimero real que chamamos de tor¢ao. Segue da equacao (4.11) que
N=TNA\B,
derivando em relagao a s,

N =T"ANB+TA\DB.
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e substituindo B’ ¢ T", obtemos
N =kNANB+7T AN =kT + 1B.

As equagoes

T = kN
N' = kT + 7B (4.12)
B'=1N

sao chamadas de equacoes de Frenet para uma curva « tipo espaco com 1” tipo tempo.
Vamos apresentar um exemplo de curva tipo espaco, com 7" tipo tempo, calculando a

curvatura e a torgao utilizando as equagoes de Frenet.

2 2 o 2
espaco e parametrizada pelo comprimento de arco. Derivando o em relacao a t, obtemos

o/(t) = (?7 cosgl(t), sen;(t)) ’

Exemplo 4.16. A curva a: I C R — R} dada por a(t) = (ﬁ senh(t) M) ¢ tipo

entao,
(), B 3 cosh ) senh(t) \/_§ cosh(t) senh(t)
“ - T2 )\ e e
h?( h?(t 1
Z + COS4 - sen4 ®) = 2 + Z—L(coshQ(t) — senh?(t))
3 1
=—-4+-=1 1.
1 + 1 , Vt €
Assim,

lo' ()]l = VI{{a N =1 =1, Vel

O vetor T" = o'(t) € tipo tempo, pois

) — (07 senth(t) cosh(t)) |

2 72

(. e — < < (07 senil(t) | cos;(t)) | (07 sen;l(t) | Cosgl(t)) >>

senh®(t)  cosh®(t) 1 9 9 1
- 1 Z(senh (t) — cosh®(t)) = T vVt e I
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Aqui utilizou-se a relagdo cosh®(t) —senh®(t) = 1 multiplicado por —1 dos dois lados. As-
sim, para encontrar o valor da curvatura k(t) e a tor¢do 7(t) devemos utilizar as equagoes

(4.12) (equagdes de Frenet para uma curva o tipo espago, com 1" tipo tempo). Como
k(t) = [T"(t)|l1, entao

k(6 = VIO 0N = \ - ;i] _ ﬂ 1 wel

De N = %, obtemos

(0? Sen;(t)7 Cosg(t)> senh(t) cosh(t)
N = =2 <O, n2 : ° 5 ) = (0,senh(t), cosh(t)).

1
2

Como B =T NN, entao

2 2 2

0  senh(t) cosh(t)

e e —e
B \/1§ Cosﬁ(t) Senh(t? B (cosh2 (t)  senh?(t) V3 cosh(t) \/§senh(t)>
T2 - 2 2 2 2

_ (%(CoshQ(t) — sentt (1), VI osh() _ VEsen h<t>)

B (1 _\/gcosh(t) _ﬁsenh(t))

2’ 2 ’ 2

Derivando B em relacdo a t, obtemos

B — (0, _ \/gsenh(t), ﬂcosh(t))
2 2

Seque da terceira linha do sistema (4.12), aplicando o pseudo-produto interno em relagdo

a N e usando que ((N,N)) = —1, pois N € tipo tempo, que

((B',N)) = ((rN,N)) = 7((N,N)) = —7
= 7=—{(B N)), vtel,
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substituindo B' ¢ N, obtemos

= << <()7 — \/§se2nh(t) ,— ﬁC;Sh(ﬂ ,) , (0, senh(t), cosh(t))>>

_ <_ v/3senh?(t) \/§cosh2(t)>

2 + 2
S (?(—senbz(t) + coshQ(t))> = —\/75, Vit e 1.

Caso 2) O vetor T" é tipo espago. Do fato de que ||T'(s)||1 = 1 e a(s) ¢ tipo espago,

segue que o vetor tangente ¢ tipo espaco, logo
[((T'(s), T(s))| = 1= {(T(s),T(s))) = 1.
Derivando a expressio anterior em relagiio a s, obtemos
((T"(5), T(s))) + ((T'(5), T'(5))) = 0= 2((T"(s),T(s))) = 0 = {{T"(s),T(s))) = 0.

Assim T'(s) é pseudo-ortogonal a T"(s). Queremos agora determinar um vetor N(s),
pseudo-ortogonal a T'(s) com norma igual a 1. Basta tomar N (s) satisfazendo ||N(s)|; =1

e tal que

onde k(s) > 0 e k(s) = ||T"(s)||1 pois

176}l = [N (Sl = 175}l = k()N ()]l = k(s) = H — 7).

Definiremos o vetor normal N(s) como:

_T'(s)

N(s) )

Para terminar a base de Frenet precisamos de um vetor pseudo-ortogonal a N(s) e
T'(s) com norma igual a 1. O vetor binormal é definido como B(s) = T'(s) A N(s) ¢é tipo
tempo, pois B € [T, N]* e como [T, N] é tipo espaco segue da Proposicao 3.22 que [T, N]*+

é tipo tempo. Os vetores de Frenet possuem a seguinte relacao.

B=TANN=-NANTT=BANN=-NABN=TANB=-BAT, (4.13)
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Temos que T/ = kN. De B =T A N derivando obtemos
B =T"AN+TAN =TANN',
temos que B’ é pseudo-ortogonal a T', como B é tipo tempo, dai
Bl = 1= ((B,B)) = —1.
Derivando obtemos:
(B, B)) + ((B,B)) = 0=2((B",B)) = 0= ((B, B)) = 0,
assim B’ é pseudo-ortogonal a B. Logo B’ esta na direcao de N, dai podemos escrever
B'= 71N,
onde 7 é un numero real que chamamos de torgao. Segue da equacao (4.13) que
N=TNAB.
Derivando
N =T'ANB+TAB.
Substituindo B’ e T, obtemos
N =kNAB+71TI' NN = —kT + 1B.

Asssim as equagoes

T = kN
N' = —kT +7B (4.14)
B =1N

sao chamadas de equacoes de Frenet para uma curva « tipo Espaco com T tipo espaco.
Vamos apresentar um exemplo de curva tipo espago com 7" tipo espago calculando a

curvatura e a torcao utilizando as equacoes de Frenet.

Exemplo 4.17. A curva a: I C R — R} dada por a(t) = (cos(t), sen(t), 3) apresen-

tada no exemplo 4.5 nao € parametrizada pelo  comprimento  de arco, pois
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o/ (@)1 =v/1{{/(£), &' (t)))] = +/I2] = % Vt € I. A fungao comprimento de arco para
curvas tipo espaco € dado por s(t) = f |/ (t)]|1dt, obtemos

s(t):/o ?dt:?/@dt:ﬁ[t]gzﬁt

2 2

S 2s 2\/33

St=—="= .
B33

Assim, a curva a(s) = (cos(Q*égS), Sen(Q‘égs), 2*?5> ¢ uma reparametrizacdo de a(t) pelo

comprimento de arco. De fato, derivando a(s) em rela¢io a s, obtemos

N IVE] 2v3s\ 2V3 21/3s \/_ v
a(s) = ——3 sen 3 )~ cos 3 - s €

aplicando a norma, obtemos

o)l = H(—u sen(u), o/ cos(u), %)

= << <—u’ sen(u),u’ cos(u ’T\/_> (—u’ sen(u), u’ cos(u),¥> >>‘

= | |(—u' sen(u))® + (v cos(u))® — (¥> ,

onde u = u(s) = Q\f‘*. Entao,

o/ ()] = <2f Sen<m5>> +<9 cos(zﬁ%) -2

12 2v/3 12 2v/3 12
— sen?( \/_8)—1—— cos?( \/_S)——
\ 9 3 9 3 36

E (senQ(Q_\/gS 2\/3‘5)) 12

2
9 TR 36

I
&/

48 12
V=1, Vsel
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Sabemos T = o/(s), derivando em relagdo a s, obtemos

12 2v3 12 2V 3
T = | —— cos( \/_S),—— sen( \/—S),O .
9 3 9 3

O vetor T" € tipo espaco, pois

(1, 17) =

12 2v/3s. 12 24/3s 12 2v/3s. 12 24/3s
:<<<—§COS( 3 ),—gsen( 3 ),0),(—3008( 3 ),—gsen( 3 ),0>>>

_ (_g COS<2\/§S)) . (_g Sen(Q\/gs))

9 3 9 3
144 2v3 144 2v/3
= —— cos*( \/_S) + — enz(ﬁ)
81 3 81 3
144 2V3 2V 3
=3 <cos2( \2_8) + sen?( \2_8))
4
- 81

Queremos determinar a curvatura k(s) e a tor¢ao 7(s) da curva o em s. Para calcular a

curvatura k(s) vamos utilizar k(s) = ||/(s)||1 = ||T"||1, Vs € I, entdo

ko) = I = VT = 4 | = Y = 5.

T/

VR entao

Como o vetor N =

= (— cos(2\g§8),—sen(2\/§s),0) : (4.15)
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Como B =T NN, entao

€1 €9 —es
B = —%3 sen(QT‘/gs) %5 coS 2‘?“”) %g
- cos(QT‘/‘a’s) —sen(Q*?S) 0
2v3  2v3s. 2v3  2v3s. 2v3  , 2V3s. 2V/3  , 2V/3s
= sen( 3 ), — 5 cos( 3 ), — 3 sen”( 3 ) — 3 cos”( 3 )

g S5 ) mg s ) m 3 3
Nﬁsen 2/3s _2\/560 2v/3s _2\/§>

2v3  2v3s. 2v/3 235 23 5, 2v/35 5, 2v/3s
se — c — <sen( ) + cos”( 3 )))

(4.16)

6 <3)’6 3

Para calcular 7 vamos utilizar as equacgoesde Frenet para uma curva o tipo espaco com
T tipo espago (4.14), mas antes vamos calcular o vetor B', seque da expressao (4.16)

derivando que

(4.17)

12 2v/3s, 12 2v/3
B’ (1_8 cos( \2_8),1—88en( \é_s),O).

Segue da terceira linha de (4.14), aplicando o pseudo-produto interno em relagio a N,

que
T = (B, N)). (4.18)

Seque da expressao (4.18) substituindo (4.15) e (4.17) que

12 2v/3s. 12 24/3s 2v/3s 2v/35
T:<<<ECOS( 3 )’0>’<_C°S< 55, —sen (2 >,0)>>

= —ECOSQ( 3 ) — 1—88en2( 3 )
12 5, 2v/35 5, 2v/35

:_E<COS( ) + sen”( 3 ))

2

]

Caso 3) O vetor 7" é tipo luz. Neste caso nao faz sentido definir a curvatura como

k= |T'||1, pois ||T"||; = 0. Definimos N =T" o vetor normal de ar. Como « é uma curva

1

tipo espago temos [T]- é um subespagco tipo tempo bidimensional e segue da Proposic¢ao
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3.23 que existem dois vetores tipo luz em [T]* linearmente independentes. Como N é tipo
luz, defina o vetor binormal B € [T]* como o tinico vetor tipo luz tal que ((N, B)) = 1.
Além disso, defina 7 = ((N’, B)) a torgao de a.

Para calcular as equagoes de Frenet é preciso encontrar uma expressao paraT’, N' e B'.
Observe que ((N, N)) = 0, assim ((N’, N)) = 0. Mas por outro lado,

((T,N)) = 0= {{T",N)) + (T, N')) = 0.

Assim, podemos escrever N' = alN + bB e

7= ((N', B)) = ((aN + bB, B)) = {(aN, B)) + ((bB, B
0= ((N,N)) = ({(aN + bB, N)) = ((aN, N)) + ((bB, N)) = b

~—

~
I
Q

Portanto

Para obter B’ observe que
((N,B)) =1= ((N',B)) + ((N, B))

((rN,B)) + ((N, B')) + {{T, N))
((T'+7B+ B',N)) =0.

Logo,
B'=-T —71B.

Portanto as equacoes de Frenet neste caso sao:

=N
N' =7N (4.19)
B =-T—-7B

Vamos apresentar um exemplo de curva tipo espaco com 7" tipo luz calculando a curvatura

e a torcao utilizando as equagoes de Frenet.

Exemplo 4.18. A curvaa: I C R — R3, onde I =0, +oo| dada por a(t) = (£3,¢,13), Vt €

I € tipo espacgo e parametrizada pelo comprimento de arco. De fato,

o/ (t) = (3t%,1,3t%), Vt € I,
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entao,

<<O/(t)7 O/(t)>> = <<(3t27 L, 3t2)7 (3t2’ L, 3t2)>>
=9t +1-9t* =1, Vte I

Como |lo/()[IF = [({/ (1), /(O] = ((2),0'(1))) = 1, entdo [o'(t)]x = 1. Como
T = d/(t) seque que T' € dado por

T' = (6t,0,6t), Vt € 1.
O vetor T" € um vetor tipo luz, pois
(T, T = ({(6t,0,6t), (6t,0,6t))) = 36t* — 36t> = 0, Vt € I.

Definimos N =T" o vetor normal de «.

Vamos definir o vetor binormal B como o unico vetor tipo luz pseudo-ortogonal a T
tal que ((N, B)) =1, entao

(({(,9,2), (2,9,2))) = 0
(((3t%,1,3t?), (x,9,2))) =0
| (((6¢,0,61), (z,y,2))) =1

(
22yt — 22 =0

= 3t*r+y—3t22 =0 (4.20)
| 6lr — 61z =1
Segue da terceira linha do sistema (4.20) e de t > 0 que x = %, substituindo = na

sequnda linha do sistema (4.20), obtemos

1+ 6tz
6t

t
3t? +y—3t2,z:0:>§+3t22+y—3t2z:0

t
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Segue da primeira linha do sistema (4.20) substituindo x e y que

1+ 662\ A
() () o

1+ 12tz 4 36222 *

+—=—2"=0

36¢2 4

| L+ 1te 36t°2% — 36t°2° N 2 0

36¢2 4
1+12tz -
36t2 4

LR A
3612 3t 4
z 1 12

0

1422

Substituindo o valor de z em © = 5

, obtemos

12t 4
e 6t
11 3
6t 12t 4
o 2—-1 3
Co12t 4
13
C12t 4

Logo,
1 3t 1 3
B = (= 2 - - ).
(., 2) <12t 12 1 4)

Derivando N em relacao a t, obtemos
N’ = (6,0,6).

Como para as curvas tipo espago com T" definimos 7 = ((N', B)) a tor¢io de o em t,

1 3 ¢ 1 3
= ({(6,06),(— -2 -2 —— =
’ <<< ’ )’(1215 102 1 4 >>>

1 9 1 9

=53 Tyt
1

— - Vel
¢

entao
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4.2.3 Equacoes de Frenet para curvas tipo luz

Considere a: I — R? uma curva tipo luz. J4 vimos anteriormente que o nao pode ser
parametrizada pelo comprimento de arco, apenas podemos reparametrizar de forma que
|&”|l1 = 1 pelo Lema 4.14. Para construir o triedro de Frenet defina 77 = N o vetor
normal de a.. O vetor binormal B como o unico vetor tipo luz pseudo-ortogonal a N de
forma que ((T, B)) = 1. Assim temos uma base de vetores do R} que se relacionam de
forma mais simples, uma vez que, neste caso, nao é possivel obter uma base ortonormal.
Analogamente ao caso que « é tipo espaco com 7" tipo luz, nao se define a curvatura k
de @ mas a tor¢ao 7 de a é dada por 7 = ((N', B)).

Vamos agora encontrar as equagoes de Frenet. Sendo ((T, B)) = 1 temos
0={T",B)) + (T, B')) = ((N, B)) + (T, B')) = (T, B)).

Como B ¢é tipo luz, ((B,B’)) =0e ((T, B")) = 0, podemos escrever B’ = aN. Utilizando

que ((N,B)) =0 e derivando em relacao a s, obtemos

(N, B)) + (N, B')) = 0= ((N, B)) = =((N', B))

Logo, B' = —7N. Utilizando que ((N,B)) = 0,((B,B)) = 0 e substituindo B’ em
0= ((N',B)) + ((N, B’)), obtemos

Portanto das equagoes

T"'=N
N =T - B (4.21)

B' = —-7N
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sao as equagoes de Frenet procuradas.
Vamos apresentar um exemplo de curva tipo luz e calcular a curvatura e a torcao

utilizando as equacgoes de Frenet.
Exemplo 4.19. A curva a: I C R — R? dada por a(t) = (t, cosh(t),senh(t)) apresentada
no exemplo 4.8 € parametrizada de forma que || (t)||; = 1. De fato,
a"(t) = (0, cosh(t), senh(t)) (4.22)
= [la”(#)]lx = 11(0, cosh(t), senh(t)) [
= /[{{(0, cosh(t), senh(t)), (0, cosh(t), senh(t))))|

= \/\ cosh?(t) —senh®(t)| = /|1| = 1, Vt € I.

As equagoes de frenet para as curvas tipo luz sao dadas por (4.21).

Segue da equagio (4.21) que T = N e seque da equagdo (4.22) que N = (0, cosh(t), senh(t),

derivando N em relagao a t obtemos
N’ = (0,senh(t), cosh(t)). (4.23)

Temos que B como o inico vetor tipo luz ortogonal a N de forma que ((T, B)) = 1, entdo

((((2,9,2), (2,9,2))) =0
§ (((0, cosh(t),senh(t)), (z,y,2))) =0
L {((0, senh(t), cosh(1)), (z,y, 2))) = 1
(22 + yr—22=0
= ¢ ycosh(t) — zsenh(t) = 0 (4.24)
| ysenh(t) — 2 cosh(t) = 1

Seque sequnda linha do sistema (4.24) que y = zizzﬂgg, substituindo y na terceira linha

do sistema (4.24), obtemos

senh(t)
: cosh(?)

senh2

cosh(t) cosh(t )) =1

-+
(senh cosh2( )) .
(

senh(t) — z cosh(¢

cosh(t

cosh )

= — cosh(t). (4.25)

-1
cosh(t)
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Substituindo (4.25) em y, obtemos

= —senh(t). (4.26)

Substituindo (4.26) e (4.25) na primeira linha do sistema (4.24), obtemos

2% 4 (—senh(t))? — (= cosh(t))? = 0 = 2% + senh?(t) — cosh®(t) = 0

2" -1=0
=22=1

Segue das equagoes (4.25), (4.26) e (4.27) que B = (1, —senh(t), —cosh(t)). Como a

tor¢ao T de v em t € dada por T = ((N', B)) entao,

7= ((N',B))
= (((0,senh(t), cosh(t)), (1, —senh(t), — cosh(t))))
— —senh®(t) — (— cosh?(t))

= —senh®(t) 4 cosh®(t) = 1,Vt € I.

4.2.4 Resumo das equagoes de Frenet para curvas em espagos

de Lorentz-Minkowski

Nesta subsecao faremos um breve resumo na forma de um quadro das equagoes de Frenet
para facilitar estudos a posteriori sobre curvas em uma variedade de Lorentz-Minkowski
tridimensional. O quadro apresenta: a parametrizacao da curva, os tipos de curva, cur-
vatura, tor¢ao e as equacgoes de Frenet em cada caso, levando em conta o tipo da curva e

seu vetor aceleracao.
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Tipo de Tipo do vetor
Parametrizagao Curvatura | Torgao Equagoes de Frenet
curva aceleracgao
T = kN
tipo tempo tipo espago k=T 7= {((B',N)) N' =kT — 1B
C trizad
urvas parametrizadas B — N
pelo comprimento T = kN
de arco tipo tempo k=T T=—((B',N)) N' =kT+71B
i B'=71N
tipo espago
T = kN
tipo espacgo E=|T"|1 7= ((B',N)) N' = —kT + 1B
B'=71N
T =N
tipo luz ndo se define | 7= ((N', B)) N' =7N
B'=-T-7B
Curvas parametrizadas T = N
de forma que tipo luz tipo espaco ndo se define | 7= ((N', B)) N =7T-B
[
o ()]s =1, Vt € I Bi=—TN

4.3 Heélices

No espaco euclidiano tridimensional R? uma hélice é definida como uma curva cujo vetor
tangente faz um angulo constante com uma direcao fixa. A reta dada por esta direcao
fixa ¢ denominada o eizo da hélice. Em (R3,{ | )), na teoria cldssica de curvas espaciais,
prova-se que uma curva « ¢ uma hélice se, e somente se, 1 = constante em todos os
pontos, onde k e 7 sao a curvatura e a torcao da curva, respectivamente. Nessa se¢ao
vamos definir uma hélice em R? e vamos mostrar um resultado analogo ao que citamos

sobre hélices em R3.

Definigao 4.20. Uma hélice em R3 é uma curva reqular tal que ((T'(s),v)) é uma funcdo
constante para algum vetor firo v nao nulo. Cada reta paralela a direcao v é chamada

eizo da hélice.

Teorema 4.21. Seja a: I — R} uma curva tipo tempo em R3. Se o é uma hélice, entao

T/k é uma fungao constante.

Demonstracao. Observe que as curvas regulares tipo tempo podem ser reparametrizadas

pelo comprimento de arco.
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Seja o uma curva tipo tempo, parametrizada pelo comprimento de arco. Derivando

((T',v)) = constante em relagao a s, obtém-se
(T, v)) = 0.

Como T’ = kN entao v é ortogonal a N. Assim podemos escrever v = a1 + bB, onde a, b

sao fungoes reais. Derivando v em relacao a s, segue que
dT+al"+VB+bB"'=dT+akN+VB+brN =dT+ (tb+ ak)N + VB =0,

pois 7" = kN e B' = 7N. Segue do fato de que os vetores {1, N, B} sao linearmente

independentes que
ad=0;, =0, e 7b+ak =0.

Logo, a e b sao constantes e da ultima linha temos que 7 = —¢ ¢ constante. O

Teorema 4.22. Seja a: I — R} uma curva tipo espago com T nao tipo luz em R. Se

a € uma hélice, entao T/k é uma fungao constante.

Demonstracao. Observe que as curvas regulares tipo espaco, com 7" nao tipo luz, podem
ser reparametrizadas pelo comprimento de arco.

Vamos considerar o uma curva tipo espaco com 7”7 nao tipo luz, parametrizada pelo
comprimento de arco. Como 7" nao pode ser tipo luz entdo vamos considerar a curva
tipo espaco com vetor 7" tipo tempo e a curva tipo espaco com vetor 7" tipo espago.

Comecemos com 7" tipo tempo e derivando ((T',v)) = constante em rela¢do a s, obtemos
(T, v)) = 0.

Como T" = kN temos que v é ortogonal a V. Assim podemos escrever v como combinacao
linear de T e B dada por v = aT'+bB, onde a, b sao fungoes reais. Derivando v em relacao

a s temos que
dT+aTl"+VB+bB" =dT+akN+VB+brN =dT+ (thb+ ak)N + VB =0,

pois 7" = kN e B' = 7N. Segue dos vetores {T', N, B} serem linearmente independentes

que

ad=0,b=0e7b+ak=0.
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b
espaco e derivando ((T',v)) = constante em relagao a s, obtemos

Logo, a e b sao constantes e da ultima linha temos que 7 = é constante. Para T” tipo

(T, v)) = 0.

Como 7" = kN temos que v é ortogonal a N. Assim podemos escrever v como combinagao
linear de T e B dada por v = aT'4+bB, onde a, b sao funcoes reais. Derivando v em relagao

a s temos que
dT+al"+bB+bB =dT+ akN +bB+brN =d'T+ (tb+ ak)N + VB = 0,

pois 7" = kN e B’ = 7N. Segue dos vetores {1, N, B} serem linearmente independentes

que
a=0;=0e7b+ak=0.

Logo, a e b sao constantes e da ultima linha temos que 7 = —¢ é constante O

Teorema 4.23. Seja o uma curva tipo tempo ou espago, com vetor normal nao tipo luz.

Se 7 € constante, entdo o € uma hélice.

Demonstragdo. Seja a tipo tempo e 7 = ¢ = 7 = ke. Definindo v = ¢T' — B e derivando

em relacao a s, obtemos

v':cT’—B’:ck;N—TN:k:<c—%)Nzo,

pois T" = kN e B’ = 7N. Calculando a expressao ((T,v)) temos que

(T, 0)) = (T, cT = B))
= (T, eT)) = (T B)) = c.

Os outros dois casos sao analogos ao anterior. O]

Observagao 4.24. Se a é uma curva regular reqular contida em um plano entao ((T,v)) =
constante, com v € R3, isto é, a é uma hélice. Uma curva tipo tempo ou tipo espag¢o com

vetor T" estd contida em um plano se, e somente se, T = 0.
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4.4 Geodésicas

E conhecido que na teoria de superficie regulares em R?® as geodésicas desempenham um
papel similar ao das retas no plano R?, no sentido de que sdo trajetérias descritas por
particulas que minimizam energia e também minimizam, localmente, o comprimento de
arco dentre as curvas que unem dois pontos da superficie. Ou seja, minimizam distancias.
Nesta secao serao apresentados alguns resultados referentes a geodésicas em variedades
semi-riemannianas, sendo que, a maioria deles permanecem validos para qualquer vari-
edade riemanniana. O principal objetivo da secao ¢ introduzir o conceito de geodésica
nula.

Seja M uma variedade semi-riemanniana munida de uma conexao de Levi-Civita.

Definicao 4.25. Uma geodésica em M ¢é uma curva v: I — M cujo campo vetorial

tangente ' (t) é paralelo para todo t € 1. Isto €,

D~'(t)
dt

=0,vt el (4.28)

Seja v: I — M uma geodésica de M, entao para todo t € I,

Y, se (,+) >0
—(7,9), se (v/,7) <0

V1" =1y, =

Por outro lado, como a conexao é compativel com a métrica, segue da equagao (2.20) que,

no caso em que (y,v') >0,
d [/dvy dvy D d7 d7 n dy D d7 _ o D dv d7 _0
dt \ dt’ dt dt \ dt ) dt dt’dt \ dt dt \ dt ) dt ’
e no caso em que (7,v") <0,
i d’yd’y _dd'yd'y (/D (dv d’y_i_d_’ygd_’y
dt dt’dt /) dt \dt’ dt dt \ dt ) dt dt’ dt \ dt
_ o D d’y @ B
B dt \dt ) dt/)

Isto nos diz que geodésicas sao curvas cujo comprimento de arco do vetor tangente +'(t)

¢ constante para todo t € I. Vamos considerar apenas geodésicas que nao se reduzem a
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pontos, isto ¢é, ||[7/(¢)|| = ¢ # 0. O comprimento de arco s de 7, a partir de uma origem

fixa, digamos t = ty, é dado por

(1) = / I/ (0)ldt = et — to).

Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.
Quando o parametro é o proprio comprimento do arco, isto é, ¢ = 1, diz-se que a geodésica
v esta normalizada.

Um fato muito importante a ser observado é que, em geral uma reparametrizacao de
uma geodésica nao é uma geodésica. O préximo resultado nos diz que isso ocorre se, e

somente se a funcao mudanca de parametro é uma reta.

Proposicao 4.26. Uma reparametrizac¢ao yoh : J — M, com J = h(I), de uma geodésica

v: I — M € uma geodésica se, e somente se, h(t) = mt + n, para alguns m,n € R.

Demonstracao. Como ||7/(t)]| = ¢, segue da regra da cadeia que

(voh)'(t) = I ()Y (h(1)),

dai,

1(y o R @)1 = [IB" () ()] = [B' D[ (R(E)]I- (4.29)

Portanto, como a condigao para que o h seja uma geodésica é que ||(yoh)(t)|| seja igual
a uma constante, segue da expressao (4.29) que se ¢ € R, entao ||(y o h)(t)| = ¢, se,
e somente se, h/(t) é constante, para todo t € I. Ou seja h(t) = mt + n, para alguns
m,n € R.

Reciprocamente, se a(t) =y o h(t) = y(mt + n), entao

Do/ D(yoh) D~y
t - t = h/ t =
) = 2 ) = =L () =0,
e consequentemente v o h é uma geodésica. [

Teorema 4.27. Seja (U, p) um sistema de coordenadas locais em uma variedade semi-

riemanniana M de dimensao n. Uma curva

v: I —=U

t—y(t) = (z1(t),...,2.(1))
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¢ uma geodésica de M se, e somente se, suas fungoes coordenadas xy satisfazem
WA ol TN
vt g za T =
para 1 < k < n.

Demonstra¢ao. Vamos determinar as equagoes locais satisfeitas por uma geodésica v em

um sistema de coordenadas (U, ) em torno de y(ty). Em U,

Y(t) = (z1(t), ..., xu(t)).

~ serd uma geodésica se e sé se

D (dyY dzy, p da; da; _ d?xy, , dx; dx;
_dt<dt)_zk:{ ( ) ZF”dt dt 8“; dt2+%:riﬂ'dt i (%

Logo o sistema de equagoes diferenciais de 2¢ ordem

d?z;, g d; dx;

-t e =0,k=1,... +.
dt2+z’j Yodt dt 0 el (4.30)

fornece as equagdes procuradas. A equagao (4.30) é conhecida como equacdo geodésica. [

Teorema 4.28. (Teorema de Existéncia e Unicidade de Geodésicas) Seja M uma vari-
edade semi-riemanniana com wma conexdo V. Entdo para todos p € M, v € T,M, e
para cada ty € R, existe um intervalo aberto I C R contendo ty e uma unica geodésica

v I — M tal que y(to) =p e v (ty) = v.

Demonstracao. A demonstracao segue direto do Teorema 4.27, uma vez que a equacao
geodésica (4.30) determina um sistema de segunda ordem, o qual pode ser transformado

num sistema de primeira ordem introduzindo n equacgoes de primeira ordem dadas por

. ~ k da* . in ~
meio das transformagoes p" = e k = 1,2,...,n as quais, em uniao com a equagao
duk I B : . . .

+ g an i =0,k =1,...,n determinam um sistema de equacoes diferenciais de

prlmelra ordem equivalente ao sitema (4.30). O resultado segue, portanto, do teorema
de existéncia e unicidade de solucoes para sistemas de equacgoes diferencias ordinérias de

primeira ordem. O

Observe que, pelo que foi exposto na ultima secao do Capitulo 2 ¢ imediato verificar
que este teorema permanece valido para geodésicas definidas em quaisquer variedades

diferencidveis dotadas de uma conexao afim.
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Definicao 4.29. Uma variedade riemanniana ou semi-riemanniana M para a qual toda

geodésica estd definida para todo t € R € dita geodesicamente completa.

4.4.1 Geodésicas nulas espagos de R?

Exemplo 4.30. Geodésicas dos espacos de Lorentz-Minkowski R3. Seja M~R}
e sejav: I — M uma geodésica. Entao, seque do Teorema 4.27 que

ro k_
+§ za;l =0,

ig=1

k=1,2,3. Como M ¢ o R?® munido da métrica de Lorentz entdo 0; = e;, logo
g;(j = (3,,8]> 5Z 1 j = 172 € <81,8]> = —1,i,j = 3.

777

Como
13
Iy = 5 > 9" {0:9im + 0igim — Omgii}

m=1

Logo todos o0s Ffj sao nulos. Dai,
z,=0k=1,23,

donde, por integracdo, obtém-se que

T =agt + by, k=1,2.

Portanto, y(t) = at + b, onde a = (ay,az,a3) e b = (b1, be, b3) sao vetores constantes de
M.

Ou seja, as geodésicas de R? sio as retas de R3.

Definigao 4.31. Dizemos que v: I — M = R3 ¢ uma geodésica nula de M se v é uma

geodésica e v'(t) € um vetor nulo para todo t € I.

Definigao 4.32. Seja v: [ — M = R? uma curva nula. Dizemos que v € uma reta nula

se possuir a sequinte parametrizagao
v(t) =at+b
onde a e b sao vetores constantes.

Do exemplo 4.30 temos que as tinicas geodésicas de R} sao retas e sua parametrizagao
estd de acordo com a definicao anterior portanto as retas nulas sao as tnicas geodésicas

nulas de R3.



Consideracoes

Para o desenvolvimento deste trabalho nos baseamos no estudo de curvas no espaco
euclidiano tridimensional para apresentar resultados similares sobre curvas em uma varie-
dade de Lorentz-Minkowski, também tridimensional. O estudo de curvas nessa variedade
difere do estudo de curvas em R3, principalmente, no fato de que, nessas variedades existe
a necessidade de se definir conjuntos de equacoes de Frenet diferentes para cada tipo de
curva, pois, como a métrica nessas variedades nao é definida positiva, a relagdo entre os
vetores tangente, normal e binormal depende da causalidade dos vetores. Em relagao
as hélices nessa variedade, foi possivel estabelecer definicoes e proposicoes andlogas ao
estudo de hélices no espaco euclidiano tridimensional. Foi possivel também, caracteri-
zar as geodésicas nessas variedades. Os comentarios feitos anteriormente mostram que o
principal objetivo da nossa pesquisa, que era de apresentar as principais caracteristicas
da geometria envolvidas no estudo de curvas em uma variedade de Lorentz-Minkowski foi
atingido.

Como contribuicao original, é apresentada na subsecao 4.2.4 do capitulo 4, um quadro
com as principais informacoes sobre as equagoes de Frenet, a curvatura e a torcao de cada
tipo de curva, de acordo com o vetor aceleragao de cada uma delas. Esse quadro simplifica
a teoria e permite uma visao de conjunto, o que facilita a comparagao entre as principais

diferencas de cada tipo de curva.

Vale ressaltar que parte da teoria estudada neste trabalho, com as devidas adaptacoes,
servem de base para estender os conceitos apresentados para variedades de Lorentz qua-

dridimensionais, em particular para o estudo de geodésicas nulas no espago tempo de

100
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Lorentz-Minkowski, cuja importancia reside, principalmente na sua presenca na teoria de
relatividade cléssica.

O presente trabalho contribuiu para a formagao académica do discente. Essa contri-
buicao se deu principalmente por meio da aplicacao de parte dos conceitos aprendidos
na disciplina de Geometria Diferencial do Curso de Graduacao em Matematica da Uni-
versidade Federal de Uberlandia Campus Pontal em um contexto mais amplo, como por
exemplo o conhecimento de artigos resultantes de pesquisas em Geometria Diferencial,
e em especifico, das pesquisas em variedades riemannianas e semi-riemannianas, que Sao

contetidos que, em geral, o aluno nao tem contato em um curso regular de graduacao.
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