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RESUMO

Este trabalho consiste em um estudo sobre semigrupos numéricos e em particular aqueles
que sao chamados irredutiveis.

Palavras-chave: Semigrupos Numéricos, semigrupos numeéricos irredutiveis, decomposicao de
Semigrupos numeéricos .






ABSTRACT

This work consists of a study about numerical semigroups and in particular those who are
called irreducible.

Keywords: Numerical semigroups, irreducible numerical semigroups, decomposition of a nu-
merical semigroup.
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1. INTRODUCAO

Um semigrupo numérico ¢ um subconjunto nao-vazio S do conjunto N dos inteiros nao
negativos que é fechado para a adigao, contém o zero e, seu complementar em N ¢é finito.
Equivalentemente semigrupos numeéricos sao submonoides de N com o complementar finito. O
conjunto de elementos de G(S) = N\ S é chamado de conjunto de lacunas de S e a cardinalidade
desse conjunto ¢ chamado de género de S, que denotaremos por g(.S). Se ny, ..., n. sdo inteiros
positivos com mdc{ny, ...,n.} = 1, entdo o conjunto (ny,...,ne) = {a1ng + - - + acnelay, ..., a. €
N} é um semigrupo numeérico. Veremos que todo semigrupo numérico possui essa forma.

Esse conceito simples torna os problemas relacionados a ele faceis de se compreender, po-
rém, com solugoes muitas vezes bem complexas. No século XIX semigrupos numéricos foram
alvo de estudos de matematicos como Frobenius e Sylvester, veja [7]. Na segunda metade do
século passado a teoria de semigrupos numéricos voltou a ser estudada principalmente devido
as suas aplicacoes na Algebra Comutativa via anel de semigrupos, ja que semigrupos numéri-
cos simétricos, semigrupos numeéricos pseudo-simétricos, semigrupos numéricos com S-dimensao
méaxima e com a propriedade Arf, semigrupos numéricos saturados e intersecgoes completas,
sao exemplos de classes de semigrupos que podem ser usados para construir dominios locais No-
etherianos unidimensionais com as propriedades desejadas (veja [8]), e na Geometria Algébrica,
em que estao diretamente relacionados ao Teorema das Lacunas de Weierstrass (|6, Teorema
1.6.8]). Essa relagao coloca semigrupos numeéricos como um objeto de estudo dentro da Teoria
de Codigos, especialmente no estudo de codigos algébricos geométricos (veja [1]).

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira.

No primeiro capitulo, sao apresentados conceitos e resultados bésicos necessarios para o
estudo de semigrupos numéricos que seré feito nos capitulos seguintes.

No segundo capitulo, é abordado semigrupos numéricos cuja cardinalidade do sistema mi-
nimal de geradores é maxima, dando caracterizagoes utilizando os elementos apresentados no
primeiro capitulo. Na parte final desse capitulo sao apresentados dois casos particulares de
semigrupos numéricos com essa propriedade, os semigrupos Arf e os semigrupos saturados.

Por fim, o ultimo capitulo trata do estudo de semigrupos numéricos irredutiveis, apresen-
tando um algoritmo para decompor qualquer semigrupo numérico em semigrupos numeéricos

desse tipo.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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2. DEFINICOES E PROPRIEDADES ELE-
MENTARES

2.1 MONOIDES E HOMOMORFISMOS DE MONOIDES

Um semigrupo é um par (S,+) com S sendo um conjunto nao vazio e + uma operagao
binaria associativa em S, isto é, para qualquer a,b e ¢ € S, temos que (a+b) +c=a+ (b+c).
Todos os semigrupos considerados nesse trabalho sao comutativos, ou seja, a + b = b + a para
quaisquer a,b € S, e, portanto, consideremos a comutividade como uma propriedade intrinseca.
A fim de simplificar a notagao, denotaremos um semigrupo (S,+) simplesmente por S. Um
subsemigrupo 7' do semigrupo S é um subconjunto de S fechado sobre a operagao binéria
considerada em S. E facil ver que a intersecdo de dois subsemigrupos de S é novamente um
subsemigrupo de S. Assim, dado A um subconjunto nao vazio de .S, o menor subsemigrupo de
S que contém A é a interse¢ao de todos os subsemigrupos de S que contém A. Vamos denotar

esse semigrupo por (A) e sera chamado semigrupo gerado por A. E fécil ver que
(A) = {\a1 + -+ A\pann € N\ {0}, A1, ..., N\, € N\ {0}, a4, ...,a, € A}

Dizemos que S é gerado por A se S = (A) e, neste caso, A é chamado de sistema de geradores
de S. Se A possui uma quantidade finita de elementos, dizemos que S é finitamente gerado.
Um semigrupo M ¢é um mondide se ele possui um elemento identidade, isto é, existe um
elemento em M, geralmente denotado por 0, tal que 0 +a = a + 0 = a para todo a € M. Um
subconjunto N de M é um submonoéide de M se é um subsemigrupo de M e 0 € N. Observe
que se M é um monoide, entdao {0} é um submonoide de M, chamado de submonoide trivial.
Assim, como os semigrupos, a interse¢ao de submonoéides é novamente um submonoide. Dado

um mondide M e um subconjunto A de M, o menor submonéide de M contendo A é
<A> - {)\1(11 + -+ Ana/n|n S N \ {0}7 >\17 LS )‘n € N \ {0}7 iy ...,0n € A}7

que chamaremos de submonoide de M gerado por A. Como no caso de semigrupos, o conjunto
A é um sistema de geradores de M, e se (A) = M dizemos que M é gerado por A. Um monoide
M ¢ finitamente gerado se existe um sistema de geradores de M com uma quantidade finita de
elementos. Observe que {0} = (0).

Dados dois semigrupos X e Y, uma aplicagao f : X — Y é dito homomorfismo de semi-

grupos se f(a +b) = f(a) + f(b) para todos a ¢ b € X. Dizemos que f é um monomorfismo,

BACHARELADO EM MATEMATICA
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um epimorfismo ou um isomorfismo se f é injetiva, sobrejetiva ou bijetiva, respectivamente.
Dois semigrupos sao ditos isomorfos se existe um isomorfismo entre eles. Usaremos a notacao
X 2Y para dizer que X e Y sao isomorfos. A aplicagao f: X — Y com X e Y mondides é um
homomorfismo de mondides se ¢ um homomorfismo de semigrupos e f(0) = 0. O conceito de
monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo sao definidos de forma anéloga aos definidos para

semigrupos.

2.2 MULTIPLICIDADE E S-DIMENSAO

O conjunto N dos inteiros nao-negativos com a operacao de adi¢ao é um mondide. Neste
trabalho estamos principalmente interessados nos submonoéides de N. Veremos a seguir que
eles podem ser classificados como isomorfismos por aqueles que possuem o complemento finito
em N. Um submono6ide de N com o complementar finito em N é um semigrupo numeérico.
Nessa secao vamos mostrar que todo semigrupo numérico é finitamente gerado, admite um
Gnico sistema minimal de geradores e sua cardinalidade é limitada superiormente pelo menor

elemento positivo pertecente ao monoéide.

Lema 1. Seja A um subconjunto nao vazio de N. Entdao, (A) é um semigrupo numérico se, e

somente se, o mdzrimo divisor comum dos elementos de A € igual a 1.

Demonstragao. Seja d = mde(A) (maximo divisor comum dos elementos de A). Se s pertence
a (A) entdo d | s. Como (A) é um semigrupo numeérico, N \ (A) ¢ finito, e segue que existe um
inteiro nao negativo x tal que x e x + 1 pertencem a (A). Logo, temos que d |z e d | (x+1), e
portanto d = 1.

Para a reciproca, é suficiente provar que N\ (A4) é finito. Como 1 = mdc(A), sabemos que
existem z1, ..., z, € Neaq, ..., a, em A tais que z1a;+- - -+ 2,a, = 1. Passando os termos em que
z; € negativo para o lado direito da igualdade, podemos encontrar iy, ..., ig, j1, ..., 1 € {1,...,n}
tais que z;,a;, + -+ + 2z,a;, =1 —zj,a;, —--- — zja;,. Portanto, existe s € (A) (no caso s =
—2zj,a;, —- - —2z;a;,) tal que s+1 também pertence a (A). Vejamos que se n > (s—1)s+(s—1),
entdo n € (A). De fato, sejam ¢ e r inteiros tais que n = ¢s +r com 0 < r < s. Como
n > (s—1)s+(s—1), segue que ¢ > s—1 > r. Dai,n = (rs+r)+(q—r)s = r(s+1)+(¢—r)s € (A)

e o resultado segue. O]

Semigrupos numéricos classificam, a menos de isomorfismo, o conjunto dos submonoéides de

N.

Proposicao 1. Seja M um submondoide nao trivial de N. Entao, M € isomorfo a um semigrupo

NUMETLCO.

Demonstra¢ao. Tome d = mdc(M). Pelo Lema 1 sabemos que S = <{E tm € M}> ¢ um
m

d
semigrupo numérico. Considere a aplicagao f : M — S, dada por f(m) = rE Veja que
am o4 am,
dado s € S, temos que ¢ da forma s = a;"# + -+ + a,"F. Logo, s = 1M + 7 =

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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flaymy + --- + a,m,), e assim f ¢é sobrejetora. E claro que f é injetora e, portanto, ¢ um

isomorfismo de monoéides. O

Se A e B sao subconjuntos de nimeros inteiros, escrevemos A+ B = {a+b:a € A,b € B}.
Portanto, para um semigrupo numérico S, se escrevemos S* = S\ {0}, o conjunto S* + S*

corresponde aos elementos de S que sao a soma de dois elementos nao nulos em S.

Lema 2. Seja S um submondide de N. Entao, S*\ (S* +5*) € um sistema de geradores de S.
Além disso, todo sistema de geradores de S contém S* \ (S* + 5%).

Demonstracao. Seja s € S*. Se s & S*\ (S* + S*) entdo, existem z,y € S* tais que s = x + y.
Repetindo o processo para x e y, e ap6s um numero finito de passos (z,y < s), encontramos
S1y ey Sy € S\ (S* + 5%) tais que s = $1 + -+ - + s,,. Portanto, S*\ (S* + .5*) é um sistema de
geradores de S.

Agora, seja A um sistema de geradores de S. Tome x € S*\ (S*+ S*). Existem n € N\ {0},
My Ay € Neay,...,a, € A tais que z = A\ja; + -+ + \a,. Como z ¢ (S* + S*), temos
necessariamente que x = q; para algum ¢ € {1,...,n}. Portanto, *\ (S* + S*) esta contido em

A e o resultado segue. m

A seguir, veremos que o conjunto S* \ (S* + S*) é finito. Para isso introduziremos, prova-
velmente a ferramenta mais versatil para se trabalhar com semigrupos numeéricos.
Seja S um semigrupo numérico e seja n um dos seus elementos diferentes de zero. O conjunto

Apéry de n em S é dado por
Ap(S,n) :={seS:s—n¢gS}

Esse conjunto recebe esse nome em homenagem a Roger Apéry, matematico greco-francés
(1916-1994).

Lema 3. Sejam S um semigrupo numérico e n € S\ {0}. Entdo, Ap(S,n) = {0 =
w(0),w(l),...,w(n — 1)}, em que w(i) € o menor elemento de S congruente a i mddulo n,

para todo t© € {0,...,n — 1}.

Demonstragao. O resultado segue do fato de que para todo i € {1,...,n — 1}, existe k € N tal
que i + kn € S, pois N\ S é finito. ]

Exemplo 1. Considere o semigrupo numérico S gerado por {5,7,11}.  Entdao, S =
{0,5,7,10,11,12,14,15, ...} e Ap(S,7) ={0,5,10,11,15,16,20}.

Observe que, em particular, o Lema 3 implica que a cardinalidade de Ap(s,n) é igual a n.

Com esse resultado podemos deduzir o seguinte.

Lema 4. Sejam S um semigrupo numérico e n € S\ {0}. Entao, para todo s € S, existe um

inico par (k,w) € N x Ap(S,n) tal que s = kn + w.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Demonstracio. E claro que kn +w € S, poisn € S = kn € S e w € Ap(S,n) = w € S, logo
kn +w € S. Vejamos que é unico: suponha por que exista (ki,w;), (ko,wy) € N x Ap(S,n)
tal que kin + wy = kon + wsy. Isso implica que (k; + ko)n — (w; — wy) = 0. Sem perda de
generalidade suponha k; > ks, assim temos que (k1 + k2)n # wy — wy pois (k1 + ke)n —n € S,

mas (w; —wq) —n = (w; —n) —wy € S. Logo ky = ky e wy = w,. O

Dizemos que o sistema de geradores de um semigrupo numérico ¢ um sistema minimal de

geradores se nenhum dos seus subconjuntos proprios gerar o semigrupo numeérico.

Teorema 1. Todo semigruopo numérico admite um unico sistema minimal de geradores. Esse

sistema minimal de geradores € finito.

Demonstragao. O Lema 2 garante que S*\ (S* + S*) é um sistema minimal de geradores. Pelo
Lema 4, temos que para todo n € S*, S = (Ap(S,n) U{n}). Como Ap(S,n) U {n} é finito,
deduzimos que S* \ (S* + S*) ¢ finito. O

Todo submonodide de N é isomorfo a um semigrupo numérico, essa propriedade se traduz a

submonoéides de N.

Corolario 1. Seja M um submondide de N. Entao, M possui um unico sistema minimal de

geradores, o qual € finito.

x
Demonstragao. Seja d = mdc(M). Entao, T = {E :x € M} é um submonoide de N tal que
mdc(T') = 1. Como visto no Lema 1, isso significa que T é um semigrupo numérico. Se A é um
sistema minimal de geradores de T', entdao {da : a € A} é um sistema minimal de geradores de
M. O

Corolario 2. Seja M um submondide de N gerado por {0 # my; < my < --- < m,}. Entdo,

{mq,--- ,m,} € um sistema minimal de geradores de M se, e somente se, m; 1 & (M1, ..., m,).

Seja S um semigrupo numérico e tome {n; < ng < --- < n,} um sistema minimal de gera-
dores. Entao, n; é chamado de multiplicidade de S, e sera denotado por m(S). A cardinalidade

do sistema minimal de geradores, sera chamada de S-dimensdo e denotada por e(S).
Proposicao 2. Seja S um semigrupo numérico. Entao

1. m(S) = min(S \ {0}),

2. e(S) <m(S)

Demonstracdo. E 6bvio que a multiplicidade é o menor inteiro positivo em S. A outra afirmacao
segue do fato que {m(S)}UAp(S, m(S))\{0} é um sistema de geradores de S com cardinalidade
m(S). O

Observe que e(S) = 1 se, e somente se, S = N. Se m é um inteiro positivo, claramente S =
{0,m,m +1,...} é um semigrupo numeérico com multiplicidade m. E facil checar que o sistema

minimal de geradores de S é {m,m + 1,...,2m — 1}. Consequentemente e(S) = m = m(95).

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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2.3 NUMERO DE FROBENIUS E GENERO

O matemético alemao Ferdinand Frobenius (1849-1917) propos o problema de expressar
o maior inteiro que nao pode ser representado como uma combinagao linear com coeficientes
inteiros nao negativos de um conjunto de niimeros inteiros positivos cujo maior divisor comum
entre eles € 1. Também propos determinar quantos nimeros inteiros positivos nao tem essa
representacao. Na nossa linguagem, o primeiro problema é equivalente a determinar uma
formula, em termos dos elementos do sistema minimal de geradores de um semigrupo numérico
S, para o maior inteiro que nao pertenca a S. Esse elemento é conhecido como o niumero de
Frobenius de S, e é denotado por F(S). O elemento ¢(S) := F(S)+ 1 € S é chamado de
condutor de S, que é o menor inteiro x tal que x +n € S para todo n € N. O conjunto
dos elementos G(S) = N\ S é chamado de conjunto das lacunas de S. A cardinalidade
desse conjunto é chamada de género de S, que é denotado por g(S). Os conceitos de niumero
de Frobenius, condutor, conjunto de lacunas e género sao muito importantes no estudo de

Semigrupos numeéricos.

Exemplo 2. Considere o semigrupo numérico S gerado por {5,7,11}. Sabemos que S =
{0,5,7,10,11,12, 14, 15, ...} e portanto F(S) = 13, G(S) = {1,2,3,4,6,8,9,13} e ¢(S) = 8.

Proposicao 3. Seja S um semigrupo numérico e n um elemento nao nulo de S. Entdo:

1. F(S) = (mazxAp(S,n)) —n

n—1

2. 9(5) = 7 (X ueapsm W) — 2

Demonstragao. Pela definigdo de conjunto de Apéry, temos que (maxAp(s,n)) —n ¢ S. Se

x > (mazAp(S,n)) — n, entdo x +n > maxAp(S,n). Seja w € Ap(S,n) tal que w e x +n
sad congruentes modulo n (que existe devido ao Lema 3). Como w < x + n, isto implica que
r = w + kn para algum inteiro positivo k, e conseguentemente x —n = w + (k — 1)n pertence
a S, logo temos que qualquer ntimero maior que (maxAp(S,n)) — n estd em S. Observe que
para todo w € Ap(S,n), se w é congruente a ¢ moédulo n e i € {0,...,n — 1}, entdo existe
um inteiro nao negativo k; tal que w = kmn + i. Portanto, usando a notacao do Lema 3,
Ap(S,n) = {0,w(1) = kyn + L, w(2) = kan + 2, ...,w(n — 1) = k,_yn +n — 1}. Um inteiro «
congruente a w(i) médulo n pertence a S se, e somente se, w(i) < x. Logo,
g(S)=ki+- -+ kp

1 —1
= (1) o (b= 1) =
1 n—1
= ﬁ(zweAp(s,n) w) — 5 [

Se S é um semigrupo numérico minimamente gerado por (a,b), temos que Ap(S,n) = {s €
Sls—a & S} = {ax1+bxs|xi, 19 € Njax;+bra—a & S} = {ax+bxs|xi, x0 € Nja(x;—1)+bay &
S}. Observe que se z; > 1, todo elemento a(z; — 1) 4 bzy € S. Assim precisamos que z; = 0,
logo Ap(S,a) = {bxs|za € N, bzy —a & S}, isto &,

Ap(S,a) ={0,b,20, ..., (a — 1)b}

BACHARELADO EM MATEMATICA
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e pela Proposicao 3 conseguimos o seguinte resultado.
Proposicao 4. Sejam a e b nimeros inteiros positivos com mdc(a,b) = 1. Entao,

1. F(<a,b>)=ab—a—0b,

ab—a—b+1
2

2. g(<a,b>) =

F(S)+1

2
(e portanto F(S) é sempre impar). Esse nao é o caso para S-dimensoes maiores, embora

Observe que para um semigrupo numérico com S-dimensao igual a 2, ¢g(S) =

essa propriedade caracterize uma classe muito interessante de semigrupos numéricos, que sera
estudada neste trabalho.
Sabemos que se S é um semigrupo numérico e s € S, entdo F'(S) — s nao pertence a S. A

partir disso, obtemos que a igualdade acima é uma desigualdade no caso geral.

Lema 5. Seja S um semigrupo numérico. Entao,
F(S)+1
Assim, semigrupos numeéricos para os quais a igualdade se mantém sao semigrupos numéricos

com o “menor” nimero possivel de lacunas.

Observacao 1. Se fizarmos um inteiro postivo f, em geral, nem sempre existem mais semi-
grupos numeéricos com numero de Frobenius f—+1 do que semigrupos numéricos com niumero de
Frobenius f. Na sequinte tabela, encontrada em [/].( ns(F') representa o nimero de semigrupos

numéricos com o numero de Frobenius F').

F | ns(F) || F | ns(F) || F | ns(F)
1 1 11 | 51 21 | 1828
2 1 12 | 40 22 | 1913
3 |2 13 | 106 23 | 4096
4 |2 14 | 103 24 | 3578
5 |5 15 | 200 25 | 8273
6 |4 16 | 205 26 | 8175
7 |11 17 | 465 27 | 16132
8 |10 18 | 405 28 | 16132
9 |21 19 | 961 29 | 34903
10 | 22 20 | 900 30 | 31822

Observe que os semigrupos numéricos com numero de Frobenius 5 sao 5, sendo eles
(2,7),(3,4,6),(3,7,8),(4,5,7),(6,7,8,9,10,11)

, enquanto os semigrupos numéricos com o nimero de Frobenius 6 sao 4, sendo eles
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(4,5,7),(4,7,9,10), (5,7,8,9,11), (7,8,9, 10, 11,12, 13).

Maria Bras-Amoros calculou em [2], o nimero de semigrupos numéricos com género g para
g € {0,...,50}, e seus célculos mostraram um comportamento semelhante ao da sequéncia de
Fibonacci para o nimero de semigrupos numéricos com género g fixo menor ou igual a 50.
Contudo, ainda nao se sabe em geral se, para um nimero inteiro positivo positivo g, ha mais
semigrupos numéricos com género g + 1 do que semigrupos numéricos com género g. Vamos
reproduzir na Tabela 2.1 os resultados obtidos por Maria Bras-Amoroés (na tabela n, representa
o namero de semigrupos numéricos de género g). Temos os semigrupos numéricos com género
g:

e g =0, um unico semigrupo numeérico sendo ele (1) = N.

e g = 1, um unico semigrupo numérico sendo ele (2, 3).

g = 2, 2 semigrupos numéricos, sendo eles (2,5), (3,4, 5).

g = 3, 4 semigrupos numéricos, sendo eles (4,5,6,7),(3,4),(2,7),(3,5,7).

g = 4, 7 semigrupos numéricos, sendo eles (2,9),(3,5),(3,7,8),(4,5,6),(4,5,7),
(4,6,7),(5,6,7,8,9).

e g = 5, 12 semigrupos numéricos, sendo eles (2,11),(3,7),(3,8,10),(4,5),(4,6,7),
(4,6,9,11), (4,7,9,10Y, (5,6,7,8), (5,6,7,9) , (5,6,8,9) , (5,7,8,9,11) , (6,7,8,9, 10, 11)
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Tabela 2.1: Numero de semigrupos numéricos com género até 50 (veja [2])

g Ny Ng—1+MNg—2 (ng—1+1ny-2)/ny 14/Ng 1
2 2 2 1 2

3 4 3 0.75 2

4 7 6 0.857143 1.75

5 12 11 0.916667 1.71429
6 23 19 0.826087 1.91667
7 39 35 0.897436 1.69565
g8 67 62 0.925373 1.71795
9 118 106 0.898305 1.76119
10 204 185 0.906863 1.72881
11 343 322 0.938776 1.68137
12 592 547 0.923986 1.72595
13 1001 935 0.934066 1.69088
14 1693 1593 0.940933 1.69131
15 2857 2694 0.942947 1.68754
16 4806 4550 0.946733 1.68218
17 8045 7663 0.952517 1.67395
18 13467 12851 0.954259 1.67396
19 22464 21512 0.957621 1.66808
20 37396 35931 0.960825 1.66471
21 62194 59860 0.962472 1.66312
23 170963 165440 0.967695 1.65588
24 282828 274209 0.969526 1.65432
25 467224 453791 0.971249 1.65197
26 770832 750052 0.973042 1.64981
27 1270267 1238056 0.974642 1.64792
28 2091030 2041099 0.976121 1.64613
29 3437839 3361297 0.977735 1.64409
30 5646773 5528869 0.97912 1.64254
31 9266788 9084612 0.980341 1.64108
32 15195070 14913561 0.981474 1.63973
33 24896206 24461858 0.982554 1.63844
34 40761087 40091276 0.983567 1.63724
35 66687201 65657293 0.984556 1.63605
36 109032500 107448288 0.98547 1.63498
37 178158289 175719701 0.986312 1.63399
38 290939807 287190789 0.987114 1.63304
39 474851445 469098096 0.987884 1.63213
40 774614284 765791252 0.98861 1.63128
41 1262992840 1249465729 0.98929 1.63048
42 2058356522 2037607124 0.989919 1.62975
43 3353191846 3321349362 0.990504 1.62906
44 5460401576 5411548368 0.991053 1.62842
45 8888486816 8813593422 0.991574 1.62781
46 14463633648 14348888392  0.992067 1.62723
47 23527845502 23352120464  0.992531 1.62669
48 38260496374 37991479150  0.992969 1.62618
49 62200036752 61788341876  0.993381 1.6257
50 101090300128 100460533126 0.99377 1.62525
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Lema 6. Seja S um semigrupo numérico gerado por {ni,ng,...,n,}. Tome d =

mde{ni, ng, ...,np—1} € o conjunto T = ({n1/d, ...,np_1/d,n,}). Entdo

Demonstragao. Se w € Ap(S,n,), entdo w € (ng,...,ny_1). Conseguentemente, w/d €
(ni/d,...n,—1/d) CT. Sew/d—n, € T, entao w—dn, € S, o que ndo ¢ possivel. Agora, tome
w € Ap(T,n,). Entao w € (ny/d,...,n,—1/d) e portanto dw € (ny,...,n,—1) € S. Se dw —n,
pertencer também a S, entao dw —mn, = A\iny+-- -+ A\p_1np_1 +A\pn, para alguns Ay, ..., A\, € N.
Como S é um semigrupo numérico, d = mdc{ny,...,n,} = 1, que implica que mdc{d,n,} = 1.

Com isso temos que d|(A\, + 1), pois A\, + 1n, = dw — (Any + -+ + A\p_1np—1). Porém temos
)\1711 et )\p_lnp_l 1 )\pnp

que w = , com (A, +1)/n um inteiro positivo, contradizendo que

n n
w e Ap(T,ny). O
Com a Proposicao 3 e o Lema 6, obtemos a seguinte propriedade.

Proposigao 5. Seja S um semigrupo numérico com o sistema minima de geradores {ny, ..., n,}.
Sejam d = mde{ny,....np_1} e T = (ni/d,...,n,_1/d,ny,). Entao,

1. F(S) = dF(T) + (d — 1)n,,
(d=1)(m,— 1)
2

Exemplo 3. Seja S = (20,50,13). Como mdc{20,50} = 10 , temos que T = (2,5,13) =

(2,5). F(T) e g(T) podem ser facilmente calculados pela Proposi¢ao 4. Entao, temos F(S) =

9-12
10F(T) =103+ 913 = 147 ¢ g(S) = 10g(T) + —;—~ = T4.

2. g(5) =dg(T) +

2.4 PseuDO NUMERO DE FROBENIUS

Seja S um semigrupo numérico. Dizemos que um inteiro x é um pseudo nimero de Frobenius
sex & Sex+s €S paratodos s € S\ {0}. Vamos denotar por PF(S) o conjunto dos pseudos
nameros de Frobenius de S, sua cardinalidade sera chamada de tipo de S e denotada por ¢(.5).
Pelas definigoes segue que F(S) = max{z ; z € PF(S)}.

Sobre o conjunto de inteiros podemos definir a seguinte relacao: a <g bse b—a € S. Como
S é um semigrupo numérico temos uma relacao de ordem, isto é, <g é reflexiva, transitiva
e antissimétrica. Pela definicao de pseudo nimero de Frobenius, obtemos que eles sao os

elementos maximos com respeito a <g de Z\ S.
Proposicao 6. Seja S um semigrupo numeérico. Entao,
1. PF(S) = Maximos<,(Z\ S),

2. x€Z\ S se e somente se f—x €S para algum f € PF(S).
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Esse resultado estabelece uma espécie de dualidade entre os geradores minimais e os pseudos
nimeros de Frobenius de um semigrupo numérico, desde que Minimos<, € o sistema minimal

de geradores de S.
Proposicao 7. Seja S um semigrupo numérico e n um elemento diferente de zero de S. Entao,
PF(S) = {w —n|w € Mazximos< ,Ap(S,n)}.

Demonstragao. Seja x € PF(S). Como z € S e x +n € S podemos dizer em outras palavras
que z+n € Ap(S,n). Sejaw € Ap(S,n) tal que x+n <g w. Entdo, w—(x+n) =w—n—z € S.
Dessa forma, temos que w —n = x + s para algum s € S. Comow —n & S e x € PF(S) segue
que s =0 e dai w = x + n.

Agora, seja w € Maximo< Ap(S,n). Entdao, w —n ¢ S. Se w —n + s ¢ S para algum
elemento s de S, diferente de zero, entao w + s € Ap(S,n), contradizendo a maximalidade de
w. ]

Exemplo 4. Seja S = (5,7,11). Entdo, Maximos< Ap(S,7) = {16,20} e PF(S) = {9,13}.
Exemplo 5. Se S € um semigrupo numérico minimamente gerado por {(a,b), entao
Ap(S,a) ={0,b,2b, ..., (a — 1)b}.

Isso implica que Maximos<,Ap(S,a) = {(a —1)b} e PF(S) = {ab— a — b}. Portanto, semi-

grupos numéricos com S-dimensao igual a 2, tem tipo 1.

Como a cardinalidade de Ap(S,n) é n e o zero nunca é um elemento maximal, entao to-
mando n = m(S) e pela proposigao anterior conseguimos uma cota superior para o tipo de um

Semigrupo numeérico.
Corolario 3. Seja S um semigrupo numérico. Entao,
t(S) <m(S)—1.

Lembramos que a cardinalidade do sistema minimal de geradores de um semigrupo numeérico
nao ultrapassa sua multiplicidade, e que semigrupos numéricos com S-dimensao 2 tem tipo 1.
No Capitulo 9 de [4] os autores mostram que semigrupos numéricos com S-dimensao igual
a 3 tem tipo 1 ou 2. Contudo, para S-dimensoes maiores do que 3, o tipo nao é limitado

superiormente pela S-dimensao como mostra o seguinte exemplo.
Exemplo 6. Seja S = (19,21, 26,27) tem tipo 9 e, de modo geral, temos:

S=(s,s+3,s+3n+1,s+3n+2). Paran>2,r>3n+2es=r3n+2)+3, o tipo de S
€ 2n + 3.

Exemplo 7. Seja m > 1 um inteiro. Note que, para S = {0, m,m + 1,...}. Esses semigrupos

atingem o limite dado pelo coroldrio acima.

Seja S um semigrupo numérico. Denotamos o conjunto dos elementos em S que sao menores

do que o nimero de Frobenius F(S) por N(S5), ou seja,
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N(S)={s e S|s < F(5)}.

Esse conjunto determina totalmente S. Sua cardinalidadé ¢ denotada por n(S). Claramente
g(S) +n(S) = F(S) + 1. Pela proposicao 6, sabemos que se x é um inteiro que nao pertence a
S, entao existe f € PF(S) tal que x <g f. Defina f, := min{f € PF(S)|f —x € S}. Entao,

a aplicagao
G(S) = PF(S) x N(S), © = (fa, fo — @)
¢ injetora, o que prova o seguinte resultado.
Proposicao 8. Seja S um semigrupo numeérico. Entao,
9(8) < U(S)n(S).

Essa desigualdade ¢ equivalente a F'(S)+1 < (¢(S)+1)n(S). Foi conjecturado que F(S)+1 <
e(S)n(S). Para algumas familias de semigrupos numéricos a Conjectura de Wilf é verdadadeira,

mas para o caso geral permanece sem solucgao.
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3. SEMIGRUPOS NUMERICOS CoM S-
DIMENSAO MAXIMA

O estudo e a relevancia de semigrupos numéricos cuja cardinalidade do sistema minimal de
geradores ¢ a maior possivel surge de maneira natural. Dentre outras classes de semigrupos
numéricos, eles se tornam especiais devido as suas possiveis aplicagoes existentes na algebra
comutativa via anel de semigrupos, ja sao uma fonte de exemplos de anéis comutativos com
propriedades de maximo. Neste capitulo estaremos particularmente interessados em duas sub-
classes de semigrupos numéricos com S-dimensao maxima, que sao aqueles com a propriedade

Arf e semigrupos numéricos saturados.

3.1 CARACTERIZAGOES

Seja S um semigrupo numérico. Sabemos que a S-dimensdo, e(S), ¢ menor ou igual a
sua multiplicidade, m(S). Dizemos que S tem S-dimensdo méaxima se e(S) = m(S). Nessa
secao vamos dar varias caracterizagoes dessa propriedade em termos dos elementos notaveis
apresentados no primeiro capitulo.

Se z é um gerador minimal de S, e n € S\ {0, x}, entdo x —n nao pertence a S. Isso implica
que z € Ap(S,n).

Proposicao 9. Seja S um semigrupo numérico minimamente gerado por {mn; < ng < -+ < Ne}.

Entao, S tem S-dimensao mdxima se, e somente se, Ap(S,n1) = {0,nz,...,nc}.

Demonstra¢ao. Como dizemos anteriormente, {ng,...,n.} C Ap(S,ny) \ {0}. Sabemos que a
cardinalidade de Ap(S,n;) é n;. Consequentemente, e = ny se, e somente se, {0, ng, ..., N} =

Ap(S,ny). O
Como conseguéncia imediata das proposigoes 3 e 7 obtemos a seguinte propriedade.
Corolario 4. Seja S um semigrupo numérico minimamente gerado por {n; < ng < --- < n.}.

1. Se S tem S-dimensio mdxima, entao F(S) = ne —n;.

ny—1
2. 8 tem S-dimensio mdzima se, e somente se, g(S) = —(ng + -+ +ne) — 12 .
n

3. 8 tem S-dimensao mdzima se, e somente se, t(S) =n; — 1.
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Exemplo 8. O semigrupo numérico S = (4,5,11) tem F(S) = 11 — 4 = n, — ny, mas nao

possui S-dimensao mdaxrima.

Observagao 2. Seja S um semigrupo numérico minimamente gerado por {n; < ng < --- <

Ne -

1. Sabemos pelo Coroldrio 3 que t(S) < m(S) — 1. Entdao, semigrupos com S-dimensao

mdxima sao aqueles com tipo mdrimo.

ny —

1
2. Pela Proposi¢io 3 g(S) > —(na + ---n.) — Semigrupos numéricos com S-
ny

dimensao mdxima podem ser vistos como aqueles com o menor numero de lacunas.

Dado n um inteiro diferente de zero e dois inteiros a e b, escrevemos a = b (mod n) para
denotar que n divide a — b. Vamos denotar por b (mod n) o resto da da divisao de b por n.
O resultado a seguir caracteriza os subconjuntos dos ntimeros inteiros positivos que podem ser

vistos como um conjunto Apéry de um semigrupo numérico.

Proposigao 10. Sejan € N\ {0} e tome C = {w(0) = 0,w(1l),...,w(n—1)} C N tal que w(i)
¢ congruente a i modulo n para todo i € {1,...,n—1}. Seja S o semigrupo numérico ({n} U C).

As sequinte afirmacoes sao equivalentes.
1. Ap(S,n) = C.
2. Para todo i,j € {1,....,n— 1}, w(i) + w(j) > w((i + j) mod n).

Demonstragao. Note que w(i) +w(j) e w((i+ j) mod n) sdo congruentes modulo n para todos
i,7 € {1,....,n — 1}. Portanto, a condi¢do 2 é equivalente a condigdo 2’): para todo i,j €
{1,...,n—1}, existe t € N tal que w(j) +w(j) = tn+w((i+7) mod n). Se Ap(S,n) = C, entao
pelo Lema 4, w(i)+w(j) = kn-+c paraalgum k € Ne c € C. E claro que w(i)+w(j) = ¢ mod n
e, portanto, ¢ = w((i + j)modn).

Agora, assuma que a segunda afirmacao ¢ verdadeira. Mostremos que Ap(S,n) C C. Se
s € Ap(S,n) C S, entdo existe ¢y, ..., € C tal que s = Zle ¢;. Fazendo aplicagoes sucessivas
da condigao 2’ temos que s = kn+c com ¢ € C e k € N. Como s € Ap(S,n), k deve ser
zero e portanto s = ¢ € C'. Como visto no Lema 3, a cardinalidade de Ap(S,n) é n. Como
a cardinalidade de C' também é n e Ap(S,n) C C, podemos concluir que Ap(S,n) é igual a
C. O

Vimos na Proposicao 9, que os conjuntos Apéry de multiplicidade em semigrupos numéricos
com S-dimensao méxima tem formas especiais. Isso juntamente com a tultima caracterizacao
do conjunto Apéry nos da uma maneira de distinguir semigrupos numeéricos com S-dimensao

méaxima olhando para o conjunto Apéry de suas multiplicidades.

Corolario 5. Seja S um semigrupo numérico com multiplicidade m e considere que Ap(S,m) =
{w(0),=0,w(1), ..., w(m—1)} com w(i) =i mod m para todo i € {1,....,m —1}. Entao, S tem
S-dimensao se, e somente se, para todo 1,7 € {1,....m — 1}, w(z) + w(j) > w((i + j) mod m).
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Demonstracao. A necessidade segue das proposicoes 9 e 10. Pelo Lema 4, sabemos que S =
(m,w(l),...,w(m—1))}. Da condigao w(i) + w(j) > w((i + j) (mod m), deduzimos que
{m,w(1),...,w(m — 1)} é um sistema minimal de geradores de S. Portanto, S tem S-dimensao

maxima. O

A Proposicao 10 e o Corolario 5 podem ser usados para construir um semigrupo numérico

com S-dimensao méaxima a partir de um semigrupo numérico arbitrério.

Corolario 6. Seja S um semigrupo numérico e tome n um inteiro positivo de S. FEntao,
(nyw(l) +n,...,wln —1) +n) é um semigrupo numérico com S-dimensao mdzima, onde para

todo i € {1,....,n— 1}, w(i) € um elemento de Ap(S,n) congruente a i mddulo n.

Exemplo 9. Sejam a e b dois nimeros inteiros positivos maiores que um com mdc{a,b} = 1.
Sabemos que Ap({a,b),a) ={0,b,2b, ..., (a — 1)b}. Pelo Coroldrio 6,

(a,a+b,a+2b,...,a+ (a—1)b)
tem S-dimensao mdxima.

Em um semigrupo numérico com S-dimensao maxima podemos realizar uma espécie de

operagcao inversa.

Corolario 7. Seja S um semigrupo numérico com S-dimensao mdzrima e multiplicidade m.
Para todos i € {1,...,m—1}, escrevendo w(i) para o unico elemento em Ap(S,m) congruente a
i modulo m. Defina T = (m,w(1) —m,...,w(m — 1) —m). Entao, T é um semigrupo numérico
com Ap(T,m) = {0,w(l) —m,...,w(m — 1) —m}.

Demonstragao. A prova segue diretamente da Proposi¢ao 10 e do Corolério 5. O]
A partir dos dois ultimos resultados e da Proposi¢ao 3, obtemos a seguinte correspondéncia.

Corolario 8. Fxiste uma correspondéncia de um para um entre o conjunto dos semigrupos
numéricos com multiplicidade m e nimero de Frobenius f, e o conjunto dos semigrupos numé-
ricos com S-dimensdao mdxima, numero de Frobenius f 4+ m, multiplicidade m e o restante dos

geradores minimais maiores que 2m.

Observagao 3. Se queremos construir o conjunto de todos os semigrupos numéricos, o resul-
tado anterior nos diz que € suficiente construir aqueles com S-dimensao mdzima. Em outras
palavras, semigrupos numéricos com S-dimendo mdzrima podem ser usados para representar

toda a classe de semigrupos numeéricos.

Proposigao 11. Seja S um semigurpo nimerico. As sequintes condi¢oes sao equivalentes.
1. S tem S-dimensao mdxima.
2. Para todos x,y € S*,x+y—m(S) € S.

3. —m(S) + S* € um semigrupo numérico.
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Demonstragao. 1) = 2). Se x —m(S) € S ouy —m(S) € S entao 2) segue de forma trivial.
Assumindo agora que x e y € Ap(S,m(S)). Pelo Corolario 5, temos que, como S tem S-
dimensao maxima, entdo tomando = = w(i) e y = w(j), segue que w(i) + w(j) > w((i +
j)mod m(S). Logo z +y >m(S) =z +y—m(S) € S.

2)= 3). Como m(S) € S, temos que 0 = —m(S) +m(S) € —m(S) + S*. Dados z,y €
—m(S) + S*, temos que existem z’,y € S* tal que x = —m(S) + 2/, y = —m(S) + y'. Assim
r+y=-m(S)+a2 —m(S)+y = —m(S)+ (—m(S) + 2’ + ¢/). Pela hipotese, temos que
(—m(S) + 2" +y') € S* logo x +y € —m(S) + S*. Por fim, como N\ S* é finito, temos que
N\ —m(S) + S* é finito. Logo —m(S) 4+ S* é um semigrupo numérico.

3) = 1). Denotando por w(7) o tnico elemento em Ap(S, m(S)) congruente a i moédulo m,
1 <i<m-—1. Sew(i)+w(j) =w((i+ j) mod m(S)) para alguns i,5 € {1,...,m(S) — 1},
entao w(i) — m(S) +w(y) —m(S) = w((i + j) mod m(S)) — 2m(S) & {x — m(S)|z € S*} que
contradiz que o conjunto ¢ um semigrupo numérico. Logo, o resultado segue novamente pelo
Corolario 5 []

Se na tltima proposi¢ao usarmos 7' para denotar o semigrupo —m(S) + S*, entdo S =

(m(S)+T)U{0}. Com isso podemos fazer a seguinte caracterizagao.

Corolario 9. Seja S um semigrupo numérico. Entao, S tem S-dimensao mdxima se, e somente

se, existe um semigrupo numérico T et € T\ {0} tal que S = (t +T) U {0}.

Exemplo 10. Seja S = (5,7,11) = {0,5,7,11,10,11,12,14, 15, ...}. Entio T = (10+5)U{0} =

{0,10,15,17,20,21,22,24,25,...} € um semigrupo numérico com S-dimensao mdzima.

Lema 7. Seja S e T semigrupos numéricos. Tome s € S* et € T*. Entao (s + S)U{0} =
(t+T)U{0} se e somente se S=T es=t.

Demonstragao. Assume que (s +5) U {0} = (¢t +7) U {0}. Note que m((s+S5)U{0}) = s
e m((t+7T)U{0}) = t. Portanto, s = t. Além disso, S = —s+ (s+S5) = —-s+ (t+T) =
—t+ (t+T)=1T. A reciproca ¢ trivial. O

Definicao 1. Seja S um semigrupo numérico. Um subconjunto I # & de S é um ideal de S
sel+S={x+slxelescS}CI.

Se S é um semigrupo numérico e s é um elemento de S diferente de zero, entao s +.5 é um
ideal de S. Esse ideal é chamado de ideal principal de S. Semigrupos numéricos que sao da
forma (z + S) U {0} com S sendo um semigrupo numérico e x um elemento de S diferente de

zero sao chamados de pi-semigrupos. Dado um semigrupo numérico S definimos
PI(S) ={(x+ S)U{0}|z € S*}.

Se x # 1, é possivel mostrar que F'((z+S5)U{0}) = F(S)4z e g((x+S)U{0}) = g(S)+z—1.
Com isso segue que se dois elementos S e Sy em PI(S) coincidem se, e somente se, tém o mesmo

ntimero de Frobenius, ou equivalentemente, o mesmo género.
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Proposicao 12. O conjunto {PI1(S)|S¢é um semigrupo numérico} é uma particao do conjunto

dos semigrupos numéricos com S-dimensao mdzima.

Demonstragao. Pelo Corolario 9 temos que S tem S-dimensao méaxima se, e somente se, existir
um semigrupo numérico 7' e t € T tal que S = (t +T) U {0}. Pelo Lema 7 temos que isso
¢é feita de maneira tnica e elementos diferentes geram semigrupos numéricos diferentes, logo
o conjunto {PI(S)]|Sé um semigrupo numérico} ¢ uma particdo do conjuntos dos semigrupos

numéricos com S-dimensao maxima. O

Esse resultado nos diz que para um semigrupo numérico fixo podemos obter infinitos semi-
grupos numeéricos com S-dimensao maxima, e que semigrupos numéricos produzem diferentes
semigrupos com S-dimensao maxima. Todo semigrupo numérico com S-dimensao maxima sao

construidos nesse caminho.

3.2 SEMIGRUPOS NUMERICOS ARF

Um semigrupo numérico S é dito Arf se para todo z,y,z € S, com = > y > z, tem-se
que x +y — z estd em S. Nessa se¢ao vamos apresentar algumas caracterizagoes para essa
propriedade. Para um semigrupo numérico vamos mostrar como calcular o menor semigrupo
numérico Arf que o contém.

Pela Proposigao 11 segue que um semigrupo numérico Arf tem S-dimensao méxima. O

exemplo a seguir nos mostra que a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 11. Se m € um inteiro positivo, entao o semigrupo numérico {0,m,m+1,...} € um
semigrupo com a propriedade Arf. Observe que o semigrupo T do Exemplo 10 tem S-dimemsao

mdxima porém nao € Arf, pois 10+ 10 —-15=5¢& T.

Dado um inteiro positivo £ e um semigrupo numérico S, o semigrupo numérico (x+S)U{0}

é Arf se, e somente se, S é Arf. Esse resultado segue diretamente da definicao de Arf.

Proposicao 13. Seja S um semigrupo numérico e tome x € S*. Entao, S é Arf se, e somente

se, 8" = (x + S)U{0} é Arf. Em particular, S € Arf se, e somente se, todos os elementos em

PI(S) sao Arf.

Seja S um semigrupo numérico Arf. Entao, S tem S-dimensao méaxima. Pelo Corolario 9
temos que existe um semigrupo numérico S’ e x € S\ {0} tal que S = (z+5")U{0}. Se S # N,
entao S C S’. Como visto na Proposi¢ao 13, S’ é é um semigrupo numérico Arf. Podemos
repetir esse argumento com S, obtemos um semigrupo numérico Arf S” e y € S” \ {0} tal que
S" = (y+S5")U{0}. Como N\ S tem finitos elementos, esse processo é finito, obtemos um
semigrupo numérico Arf estacionério: Sp =S C 8" C --- C S, =N, com S; = (z;41+5;411)U{0}

para algum x;11 € Si41 \ {0}. O seguinte resultado deriva dessa ideia.

Corolario 10. Seja S um subconjunto proprio de N. S € um semigrupo numérico Arf se, e

somente se, existe inteiros positivos Ty, ..., T,, tais que
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S = {0,271,1’1 + X9, X1+ F X1, 1 e+ Ty, —)}
e x; €{Tis1, Tiv1 + Tiyay .oy Tiz1 + -+ + Tp, ...} para todos i € {1,...,n}.

Demonstra¢ao. = Segue da construigao da cadeia Sy = S € 5" C --- € S, = Ncom S; =
(JZZ‘_H + Si—f—l) U {0} € Tiy1 € Si—‘rl \ {0}
< Note que S = (21 + (22 + (- ((z, + NU{0})---) U {0}. Como N é Arf, aplicando a

Proposicao 13 varias vezes, obtemos que S é Arf. n

Exemplo 12. Tome v1 = 7, 9 = 4 e x3 = 2. Essa sequéncia satisfaz a condi¢ao dada no
Coroldrio 10. Entao, S = {0,7,11,13,14, ...} € um semigrupo numérico com a propriedade Arf.
Pela Proposi¢ao 13, (7+ S)U {0}, (114 5)U {0}, (13+ S) U {0}, ... também sao semigrupos
numéricos Arf. A Proposicao 13 afirma que T = —T + S* é um semigrupo numérico Arf, pois

S = (74+T)U{0} é também um semigrupo numérico Arf.

Lembramos que a intersecao de uma quantidade finita de semigrupos numéricos ¢ um se-
migrupo numérico. Isto tembém vale para a interse¢ao de um ntamero finito de semigrupos

numéricos Arf .

Proposicao 14. A intersegcao de um numero finito de semigrupos numéricos Arf € um semi-

grupo numeérico Arf.

Demonstracao. Suponha que S, ..., S, sejam Arf. Agora sejam x,y,z € ﬂ S;,comz >y > 2.
i=1
Dai, como =z +y — z € S; para todo ¢ € {1,...,n}, ja que S; é Arf para todo 7, temos que

rT+y—=ze¢€ ﬂ S; e o resultado segue. O
i=1

Seja S um semigrupo numérico. Desde que o complementar de S em N é finito, o conjunto
de semigrupos numéricos Arf contendo S também é finito. A Proposi¢ao 14 garante que a inter-
se¢ao deses semigrupos é de novo um semigrupo numérico Arf. Vamos denotar essa intersegao
por Arf(S) e chamaremos de fecho Arf de S. Observe que o fecho Arf é o menor semigrupo
numérico Arf contendo S.

Se X ¢é um subconjutno ndo vazio de inteiros ndo negativos com mdc(X) = 1, entao (X)
¢ um semigrupo numeérico. Qualquer semigrupo numeérico Arf contendo X deve conter (X).
Entao, faz sentido falar sobre o fecho Arf de X, e define como Arf((X)). Vamos fazer um
abuso da notagao e vamos escrever Ar f(X) para denotar Arf((X)).

Calculando o conjunto de semigrupos numéricos que contém um dado semigrupo numérico
pode ser trabalhoso. Ainda mais se quisermos decidir quais deles sao Arf e entao calcular a
intersegao deles ou, decidir qual deles é o menor. Vamos agora descrever uma alternativa para

calcular o fecho Arf de uma forma mais eficaz.
Lema 8. Seja S um submondide de N. Entao,

S'={r+y—zlz,y,z€S5r>y=>=2}
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¢ um submondide de N e S C S'.

Demonstragao. Sejax € S. Entao x+x—x € ', elogo S C S’. Claro que S C N. Agora tome
a,b € S'. Pela definigao de ', existem x1, xa, Y1, Yo, 21, 22 € S, tal que z; > y; > z;, 1 € {1,2},
ea=2x1+y —21,b=12y+ys— z2. Portanto a +b = (z1 +22) + (11 +y2) — (21 + 22). Veja que
X1+ To, Y1 Fysez1+20 €S exy+2o >y +ys > 21 + 2. Iss0 prova que a + b € S’ Portanto,

S’ &€ um submonoide. ]
Para um dado submonoide S de N e n € N, definimos S™ da seguinte forma:
e V=39,
o STl =(5nY.
Veremos que isso se torna estacionario no fecho Arf de S.
Proposigao 15. Seja S um semigrupo numérico. Entao existe k € N tal que S* = Arf(9).

Demonstrag¢ao. Usando indugao sobre n podemos mostrar facilmente que S™ C Arf(S) para
todos n € N. Pelo Lema 8, S® C S" ! e S C S™ para todos n € N. Como apontamos
anteriormente , o nimero de semigrupos numéricos contendo S ¢é finito, de onde podemos
concluir que S* = S*! para algum k& € N. Segue que S* é um semigrupo numérico Arf.
Como S* C Arf(S) e Arf(S) é o menor semigrupo numérico Arf contendo S, concluimos que

Sk = Arf(S). 0

Embora essa seja uma boa caracteriacio, ainda nao mostramos como calcular S*. Portanto,
é necessario mais resultados para encontrar uma maneira eficaz de calcular o fecho Arf de um

semigrupo numeérico.
Lema 9. Seja m,ry,...,rp,n € N tal que mdce({m,ry,...,r,}) = 1. Entao
m+ (m,ry, .., rp)" C Arf(m,m+ry,...,m+r1,).

Demonstracao. Provemos por inducao sobre n. Para n = 0 temos que provar que m +
(m, 11, rp) CArf(m,m+ry,...,m=+ry). Sejai,j € {1,...,p}. Temos que m,m~+r;,m+r; €
Arf(m,m4+ry,...,m+ry), onde m+r;+r; = (m+r;)+(m+r;)—m € Arf(m,m+ry,...,m+r,).
Agora para k € {1,....,p}, mym+r;+r;,m+r, € Arf(m,m + ry,....,m + 1) e portanto
m4ri+rj+ry=m+r+r;)+(m+ry) —m € Arf(m,m + ry,...,m + ry). Repetindo
esse processo temos que para todo a,aq,...,a, € N temos que (a+1)m+ayr + -+ aprp €

Arf(m,m +ry,....,m+rp), e logo m+ (m,ry,....,m,) C Arf(m,m+ry,...,m+rp).

Agora assuma que m + (m,r1,.....7p)" C Arf(m,m + ri,...,m + rp,), provemos que m +
(m, 71, .y rp)" C Arf(m,mry,..om+1,). Sejaa € mA4(m,ry, ..., r,)" . Entdo a = m+b
com b € <m,r1,....,rp>"+1. Portanto existem x,y,z € (m,ry,...,m,)" tal que & > y > z e

t+y—z=>b Dessaformaa=m+b=m+ar+y—z=m+z)+(m+y)—(m—2) €
Arf(m,m+ry,...,m+r,), pela hipotese de indugdo m+xz, m—+y,m+z € m+(m,ry,....,r,)" C
Arf(m,m+ry,...,m+1,). ]

BACHARELADO EM MATEMATICA



22 SEMIGRUPOS NUMERICOS CoM S-DIMENSAO MAXIMA

A partir disso podemos dar um procedimento para calcular o fecho Arf que tem aparéncia

de um algoritmo de Euclides estendido.
Proposicao 16. Seja m,ry,...,1, inteiros nao negativos com maior divisor comum um. Entao
Arf(m,m+r,...,m+1r,) = (m+ Arf(m,r,...,rp)) U{0}.

Demonstrag¢ao. Usando a Proposi¢ao 15 e o Lema 9, obtemos que (m + Arf(m + ry,...,m +
r,))U{0} C Arf(m,m+ry,...,m+r,). Para a outra inclusdo observe que m, m+ry, ..., m+r, €
(m+ Arf(m,r,...,r,)) U{0}, que pela proposicao 13 é um semigrupo numérico Arf. Segue-se

que Arf(m,m+ry,...m+1mr,) = (m+ Arf(m,r,...,rp)) U {0}. O
O numero de Frobenius de um fecho Arf pode ser calculado entao da seguinte forma.
Corolario 11. Seja m,ry, ..., 1, inteiros nao negativos com mator divisor comum um. Entao,
F(Arf(m,m+ry,...m+r1y)) =m+ F(Arf(m,ry,...,1p)).

Temos agora todos os ingredientes necessarios para dar uma forma de calcular os elementos
do fecho Arf de qualquer subconjunto de inteiros nao negativos com maior divisor comum um.

Seja X C N\ {0} tal que mdc(X) = 1. Definimos a seguinte sequencia de subconjuntos de N:
(] Al = X,
e A1 = ({x—minA,|x € A} \ {0}) U{minA,}.

Como consequéncia do algoritomo de Euclides para calcular mde(X), nés obtemos que existe
q =min{k € N|1 € A;}.

Proposicao 17. Usando a nota¢ao acima temos

Arf(X) =
{0, minAy, minA; + minAs, ..., minA; + - - - + minA,_1, minA; + - - -+ minA,_ + 1, ...}

Demonstragao. Desde que 1 € A,, Arf(A,) = N. Temos pela proposicao 16, Arf(A,—1) =
minA,—1 + N U {0}, Isso implica que
Arf(A,—1) ={0,minA,_1,minA,1 +1,...}
Assumindo como hipotese de inducao que
Arf(Aq—i) =
{0, minA,_;, minAq_i+minAqg_it1, ..., minAg,_i+- - -FminAg,_;, minA,_;+- - -+minA,_+1, ...}
Devemos mostrar que

Arf(Ag—ic1) = {0, minA,_;_1,minA,_i_1 + minA,_;, ... minA,_i1+ -+
minAg_1,minA,_i—1 + - +minA,1 + 1, ...}

Pela Proposigao 16 sabemos que Arf(A,_;_1) = (minA,_;,_1+ Arf(A,—;))U{0}. Usando agora

a hipotese de indugao e o Corolario 11 nés obtemos o resultado desejado. O]
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Exemplo 13. Vamos calcular Arf(11,29,44). Ay = {11,29,44}, min<A; = 11,
Ay = {11,18,33}, minc A, = 11,
Ay = {11,7,22}, mincAs =7,
Ay ={4,7,15}, minc Ay = 4,
As = {4,3,11}, min<c A5 = 3,
As = {1,3,8).
Portanto, Arf(11,29,44) = {0,11, 22,29, 33, 36,37, ...}.

3.3 SEMIGRUPOS NUMERICOS SATURADOS

Um semigrupo numeérico S é dito saturado se a seguinte condicgao é satisfeita: se s, s, ..., s, €
S sao tais que s; < s para todo i € {1,...,7} e z1, ..., 2, € Z s@o tais que z151 + - -+ + 2.5, > 0,
entdo s + 2181 + -+ 2.8, € S.

Exemplo 14. O semigrupo numérico S = (7,11,13,15,16,17,19) que aparece no Exemplo 12
€ um semigrupo Arf mas nao € um semigrupo saturado. Note que 7,11 € S e 12 =11 4+ 2 x

11-3xT7¢&S.
Lema 10. Todo semigrupo numérico saturado € um semigrupo numérico Arf.

Demonstrag¢ao. Seja S um semigrupo numérico saturado e sejam x,y,z € S com x > y > z.

Logo, x +y — z > 0 e como S é saturado segue que x +y — 2z € S e temos que S é Arf. O

Como todo semigrupo numérico saturado é Arf, concluimos que todo semigrupo saturado
tem S-dimensao maxima.

Vamos dar uma caracterizacao para esse tipo de semigrupos numéricos. Para A C N e
a € A\ {0}, definimos

da(a) = mdce{z € Alz < a}.
Lema 11. Seja S um semigrupo numérico saturado e seja s € S. Entao, s + ds(s) € S.

Demonstracao. Seja {s1,...,s,} = {z € S|z < s}. Pela identidade de Bézout, existe inteiros

21, ..y 2p tal que 2181 + -+ - + 2.5, = dg(s). Como S é saturado, noés temos s+ dg(s) € S. O

Vamos ver que essa propriedade caracteriza os semigrupos numéricos saturados. Precisamos

de alguns lemas prévios.

Lema 12. Seja A um conjunto ndao vazio de inteiros positivos tal que mdc(A) =1 e a+da(a) €

A para todo a € A. Entao, a+kda(a) € A para todo k € N, e AU{0} € um semigrupo numérico.

Demonstra¢ao. Provemos por inducao sobre d4(a).
Note que da(a) > 0 . Vamos mostrar que se ds(a) = 1, entdo a + k € A para todo k € N.

Para isso vamos fazer uma inducao sobre k. Para k = 0, o resultado é 6bvio. Considere
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agora que a + k € A. Desde que 0 # da(a + k) < da(a) = 1, temos que da(a + k) = 1.
Consequentemente a + k+1=a+ k +da(a+ k) € A.

Agora assuma que se ' € A e da(a’) < da(a), entdo o’ + kda(a’) € A para todo k € N.
Suponha que da(a) > 2 e vamos provar que a + kds(a) € A para todo k € N. Desde que
mdc(A) = 1, existe b € A tal que da(b) = 1. Se da(a+kda(a)) = da(a) e a+kda(a) € A, entao
a+ (k+1)da(a) = a+kda(a)+da(a+kda(a)) € A. A partir dessas duas observagoes fazendo
a' = a + tda(a), deduzimos que existe um menor inteiro positivo t tal que a + tda(a) € A
e da(a + tda(a)) < da(a). Como da(a + tda(a)) < da(a), usando a hipdtese de indugao,
obtemos que (a + tda(a)) + kda(a + tda(a)) € A para todo k € N. Claro que da(a + tda(a))
divide da(a), logo da(a) = lda(a + tda(a)) para algum inteiro positivo [. Consequentemente,
a—{—tdA(a)—i-%dA(a) € A para todo k € N e portanto a+ (t+n)da(a) € A para todon € N. Pela
definigao de t, segue que a+kda(a) € A paratodo k € {1,...,t}. Concluimos que a+kd4(a) € A
para todo k € N.

Vamos provar que A U {0} é um semigrupo numérico. Desde que mdc(A) = 1, é suficiente
provar que para qualquer a,b € A, a +b € A. Assuma que a < b. Entao d4(b) divide
da(a) e portanto existe A € N tal que ds(a) = Ada(b). Note também que da(a) divide a,
consequentemente a = ud4(a) para algum g € N. Portanto a + b = puda(a) + b = pAda(b) + b,

que pelo que ja provamos, pertence a A. O

Proposicao 18. Seja A um subconjunto nao vazio de N tal que 0 € A e mdc(A) = 1. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes.
1. A € um semigrupo numérico saturado.
2. a+da(a) € A para todo a € A\ {0}.
3. a+kda(a) € A para todo a € A\ {0} e k € N.

Demonstragao. 1) = 2). Segue do Lema 11.

2) = 3). Segue do Lema 12.

3) = 1). Pelo Lema 12, sabemos que A é um semigrupo numérico. Tome a,ay,...,a, € A
com a; < a para todo i € {1,...r}, e tome z1, ..., 2, inteiros tal que zya; + - - - + z,a, be0. Desde
que a; < a, segue que da(a) divide a; para todo ¢ € {1,...,7}. Consequentemente, existe k € N
tal que z1a1 + - -+ + z.a, = kda(a), e portanto a + z1a1 + -+ + z,a, = a + kds(a) € A. Isso

prova que A é saturado. O]

Estamos focados em obter uma caracterizacao similar as dadas pela Proposi¢aol3 e pelo
Corolario 10 para os semigrupos numéricos Arf. Veremos que nesse sentido as caracterizagao

nao é tao generosa.
Proposicao 19. Seja S um semigrupo numérico. As sequintes condi¢oes sao equivalentes.
1. S € saturado.

2. Existe x € S* tal que (x + S) U {0} é um semigrupo numérico saturado.
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Demonstragio. 1 = 2). Assuma que S = {0 < 3 < $9 < --- < s, < ---}. Nbs provamos que
(s1+S)U{0} ={0<s1 <s1+51 <S1+8 <+ <8 +8, <---} ésaturado. Pela Proposigao
18, é suficiente mostrar que para todo n € N, os elementos s; + s, + mdc{0, sy, ..., s, } sdo
encontrados em (s; +.5) U {0}. Desde que S é saturado, s, + mdc{0, sy, ...,s,} € S. Além
disso, mdc{0, s1, 81 + $1, ..., $1 + S} = mdc{0, s1, o, ..., 8, }, onde s; + s, + mdc{0, 51,81 + s +
L...,s1+ 8.} € (s1+5)U{0}.

2)=1). SeS={0<s1<s9< - -<s,<---}hentao (z+S)U{0}={0<z<z+4+s5 <
T4 8y < - < x4+ 5, < -} Desde que mde{0,z,x + s1,...,x + s, } = mde{0,x,s1,..., 5.},
temos que mdc{0, z, x + 1, ..., x + s, } divide mdc {0, s1, so, ..., S, }, isto é, existe k € N tal que
k(mdc{0,z, z+$1,...,x+8,}) = mdc{0, sy, ..., s, }. Pela Proposigao 18, é suficiente mostrar que
sp+mdc{0, s1, ..., s, } € S para todon. Como (z+S5)U{0} ésaturado, pela Proposicao 18, temos
que x + s, + k(mdc{0,z,z + s1,...,x +5,}) € (x+5)U{0} e portanto s, +mdc{0, sy, ..., s,} €
S. O

Como conseguéncia da demonstragao anterior obtemos o seguinte resultado.

Corolario 12. Seja S um semigrupo numérico. Entio S € saturado se e somente se (m(S) +
S U{0} € saturado.

Exemplo 15. O semigrupo S = (5,7,8,9,11) Temos que 5+dg(5) =10 € S, T+ds(7) =8 € S,
8+ds(8) =9 € 5,9+dg(9) =10 € S ell+dg(11) = 12 € S. Assim, pela Proposi¢cio 18 temos
que S € saturado. Pelo Coroldrio 12 temos que ambos (5+ S) U {0} e =5+ S* sao saturados.

Corolario 13. Seja S um subconjunto préprio de N. Entao S é um semigrupo numérico

saturado se e somente se existem inteiros positivos x1, ..., x, tal que

S:{0,.1'1,1’14—%2,...,[171+"'+£L’n,$1+"'+.Z'n+1,...}

mdc{xzy, ...} € {Tri1 + Thaoy s Tha1 + Ty s Ty + T + 1,0}
para todos k € {1,...,n}.

Demonstra¢ao. = Desde que S é um semigrupo numérico saturado, S é também Arf, de onde,

pelo Corolario 10 existem inteiros positivos x1, ...z, tais que
S={0,z, 21+ 29, .ct1+ T, + -+, +1,...}

Como S ¢é saturado, para todo k € {1,...,n}, (z1 + -+ + xx} + mdc{0, 21,21 + 22, ..., 21 +
<o+ a} € S e desde que mdce{0, z1,x1 + x9,...,x1 + - -+ + 2} = mde{xy, ..., 71}, temos que
(x1+ -+ xg) + mde{zy, ..., 2} € {0, 21,21 + 29, ey + -+ 2,21+ -+ 2, + 1, ...}, ou
equivalentemente, (21 + -+ 4+ g) € {XTpy1 + Tpyoy ooy Tpy1 + - Tpy , T + - Ty + 1,0

<. Usando a Proposicao 18, é suficiente mostrar que (x; + -+ + %) + mde{0, z1, 21 +
To,...,T1 + --x} € S para todo k € {1,...,n}. Como apontado acima, isso é equivalente a

mostrar que (x; + - -+ + xy) + mde{xy, ..., 2} € S, e isso segue da hipotese. ]
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Como para os semigrupos numéricos Arf, uma intersecao finita de semigrupos numéricos

saturados é novamente saturado. Esse resultado segue diretamente da defini¢ao.

Proposigao 20. A intersecao de finitos semigrupos numéricos saturados é um semigrupo nu-

mérico saturado.

Isso permite definirmos o fecho saturado de um semigrupo numérico (ou de um subconjunto
de inteiros nao negativos com o maior divisor comum igual a 1), como feito para os semigrupos
numéricos Arf. Dado um semigrupo numeérico S, vamos denotar por Sat(S) a intersegdo de
todos os semigrupos saturados que contem S, ou em outras palavras, o menor semigrupo
numérico saturado que contém S. Vamos chamar esse semigrupo de fecho saturado de S.

O fecho saturado de um semigrupo pode ser calculado como se segue.

Proposicao 21. Seja ny < ny < -+ < m, inteiros positivos tais que mdc(ny,...,ne) = 1.
Para todo i € {1,...,e}, o conjunto d; = mdc(ny,...n;) e para todo j € {1,...,.e — 1} define
k; = maz{k € Nn; + kd; < nj41}. Entao

Sat(ny,....,ne) = {0,n1,n1 +dy,...,ny + kidy, ng,no + da, ..., ng + kada, ..., Ne—1,Me—1 +
de—lv ooy Me—1 + ke—lde—la Ne, Ne + 1a Ne + 27 }

Demonstracao. Seja

A= {0,711,711 + d17 N + k’ldl,NQ,TLQ + d27 %] + ]ngg, ey NMe—1,Me—1 + de—l, ey M1 -+
ke,lde,l,ne,ne —+ 1,?7,6 —+ 2, }

Claro que A é nado vazio, 0 € A, mdc(A) = 1 e a + d,(a) € A para todo a € A. Pela
proposigao 18, A é um semigrupo numérico saturado, e como {ny,...,n.} C A, temos que
Sat(ny,...,n.) € A. Para a outra inclusao, tome a € A. entdo existe i € {1,....,e} e k € N
tais que a = n; + kd;. Desde que {ny,...,n.} C Sat(ni,...,n.), temos que dgat(n,,...n.) (1)
divide d;, de onde existe I € N tal que d; = ldgat(n,,.. n.)(n:). Pela Proposicao 18, sabemos
que n; + tdsei(n,,. no(n:) € Sat(ni,..n.) para todo t € N e portanto a = n;kd; = n; +
Kldsai(n,,..no) (i) € Sat(ng, ..., ne). O

Exemplo 16. Sat({12,20,26,35}) = {0,12,20,24,26,28,30,32,34,35,36,...}, pois di =
mdc(12) = 0, dy = mde(12,20) = 4, d3 = mdc(12,20,26) = 2, dy = mdc(12,20,26,35) = 1,
ki ="Tky=1,ks =4 e assim seque pela Proposi¢cao2l.
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4. SEMIGRUPOS NUMERICOS IRREDUTI-
VEIS

Semigrupos numeéricos simétricos sao provavelmente os semigrupos numéricos mais estuda-
dos na literatura. A motivacao e a introduc¢ao desses semigrupos devem-se principalmente a um
resultado de E. Kunz (1970), que diz que um anel local noetheriano analiticamente irredutivel
e unidimensional é Gorenstein se, e somente se, seu semigrupo de valor for simétrico. Semigru-
pos simétricos sempre tém ntimero Frobenius impar, fato que motiva a definicao de semigrupos
numéricos pseudo-simétricos. Tais semigrupos também tém sua interpretacao em anéis locais
unidimensionais, uma vez que um semigrupo numérico é pseudo-simétrico se, e somente se, seu
anel de semigrupo for um anel de Kunz. [3]

O conceito de semigrupos numeéricos irredutiveis foi feita por J. C. Rosales e M. B. Branco em
um artigo do inicio desse século. Como semigrupos numeéricos irredutiveis retinem semigrupos

simétricos e pseudo-simétricos, a importancia do estudo desses semigrupos ¢é algo natural.

4.1 SEMIGRUPOS NUMERICOS SIMETRICOS E PSEUDO-
SIMETRICOS

Um semigrupo numérico é dito irredutivel se nao puder ser expresso como uma intersegao
de dois semigrupos numéricos que o contenham propriamente.

Vamos mostrar que semigrupos numeéricos irredutiveis sao maximais no conjunto dos semi-
grupos numeéricos com numérico de Frobenius fixo. Primeiramente vamos provar que adicio-

nando o nimero de Frobenius a um semigrupo numérico produz um semigrupo numeérico.

Lema 13. Seja S um semigrupo numérico diferente de N. Entao, S| J{F(S)} € novamente um

SEMIGTUpPo NUMETLCOo.

Demonstra¢ao. Como N\ S é finito, segue que N\ S|J{F(S)} também é finito. Agora, sejam
a,be S|U{F(S)}. Seaoubé F(S) temos entao que a+b > F(S) e, portanto, a+b € S. Logo,
a+be SU{F(5)}. Seaebe S,entaoa+be S C SU{F(S)}, eporfim0e S C SU{F(5)}.

Isso mostra que S|(J{F(S)} é um semigrupo numérico. O
Teorema 2. Seja S um semigrupo numérico. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes.

1. S € irredutivel.
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2. S € mazimal no conjunto de todos os semigrupos numéricos com o numero de Frobenius
F(S).

3. S é mazximal no conjunto de todos os semigrupos numéricos que nao contém F(S).

Demonstracao. 1) = 2). Seja T um semigrupo numérico tal que S C T e F(T) = F(S). Veja
que S = (SUH{F(S}HNT. Como S # SU{F(S)} e S C T pela irredutibilidade de S segue
que S =T.

2) = 3). Seja T um semigrupo numérico que satisfaz S C T'e F(S) ¢ T. Entao, T |J{F(S)+
1,F(S)+2,...} é um semigrupo numérico com niamero de Frobenius F(S). Veja que como
S CT e S émaximal segue que S =T J{F(S)+ 1, F(S)+2,...}. Como {F(S)+1,F(S5)+
2,...} C SeS éirredutivel segue que S =T.

3) = 1) Sejam S; e Sy dois semigrupos numéricos que contém S propriamente. Pela
maximalidade de S temos que F(S) € Sy e F(S) € Sy. Logo, S # S1[) Sa. O

Um semigrupo numérico ¢ dito simétrico se é irredutivel e F'(S) é impar e pseudo-simétrico
se F'(S) for par.

Dado um semigrupo numérico S, se S nao é irredutivel, entao pelo Teorema 2, temos que
existe um semigrupo numérico irredutivel 7" contendo S com F(S) = F(T'). O resultado abaixo

pode ser visto como um procedimento para construir um semigrupo numeérico irredutivel.
Lema 14. Seja S um semigrupo numérico e suponha que exista

h =mazx{x € Z\ S|F(S)—x &S e x # F(S)/2}.
Entao, S|J{h} € um semigrupo numérico com nimero de Frobenius F(S).

Demonstracdo. E facil ver que N\ S |J{h} é finito e 0 € S|J{h}. Tome H = {x € Z\ S|F(S) —
r g Sex#F(S)/2}. Se x € H temos que F(S) —z ¢ S que implica que F(S) —xz € Z\ S
e F(S)—(F(S)—x)=x ¢ S. Logo F(S) —x € H. Como z ou F(S) — z s@o maiores que
F(S)/2 segue que h > F(5)/2. Tome s € S\ {0}. Se h+ s ¢ S pela maximalidade de h temos
F(S)—(h+s)=te€S. Assim, F(S)—h =t+s € 5, que contradiz a defini¢do de h. Se 2h ¢ S
de maneira analoga F'(S) —2h =t € S. Contudo h +t = F(S) — h que ndo pode pertencer a
S, contradicao. O]

A proxima proposi¢ao nos da uma caracterizagao para os conceitos de semigrupos simétrico

e pseudo-simétrico. As vezes na literatura essas sdo dadas como definicoes.
Proposicao 22. Seja S um semigrupo numérico, entao:
1. S € simétrico se, e somente se, F(S) é impar e x € Z\ S = F(S) —z € S.
2. 8 € pseudo-simétrico se, e somente se, F(S) é par ex € Z\ S = F(S)—z € S ouz =

F(S)
2
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Demonstragcao. Provemos para o item 1 e 2 pode ser feito de maneira anéloga.

(=) Suponha que exista x € Z\ S tal que F(S)—xz ¢ S, entdo temos que existe um maximo
h como definido no Lema 14. Consequentemente S U{h} é semigrupo numérico com o numero
de Frobenius F(S), contradizendo a maximalidade de S no Teorema 2.

(<) Pelo Teorema 2 ¢ suficiente mostrar que S ¢ maximal no conjunto de todos os semi-
grupos numéricos que nao contém F(S). De fato, seja T um semigrupo com S C T. Tome
reT\S CZ\S. Entao por hipotese FI(S) —z € S e F(S) —x € T. Mas isso implica que
F(S)=xz+ (F(S) —x) € T. Contradicao. O

Com esse resultado podemos deduzir a seguinte caracterizagao alternativa.

Corolario 14. Seja S um semigrupo numérico.

F(S)+1

1. S é simétrico se, e somente se, g(S) = 5

F(S) +2

2. S € pseudo-simétrico se, e somente se, g(S) = 5

Demonstracao. Provemos para o primeiro item 1 e 2 pode ser feito de maneira analoga. Pela
proposi¢ao anterior, temos que S é simétrico se, e somente se, F'(S) é impar e z € Z\ § =
F(S) —x € S, isso quer dizer que S é simétrico se, e somente se, o conjunto de lacunas forem

dados por {z € N\ S|F(S) —xz € S. Assim S é simétrico se, e somente se, as lacunas de S sdo

F(S), F(S)-1, F(S)—2, .. 1) 1 FS)+1

, logo S é simétrico se, e somente se, g(S) = 5

Observagao 4. Sabemos pelo Lema 5 que se S € um semigrupo numérico, entio g(S) >
F(S)+1

. Como consequéncia do coroldrio anterior, temos que semigrupos numeéricos irredu-

tiveis sao aqueles com o menor género em termos de seu niumero de Frobenius.
A partir da Proposicao 4 e do Corolério 14, obtemos o seguinte resultado.
Corolario 15. Todo semigrupo numérico gerado por dois elementos € simétrico.

Exemplo 17. O semigrupo numérico (4,6,7) = {0,4,6,7,8,10,11,12,...}, tem género 5 e
nimero de Frobenius 9, logo pelo coroldrio 14 é simétrico. (3,4,5) = {0,3,4,5,...} tem género
2 e numero de Frobenius 2, logo é pseudo-simétrico, e (5,7,9) tem género 8 e numero de

Frobenius 13, logo nao € irredutivel.

Os conjuntos Apéry de semigrupos numéricos irredutiveis tém formas especiais, e veremos

a caracterizacao dessas formas na sequéncia dessa se¢ao.

Lema 15. Seja S um semigrupo numérico e n € S\ {0}. Se x,y € S sdo tais que v +y €
Ap(S,n), entao {x,y} C Ap(S,n)

Demonstragao. De fato, se x +y € Ap(S,n) por defini¢do temos que x +y —n ¢ S. Assim, em
particular temos que t —n & S = x € Ap(S,n) ey —n & S =y € Ap(S,n). ]
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Proposicao 23. Seja S um semigrupo numérico e tome n € S\ {0}. Considere Ap(S,n) =
{ap < a1 < ... < a,_1} o conjunto Apéry de n em S. Entao, S € simétrico se, e somente se,

a; + ap_1—; = a1 para todo i € {0,....,n — 1}.

Demonstragao. (=) Pela Proposi¢ao 3 temos que F'(S) = (maxAp(S,n)) — n, assim F(S) =
an—1 —n. Da definigao de Ap(S,n) temos que a;—n ¢ S e como S é simétrico temos F(S)— (a; —
n) = an—1 —a; € S. Pelo Lema 15, sabemos que existe j € {0,...,n — 1} tal que a,—; = a; +a;.
Como ag < a; < ... < a,_1, segue do Lema 3 que j deve ser igual a n — 1 — i.

(<) Por hipodtese temos que {a,_1} = max<Ap(S,n). Pela Proposi¢do 7, temos que
PF(S) ={F(S)} eassim {F(S)} = mazr<(Z\S). Em particular, isso implica que se z € Z\ S,
entdo F(S) —x € S. Além disso, se F'(S)/2 ¢ um inteiro, entdo F(S)/2 € Z\ S. Agora,
F(S) — @ = @ € S, contradi¢ao. Logo, F'(S) é impar. Portanto, segue da Proposi¢ao
22 que S é simétrico. ]

A partir dessa proposi¢ao, podemos ver facilmente que semigrupos simétricos sao aqueles

semigrupos com tipo 1.

Corolario 16. Seja S um semigrupo numérico. Sao equivalentes:
1. S é simétrico
2. PF(S)={F(9)}
3. t(8)=1

Demonstragao. Observe que F(S) sempre pertence a PF(S). Portanto as condigoes 2) e 3) sdo
equivalentes. A eguivaléncia entre as condigdes 1) e 2) segue pela demonstragao da Proposic¢ao

23. O
Tendo em vista a Proposicao 7, o Corolario 16 pode ser reformulado da seguinte forma.
Corolario 17. Seja S um semigrupo numérico e n um elemento nao nulo de S.
S € simétrico < Mazimals<Ap(S,n) = {F(S) + n}

Exemplo 18. Seja S = (4,6,7). Entao, Ap(S,4) = {0,6,7,13}. Logo, maximo<sAp(S,4) =
{13} e, portanto, PF(S) = {9}. Isso significa que S é simétrico.

Podemos obter uma caracterizagao similar para semigrupos numeéricos pseudo-simétricos,

F(S)
2

mas devemos dar uma atengao especial a

Lema 16. Seja S um semigrupo numérico pseudo-simétrico e n um elemento nao nulo de S.

F
Entao, <23)

+n € Ap(S,n).

F(S F(S
Demonstracao. Desde que (2 ) ¢ S, basta mostrar que (T)—i—n € S. Seisso nao ocorrer, pela
F(S F(S F(S F(S
Proposigao 22 temos que F'(.S)— (% + n) = %—n € S. Dai % = %—nan es,
que nao pode ocorrer. O
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F(S
Observe que esse fato também nos mostra que se .S é pseudo simétrico, entao (2 ) € PF(9).

Proposigao 24. Seja S um semigrupo numérico com nimero de Frobenius par en € S\{0}. S é
pseudo-simétrico se, e somente se, Ap(S,n) = {ap < ay, ... < ap—2 = F(S)+n}U{(F(S)/2)+n}
ea;+ an o i =a, Vi €{0,....,n—2}.

Demonstra¢cao. = Pelo Lema 16 temos que

+n € Ap(S,n). Pela Proposi¢ao 3 temos

F(5)
2
que F(S) = (mazxAp(S,n)) —n entdo @ +n < maxAp(S,n) = F(S)+n. Sew € Ap(S,n)\

{(F(S)/2 +n}, entao w —n &€ S ew—n # @ Pela Proposi¢ao 22 temos que F'(S) —
(w—mn) € S e, assim, maxAp(S,n) —w = F(S)+n—w € S. Pelo Lema 15, temos que
ter maxzAp(S,n) € Ap(S,n). Além disso, maxAp(S,n) — w # @ + n pois caso contrario
F(S)
2

<= Seja x um inteiro tal que = #

teriamos w =

e x ¢ S. Vamos mostrar que F(S) —z € S. Tome

F(S)
2
w € Ap(S,n) tal que w =z (mod n). Entdo, z = w — kn para algum k£ € N\ {0}. Dividimos

em dois casos:
F(S) .
1. Sew = T—l—nentao F(S)—x=F(S)— (F(S)/2+n—kn)=F(S)/2+ (k—1)n. Se
x # F(9)/2, segue que k # 1. Assim, temos que F(S) —xz € S.
2. Sew # F(5)/2 +n. Entao, F(S) —x=F(S)—(w—kn)=FS)+n—w+ (k—1)n =
an—o—w+ (k—1)n €S, desde que a,_» —w € S pelas hipoteses.

]

O anélogo para o Corolario 16 para semigrupos numéricos pseudo-simétricos é dado a seguir.
Veremos com um exemplo que nao conseguimos dar uma condi¢ao similar a terceira condicao

nesse resultado.
Corolario 18. Seja S um semigrupo numérico. Sao equivalentes:
1. S € pseudo-simétrico;
2. PF(S) ={F(S),F(5)/2}.
Observe que nesse caso, se t(S) = 2 nao podemos garantir que PF(S) = {F(S), F'(5)/2}.

Exemplo 19. Seja S = (5,7,8). O conjunto de pseudo nimero de Frobenius de S é PF(S) =

{9,11}. Esse semigrupo tem tipo 2, mas nao € pseudo-simétrico.

Exemplo 20. Seja S = (5,6,7,9). Entao, Ap(S,5) = {0,6,7,9,13} e mazimo<gAp(S,5) =

{9,13}. Isso implica que PF(S) ={4,8} = {F(95)/2, F(S)}. Portanto, S € pseudo-simétrico.
Usando a Proposicao 7, podemos obter uma caracterizacao alternativa em termos do con-

junto Apéry.

Corolario 19. Seja S um semigrupo numérico e n € N\ {0}. Entdo, S € pseudo simétrico, se
e somente se, Maximals < (Ap(S,n)) = {F(S)/2+ n, F(S) + n}.
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4.2 SEMIGRUPOS NUMERICOS COM MULTIPLICIDE E S-
DIMENSAO ARBITRARIAS

Veremos que se S ¢ um semigrupo numérico irredutivel com m(S) > 4, entdo e(S) <
m(S) — 1. O objetivo dessa segao é mostrar como construir, para dados m e e inteiros tais que
2 < e <m— 1, um semigrupo numérico simétrico com multiplicidade m e S-dimensao e. Ja
sabemos que um semigrupo numérico com S-dimensao dois, é simétrico. Assim, ndo podemos
encontrar um semigrupo pseudo-simétrico com S-dimensao dois. Se nés mudarmos a restrigao
para 3 < e < m—1, entao somos capazes de construir um semigrupo numérico pseudo-simétrico

S com m(S)=mee(S)=e.

4.2.1 CASO SIMETRICO

Lema 17. Seja S um semigrupo numérico simétrico com m(S) > 3. Entao,
e(S) <m(S)—1.

Demonstragao. Escrevendo o conjunto Apéry da seguinte forma: Ap(S,n) = {0 = ay <
a < o0 < am(g)_l}, pela Proposicao 23 temos que Gp(s)—-1 = @; + Ay(s)—1—i para todo
i € {0,...,m(S) —1}. Se m(S) > 3, entdo podemos escolher i = 1, e assim a,,(s)—1 nao é
um gerador minimal. Como pelo menos um elemento nao nulo de Ap(S,n) nao é gerador

minimal, segue que e(S) < m(S) — 1. O

Observagao 5. Como consequéncia desse resultado juntamente com o Coroldrio 15, temos que
um Semigrupo numeérico simétrico tem S-dimensao mdzrima se, e somente se, tem multiplicidade

dois.

Agora, vamos descrever o método para obter um semigrupo numérico simétrico S com
e(S) = e em(S) =m, onde e e m sdo inteiros fixos tais que 2 < e <m — 1.

Vamos introduzir duas familias de semigrupos numeéricos simétricos. Cada uma delas sera
usada para produzir o semigrupo numérico simétrico desejado, dependendo da paridade da

multiplicidade menos a sua S-dimensao.

Lema 18. Sejam m e q inteiros positivos tais que m > 2q + 3 e seja S um submondide de

(N, +) gerado por
{m,m+1,gm +2q+2,....qm + (m —1)}.

Entao, S € um semigrupo numérico simétrico com multiplicidade m, S-dimensao m — 2q e

numero de Frobenius 2gm + 2q + 1.

Demonstra¢ao. Como mdc(m, m+1) = 1, temos pelo Lema 1 que S é um semigrupo numérico.
Claro que {m,m + 1,qm +2q+2,...,qm + (m — 1)} é um sistema minimal de geradores de S
e portanto m(S) = m, e(S) = m — 2q. Veja que Ap(S;m) ={0 <m+1<2m+2< .- <
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gm+q<gm+2¢+2<---<gn+(m—-1v < (¢g+1)m+qg+1<---<(2¢+1)m+2¢+1}.
Vamos usar a Proposicao 23 para mostrar que S é simétrico. Devemos encontrar para todo

w € Ap(S,m) um elemento w' € Ap(S, m) tal que w+w' = (2¢ + 1)m + 2¢ + 1.

e Paraic {0,1,...m —1—2q— 2},
(gm+2¢+2+i)+ (gmn+m—1—14)=(2¢+ 1)m+2¢+ 1.
e Para k € {0,1,2,...,q},
(km+k)+(2q+1—km+2¢q+1—km+2¢+1—k)=(2¢+ 1)m+2q+ 1.

Além disso, como F'(S) +m = maxAp(S,m) (3), temos que F(S) = 2gm +2q + 1 O

Lema 19. Sejam m e q inteiros nao negativos tais que m > 2q + 4 e seja S um submondide

de (N, +) gerado por

Entao, S ¢ um semigrupo simétrico com multiplicidade m, S-dimensao m — 2q — 1 e nimero
de Frobenius 2(q + 1)m — 1.

Demonstragao. Como no lema anterior, temos que S ¢ um semigrupo numérico com m(S) = m
e e(S) =m —2q— 1. E facil ver que

Ap(S;m) ={0<m+1<2m+2<---<(g+1)m+qg+1<(g+1)m+qg+2<--- <
(g+1)m+m—qg—2<(g+2)m+m—q—1<(¢g+3)m+(m—gq) <--- <2(¢g+1)m+m—1}.

Novamente, pela Proposi¢ao 23 temos que
e Parai e {0,1,....m —2¢q — 3},
((g+D)m+qg+1+9)+((g+1)m+m—q—2—i)=2(q+1)m+m—1.
e Para k € {0,1,...,q},
(g+2+km+m—qg—1—k)+((g—k)m+qg—k) =2(qg+1)m+m—1

Como F(S) +m = maz(Ap(S,m)), obtemos que F(S) =2(q+ 1)m — 1. O

Teorema 3. Sejam m e e inteiros tal que 2 < e < m—1. Entdo, existe um semigrupo simétrico

com multiplicidade m e S-dimensao e.

Demonstragao. Se e = 2, entao S = (m, m + 1) é um semigrupo simétrico com multiplicidade

m e e(S) = 2. Entdo, podemos assumir e > 3 e vamos separar em dois casos.

e Se m — e & par, existe ¢ € N\ {0} tal que m — e = 2¢. Além disso, como e > 3, temos
que m > m — e+ 3 e portanto m > 2q + 3. Logo, pelo Lema 18 temos a garantia da

existéncia de um semigrupo numérico simétrico com multiplicidade m e e(S) = m — 2q.
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e Se m — e & impar, existe ¢ € N\ {0} tal que m — e = 2¢ + 1. Da restrigdo e > 3 temos
que m > m — e + 3, que implica que m > 2q + 4. Agora, pelo Lema 19 temos que existe

um semigrupo numérico simétrico com multiplicidade m e e(S) =m —2¢ — 1.

]

Exemplo 21. O semigrupo (13,13,58,59) é simétrico com multiplicidade 12 e S-dimensao 4 e
nimero de Frobenius 105 (g =4).
O semigrupo (10,11,22,23,24,25,26,27) é simétrico com multiplicidade 10, S-dimensao 7

e numero de Frobenius 39 (¢ =1).

4.2.2 CASO PSEUDO-SIMETRICO

Faremos de maneira semelhante ao caso simétrico. Como dito no Lema 16 vamos encontrar
pequenas diferencas com o caso simétrico. Comecgaremos provando para multiplicidades mai-
ores do que 3, a S-dimensao de um semigrupo numérico pseudo-simétrico nunca alcanga sua

multiplicidade.
Lema 20. Seja S um semigrupo numérico com m(S) > 4. Entao,
e(S) <m(S) — 1.

Demonstragao. Pela Proposicao 2, temos que e(S) < m(S). Se e(S) = m(S), entdo S é
minimamente gerado por {m(S),ni,...,nms)-1} € pela Proposicao 24, Ap(S, m(S)) é da forma
F(S)

Ap(S,m(S)) ={0<ny < -+ < Nyysy—1} U {n = — +m(S)} .

Como m(S) — 1 > 3, pela Proposigao 24 temos que 1y + p(s)—a = Am(s)—1, que implica que
am(s)-1 — az € S, que contradiz o fato que {m(S), ny, ...,nm(g),l} ¢ um sistema minimal de

geradores de S. O

Veja que nesse resultado demos atencao para o caso em que a multiplicidade é maior ou
igual a quatro. Sabemos que semigrupos numéricos com multiplicidade dois sao simétricos.
Portanto, nos proximos resultados estudaremos o caso em que a multiplicidade é exatamente

trés.

Lema 21. As sequintes condigoes sao equivalentes.
1. S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico com m(S) = e(S) = 3.
2.8 =(3,x+3,2x+ 3) com x um inteiro nao divisivel por 3.

Demonstracao. 1) = 2) Se m(S) = e(S) = 3, entao {3,n1,n2} é um sistema minimal de
geradores para S. Pela Proposi¢ao 22, deduzimos que F'(S) é par, e pela Proposigao 24 temos
que

Ap(S,3) ={0,ny = @ +3,n2 = F(S) + 3}.
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F(S)

Tomando z = temos que nqy = x + 3 € ny = 2x + 3. Desde que z = — ¢ S temos que

x nao é miltiplo de 3.

2) = 1) Claro que {3,z + 3,2z + 3} ¢ um sistema minimal de geradores de S e, portanto,
m(S) = e(S) = 3. Consequentemente, Ap(S,3) = {0,z + 3,2z + 3}. Pela Proposigao 3,
temos que 2x + 3 = F(S) + 3. Assim, %S) + 3 =2+ 3. A Proposigao 24 garante que S é

pseudo-simétrico. O

Pelo Corolario 15, todo semigrupo numérico com S-dimensao dois é simétrico. Veremos que

para S-dimensao trés, sao sempre pseudo-simétricos, com multiplicidade arbitréria.

Lema 22. Seja m um inteiro positivo maior ou igual a quatro. Entao, existe um semigrupo

numérico pseudo-simétrico S com F(S) par, m(S) =m e e(S) = 3.

Demonstracao. Vamos distinguir em dois casos, dependendo da paridade de m.

1. Se m ¢é par, entao m = 2¢ + 4 para algum ¢ € N. Tome S =
(m,m+1,(g+ 1)m+ (m —1)). E claro que m(S) = m e e(S) = 3. Sob essas condi-
¢oes

Ap(S,m) ={0,m+1,2(m+1),...,(m —2)(m + 1)} U{(¢g+ 1)m + (m — 1)}.

F(S)

+m=(qg+1)m+ (m—1).
Pela Proposicao 24 concluimos que S é um semigrupo numérico irredutivel.

Pela Proposicao 3, F(S) = (m — 2)m — 2, que é par e
2. Se m é impar, entdo m = 2q + 3 para algum ¢ € N\ {0}. Seja S =
(m,m+1,(¢g+ 1)m + g+ 2). Claro que m(S) =m e e(S) = 3. Assim,

Ap(S,m)={0,m+1,2(m+1),....qm+1),(g+1)m+qg+2,(m+1)+ (¢+1)m+q+
2, .,gm+1D)+(g+1)m+qg+2U{(g+1)(m+1)}

Consequentemente, F'(S) = 2(1 + ¢ + mq) é par e ) +m = (¢+ 1)(m+1). Pela

2
Proposicao 24, temos que S é pseudo-simétrico.

]

Agora vamos proceder como no caso simétrico, apresentando duas familias de semigrupos
numeéricos pseudo-simétricos que usaremos dependendo da paridade da multiplicidade desejada

menos a S-dimensao desejada.
Lema 23. Sejam m,q € N tal que m > 2q+ 5 e seja S o submondide de (N, +) gerado por
{mm+1,(¢g+1)m+q+2,...(¢g+1)m+m—q—3,(¢+1)m+m—1}.

Entao, S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico com m(S) = m, e(S) =m —2¢—1 e

F(S)=2(qg+1)m—2.
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Demonstragao. Desde que mde(m, m + 1) = 1, temos que S é um semigrupo numérico. Note

que m = minS \ {0} e portanto m(S) = m. E direto ver que

{no =m,ny =m+1,ny = (¢+1)m+q+2,....,np_1 = (¢+1)m+m—q—3,n, = (¢+1)m+m—1}
é um sistema minimal de geradores de S e, portanto, e(S) = m —2q — 1. E facil checar também
que

Ap(S.m) = {0,n1,2nq, ..., (¢+1)n1, na, ooy Np_1, M1 +Np_1, 201 +Dp1, .o, g1 + 11, FI(S) +m =

(¢ + Dni +np—1} U {ny},
e se p > 4, por adicao F(S) +m = n; + n,_; para todo i € {2,...,[p/2]}. Portanto, F(S) =
F(S
2(q+1)m —2 e assim % +m = (¢+1)m+ (m—1) = n,. Aplicando a Proposigao 24, temos

que S é pseudo-simétrico. O

Lema 24. Sejam m € N e g € N\ {0} tais que m > 2q+ 4 e seja S o submondide de (N, +)

gerado por
{m,m+1,gn+2q¢+3,...qm+m—1,(¢+ 1)m + q+ 2}.

Entao, S é um semigrupo numérico pseudo-simétrico com m(S) =m, e(S) =m—2q e F(S) =

2qgm + 2q + 2.

Demonstra¢ao. Como mde(m, m + 1) = 1 temos que S é um semigrupo numérico. Veja que
m = minS\ {0}, assim m(S) = m. Claro que {ng =m,n; =m-+1,ny = qgm+2¢+3,....,n,_1 =
gmn +m — 1,n, = (¢ + 1)m + ¢ + 2} é um sistema minimal de geradores de S e portanto

e(S) = m — 2q. E possivel verificar que

Ap(S,m) ={0,n1,2n4, ..., qn1, Nay ..., Np_1, Ny, N1 + N, 2001 + Ny, .., F(S) =m =
g1 +np} U{(g + 1)m},
e F(S) 4+ m = n; + ny,_;41 para todo i € {2,...,[(p+1)/2]}. Entdo F(S) = 2gm +2q+ 2 e
F(S)
2

semigrupo numeérico pseudo-simétrico. ]

portanto +m=(q+1)m+q+1=(q+ 1)n;. Pela Proposi¢ao 24 garante que S é um

Teorema 4. Sejam m e e inteiros positivos tal que 3 < e < m—1. Entao, existe um semigrupo

numeérico pseudo-simétrico com multiplicidade m e S-dimensao e.

Demonstracao. Se e = 3, entao o Lema 22 garante a existéncia desse semigrupo. Agora, assuma

que 4 < e <m — 1. Vamos distinguir em dois casos, dependendo da paridade de m — e.

1. Se m — e é impar, temos que existe ¢ € N tal que m —e = 2¢+ 1. Além disso, desde que
e >4, m > 2q+ 5, pelo Lema 23 existe um semigrupo numérico pseudo-simétrico com
m(S)=mee(S)=m—2¢—1=ce.

2. Se m — e é par, temos que existe ¢ € N tal que m —e = 2¢. Além disso, desde que e > 4 e
m > 2q+4, pelo Lema 24 deduzimos que existe um semigrupo numérico pseudo-simétrico

S comm(S)=mee(S)=m—2q=ce.
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[]

Exemplo 22. O semigrupo numérico S = (11,12,37,38,39,43) ¢ pseudo-simétrico com
m(S) =11, e(S) =6 e F(S) =64 (¢ =2).

O semigrupo S = (12,12,29,30,31,37) € pseudo-simétrico com m(S) = 11, e(S) = 7 e
F(S) =50(q = 2).

No caso de S-dimensao 3,
o S=(6,7,17) é um semigrupo numérico irredutivel com m(S) =6 e F(5) = 22.

o S =(7,8,25) ¢ um semigrupo numérico irredutivel com m(S) =7 e F(S) = 34.

4.3 EXTENSOES UNITARIAS DE UM SEMIGRUPO NUME-
RICO

Vamos introduzir um conceito especial de lacunas de um semigrupo numérico. Essa defini¢ao
¢ motivada pelo problema de encontrar o conjunto de todos os semigrupos numéricos que contém
um dado semigrupo numérico.

Seja S um semigrupo numérico S e considere o conjunto
SG(S) :={xz € PF(9)|2z € S}.
Os elementos de SG(S) sao chamados de lacunas especiais de S.

Proposicao 25. Seja S um semigrupo numérico e seja v € G(S). As sequintes condi¢des sao

equivalentes:
1. x € SG(5);
2. SU{x} € um semigrupo numérico.
Demonstragao. (1) = (2) Veja que S U {z} de fato é um semigrupo numérico.
e 0 SU{zx}, pois0 €S
eat+beSU{z}Va+be SU{a},jaque2z €S =ax+xeSU{x}
e N\ S é finito = N\ S U {z} também é finito.

(2) = (1) Se S U {z} é um semigrupo numérico, entao temos que z € G(S), t +s € S
VseS,ex+zeSU{x}=2reS, eoresultado segue. O

Exemplo 23. Seja S = {0,7,8,...}. Entao, S é um semigrupo numérico com PF(S) =
{1,2,3,4,5,6} e consequentemente SG(S) = {4,5,6}. Isso implica que {0,4,7,8, ...},

{0,5,7,8,...} €{0,6,,7,...} sao semigrupos numéricos.
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Lema 25. Seja S e T' dois semigrupos numéricos tal que S C T. Entdo, S U {maxT \ S} €

um semigrupo numeérico ou, equivalentemente, max(T \ S) € SG(S).

Demonstra¢ao. Como S C T temos que existe x € T tal que x € G(S). Tome z = max(T\ 5),
entdo r +s € T ex+s > zVs € S\ {0}. Pela maximidade de = temos entao que = + s € S.
Analogamente, 2x € T, 2z > x e entao 2z € S. Logo, max(T \ S) € SG(S), isto é, pela

proposigao anterior S'U {maz(T \ S)} é um semigrupo numeérico. O

Dado um semigrupo numérico S denotamos por O(S) o conjunto de todos os semigrupos
numeéricos que contém S. Vamos nos referir a O(S) como o conjunto de sobre-semigrupos de S.
Desde que N\ S seja finito, O(S) ¢ finito. Dado dois semigrupos numéricos S e 7' com S C T,

definimos recursivamente
e S5p=25.
o S, U{mazx(T\ S,)}seS,#T,eS,=Sns1-
Se a cardinalidade de 7'\ S ¢ k, entdo:
S=5CS5HC - CS=T

Usando essa ideia podemos construir o conjunto O(.S). Comegamos definindo O(S) = {S} e
para cada elemento de O(S) diferente de N anexamos a O(S) os semigrupos numeéricos S U {z}

com x variando em SG(S).
Exemplo 24. Seja S = (5,7,9,11). Para esse semigrupo SG(S) = {13} e entao S U {13} =

(5,7,9,11,13) € um semigrupo numérico com SG(S U{13}) = {6,8}. A partir dele obtemos
dois semigrupos S U {13,6} e S U {13,8}. Repetindo esse processo obtemos O(S).

S = (5,7,9,11)
lu{lB}
(5,7,9,11,13)
y &
(5,6,7,9) (5,7,8,9,11)
%
u{8} u{4}
(5,6,7,8,9) (4,5,7)
x
u{3} u{6}
(3,5,7) (4,5,6,7)
u{4}/ U{2}
(3,4,5) (2,5)

u{2} u{3}
\ - /
lug}
N
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Como consequéncia do Lema 25, se S é um semigrupo numeérico, entao S é maximal com
respeito a inclusao de conjuntos no conjunto de todos os semigrupos numeéricos nao intersecta

SG(S). Além disso, SG(S) é o menor conjunto de lacunas que determina S até a maximalidade.
Proposicao 26. Seja S um semigrupo numeérico e tome {g1, ..., g:} C G(S). Sao equivalentes:

1. S € mazimal no conjunto de todos os semigrupos numéricos T tal que T N {g1,...,q:} €

Va210.
2. SG(S) C{g1,-, 9t}

Demonstragao. Seja z € SG(S), pela Proposigao 25 temos que SU{z} é um semigrupo numé-
rico contendo S propriamente. Se 1) for verdadeira, entdao SU{x} N {g1,..., 9:} # @. Portanto
r €4{g1,..,q:}. A aplicacdo 2) = 1) segue diretamente da Proposi¢ao 25 e do Lema 25.

]

Como coroléario podemos obter outra caracterizagao para semigrupos numéricos irredutiveis.
Pelo teorema 2, sabemos que um semigrupo S é irredutivel se e somente se é maximal no
conjunto dos semigrupos numeéricos que nao interseptam {F(S)}. E claro que F(S) pertence a

SG(S), sempre que S nao é igual a N

Corolario 20. Seja S um semigrupo numeérico. Entao, S é irredutivel se, e somente se, SG(S)

tem somente um elemento.

Os proximos dois resultados nos habilitara a encontrar a generalizacao de construgao pro-
posta no Lema 14 para encontrar um sobre-semigrupo irredutivel de um dado semigrupo nu-

merico com o mesmo numero de Frobenius.

Lema 26. Seja S um semigrupo numérico e tome {g,...,g:} C G(S). Sao equivalentes:
1. S € mazimal no conjunto dos semigrupos numéricos T tal que T N {q1,...g:} € vazio.
2. Sex € SG(S), entio existei € {1,...,t} e k € N\ {0} tal que g; — kx € S.

Demonstragao. 1) = 2) Seja x € G(S). Como S C (S, x), temos que (S, x) N {g1,...,g:} € nado
vazia. Portanto existe i € 1,...,t}, k € N\ {0} e s € S\ {0} tal que ¢g; = s + kz, que implica
que, g; — kx € S.

2) = 1) Seja T um semigrupo numérico tal que 7' C S. Tome z € T\ S. Entao S C (S, z) C
T. Por hipotese, existe i e k tal que g; — kx € S. Portanto g; € (S,z). Assim ¢g; € T ]

Proposicao 27. Seja S um semigrupo numérico e {q1,...,q:} C G(S). Se existir
h=max{z € Z\ S|2v € S,9;, —x & SVi € {1, ..., t}},

entio S U {h} € um semigrupo numérico que nao intersecta {gi, ..., g}
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Demonstragao. Pela Proposigao 27 basta mostrar que h € SG(S). Por definicdo temos que
2h € S. Assuma que exista s € S\ {0} tal que h +s ¢ S. Como 2(h+s) € Seh < h+ s,
temos que g; — (h+ s) € S para algum i € {1,...,t}. Mas isso leva que g; — h € S, contradi¢ao
com a definicao de h. O

Corolario 21. Seja S um semigrupo numérico e {gi, ..., g:} C G(S). Sao equivalentes:

1. S € mazimal no conjunto de todos os semigrupos numéricos dos quais a intersecao com

{917"'agt} € ’U(lZia;
2. para todo x € N, se v € G(S) e2x € S, entao g; —x € S para algum i € {1,...,t}.

Demonstragao. 1) = 2) Segue diretamente da Proposigao 27

2) = 1) Como visto no Lema 26, é suficiente mostrar que para todo z € G(5), existem i e
k apropriados tal que g; — kz € S. Tome z € G(S) e k = mazx{n € N\ {0}|nz ¢ S}. Claro
que kx € G(S) e 2kz € S. Por hipotese g; — kx € S para algum {1, ...,t}. ]

Temos uma caracterizacao para semigrupos numéricos irredutiveis, que retine as condig¢oes

1) e 2) da Proposigao 22, como conseguéncia desses resultados.

Corolario 22. Seja S um semigrupo numérico. S € irredutivel se, e somente se, para todo

reN, zeG(S) e2x eSS implica F(S)—xz € S.
Demonstracao. Segue do Teorema 2 e do Corolario 21 m
Seja £ o conjunto de todos os semigrupos numeéricos. Para {g, ..., g:} C N, defina
L(g1, s q0) ={S" € LIS N {g1,..., 0} = @}.

A Proposigao 27 pode ser usada para encontrar o elemento maximal em £(gy, ..., g;). Preci-
samos pegar um ponto de partida S = {0, maz{gi, ..., g: } +1, max{g1, ..., 9:} +2, ...} e definimos

recursivamente

® SO =S
e S, =S5,U{h(S,)} onde h(S,) é maz{xr € G(S,)|2x € Sp,g: —x & S,Vi € {1,...,t}};

se h(.S,) ndo existir, entdo S, é o semigrupo desejado.

Exemplo 25. Calculamos um elemento em MazimalcL(7,8)).
1. Sy =8 =1{0,9,10,11,...}, h(S,) = 6,
2.8, =1{0,6,9,10,11,..}, h(Sy) = 5

3. 85 ={0,5,6,9,10,11,...}, h(S2) nao existe e portanto Sy pertence a MaximalcL(7,8)).
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4.4 DECOMPOSICAO DE UM SEMIGRUPO NUMERICO EM
IRREDUTIVEIS

Nessa secao vamos apresentar um algoritmo para calcular uma decomposicao de um dado
semigrupo numérico em semigrupos numeéricos irredutiveis. Além disso, vamos mostrar também
como obter decomposicoes “minimas”.

Seja S um semigrupo numérico qualquer. Se S nao ¢é irredutivel, entao existe S; e S
propriamentes contidos tais que S = 57 N S;. Podemos pensar novamente se S e Sy nao sao
irredutiveis e escrevé-los como uma intersecao de semigrupos numéricos. Podemos repetir esse
processo exaustivamente, mas por uma quantidade finita de vezes, desde que todo semigrupo
numérico que aparecer nesse processo contém S e O(S) € finito. Assim, conseguimos o seguinte

resultado.

Proposicao 28. Todo semigrupo numérico pode ser expresso como uma intersecao finita de

semigrupos numéricos irredutiveis.

Ja temos um procedimento para construir O(S), como dado no Exemplo 24, baseado no
célculo do conjunto SG(S). Durante esse procedimento, podemos escolher semigrupos com no
méaximo uma lacuna especial e como visto no Corolario 20, estes sao sobresemigrupos irreduti-

veis de S. Denotamos por
J ={T € O(9)|T¢ irredutivel}.

Segue que S = Npegs)T. Podemos remover dessa intersecao alguns elementos que nao
sao minimais com respeito a inclusao de conjuntos, e os semigrupos resultantes permanecerem

inalterados. Logo, teremos o seguinte resultado.

Proposicao 29. Seja S um semigrupo numérico e tome
{S1,.... Sn} = Minimalscd(S).

Entao, S=5N---NS,.

Quando olhamos para o menor inteiro n tal que S = S;N---NS,, com Sy, ..., 5, € J(S5), é

suficiente procurar entre as decomposi¢oes com com elementos em Minimalscd(S).

Proposicao 30. Seja S um semigrupo numérico. Se S = S;N---NS,, com Sy, ...,.S, € J(S),
entio existem S7 M ---N S € J(S) tais que

S=8n---nNS.

Demonstracao. Para todo i € {1,...,n}, se S; ndo pertence a Minimalsc(J(S)), entdo tome
Si e Minimalsc(3(5)) tal que S C S; e o resultado segue. O

A préxima proposicao nos da uma ideia sobre quais semigrupos devem aparecer em uma

decomposi¢ao minima.
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Proposicao 31. Seja S um semigrupo numérico e tome Sy, ...,.S, € O(S). Sao equivalentes:
1. S=85N---NSy,;
2. para todo h € SG(S), existe i € {1,...,n} tal que h € S;.

Demonstragao. 1) = 2) Se h € SG(S), entao h € S e portanto h ¢ S; para algum ¢ € {1,...,n}.
2) = 1)Se S C S N---NS,, entdo pelo Lema 25, h = max((SyN--- NS, \ S) esta em
SG(S), e em todos os S;, que contradiz a hipotese. ]

Nos conseguimos calcular Minimalsc(3(S)) = {S1, ..., S, }. Para todo i € {1,...,n}, defina
C(S;) ={h € SG(S)|h inS;}.
Pela Proposicao 35 temos que
S =S5;,N---NS; se, esomente se, C(S;,)U---UC(S;.)=5G(9).

A partir dos resultados acima podemos obter um método para calcular a decomposicao de
S como intersecao de semigrupos numéricos com o menor nimero possivel de componentes.

Para um conjunto Y, uitilizaremos #Y para denotar sua cardinalidade.
Algoritmo 1. 1. Encontre o conjunto SG(S).
2. Definal =2 eC=2S5.

3. Para todo S' € C, encontre (usando a Proposi¢io 25 todos os semigrupos S tais que
#(S\S) = 1. Remova S’ de C. Tome B o conjunto formado pelos semigrupos construidos

dessa forma.
4. Remova de B os semigrupos S" que cumprem SG(S) C 5'.
5. Remova de B os semigrupos S’ tal que existem SelcomSCSs.
6. Defina C = {S" € B|S'nao € irredutivel}.
7. Defina I = 1U{S" € B|S’é irredutivel}.
8. Se C' # & vai para o passo 3.
9. Para todo S € I encontre C(S).

10. Escolha {5, ..., S;} tais que r é minimo cumprindo que
C(S))U---ul(S,) =SG(9) .

11. Retorne Sy, ..., S,.

Agora vamos ilustrar esse método com um exemplo.
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Exemplo 26. Vamos considerar novamente o semigrupo S = (5,6,8). Temos que SG(S) =
{7,9}. Realizando as etapas do algoritmo temos que I = {(5,6,7,8)} e C = {(5,6,7,8,9)}.
Desde que C' # &, voltamos ao passo 3 e obtemos que I = {(5,6,7,8),(3,5),(4,5,6)} e C = &.

O passo 8 resulta

O(<57 6,7, 8>) = {9}7 O(<37 5)) = {7}7 O(<47 9, 6>) = {7}
As decomposi¢oes minimais de S sao

S = (5,6,7,8) N (3,5)

S =(5,6,7,8) N (4,5,6).

Dado um semigrupo numérico, podemos considerar dois tipos de minimalidade de uma de-
composi¢ao deste semigrupo numérico em inrredutiveis. O primeiro é em termos de carnalidade,
que é minima no sentido de ser o menor ntimero possivel de irredutiveis que aparecem na de-
composicao. O segundo é em termos de redundéancia, este é, a decomposi¢cao minima se nenhum
semigrupo envolvido é redudante ( ndo pode ser eliminado e a interse¢ao restante é a mesma),
em outras palavras, nao pode ser refinado em uma menor decomposicao. Ambos conceitos nao
coincidem. Claramente a decomposi¢cao com o menor nimero de irredutiveis envolvidos nao
pode ser refinada. Contudo essas decomposicoes nao podem ser refinadas com mais irredutiveis

que outras decomposigoes.

4.5 LACUNAS FUNDAMENTAIS DE UM SEMIGRUPO NU-
MERICO

Como vimos na Proposigao 26, se S é um semigrupo numérico, o conjunto SG(S) determina
S até a maximalidade (com respeito a inclusao de conjuntos). Isso nao quer dizer que pode

ser feito de maneira tinica. Podemos encontrar semigrupos numéricos S e T com S # T e

SG(S) = SG(T).
Exemplo 27. Para todo S em {(3,8,13),(4,7,9),(6,7,8,9,11)} , SG(S) = {10}.

Vamos apresentar nessa se¢ao um subconjunto do conjunto das lacunas de um semigrupo
numérico que o determina completamente. Seja S um semigrupo numérico. Dizemos que o
conjunto X de inteiros positivos determina as lacunas de S se S é um semigrupo numérico
méximo (com respeito a inclusdo de conjuntos) tal que X C G(S). Dado X € N denotamos

por D(X) o conjunto de todos os divisores positivos de todos os elementos de X tais que
D(X) = {a € N|a divide algumz € X'}
Proposicao 32. Seja S um conjunto finito de inteiros positivos. Sao equivalentes:

1. o conjunto X determina as lacunas de um semigrupo numeérico;
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2. N\ D(X) é um semigrupo numeérico.

Se essas condigoes se mantiverem, entao X determina as lacunas de um semigrupo numeérico

N\ D(X).

Demonstragao. 1) = 2) Seja S o semigrupo numérico que cuja lacunas sao determinadas por X.
Desde que X C G(S), temos que D(X) C G(S) e portanto S € N\ D(X). Tome a € N\ D(X).
Entao S" = (a,mazx(X)+1,...) € um semigrupo numérico tal que X C G(S’), e a partir da
definigao de S, temos que S" C S. Consequentemente a € S e isso prova que N\ D(X) = S.
Em particular obtemos que N\ D(X) é um semigrupo numeérico.

2) = 1) E claro que N\ D(X) é um semigrupo numérico do qual as lacunas sdo determinadas
por X. O

Proposicao 33. Seja S um semigrupo numérico e tome X um subconjunto de G(S). Sao

equivalentes:
1. X determina as lacunas de S;
2. para todo a € N, se a € G(S) e {2a,3a} C S, entdo a € X.

Demonstracao. Se S determina as lacunas de S, entao aplicando a Proposicao 32, temos que
S =N\ D(X), e consequentemente G(S) = D(X). Se a ¢ um elemento de G(5), entdo existe
r € X tal que a|z e portanto ka = z para algum k£ € N. Se além disso assumirmos que
{2a,3a} C S, temos que la € S para todo positivo [ maior do que um. Portanto, k = 1 e
a=x€ X.

Para a outra implicacao, como visto na Proposi¢ao 32, é suficiente mostrar que S = N\ D(X).
Por hipotese X C G(S) e portanto D(X) C G(S). Consequentemente S C N\ D(X). Se a
¢ um inteiro ndo negativo que nao pertence a S, entdo a € G(S). Seja k = max{n € N|na €
G(S)}. Seque que ka € G(S) e {2ka,3ka} C. Isso implica pelas hipotese que ka € X, e
consequentemente a € D(X). Isso prova S =N\ D(X). O

Esse resultado motiva a seguinte definicao. A lacuna z de um semigrupo numérico S é
fundamental se {2x,3x} C S. Vamos denotar por FG(S) o conjunto das lacunas fundamentais
de S.

Exemplo 28. Seja S = (5,8,9) = {0,5,8,9,10,13,14, ...}. Entao FG(S) = {7,11,12}.
Com essa nova notagao podemos reescrever a Proposigao 33.

Corolario 23. Seja S um semigrupo numérico e tome X um subconjunto de G(S). Entao, X

determina as lacunas de S se, e somente se, FG(S) C X.

Para um semigrupo numeérico S, F'G(S) ¢é justamente o menor (com respeito a inclusao de
conjuntos) subconjunto de G(S) determinando as lacunas de S. Dois elementos diferentes de

FG(S) nao sao comparéveis com respeito a relagao de divisibilidade.

Proposicao 34. Seja X um subconjunto finito de N\ {0}. Sao equivalentes:
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1. existe um semigrupo numérico tal que FG(S) = X;
2. N\ D(X) é um semigrupo numérico e x 1y para todo x,y € X tal que x # y.

Demonstragao. 1) = 2). Ja foi provado.

2) = 1). Se S = N\ D(X) é um semigrupo numérico, entdo X determina suas lacunas.
Além disso, aplicando o corolario 23 temos que FG(S) C X. Pelas hipotése z { y para todos
z,y € S, x # y, temos que {2x,3x} N D(X) ¢é vazia. Portanto z € G(S) e {2z,3z} subsetS.
Isso significa que x € FG(S). O

Seja S um semigrupo numérico e tome z € SG(S). Entdo 3z = x4+ 2z € S, 2z € S por
definigdo. Consequentemente SG(S) C FG(S). Além disso, a condigdo = + s € S para todo

s € S* implica que os elementos de SG(S) sao méaximos em FG(S) com respeito a ordem <g.
Proposicao 35. Seja S um semigrupo numérico. Entao
SG(S) = Maximals<sFG(S5).
Com isso o Corolario 20 pode ser reformulado.

Corolario 24. Seja S um semigrupo numérico. FEntao S € irredutivel se e somente se

Mazximals<sFG(S) tem apenas um elemento.

O conjunto das lacunas fundamentais de um semigrupo numérico da uma alternativa para

construir o conjunto de todas os sobre-semigrupos.
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