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RESUMO

O controle de vibragdes é um campo importante no estudo das estruturas, e uma das formas
frequentemente empregadas para mitigar as oscilagdes estruturais é o controle passivo
utilizando materiais viscoeldsticos. As propriedades desses materiais sdo fortemente
dependentes de fatores ambientais, principalmente da temperatura e frequéncia de excitagao,
de forma que os modelos para a caracterizacdo do comportamento dindmico desses devem
ser capazes de representar essa dependéncia. Nesse sentido, este trabalho apresenta a
aplicacdo de um modelo de derivadas fracionérias melhorado na andlise no dominio do tempo
de algumas estruturas tratadas com material viscoeldstico, e a aplicacdo de um método de
redu¢do de modelo. Para tal, é feita a modelagem em elementos finitos de dois tipos de
estruturas: uma viga e um portico. Os efeitos viscoeldsticos foram incorporados através do
MDF, que € capaz de eliminar a autodependéncia do campo de tensdes mediante a inclusdo
de um termo de recorréncia, o que diminui o custo computacional. Por meio desse
procedimento foi possivel representar o comportamento transiente da estrutura e analisar a
influéncia de diversas variacdes paramétricas. As simula¢des numéricas apresentadas neste
trabalho demonstram a eficicia do modelo e da técnica de redugdo, que foi capaz de reduzir
o tempo de andlise computacional em cerca de 95%. Vale aludir que essa reducio pode ser
ainda maior em estruturas mais complexas de interesse industrial. Ademais, o método de
redu¢do de modelos aplicado nao se restringe a estruturas dotadas de amortecimento

viscoeldstico, pode ser utilizado na andlise de outros sistemas dinamicos.

Palavras-chave: Controle de vibracio; Material Viscoelastico; Método dos Elementos Finitos;

Calculo Fracionario; Redugao de Modelo.
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NUNES, E. P. Transient analysis of systems treated with viscoelastic materials through
an improved fractional derivative model and a reduction technique. 2020. 78 p. MSc.
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ABSTRACT

Vibration control is an important field in the study of structures, and one of the ways often
used to mitigate structural oscillations is passive control using viscoelastic materials. The
properties of these materials are strongly dependent on environmental factors, mainly on the
temperature and frequency of excitation, so that the models for the characterization of their
dynamic behavior must be able to represent this dependence. In this sense, this work presents
the application of an improved fractional derivative model in the time domain analysis of
some structures treated with viscoelastic material, and the application of a model reduction
technique. To this purpose, finite element modeling of two types of structures: a beam and a
frame is carried out. The viscoelastic effects were incorporated through the FDM, capable
of eliminating self-dependence in the stress field by including a recurrence term, which
reduces the computational cost. Through this procedure it was possible to represent the
transient behavior of the structure and analyze the influence of several parametric
variations. The numerical simulations presented in this work demonstrate the effectiveness
of the model and the reduction technique, which was able to reduce the computational
analysis time in about 95%. It is worth mentioning that this reduction may be even greater
in more complex structures of industrial interest. In addition, the model reduction method

presented can be used in other dynamic systems that do not have viscoelastic damping.

Keywords: Vibration Control; Viscoelastic Material; Finite Element Method; Fractional

Calculus; Model Reduction.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1.  JUSTIFICATIVAS E CONTEXTO DO ESTUDO

Desde a revolugao cientifica, ocorrida por volta do ano 1500, o mundo tem evoluido
de forma jamais evidenciada anteriormente (HARARI, 2018). A humanidade cresceu em
populacdo, em produtividade e em consumo; edificacdes cada vez mais altas e suntuosas sao
construidas; veiculos aeroespaciais, inconcebiveis hd algum tempo, alcangam velocidades e
distancias maiores; automodveis mais potentes, seguros e confortaveis sdao desenvolvidos.
Esses sdo alguns poucos exemplos de como os seres humanos t€ém evoluido em conhecimento
e inovagdo tecnoldgica. Todo esse progresso, no entanto, s6 tem se tornado possivel mediante

os avang¢os também realizados na area da Engenharia de Estruturas.

Novas criagdes muitas vezes demandam estruturas mais resistentes com o menor
peso, e o desenvolvimento de novos materiais, como 0s compoésitos, tem tornado isso
possivel. A reducdo de massa nas estruturas, no entanto, reduz seu amortecimento inerente,
gerando vibragdes normalmente indesejadas e que podem ocasionar diversos inconvenientes,
como o desgaste excessivo em mancais, formacdo de trincas, afrouxamento de parafusos,
falhas estruturais e mecanicas, manutencdo frequente em mdquinas, mal funcionamento de

equipamentos eletronicos, entre outros (RAO, 2011).

Sendo assim, o controle de vibracdo é um campo de estudo importante na Engenharia
de Estruturas, e pode ser realizado através de técnicas de controle ativo, passivo, semiativo e
hibrido. O controle ativo se dd quando se aplicam forcas no sistema através de atuadores, a

fim de se produzir um sinal fora de fase, de modo a cancelar a perturbagdo, havendo, portanto,



a dependéncia de um suprimento externo de energia (RAO, 2003). O controle passivo, de
forma oposta, é tipicamente independente de fontes de energia exteriores, consistindo na
alteracdo de parametros fisicos da estrutura (INMAN, 2006). Os controles semiativo e
hibrido possuem caracteristicas intermedidrias dos dois anteriores. O primeiro se caracteriza
pela utilizag¢do de fontes externas para alterar propriedades mecanicas do sistema que atuara
de forma passiva (RAO, 2003); o segundo é uma combinacdo de ambos e atua de forma
passiva algumas vezes e ativamente nos momentos em que o controle puramente passivo
perde sua eficacia (BENEVELI, 2002). A Fig. 1.1 ilustra esquematicamente as classes de

controle existentes bem como alguns exemplos de técnicas.

Técnicas de Controle de Vibragio

v v v v

Ativo Semiatrvo Hibrido Paszivo
Materiaiz com memoria
Amortecedores de massa | |de forma; Amortecedores
. . Amortecedor de camada o
ativo; Fluidos dindmicos;

constrita ativa (ACLD.

Atvadores Plezoelétricos. | |magnetorreclogicos; Materiaiz viscoelasticos.

Fluidos eletrorrecldgicos.

Figura 1.1 — Técnicas de controle de vibragdes

O controle passivo, apesar de ser a forma mais simples, € normalmente o meio mais
eficiente de controlar vibracdes em estruturas (INMAN, 2006). Dentre as técnicas existentes
nessa classe, ha o uso das propriedades de dissipacdo de energia dos materiais viscoeldsticos
para mitigar as oscilacdes. De acordo com Cunha-Filho (2015), o uso desses materiais no
controle de vibragdes pode ser feito de duas formas: através de camadas superficiais ou por
meio de sistemas discretos. O primeiro modo, que é estudado neste trabalho, trata-se da
aplicacdo de uma camada de material viscoeldstico sobre a superficie da estrutura cuja
vibracdo deve ser mitigada. Essa camada pode ser livre ou restringida através da adi¢do de
uma segunda camada com propriedades eldsticas, conforme se observa na Fig. 1.2. A
utilizacdo da camada restringente intensifica a dissipacdo de energia, uma vez que introduz
no material viscoeldstico tensdes cisalhantes. O segundo modo, a técnica de sistemas
discretos, como o proprio nome indica, baseia-se no posicionamento de absorvedores

constituidos de um elemento viscoeldstico e uma massa em pontos criticos da estrutura, a



Fig. 1.2 ¢) ilustra essa técnica. Essas formas de tratamentos usando os materiais

viscoeldasticos sdo utilizados em diversas aplicagdes.

|___Camada restringente |
Camada viscoelastica | Camada viscoelastica
Camada base Camada base Viscoelastico
a) b) c)

Figura 1.2 — tratamento com a) camada livre, b) camada restringente e c¢) absorvedores
viscoeldsticos

Na construgdo civil, os materiais viscoeldsticos podem ser utilizados a fim de atenuar
a a¢do do vento ou de terremotos em grandes construgdes. Edificios como o antigo World
Trade Center em Nova Iorque e o Columbia Center em Seattle foram projetados com um
sistema de amortecimento que faz uso desse tipo de material (KHOSHRAFTAR, 2016). A

Fig. 1.3 apresenta uma ilustragdo dos amortecedores utilizados.

E Fi2
v +
© ,)SJ O Placa de aco
7
Placa central _ g . Material viscoel4stico ﬂ
o’
F
a) b)

Figura 1.3 — Sistema de amortecimento viscoeldstico utilizado no World Trade Center e no

Columbia Center: a) amortecedores € b) esquema de posicionamento na estrutura. Adaptado

de Khoshraftar (2016)
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Nos veiculos aeronduticos, a medida que se movem mais rdpido, instabilidades
aeroelasticas podem vir a ocorrer. Com o aumento da velocidade e devido a interagdo entre
forcas eldsticas, aerodindmicas e inerciais, hd uma diminui¢do na dissipacdo de energia do
sistema, que se torna nula ao se alcancar determinada velocidade critica, momento em que
as oscilagdes se tornam puramente harmonicas. A esse fendmeno da-se o nome de flutter,
uma instabilidade autoexcitada e potencialmente catastréfica. Dentre as alternativas para se
retardar a ocorréncia desse fendmeno, o controle de vibragdes com estruturas sanduiches

empregando materiais viscoeldsticos pode ser utilizado.

Nas inddstrias automotiva, naval e ferrovidria, o controle de vibragdes € importante
ndo apenas para fins estruturais, mas também para o conforto fisico e acustico dos ocupantes.
Cerca de 90% do ruido no interior de um automodvel € proveniente de irregularidades nas
rodovias, oscilagdes no motor e nos sistemas de transmissao e de condicionamento térmico,
entre outros (RAQO, 2003) e pode ser mitigado através do controle de vibracdes utilizando

frequentemente materiais viscoelasticos.

Além das aplicagdes ja citadas, o controle de vibracdes utilizando materiais
viscoelasticos € empregado na industria petrolifera para atenuar os movimentos oscilatérios
em risers e dutos em geral (BORGES et al., 2011). Ademais, os modelos de caracterizacao
destes materiais também sido importantes na Engenharia Biomecanica, uma vez que grande
parte dos tecidos humanos e biomateriais podem ser bem modelados através de suas

propriedades viscoelasticas (COUSSOT et al., 2009).

Diante da ampla aplicabilidade dos materiais viscoeldsticos, estudos que se propdem
a desenvolver novos modelos, ou melhorar aqueles ja usados na caracterizacdo desses
materiais sdo de grande relevancia, sobretudo quando se trabalha dominio do tempo, onde as
andlises sdo mais complicadas e computacionalmente mais custosas. Além disso, modelos
em elementos finitos para aplicagdes industriais que fazem uso de amortecimento
viscoeldstico sdo normalmente muito complexos, €, mesmo com o desenvolvimento de
modelos mais eficientes, comumente se faz necessdria a aplicacdo de algum método de
reducdo de modelo, a fim de tornar o uso do MEF (método dos elementos finitos) vidvel.
Nesse sentido, o estudo de novas técnicas de redu¢do de modelo, bem como o
aperfeicoamento e melhor entendimento daquelas j existentes também siao de considerdvel

importancia.



Vale aludir que esta pesquisa foi desenvolvida no Laboratério de Mecénica de
Estruturas (LMEst) da Universidade Federal de Uberlandia (UFU), sendo uma continuidade
de outros trabalhos ja realizadas nesse mesmo laboratério que tem ampla experiéncia na drea
de controle de vibragdes mecanicas utilizando nido apenas materiais viscoeldsticos mas
também outros tipos de tratamentos com materiais piezoelétricos, ligas de memoria de forma,

fluidos magnetorreoldgicos, entre outros.

No que tange aos estudos mais recentes do LMEst acerca dos materiais viscoelasticos,
podem ser citados os trabalhos de Gongalves (2018), que analisou o aumento da vida em
fadiga de sistemas dindmicos tratados com esses materiais; Briend (2017), que aplicou um
método de reducdo de modelos em elementos finitos a sistemas aeroviscoeldsticos para a
predicdo do fendmeno de flutter; e Cunha-Filho (2019), que também estudou o flutter,
empregando o controle passivo de vibragdes de forma a retardar a ocorréncia desse fendmeno
e analisou os efeitos viscoeldsticos por meio de um modelo de derivadas fracionadas
melhorado. Esta dissertagdo se alinha aos trabalhos anteriores e € uma continuagdo das

pesquisas de Briend (2017) e Cunha-Filho (2019).

1.2.  OBJETIVOS

O alto custo computacional € uma das limitagdes na modelagem de sistemas
complexos tratados com materiais viscoeldsticos, o que motiva o desenvolvimento de
modelos mais eficientes e a utilizacdo de técnicas de reducao de modelo. No entanto, sdo
raros os trabalhos disponiveis na literatura que abordam a redu¢ido de modelos aplicados a
estruturas dotadas de amortecimento viscoeldstico no dominio do tempo utilizando um
modelo MDF (Modelo de derivadas fraciondrias). Nesse sentido, esta pesquisa tem como
objetivo preencher um pouco essa lacuna, aplicando uma técnica de reducao de modelos no
dominio do tempo baseada na resposta transiente do préprio sistema ao MDF com

recorréncia.
De forma especifica, objetiva-se:

e Aplicar o cdlculo fraciondrio a descricdo da lei constitutiva do material
viscoelastico;
e Discretizar em elementos finitos a estrutura analisada e posterior incorporacao

do novo modelo MDF com recorréncia;



e Aplicar a técnica de redu¢do de modelos proposta ao sistema viscoeldstico e
comparacdo entre as respostas dos modelos reduzido e completo para fins de

verificacdo da efici€ncia e acurdcia do método.

1.3. ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Além deste primeiro capitulo onde € feita a introducdo do trabalho, apresentando o
contexto em que este estudo se insere, suas justificativas e seus objetivos, esta dissertagao

estd organizada em sete capitulos conforme se segue.

O segundo capitulo dedica-se a revisdo da literatura, onde se expde a teoria acerca
dos materiais viscoeldsticos, apresentando suas principais caracteristicas, a teoria da
viscoelasticidade linear e os principais modelos de caracterizagdo do comportamento
dindmico, sobretudo o MDF. Em seguida discorre-se brevemente ainda sobre o célculo

fraciondrio e suas aplicacoes.

O terceiro capitulo inicia com um breve estado da arte sobre a aplica¢do do cédlculo
fraciondrio a viscoelasticidade. Em seguida apresenta o desenvolvimento da lei constitutiva
tridimensional do material viscoeldstico baseada nos conceitos de tensores hidrostaticos e de
desvio e, a partir desta, desenvolve-se a férmula da recorréncia utilizada para eliminar a auto
dependéncia do campo de tensdes. Posteriormente € apresentado um ajuste de curvas a fim
de determinar os pardmetros a serem utilizados no modelo. Finalmente a lei constitutiva

tridimensional é simplificada para a aplicagdo em vigas.

O quarto capitulo expde a modelagem em EFs (elementos finitos) de vigas
multicamadas, apresentando as relacdes cinemadticas, as matrizes de massa e rigidez e todo o
desenvolvimento até se determinar a equacdo do movimento para o sistema incorporando o
MDF da recorréncia ao modelo em elementos finitos. Essa formulacdo é posteriormente

estendida para estruturas de porticos.

O quinto capitulo inicia com uma breve revisdo dos estudos anteriores acerca das
técnicas de reducdo de modelo no dominio do tempo. Em seguida, a técnica VRI (vetores de
resposta ao impulso) e sua aplicacdo na andlise transiente de estruturas tratadas com material

viscoeldstico sdo apresentados.



O sexto capitulo apresenta as simula¢des numéricas realizadas neste trabalho, através
das quais se investiga a eficiéncia e acurdcia do MDF com a férmula da recorréncia por meio
da comparacdo com dois dos modelos mais utilizados na literatura para a andlise transiente
de sistemas viscoeldsticos. Sdo investigadas também a influéncia de variacdes de pardmetros
geométricos e fisicos nas respostas dindmicas do sistema. Nesse capitulo sdo apresentados
ainda os resultados da aplicacdo da técnica de redu¢do de modelos as estruturas de viga e

portico.

Por fim, o sétimo capitulo apresenta as conclusdes gerais, algumas recomendagdes

para trabalhos futuros e as publica¢des realizadas até o momento.

Além desses sete capitulos, € incluido um apéndice ao final deste texto a fim de se

explicar com maiores detalhes a formulacdo em EFs.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo é apresentado primeiramente uma revisao sobre a viscoelasticidade
linear, abordando o comportamento desses materiais e alguns dos principais modelos usados
para sua caracterizagdo. Em seguida, abordam-se a evolugdo do célculo fraciondrio e suas
aplicacoes em Engenharia. Informa¢des complementares sobre a viscoelasticidade podem ser
encontradas em Zhou et al. (2016), Jones (2001) e Nashif et al. (1985). No que diz respeito
ao célculo fraciondrio, um panorama mais completo pode ser encontrado em Miller e Ross

(1993), Debnath (2004), Oliveira (2010) e Herrmann (2018).

2.1. FUNDAMENTOS DA VISCOELASTICIDADE LINEAR

Os materiais viscoeldsticos sdo materiais que quando solicitados mecanicamente
exibem comportamento elastico e viscoso. Um desafio ao se modelar o comportamento de
tais materiais € o fato de suas propriedades mecanicas serem fortemente dependentes de
fatores ambientais e operacionais, principalmente da temperatura e da frequéncia de
excitacdo. Na Fig. 2.1 € possivel observar que os materiais viscoeldsticos se apresentam em
quatro estados diferentes conforme sua temperatura varia, quais sejam: o estado vitreo, no
qual o médulo de armazenamento tem valor elevado, variando pouco com a temperatura, € o
fator de perda cresce substancialmente; o estado de transicdo, onde hd um decréscimo
considerdvel do médulo de armazenamento, e o fator de perda atinge seu valor mdximo; o
estado de borracha, em que ha pouca variacdo das propriedades do material com a
temperatura; e o estado de fluido, que € tipico de poucos materiais e tem normalmente pouca

aplicabilidade em projetos (NASHIF et al., 1985).



Maédulo de armazenamento, E
Fator de perda, n

Regido Regido de I Regifio de Regido
vitrea transi¢cdo Iborracha :de fluido
Temperatura

Figura 2.1 — Varia¢do do médulo de armazenamento e do fator de perda com a temperatura.

Adaptado de Nashif ef al. (1985)

Quanto a frequéncia, seu principal efeito sobre as propriedades do material
viscoelastico € o aumento do modulo de armazenamento, conforme se observa na Fig. 2.2.
Através dessa figura, € possivel notar também que a frequéncia tem um efeito inverso ao da
temperatura. Nashif er al. (1985) afirmam que esse fendmeno € um dos aspectos mais
importantes da viscoelasticidade linear, uma vez que através dele € possivel estabelecer o
principio da superposi¢do frequéncia-temperatura (PSFT), o qual possibilita a transformagao
das propriedades viscoeldsticas do dominio da temperatura para o da frequéncia e vice-versa.
A Fig. 2.2 mostra ainda uma caracteristica interessante: o fator de perda possui inicialmente
valores muito baixos que aumentam com a frequéncia, chegando a um valor mdximo e passa
a decrescer a frequéncias excessivamente altas; desse comportamento € possivel perceber
que os materiais viscoeldsticos ndo sdo muito eficientes quanto ao controle de vibracdes a
frequéncias extremamente baixas. De fato, ha na literatura trabalhos que aplicam a

viscoelasticidade ao controle hibrido, de modo que o controle ativo atua a baixas frequéncias

e o material viscoeldstico nas frequéncias mais altas (WANG, 2001).
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Médulo de armazenamento, E
Fator de perda, n

Frequéncia (escala logaritmica)

Figura 2.2 — Variagdo do médulo de armazenamento e do fator de perda com a frequéncia.

Adaptado de Nashif ef al. (1985)

Quanto ao comportamento temporal, os materiais viscoeldsticos quando solicitados
mecanicamente se comportam de forma intermedidria entre um sélido eldstico e um fluido
viscoso. Os materiais eldsticos obedecem a lei de Hooke e, mediante a aplicagdo de uma
tensdo, se deformam praticamente de forma instantanea e, quando a aplicagcdo da carga cessa,
o material recupera sua forma anterior indeformada. Os materiais viscosos, por outro lado,
se deformam continuamente enquanto a tensdo ¢ aplicada e ndo ha qualquer recuperagdo ap6s
a retirada da solicitagdo. Nos materiais viscoeldsticos, por sua vez, a aplicagdo da carga
resulta em uma deformacgdo eldstica instantinea e uma deformacdo aneldstica, que &
dependente do tempo. Uma vez que a carga € retirada, a deformagao € recuperada e o material
retorna a sua configuracdo inicial, essa recuperacdo, no entanto, também ndo ocorre
instantaneamente. Dessa forma, a viscoelasticidade pode ser definida como a caracteristica

que certos materiais possuem de se deformarem através de componentes eldsticas e viscosas.

Conforme reportado por Lima (2007), a caracterizacdo do comportamento temporal
dos materiais viscoeldsticos pode ser feita através de duas fungdes que representam a resposta
do material a dois tipos de solicitacdes. Sdo elas a funcdo fluéncia, que caracteriza a
deformagdo do material submetido a uma tensdo constante e a fungdo relaxacio, que descreve
a tensdo do material sujeito a uma deformagdo constante. Ambas as funcdes sdo expressas,

respectivamente, pelas Eqgs. 2.1 e 2.2, e ilustradas na Fig. 2.3.
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F(c,,1) = ? 2.1)
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Figura 2.3 — Comportamento temporal: a) fluéncia e b) relaxa¢do. Adaptado de Lima (2007)

Do comportamento temporal caracterizado pelas func¢des fluéncia e relaxagdo advém
o efeito de memoria dos materiais viscoeldsticos e a necessidade de se conhecer o histérico
do carregamento. Como uma consequéncia do principio da superposi¢do de Boltzmann (a
influéncia das tensdes ou deformagdes impostas sobre o material pode ser superpostas no
regime linear), as variagdoes futuras no carregamento sdo sobrepostas as solicitacdes
anteriores, de forma que todos os estados de tensdo ou deformagdo passados contribuirdo
para o comportamento do material viscoeldstico. Nesse sentido, o campo de tensdes pode ser

expresso por meio de uma integral de convolugio da forma:

o(t) = j E(t - 1)e(t)dr (2.3)



2.2. MODELOS VISCOELASTICOS

Os primeiros modelos para descrever o comportamento dos materiais viscoelasticos
comegaram a ser desenvolvidos no final do século XIX e foram modelos unidimensionais
mais simples, representados por associa¢des de molas e amortecedores. Essa classe inclui os
modelos de Maxwell, Kelvin-Voigt e Zener (também denominado modelo linear padrio). As
formulagdes de Maxwell e Kelvin-Voigt, no entanto, ndo eram capazes de representar os
fendmenos de fluéncia e relaxac@o dos materiais viscoeldsticos, € 0 modelo de Zener, para o
qual a rela¢do tensdo-deformacdo € dada pela Eq. 2.4 cujos parametros seguem a Eq. 2.5, foi
considerado a primeira aproximagdo ao comportamento desses materiais (LIMA, 2007). A

Fig. 2.2 ilustra esquematicamente esses trés modelos.

a) b) c)
Maxwell Kelvin-Voigt Zener

MT o

Figura 2.4 — Representa¢cdo dos modelos cldssicos

cs+a—:E08+bE (2.4)
dt
2.5
P E, = EE, - b= Eu (2.5)
E +E, E,+E, E,+E,

Os modelos simples podem ser combinados formando os modelos generalizados, que

expressam com melhor precisdo o comportamento do material viscoeldsticos, no entanto, sdo

12



mais complexos, geram equagdes diferenciais de ordens maiores, e hd mais parimetros a
serem encontrados experimentalmente. A Figura 2.5 ilustra os modelos de Maxwell e de

Kelvin-Voigt generalizados.

a) Maxwell generalizado

I

e M
. ) ‘—'\I/I_\/\ﬁ_{

Figura 2.5 — Modelos generalizados

Uma outra abordagem, similar ao que se observa pela lei de Hooke para a elasticidade,
consiste em relacionar tensdo e deformagdo através de um modulo. Para a viscoelasticidade
linear, no entanto, esse médulo contém uma componente imagindria ¢ ¢ denominado médulo

complexo. Com efeito, assumindo que o material estd sujeito a solicitagdes harmonicas do
tipo o(t) = Goeimt e g(t)= Soem , e utilizando o modelo de Zener definido na Eq. 2.4, ¢ possivel

encontrar a Eq. 2.6, onde a relacdo tensdo-deformacio € expressa em termos de valores reais
e complexos. Esta tltima equacdo pode ser escrita na forma da Eq. 2.7, em que E’(0) e E”’(®)

sdo, respectivamente, os médulos de armazenamento e de perda.

E importante salientar que os valores para os médulos de perda descritos através do
modelo linear padrdo (ver Eq. 2.7) apresentam uma varia¢do com a frequéncia de forma mais
rdpida do que normalmente se observa nos materiais reais (NASHIF ef al., 1985). O médulo
complexo ¢ normalmente escrito na forma da Eq. 2.8, onde n(w) € o fator de perda, obtido

pela relac@o entre ambos os modulos.
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(EO +bioaj (2.6)
o, =| — |¢
I+aio

e e . _ B, +abw? w o _ b—aE 2.7)
o, =[E'(®) +iE"(®)]e,, ComE(w)_loﬂl—%)Z e E"(®) —m
E(®w) =[1+in(®)]E'(®) 2.8)

O médulo complexo é um método muito utilizado para representar o comportamento
de materiais viscoeldsticos no dominio da frequéncia, mas com limita¢cdes quando aplicado
no dominio do tempo, como discutido por Nashif ef al. (1985), como problemas na aplica¢io
da transformada inversa de Fourier de sistemas viscoelasticos utilizando este tipo de modelo.
Neste caso, surgiu o modelo de derivadas fracionarias (MDF), introduzido por Bagley e
Torvik (1979) e definido pela Eq. 2.9, onde am, bo € b, sao parametros do modelo e D € o

operador diferencial fracionario com ordens am € Bn definidos entre O e 1.

[1+ iamD“m ]c = (bo + ZN:anB" ]a (2.9)

n=l

(1+a,D")o =(b,+b,D")e (2.10)

Apesar de a primeira vista parecer complexo, o MDF representa de forma adequada
a fisica envolvida no comportamento viscoeldstico que normalmente poucos termos sao
necessarios a caracteriza¢do do material e apenas duas derivadas fraciondria sao suficientes,
conforme a Eq. 2.10 (BAGLEY; TORVIK, 1979; SCHMIDT; GAUL, 2001; ZHOU et al.,
2016; FILHO, 2019). E importante destacar ainda que o MDF ¢ efetivo e itil para descrever
o comportamento dos materiais viscoelasticos também no dominio da frequéncia. Nesse
caso, aplica-se a transformada de Fourier a Eq. 2.10 e determina-se o médulo complexo
baseado nos parametros a, f3, a1, bo € b1, que descreve melhor o comportamento do material

do que aquele expresso pela Eq. 2.7.

Por tudo o que ja foi pontuado, além de sua facil integracdo com o método dos
elementos finitos, o MDF se tornou uma ferramenta importante, relativamente ainda pouco

explorada e que € capaz de gerar bons resultados quando comparados com ensaios
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experimentais (FILHO, 2019). Ademais, de acordo com Zhou et al. (2016, p. 473, tradugdo

nossa),

De todos os modelos matemdticos aplicados a descricdo das propriedades
dindmicas do material viscoeldstico, particularmente nos campos de reducdo e
controle de vibragdo, o MDF provou ser o modelo mais poderoso para simular as
propriedades dindmicas do material viscoeldstico em uma ampla gama de
frequéncias e exigindo poucos parimetros.!

No contexto deste trabalho, o modelo MDF serd melhorado para ser utilizado na
andlise dinamica de sistemas estruturais do tipo vigas sanduiche tratadas com materiais
viscoeldsticos. Existem alguns outros modelos para a caracterizagdo do comportamento dos
materiais viscoeldsticos, como o ATF (Augmenting thermodynamic field), ADF (Anelastic
displacement field) e GHM (Golla-Hughes-McTavis) (NASHIF et al. 1985). Esses modelos
nao serdo utilizados nesse trabalho, por isso ndo serdo abordados. No entanto, informagdes
acerca destes podem ser encontradas em Lesieutre e Mingori (1990), Golla e Hughes (1985)

e McTavish e Hughes (1993).

2.3. 0 CALCULO FRACIONARIO

As primeiras indagacdes acerca do célculo de ordem fracionaria se deram em 1695
em cartas trocadas por Leibniz? e I’Hospital’. Em uma dessas correspondéncias, apds ser
questionado sobre a derivada de ordem %2, Leibniz se referiu a essa como “um paradoxo do
qual, aparentemente, consequéncias iiteis um dia serdo extraidas™.

A partir de entdo, diversos matemdticos como Euler’, Lagrange®, Laplace’, Fourier®

e Lacroix’ se debrucaram sobre o cilculo fraciondrio. Este tltimo estendeu a expressio da

! Of all mathematic models applied to describe the dynamic properties of VDM, particularly in the vibration
reduction and control fields, FDM has proven to be the most powerful model to simulate the dynamic properties
of VDM across a wide range of frequencies and requiring few parameters.

2 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), filésofo e matemadtico alemfo, um dos responsaveis pela criacdo
do célculo de ordem inteira.

3 Guillaume Frangois Antonie I’Hospital (1661 — 1704), matemético francés.

4 Original em francés: “Il y a de l'apparence qu'on tirera un jour des consequences bien utiles de ces
paradoxes”, tradugdo nossa. Em carta de Leibniz a I’Hopital escrita em 30 de setembro de 1695.

3> Leonhard Paul Euler (1707 — 1783), matemético e fisico suigo.

6 Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), matemético italiano.

7 Pierre Simon de Laplace (1749 — 1827), matematico, astrdnomo e fisico francés.

8 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 -1830), matemético francés.

9 Silvestre Francois Lacroix (1765 — 1843), matematico franceés.
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derivada de ordem inteira de uma func¢io de poténcia, obtendo a Eq. (2.11). No entanto, até
aquele momento, os estudos se restringiam ao campo tedrico puro, ainda sem nenhuma

aplicabilidade.

drx™ m!

dx" - (m—-n)!

x"" | meZ, e n<m (2.11)

A primeira aplicacdo do cdlculo de ordem arbitraria, ainda que no campo da
matemdtica, se deu em 1823, quando Abel'® fez uso dessa ferramenta para encontrar a
tautocrona, curva sobre a qual um objeto desliza sem fric¢do e sob a ag¢do da gravidade de
forma que o tempo do deslocamento até seu ponto de minimo independe da sua posicdo de

partida (OLIVEIRA, 2010).

Ap6s quase dez anos de pouco progresso na drea do cilculo fraciondrio, Liouville!!
generalizou a propriedade das derivadas de funcdes exponenciais conforme a Eq. (2.12),
desenvolvendo a Eq. (2.13), conhecida como a primeira férmula de Liouville para a derivada
fraciondria. E importante destacar que, ainda que “célculo fraciondrio” seja o termo mais
difundido, a ordem das derivadas ndo se restringe ao conjunto dos niimeros racionais €, na
férmula de Liouville, a ordem v pode assumir qualquer valor real ou até mesmo complexo.
Posteriormente, Liouville desenvolveu a Eq. (3.14) vdlida para derivadas fraciondrias de

funcdes de poténcia com expoentes negativos.

f(x)=) ce*, a ek, (2.12)
n=0
df(X) &y ax
=>cae" 2.13
dx" ; o (2.13)

d’ -a (_1)V1"(a + V) —a-v
—X =X

, a>0 (2.14)
dx" I'(a)

19 Niels Henrik Abel (1802 — 1829), matemdtico noruegués.
!1 Joseph Liouville (1809 — 1882), matemético francés.
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Riemann'?

, ainda como estudante de graduacdo, desenvolveu uma teoria para
integrais fracionarias, que foi publicada postumamente em 1892, conforme a Eq. (2.15), em
que W(x) representa uma fun¢do complementar usada a fim de quantificar a divergéncia com
a lei dos expoentes de Lagrange. O uso da fun¢do complementar torna essa expressao
demasiadamente complexa, de forma que a definicdo de integral fraciondria mais utilizada

nos dias atuais, a integral fraciondria de Riemann-Liouville, € dada pela Eq. (2.16), sem a

funcao ¥(x) (MILLER; ROSS, 1993).

Df(x)= %V) [x=0""f (@dt+¥(x) (2.15)

1 * 1
D f(x)= el j (x —t)" ' f(t)dt (2.16)

Em 1867 Griinwald"® introduziu o conceito de limite as derivadas fracionarias,
expressando-as conforme a Eq. (2.17). Esta definicdo € conhecida atualmente como derivada
fracionaria de Griinwald-Letnikov, que é uma importante ferramenta na resolugdo de

problemas numéricos, dada a facilidade de implementacdo em cédigos computacionais.

Hath f(x—j-h) (2.17)

1 & <
D*f(x) =lim— -1 f
) h—0 h* ;‘( ) IrG+nr(a—j+1)

Por muito tempo o cédlculo fraciondrio foi um tema tedrico e seu uso se restringiu ao
célculo da tautécrona por Abel. Na segunda metade do século XX, no entanto, diversos
trabalhos foram publicados e o cdlculo de ordem arbitraria passou a ser aplicado na descri¢ao
de diversos fendmenos fisicos que ndo podem ser formulados adequadamente através dos
métodos convencionais, sobretudo aqueles em que existe o efeito de memdria, i.e., O
comportamento de determinado sistema ndo € descrito apenas pelo estado atual, mas também

pelo histérico de eventos que ocorreram no passado.

12 Georg Friedrich Bernard Riemann (1826 — 1866), matemdtico alemo.
13 Anton Karl Griinwald (1838-1920), matemadtico tcheco.
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Nas dltimas décadas o célculo de ordem arbitraria tem sido aplicado a modelagem de
fenOmenos associados a diversas areas do conhecimento, como a viscoelasticidade linear
(BAGLEY; TORVIK, 1979, 1983a), a mecanica dos fluidos (YANG et al., 2017), a
transferéncia de calor (BROCIEK et al., 2017), a reologia (MAINARDI; SPADA, 2011;
YANG; ZHU, 2011), o transporte difusivo (XU; DENG, 2018), a teoria eletromagnética
(ENGHETA, 1996; TENREIRO MACHADO et al., 2006), as redes neurais (CHEN et al.,
2013), a probabilidade e estatistica (COTTONE et al. 2010). Seu uso atualmente € vasto e se
estende além da Engenharia e das Ciéncias Exatas. H4 na literatura aberta aplicacdes dessa
ferramenta também as dreas de Economia e das Ciéncias Bioldgicas, como se observa no
trabalho de Luo et al. (2018), em que o célculo fraciondrio é usado num modelo de

crescimento econdmico, € em Anastasio (1994), que utiliza um modelo fraciondrio para

descrever a neurodinamica do reflexo vestibulo-ocular.
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CAPITULO 3

MODELO MDF MELHORADO COM A FORMULA DA RECORRENCIA

Este capitulo apresenta o desenvolvimento do novo modelo MDF proposto baseado
na utilizacdo de uma férmula de recorréncia para a representacdo do campo de tensdes de
sistemas viscoeldsticos. Esse modelo tem uma grande vantagem em compara¢ao com 0S
modelos MDF disponiveis na literatura. Uma vez que as tensdes e deformagdes de materiais
viscoelasticos dependem das condi¢des do carregamento em um instante qualquer de tempo
e de todo o seu histérico no tempo, e a lei constituinte que descreve o campo das tensdes
possui uma autodependéncia da tensdo, a recorréncia proposta neste trabalho elimina essa
autodependéncia. Como resultado, o processo de integragdo numérica € mais eficiente, além
de facilitar a sua implementacdo em elementos finitos de sistemas simples a complexos
contendo materiais viscoeldsticos. Nas se¢des que se seguem serdo apresentadas a lei
constitutiva tridimensional baseadas na recorréncia e uma simplificagcdo para a aplicagdo em

problemas bidimensionais como € o caso de vigas sanduiches de interesse deste trabalho.

3.1. ESTUDOS ANTERIORES

Bagley e Torvik foram pioneiros na aplicacdo do cdlculo fraciondrio para tratar
problemas envolvendo a viscoelasticidade. Em seu primeiro trabalho (BAGLEY; TORVIK,
1979), os autores descreveram, através do calculo de ordem arbitraria, a lei constitutiva de
um material viscoeldstico sujeito a um estado uniaxial de tensdes, apontando as vantagens

do MDF em relagdo a modelos cldssicos, como o do médulo complexo. No trabalho seguinte
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(BAGLEY; TORVIK, 1983a), os autores aplicaram o modelo unidimensional a anélise de
uma viga posicionada sobre apoios viscoeldsticos utilizando o MEF. Eles demonstraram que
com poucos parametros era possivel representar o comportamento do material viscoeldstico.
Entretanto, o MDF era até entdo bastante baseado no empirismo e em 1983, um outro artigo
foi publicado (BAGLEY; TORVIK, 1983b), onde foi demonstrada a consisténcia do modelo
com as teorias moleculares de Rouse e Williams, Landel e Ferry. Os estudos de Bagley e
Torvik foram de grande importancia na aplicacio do célculo fraciondrio a sistemas

viscoelasticos, mas se limitavam a estruturas unidimensionais.

Mais tarde, Schmidt e Gaul (2001) utilizaram o conceito de tensores hidrostatico e de
desvio para modelar o comportamento tridimensional de materiais viscoeldsticos através de
um modelo fracionario com quatro parametros. Os autores aplicaram sua formulacdo com o
modelo de elementos finitos de uma viga sanduiche viscoeldstica. O modelo proposto por
Schmidt e Gaul, no entanto, tem a desvantagem de possuir uma autodependéncia do campo
de tensdes, o que eleva significativamente o custo computacional envolvido em andlises
transientes de sistemas viscoeldsticos, principalmente para sistemas mais complexos de

interesse pratico.

Galucio et al. (2004) basearam-se no modelo proposto por Bagley e Torvik (1983a)
e desenvolveram um modelo que elimina a autodependéncia de tensdes através da introdugdo
de uma nova variavel: o chamado deslocamento aneldstico. O modelo dos autores, todavia,

nao € capaz de ser aplicado ao estado tridimensional de tensoes.

Portanto, partindo-se dos trabalhos de Schmidt e Gaul (2001) e Cunha-Filho (2019),
serd apresentado de forma detalhada o desenvolvimento de um modelo tridimensional do
MDF que elimina a autodependéncia do campo de tensdes através de uma férmula de
recorréncia. A aplicacio dessa nova abordagem se mostra bastante promissora, uma vez que
¢ capaz de representar de forma eficiente o comportamento de materiais viscoeldsticos do
ponto de vista computacional, possibilitando sua extensdo para problemas de interesse

prético.

3.2 LEI CONSTITUTIVA TRIDIMENSIONAL

A fim de simplificar o desenvolvimento da lei constitutiva para os materiais

viscoelasticos, os conceitos de tensor hidrostético e desviatdrio sdo aplicados. De acordo com



essa teoria, o estado de tensdes e deformacdes em um ponto qualquer de um meio continuo
pode ser representado através da soma das componentes hidrostaticas (responsaveis por
alteracdes volumétricas) e de desvio (alteracdes de forma), conforme as Egs. (3.1) e (3.2).
Essa abordagem facilita a obtengdo da lei constitutiva, pois cada efeito pode ser analisado

separadamente e posteriormente somados.

to}={onj +iou} 3.1

e} ={enf + o) (3.2)

As parcelas hidrostitica e desviatéria sdo encontradas através da aplicacdo das
matrizes de transformacao dadas pela Eq. (3.5) sobre as tensoes e deformagdes, conforme as

Egs. (3.3) e (3.4).

tonj={o}[T.] tou) ={o}[T.] (33)
tenf =tef T, teaf = e[ L] 34

1 1100 0] 2 -1 -1 0 00

111000 12 <1000

11t 11000 11 =1 2 000
51=3l0 0 0 0 0 o> (%1730 o 0 3 0 0 (3-5)

000000 0 0 0 030

00000 0 0 0 0 00 3

Dessa forma, a lei constitutiva para um modelo com quatro varidveis que, de acordo
com Schmidt e Gaul (2001), ja apresentam boa concordéncia, pode ser descrita para cada um
dos efeitos através das relacdes (3.6) e (3.7). Nessas equagdes, Ko e Go sdo os modulos
volumétrico e de cisalhamento a baixa frequéncia e an, 04, an, a4, bn € bg sdo parametros a
serem determinados através de ajustes de curva (MAKRIS, 1997; SCHMIDT; GAUL, 2001).
E possivel observar que os pardmetros an, a4, bn € ba sdo nulos para um material puramente

eldstico. Para esse caso, verifica-se que essas equagdes sao consistentes com a lei de Hooke.
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o, do‘h

{Gh}+ah(1t_ah{0h}:3K0 {Sh}+3bh(h_ah{8h} (3.6)
d* d*

{Gd}+addt_°‘d{0d} =2G, {e,} +2b, o {&,} (3.7)

Passando as Eqgs. (3.6) e (3.7) para o dominio da frequéncia através da aplicacdo da

transformada de Fourier, as Egs. (3.8) e (3.9) sdo obtidas.

(1+2, (i0)" ){c;}
(1+ad (iw)" ){Gd}

3(K0 +b, (io)" ){8;} (3.8)

2(G0 +b, (i0)" ){gd} (3.9)

A partir das expressdes anteriores, os modulos volumétrico e de cisalhamento sdo

encontrados como segue:

K (io) = {Gh} _ Ko+bh_(ico)°"" (3.10)
3{8h} I+a, (i)™
G'(io) = {62} _ Gy +b, (i)™ (3.11)

2{e,}  1+a, (o)™

As Egs. (3.10) e (3.11) podem ser relacionadas através do Principio da Equivaléncia
Eléstico-Viscoeldstico (PEEV) (CHRISTENSEN, 1982), que assume que as propriedades de
materiais viscoeldsticos lineares no dominio da frequéncia sao eldsticas. A partir da aplicacdo
desse principio, o médulo volumétrico e de cisalhamento complexos se relacionam conforme
a Eq. (3.12). Vale salientar que nesse caso o coeficiente de Poisson é assumido constante,

sendo independente da frequéncia.
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*

K’ (i0) = 2(1+v)

- G (i )
IS R (312)

Comparando as Eqs. (3.10) e (3.12), é possivel relacionar os parametros hidrostéticos

e de desvio como segue:

2(1+v)
K, = 1
=31 (3.13)
2(1+v)

b, = b

" 3(1-2v) G194
o, =0, =0 (3.15)
a,=a,=a (3.16)

Ao se somar as Egs. (3.6) e (3.7) e utilizando as relagdes Eqgs. (3.15) e (3.16), obtém-

se a seguinte expressao:

[0

fo} +a< [0} = (3K, [1,]+26, [T, 2] + (30, [1, ] 2, [Td])i_i{g} (3.17)

A fim de simplificar a notacao, define-se novos parametros [B] e [C], de forma que a

Eq. (3.17) é reescrita da forma:

da

(o} +a S {o} =[Cie}+[B1S

d:; {e} (3.18)

d

onde:
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[B]=3b,[T,]+2b,[T,] (3.19)

[C]=3K,[T,]+2G,[T,] (3.20)

Para avaliar a derivada fraciondria, a defini¢do de Griinwald-Letnikov dada pela Eq.
(2.17), serad usada. Essa formulacdo pode ser aproximada, conforme Schmidt e Gaul (2001),
pela Eq. (3.21), em que Nj indica o numero de tempos passados a serem analisados € Aj;1 sdo
os coeficientes de Griinwald. Esses coeficientes podem ser calculados recursivamente através
da Eq. (3.22). A partir dessa equacdo, € importante observar que a fracio que multiplica o
termo recursivo anterior € sempre menor que um e, portanto, os coeficientes de Griinwald
vao ficando cada vez mais proximos de zero. Isso implica que os eventos passados, quanto

mais longe do tempo presente, t€ém cada vez menos efeito sobre o estado atual.

ZAJHf (t—jat) (3.21)

j=0

_j-o-
]

1A ,comA, =1 (3.22)

Incorporando a formulagao de Griinwald-Letnikov a Eq. (3.18) e realizando algumas
manipulagdes matemadticas, pode-se chegar a Eq. (3.23), onde a notacdo para a dependéncia

temporal é simplificada e indicada por meio de subescrito, i. e., 6; = o(t), por exemplo.

([C]+At‘°‘[B]){st}JfAt_a[B]iAm{81jAt}’ aAt ZAJ“{ “At} (3.23)

— j=1
{Gl} - 1+aAt™

Para simplificar mais ainda a nota¢do, novamente outros parametros sao definidos, de
forma que a lei constitutiva encontrada para o material viscoeldstico possua a forma da Eq.

(3.24). Os novos parametros seguem as Egs. (3.25) a (3.27).
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{o.f= [C] {eg+ [E}iAJH {St—jm} _[A] NZA1+1 {Gr—jm} (3.24)

[(_j] - M (3.25)
1+aAt™
_-  At*[B]
[B] =T (3.26)
— aAt™

Conforme se observa na Eq. (3.24), o campo de tensdes no instante de tempo atual
depende do campo de tensdes nos instantes de tempo passado. Essa autodependéncia serd

eliminada através da introducao da férmula de recorréncia.

3.2.1. A recorréncia

O desenvolvimento da féormula da recorréncia proposta neste trabalho se baseia na
andlise do campo de tensOes em passos de tempo sucessivos, onde € avaliado como o campo
de tensdes anteriores se repetem no calculo das tensdes seguintes. Para o primeiro passo de
tempo tem-se, a partir da Eq. (3.24), a Eq. (3.28). Essa equacdo pode ser reescrita na forma

da Eq. (3.29), onde [B1] é o primeiro termo da recorréncia e segue a Eq. (3.30).

{ow}=[Cl{ewn} (3.28)
{GlAt} = [Bl]{slm} (3.29)

[B,]=[C] (3.30)
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Para o segundo passo de tempo, o campo de tensdes € avaliado novamente a partir da
Eq. (3.24), permitindo obter a Eq. (3.31). Nessa equagdo, incorporando o primeiro termo da
recorréncia e substituindo a Eq. (3.29), chega-se a Eq. (3.32), que pode ser escrita na forma

da Eq. (3.33), onde o segundo termo da recorréncia, [B2], € definido pela Eq. (3.34).

{00} =[Cl{eswn ) +[B]A, {0} [ A]A, {0, } (3.31)
{000} =[B (s} + ([ B]A, -[A]A, [B,]){en} (332)
{sz} :[Bl]{SZAt}+[BZ]{8At} (3.33)

[B,]=[B]A,-[A]A,[B/] (3.34)

Para t=3At, o campo de tensdes ¢ descrito pela Eq. (3.35). Mais uma vez, substituindo
as Egs. (3.29) e (3.33), encontra-se a Eq. (3.36), que pode ser reescrita na forma da Eq. (3.37).
Isto permite definir o terceiro termo da recorréncia dado pela Eq. (3.38). Pode-se notar que

os termos da recorréncia se repetem, permitindo defini-los de uma forma mais genérica.

{o5 )= [C]{e3m}+[]§] A, {82At}—[A]A2 {an}

+[B]As{en) -[A]A, fo4) (3-35)

(o0} =[Cl{end +([B]A ~[A]A[B]) {2} 30
+([BJAB]-[A]A [B.]-[A]A[B]){en) |

{Gm} = [Bl]{83m } + [Bz]{gzm } + [33]{83m} (3.37)

[B,]=[B]A,~[A]A,[B.]-[ A]A[B)] (3.38)

Portanto, para um instante de tempo nAt qualquer, tem-se a Eq. (3.39). Incorporando
os campos de tensdes para os tempos anteriores, obtém-se a Eq. (3.40). Agrupando-se os

termos de forma cronoldgica, nota-se que essa equacdo pode ser escrita da forma (3.41).



Gun} =[ Cl{ew) +[B]As e} [ A] A {0 u ) +-

+[B]A, {g,} [A]A {ou}+[B]A, {e —[A]An{cm} (39
{ nAt} [Bl] nAt I:B]A {S(n I)At}
ATA([B s )+t [Bua ] (Ean ) +[Bus e )) a0

et I:E]An—l {Szm} - [‘K‘] A, ([Bl ] {82At } + [BZ]{SN }) + [E:I A, {gm}
-[A]A, {[B]{ea}]

n—1| n-1 j-1

{ nAt}:[Bl]{ nAt} [E]zAﬁl{g(n—j)At}_[A} Aj+l—i [BHI]{S(n—j)At} (3.41)

= =N

—.

Il
—_
Il
(=}

A partir da Eq. (3.41), pode-se generalizar e escrever a lei constitutiva para o material

viscoeléstico dado pela Eq. (3.42) com a recorréncia dada pela Eq. (3.43).

N,

=B [{Ein (3.42)

=0

j-1

(B J=[BJAL [ A]2 A [Biy] com [B]=[C] (3.43)

i=0

Toda a formulagdo até aqui desenvolvida levou em consideracdo o estado triplo de
tensdes. No entanto, em algumas aplicacdes, algumas tensdes podem ser consideradas nulas.
Nesse caso, a lei constitutiva pode ser simplificada através da utilizacao de matrizes de ordem
menor. Para a aplicacdo em vigas, esse desenvolvimento precisa ser simplificado ainda mais,

a fim de evitar uma abordagem demasiadamente complexa e desnecessdria.
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3.3. OTIMIZACAO DOS PARAMETROS DO MDF

A partir do PSFT, os valores para o médulo de armazenamento e o fator de perda do
material a diferentes temperaturas podem ser reunidos em um sé grafico (curva mestre) a

uma temperatura de referéncia. Isto € feito utilizando um fator de deslocamento, o, , que leva

em consideracdo a dependéncia da temperatura. A partir deste fator, pode-se encontrar a

frequéncia reduzida, o, =o,o, que representa a frequéncia na qual as propriedades do

material viscoeldstico a temperatura de referéncia sdo iguais aquelas para a frequéncia e
temperatura em que se tem interesse. Desse modo, o médulo complexo, que ¢ dependente da

temperatura e frequéncia, passa a ser funcdo apenas da frequéncia reduzida.

Soovere e Drake (1984) propdem equagdes analiticas para descrever o nomograma
de diversos materiais viscoeldsticos utilizados em aplicag¢des praticas. Para o 3M-ISD 112,
material usado neste trabalho, o médulo complexo de cisalhamento € descrito pela Eq. (3.44),
sendo a frequéncia reduzida calculada a partir do fator de deslocamento que ¢ dado pela Eq.

(3.45). A Figura 3.1 mostra o nomograma obtido através dessas equagdes.

m

e fator de perda
Frequéncia [Hz]

Moédulo de armazenamento [MPa]

gl . Py
310 220 230 240 250 260 270 260 290 300 310 320 330 340 350 360
Temperatura [K]

1
10!” 1%

Frequéncia reduzida [Hz]

a)

Figura 3.1 — a) Curva mestre para as propriedades de amortecimento do material ISD-112 ¢

10

b)

b) Influéncia da temperatura sobre o fator de deslocamento. Adaptado de Lima (2007)
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1%001(3 —0,6847 MPa
o ’ i ’ (3.44)
143,241 19 | 4 1%
(1543000j (1543000)

log aty = —3758,4(%—0, 00345j—225,06 log (0,00345T) +0,23273(T-290)  (3.45)

G(,)=0,4307 +

Para determinar os valores dos parametros a serem utilizados no modelo, ¢ feito um
ajuste de curvas entre 0 médulo complexo de cisalhamento definido pela Eq. (3.11) e as
previsoes dadas pela Eq. (3.44). Neste caso, uma otimizagao através do método heuristico de
evolugdo diferencial (VIANA; STEFFEN—J(JNIOR, 2007) foi realizada com a funcdo
objetivo definida pela Eq. (3.46). Os seguintes valores para os parametros Go, b, a € o foram
encontrados para a temperatura de 27 °C: Go=423.632,8 Pa, b =30.177,8 Pa s* a = 0,00022
s% a =0,6766.

f i) = |Giw) - G (io)|
| Glio) |

(3.46)

A Figura 3.2 compara as curvas dos modulos de armazenamento e de perda ajustadas
com as correspondentes obtidas pela referéncia. Destaca-se que, como o amortecimento da
estrutura sanduiche mediante a aplica¢do da camada viscoeldstica se da sobretudo pela acao
das deformacdes cisalhantes, é preferivel, como estd sendo apresentado aqui, utilizar os

parametros experimentais referentes ao cisalhamento.
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w
\
\
o
\

.
\

N\
)
\

Referéncia
= Otimizado
.

b Y

Referéncia
= = Otimizado

\

Modulo de perda - G”(w) [MPa)
&
\

(=]

=1

. . . . . A , .
50 100 150 200 260 300 350 400 450 500
Freguéncia [Hz]

Modulo de armazenamento - G'(w) [MPa]
= L=
A\

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Frequéncia [Hz]

-]

Figura 3.2 — Otimizacdo dos pardmetros do MDF para o ISD112 a 27 °C
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3.4. SIMPLIFICACAO DA LEI CONSTITUTIVA PARA O CASO DA VIGA

Vigas elésticas finas s@o sujeitas a um estado uniaxial de tensdes, uma vez que, de
acordo com a teoria de Euler-Bernoulli, pode-se desconsiderar o cisalhamento. Para a camada
viscoeldstica de uma viga sanduiche, contudo, o estado de tensdes € alterado uma vez que
deve ser considerado o cisalhamento. De qualquer forma, a lei constitutiva tridimensional
desenvolvida anteriormente deve ser simplificada para o caso da viga. Nesse sentido, baseado
na lei constitutiva tridimensional e nos trabalhos de Bagley e Torvik (1983a) e Makris (1997),
um modelo RTG (rubbery, transition and glassy regions) para o alongamento e cisalhamento
do material viscoeldstico pode ser expresso pelas Egs. (3.47) e (3.48), onde os parametros

definidos pela Eq. (3.49) sdo obtidos pelo PEEV.

o, +a,—o0, =Eg +b,—¢, (3.47)
" de® TR e
d(X d(X
T, tag —T,, = 2G€,, +2b; —¢,, (3.48)
dt dt
E)=2G,(1+V); b, =2b, (1+V); a; =a, (3.49)

A partir de um procedimento semelhante aquele descrito na Secao 3.2.1, € possivel
descrever a lei constitutiva baseada na recorréncia a ser aplicada a camada viscoeléstica da
viga conforme as Egs. (3.50) e (3.51), sendo os termos de recorréncia descritos pelas relagdes

(3.52) e (3.53), e seus parametros expressos pelas (3.54) e (3.55).

N,

6, =) BriE i (3.50)
=0
Nl G

= ZBjﬂgt—jAt (3.51)
=0

i
Bil = D3EAj+1 + ZDFAHIBiI—i com Bf = DI; (3.52)
i=0
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G
j+l

E_

1

J
N G G G _ NG
=DjA;, + le A, By com B =D,
i=0

agAt ™ g E,+E At™ g B At
=-— Dy =————eDy =———
I+a At 1+a At I+a At
agAt™® ¢ 2G,+2G At ¢  2G At
== —o ; D2 = -0 D3 = ——on
I+agAt I+a At I+a At

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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CAPITULO 4

MODELAGEM DE VIGAS SANDUICHES VISCOELASTICAS UTILIZANDO O
MODELO MDF COM A RECORRENCIA

Neste capitulo é apresentada a modelagem por elementos finitos de vigas sanduiches
de trés camadas com material viscoeldstico. Serd mostrado em detalhes todo o procedimento
de introducao do amortecimento viscoeldstico utilizando o modelo MDF melhorado com a
féormula de recorréncia. Essa modelagem em elementos finitos €, em seguida, estendida a

uma estrutura do tipo pértico bidimensional.

4.1. MODELAGEM DE VIGAS SANDUICHES

Seja a viga sanduiche ilustrada na Fig. 4.1 composta por uma camada base (1), um
nucleo viscoeldstico (2) e uma camada restringente (3), todas com comprimento, L, largura,
b, e espessuras, hi, hy e hs, respectivamente. Para a formulacdo em elementos finitos dessa
estrutura, faz-se necessario determinar as relagdes cinematicas entre as camadas, a fim de se
descrever os campos de deslocamento e de deformagdo. A partir desses sdo determinadas as
expressoes para as energias cinética e potencial de deformacdo em termos das matrizes de
massa e rigidez para cada uma das camadas. Esse procedimento € essencialmente 0 mesmo
para vigas sanduiches, independente do modelo de caracterizagdo do material viscoeldstico
a ser utilizado. A principal diferenca se dd na matriz de rigidez viscoeldstica, a qual é definida
neste trabalho em temos da lei constitutiva baseada no MDF com a recorréncia. De posse das

expressOes para as energias, aplicam-se os principios variacionais da mecanica, através dos



quais a equacao do movimento do sistema € determinada e, por fim, solucionada através de

uma técnica de resolucdo numérica, como o método de Newmark.

Uy

B e

i b

i B &

! s seoalace aesdle e oenn o ca s aesa psese e anE h.| (1) Camada Base

: v o (2) Camada Viscoelastica

i C § F U (3) Camada Restringente

i e . . J

S 5 1 I . I o P .
x

¥ h 4

Figura 4.1 — Cinemadtica da deformacao da viga sanduiche viscoeldstica

4.1.1. Relacoes deformacoes-deslocamentos

No desenvolvimento que se segue, as seguintes hipdteses sao assumidas:

e Todos os materiais s@o homogéneos, apresentam propriedades isotropicas e
as deformacdes ndo sdo grandes o suficiente para exceder o regime linear;

e A aderéncia entre as camadas € perfeita;

e As tensdes normais na dire¢ao z sdo nulas;

e (Os deslocamentos transversais das trés camadas sdo os mesmos, bem como as
rotacoes;

e As hipéteses da teoria de Euler-Bernoulli sdo validas para as faces eldsticas e

para a camada viscoeldstica a teoria de Timoshenko € usada.

E vilido destacar que essas hipéteses sdo razodveis para o problema em questio e tém
sido assumidas por diversos outros autores (GALUCIO et al., 2004; LIMA et al., 2010;
GUARALDO-NETO, 2012). Com base nessas suposi¢cdes e na teoria cldssica dos laminados

(TCL), € possivel descrever a cinematica de deformacdo da viga sanduiche. De modo que o
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campo de deslocamentos na direcdo z € descrito pela Eq. (4.1), vdlida para toda a secdo
transversal da viga, uma vez que a estrutura se deforma de forma uniforme. Os deslocamentos
longitudinais em x, de outro modo, ocorrem de formas diferentes em cada camada, sendo
responsdveis pelo cisalhamento do material viscoeldstico. O movimento longitudinal das
camadas base, viscoeldstica e restringente, sdo expressos, respectivamente, pelas Egs. (4.2),

(4.3) e (4.4), como ilustrado na Fig. 4.1.

w(k)(x,t):w(x,t), comk=1,2,3 “4.1)
8W(x,t)

0 —u(x,t)—z—2" 4.2

u (X,z,t) u(x,) z ™ 4.2)

u(z)(x,z,t)=u(x,t) ;;’t) (z—%)ﬁ(x,t) 4.3)

u(3)(x,z,t):u(x,t) Wéjz’t)-l-hﬁ( t) (4.4)

A partir da cinemética da deformacao e das equagdes para o campo de deslocamentos,
¢é possivel perceber que o modelo para a viga possui quatro graus de liberdade (gdls), quais
sejam: o deslocamento longitudinal, u(x,t); o deslocamento transversal, w(x,t); a rotacao,
0(x,t) (equivalente a derivada da deflex@ao em relacdo a posi¢ao x); e o angulo de cisalhamento
da camada viscoelastica, B(x,t), esquematizados para um EF qualquer na viga como ilustrado
na Figura 4.2 (a fim de simplificar a ilustracdo, a separacao entre as trés camadas foi omitida).

No contexto do MEF, os gdls sdo aproximados por meio de fungdes de interpolagdo,
que devem garantir a condi¢do de continuidade nos elementos. Para os gdls, u(x,t) e B(x,t),
sdo utilizadas fungdes de interpolacdo lineares e, para w(x,t), uma fun¢do polinomial de
terceiro grau. Dessa forma, os campos de deslocamentos podem ser aproximados pelas Eqgs.
(4.5) e (4.6), onde as matrizes Ny e Ny, sdo relacionadas as funcdes de forma e o vetor q €
aquele que contém todos os gdls do EF (q depende do tempo, mas para simplificar a notagdo,
nas equagdes que seguem essa dependéncia serd suprimida). Maiores detalhes acerca das

fun¢des de forma e das matrizes N podem ser encontrados no Apéndice A.
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Figura 4.2 — Defini¢do dos gdls de um EF qualquer i de viga sanduiche

w(x,t) =[N, (x)] {q(e)} (4.5)
u® (x,z,t) = [Nﬁk) (x,z)] {q(e)} , comk=1, 2,3 (4.6)

Vale ressaltar que, considerando as hipdteses assumidas para a viga sanduiche
detalhadas anteriormente, as deformacdes normais na direcdo z sdo nulas, uma vez que a
secao transversal da viga se desloca uniformemente. Além disso, as deformagdes cisalhantes
sdo nulas para as camadas eldsticas e os efeitos do cisalhamento sdo considerados somente
para o nucleo viscoeldstico. Portanto, as deformacdes normais em cada uma das camadas
(k=1,2,3) sdo dadas pela da Eq. (4.7), e as deformacdes cisalhantes na camada viscoeldstica

¢ dada pela Eq. (4.8).

d

— (k)
e (x.z,t)= [d_x Ny (%, z)} {q(e)} 4.7

1,7 (%t) = [NB (X)]{q(e)} (4.8)

4.1.2. Energias cinética e de deformacao

Baseado nos campos de deslocamento e deformacao, e a partir da lei constitutiva para
o material viscoeldstico, as parcelas de energia cinética e potencial de deformacdo da viga
podem ser determinadas. A energia cinética de um corpo deformdvel € dada pela Eq. (4.9),
onde o vetor U representa o deslocamento de uma por¢do infinitesimal de volume. Para cada
uma das camadas, incorporando as Egs. (4.5) e (4.6), a Eq. (4.9) pode ser escrita na forma da

Eq. (4.10), sendo M a matriz de massa. A energia cinética do elemento € dada pela soma das
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parcelas das camadas base, viscoeldstica e restringente. Desta forma, a matriz de massa
elementar pode ser calculada conforme a Eq. (4.11), com p e A representando a densidade e

a drea da se¢do de cada camada.

T2l S o

L, |
T =i MY (4.10)

SR B LT N e [T D)

De forma semelhante, a energia de deformagdo, expressa pela Eq. (4.12), também ¢é
determinada a partir da soma de suas componentes para cada uma das camadas da viga. Nesse
sentido, € possivel analisar cada camada separadamente e somar posteriormente cada um dos
efeitos. Primeiramente, para facilitar a abordagem, uma vez que a energia de deformagdo
associada ao material viscoeldstico € um pouco mais complexa, concentremos nossa atengao
nas duas camadas eldsticas. Neste caso, a lei de Hooke dada pela Eq. (4.13) € vdlida, podendo
ser substituida na Eq. (4.12), juntamente com a Eq. (4.7). Portanto, a energia de deformacao
pode ser escrita na forma da Eq. (4.14), em que K representa a matriz de rigidez eldstica do

elemento, definida na Eq. (4.15).

V=2 Il (o} fe)ev @

o, =Ee, (4.13)
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- E{q"}T [K()}{q} (4.14)

K03 [ [T [

Para o material viscoelastico, deve-se usar a lei constitutiva baseada no modelo MDF
melhorado com a férmula de recorréncia. Da relacdo tensao-deformacao, descrita pelas Egs.
(3.50) e (3.51), na Eq. (4.12), é possivel descrever a energia de deformacdo para a camada
viscoelastica, conforme a Eq. (4.16). Incorporando as expressdes para as deformacdes dessa
camada (ver Egs. (4.7) e (4.8)), a energia de deformacio é expressa de acordo com a Eq.

(4.17).

E importante destacar que, diferentemente do que ocorre na elasticidade, nos
materiais viscoeldsticos a energia de deformacao dependera dos tempos anteriores, que estao
associados a diferentes termos de recorréncia. Isso faz com que nao seja possivel descrever
a energia potencial dessa camada através de uma Unica matriz de rigidez. De fato, a Eq. (3.18)
representa a energia de deformacdo para a camada viscoeléstica, sendo observado uma matriz

de rigidez para cada termo da férmula de recorréncia expressas pela Eq. (4.19).

- %I.[J.JVL,%_]:(BJE”SISLJN + BjG+lytY[—jAt )d*L (4.16)
Vé”%i( )] [ J [N el (-0
0

= 1 4.17)
(o (0] A TN ()] [Ny (x) i a. (- a0
v { Z[ l q, (t-jAt)} (4.18)
j=0
Tl PO [ e
J * (4.19)

o [ [N [N o)
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Uma vez determinadas as matrizes de massa e rigidez elementares, € necessdrio fazer
a montagem dessas matrizes para a obtencdo das matrizes globais da estrutura. Isto pode ser
feito através da soma das matrizes elementares levando-se em consideragdo a conectividade

de cada elemento, conforme as Eqs. (4.20) a (4.22).

M) =M. ] (4.20)
[K]- LNJ[K(S)} (4.21)
K0]-U[K] @.2)

4.1.3. Equacoes do movimento

As equacdes do movimento do sistema podem ser determinadas a partir das equagdes
de Lagrange (4.23), onde F e L sdo, respectivamente, o vetor de esfor¢os generalizados € o
Lagrangeano do sistema, que ¢ definido como a diferenca entre as energias cinética e de
deformagdo. Desse modo, utilizando as Eqgs. (4.10), (4.14) e (4.18) para o Lagrangeano e

incorporando-o a Eq. (4.23), chega-se a Eq. (4.24) do movimento do sistema.

dl JL oL
CCTIRTTRE o

MO} [ K Jfa (0} 2] fa(-ia}={r (1) 424

i=0 !

A fim de simplificar e auxiliar na resolugdo da Eq. (4.24), o primeiro termo (j=0) pode
ser extraido para fora do somatério, permanecendo na soma apenas aqueles associados aos
demais valores de j, conforme mostrado na Eq. (4.25). Esse procedimento torna possivel a

separa¢do de todos os termos que dependem dos valores nodais no tempo analisado em um



lado da igualdade, e no outro lado aparecem aqueles relacionados aos esfor¢cos. A equacio

do movimento do sistema €, portanto, a Eq. (4.26), na qual fy e K’ sdo dados na Eq. (4.27).

ilo[K**(V) l {q(t _ jAt)}: [K**(V) ]0 {q(t)} n i_‘l: [K**(V) l_ {q(t - jAt)} (4.25)
[MI{a )+ ([ ]+ [ a0} ={f ()} ~{r. (0} (4.26)
{r,(0}=2[ K" fa(-ian) e [K]=[K"], (4.27)

Finalmente, pode-se usar alguma técnica de resolu¢do numérica, como o método de
Newmark para determinar as respostas do sistema em fun¢do do tempo. Esse método possui
algumas variagdes de acordo com os valores utilizados para os seus parametros. Neste
trabalho sera utilizado o método da aceleracdo média constante, que apresenta convergéncia

incondicional e evita a introdug@o de amortecimento artificial.

4.2. MODELAGEM DE PORTICOS

Os pérticos planos sdo estruturas formadas por elementos que podem estar sujeitos a
esforcos axiais, cisalhantes e fletores, e s@o unidos uns aos outros em suas extremidades,
formando uma estrutura de grande aplicabilidade. De modo geral, cada elemento do pértico
pode ser tratado como uma viga, de forma que a sua modelagem € semelhante ao que foi
apresentado na Secdo 4.1. A principal diferenca se dd na necessidade de se fazer uma melhor
distin¢do entre os sistemas de coordenadas global e local, para que seja possivel conectar
elementos de vigas com orientagdes diferentes. A Fig. 4.4 ilustra um portico constituido por
membros tratados com vigas sanduiches viscoeldsticas, o sistema de coordenadas global, que

estd associado a estrutura, e o sistema local, associado a cada elemento.

Ambos os sistemas de coordenadas podem ser relacionados por meio dos cossenos
diretores, e cada um dos elementos podem ser levados do sistema local para o global através
de uma matriz de rotacdo dada pela Eq. (4.28). Os gdls e esfor¢os aplicados associados as
coordenadas locais de qualquer elemento podem ser descritos no sistema global através das

Eqgs. (4.29) e (4.30).
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Sistema de
Coordenadas Global
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Restringente Coordenadas Local

Yy Vs

Figura 4.3 — Pértico plano tratado com viga sanduiche e um elemento genérico

[cos¢p senp 0 O O 0 0 0]
—senp cos¢p O O O 0 00
0 0 10 0 0 00
[T] _ 0 0O 01 0 0 00 428)
0 0 0 0 cosd senp O O
0 0 0 0 -senp cos¢p O O
0 0O 00 0 0 10
0 0O 00 0 0 0 1]
{Q) =[Tl{q} (4.29)
{F}=[TI{} (4.30)

Uma vez que todas as grandezas estdo no mesmo sistema de coordenadas, todos os
elementos podem ser conectados, as energias cinética e potencial podem ser determinadas de
forma semelhante a que foi feita na se¢do anterior, e as equagdes do movimento do sistema,
semelhante a Eq. (4.26), € expressa na forma da Eq. (4.31), onde M e K sdo as matrizes de

massa e rigidez do portico, descritas pelas Eqs. (4.32) a (4.34).
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[M]{a (0} +([ KO J+[ K Ha(}={F ()} {r. (1)} (4.31)
[M]= Q[T]T [M,][T] (4.32)

K= LNJ[T]T KY[T] (4.33)
LIRVUIE (4.34)

4.3. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Desenvolveu-se o c6digo computacional para a andlise das vigas sanduiches e
porticos tratados em ambiente Matlab, sendo constituido por um programa principal e trés
fun¢des que calculam os parametros de recorréncia; as matrizes de massa e rigidez de cada
uma das camadas da viga; e uma etapa que resolve a equacdo do movimento através do
método de Newmark. O pértico € avaliado de forma semelhante, adicionando ao programa
apenas uma outra funcdo para o cdlculo das matrizes de rotacdo. A Fig. 4.4 ilustra as

principais etapas do cédigo utilizado neste trabalho.
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Defini¢do dos pardmetros para o
FDM
a > a> GO’ GCO’ Nl

Discretizar o intervalo de tempo
ti; At: tr

.

Calcular as matrizes de massa e
rigidez das camadas eldsticas
M, K¢

Calcular os termos de recorréncia

BE. Bo

Calcular a matriz de rigidez para a camada viscoeldstica para j =0

‘1’([3 [T I Jaxazepy [ N T [N}f’]dxdz)

Calcular a rigidez efetiva

K =[MJa,+([K9]+[k])

Definir a equagdo do movimento

MU (O} T+[K ) fa(o}={r (0}-{r (¢

Iniciar o lago de Newmark < nio

com i=2
\ 4
para j=1
£ (=2 [k ] fa(t-jav) nfio
()= {6, (0} (1,0, a0, + 04, )[M] sim
Qi = [K ]_] P,
Gi =3(q ~q.) -G, -2,
G =G, +ad, +aq
£
fim

Figura 4.4 — Fluxograma da implementa¢do computacional
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CAPITULO 5

REDUCAO DE MODELO NO DOMil}IIO DO TEMPO PARA SISTEMAS
VISCOELASTICOS

O MEF € uma técnica poderosa na andlise de problemas em Engenharia. No entanto,
para problemas envolvendo a viscoelasticidade, o uso de tal técnica pode requerer um alto
custo computacional para obtencdo das respostas amortecidas dos sistemas envolvidos. Isto
¢ particularmente verdade para andlises transientes de sistemas com materiais viscoeldsticos
em virtude de sua matriz de rigidez ser fortemente dependente da frequéncia de excitacdo e
da temperatura de operacdo, dentre outros fatores. Mesmo que o modelo MDF melhorado
pela recorréncia proposto neste trabalho permita ja reduzir o custo computacional envolvido
em analises transientes de sistemas com viscoelastico, ainda assim, o uso de um método de
reducdo bem adaptado a este problema especifico se torna interessante. Isto permitird
estender a aplicacao do modelo MDF proposto a problemas mais realisticos com os materiais
viscoelasticos, como € caso de sistemas mais complexos e/ou envolvendo a presenca de
incertezas. Dessa forma, este capitulo apresenta um novo método de redu¢dao de modelos no

dominio do tempo para sistemas viscoeldsticos modelados via MEF-MDF melhorado.

5.1. ESTUDOS ANTERIORES

Nos ultimos anos, indmeros estudos vém sendo realizados no LMEst/UFU acerca de

técnicas de reducdo de modelos aplicados a sistemas viscoeldsticos, sobretudo no dominio



44

da frequéncia (CUNHA-FILHO et al., 2018; FONSECA-JUNIOR ef al., 2019;
GONCALVES et al., 2019). Normalmente, o que se faz € construir a base considerando o
sistema conservativo associado e enriquecé-la posteriormente com algum tipo de residuo
estatico. Lima et al. (2010) foi o primeiro a propor um método de redugdo que se baseia no
uso de uma base constante independente da temperatura e da frequéncia da excitagcdo, que é
posteriormente enriquecida com residuos estdticos associados as forcas externas e aos
esforcos do material viscoeldstico. Os autores utilizaram sua base de reducdo na andlise de
um painel aerondutico e demostraram boa concordancia das funcdes de resposta em
frequéncia (FRFs) obtidas com as correspondentes geradas pelo modelo completo. Além, é

claro, da reduc@o significativa do tempo de célculo requerido nas andlises dinamicas.

No dominio do tempo, no entanto, os estudos sobre redu¢cdo de modelos aplicados a
modelagem de estruturas sanduiches com materiais viscoeldsticos sdo bem mais escassos,
sobretudo aqueles que fazem uso de um modelo de derivadas fraciondrias. Dentre os poucos
trabalhos existentes, Lima et al. (2014) apresentaram um método de reducdo aplicado a
sistemas viscoeldsticos que possuem comportamento linear ou naolinear discreto. A base de
redugdo proposta por esses autores € semelhante aquela apresentada inicialmente por Lima
et al. (2010), onde ha um enriquecimento sucessivo da base com residuos estaticos e, para o
caso naolinear, sdo adicionados residuos devidos as for¢as ndolineares. O método se mostrou
eficaz e preciso na aproximacao das respostas temporais de tais sistemas, mas a base nao foi
capaz de representar adequadamente sistemas sujeitos a incertezas ou ndolinearidades
geométricas. Nesse caso, a base deve ser recalculada em cada ciclo de iteragcdo, o que torna

o custo computacional alto e, as vezes, proibitivo.

Portanto, a partir do trabalho de Briend (2017), serd proposto neste trabalho um
método de reducao baseado na prépria resposta temporal do sistema viscoeldstico modelado

com MDF e recorréncia.

5.2. REDUCAO DE MODELOS NO DOMINIO DO TEMPO

Comumente, modelos em elementos finitos utilizados na andlise de estruturas de
interesse industrial sdo compostos por um grande nimero de gdls, podendo chegar as
centenas de milhares ou até mesmo milhdes (LIMA et al., 2014). Nesse sentido, o custo

computacional associado a andlise dindmica de tais sistemas pode tornd-la invidvel, o que faz
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com que seja necessdria a utilizagdo de um método de reducdo de modelos para reduzir a
ordem das matrizes de EFs e possibilitar a andlise da estrutura. E imprescindivel, no entanto,
que as aproximagdes obtidas com o modelo reduzido mantenham a capacidade de representar

adequadamente o comportamento dindmico do sistema completo.

Existem diversas técnicas de redugdo de modelos disponiveis na literatura. Entretanto,
a maioria se baseia no fato de que os gdls do sistema completo podem ser aproximados pela
Eq. (5.1), onde T: € uma matriz de transformag¢do de ordem N x NR, com NR «K N, eq: € o

vetor das coordenadas reduzidas.

19} =[T.J{a} ©-

Combinando a Eq. (5.1) com a equag@o do movimento do sistema viscoeldstico, ja
definida na Sec¢do 4.1.3, obtém-se a Eq. (5.2), em que M; e K; sdo as matrizes de massa e

rigidez reduzidas, e {; e fi; sdo os vetores dos esfor¢os externos e viscoeldsticos reduzidos.

[M, ]34} + ([Kfe’ |4k }) {q.)={£}-{r,) (5.2)

onde:
[M]=[T] [M][T] (5.3)
KU =[L] K9 [T] (5.4)
[Ki(v)J _ [Tr ]T [K*(V)J[Tr] 55)
{ty=[t] ) (5.6)
[T] Z[ J {qr t—- ]At)} com[ J [T] [ )J[Tr] 5.7

Um dos pontos fundamentais da reducdo de modelos € a escolha adequada da base,
que € essencialmente aquilo que diferencia as diversas técnicas de redugdo existentes. Nesse
sentido, o método Vetores de Respostas ao Impulso (VRI) no dominio do tempo proposto

neste trabalho baseia-se na utilizagdo dos deslocamentos do sistema viscoelastico, obtidos a
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partir do modelo de EFs completo. Submete-se o sistema a uma forca impulsiva (de onde
vem sua nomenclatura), que excita todos os modos de vibrar do sistema viscoelastico, onde
sdo armazenados somente alguns vetores de deslocamentos avaliados para um pequeno
intervalo de tempo. Esses vetores devem possuir informa¢des modais importantes e serdo

usados para compor a base do VRI dada na Eq. (5.8).

Entretanto, a medida que a dimensdo da base € aumentada, podem surgir vetores com
informagdes repetidas, tornando-a linearmente dependente e fazendo com que os
determinantes das matrizes reduzidas fossem nulos. Isto decorre de duas propriedades da
Algebra Linear, a saber: (i) matrizes com duas linhas ou colunas cujos elementos sdo
proporcionais possuem determinantes nulos; (ii) o determinante de uma matriz ndo € alterado
quando se soma a uma linha ou coluna os elementos de outra linha ou coluna previamente
multiplicados por um nimero real diferente de zero (WINTERLE; STEINBRUCH, 1987).
Desse modo, faz-se necessario ortonormalizar os vetores da base inicial de modo a se obter
um conjunto de vetores linearmente independentes. Por meio desse procedimento, os vetores
que possuem informagdes redundantes sdo eliminados. Na sequéncia, essa nova base €
utilizada na obtencdo da Eq. (5.2), que € resolvida através de alguma técnica numérica como

o método de Newmark.

[Ty ]=[a, 4> - ] (5.8)

E possivel perceber que a utilizacdo desse método torna necesséria a execucdo de dois
lagos de integracdo no contexto do método Newmark, como ilustrado na Fig. 5.1: um para
encontrar os vetores da base e outro para resolver a equacdo do movimento do sistema
reduzido. Esse procedimento pode parecer contraditério porque, na busca de uma redugao do
custo computacional, resolve-se o0 modelo de EFs completo e introduz-se uma nova iteracao
ao algoritmo de integracdo. A execu¢do do novo laco de Newmark, no entanto, ndo reduz
consideravelmente a eficiéncia do método, uma vez que o modelo completo é solucionado
somente para um pequeno intervalo de tempo, O: At : NL-At, suficiente para que se obtenha

os vetores contendo as informagdes necessarias que formardo a base de redugao.



Construcao do modelo de EFs

Obtencao da base de reducio VRI | Tyw |

Definir os parametros pré-Newmark
a) Numero de vetores coletados: NL

b) For¢a de impulso
¢) Condig¢des iniciais: {qlwase}lzoﬂ {qhase}l:(_;. ¢ {qu}l:o
d) Intervalo de tempo: t= 0:At: NL-At

Iniciar o lago pré-Newmark utilizando o modelo completo
a) Armazenar os vetores de deslocamento

A 4

Ortonormalizar os vetores de deslocamento

Definir os parametros para o laco de Newmark
a) Forcas aplicadas

b) Condigdes iniciais: laf - {af, e dl,,

¢) Intervalo de tempo: t= 0: At :t,

\ 4

Transformar os graus de liberdade

I
a) Transformacdo dos vetores de forcas aplicadas: [T\-'m] {F}
b) Transformacdo das matrizes de massa e rigidez globais: [T\:R.]T [M][ Ty ] e
[Towa] [K][T]

¢) Transformacio das condicdes iniciais: [T\,RI]I' {a} - [Tm]I {af_, e [Tvn ]'y{d}t:‘_J

A 4

Iniciar o laco de Newmark utilizando o modelo reduzido

Retornar os graus de liberdade a base completa
a) Transformag@o dos vetores de deslocamento, velocidade e aceleragdo: [T, [{q,},

[Toe 14, } € [Tow 44,

Figura 5.1 — Principais etapas da integracdo de Newmark com o método de redu¢do VRI



CAPITULO 6

SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo sdao apresentados os resultados das diversas simulacdes realizadas com
a viga sanduiche viscoelastica modelada com o MDF e a recorréncia, além da reducdo de
modelos no dominio do tempo. Primeiramente, a fim de verificacdo da modelagem, uma
andlise modal € realizada e seus resultados sdo confrontados com os correspondentes
disponiveis na literatura aberta. Em seguida, a viga sanduiche € aplicada a um pdrtico para
verificar a eficiéncia do tratamento por camadas restritas passivas e alguns aspectos sobre o
comportamento de tais estruturas com amortecimento viscoeldstico. Por fim, € apresentada a
aplicacdo da redugdo de modelos, mostrando a eficiéncia e acurdcia do método proposto em

aproximar as respostas temporais de sistemas viscoeldsticos.

6.1. VERIFICACAO DO MODELO DE VIGA SANDUICHE

Primeiramente, para verificar a modelagem por EFs da viga sanduiche viscoeldstica,
uma andlise modal foi realizada e seus resultados foram comparados com os da literatura e
com uma simulacdo feita no ANSYS Workbench versao estudantil. A viga implementada foi

proposta por Banerjee et al. (2007), cujas propriedades estao definidas na Tabela 6.1.

Nesta primeira andlise, todas as camadas sdo assumidas com propriedades eldsticas.
Esta simula¢do € importante para demonstrar que os campos de deslocamentos, deformagdes,
matrizes de massa e rigidez, e, consequentemente, as equagdes do movimento foram
formuladas corretamente. Na Tabela 6.2 sdo apresentadas as quatro primeiras frequéncias

naturais encontradas a partir de cada uma das abordagens. Nota-se uma boa correlacio entre



os resultados obtidos com o modelo proposto e os correspondentes obtidos pelo cédigo
comercial ANSYS, apresentando um erro percentual de no maximo 1,3 %. As frequéncias
previstas por Banerjee et al. (2007), apesar de apresentarem valores com pequenas
diferencas, sobretudo para o terceiro modo, também concordam com aquelas previstas pelo

modelo deste trabalho. O primeiro modo de vibrar apresenta um erro percentual de 1,7 %.

Tabela 6.1 — Propriedades fisicas e geométricas da viga sanduiche

1? camada 2% camada 2% camada 3% camada
Elastica Viscoelastica

Material Aco Chumbo ISD 112 Aco
Comprimento (L) | 0,5 m 0,5 m 0,5m 0,5m
Largura (b) 0,04 m 0,04 m 0,04 m 0,04 m
Espessura (h) 0,015 m 0,02 m 0,02 m 0,01 m
Moédulo de | 210 GPa 16 GPa - 210 GPa
elasticidade (E)
Moédulo de | 80 GPa 5,5 GPa - 80 GPa
cisalhamento (G)
Densidade (p) 7.850 kg/m3 | 11.100 kg/m3 | 1.600 kg/m3 | 7.850 kg/m3

Tabela 6.2 — Frequéncias naturais para a viga sanduiche eldstica

Frequéncia | Modelo proposto | ANSYS Banerjee et al. (2007)
natural

1? 125,65 Hz 12594 Hz | 123,57 Hz

2° 662,19 Hz 658,22 Hz | 611,33 Hz

3 1560,6 Hz 1540,7 Hz | 1393,10 Hz

4* 1824,6 Hz 1825,9 Hz | 1823,79 Hz

6.2. MDF COM RECORRENCIA E OUTROS MODELOS FRACIONARIOS

A fim de se comparar a eficiéncia do modelo proposto neste trabalho, nesta sec@o o
MDF com recorréncia € comparado, em termos de custo computacional, aos dois modelos
fraciondrios mais utilizados atualmente: o MDF anélastico, proposto por Galucio et al.
(2004), e o MDF desenvolvido por Schmidt e Gaul (2001).

As simulagdes computacionais foram realizadas no ambiente de programacao Matlab

num tnico computador com as seguintes configuragdes: 4 GB de memoria RAM; 500 GB de
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armazenamento HDD; processador Intel Core 15-3317U CPU @ 1,70 GHz; Windows 10
Home Single Language 64 bits.

6.2.1. Modelos MDF com recorréncia e MDF aneldstico

A fim de se comparar o MDF com a recorréncia proposto neste trabalho e o MDF
com gdls aneldsticos desenvolvido por Galucio et al. (2004), foi feita a implementagdo da
viga sanduiche proposta por esses autores, que possui comprimento L=200 cm, largura b=1
cm e espessuras hi=1 mm, h»=0,2 mm e hs3=1 mm. As camadas eldsticas possuem modulo de
elasticidade E=70,3 GPa e densidade p=2.690 kg/m3. O material viscoeldstico (ISD 112)
possui densidade p=1.600 kg/m?, coeficiente de Poisson v=0,5 e encontra-se a temperatura
de 27 °C. Essa estrutura é engastada em uma das extremidades e a outra estd sujeita a um
impulso triangular unitario com pico em 2 ms. O sistema foi discretizado em 5, 50 e 100

elementos finitos e utilizou-se um passo de tempo de 0,1 ms com 500 termos de memoria.

A Fig. 6.1 apresenta as respostas transientes obtidas pelos dois modelos. E importante
destacar que o MDF aneldstico se baseia em uma formulacdo bastante diferente daquela
apresentada neste trabalho e, apesar de partir do modelo RGT proposto por Bagley e Torvik
(1983a), uma nova varidvel relativa a deformacdo aneldstica para o viscoelastico é
introduzida ao modelo. Isto faz com que a lei constitutiva, que antes possuia dois termos de
derivadas fraciondrias, passe a contar com apenas um termo, enquanto que o MDF com
recorréncia se baseia nos conceitos de tensores hidrostitico e de desvio propostos
inicialmente por Schmidt e Gaul (2001). Além disso os parametros do modelo proposto por
Galucio possuem natureza e valores diferentes daqueles utilizados para a recorréncia. Nesse
sentido, todas essas diferencas entre ambas as formulagdes podem justificar as pequenas

diferencas observadas entre as respostas temporais da viga.

A tabela 6.3 mostra uma comparacdo entre o custo computacional associado a cada
uma das abordagens. E possivel notar que os tempos de cdlculos de ambos os modelos sio
aproximadamente equivalentes. No entanto, € importante destacar que o MDF aneléstico
possui uma limitagdo quanto a aplicagdo no estado tridimensional de tensdes. O MDF com
recorréncia, por outro lado, supera essa limitacao por meio da lei constitutiva tridimensional

apresentada nas secoes 3.2 e 3.3.
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Figura 6.1 — Comparacio entre as respostas temporais obtidas pelos MDFs anelastico e com
recorréncia.

Tabela 6.3 — Custo computacional do MDF com recorréncia € o MDF anelastico

Numero de | Numero de Temp.o Ganho em

elementos | gdls livres Galucio et. al. | MDF ~ com desempenho
(2004) recorréncia

5 20 1,47 s 1,52s -3,4 %

50 200 20,2s 17,1s 15,3%

100 400 54,3s 49,7 s 8,4 %

6.2.2. Modelos MDF com recorréncia e MDF de Schmidt e Gaul

Schmidt e Gaul (2001) propuseram uma lei constitutiva para os materiais
viscoeldsticos baseada nos conceitos de tensores hidrostaticos e de desvio semelhante aquela
desenvolvida na se¢do 3.2. O modelo proposto pelos autores tém a vantagem de possibilitar
a aplicacdo ao estado tridimensional de tensdes, no entanto, devido a autodependéncia do

campo de tensdes que a formulagdo dos autores possui, o custo computacional associados as
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analises transientes € excessivamente alto e, em muitos casos, torna a analise de sistemas

viscoelasticos inviavel.

A fim de comparacdo, o modelo de Schmidt e Gaul (2001) foi implementado e
aplicado a uma viga sanduiche com comprimento L=200 cm, largura b=4 cm e espessuras
hi=15 mm, ho=15 mm e h3=10 mm. As camadas elésticas possuem moddulo de elasticidade
E=210 GPa e densidade p=7.850 kg/m*. O material viscoeldstico (ISD 112) encontra-se a
temperatura de 27 °C. A estrutura € engastada e sujeita a um impulso unitirio com pico em 2
ms. O intervalo de tempo foi discretizado em 0,25 ms e foram utilizados 160 pontos de

comprimento de memoria. A Fig. 6.2 mostra a comparagdo entre as respostas transientes de

ambos os sistemas.
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Figura 6.2 — Comparacao entre as respostas temporais obtidas pelos MDFs de Schmidt e Gaul

(2001) e com recorréncia.

A Tabela 6.4 apresenta o tempo de calculo associado a ambos os modelos. E possivel
notar que o MDF proposto neste trabalho diminui consideravelmente o custo computacional
associado a andlise de estruturas viscoeldsticas e € capaz de descrever adequadamente o

comportamento desses materiais. Essa grande reducdo ocorre porque, quando se usa a



recorréncia, as matrizes de massa e rigidez do sistema podem ser calculadas previamente e
apenas atualizadas em cada iteragdo. De outro modo, quando se utiliza o0 método proposto
por Schmidt e Gaul (2001), a matriz associada ao histérico de tensdes de cada elemento deve
ser calculada para cada passo de tempo no procedimento de Newmark. Isso torna as andlises
muito mais custosas no que tange ao tempo de cdlculo. De forma que mesmo para aplicagcdes
simples, como a viga estudada, o custo computacional € alto, e em sistemas mais complexos,

o uso do modelo de Schmidt e Gaul torna-se inviavel.

Tabela 6.4 — Custo computacional do MDF com recorréncia e o MDF de Schmidt e Gaul
(2001)

. . Tempo
clementos | gdls hures | SCMIGt ¢ [MDF_com | gl 0o,
& Gaul (2001) | recorréncia P
5 20 10h50min | 20.5s 100 %

Nesse sentido, ambas as comparacdes deixam clara a grande vantagem do modelo
com recorréncia proposto neste trabalho, que supera as limitagdes dos modelos de Galucio et
al. (2004), no que tange a aplicagdo tridimensional, e de Schmidt e Gaul (2001), no que diz
respeito ao custo computacional, e é capaz de viabilizar a andlise transiente de sistemas
viscoeldsticos complexos de interesse industrial, que envolvam, inclusive, fendmenos

aeroelasticos, estocasticos ou naolineares.

6.3. CONVERGENCIA DA MALHA E COMPRIMENTO DE MEMORIA

Nas simulacdes que se seguem, a viga proposta por Banerjee et al. (2007) e cujas
especificacdes sdo dadas na Tabela 6.1 serd utilizada. A tnica diferencga sdo as propriedades
mecanicas da camada viscoeldstica que, a partir de agora € constituida pelo material ISD 112
da 3M, cujos parametros para a temperatura de 27 °C foram apresentados na Se¢do 3.2. Com
o proposito de determinar o nimero de EFs adequado a ser utilizado na malha, analisou-se

como o numero de EFs afeta a resposta a um impulso triangular unitirio com pico em 2 ms.

A Fig. 6.3 mostra que € necessario um nimero minimo de 20 EFs na malha para que

ndo haja variac@o significativa na resposta temporal da viga sanduiche. Desta forma, nas
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simulagdes subsequentes sdo utilizados 25 EFs. De fato, o

malha € da ordem de 0,015 %.

Deslocamento maximo [m]
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Figura 6.3 — Convergéncia da malha de EFs

Outro parametro bastante relevante quanto

80 90 100

a aplicacdo do método MDF com a

férmula de recorréncia é o chamado “comprimento de memdria”, que estabelece a quantidade

de passos de tempo anteriores ao instante atual a serem avaliados para o viscoelastico. Uma

vez que o efeito dos estados precedentes se esvanece, a utilizacdo de muitos, ou até mesmo

todos os tempos passados, tem pouca influéncia sobre o resultado, levando apenas a um

aumento excessivo no custo computacional. Com o uso de poucos valores, por outro lado,

obtém-se uma caracterizagdo errOnea da resposta temporal, como € possivel observar na Fig.

6.4, que mostra a influéncia do comprimento de memoria quando o intervalo de tempo €

discretizado em passos de 0,5 ms.
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Figura 6.4 — Influéncia do comprimento de memdria nas respostas do sistema viscoelastico

E possivel observar que, quanto menos pontos sdo utilizados no cdlculo do instante
atual, menos amortecida € a resposta do sistema, o que € natural uma vez que as propriedades
de amortecimento do material viscoeldstico advém do seu efeito de memoria. Para valores
mais altos de comprimento de memoria, a influéncia da utilizac@o de pontos adicionais deixa

de ser relevante, de modo que os graficos passam a convergir.

E importante salientar que o efeito do comprimento de memdria é diretamente
dependente da discretizacdo do intervalo de tempo, i. e., a utilizacdo de um intervalo com
muitos pontos de tempo eleva o nimero de tempos passados a serem avaliados, conforme
mostrado na Fig. 6.5 abaixo. Neste caso, a utilizacdo de passos de tempo excessivamente
discretizados € duplamente danosa, uma vez que ndo apenas aumenta o nimero de vezes que
o laco de Newmark é executado, mas também faz necessdria a avaliacdo de mais tempos
passados para a obtencdo de uma resposta que descreva adequadamente o comportamento do
sistema amortecido viscoelasticamente. Portanto, quando se utiliza o MDF com recorréncia,
€ importante que essa andlise seja feita e, nas simulagdes da viga que seguem, a resposta é
avaliada a cada 0,1 ms, sendo utilizados 500 pontos de tempo anteriores, que ja possui uma

precisdo adequada, como se observa na Fig. 6.5.
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Figura 6.5 — Influéncia do passo de tempo e do comprimento de memoria na resposta

6.4. INFLUENCIA DE PARAMETROS FiSICOS E GEOMETRICOS NA
RESPOSTA DO SISTEMA VISCOELASTICO

Nesta se¢do € avaliada a influéncia da temperatura de operagdo do viscoeléstico e de
variagOes nas espessuras das camadas do sanduiche na eficiéncia do tratamento viscoeldstico
com modelo MDF melhorado. Primeiramente, sdo comparadas as amplitudes das respostas
temporais € FRFs da viga sem e com tratamento viscoeldstico para um impulso unitario
aplicado na extremidade livre da viga. Neste caso especifico, considerou-se ainda que o

amortecimento estrutural das camadas elésticas € proporcional as suas matrizes de massa e

rigidez ([C]=a[M]+B[K]), com 0=10" s e =107 s7".

A Fig. 6.6 compara as respostas no tempo da viga sem e com viscoeldstico. Nota-se
claramente a eficiéncia do tratamento viscoeldstico em reduzir os deslocamentos da viga,
demonstrando a capacidade do modelo MDF com recorréncia de representar os efeitos

dissipativos do viscoeldstico e levando a uma reducdo das vibracdes da estrutura base. Isto



pode ser visto na Fig. 6.7 que compara as amplitudes das FRFs da viga sem e com tratamento

viscoelastico.
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Figura 6.7 — FRFs da viga sem e com tratamento viscoelastico.



Outro aspecto interessante a ser observado na Fig. 6.7 € a alteracdo das frequéncias
de ressonancia do sistema pelo tratamento. Isto pode ser explicado pela adicdo de massa e
rigidez a viga-base pelas camadas viscoeldstica e restringente. Além disso, salienta-se que
para uma dada temperatura de operacdo, o comportamento dindmico do viscoeldstico €

fortemente dependente da frequéncia, como definido pela Eq. (3.44), Capitulo 3.

6.4.1 Efeito da temperatura

O comportamento dindmico dos materiais viscoeldsticos é dependente da temperatura
na qual esses se encontram, como discutido no Capitulo 2. Nesse sentido, a fim de verificar
a capacidade do modelo MDF com recorréncia em representar a sua influéncia nas respostas
da viga sanduiche, os parametros do MDF foram otimizados para outros valores de
temperatura de operacdo do ISD112 (10 °C, 20°C, 30°C e 40 °C), como mostrados na Tabela
6.4.

A Fig. 6.8 mostra a variacdo dos mddulos com a frequéncia e uma comparagdo entre
as curvas obtidas a partir dos parametros otimizados para o MDF e os valores de referéncia.
As Fig. 6.9 e 6.10 mostram, respectivamente, as respostas temporais do sistema sujeito a uma
for¢a harmonica unitdria com frequéncia de excitacdo de 50 Hz, e as amplitudes das FRFs da

viga com tratamento para varias temperaturas de operagao.

Tabela 6.5 — Parametros do MDF com recorréncia

Temperatura [°C] | Go [Pa] G [Pas®] | ag [s%] o [-]

10 392.340,6 | 151.312,0 | 8,0603-10* | 0,6638
20 414.446,8 | 55.756,9 3,6025 - 10* | 0,6727
30 425.512,5 | 23.702,9 1,833.3-10* | 0,6777
40 428.743,9 | 11.533,7 1,0405 - 10* | 0,6803
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Figura 6.8 — Ajuste de curvas para as temperaturas de 10 °C, 20 °C, 30 °C e 40 °C

Comparando as respostas no tempo, nota-se um aumento na amplitude de vibracdo

da viga sanduiche com o aumento da temperatura de operagdo do viscoeldstico. A partir das



FRFs € possivel notar que esse comportamento ocorre ndo apenas para a frequéncia de
excitacdo considerada, mas também sobre boa parte do intervalo de frequéncia analisado, o
que inclui os picos de ressonancia. Neste caso, conclui-se que com o aumento da temperatura,

a eficiéncia do tratamento viscoeldstico, no tocante a mitigacao das vibragdes, é fortemente

comprometida.
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Figura 6.10 — FRFs da viga sanduiche para varias temperaturas
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Neste caso, a maxima eficiéncia de amortecimento utilizando o ISD 112, de fato,
ocorre proximo de 10 °C. A partir da Fig. 6.7 a), que mostra como a variagio da temperatura
afeta o fator de perda do material, € possivel observar que em torno dessa temperatura o fator
de perda atinge o valor mdximo e passa a decrescer rapidamente a medida que o material
aquece, afetando, conforme ja demonstrado, sua capacidade de amortecimento.

Ao chegar aos 40 °C, o material encontra-se proximo de sair da regido de transicdo e
entrar na de borracha, de modo que o fator de perda passard a variar com menor intensidade.
Além disso, a Fig. 6.7 b) mostra a influéncia da temperatura sobre os médulos de perda e de
armazenamento do material. E possivel observar que, para temperaturas mais baixas, ambos
os médulos variam com maior intensidade, de forma que a influéncia do aquecimento € mais
sensivel. Tudo isso demonstra a capacidade do MDF com recorréncia de representar

adequadamente o comportamento do sistema a diferentes temperaturas, e a grande influéncia
do aquecimento na eficiéncia do controle de vibragdes quando se utiliza o tratamento

viscoelastico, sobretudo a medida que o material se afasta da regido de transi¢do.
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Figura 6.11 — Influéncia da temperatura sobre a) o fator de perda e b) os médulos do ISD 112

6.4.2. Influéncia das espessuras das camadas

Nessa secdo € investigado como a variagdo de parametros geométricos da viga afeta

seu comportamento dindmico. A resposta transiente a um impulso unitdrio € avaliada para
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diversas espessuras das camadas da viga sanduiche. As Fig. 6.12 mostra como esses

pardmetros influenciam a resposta do sistema viscoeldstico.
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Figura 6.12 - Influéncia das espessuras das a) b) camadas viscoeldstica, c) base e d)
restringente da viga sanduiche

A reducdo na amplitude ¢ esperada quando se aumentam as espessuras das faces
eldstica (viga base e camada restringente), uma vez que esses parametros afetam a rigidez do
sistema, aumentando-a. Quando se varia a espessura do nucleo viscoeldstico, no entanto, o
efeito € inverso. Isso ocorre porque o amortecimento da estrutura sanduiche se dd por meio
das deformagdes cisalhantes no material viscoeldstico, que sdo maiores quando o gradiente
de velocidade na camada viscoeldstica aumenta, o que ocorre quando sua espessura diminui.
Entretanto, a partir de determinado valor, o aumento na espessura ndo possui grandes efeitos

sobre o comportamento do sistema. Tudo isso pode ser observado nas FRFs, onde de fato, a
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diminui¢do na espessura dessa camada torna o sistema mais amortecido, reduzindo as

amplitudes de vibracdo, conforme mostram as FRFs da Fig. 6.13.
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Figura 6.13 — FRFs para diferentes espessuras da camada viscoeldstica

6.5. REDUCAO DO MODELO NO DOMINIO DO TEMPO

A fim de avaliar a técnica de reducdo VRI proposta neste trabalho para lidar com
sistemas viscoeldsticos no dominio do tempo, € feita a comparacio das repostas transientes
dos modelos completo e reduzido de uma viga sanduiche cujas dimensdes estdao na Tabela
6.1, e o viscoeldstico encontra-se a temperatura de 27 °C. Essa estrutura € sujeita a uma
excitacdao harmonica com frequéncia de 50 Hz, e a comparacao entre as respostas transientes
€ mostrada na Fig. 6.14. Percebe-se a capacidade do modelo de ordem reduzida em aproximar
com acurdcia a resposta dindmica do sistema viscoeldstico completo. Para esta aplicacao, foi
utilizada uma base de redu¢do composta por 15 vetores, o que permitiu um ganho
computacional de tempo da ordem de aproximadamente 62 %, como visto na Tabela 6.6,

demonstrando a eficiéncia do método proposto.

Tabela 6.6 — Custo computacional dos modelos completo e reduzido da viga sanduiche

Dim. das matrizes | Tempo
Completo | 200x200 2741 s
IRV 15x15 10,32's
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Figura 6.14 — Respostas no tempo dos modelos completo e reduzido da viga sanduiche

Neste ponto destaca-se que ficou evidente a eficiéncia e acurdcia do método de
reducdo temporal proposto para sistemas viscoeldsticos, mesmo sendo para o caso da viga
sanduiche académica. Claro que, para sistemas viscoeldsticos mais complexos de interesse
industrial formados por um grande ndmero de gdls, espera-se que a utilizacdo do método
VRI leve a um ganho computacional ainda mais significativo. Além disso, o método VRI
proposto ndo € restrito a aplicacdes viscoeldsticas, podendo ser utilizado a uma vasta gama

de problemas em dinamica estrutural.

6.6. PORTICO 2D TRATADO COM A VIGA SANDUICHE

Nas simulagdes que seguem, o pértico 2D mostrado na Fig. 6.15 € utilizado para
mostrar a eficiéncia da metodologia proposta aplicada a uma estrutura um pouco mais
complicada de interesse pratico. As propriedades fisicas e geométricas do portico 2D sdo
definidas na Tabela 6.7. No modelo de EFs, os membros horizontais e verticais sao

discretizados, respectivamente em 30 e 45 EFs de viga sanduiche, o que totaliza 832 gdls
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livres. O intervalo de tempo para a andlise transiente do problema foi dividido em passos de

1 ms e foram utilizados 500 pontos como comprimento de memoria.

Restringente Visco

/’ Base ™

Iy s

Figura 6.15 — Ilustracdo do pértico 2D tratado com a viga sanduiche

Tabela 6.7 - Propriedades fisicas e geométricas do portico

1* camada 2% camada 3% camada
Material Aluminio ISD-112 Aluminio
Comprimento dos membros | 1 m I m I m
dispostos na vertical
Comprimento dos membros | 1,5 m 1,5m 1,5m
dispostos na horizontal
Largura 5 mm 5 mm 5 mm
Espessura 5 mm 1 mm 1 mm
Modulo de elasticidade 70,3 GPa Nio se aplica | 70,3 GPa
Coeficiente de Poisson 0,345 0,5 0,345
Densidade 2690 kg/m3 | 1600 kg/m3 2690 kg/m3

Em termos da redu¢do de modelos, o método VRI foi aplicado ao pértico sujeito a
um impulso unitario aplicado ao ponto P mostrado na Fig 6.15. Neste caso, foi utilizada
arbitrariamente uma base de 60 vetores. A Fig. 6.16 permite comparar as respostas temporais
dos modelos completo e reduzido do pértico tratado com viscoeldstico. Nota-se uma boa
concordancia entre as respostas de ambos os modelos. Em termos de eficiéncia, a Tabela 6.8
mostra que houve um ganho computacional da ordem de 95 % para este caso formado por

um nimero maior de gdls.
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Dessa forma, a técnica VRI demonstrou ser uma ferramenta poderosa na andlise de
sistemas viscoeldsticos no dominio do tempo, sendo capaz de descrever com acuricia e
eficiéncia as respostas transientes, podendo ser aplicada a estruturas complexas e sendo capaz

de viabilizar simula¢gdes cujo custo computacional € alto.
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Figura 6.16 — Respostas temporais dos modelos completo e reduzido do portico

Tabela 6.8 — Custo computacional dos modelos completo e reduzido do pértico

Dim. das matrizes | Tempo
Completo | 832 x 832 433,36 s
Reduzido | 60 x 60 20,569 s




CAPITULO 7

CONCLUSOES GERAIS E PESPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

Essa pesquisa, que se deu no ambito do programa de pés-graduacdo da FEMEC/UFU,
buscou aplicar um modelo viscoeldastico melhorado baseado no célculo fraciondrio em
conjunto com uma técnica de redu¢do de modelos no dominio do tempo para andlises
transientes de sistemas contendo materiais viscoeldsticos.

Inicialmente, uma revisdo bibliogrifica acerca dos materiais viscoeldsticos e das
técnicas de reducdo de modelos foi realizada. A partir desse estudo da literatura, notou-se
uma caréncia de trabalhos que versam sobre a aplicacdo de métodos de redugdo aplicados a
sistemas viscoelasticos modelados via derivadas fraciondrias, sobretudo no dominio do
tempo. Observou-se ainda que boa parte dos modelos fraciondrios aplicados a andlise
transiente que sdo disponiveis na literatura aberta se restringem a aplicacdes unidimensionais,
ou possuem a desvantagem de apresentarem uma autodependéncia quando se avaliam os
histéricos das tensdes viscoeldsticas, o que eleva o custo computacional de cdlculo,
principalmente para sistemas de interesse pratico. Tudo isso motivou a realizagdo deste
trabalho.

Em seguida, a formulacdo matemdtica do MDF com recorréncia foi descrita em
detalhes e seus pardmetros foram otimizados. Neste caso, a lei constitutiva desenvolvida
aqui conforme a recorréncia foi aplicada a uma viga sanduiche modelada via MEF e aplicada
a uma estrutura do tipo portico bi-dimensional. O método de redugdo proposto VRI neste
trabalho para lidar com o sistema viscoeldstico resultante também foi descrito de forma

detalhada.



Com o intuito de verificar todos os procedimentos de modelagem propostos, inimeras

simulacdes foram realizadas. A partir dos resultados obtidos, pode-se concluir que:

O MDF com a férmula da recorréncia se mostrou um modelo capaz de
representar adequadamente a resposta temporal de sistemas viscoeldsticos e,
quando comparado dois dos modelos mais utilizados na literatura, apresentou
vantagens sobre ambos no que diz respeito ao custo computacional. Isto é uma
grande vantagem deste novo modelo principalmente para casos praticos de
sistemas complexos com viscoeldstico formados por um grande nimero de

graus de liberdade ou envolvendo um estado tridimensional de tesdes;

Hé4 uma influéncia fundamental da temperatura de operacdo nas respostas
transientes do sistema viscoeldstico. De uma forma geral, para o material
utilizado nas simulac¢des, notou-se que um aumento da temperatura reduz a
eficiéncia do viscoeldstico em termos da sua capacidade de mitigar as

amplitudes de vibracdo do sistema;

Nos casos estudados, o método VRI de reducdo de modelo se mostrou capaz
de prever de forma satisfatéria as respostas transientes dos sistemas
viscoeldsticos analisados com uma eficiéncia de aproximadamente 95% em

termos da redu¢do do custo computacional envolvido nas andlises.

7.1. PERSPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

A realizacdo desta pesquisa levantou alguns pontos de continuidade que podem ser

explorados posteriormente. Desse modo, como trabalhos futuros, sugere-se:

A aplicacdo da lei constitutiva tridimensional baseada na férmula da
recorréncia a outras estruturas com maior complexidade tratadas com material

viscoelastico;

O uso da técnica VRI em estruturas viscoeldsticas complexas de interesse

industrial;

68
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A utilizacdo do método VRI a sistemas tratados com outros tipos de materiais,

como aqueles que apresentam propriedades piezoelétricas, entre outros;

A andlise da aplicacdo da férmula da recorréncia e do método VRI de reducdo

de modelos a sistemas viscoeldsticos com comportamento nao linear;

O uso do MDF na andlise de fadiga de estruturas tratadas com materiais

viscoelasticos;

Realizacdo de ensaios experimentais com controle de temperatura para
verificacdo da modelagem proposta e ajustar os parametros do MDF com a
recorréncia para o material 3M-ISD 112 e para outros materiais viscoeldsticos

disponiveis no LMEst;

7.2. TRABALHOS PUBLICADOS

Como resultado desta pesquisa de dissertacao, dois trabalhos foram publicados nos

anais do CILAMCE 2020 (XLI Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods

in Engineering):

Use of an improved fractional derivative model for transient analyses of
viscoelastic systems (Nunes et al., 2020), em que se aplica o tratamento com
material viscoeldstico no controle de vibracdes de uma estrutura de viga,

analisando as respostas temporais por meio do MDF com recorréncia;

Numerical analysis of a beam with and without viscoelastic treatment subject
to cyclic loading in the time domain (Garcia et al., 2020), em que se utiliza o
MDF da recorréncia na predicao da vida em fadiga de vigas metalicas tratadas

com material viscoelastico.
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APENDICE A

DETALHES SOBRE A FORMULACAO EM MEF

Com o propo6sito de manter a fluidez na leitura e focar naquilo que € essencial, no
Capitulo IV ndo foi mostrado com muitos detalhes a formulacdo em MEF nem se deu muito
destaque as funcdes de forma e demais matrizes. Nesse sentido, a fim de esclarecer melhor
quaisquer duvidas que porventura possam vir a surgir ao leitor, este apéndice se propde a

mostrar de forma mais detalhada a discretizacdo em elementos finitos.

Conforme ja mencionado anteriormente, as vigas sanduiche constituidas de trés
camadas na qual a segunda possui propriedades viscoeldsticas podem ser modeladas em
elementos finitos a partir da utilizacdo de quatro graus de liberdade para cada né: u(x,t),
w(x,t), 0(x,t) e B(x,t). Esses graus de liberdades podem ser aproximados através da utilizagao
de fun¢des interpoladoras lineares, para u(x,t) e B(x,t), e cubica, para w(x,t). Nesse sentido
os GDLs sao expressos na forma das Egs. A.1 — A.3, onde q € o vetor dos graus de liberdades
elementares, conforme a Eq. A.4, e as matrizes N sao as fun¢des de forma, que seguem as

Egs. AS—-AT.

u(x,t):[Nu]{q(x,t)} (A.1)
w (x, t) = [NW]{q(x,t)} (A.2)

B(x.t)=[ N, [{a(x.1)} (A3)



com,

u,(x,t)

u,,, (x,t)
w,(X,t)
wi(X,t)
W, (X,t)
w,, (X,t)
B.(x,t)

Bi. (x,1)

[N,(x)]=[N, N, 0 0 0 0 0 O]
[N, (x)]=[0 0 N; N, N, N, 0 0]

[Ny(x)]=[0 0 0 0 0 0 N, N,]

(A4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

ii



2
N, =221 (A.13)
li \ i

Dessa forma, incorporando as aproximagdes em MEF, Egs. A.1 — A.3, aos
deslocamentos transversal e de membrana de cada camada, descritos pelas Eqgs. 4.2 — 4.4, é
possivel se obter as Eqs. A.14 — A.16. Todos os termos dessas equagdes dependem das

fun¢des de forma e do vetor dos graus de liberdade, de modo que podem ser simplificadas

conforme a Eq. A.17, agrupando nas matrizes N (X,Z), N(z)(x,z) e Nf) (X,Z), expressas de

acordo com as Eqgs. A.18 — A.20. Essas sdo as matrizes utilizadas na formula¢ao apresentada

na se¢do 4.1.

(5,20 =[N, () a0} -2 Mg ) (14

(A.15)

o (%20 =[N, () fa(O)} -z—=——={a (O +h, [Ny () [fa(1)} (416

u(k)(x,z,t)z[NE(x)]{q(t)} (A.17)
[NO]=[N, N, —zN, -z:N, -z:Nj —z:N; 0 0] (A.18)

I:Niz)]z[Nl N, -z-N, -z-N, -z-Nj -z-Nj z,-N, z,-N,] (A.19)

il



[N(s)]:[N1 N, -z-N, -z-N, -z-N, —z-N, h,N, h,N,] (A.20)

u



