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FONSECA JR, L. A. Modelagem Numérico-Computacional de Vigas Sanduiches
Viscoelasticas Sujeitas a Grandes Deslocamentos na Presenca de Incertezas Paramétricas.
2020. 126f. Tese de Doutorado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia, 2020.

Resumo

Este trabalho se dedica a modelagem numérico-computacional de estruturas do tipo viga sanduiche
amortecida viscoelasticamente e sujeita a ndo linearidade por grandes deslocamentos. Para avaliar
os efeitos nao lineares, o campo das deformagodes foi modelado de acordo com a teoria classica de
Von Karman e a resposta ndo linear do sistema obtida pela combinacao entre o método de Galerkin
e o método do Balango Harmonico. Para representar os efeitos do amortecimento na base de
Galerkin, foi necessario resolver o problema de autovalores complexo, e nesse caso, um método
iterativo foi proposto para que as frequéncias naturais ndo amortecidas convergissem para as
frequéncias amortecidas. O oneroso esfor¢o computacional durante o célculo dos autovalores
complexos foi reduzido gragas ao método de redugao de modelo proposto neste trabalho. Para levar
em conta as incertezas advindas de fatores geométricos e fisicos, foi avaliado também um modelo
estocastico ndo linear baseado na discretizagdo de campos aleatorios de Karhunen-Loéve. Para
verificar a precisao do modelo numérico-computacional deterministico e estocastico para a viga
sanduiche ndo linear, foi realizado também um procedimento experimental dentro de uma camara
térmica com controle rigoroso da temperatura. Por meio dos varios exemplos de simulagdes e
ensaios experimentais, os resultados demosntram-se que as metodologias propostas neste deste
trabalho foram capazes de representar a influéncia das condigdes operacionais € ambientais nas
respostas dindmicas em sistemas viscoelasticos com ndo linearidade geométrica. Foi verificado
tanto numericamente quanto experimentalmente que a resposta ndo linear do sistema sofre
influencia de fatores como a for¢a de excitagdo e a temperatura de operacdo do material

viscoelastico.

Palavras-chave: Materiais viscoelasticos. Vibragoes ndo-lineares. Incertezas paramétricas.

Elementos finitos estocdsticos.



FONSECA JR, L. A. Numerical-Computational Modeling of Viscoelastic Sandwich
Beams Subject to Large Displacements in the Presence of Parametric Uncertainties.
2020. 126f. Thesis (Mechanical Engineering), Federal University of Uberlandia, 2020.

Abstract

This work is dedicated to numerical-computational modeling of viscoelastically damped sandwich
beam structures and subject to non-linearity by large displacements. To evaluate the nonlinear
effects, the strain field was modeled according to the classical theory of Von Karman and the
nonlinear response of the system obtained by combining the Galerkin method and the Harmonic
Balance method. In order to represent the effects of damping on the Galerkin base, it was necessary
to solve the complex eigenvalue problem, and in this case, an iterative method was proposed so
that the undamped natural frequencies converged to the damped frequencies. The costly
computational effort during the calculation of the complex eigenvalues was reduced thanks to the
model reduction method proposed in this work. In order to take into account the uncertainties
arising from geometric and physical factors, a non-linear stochastic model based on the
discretization of random Karhunen-Loeve fields was also evaluated. To verify the accuracy of the
deterministic and stochastic numerical-computational model for the nonlinear sandwich beam, an
experimental procedure was also carried out inside a thermal camera with strict temperature control.
Through the various examples of simulations and experimental tests, the results show that the
methodologies proposed in this work were able to represent the influence of operational and
environmental conditions on dynamic responses in viscoelastic systems with geometric
nonlinearity. It was verified both numerically and experimentally that the non-linear response of
the system is influenced by factors such as the excitation force and the operating temperature of

the viscoelastic material.

Keywords: Viscoelastic materials. Non-linear vibrations. Parametric uncertainties. Stochastic

finite elements.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

1.1.Contexto do estudo

Esta Tese estd inserida no contexto das tematicas de pesquisa que vem sendo
realizadas no Laboratorio de Mecanica de Estruturas (LMEst) da FEMEC/UFU, que trata
da proposicao de metodologias eficientes para o projeto de sistemas viscoelasticos do tipo
vigas sanduiches sujeitas a grandes deslocamentos na presenca de incertezas paramétricas

para fins de controle passivo de vibragdes ndo lineares.

Os sistemas de engenharia estdo frequentemente sujeitos a niveis de vibragdes e ruido
indesejaveis que podem causar desconforto ambiental, desgaste de pecas e componentes
mecanicos, perda de desempenho de sistemas e rupturas por fadiga induzida por vibragdes
(GONCALVES, 2018), podendo levar a falhas catastroficas. Pode-se citar como exemplo
as vibragOes causadas pela ressonancia solo em helicopteros (SANCHES; RADE, 2013),

como ilustrado na Fig. 1.1.
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Figura 1. 1: Helicoptero sujeito a ressondncia solo (extraido de Irvine (2005)).

Neste sentido, a atenuag@o de vibragdes e ruido de sistemas ¢ parte importante de
qualquer projeto de engenharia, de modo que a predi¢do do seu comportamento requer que
tanto o procedimento de modelagem como o de sua caracterizagdo seja confidvel. Dentre
as varias técnicas de controle de vibragdes existentes (RIBEIRO et al.,, 2020;
GONCALVES et al., 2019; CUNHA-FILHO et al., 2016), as técnicas de controle passivo
via emprego de materiais viscoelasticos apresentam muitas vantagens, a saber: ndo
conferem instabilidade ao sistema; sdo eficientes numa ampla faixa de frequéncia; baixo
custo de instalagdo e manutengao; e seu funcionamento ndo requer consumo externo de
energia. A principal desvantagem ¢ que sua eficiéncia depende tanto da frequéncia de
excitagdo como da temperatura de operacdo do material viscoelastico. Nesse sentido, o
uso desses materiais tem-se tornado um procedimento cada vez mais corrente para tratar
os problemas de vibragdes e ruido nas industrias (RAO, 2003; SAMALI e KWOK, 1995).
A Fig. 1.2 ilustra o uso de materiais viscoeldsticos em uma carcaga de automovel para
reduzir os niveis de vibragao e ruido do veiculo gerados pelo motor e/ou irregularidades

do pavimento para melhor conforto interno dos usudrios.
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Porta malas

Assoalho

Caixaderoda

Figura 1. 2: Pontos de aplicagdo de tratamento viscoelastico em automoveis (adaptado
de EMS - EFTEC, 2018).

Entretanto, no contexto da viscoelasticidade linear, os materiais viscoelasticos sao
representados matematicamente por um modulo complexo que depende da frequéncia da
excitacdo e de outros fatores como a temperatura de operagdo e pré-carga (De LIMA et
al., 2018; RODOVALHO et al., 2016). Isto impde dificuldades para a modelagem e o
calculo das respostas dinamicas de sistemas viscoelasticos, principalmente quando o foco
do estudo sdo as vibragdes nao lineares, que € objeto de estudo deste trabalho. Salienta-
se que os fenomenos nao lineares ¢ que sdo, muitas vezes, correntes em sistemas de
engenharia, sendo o comportamento linear de tal sorte, uma excegdo (SILVA et al., 2019;
GERGES, 2013). Além disso, a caracteristica potencialmente imprevisivel de um sistema

dindmico ndo linear pode leva-lo com mais facilidade a uma falha catastrofica.

As ndo linearidades podem estar associadas a diversos fatores, dentre os quais
destacam-se (SAVI, 2006): as ndo linearidades geométricas que surgem quando a estrutura
apresenta valores relativamente grandes para os deslocamentos (GERGES 2013;
ZIENKIEWICZ et al., 2005; BATHE et al., 1975); as ndo linearidades devido a inércia que
tem relagdo com termos da velocidade e/ou aceleragdo (KERSCHEN et al., 2005) e ndo
linearidades fisicas decorrentes do tipo de material, onde as leis constitutivas nao sao

lineares (a lei de Hooke ndo ¢ obedecida e o comportamento do material ndo ¢ elastico e

linear) (WHITE et al., 2000).
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No que tange as ndo linearidades geométricas, Rao (2008) e Silva et al., (2019)
atestam que ndo se pode ignorar os efeitos dos grandes deslocamentos em estruturas
flexiveis, uma vez que as deformagdes aparecem como termos combinados e, dependendo
das condigdes de operacao, a nao consideragdo desses efeitos pode levar a erros
consideraveis nas respostas dindmicas. Desta forma, a proposi¢cao de modelos numéricos
cada vez mais eficientes para tratar esse tipo de ndo linearidade tem possibilitado o estudo
numérico-computacional de sistemas de engenharia cada vez mais realisticos e de forma
confiavel, a um custo bem mais acessivel quando comparado aos custos da realizacao de

ensaios experimentais.

Quanto aos modelos de sistemas viscoelésticos lineares do tipo sanduiches, eles
podem ser facilmente encontrados na literatura aberta (De LIMA et al., 2009; TRINDADE
et al., 2000; LESIEUTRE e LEE 1997; RAO, 1978). Entretanto, pouco se tem feito quanto
ao estudo de sistemas dindmicos ndo lineares contendo tratamentos viscoeldsticos
superficiais (SILVA et al., 2019), motivando o presente estudo, onde ¢ proposto uma
metodologia de modelagem por elementos finitos no dominio da frequéncia de sistemas
viscoelasticos sujeitos a ndo linearidades geométricas, contemplando uma das
contribuig¢des deste trabalho. Neste caso, as equagdes do movimento que representam as
relagdes frequéncia-amplitude do sistema viscoelastico ndo linear sdo obtidas combinando-
se o método multimodal de Galerkin com a técnica do balango harmonico e o principio da

relagdo frequéncia-temperatura para a parte viscoelastica.

Vale ressaltar que o método de integracdo de Newmark foi utilizado por Zhang et al.,
(2001) e Galucio et al., (2007) para obter a resposta dindmica de sistemas nao lineares com
amortecimento viscoelastico. Entretanto, devido ao custo computacional requerido para a
obtencdo de respostas harmonicas de tais sistemas, essa técnica ndo € apropriada para
investigar a resposta forgada dentro de uma ampla gama de frequéncias de excitagdo para
os sistemas viscoelasticos ndo lineares de interesse deste trabalho. Dessa forma, para a
classe de problemas em que o movimento pode ser assumido como peridodico no tempo,
métodos no dominio da frequéncia, como o método do balango harmdnico tem se mostrado

bastante interessante para obter as respostas dindmicas dos sistemas tratados neste trabalho.

Além disso, Iu et al., (1985) propuseram um modelo numérico para a vibragdo nao
linear de vigas sanduiche multicamadas. Em sua abordagem, a estrutura ¢ discretizada em

elementos finitos com solugdes periddicas obtidas usando o método do balango harmdnico.
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Mais tarde, Iu e Cheung (1986) aplicaram uma técnica semelhante para estudar a vibragao
ndo linear de placas sanduiches. Entretanto, em ambos os trabalhos, apenas o
amortecimento viscoso ¢ levado em consideragdo e esses modelos reologicos simples
geralmente nao sdo capazes de descrever com precisao os fendmenos de fluéncia e
relaxagdo ocorridos nos materiais viscoelasticos, o que demanda por modelos mais
elaborados baseados no modulo complexo combinado com o principio da superposi¢ao
frequéncia-temperatura (NASHIF et al., 1975; De LIMA et al., 2015). Portanto, um modelo
geral no dominio da frequéncia para estruturas sanduiches amortecidas viscoelasticamente

sujeitas a ndo linearidades geométricas ainda ¢ um desafio.

Por fim, outro aspecto importante quanto ao projeto de sistemas viscoelasticos nao
lineares mais realisticos de interesse pratico ¢ a consideracdo das incertezas presentes no
sistema. Representar as fontes de incerteza advindas tanto dos processos de fabricagao e/ou
variabilidade paramétrica tem se tornado atualmente um grande interesse da comunidade
cientifica global. Nesse sentido, métodos que abordam a parte de incerteza sao divididos
em duas areas quanto ao seu tratamento (SOIZE, 2000; 2003; 2005; ARNST ¢ GOYAL,;
2017): ndo paramétricas e paramétricas. A primeira refere-se a variabilidade dos parametros
do sistema devido a geometria, condigdes de contorno e propriedades dos materiais. A
segunda esta associada ao modelo mecanico-matematico que foi utilizado para a previsao
do comportamento da estrutura, utilizando principalmente o Método dos Elementos Finitos

Estocésticos (GHANEM e SPANOS, 1991).

Este processo envolve a construcdo de um modelo de ordem reduzida associado a
simulagdo numérica e, em seguida, as matrizes reduzidas sdo representadas como matrizes
aleatorias. A abordagem ndo paramétrica ¢ muito geral e as matrizes aleatorias sao
introduzidas na tentativa de representar algum erro de modelagem do problema fisico (WU
et al., 2019; SOIZE e POLOSKOV, 2012; SHOJAEI et al., 2011; ROBERTS e SPANOS,
2003; SOIZE e CHEBLI, 2003). Nesse sentido, este trabalho apresenta como uma das
principais contribui¢des a constru¢cdo de um modelo estocéstico para o sistema nao linear
devido a grandes deslocamentos, tratado com camada restrita passiva, considerando

incertezas paramétricas nas principais variaveis do sistema.

Entretanto, uma das grandes dificuldades em considerar a presenca de incertezas em

um sistema dinamico ndo linear com material viscoelastico € a de resolver o sistema de
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equagoes resultantes para um grande nimero de amostras e obter os envelopes de solugdes,

além da propria dificuldade na modelagem estocastica do sistema viscoelastico nao linear.

Para essa finalidade, técnicas para a redugdo de modelos tem sido empregada. Em
linhas gerais, esta configura-se como uma poderosa ferramenta matematica que consegue
diminuir significativamente o tempo computacional requerido para a resolugdo numérica
de sistemas de engenharia, mantendo uma alta capacidade de predi¢do do comportamento
dindmico original. Varios sdo os trabalhos que propdem métodos de redu¢do de modelos
para sistemas viscoelasticos (ROULEAU et al., 2016; FONSECA JR etal., 2015; De LIMA
etal.,2015; OUISSE, 2011; DE LIMA et al., 2010; QU, 2004; KERGOULAY et al., 2000).
Especialmente para o caso de sistemas viscoelasticos lineares, a maioria desses métodos
consistem em usar bases de reducdo constituidas de autovetores do sistema conservativo
associado e residuos estaticos de primeira ordem associados aos esfor¢os atuantes no
sistema (CUNHA-FILHO et al., 2018; ROULEAU et al., 2016; De LIMA et al., 2010).

Uma das grandes vantagens desses métodos propostos para sistemas viscoelasticos
lineares € que as bases resultantes nao requerem nenhuma atualizag¢do ap6s a sua constru¢ao
(FONSECA JR 2016; De LIMA et al., 2015). Entretanto, apesar de funcionarem de forma
satisfatoria para tais sistemas, elas t€m se mostrado ineficazes para o caso de sistemas
viscoelasticos ndo lineares devido a falta de critério sobre as dimensdes dos
enriquecimentos utilizados para levar em conta, por exemplo, as mudancas no sistema

devido as ndo linearidades (CUNHA-FILHO et al., 2018).

A principal dificuldade ¢ a determinacdo da quantidade necessaria de autovetores e de
residuos que formam a base. Assim, como contribui¢do deste trabalho, € proposto o Método
da Aproximag¢do Modal Iterativa (MAMI), baseado nos trabalhos de Cunha-Filho et al.,
(2018); Rouleau et al., 2016 e Fonseca Jr et al., 2015, onde sera determinado uma base de
reducdo que também usa as informagdes dos autovetores associados ao sistema
conservativo, mas o seu enriquecimento ¢ feito de forma iterativa, onde ¢ verificado a
influéncia da perturbagdo causada no sistema com o acréscimo de um autovetor na base de

redugdo para cada nivel de ndo linearidade.

Portanto, o estudo proposto nesta tese de doutorado foi realizado com os seguintes

objetivos:
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e Desenvolver o modelo numérico-computacional de vigas sanduiches viscoelasticas

multimodal com nao linearidades geométricas.

e Para resolver o problema de autovalores complexos do sistema nao linear nao linear
com o uso de método iterativo baseado em sucessivas resolucdes de problemas
lineares. As auto solugdes sdo obtidas através de um critério de convergéncia

estabelecido;

e Estudar e desenvolver um método de redugcdo de modelo eficiente, em que as
respostas do problema de autovalor complexo nao linear seja obtida de forma mais
rapida, mantendo a qualidade das respostas. Neste caso, propos-se um método de
redugao iterativo baseado na matriz de autovetores do sistema estatico, enriquecida

com um residuo referente ao amortecimento viscoelastico da estrutura;

e Desenvolver uma modelagem estocéstica da viga sanduiche viscoelastica ndo linear
através do método dos elementos finitos para levar em conta a presenca de
incertezas em alguns parametros do sistema. Neste caso, ¢ utilizando a expansao

de Karhunen-Loéve (KL), conforme descrito por Ghanem e Spanos (1991);

e Desenvolver um procedimento experimental ndo linear para a andlise € comparacao
com os resultados numéricos previstos pelo modelo de viga sanduiche multimodal

ndo linear.

1.1. Conteudo da tese

Além deste capitulo introdutdrio, a presente tese de doutorado ¢ composta ainda

pelos seguintes capitulos:

O Capitulo 2 apresenta uma breve revisdo sobre o comportamento dos matériais
viscoelasticos e a utilizagdo do método dos elementos finitos combinado com o mddulo
complexo para a modelagem de tais sistemas, ainda no contexto linear. E mostrado um
procedimento genérico para a introducao da dependéncia em frequéncia e temperatura de

materiais viscoeldsticos. Além disso, ¢ feita uma breve discussdo sobre o Principio da
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Superposicao Frequéncia—Temperatura (PSFT) para a introducdo do comportamento

viscoelastico em modelos de elementos finitos de sistemas de engenharia.

O Capitulo 3 apresenta a modelagem por elementos finitos de vigas sanduiches de
trés camadas sujeitas a grandes deslocamentos. Neste caso, para a obtencao das respostas
em frequéncia do sistema viscoelastico ndo linear ¢ utilizado o método multimodal de
Galerkin combinado com o balango harménico. Uma técnica de resolugdo do problema
de autovalores complexos do sistema viscoeldstico resultante ¢ apresentada, juntamente
com a proposta de um método de reducao de modelos adaptado ao sistema viscoelastico.
O método de reducdo utiliza um procedimento iterativo para calcular a dimensao da base

de redugdo, o que constitui uma das contribui¢des deste trabalho de tese.

No Capitulo 4 ¢ realizada uma introdu¢do sobre a importancia e os principais
métodos de tratamentos de incertezas. Em especial, este capitulo se dedica a modelagem
do sistema sanduiche viscoelstico ndo linear com incertezas. E apresentada a formulagdo
por elementos finitos estocdsticos da viga sanduiche ndo linear, onde as incertezas sao
introduzidas segundo o método de discretizacdo de campos aleatorios de Karhunen-Loeve.
Para resolver o sistema de equacdes do movimento do sistema estocastico € obter os
envelopes das solugdes, € utilizado o Método Hyper-Cubo-Latino (HCL). Vale ressaltar,
que a inser¢do de incertezas no modelo viscoelastico ndo linear de viga constitui uma

outra contribui¢do deste trabalho.

No Capitulo 5, sdo apresentados os resultados das simulagdes numeéricas realizadas
com o objetivo de verificar a validade da metodologia desenvolvida. Neste caso, varios
exemplos sdo mostrados de vigas sanduiches de trés camadas sujeitas a grandes
deslocamentos e para diferentes condi¢des de contorno e modelos viscoelasticos para a
confrontacdo, quando possivel, com resultados da literatura. Ainda neste capitulo,
simulagdes com o sistema estocastico ndo linear e reduzido sdo apresentados, onde as
espessuras das camadas e a temperatura do sistema sdo consideradas como parametros

incertos, além da amplitude da excitagao.

O Capitulo 6 dedica-se ao estudo experimental de uma viga sanduiche de trés
camadas em grande deslocamento. Em uma primeira etapa, o interesse ¢ verificar a
metodologia de modelagem por EFs do sistema viscoelastico nao linear. Para tanto,

diferentes niveis de for¢a sdo avaliados em uma dada condi¢do ambiental para avaliar os
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efeitos da ndo linearidade geométrica na resposta em frequéncia do sistema. Em um
segundo momento, ¢ verificado a representatividade do modelo ndo linear estocéstico de
viga sanduiche através dos envelopes de solu¢do gerados a partir de incertezas
introduzidas nas camadas da viga e na forga de excitagdo, constituindo outra contribui¢ao

importante deste trabalho.

Por fim, o Capitulo 7 apresenta as conclusdes gerais, bem como as perspectivas de

continuidade de trabalhos futuros.
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CAPITULO II

COMPORTAMENTO DOS MATERIAIS VISCOELASTICOS

Nesse capitulo sdo descritas as principais caracteristicas € uma breve introducao das
leis constitutivas dos materiais viscoelasticos, que permitem estabelecer as relagdes entre

tensoes e deformacoes.

2.1. Expressao do modulo complexo

Segundo NASHIF et al., (1995), os materiais viscoeldsticos possuem caracteristicas
tanto de um sdlido elastico (tensdo proporcional a deformacao) quanto de um fluido, tais
como a dependéncia do fluxo com o tempo, temperatura e tensdo aplicada (tensdo
proporcional a taxa de deformacdo). Eles também sdo conhecidos como materiais com
memoria ou dependentes do tempo, por poder associar os esforgos de deformacdo em
funcao do tempo (historico do carregamento) para uma determinada tensao aplicada. Logo,
para um certo instante de tempo, o estado de tensdes num dado ponto do material ndo
depende somente do estado atual de deformagdes, mas também de todo o histérico de

deformacgodes anteriores.

De acordo com a lei da viscoelasticidade linear, a resposta dos materiais

viscoelasticos com a evolucdo do tempo pode ser dividida em fluéncia, F (ao,t), que

representa a evolucao da deformacgao do material viscoelastico a uma tensao constante, oy,
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e em relaxacdo, R(g,,t) que representa a evolugdo da tensdo suportada pelo material a uma

deformagao constante, €.

A Fig. 2.1 ilustra os fenomenos de fluéncia e relaxagdo dos materiais viscoelasticos.

o(t) e(t)

(a) t (b) t

Figura 2. 1 Fungdes de fluéncia (a) - F (o,,t) = £(t)/ o, ; € relaxagao (b) -
R(&,.t) =0 (t)/ &, de um material viscoelastico. (Adaptado De LIMA, 2007).

Considerando que o material ndo apresenta deformacdo para valores de tempo
negativos, tem-se que £(t) = 0 no intervalo [—oo < t < 0]. Assim, a relagdo tensdo-

deformagao ¢ estabelecida como segue:

o (t) = G(1)(0) + j G(t—r)@dr
T
-~ 2.1)
’ de(t)
o(t) = G.a(t) + h(t)e(0) + jh(z )= de
0

onde, o(t) e &(¢) sio as componentes de tensdo e de deformagdo (normais ou de

cisalhamento), respectivamente e G(t) é denominada fungdo modulo do material
viscoelastico, G, ¢ 0 modulo estatico ou modulo de baixa frequéncia, sendo que G(t) =

G, + h(t).

No dominio de Laplace, a Eq.(2.1), pode ser escrita como:
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O'(S)zG,,g(s)-l-sh(s)e(s):[Gr+H(S)]8(s) (22)
Ou ainda:
O'(S) = G(s)g(s) (2.3)

onde s € a variavel complexa de Laplace e H (s)=sh(s);G(s)=G, + H(s).

A fungdo H(s) ¢ conhecida como fungdo de dissipagdo, o termo A (s)e&(s)
representa o comportamento dissipativo do viscoelastico € G, (s)&(s) € a elasticidade do

mesmo.

De acordo com o Principio da Equivaléncia Elastico-Viscoelastico (PEEV) (NASHIF,
1985), ¢ possivel descrever as propriedades dos materiais viscoelasticos lineares no
dominio da frequéncia, através do modulo complexo. Dessa forma, a Eq. (2.3) pode ser

reescrita como:

o(w)=G(w)e '(a))+iG"(a)):G’(a))[1+i77(a)] (2.4)

onde G(w)=G'(w)+iG"(®), G(w) ¢ o médulo complexo do material, G'(w) ¢ o
modulo de armazenamento (associado a capacidade do material para recuperar a energia de

cada ciclo de carregamento), G"(a)) ¢ o0 modulo de perda (associado a energia dissipada
em forma de calor) e 7 = G"(w)/ G' (@) é o fator de perda (capacidade de amortecimento
do material viscoelastico).

As propriedades complexas dos materiais isotropicos € homogéneos, podem ser

descritas por um moddulo de cisalhamento G(s) e um coeficiente de Poisson v(s)
complexo. O que ocorre na prética, ¢ a identificagdo do modulo de Young E (), ou o

modulo de cisalhamento G(S), e supde-se um coeficiente de Poisson independente da
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frequéncia para a maioria dos materiais viscoelasticos utilizados em aplicagdes praticas
(SOUZA, 2015; LIMA et al., 2009; PRITZ, 1998). Dessa forma, os modos de
armazenamento e perda podem ser relacionados a partir dos modulos transversais, segundo

as Egs. (2.5) e (2.6):

E'(®0)=G"(w)(1+2v) 2.3)

E"(0)=G"(@)(1+2v) (2.6)

onde v representa o modulo de Poisson, E'(w) ¢ o moédulo de armazenamento longitudinal

e E"(w) representa o modulo de perda longitudinal.

2.2. Modelagem geral de sistemas viscoelasticos utilizando o método dos elementos

finitos

De uma maneira geral, para modelar sistemas dindmicos tratados com materiais
viscoelasticos para fins de controle de vibragdes, o método dos elementos finitos tem sido
bastante utilizado em conjunto com modelos matematicos que descrevem a dependéncia
das propriedades mecéanicas dos materiais viscoelasticos em relagdo principalmente a

temperatura de operagdo e a frequéncia de excitacao.

Considerando um sistema dinamico generalizado com #n graus de liberdade (GDLs),
com elementos elasticos e elementos viscoelasticos, a equagdo do movimento € descrita

como segue (De LIMA et al., 2010):

[}l (o))} ={F (1)} 2.7)
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Onde: [M],[C] e [K (o, T )] representam, respectivamente, a matriz de massa, de
amortecimento viscoso e a matriz de rigidez complexa; {x(t)} ¢ o vetor de respostas e

{F (t)} ¢ o vetor de carregamentos.

Vale ressaltar que nesse tipo de equacionamento, a matriz de rigidez complexa pode

ser dividida em duas matrizes de rigidez, conforme a Eq. (2.8), onde, [KO] ¢ arigidez da

parte puramente elastica do sistema e [KC (a), T )] estd associada a subestrutura puramente

viscoelastica, sendo fortemente dependente da frequéncia e da temperatura de operagao do

sistema.

[K(0.7)]=[K, ]+ [K.(@.7)] @9

Pelo PEEV, a dependéncia do material viscoelastico em relacdo a frequéncia na
matriz K, (a),T ) pode ser obtida via emprego de elementos especificos, como barras,
vigas e placas, dentre outros, para uma dada temperatura de operacdo. Dessa forma,
supondo-se num primeiro momento que o modulo de Young E(w,T) e/ou modulo de
cisalhamento G(,T) (segundo o estado de tensao-deformacédo adotado) sdo independentes

da frequéncia, eles podem ser fatorados da matriz de rigidez da subestrutura viscoelastica,
ou seja, a dependéncia da frequéncia dos moédulos pode ser inserida apds a montagem das
matrizes globais de elementos finitos, de acordo com o modelo viscoeldstico adotado

(CHRISTENSEN, 2013).

Assim, inserindo as Egs (2.5) e (2.6) na Eq. (2.8), resulta na seguinte expressao:

[K(07)]-[K, ]+ G(oT)[K ] @9

Vale ressaltar novamente que a relagdo proporcional E(@,7)=G(@,T)2(1+v)

¢ obtida supondo que o coeficiente de Poisson (v) seja independente da frequéncia

(PRITZ, 1998; MURAVYOV, 1998).
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O modulo complexo pode ser representado tanto pela forma paramétrica quanto
pela ndo paramétrica (CHRISTENSEN, 2013). A principal diferenga entre as duas formas
¢ o fato da abordagem paramétrica ser baseada na aproximagdo do comportamento
viscoelastico por meio de modelos analiticos compostos por pardmetros que necessitam
ser identificados por um processo de ajuste de curvas entre os dados experimentais de
materiais viscoelasticos fornecidos por fabricantes ou através de ensaios experimentais
de vibragdo com controle rigoroso de temperatura e as curvas analiticas previstas pelos
modelos. Ja a abordagem ndo paramétrica baseia-se no Principio da Superposicao
Frequéncia — Temperatura (PSFT) (CHRISTENSEN, 1982; NASHIF et al., 1985),

através de medidas experimentais fornecidas pelos fabricantes.

A abordagem paramétrica utiliza-se dos modelos reoldgicos ou modelos
incorporados a modelos de elementos finitos para representar o comportamento dinamico
de materiais viscoelésticos. Os modelos reoldgicos tém por caracteristica associar (em
série ou em paralelo) elementos simples do tipo molas e amortecedores viscosos para
descrever o comportamento do material viscoelastico. Os modelos de Kelvin-Voigt, de
Maxwell, de Zener (ou modelo padrao) (BERT, 1973; De LIMA et al., 2009) sao
exemplos de modelos reoldgicos encontrados na literatura. De acordo com Nashif et al.
(1985) e De Lima (2006), a grande desvantagem destes modelos ¢ a dificuldade em

representar os fendmenos de fluéncia e relaxagdo ocorridos nos materiais viscoelasticos.

Para contornar os problemas conduzidos pelos modelos reologicos, foram propostos
modelos viscoelasticos baseados na utilizacdo de derivadas fracionarias e de variaveis
internas nao fisicas. Dentre os modelos propostos destacam-se o Modelo das Derivadas
Fracionarias (BAGLEY e TORVIK, 1985), o modelo desenvolvido por Golla e Hughes e
adaptado por MacTAvish e Hughes, conhecido por modelo GHM (GOLLA et al., 1985), e
o modelo baseado nos Campos de Deslocamento Anelasticos (LESIEUTRE e BIANCHINI,
1995). Esses modelos visam representar o comportamento viscoelastico diretamente no
dominio do tempo através de representacdes matematicas do modulo complexo que sejam

bem adaptadas para serem utilizadas também em modelos de elementos finitos

A partir do PSFT, a abordagem ndo paramétrica permite construir um nomograma
em frequéncia reduzida de dados tabulados de materiais viscoelasticos através de um certo
numero de ensaios dindmicos para extrapolagao de dados num contexto de uma modelagem

por elementos finitos de sistemas viscoelasticos. Conforme De Lima (2003), para conhecer



30

o modulo complexo em um ponto arbitrario deve-se interpolar ou extrapolar os valores
experimentais do fator de deslocamento para encontrar a frequéncia reduzida, apoés isto,

interpola-se ou extrapola-se o mdédulo sobre a curva mestre

Conforme mostrado na Fig. 2.2, a partir do fato de que os efeitos da frequéncia e
temperatura em materiais viscoeldsticos sao inversos (NASHIF et al., 1985), ¢ possivel
combinar os efeitos da temperatura e da frequéncia em uma Uinica varidvel mestre, como

ilustrado na Fig. 2.3, designada por frequéncia reduzida (1), ou seja, o conjunto €

reduzido a um par de curvas que descrevem a variagdo do modulo de armazenamento e do
fator de perda em fun¢ao da frequéncia reduzida que ¢é calculada através da relagdo descrita

por um fator de translagdo em frequéncia para cada par de frequéncia-temperatura.

g
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Figura 2. 2: (a) variagdo do G'(®w)e 77 com a temperatura; (b) variacdo do G'(w)e com a
frequéncia (Adaptado Nashif et al., 1985).
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Figura 2. 3: Tlustracdo do PSFT (Adaptado Moreira (2004)).

Dessa forma, dois pares de frequéncia-temperatura, (@,,7)) e (@,,7,), podem ser

relacionados pela Eq.(2.10):

G(w,T)=G(w,,T,) (2.10)

entdo esses dois pares definem o mesmo valor de frequéncia reduzida, da forma:

Jr =@ (ﬂ):wzar(Tz) (2.11)

Sendo o, denominada como fator de translagdo, uma fung¢ao unica e exclusivamente

dependente da temperatura.

De acordo com a Fig. (2.3), a curva formada pela translagao dos pontos com relagao
a frequéncia de referéncia, dos pontos experimentais (T_,; T_1; Ty; T1; T») com diferentes

temperaturas para diferentes frequéncias, ¢ uma fungdo da frequéncia reduzida, que

permite determinar o valor do modulo complexo do material viscoelastico para diferentes
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pares de frequéncia e de temperatura, mesmo que estes nao tenham sido considerados na

caracterizagdo experimental.

Neste procedimento € necessario recorrer a relagdo que define o valor do fator de
translacao em fun¢ao da temperatura, de forma a determinar o valor de frequéncia reduzida

correspondente (MOREIRA, 2004).

Dessa maneira, o nomograma da frequéncia reduzida constitui uma das principais
formas de representar o modulo complexo de materiais viscoelasticos, ou através de modelo

analiticos paramétricos ajustados aos resultados experimentais (MOREIRA, 2002;

KETEMA, 1998; JONES, 1978).
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CAPITULO III

MODELAGEM POR ELEMENTOS FINITOS DE VIGAS
SANDUICHE VISCOELASTICAS SUJEITAS A GRANDES
DESLOCAMENTOS

Neste capitulo, ¢ apresentado o modelo de viga sanduiche viscoelastica para
representar o efeito das ndo linearidades geométricas na resposta no dominio da
frequéncia. As hipoteses basicas sdo consideradas conforme Rao (1978), em que as duas
camadas elasticas permanecem paralelas e ha uma tensao de cisalhamento que nao varia
ao longo da espessura do nucleo viscoeldstico. As ndo linearidades geométricas e os
efeitos cinematicos segundo o modelo zigzag sdo utilizados para obter as equagdes
governantes da andlise de vibragdes linear e ndo linear. Neste caso, ¢ empregado o método
multimodal de Galerkin em conjunto com o balango harmdnico para a construcdo das
respostas em frequéncia do sistema viscoeldstico ndo linear. Salienta-se que a modelagem
apresentada neste trabalho para a camada central viscoelastica € feita para um caso geral,

podendo ser combinada com qualquer modelo viscoelastico.

3.1. Estrutura sanduiche viscoelastica

E comum a utilizagdo do material viscoelastico em estruturas do tipo sanduiches, que
sdo assim conhecidas por apresentarem uma camada fina intermediaria constituida pelo

material viscoelastico entre duas camadas elasticas (De LIMA et al., 2010).
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A principal caracteristica deste tipo de sistema ¢ a de oferecer uma capacidade maior
de dissipagdo de energia pelo aumento significativo do amortecimento com a vantagem da
adicdo de pouco peso a estrutura-base. Mas uma das principais dificuldades encontradas ¢
a identificacao precisa das caracteristicas do material viscoeldstico e suas propriedades de

amortecimento (RAO, 2003).

De acordo com Vinson (2005), a primeira vez que uma estrutura sanduiche foi
utilizada, se deu na Inglaterra durante a 2* Guerra Mundial, porém, avancos mais
significativos foram obtidos somente na década de 50, com estudos voltados ao uso dos
materiais viscoelasticos como dispositivos amortecedores (FERRY et al.,, 1953;
MAXWELL, 1956; OBERST, 1956; MYKLESTAD, 1952). Na década de 60, os primeiros
artigos e livros de estruturas sanduiches comegaram a ser publicados, como o de Ferry

(1961), Plantema (1966) e Allen (1969).

O crescente interesse de pesquisadores sobre estas estruturas despertou também
pesquisas para outros campos da engenharia estrutural, como a industria automobilistica,

aerondutica, mecanica, civil, produ¢do, biomédica entre outros (RAO, 2003).

Neste estudo, considera-se uma viga sanduiche simétrica com uma secdo
transversal retangular consistindo de uma camada viscoelastica entre duas camadas
elasticas, como visto na Fig. 3.1. As dire¢des nas coordenadas x, y e z representam
respectivamente o comprimento, a largura e a espessura da viga. Neste caso, ¢ assumido
que as faces externas sdo eldsticas e simétricas. J4 a camada central de material
viscoelastico possui propriedades dependentes da frequéncia da excitagdo e da
temperatura de operacdao. Os materiais que constituem a viga sanduiche sao isotropicos e

homogéneos.

Os subscritos , e . indicam as propriedades das camadas elasticas e viscoelastica

e os subscritos i =1,3 designam as faces externas elasticas de igual espessura que estdo

descritos na Tab. 3.1.
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Figura 3. 1: Ilustragdo da viga sanduiche viscoelastica.

Tabela 3. 1: Simbologia da viga sanduiche

Plano médio das coordenadas em relagao ao centro do sanduiche

K z=0, que coincide com o centro da camada viscoelastica (i =2)..
h, Espessura das faces elasticas

h, Espessura da camada viscoelastica

b Largura da viga sanduiche

L Comprimento da viga sanduiche

S,esS, Area da secdo transversal

V€ v, Coeficientes de Poisson

Pr€p, Densidades com relagdo a massa

E e E, (o) Moédulos e elasticidade

A Fig. 3.1 ilustra o modelo zigzag de Rao (1978), onde w ¢ o deslocamento

transversal, w_ ¢ a variagdo do deslocamento transversal com relagdo ao eixox, S éa

rotacdo da normal ao plano médio da camada viscoelastica, u, e u; sdo, respectivamente,
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os deslocamentos longitudinais dos planos médios das camadas elasticas (estrutura base

e restringente).

No presente trabalho foi considerado que a estrutura sanduiche da Fig. 3.1 esta
sujeita as condigdes de grandes deslocamentos e rotagdes moderadas, onde as nado
linearidades geométricas no campo das deformagdes serdo modeladas de acordo com a
teoria classica de Von Karman (DAYA, AZRAR, POTIER-FERRY, 2004). Dessa forma,

sdo as seguintes as consideragdes assumidas para o desenvolvimento do modelo:

Para cada camada do sanduiche, as se¢des planas transversais inicialmente normais

ao plano médio permanecem planas e normais ao plano médio durante a flexao;

A tensdo normal transversal na direcdo (O,) ¢ muito pequena comparada com a

tensdo normal axial na diregdo (O,);

Os efeitos de inércia axial e rotacional sdo despreziveis em relacdo aos efeitos de

inércia transversal para o estudo de flexao;

O efeito de cisalhamento ¢ levado em conta na camada viscoelastica, mas ignorado

para as faces elasticas;

As trés camadas da estrutura sanduiche estdo perfeitamente coladas garantindo a

continuidade do campo de deslocamentos nas interfaces;

O deslocamento transversal w ¢ o mesmo para as trés camadas.

Hu et al., (2008) realizaram uma avaliacdo de modelos em zigzag classicos por
testes estaticos e dindmicos e demostraram que o modelo em zigzag proposto por Rao
(1978) tem um bom desempenho nas condi¢des de razdo — <10 e % <0,01.

A A

De acordo com Nashif (1985). ¢ desejavel que a restricdo seja tdo rigida quanto
possivel para que seja introduzida méxima tensao cisalhante na camada viscoelastica, mas
que ndo exceda a da camada base. A tensdo maxima ¢ obtida quando a camada restrita ¢
do mesmo tipo e geometria da estrutura base, ou seja, as camadas eldsticas sejam

simétricas.
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3.1.1. Deslocamentos e deformacgdes da viga sanduiche

Com base na Fig. 3.1 e as consideracdes da segdo anterior, os deslocamentos

transversais sao comuns em todas as camadas, como exposto na Eq.(3.1):

Wi(x,t)=w(x,t) i=12,3 (3.1

Neste caso, os campos de deslocamentos longitudinais (U,) do plano médio das faces
elasticas (i=13) e as deformagdes, segundo a Teoria de Von Karman, sdo dados pelas

seguintes expressoes:

U, (. 2.0) = 1,5, 1) — (2 — 7,) 200
ox
0 owix,0) Y 5 (3.2)
&(x,z,t) = Mi(X,Z)+l( (x,t)) (r-z) W()zc’[)
ox 2l ox o

onde z =(h, +h,)/2=z;.

A hipdtese de continuidade do campo de deslocamentos nas interfaces permite
expressar a relacdo entre os deslocamentos longitudinais dos planos médios das camadas

elasticas e o nucleo viscoelastico da seguinte forma:

u, (x,t) =u(x,t) +[%ﬁ(x,t)—%%}
(3.3)
us(x,1) =u(x,t)—{h—2cﬂ(x’t)_h_2f%}

Para a camada viscoelastica (i =2) tem-se as relagdes seguintes:

U, (x,z,t) =u(x,t) + zf(x,t) 3.4
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&(x,z,t)=

ou(x,t) 1 (éw(x,t) JZ )
Oox 2 ox Oox

ow(x,t)

éz(xat) = ﬂ(xat)"_a—
X

onde f a rotagdo da normal com relagdo ao plano médio da camada central. &, ¢ a

deformacdo da normal e &, deformagdo cisalhante do nucleo viscoelastico.

3.1.2. Relagdes constitutivas

De acordo com a Lei de Hooke generalizada o comportamento constitutivo da

estrutura sanduiche pode ser expresso pelas forcas axiais (N;) € os momentos fletores (M)

de cada camada. Para as faces elasticas i =1,3, tem-se a Eq. (3.5).

w5 S22
(3.5)

O*w(x,1)

N

Quanto a lei constitutiva do material viscoelastico, admite-se que ela ¢ determinada

para tensdes harmonicas. Neste caso, o mdédulo complexo (EC) do nucleo viscoelastico

corresponde ao modulo operacional R*no dominio da frequéncia expresso pela seguinte

expressao (CHRISTENSEN, 1982; HYER et al., 1976).

E (0)= R* (i) =io [ R(le™"™di (3.6)
0

onde R* representa a funcdo de relaxagcdo do material viscoelastico.
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A Eq.(3.6) ¢ resolvida utilizando o produto de convolac¢do, conforme Daya et al.,

(2004) e Hyer et al., (1976).

Usando as relagdes tensdo-deformagao no dominio do tempo, a for¢a normal N, e o

momento fletor M, na camada viscoelastica e a for¢a de cisalhamento 7' sdo expressas

COmo segue.

Nz(x,t):LR*g(ﬁu(x,t)+l(8W(x,t)j2]

2(0+v,) o\ ox 20 ox
3.7)
M, =1R* 2(%j
ot\ Ox
8. *2 ow(x,t)
Teen=50 8t( o +ﬂ(x’t)j (3.8)

Os termos N, e M, sdo complexos, devido ao amortecimento introduzido pelo

material viscoelastico, inserido por meio do médulo complexo.

De acordo com Hu et al., (2008), para vigas sanduiches em que a camada central ¢
composta por um material macio, a tensdo cisalhante ¢ quase constante em toda a espessura

do nticleo, ndo sendo necessario, portanto, a adicdo de um fator de correcao.

3.1.3. Formulacao Variacional

Utilizando o Principio do Trabalho Virtual para estabelecer a equagdo do
movimento da viga sanduiche viscoelastica sujeita a uma for¢a de excitagdo harmonica,

a formulacgao variacional do problema pode ser descrito pela seguinte expressao:

oW,

int

+OW.

ine

=W, =0 (3.9)

onde oW,

int?

oW,

ine>

oW, sdo os trabalhos virtuais das forgas internas, inerciais e externas,

respectivamente .
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Neste caso, considerando somente o efeito da inercia transversal, cada componente

da Eq.(3.9) podem ser descritos como segue:

3 L L 2
5VVint:ZJ'N-(85ui +a—wa5—wjdx+'|-[(Ml+M3)665W+M2 85,[3})6
0 0

= '\ ox ox oOx x* ox
) (3.10)
+ j T(aé—w+8ﬂ]dx
0 Ox
SW,. = F(x,1) G.11)
0%w
ow,, =(2pfo +pcS(,)J.?5wdx (3.12)

0

onde Su,5w e Of sdo os deslocamentos virtuais generalizados.

Neste estudo, a forca ¢ assumida como harmdnica no tempo, transversal e nao
depende do campo de deslocamento. Considerando as condi¢des de continuidade dos
deslocamentos nas interfaces entre as camadas apresentadas na Eq.(3.3), € possivel eliminar
todas as varidveis principais das expressoes das energias potencial e cinética (RAO, 1978).
Portanto, todas as variaveis sao escritas apenas em termos dos deslocamentos das camadas
elasticas. Este procedimento tem sido aplicado por muitos autores (HE e MA, 1996;
GUPIAL e NIZIOL, 1995; RAO, 1978). Nesta analise, as variaveis da camada viscoelastica
serdo utilizadas e o nimero de deslocamentos independentes ¢ reduzido para trés, ou seja,

uwep.

Sendo assim, as for¢as internas sdo, por um lado, a tensdo de cisalhamento 7' que ¢
devida a deformacao por cisalhamento da camada viscoelastica, a for¢a axial total N e dois

momentos flexdo da viga M, e M,,, conforme a Eq.(3.13) e (3.14).

N=N,+N,+N,

N - N, (3.13)

My=M,+ h,
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N,-N
M, =M, +M, -5

hf

Considerando as relagdes descritas pelas Egs. (3.3) e (3.13), a formulagao variacional

da Eq. (3.10) pode ser entdo escrita como segue:

2
[v[20n anan) oy o
ox Ox Ox ox ox
- | dx (3.14)
0 +T(85—W+5ﬂJ

Oox

S,

nt

Substituindo cada termo da Eq. (3.9), obtém-se a Eq.(3.15) que governa as vibragdes

nao lineares da viga sanduiche viscoelastica.

L 2
JN@+Na—w—66W+MWa§2W+Mﬂ85’8T(a§W+8ﬂj X
0 ox Oox Ox Ox Oox Oox

(3.15)

L 2

L
(20,8, +p.5.)| ZTw&vdx = [ F(x,0)swax
0

2

Na Eq. (3.15) € possivel verificar o acoplamento entre os termo ndo lineares. Com os
termos de inercia axial e as componentes axiais da forca podem ser negligenciados, a

solugdo de equilibrio axial € obtida pela seguinte expressao.

[NEax=0 (3.16)

Assim, a resposta ndo linear em flexdo da viga sanduiche € obtida resolvendo-se a

Eq.(3.17).
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N0w00w+M W+M —ﬂ+T(a—w+5ﬂj+(2Pfo+PcSc)
X

hddd ' Ax
ox Ox voox? P ox

| 3.17)

O Sy [~
O ey &

L
- J.F(x,t)é‘wdx
0

A Eq. (3.17) ndo permite solugdes analiticas, apenas solugdes aproximadas. Desta
forma, o método dos elementos finitos ¢ utilizado em conjunto com o método multimodal

de Galerkim para resolver esse problema nao linear.

3.2. Solucao do problema linear

A soluc¢do linear do problema em flexdo da viga € obtida considerando apenas o terno

linear da Eq.(3.17). Dessa forma, procura-se solu¢cdes harmonicas da seguinte forma:

w(x,t) B W)
{ﬂ(x,t)} - {B(x) }e (3.18)

onde {I¥,B}sdo os modos de vibragao linear, onde o elemento finito considerado possui

dois no6s com trés GDLs por no, que descrevem o deslocamento transversal (W), a
inclinagao (%_W) e a rotagdo (), de forma que o deslocamento nodal elementar ¢ dado

X

como S€ seguc

{Ue}:{Wl WYy B, W, W, Bz} (3.19)



43

Neste trabalho, sera usado fungdes de forma classicas baseadas em Zienkiewicz et
al., (2005) para determinar o vetor de deslocamentos Eq.(3.19), chegando a seguinte

expressao.

e

onde as matrizes de fun¢des de forma elementar, [N W] € [N ﬂ] , definidas no Anexo A, sdo

da forma:

[N, ]=[m() m() 0 my(s) ny(s) O]

(3.21)
[N,]=[0 0 n() 0 0 no)

As matrizes elementares sdo entdo levadas 4 nivel global para um caso geral com n
GDLs, desse modo as vibragoes livres e lineares a partir da Eq.(3.17), inserindo os termos
das Egs. (3.19) a (3.21), obtém-se o seguinte problema de autovalores a ser resolvido,

para uma condi¢@o de contorno arbitraria:

[K(0,T)-AM]¢=0 (3.22)

onde A sdo os autovalores complexos do sistema e ¢ sdo os correspondentes autovetores

complexos, € as matrizes de rigidez e massa sdo dadas por:

[K(@.7)] =£[MW[NW,H]+M5 [V ([N N ]) i (3.23)

[M]=(2p,8, +p.S.)[[ NI ][N, ]dx (3.24)

S e N
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sendo:

M= (G(a),T)2(1 +v)I, +0.5(E,S fhf))[Nﬁ,x] ~(0.5(E, S hh )N, |
M, =E, (21, +05(S,h))[ N, . |-(0.5(E, S, 1)) Ny, ]

T =G(@.1)S, ([N + N, )

G(@,T)=G,(0,T)+G, (0,T) (3.25)
_ E.(0,T)
%0.1)= 2(1+v,)
G(u (C(), T) = EC (a)’T)
2(1+v,)

Nas equagdes anteriores, E, (»,T) e G(w,T) sdo os modulos de elasticidade e de
cisalhamento complexos, v, € o coeficiente de Poisson e [M ] e [K (w, T)] sd0 as matrizes

de massa e rigidez complexa. A matriz de rigidez pode ser dividida em duas partes, a rigidez

referente a parte elastica dada por K, = K(«=0,T), em que o momento de flexdo M ea

tensdo de cisalhamento 7' ndo varia com a frequéncia, onde o modulo de cisalhamento ¢

avaliado para a frequéncia @ =0, dado por G,(0,7") . A influéncia da frequéncia ¢ inserida

através da matriz de rigidez viscoelastica dada por K = K(w,T).

O problema de autovalor e autovetor associado € entdo reescrito conforme a seguinte

expressao:

[Ky+G,(0.7)K, - 1M |g, =0 (3.26)

2 ! At N .
onded, e A, =(w,) =4 +il, sdo os autovetores e os autovalores complexos do sistema,

com k=1..N.A frequéncia @, e o fator de perdar,, que é a capacidade de amortecimento

do material viscoelastico (relaciona a parte real e imaginaria da frequéncia natural), podem

. ; A
ser obtidos pelas relagdes @, = \/Z en, = /1—"
k
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Esta formulagdo de matriz ¢ bem conhecida na analise de vibragdes livres de
estruturas viscoelasticas (CHEN et al., 1999; RICKARDS et al.,1993; UNGAR ¢ KERWIN,

1962). Entretanto a solu¢do do problema (3.26) ndo pode ser obtida pelos procedimentos
classicos de autovalor quando [K (o, T )] depende ndo linearmente da frequéncia @ e da

temperatura 7 ; dessa maneira, uma abordagem iterativa mais eficiente ¢ proposta neste

trabalho, conforme descrito na secao 3.5.

3.3. Solucao do problema nao linear

Para solucionar o problema nao linear da viga sanduiche viscoeldstica em grandes
deslocamentos, primeiramente utiliza-se o0 método do Balango Harmonico para transferir
a formulagdo variacional definida pela Eq.(3.17) para o dominio da frequéncia. Desta
forma, as variaveis da equacao resultante sdo fungdes apenas de x, e em seguida o método

dos elementos finitos ¢ utilizado, de tal forma que o comportamento do material

viscoelastico ¢ considerado sem nenhuma simplificacdo.

Para soluc¢des ndo lineares do sistema viscoeldstico em grandes deslocamentos, a
analise ¢ baseada nas respostas periodicas do sistema sujeito a uma excitagdo harmonica

it

transversal F(x,t)=F(x)e'” oua vibragdes livres. Assim, a resposta da viga sanduiche ndo
linear sera assumida como harmoénica no tempo, paralela ao modo no espago e sua

amplitude complexa como sendo arbitraria.

A Eq. (3.16) que se refere 4 solugdo do problema axial dever ser resolvida para
encontrar o esforco Normal (N(x,?)) e os deslocamentos axiais (u(x,?)). Neste caso, a
equacao de flexdo (3.17) € transformada em uma equagdo complexa, através do método do
balango harmonico e a aproximagao de Galerkin. Isso levara a uma relagdo de frequéncia-

amplitude ndo linear que governara a resposta do sistema viscoelastico ndo linear.

O método do balango harmdnico utiliza dados em frequéncia para modelar ndo
linearidades. Nesse caso, trata-se de uma aproximacao de sinais periédicos por uma soma

de harmonicos (série de Fourier finita), e possui duas vertentes: aproximag¢ao da forga ndo
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linear (termos equivalentes) e agrupamento de harmonicos na equagdo do movimento

(amplitudes) (RAZZAK, 2016; LUO e HUANG, 2011; PENG et al, 2008).

Este método possui vantagens como a possibilidade de estimar e melhorar a
aproximagdo da solucdo ndo linear. A maior desvantagem ¢ que ele trabalha com
parametros fisicos, isto ¢, analise tedrica, e com base no conhecimento de um modelo prévio

da ndo linearidade e sua forma paramétrica (TANG et al., 2015).

Aplicando o método de Galerkin, a resposta ndo linear do sistema ¢ dada como:

{W(x’ t)} _ V@ e (3.27)
Bx.0| B(x)e™ '

onde 4 éaamplitude complexa desconhecida, CC denota o complexo conjugado e {i,B}

¢ a base de Galerkin a ser determinada pela resolugdo numérica do problema de autovalores

complexos associado ao sistema viscoelastico, conforme a Eq.(3.26).

Através das relagdes da Eq.(3.13) pode-se perceber que a forga axial N(x,?) é fungdo
do campo de deslocamento {u,w}, e em modelos genéricos de von Karman, o problema
axial da Eq.(3.16) ¢ linear em relagdo as incognitas axiais u(x,t) e N(x,¢) . Dessa forma,
para determinar a resposta ndo linear do sistema definido pela Eq.(3.17), € necessario

determinar o esfor¢o normal N e o deslocamento longitudinal # da Eq.(3.16).

Pela Eq.(3.27), o termo ndo linear na deformagdo induz harmoénicos em 0 e 2w
(DAYA et al., 2004) . Portanto, considerando o esforco normal da Eq.(3.13) e o termo ndo
linear segundo a Teoria de Von Karman, a resposta axial da Eq.(3.16) pode ser dividida da

mesma maneira, como seguc:

u(x,t)= |A|2 uy(x) + {A2u2w (x)e” + CC}
(3.28)
N(xt) = A" Ny(x) +{ ANy, () +CC]
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onde u,(x)e Ny(x) sdo as amplitudes de u(x,f) e N(x,t), no harmdnico 0, bem como

u,,(x)e N,,(x) no harmonico 2.

Inserindo a Eq. (3.28) na Eq. (3.13) e usando as Egs. (3.5) e (3.7), obtém-se as

amplitudes da for¢a axial:

Ny(0)=(2E,S, +E.(0)S, )(uo (x)+ \W‘(x)\z)
i (3.29)
Ny, (x)=(2E,S, + E,(20)S, )(u'zw(x) + o.s(W'(x)) )

Introduzindo a Eq.(3.29) na Eq.(3.16), as componentes u, € u,, do deslocamento

axial sdo expressas em fun¢do do modo de vibracdo linear da seguinte forma:

ju;) (xX)Su'dx = —T(W'(x))2 Su'dx

(3.30)

ju;w(x)a“u'dx — —TO.S(W' () u'dx

0 0

Através do balanco harmonico, os deslocamentos e rotagoes virtuais sdo escolhidos
na mesma base (BILASSE et al., 2010), ou seja: 3B(x)=B(x)e’” € dw(x)=W(x)e'” .
Portanto, substituindo cada membro da Eq.(3.17) por sua expressdo e retendo os termos
independentes do tempo, obtém-se a seguinte equagao que relaciona a amplitude complexa

A de vibracdo do sistema com a frequéncia de excitacdo w:

[[ko]+ G, (@,T)[k.]-o’ [M]]AJr[knl(a), T)|A4* = f (3.31)

Na Eq.(3.31), a matriz de rigidez viscoelastica ¢ dada por [k, |= {¢T } [K.]{#}, com o
médulo complexo fatorado; [ko]:{¢T}[KO]{¢} ¢ a matriz de rigidez da parte elastica,

[m]={¢T}[M]{¢} e {f}:{qﬁT}{F} sdo a matriz de massa e o vetor de forga. Ja {¢}
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representa o modo de vibragdo obtido pela resolugdo do problema de autovalor complexo
pelo método da Frequéncia Iterativa que sera descrito na se¢do 3.5. Nesse caso, os modos
utilizados na base de Galerkin representam os modos referente as frequéncias naturais de

interesse.

Neste caso, a resposta multimodal pode ser obtida considerando mais de um modo

de vibragdo, resolvidos de maneira independente, onde as matrizes globais

[K.1,[K,1,[K,,],[M] eovetor de forga {F'} sdo determinadas para os n elementos (U

[Ko]=[%’h€+Go(o,T)(zlc(l+vc))J[k1]—%[kz]+

) (3.32)
[2Ef[f WL Szf iy J[/%] +G,(0,7)S, [k,]

[K.]=(21,(0+v)[k ]+ S, [k4] (3.33)

[M]=(2p,S, +p.S, ) k] (3.34)

A matriz de rigidez ndo linear [k, (&,T)] = {¢T}[K”l(a), T)]{¢} ¢ dadapelaEq.(3.35),

conforme desenvolvimentos apresentados no Anexo B.

[K.(@.D)]=[ k) ]+ G,o.1)[ £} ] (3.35)

[ ]
[k,i,]{[(lwc)&]ﬂ[kﬁ]z

[[35 /S, +2G,(0,T)(1 + vc)Sc]H[ kT
(3.36)
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As matrizes [kj:hﬁ] sdo obtidas através das funcdes de forma do métodos dos
elementos finitos, conforme mostrado no Anexo A.

Os coeficientes da matriz de rigidez que aparecem na Eq.(3.31) sdo dependentes da
frequéncia, e para resolvé-los para uma determinada temperatura de operagao do sistema,

esses coeficientes sao decompostos em parte real e em parte imaginaria da seguinte forma:

[k, (@)]=[k ]+ G, (@,T)[k.] [kjf(a))] + i[k;(a))]

(3.37)
[k (@.1)]=[ ki (@.7) |+ ki) (@.7)]

Substituindo a Eq. (3.37) na Eq.(3.31), e elevando ambos os lados ao quadrado e
reorganizando adequadamente cada termo em fun¢do da incognita r, encontra-se uma
equacdo cubica, cuja as raizes formam a curva da resposta em frequéncia da viga
sanduiche ndo linear. As raizes da equagdo cubica definida na Eq.(3.38), podem ser

obtidas numericamente, permitindo obter os coeficientes 7.

Cy (@) + Cy(@)r* +C (w)r +Cy =0 (3.38)
r= A

Co=—{11)"

G =(-o ][k @)]) + [k @] (3.39)

Cy(@)=2([kf (@) ](~0? [m] [ (@) ])) + [ ki (@) | ki@

(@) =[k@)] +[Ky@) ]

A base de Galerkin utilizada para resolver a Eq.(3.38) dependera das frequéncias de

interesse de cada sistema. Considerando o caso multimodal, a base de Galerkin pode ser



50

estendida para mais de um modo de interesse, no qual a resposta em frequéncia € obtida

por um processo iterativo resolvendo modo a modo a Eq.(3.38).

3.4. Método de reducio para o sistema viscoelastico nao linear

Durante a avaliagao das respostas em frequéncia do sistema viscoelastico ndo linear
e a posterior analise do mesmo na presenga de incertezas, o custo computacional ¢
primordial. Para contornar este problema, nesta parte do trabalho, ¢ proposto uma nova
técnica de redugdo para aproximar as respostas do sistema viscoeldstico ndo linear no
dominio da frequéncia, sendo considerada também uma contribuicdo importante deste
trabalho. Neste caso, a nova base de redugao proposta para lidar com o sistema viscoelastico
estocastico ¢ uma base também enriquecida, mas de forma iterativa. Para tanto, baseia-se
os autovetores do sistema conservativo e nos residuos de primeira ordem para levar em

conta as informag¢des das ndo linearidades geométricas e dos esforgos viscoelasticos.

3.4.1. Método da Aproximagao Modal Iterativa (MAMI)

Os modelos reduzidos ganharam uma aten¢@o consideravel por permitirem atender a
dois desafios, reduzir a dimensdo de problemas complexos e o custo computacional
envolvido em simulac¢des de grande escala, mas mantendo a precisdo da solugdo do sistema
reduzido resultante (LULF, 2013; FONSECA JR et al., 2015). De acordo com Qu (2004),
técnicas de redugcdo de modelos tém sido amplamente utilizadas em problemas de analises
dindmica e estatica, reandlises, ajuste de modelos, otimiza¢do, andlise estocastica, controle
e integridade estrutural. Além disso, diferentes problemas relacionados a transferéncia de
calor, interagdo fluido-estrutura, entre outros, também sao dominios que empregam técnicas

de reducao de modelos.

O processo de redug¢do ocorre quando a resposta de um sistema de ordem N ¢

aproximada da seguinte forma:
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Wi= } (3.40)

onde [7'] ¢ uma base de redugdo de tamanho (N,N),sendo N, < ,e {y}¢€o vetorde

coordenadas generalizadas.

Ao substituir a Eq.(3.40) na (Eq.(3.26)) e pré-multiplicar a equagdo resultante por

[T]", obtém-se a seguinte equagio do sistema reduzido:

| K3 +G, (@, 1)K =aM* |$=0 (3.41)

onde [ KX [= {17} [K T} Ky | = {17} K (T} 5[ M* = {17 }[m]{T) .

Para garantir a qualidade da aproximagao da solucdo o processo de escolha da base
¢ uma das etapas mais delicadas de um processo de redugdo de modelos, uma vez que ela
deve conseguir representar o comportamento dindmico do sistema para uma dada faixa

de interesse (FONSECA JR et al., 2015, QU, 2008).

A suposic¢ao de que os modos do sistema conservativo associado seriam capazes de
representar também os modos do sistema amortecido produz bons resultados para
sistemas lineares suavemente amortecidos (BORGES et al., 2019; CUNHA-FILHO et al.,
2018; LIMA et al., 2010; JOHNSON e KIENHOLZ, 1980). Entretanto, para sistemas
com materiais viscoelasticos, a constru¢ao da base de redugdo, [T], ¢ mais complicada,
devido a dependéncia do viscoelastico em relagdo a frequéncia da excitacdo e a

temperatura.

Para contornar esse problema, Shin et al., (2006) abordou uma estratégia
interessante que consiste na criagdo de uma base formada pelos modos do sistema

viscoeldstico em baixa frequéncia, ou seja, para G, =G(w=0,7) . Dessa forma, o

comportamento do material viscoelastico ¢ puramente elastico, € a matriz de rigidez ¢
real, ndo considerando nenhuma dependéncia da frequéncia e da temperatura. Borges et
al., (2019), Fonseca Jr. et al., (2015) e Qu (2008) apresentam uma extensa lista de métodos

de redugdo tradicionais, que podem ser adaptados para sistemas nao lineares. Entretanto,



52

poucos apresentam afinidade a uma adaptagdo para sistemas nao lineares amortecidos

viscoelasticamente.

Entretanto, métodos que buscam enriquecer a base de reducdo inicial do sistema
conservativo tiveram bons resultados para aproximar respostas do sistema viscoelastico
com uma precisdo consideravel, como ¢ o caso dos trabalhos de Cunha—Filho et al.,

(2018); Rouleau et al., (2016), De Lima et al., (2015) e Kirsch et al., (2007).

Os métodos da Aproximagdo Combinada (CA) proposto em Kirsch et al., (2007) e
da Base Modal Enriquecida (BME) De Lima et al., (2015) utilizam como aproximagao
inicial uma quantidade n de autovetores para formar a base inicial, mas apresentam
estratégias diferentes para melhorar a qualidade desta base. Enquanto o BME propoe
enriquecer a base com informagdes sobre os residuos estaticos dos esforcos externos e
viscoelasticos para sistemas lineares, o método CA propde um processo iterativo baseado
no célculo da energia de deformag@o de um sistema ndo linear, mas sem amortecimento.
Desta forma, quanto maior a energia do sistema nao linear, maior sera a quantidade de
autovetores na base. Mais recentemente, Belonsi (2017) propdés um método CA
melhorado mais eficiente para o enriquecimento iterativo da base, levando a uma reducao
significativa do tempo de célculo das solugdes para problemas ndo lineares estocésticos
nao amortecidos. Entretanto, pouco se tem feito para sistemas ndo lineares amortecidos

viscoelasticamente.

O método MAMI, baseado nos trabalhos de Cunha-Filho et al., (2018); Rouleau et
al., 2016 e Fonseca Jr et al., 2015, propde uma base que também parte das informagdes
dos autovetores do sistema viscoeldstico, mas seu enriquecimento ¢ feito de maneira
iterativa, considerando a influéncia da rigidez do sistema viscoelastico. Neste caso, €
estabelecido um critério de convergéncia para a perturbagdo causada com o acréscimo de
um autovetor na base. A ideia ¢ apresentar um enriquecimento que leve em consideracao
as informacgodes tanto do residuo estatico, quanto das matrizes eldsticas e viscoelasticas

que compdem o sistema nao linear.

Seja a base de redugao inicialmente proposta pelo método BME:

T=T, $(0),..... 4(0), ] (3.42)
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onde ¢ (0) sdo os k autovetores escolhidos referentes ao problema de autovalores linear:

[K,—2,M]4,=0 (3.43)

onde os autovalores sdo organizados em ordem crescente, 4, <A, <...< A e a matriz de

rigidez da parte elastica obtida pela Eq.(3.32). Ja T ¢ dado por:

n=K ) (344)

A melhora na qualidade da resposta do sistema reduzido, pode ser obtida através de
um processo iterativo. A ideia do MAMI nao € resolver o problema de autovalores do
sistema amortecido, mas sim utiliza-la para enriquecer a base de reducdo. A insercao dos
autovetores com informacdes dindmicas ¢ feita através de um processo iterativo, pelo qual
valores de frequéncias (@, ) sdo utilizados. Estes valores correspondem aos autovalores

associados aos autovetores da base [¢(0)], que sdo utilizados para o calculo da seguinte

matriz de rigidez do sistema.

K =K,+G, (o,T)K, (3.45)

Na etapa inicial do processo, define-se uma tolerancia desejada, fol, um indicador

de erro £, =1 e a temperatura de operagao, 7.

O processo iterativo para enriquecer a matriz de transformacgao € determinado pelos
calculos da Eq.(3.46), para cada iteracdo k , até¢ que a relagdo, &, <tol seja satisfeita. Na
Eq. (@) (3.46) a matriz [7,] representa os autovetores do sistema conservativo da

Eq.(3.43), que ndo sdo capazes de representar todo amortecimento introduzido pelo

material viscoeldstico, necessitando do enriquecimento obtido a partir da matriz [7;]. As
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matrizes do sistema que formam K* se torna complexa devido a frequéncia (@
p q k

atualizada a cada iteracdo, dessa forma o amortecimento ¢ levado em consideragdo sem a

necessida da resolugdo de um problema de autovalor complexo.

i [k (k)4 ]

Ty =
> =[#] (3.46)
TMAMI = [[Tz] [T1] [To]]
k=1...n
A avaliacdo do erro da energia de deformacao ¢ dado por:
T | K (a)(k)) v
£ = [ ] (3.47)

B [K ' (“’(k) )} Py ‘

A medida que a base [7,,,,, ] ¢ enriquecida, a razdo entre a nova base e a base dos
autovetores do sistema conservativo [7;] se reduz, de modo que obtenha o valor ideal

para a quantidade de enriquecimento que deve ser realizado. Nesse caso, esse
enriquecimento chegando a tolerancia desejada representa que o acréscimo de um

autovetor na base [7]] e o seu enriquecimento na base [7,] ndo influenciara
significativamente a base de reducdo.
Pela Eq.(3.46), é possivel verificar que a matriz de transformacao do método MAMI

¢ uma composi¢ao entre o residuo estatico [T 0] , 0 residuo devido as matrizes de rigidez

eléstica e viscoelastica de [71] e aos autovetores do sistema linear [T 2] . Observa-se que

os efeitos viscoelasticos sdo levados em consideracdo com a mudanga do pardmetro do

autovalor (@, ) na matriz de rigidez viscoelastica, tornando a matriz de transformagio

complexa. Note, que somente a resolu¢do do problema de autovalor linear ¢ necessaria, e

os modos ndo amortecidos sdo enriquecidos com a influéncia da matriz de rigidez
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viscoelastica. Assim, para cada modo ndo amortecido adicionado na base, um modo

enriquecido com o residuo das matrizes de rigidez também ¢ adicionado.

As matrizes do sistema sdo entdo reduzidas conforme a Eq.(3.48)

Ko ={Taaat [ Ko {Tosanr )
Ko =\ T {[Ke N s}
Koy ={ T } Kot W ngaaar (3.48)
M ={ Tt | [M Y Tosa )

F={TA§AMI}[F]

Para a andlise de incerteza do modelo ndo linear estocastico, que ¢ um dos objetivos
deste trabalho, a aplicagdo do método MAMI se torna essencial para que as frequéncias
naturais amortecidas devido ao material viscoelastico sejam obtidas de forma mais rapida

e precisa, através do método da Frequéncia Iterativa.

3.5 Método da Frequéncia Iterativa

A particularidade do comportamento dos materiais viscoeldsticos em depender
tanto da frequéncia da excitacdo quanto da temperatura de operagdo fazem com que os
meios tradicionais de se obter as informagdes sobre suas frequéncias naturais e seus
modos de vibrar ndo sejam mais adequados, de modo que, esse procedimento agora se
torna ndo linear, por exigir que as informagdes da matriz de rigidez viscoelastica também
sejam levadas em consideracdo. Dessa forma, nesta se¢do, ¢ apresentado o método da
Frequéncia Iterativa (FI) para o célculo das frequéncias naturais e dos modos de vibrar
viga sanduiche viscoelastica. O processo iterativo proposto faz com que as frequéncias
naturais ndo amortecidas sejam convergidas para as frequéncias amortecidas. Isso torna

possivel representar o comportamento do sistema considerando o amortecimento
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induzido pelo material viscoelastico, para que os modos utilizados na base de Galerkin

também sejam capazes de representar esse efeito.

A resolugdo da Eq.(3.31) necessita-se do calculo dos modos do sistema amortecido
viscoelasticamente para a composi¢ao da base de Galerkin. Na literatura, algumas opgoes
podem ser encontradas, como o método modal da energia de deformagao proposto por
Ungar e Kerwin (1962), que ¢ aplicével a estruturas dependentes da frequéncia, mas em
alguns casos praticos, de acordo com Rickards et al., (1993), o erro pode ser relativamente
significativo. A abordagem assintotica proposta por Ma e He (1992) ¢ limitada ao caso

de estruturas viscoelasticas de rigidez constante.

Outros métodos numéricos para problemas nao lineares de autovalores como em
Chen et al., (1999) e Daya e Potier-Ferry (2001) utilizaram algoritmos numéricos
assintoticos; Duigou et al., (2003) com o algoritmo iterativo de redug¢do de ordem; Arnoldi
(2004) com o método da projegdo iterativa e Silva et al., (2019) por meio do método da
iteracdo inversa contabilizaram a dependéncia da frequéncia na resolu¢do de problemas
de autovalores complexo. Entretanto, o tempo computacional pode-se chegar a elevados

niveis, dependo da dimensao do sistema.

Para contornar esse problema, o método de redu¢do MAMI apresentado na secao
3.4 ¢ utilizado para reduzir as matrizes da Eq.(3.49) e auxiliar para que a resolugdo

iterativa o seguinte problema de autovalores complexo seja obtida de forma mais rapida.

[K,+G, (0, 1)K, —AM |$p=0 (3.49)

O método da Frequéncia Iterativa (FI) procura uma solu¢do do problema de
autovalor complexo da Eq.(3.49) para determinar os autovalores (1) e os autovetores
(¢) partindo da solugdo inicial do problema de autovalores linear, de modo que o

autovalor complexo seja atualizado a cada iteragdo. As matrizes que compode a Eq. (3.49)
sao as matrizes obtidas pela reducao, conforme a resolucao na secao 3.4. O pseudocodigo

deste algoritmo ¢ apresentado a seguir:



Inicio: Definir os valores iniciais:

k=1 : Contador para o calculo do autovalor complexo.
tol =107 : Tolerancia estabelecida para o critério de convergéncia
n, : Numero de modos amortecidos desejado
Resolver o problema de autovalor linear [KO —AM ] {¢} =0;
Inicio do processo iterativo:
Enquanto £ <n s
w, = \/Z : Selecdio da frequencia inicial
e=1 : Erro inicial para a frequencia selecionada

4. Enquanto & <tol

Resolver 0 problema de autovalor

57

complexo

[KO +G, (a),f ,T )KC - M } {#} = 0 para encontrar a frequéncia amortecida

o =4//, € seus corrrespondentes modos ¢,

5. Calcular o residuo:

0 c
‘(a)k _wk)

C
o

E =

W, = Wy

6. Retornar ao passo 4 até que a toleréncia seja atinguida

Guardar o valor do par de frequéncia e modo amortecido @; e ¢,

Retornar ao passo 3 e calcular a proxima frequéncia amortecida até que as n,

sejam obtidas.
k=k+1

Fim algoritmo



Dessa forma, a utilizagdo do método de reduc¢do MAMI se faz necessaria para
acelerar o processo iterativo no calculo do problema de autovalores e consequentemente

atingir a convergéncia de forma mais rapida.

Os modos complexos que compdes a base de Galerkin, foram normalizados em

relacdo a massa e em relagdo aos modos de flexao (¢W ) , conforme a Eq.(3.50).

p=r— (3.50)

A Fig. 3.2 apresenta as principais etapas da metodologia de construgao das respostas

em frequéncia do sistema sanduiche viscoeléstico em grandes deslocamentos.

Construgdo das matrizes globais do sistema

[M1,[K,].[K.] - Eqgs. (3.32), (3.33) e (3.34)

Resolugao do problema de autovalor complexo

Redugdo de modelo pelo método MAMI - segéo 3.4 Meétodo da Frequéncia Iterativa - secdo 3.5

Método de Galerkin

Obten¢do da base de Galerkin com a sele¢ao dos autovetores

Resolugdo da matriz de rigidez ndo linear [K,]

Através da Eq. (3.5)

Resolugdo da equagdo da amplitude

Raizes obtidas pela resolugdo da equagdo cubica. Eq. (3.38)

Construgdo da resposta em frequéncia

Figura 3.2: Etapas para a construgdo da resposta da viga sanduiche nao linear.
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CAPITULO IV

MODELAGEM ESTOCASTICA DA VIGA SANDUICHE EM
GRANDES DESLOCAMENTOS

O comportamento de um modelo ¢ caracterizado por sua representacdo matematica,
pelas suas propriedades mecanicas ¢ as condigdes de operacdo. O valor dado a estas
variaveis pode apresentar erros, sejam eles por medi¢cdo ou de ensaios mecanicos. No caso
especifico do problema abordado neste trabalho, a presenca de incertezas em algumas
varidveis que influem significativamente na dindmica da viga sanduiche sujeita a grandes
deslocamentos ¢ uma extensdo natural e necessaria da capacidade de modelagem das
técnicas existentes de andlise deterministica. Dentre os varios métodos usados para modelar
incertezas, o0 método dos elementos finitos estocasticos (stochastic finite element method-
SFEM) ¢ utilizado neste trabalho, onde as incertezas sio modeladas como campos
estocasticos gaussianos homogéneos e discretizadas através da expansao de Karhunen-
Loéve. O procedimento de modelagem est4 confinado as andlises no dominio da frequéncia,
nas quais sdo construidos os envelopes das respostas em frequéncia do sistema viscoelastico

ndo linear estocastico.

4.1. Incertezas em Sistemas Mecanicos e Métodos Estocasticos

Em engenharia, os projetos possuem requisitos que devem ser seguidos como, por
exemplo, seguranga, custo e durabilidade. Portanto, ao se considerar a aleatoriedade dos

dados de entrada, podera ser obtida uma melhor configuracdo da estrutura que ira ser
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projetada. Para isto, os parametros sdo considerados como varidveis aleatorias e, estas sao

representadas por meio da estatistica com algum grau de incerteza.

Muller, Vaz e Eboli (2003), definem que os sistemas estocasticos sao 0s que possuem
um ou mais componentes que estao sujeitos a efeitos aleatorios. Segundo Schueller (2001),
as incertezas podem surgir a partir de tolerancias de fabricagao, das variabilidades afetando

as propriedades dos materiais, das condigdes de contorno, entre outras possibilidades.

Shueller, (2001), Soize (2000) e Ghanem e Spanos, (1991) atestam que as incertezas
inseridas nos modelos podem ser classificadas como paramétricas ¢ nao paramétricas.
Enquanto a aproximagdo nao paramétrica confia no modelo utilizado, introduzindo as
incertezas diretamente nas matrizes globais do modelo adotado, a aproximagao paramétrica
considera o uso das incertezas na constru¢do do modelo, combinando os elementos finitos

com a analise estatistica, conhecido com elementos finitos estocasticos.

Na abordagem paramétrica, um aspecto importante a ser considerado ¢ a escolha da
melhor técnica de resolugdo a ser empregada para a obtencao da variabilidade das solugoes
dos sistemas estocasticos resultantes. Nesse contexto, pode-se citar os seguintes métodos
frequentemente empregados para resolver tais problemas: o método de Monte Carlo (MC)
ou sua variante chamada de Hipercubo Latino (HCL); os Métodos de Perturbacdo e os

Métodos Espectrais (KOROISHI et al., 2012; SCHUELLER, 2001).

A simulacgdo de MC (SCHINOZURA, 1972; RUBINSTEIN, 1981;
PAPADRAKAKIS e KOTSOPULOS, 1999) ¢ usada como referéncia por ndo ser um
método intrusivo (SOIZE, 2001), mas que possui o inconveniente de requerer um alto custo
computacional em fungdo do niimero elevado de calculos para se atingir a convergéncia
(GONCALVES et al., 2019; DE LIMA, RADE e BOUHADDI, 2010). Como alternativa,
o método Hipercubo-Latino (HCL) (IMAN e CONOVERS, 1980; FLORIAN, 1992;
VIANA et al., 2008) foi proposto para reduzir o nimero de célculos necessarios para a
convergéncia da simula¢ao de Monte Carlo, conservando o nivel de predigao. Ja os métodos
de perturbagdo sao baseados nas expansoes em série de Taylor (KLEIBER e HIEN, 1992;
ALVIN, 1998) ou série de Neumann (YAMAZAKI ¢ SCHINOZUKA, 1988; LEI; QIU,

2000), das respostas ao redor das médias das varidveis aleatérias;

Os métodos espectrais, por sua vez, sao caracterizados por utilizarem as fungdes de

base no espacgo de Hilbert associadas aos problemas aleatorios, no qual estas fungdes podem
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ser polinomios ortogonais de uma maneira geral, ¢ um caos polinomial em particular
(GHANEM e SPANOS, 1991). Um método de andlise espectral ¢ chamado de
Decomposi¢ao de Karhunén-Lo¢ve (KL) também encontrado na literatura como expansao

ou transformag¢ao de Karhunén-Loéve.

Koroishi (2012), descreve o método KL como uma representacdo continua para
campos aleatdrios onde estes sdo expressos como superposicdo de varidveis aleatorias
ponderadas por fungdes espaciais deterministicas. Os campos aleatorios sdo vistos como
uma extensao espacial de uma variavel aleatdria que descreve a correlacdo espacial de um

parametro estrutural que varia aleatoriamente.

4.2. Discretizac¢ao dos campos aleatorios

Uma dificuldade de incorporar processos aleatdrios em analises de elementos finitos
¢ lidar com variaveis aleatérias definidas no espago dos eventos aleatorios. Neste caso, a
abordagem proposta por Ghanem e Spanos (1991) se torna bastante interessante, uma vez
que utiliza como base a decomposi¢ao espectral de fungdes de covariancia e de problemas

de autovetores. Por exemplo, um campo aleatorio unidimensional qualquer, H(x, &), com

0 pertencente ao espago dos eventos aleatorios, pode ser discretizado como se segue:

H(x.0)=3 JAf(x)&(9) @.1)

onde &, () é um conjunto de variaveis aleatorias que devem ser determinadas e 4, e f,(x)

sdo, respectivamente, os autovalores e autofungdes da funcao de covariancia.

Pela decomposi¢do de KL, o campo aleatorio H (x,H) ¢ uma aproximacao de H (x,@)

truncado em n termos sobre a base das auto fungdes f;(x), da forma:
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H(x,0)=H(x,0)=pu+Y" J4 1 (x)&(0) 4.2)

onde u ¢ o valor médio do campo.

Para o problema da viga sanduiche nao linear mostrada no Capitulo 3, considera-se
que todas as variaveis de interesse sdo fatoradas das matrizes elementares e representam

processos aleatorios gaussianos com a seguinte fun¢do de covariancia:

L

X, —X
C(x,x,)=C(x, —x2)=exp(—Mj 4.3)
onde L, representa o comprimento de correlagdo para o dominio Q. = (x,,x,) =[-a,+a]
que serdo utilizados nas equagdes transcendentais. Para a viga sanduiche ndo linear, tem-

seque (x,,x,)=(0,L) e L, =L".

Segundo Gongalves et al., (2019), dentre as fung¢des de covariancia avaliadas por
Ghanem e Spanos (1991), a do tipo exponencial ¢ a mais utilizada por resultar em um

problema de autovalor unidimensional, onde os termos ®, sdo as solugdes das seguintes

equacdes transcendentais utilizadas para o calculo das auto solugdes da decomposicao do

campo aleatorio,

c—o tan(wa) =0 sei ¢ impar (4.4)

@ +ctan(wa)=0se i € par 4.5)

As Egs.(44) e (4.5 sdao validas nos dominios [(z’—l)z,(z‘—ljz} e

a

D1\ oo )
i—— |—,i— | respectivamente, com c=1/Lx
2)a a :

Dessa forma, os autovalores e as autofungdes sao dadas por:
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2¢,
A =——1
"W+ (0
fi(x)=acos(@x) o i ¢ impar (4.7)
fi(x)=asin(ox) ;e par (4.8)
onde:
N
o, Sn(20a) “9
20,
U
T sintea) “.10)
20,

4.3. Determinacao das matrizes estocasticas

A partir das autofungdes e dos autovalores, ¢ possivel calcular as matrizes
estocasticas ao nivel elementar da viga sanduiche viscoeléstica ndo linear. Para isso, as
matrizes da Secdo 3.3, conforme detalhes no Anexo A, sdo novamente integradas

levando-se em conta a expansao (4.2):

ko =l [ FO[ N ] [V, ] @.11)



by =& [ £ @[N] [N ]+ [N ] [Ny Jax
1;31' =q; \/ZJ..}(;(‘X) [NW,xx ]T |:Nw,xx:|dx

oot o[0T [T 1Y D0 T T

Esz' = ai\/ZJ.ﬂ(x)[NW]T [Nw]dx

ko =a 2 [ [N, T [N, ]ax
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4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

O sub indice i =1...n representa a quantidade de campos aleatorios descritos, somados

e elevados a nivel global, como se segue:

(4.17)
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n

k.-S[]

A montagem das matrizes deterministicas realizada na Secdo 3.3 do Capitulo 3, ¢
agora estendida para a montagem das matrizes estocasticas do sistema nao linear, que estao

parametrizadas pelas varidveis aleatorias incertas:
[M(@)] =(2¢lp, +lclpc)|:125:| (4.18)

[K,(0)]=[ KV ]+[K? |+[ K ]+[KY] (4.19)

el 2(1+v) lcSEf _
2 [KI:I

|
K _(l J (4.20)
o

K® =

lE, 2103 )[KJ
4K ]

KW=

Para a subestrutura viscoeldstica, como o comportamento do material depende da

frequéncia e da temperatura, a matriz de rigidez estocastica € definida como:

[zzc(w,f,e)]{%jmmcgz[m @a1)

A matriz de rigidez estocastica ndo linear, também depende da frequéncia e da

temperatura, conforme apresenta a Eq. (4.22).
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_ 3E e, +lcye; 2(1+v,))  (1+v)lc,e \r =
K, (o.T ,6’)]{ / 7 + VL “2 j[Kﬁ] (4.22)

onde cada amostra HCL pode ser avaliada para os pardmetros que foram fatorados das

matrizes do modelo, segundo as seguintes expressdes:

¢ =h,—h(0)

02 = hc - hc(g)

ey = Iy —h(0)

¢, = b —h(0)

¢s=(h, ~h(0)) (B ~h.(6)) (4.23)
co=(h.~h.(0)) (h; ~h,(6)’)

¢, =Gy(0.1)~G,(0.7(6))

=G, (0,T)-G, (0,T(0))

¢, =G,20,7)—G,20,T(6))

Vale destacar que os termos c,,cq € ¢, referem-se aos moédulos do material
viscoelastico que devem ser considerados para os casos em que incertezas na temperatura

de operacao do viscoelastico sdo consideradas.

As matrizes globais do sistema viscoeldstico estocastico ndo linear sdo
determinadas pela soma das matrizes globais deterministicas (considerando o valor

nominal das varidveis de projeto de interesse deste trabalho) e estocasticas definidas

anteriormente.

(M (0)]=[M]+]|M(©)] (4.24)

(K, (60)]=[K.]+[K,(0)] @25)
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(K. (@.T.0)|=[K (0.1)]+[ K (.T.0)] (4.26)
{F } ={F(0)} (4.27)
K, (0.7.0)|=[ K, (0.T)|+[ K, (o.T.0)] (4.28)

onde as matrizes [M] , [KO] , [KC] e [Kn,(a),T)] foram obtidas na Secdo 3.6. Ja as
matrizes [M(@)], [IZ(@)], [[ZC(G)] e [lznl(a),T, 49)] sdo definidas pelas Egs. (4.18) a
Eq. (4.22).

Portanto, tem-se a seguinte equa¢do da amplitude do sistema viscoeléstico

estocastico ndo linear a ser resolvida, onde a incerteza na amplitude da forga, (F), ¢

introduzida pela dispersdo, F'(€), em torno de seu valor médio.

[k, (0)+k,(0)-0'm(0) ] A(0)+[k,(.T.0)] A0)A©0) = £(6) (4.29)

[m@)]={#"}[M©O]{8}. [k(©@)]={¢"}[K,O]{g}. [k.O)]={¢" || K.(@.T.0) |{4},
[k (@.T.0)]={"}[ K. (@.T.0) [{#} ¢ {fO}={¢"}{F ()] sio as matrizes

estocasticas de massa, rigidez linear, viscoelastica e ndo linear e o vetor de forca

estocastico, respectivamente.

A andlise de convergéncia das respostas do sistema estocéstico foi obtida
considerando o Erro Quadratico Médio (GUEDRI et al., 2010) em fun¢do do nimero de

amostras ng, segundo a seguinte expressao:

‘2

(4.30)

A (6)-A

conv(n,) = \/HLZT_I

N
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Neste trabalho, as incertezas sdo introduzidas nas espessuras das camadas do
sanduiche, na temperatura de operacao do viscoelastico e na amplitude da forca de
excitacdo externa. O intuito ¢ investigar o nivel de influéncia das incertezas em cada um
destes parametro nas respostas em frequéncia de estruturas sanduiches viscoelasticas

sujeitas a ndo linearidades geométricas.

Além disso, ¢ de se esperar uma elevagdo do custo computacional para a resolugdo
da Eq. (4.29) para o sistema viscoelastico ndo linear no contexto estocastico, uma vez que
ha a necessidade de se avaliar a matriz de rigidez nao linear dependente da frequéncia e
da temperatura para todas as amostras para a constru¢do dos envelopes das solugdes.
Neste caso, torna-se imprescindivel o emprego do método de redugdo de modelos

proposto na Se¢do 3.4, Capitulo 3.

A Fig. 4.1 representa as principais etapas para determinar os envelopes de solugao

das respostas em frequéncia da viga sanduiche viscoelastico estocéstica ndo linear.
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Construgio das matrizes globais deterministicas do sistema. Egs. (3.32), (3.33) ¢ (3.34)

Construgdo das matrizes globais de elementos finitos estocasticas. Eq. (4.17)

Redugao de modelo pelo método MAMI

secdo 3.4 (determinar a dimensao das bases [T,] e [T,] através das matrizes deterministicas)

Inicio do processo iterativo estocastico

Substituicdo das varidveis aleatorias parametrizadas nas matrizes estocasticas — Eqs.(4.18) a (4.21)

Construgao do sistema estocastico — Egs. (4.24) a (4.27)

Resolucao do problema de autovalor complexo estocastico
Redugao de modelo pelo método MAMI - segdo 3.4 (usar as dimensdes encontradas na etapa 3)

Meétodo da Frequéncia Iterativa - secdo 3.5

Método de Galerkin

Obtengao da base de Galerkin com a selegao dos autovetores

A4

Resolugao da matriz de rigidez néo linear estocastica Eq.(4.28)

Resolucdo da equagdo da amplitude estocastica - Eq.(4.29)

Raizes obtidas pela resolugdo da equag@o cubica para cada amostra

Construgao do envelpe de solucao da resposta em frequéncia

Figura 4.1: Principais etapas para a constru¢ao das respostas em frequéncia da viga

sanduiche viscoelastica estocastica ndo linear.
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CAPITULO V

SIMULACOES NUMERICAS

Este capitulo apresenta os resultados das simulagdes numéricas realizadas para fins
de verificagdo dos procedimentos de modelagem numérico-computacionais que foram
propostos para a viga sanduiche sujeita a ndo linearidades geométricas e incertezas. Para
tanto, os resultados obtidos serdo confrontados, quando possivel, com os correspondentes
disponiveis na literatura. Salienta-se que aspectos como o método da frequéncia iterativa
usado para a obten¢ao da base modal de Galerkin, o método de redugao de modelos, bem
como o procedimento de obtencdo da equagdo da amplitude que governa as vibragdes ndo
lineares do sistema sanduiche para diferentes leis do comportamento do amortecimento
viscoelastico sdo abordados neste capitulo. A influéncia da escolha da base de Galerkin ¢
um dos parametros que influencia nas propriedades de amortecimento e nas respostas do
sistema ndo linear para diferentes niveis de ndo linearidades. Por fim, sdo avaliadas as
respostas do sistema viscoeldstico estocastico ndo linear para varios niveis de incertezas e

nao linearidades.

5.1. Método de reduciio de modelo aplicado ao sistema viscoelastico

Um método de reducdo de modelos eficiente ¢ aquele que permite obter
aproximagdes aceitaveis com custo computacional menor quando comparado com a
execucao do modelo completo. Esta se¢do destina-se a verificar a eficiéncia e acurécia do

método da aproximacao modal iterativa (MAMI) proposto neste trabalho para lidar com
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problemas nao lineares contendo materiais viscoelasticos, conforme visto na se¢ao 3.4,

Capitulo 3.

Vale ressaltar que o método da Frequéncia Iterativa (FI) necessita de n iteragdes
para a resolucao do problema de autovalores complexo e, dependendo da complexidade
do modelo de elementos finitos do sistema nao linear, pode se tornar um processo caro €
as vezes impraticavel. Além disso, ao introduzir as incertezas no contexto da modelagem
estocéstica do sistema viscoelastico ndo linear, a resolu¢cao do problema resultante para
uma quantidade k& de amostras eleva ainda mais o custo computacional envolvido no
processo de obtencao das respostas aleatorias. Dessa forma, € imprescindivel a utiliza¢ao

de um método de redugdo que seja eficiente e preciso.

Para as simulacdes decorrentes do processo de reducgdo, os dados geométricos e
fisicos utilizados para a constru¢ao do modelo nao linear de elementos finitos sao vistos
na Tab. 5.1. Ja a Tab. 5.2 (BILASSE et al., 2010; KOUTSAWA et al.,2008), apresenta
os dados do material viscoelastico ISD112 utilizado nesta aplicagdo para a temperatura

de 20°.

Tabela 5. 1: Caracteristica da viga sanduiche de aluminio/polimero/aluminio

Comprimento [m] L=177,8x% 10°
3 hy =1,524x107
=
"E’ Espessura [m]
5 h,=0,127x107
[
@)

Largura [m] h=12,7x107
Densidade [Kg/m3 ] pr=2766

S E; =69x10°
*E Modulo de Elasticidade [Pa]

E, =1,794x10°

Coeficiente de Poisson v, =0,5
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Tabela 5. 2:Dados dos materiais viscoelasticos a serem utilizados.

Densidade [ Kg / m? ] Coeficiente de Poisson
ISD112 2. =1600 v, =0,5
PVB £, =999 v, =0,4
Constante 2. =968,1 v, =0,3

A partir da analise modal da viga sanduiche viscoelastica no contexto ndo linear, a
Fig. 5.1 mostra a porcentagem de duas medidas como fun¢do do nimero de EFs da malha

para verificar a eficiéncia do método MAMI proposto neste trabalho, para uma tolerancia

do processo iterativo de redugdo de 107 Neste caso, a viga sanduiche ndo linear esta
sujeita a uma forca de amplitude de 10N, aplicada em sua extremidade livre para a

condicdo de engastada-livre.

Os resultados foram obtidos utilizando um notebook com processador Intel Core 15,

8GB de Memoria Ram e placa de video dedeicada de 4GB modelo GeForce GTX 1050.

A curva azul ¢ a porcentagem de reducao da dimensdo do modelo, demonstrando
que a dimensdo das matrizes reduzidas pelo MAMI sdo muito menores que a dimensao

do sistema completo.

100 T T T T T

9or Dim. Sist. Reduzido | |
80k Ganho de Tempo
X 70t 4
§
g 60 8
S
S 50r 8
I
o 40r 4
o
301 8
20+ .
10F 8
0 1 1 1 Il 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700

N° Elementos

Figura 5. 1:Porcentagem da economia de tempo do método de redu¢ao MAMI.
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Por exemplo, para uma malha de 200 EFs onde a dimensao das matrizes do sistema
completo ¢ da ordem de 600x600 GDLs, ap6s a aplicagio do MAMI, essa dimensao se
reduz para apriximadamente 10%, ou seja, torna-se 60x60 GDLs. Consequentemente, ha
uma reducdo significativa no tempo de calculo para as respostas, como pode ser visto pela
curva preta. Ela representa o ganho de tempo com a utilizagdo do método MAMI. Nota-
se que para os mesmos 200 EFs, o ganho de tempo ¢ da ordem de 85%, chegando a uma

economia de mais de 90% para valores superiores a 300 EFs.

A reduc¢ao da dimensao das matrizes e a economia de tempo obtido com o método
de redugdo proposto sdo resultados muito relevantes. Entretanto, deve-se, quando
possivel, avaliar a qualidade das aproximagoes obtidas. A Fig. 5.2 mostra os erros entre
as respostas da viga sanduiche viscoelastica em termos das trés primeiras frequéncias
naturais e de seus fatores de perda em fungdo do nimero de elementos finitos. Nota-se

que em todos os casos, 0 método mantém a qualidade da aproximagdo com um erro

absoluto menor 107>

35 ! 7

25 H——=6 Ws /' / 5 +n3 /
2 4

} A 1]

NI SN L [
0—=o S bﬁé\e‘( o M ;<{

0 100 200 300 400 500 600 700 o 100 200 300 400 500 600 700
Elementos Elementos

€1
\
— |

1€l
\
\

Figura 5. 2: Medidas de erro do modelo utilizando MAMI: (a) frequéncia (b)fator de
perda.

O interesse neste trabalho, ¢ analisar as duas primeiras frequéncias de ressonancia.

Para sistemas em que o interesse esta em frequéncias mais altas, deve-se aumentar a
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tolerancia do processo iterativo, assim durante a convergéncia do método, mais

autovetores referente as maiores frequéncias serdo adicionados a base de redugao.

Isso permite concluir que os residuos construidos com o processo iterativo
complexo proposto neste trabalho contém as informacdes dos efeitos viscoelasticos.
Portanto, nas simulagdes que seguem, todos os resultados foram gerados empregando-se

o método de redugao MAML

5.2. Verificaciao da parte linear da viga sanduiche viscoelastica

Nesta secdo, as respostas da parte linear do modelo de EFs da viga sanduiche nio
linear apresentado na Secdo 3.2 do Capitulo 3, sdo comparadas com as correspondentes
obtidas pelo modelo linear proposto por Lesieutre e Lee (1996). Os autores propdem um
elemento de viga sanduiche com 3 nos e 10 GDLs, a saber: nos nos da extremidade tem-se

o deslocamento longitudinal, u(x) , o transversal, w(x), o anglo de cisalhamento do
viscoelastico, f(x), e a rotagdo, w_(x) ; para o nd central, que ndo faz parte da
conectividade entre um elemento e outro, tem-se o anglo de cisalhamento, S(x), ¢ o

deslocamento longitudinal, u(x) .

Neste caso, para a verificagdo do procedimento de modelagem que foi desenvolvido,
foram investigadas diferentes condi¢des de contorno e o problema da dependéncia em
frequéncia e temperatura do comportamento dindmico do material viscoelastico. Salienta-
se ainda que o método da Frequéncia Iterativa (FI), descrito na Se¢do 3.5 do Capitulo 3, foi

comparado com os métodos disponiveis na literatura.

Em todos os casos, foram utilizados uma malha regular formada por 300 EFs para o
sistema completo, cuja o tempo de simulag@o era em torno de 90 minutos. Apos o processo
de reducao pelo método MAMI, o tempo de simulagdo se reduziu para 7 minutos,
dependendo do intervalo de frequéncia de andlise e do incremento da frequéncia. As

fun¢des de respostas em frequéncia (FRFs) sdo obtidas para uma excitacao unitaria aplicada
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na extremidade livre da viga sanduiche na condicao de contorno engastada-livre, e no

centro da mesma para as condi¢des bi-engastada e engastada-apoiada.

5.2.1. Modelo viscoelastico constante

Uma das maneiras mais utilizadas para representar o comportamento viscoelastico
quando suas propriedades como mddulo de elasticidade e fator de perda variam pouco com
a frequéncia ¢ o Mddulo Complexo Constante, como discutido por Soni (1981). Neste caso,
o problema de autovalores torna-se linear, podendo ser resolvido diretamente. Assim, o

moédulo de Young complexo da camada viscoelastica ¢ aproximado por:

Ec(a))zEO(]‘—i_inc)zEOlnc (5‘1)

onde E_(0)=E, ¢ o mddulo retardado e 7, € o fator de perda do nucleo viscoelastico. As

propriedades da viga sanduiche utilizadas nesta se¢do sdo definidas pela Tab. 5.1.

A Fig. 5.3 mostra os resultados para duas condi¢des de contorno e para dois fatores

de perda, 17, ={0,5;1,5}.
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Nota-se claramente uma boa aproximagao das respostas da parte linear do modelo de
viga sanduiche proposto neste trabalho com o modelo apresentado por Lesieutre e Lee
(1996). Neste caso, utilizando-se o modelo proposto com 8 GDLs consegue-se representar

de forma satisfatoria os efeitos dissipativos do viscoelastico para as condi¢des de contorno.

A boa correlagdo entre os modelos também ¢ obtida para o método da Frequéncia
Iterativa, quando comparado com os resultados de Soni (1981) e Koutsawa et al., (2008)
em termos das trés primeiras frequéncias naturais e seus fatores de perda, como mostrados

nas Tabelas 5.3 ¢ 5.4.

Tabela 5. 3:Frequéncia natural e fator de perda para viga engastada — apoiada.

Resultados da (FI) Soni (1981) Koutsawa et al,, (2008)
. w[Hz] n w[Hz] n w[Hz] U]
206,12 0,152 206,13 0,153 206,12 0,153
0,5 598.,9 0,087 599,8 0,086 598.,9 0,087
1200,2 0,050 1201,3 0,050 1200,2 0,050
209,37 0,242 209,38 0,242 209,37 0,245
1 601,56 0,143 601,60 0,142 601,56 0,144
1201,9 0,084 1202,02 0,083 1201,9 0,084
215,01 0,335 215,0 0,331 215,01 0,344
1,5 606,62 0,210 606,60 0,209 606,62 0,0212
1205,1 0,125 1204,9 0,123 1205,1 0,126

A resposta normalizada da viga sanduiche em fung¢do de 4 (amplitude) e A
(espessura total da viga sanduiche) nas condigdes engastada-livre e engastada—apoiada para
diferentes fatores de perda sdo apresentadas na Fig. 5.4. Como esperado, quanto maior o

fator de perda do material viscoelastico, menor € a amplitude de vibracdo do sistema.
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Tabela 5. 4: Frequéncia natural e fator de perda para viga engastada — livre.

Resultados Obtidos (FI) Soni (1981) Koutsawa et al,, (2008)
7, w[Hz] U] w[Hz] U] w[Hz] U]
65,7 0,147 65,5 0,147 65,9 0,148
0,5 2999 0,138 299,2 0,232 303,1 0,134
747 0,091 746,3 0,092 752,3 0,09
67,8 0,200 67,5 0,202 67,8 0,204
1 304,8 0,215 303,1 0,217 309,1 0,201
751,5 0,149 749.,4 0,150 761,1 0,142
70,3 0,226 69,8 0,229 70,3 0,232
1,5 312,4 0,290 308,8 0,295 317,4 0,264
759,7 0,216 754,2 0,219 777,2 0,196
1.4 T ',I‘ T 30 T T
N 1=0.6 a 7=0.6
s
' A

Frequéncia w/Q Frequéncia w/Q)

Figura 5. 4: Respostas em frequéncia da viga sanduiche engastada-apoiada (a) e
engastada-livre para varios fatores de perda.
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5.2.2. Modelo viscoelastico dependente da frequéncia

Nestas aplicacdes, os materiais Polivinil de Butiral (PVB) e ISD112 foram utilizados
para verificar os efeitos da frequéncia e temperatura nas respostas do sistema. Para o nucleo
de PVB, utiliza-se o modelo de derivadas fracionarias (BAGLEY e TORVIK, 1985) e para
o material ISD112, ser4 usado o modelo generalizado de Maxwell, conforme discutido por
Trindade et al., (2000) para a temperatura de 20°C, e por Trindade (2006) para a temperatura
de 27°C. O modulo complexo utilizado para o material o PVB e para o ISD112 sdo descritos,

respectivamente, pelas Eqgs.(5.2) e (5.3).

Os dados das camadas elasticas e as especificagdes geométricas da viga sanduiche
sdo as mesmas ja descritas na Tab. 5.1, e os dados para a camada viscoelastica dos dois

materiais sao apresentados na Tab. 5.2 e os parametros de cada modelo e apresentado na

Tab. 5.5.

G.(@) =G, +(G,~G,)[1+(iwr)]" (5.2)
S Ao
G (0)=G, (1 + ]Z; Py J (5.3)

Tabela 5. 5: Parametros do modelo viscoelastico dependente da frequéncia.

PVB 20° ISD112 20° ISD112 27°

G, = 4,79x10° (Pa) G, =5,11x10*(Pa) G, =5x10°(Pa)

G, =2,35x10° A=[2,816;13,116;45,465]  A=[0,764;3,265;43,284]

7=0,3979
o =0,46 A =[31,12;446,45;5.502,53] A =[468,7;4.742,4,71.532,5]

B =0,1946
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As FRFs da Fig. 5.5 mostram uma boa correlagao entre o modelo deste trabalho e o
proposto por Lesieutre e Lee (1996), para os dois materiais viscoelasticos submetidos a
mesma temperatura de operagdo de 20°C. Essa boa correlagdo também pode ser vista nos
dados das Tabelas 5.6 ¢ 5.7, onde os valores obtidos com o método FI estdo sempre
proximos dos valores apresentados por Bilasse et al., (2010) utilizando o método do Modo
Complexo Exato (MCE), e por Silva et al., (2019), usando o Método Iterativo Inverso. Isso
permite verificar o método da FI tanto para leis em que o comportamento viscoeldstico €

constante, quanto para leis em que o comportamento viscoelastico depende da frequéncia.
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Figura 5. 5: FRFs da viga sanduiche: (a) engastada — livre; (b) bi - engastada.

Tabela 5. 6: Frequéncia natural e fator de perda para viga sanduiche com PVB.

Resultados Obtidos (FI)  Bilasse et al., (2010) Silva et al., (2019)

w[Hz] n w[Hz] n wl[Hz] n
81,80 0,00133 81,79 0,00137 81,76 0,00136
Engastada
i 504,44 0,00501 504,79 0,00543 504,41 0,00516
- livre
1381,7 0,0877 1380,34 0,00938 1381,3  0,0879
507,69 0,0075 506,77 0,00803 507,7  0,00752
Bi -
1363 0,0116 1358,71 0,0125 1363 0,0117
engastada

2592,8 2581,5 0,0165 2592,8  0,0154
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Pela Fig. 5.5 nota-se que o material ISD112 possui maior poder de amortecimento.

Essa relacao ¢ possivel de ser confirmada pelas Tabelas 5.6 € 5.7, através das trés primeiras

frequéncias naturais e seus respectivos fatores de perda.

Tabela 5. 7: Frequéncia natural e fator de perda para viga sanduiche com ISD112.

Resultados Obtidos (FI)  Bilasse et al., (2010) Silva et al., (2019)

w[HZz] n w[HZ] ] w[Hz] n
65,10 0,2401 63,07 0,1960 65,09 0,2400
Engastada
i 321,28 0,2196 316,54 0,1870 321,28  0,2222
- livre
839,89 0,1700 823,29 0,1600 829,89  0,1712
290,57 0,2029 288,07 0,1800 290,57  0,2050
Bi -
783,38 0,1452 774,05 0,1360 783,39  0,1460
engastada
1491 0,0782 1482,42 0,8090 1491,2  0,0784

A Fig.5.6 mostra as partes real e imaginaria do primeiro modo de vibrar da viga com

os dois materiais viscoelasticos e para as diferentes condi¢des de contorno.
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Figura 5. 6: Parte real e imaginaria do primeiro modo de vibrar da viga sanduiche para
engastada-livre (a) e bi engastada (b).
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Como visto, as partes real e imaginaria possuem a mesma forma, mas com amplitudes
diferentes conforme o modelo viscoeldstico. A parte imaginaria da amplitude de deflexao
para o ISD112 ¢ maior que a do PVB, isso explica porque o fator de perda ¢ maior para o
material ISD112. Consequentemente, o amortecimento induzido por ele ¢ maior que o

obtido com o material PVB.

A utilizagdo de métodos que desconsideram a matriz de rigidez viscoelastica

dependente da frequéncia [K,] para o céalculo dos autovetores que compde a base de

Galerkin, como o método dos Modos Reais (MR) (UNGAR e KERWIN, 1962;
RICKARDS et al., 1993), pode levar a uma subestimacdo ou superestimacido das
frequéncias naturais e dos fatores de amortecimento (BILASSE et al., 2010),

principalmente para o caso nao linear.

Na Fig. 5.7, para o material ISD112 a 20°C, nota-se claramente a diferenga dos
resultados obtidos pelo emprego dos métodos MR e do FI, sendo este tltimo, baseado nos
modos complexos para o calculo da base de Galerkin. Observa-se que para as duas
condi¢des de contorno analisadas, 0 MR subestima as amplitudes de vibracao do sistema

na regido de ressonancia.

55 30 T
—-—-'MR --—-—=MR

50 N\
/ \ 2 J
| | / | ,
R \
J———
\5
>
Q\ \
3 10

30 \\\ \
(a) \ (b

25 5
0 25 50 75 100 125 150 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]

Amplitude [dB].ref.:10™®
ey e
o (4]
-
( e
/
X
N
Amplitude [dB].ref.:10®
N
o
~,
X
X

/
\
\
.
/

Figura 5. 7: Comparacao das respostas em frequéncia da viga sanduiche utilizando os
métodos MR e FI para as condigdes engastada-livre (a) e bi-engastada (b).
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Através dos resultados obtidos entre os métodos disponiveis na literatura para o
calculo dos autovalores complexos e o método da Frequéncia Iterativa (FI) proposto neste
trabalho, pode-se concluir que o uso de uma base de Galerkin por meio do Modo Real nao
¢ realista, especialmente para o caso de modelos viscoelasticos dependentes da frequéncia
da excitagdo. Portanto, ¢ importante que, pela eficiéncia do método numérico desenvolvido
aqui, deve-se escolher uma base de Galerkin com modos complexos, baseado no método

FI para levar em conta o amortecimento viscoeldstico em funcdo da frequéncia.

5.3. Comportamento nao linear de viga sanduiche viscoelastica

Nesta secdo, os resultados sdo referentes ao comportamento dindmico da viga
sanduiche sujeita a grandes deslocamentos, como descrito na Se¢do 3.5.2, Capitulo 3. A
inclusdo no modelo dos efeitos ndo lineares devido aos grandes deslocamentos enriquece o
modelo, mas o comportamento ndo linear da viga sanduiche depende de pardmetros como
a temperatura de opera¢do do viscoelastico e a frequéncia da excitacdo. Desta forma,
algumas investigagdes serdo realizadas nesta secdo para verificar a influéncia desses
parametros ambientais € operacionais nas respostas em frequéncia da viga sanduiche

viscoelastica.

Considera-se entdo os dados da Tab. 5.1 e 5.2 para o material ISD112 operando a
27°C, para uma viga sanduiche engastada — livre sujeita a uma for¢a de excitagdo harmonica

de 10N aplicada em sua extremidade livre.

A Fig. 5.8 apresenta a resposta em frequéncia para o modelo nio linear. E possivel
observar claramente a resposta ndo linear para o primeiro modo de ressonancia. Para as
condi¢des de operacdo e ambientais utilizadas nesta aplicag@o, nota-se uma inclinagdo para
a direita do primeiro modo previsto pelo modelo ndo linear, efeito este conhecido como
hardening (enrijecimento) que propicia o acontecimento do fendémeno do salto, que ¢
visualizado como uma mudanga abrupta na amplitude da curva resposta em frequéncia
(WORDEN, TOMLINSON, 2001), nesse caso ocorre uma variacao da frequéncia natural
decorrente do efeito ndo linear (KERSCHEN et al., 2006). Isto significa que hd um ganho
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de rigidez na estrutura com o aumento da frequéncia de excitagao. Ja na segunda frequéncia,
O efeito do amortecimento devido a presenca do material viscoelastico para o caso

a modelagem ndo linear apresenta uma resposta semelhante a linear.
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Entretanto, para a viga sanduiche menos amortecida com o uso do PVB a 20°C, sob
as mesmas condi¢des de operacdo da viga com ISD112, nota-se o aparecimento do efeito
hardening também no segundo pico de ressonancia. Neste caso, o0 aumento da influéncia
da rigidez nao linear do sistema viscoelastico ¢ oriundo do aumento da influéncia das nao
linearidades geométricas associadas ao acoplamento das deformagdes, conforme

apresentado no Capitulo 3.

Salienta-se novamente que as ndo linearidades geométricas neste tipo de sistema sao
devidas ao acoplamento das deformacdes. Portanto, ¢ de se esperar que para niveis maiores
de forca, o efeito hardening, acompanhado pelo fendmeno conhecido como salto, fique

cada vez mais evidente na regido de ressonancia.

5.3.1. Influéncia da amplitude da forca externa

Nesta sec¢do, o objetivo ¢ verificar a influéncia do aumento da amplitude da forga de
excitacdo externa nas respostas em frequéncia da viga sanduiche viscoelastica com ISD112
a 27°. Nas simulagdes que seguem, sdo considerados os dados das Tabelas 5.1 € 5.2, onde
a viga esta engastada-livre e sujeita a uma for¢a harmonica de amplitude variando de 1 N a

15 N aplicada a sua extremidade livre.

Na Fig. 5.10 ¢ possivel verificar as amplitudes das respostas em frequéncia obtidas
do modelo ndo linear, para varias amplitudes da forca. Nota-se um distanciamento do
primeiro pico de ressonancia previsto pelo modelo a partir da amplitude de 10 N. Além
disso, nota-se que o efeito hardening se torna mais pronunciado a medida em que a
amplitude da for¢ca aumenta. Isto ¢ devido ao aumento dos efeitos das ndo linearidades
geométricas. Quando se tem um sistema em regime linear de movimento, as frequéncias

naturais se mantém constantes. Ja para o regime nao linear, o que se observa ¢, a partir de

um determinado nivel de excitagdo, as frequéncias naturais sofrem alteragdes.
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Figura 5. 10: Respostas em frequéncia do sistemas ndo linear com ISD112 a 27°C.

A regido onde acontece o salto ¢ melhor observada na Fig. (5.11), que é determinada

tracando-se uma reta entre o pico maior no ponto A da frequéncia de ressonancia até o pico

menor no ponto B da frequéncia de ressonancia. Nota-se que para uma mesma frequéncia,

obtem-se duas amplitudes diferentes, caracterista esta, de um sistema ndo linear.
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Figura 5. 11: Resposta em frequéncia da viga sanduiche em grande deslocamento para

amplitude da forga de 15 N.
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A regido do salto, € mais facilmente vista devido ao procedimento numérico utilizado
na modelagem nao linear, através do balango harmonico e do método de Galerkin, por meio
da combinagao das raizes obtidas pela resolu¢do da equagao ctibica (3.38). Essa regido seria
dificilmente capturada em ensaios experimentais. Normalmente, sdo realizadas varredura
senoidais em ordem crescente e decrescente para a frequéncia de excitacao da viga. Nesse
caso, 0 que se observa sdo saltos diferentes para a varredura em ordem crescente e
decrescente, isto implica que ha uma regido de valores de frequéncia em que multiplas

solugdes de equilibrio estadveis sdo encontradas.

5.3.2. Influéncia da temperatura de operagdo do material viscoelastico

Como discutido anteriormente, a temperatura de operacao do material viscoeléstico
¢ um dos parametros que mais influencia o comportamento dinamico de sistemas
contendo este tipo de material, como ja discutido por varios autores na literatura aberta
(CUNHA-FILHO et al., 2016; De LIMA et al., 2015; De LIMA et al., 2006; TRINDADE
et al., 2000; LESIEUTRE et al., 1997). Entretanto, pouco se tem feito quanto a
modelagem numérico-computacional e verificagdo experimental da sua influéncia no
comportamento dindmico de sistemas viscoelasticos em grandes deslocamentos. O que

motiva esta aplicacao.

Neste caso, a fungdo mddulo complexo descrito na Eq.(5.4) para o material ISD112
¢ utilizada em conjunto com o Principio da Superposi¢ao Frequéncia—Temperatura (PSFT)

(De LIMA et al., 2016), conforme discutido no Capitulo 2, valida para as faixas de

temperatura e frequéncia de 210K <7 <360K e 1,0 <@ <10° Hz , respectivamente.

1200 MPa]

G(w,)=0.4307+ 08 anyevl|
14324x| 1% | 4] (5.4)
1543000 1543000
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(—3758.4x(rl —0.00345)—225.06><10g(0.00345><T)+O.23273><(T—290))

I3

ondea(7T)=10 ¢ o fator de deslocamento

em temperatura e o, = a(T)o ¢ a frequéncia reduzida (NASHIF et al., 1985).

A Fig. 5.12 apresenta o fator de perda e o modulo de armazenamento do material
ISD112 em fungao da temperatura de operagao entre 0°C e 150°C, onde ¢ observado a
regido de 10 °C a 40 °C de maior influéncia da temperatura no médulo de armazenamento

e no fator de perda do material. Nas simula¢des que seguem sera considerada esta regido.

Especificamente para os resultados apresentados pela Fig. 5.13, a espessuara da

camada viscoelastica foi de h, =1.07x107, isso representa uma razdo de 4, /h, =0,7.

Quanto mais proximo de 1 essa razdo, mais efeito de amortecimento introduzido pelo
material viscoeldstico na estrutura podera ser observado. Pela Fig. 5.13 ¢ facil verificar
que o comportamento do sistema se torna mais amortecido € com menos efeitos das nao
linearidades geométricas para valores de temperaturas entre 10°C e 20°C. Entretanto, para
valores de temperatura acima de 30 °C, nota-se claramente um aumento dos efeitos das nao
linearidades geométricas, portanto, do efeito hardening. Isto pode ser explicado pelo fato
de que, com o aumento da temperatura, por exemplo, para 40°C, o moddulo de
armazenamento ja esta proximo do seu valor minimo e o fator de perda continua em queda

acentuada, como visto na Fig. 5.12.
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Desta forma, ha uma perda de eficiéncia do material viscoeldstico em termos da
atenuagdo das vibragdes do sistema e, como efeito, as ndo linearidades geométricas se
tornam mais acentuadas, fazendo com que o pico e a frequéncia de ressonancia cheguem a

niveis bastante elevados.
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Figura 5. 13: Respostas em frequéncia da viga sanduiche nao linear para varias
temperaturas de operagdo do material viscoelastico ISD112.

5.4. Influéncia das incertezas nas respostas do sistema viscoelastico nao linear

Nesta se¢ao, sao mostrados os resultados das simulagdes realizadas com o modelo
de viga sanduiche estocastico ndo linear para investigar a influéncia das incertezas em
alguns pardmetros do sistema nas suas respostas em frequéncia. A modelagem estocéstica
utilizada neste trabalho via emprego do método KL foi apresentada no Capitulo 4. Os
dados utilizados correspondem aos apresentados pela Tab. 5.1 a uma for¢ca com amplitude
de 10N para a condi¢do de bi-engastamento, cuja a fun¢cdo do mddulo completo foi

apresentada na Eq.(5.4) para a temperatura de 30°C.

E importante destacar que a analise envolvendo incertezas ¢ um passo importante
para representar qualquer sistema diante das diferentes condi¢des de operacao e geometria

que acontece em situacdes mais realisticas de interesse pratico (RITTO et al., 2008).
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Neste caso, a etapa de parametrizagao do modelo de viga sanduiche ndo linear para
tratar as varidveis incertas do problema como desenvolvido neste trabalho (ver Secdo 4.3,
Capitulo 4), ¢ uma etapa importante do processo de modelagem do sistema ndo linear
empregando o método dos elementos finitos estocasticos. Isto evita a atualizacdo das
matrizes estocasticas no sistema ndo linear no contexto da analise de incertezas, reduzindo

também o custo computacional.

Mesmo assim, o esfor¢co computacional de andalises numéricas de sistemas na
presenca de incertezas ¢ consideravel, mesmo para problemas académicos. Isto ¢ devido
a quantidade de amostras normalmente requerida para se obter a convergéncia das
respostas aleatorias do modelo estocastico em fungo das variaveis incertas. Além, € claro,
da prépria complexidade do modelo do sistema em termos de sua dimensao (nimero de
GDLs), viscoelasticidade e ndo linearidades. Para contornar este problema e deixar o
processo de avaliagdo das incertezas com um tempo computacional aceitavel, além da
parametrizacdo ja discutida, ¢ importante integrar ao modelo de elementos finitos
estocastico o método de redu¢ao MAMI. Para as simulagdes seguintes, utilizaou-se uma
malha de 300 elementos finitos para o sistema completo, com o tempo de simulagdo para
as 500 amostras variando entre 5000 a 6000 minutos. J4 com o sistema reduzido, passou-
se a obter um tempo de simulagdo de 490 a 620 minutos, considerando um passo em

frequéncia de 0.5 Hz para a resolugao da equagdo nao linear (4.29).

Da literatura (De LIMA et al., 2006), sabe-se que as espessuras das camadas e a
temperatura de operagdo exercem forte influéncia no comportamento de um sistema
viscoelastico. Entretanto, a temperatura ¢ considerada o pardmetro de maior influéncia
nas propriedades mecanicas dos materiais viscoelasticos comumente usados em

aplicagdes praticas, além de ser um pardmetro de dificil controle (NASHIF et al., 1985).

Nesse caso, em um primeiro momento, assume-se que as propriedades geométricas
da viga como espessuras das camadas sejam consideradas como variaveis aleatorias. Na
sequéncia, sera considerada como variavel aleatoria a amplitude da excitagdo externa e a
temperatura de operagdo do viscoeldstico, ja que ela influencia significativamente na

resposta do sistema viscoelastico ndo linear.

O proximo passo € determinar o nimero de termos a serem utilizados na expansao

de KL. Segundo recomendagdes de Briend (2017), De Lima, Rade e Bohuaddi (2010) e
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Ghanem e Spanos (1991), para problemas de vigas sanduiches lineares de caracteristicas
similares a utilizada neste trabalho, optou-se pela utiliza¢ao de dez termos na composi¢ao
da série. Além disso, ¢ utilizado um total de 500 amostras obtidas pelo HCL visto que,
estudos realizados por Ribeiro et al., (2020) e Gongalves et al., (2019), demostraram que
a convergéncia foi atingida com amostras menores. Foi adotada uma amostragem de
distribuicdo Gaussiana com confianga de 95%, ou seja, pode-se afirmar com 95% de
probabilidade que o valor esperado estard contido nesse intervalo e nos envelopes das
respostas em frequéncia. As variaveis aleatdrias a serem consideradas nas simulacdes sao
definidas na Tabela 5.8 com os seus respectivos desvios padrdes. Para as variaveis
geométricas adotou-se os desvios de 5% e 10% dos valores de referéncia. Nesse caso, 5%
refere-se a valores aceitaveis de variabilidade durante o processo de fabricagdo (SETTER,
2002), e 10% como sendo valores extrapolados que acarretariam em uma perturbacao, ou

em casos extremos, em uma modificagao estrutural (LIMA Jr., 1999).

Para as variaveis de temperatura e amplitude da forca, os fatores externos tornam-
as mais dificeis de serem controladas, por isso, sdo utilizados os desvios de 10% para os
casos considerados tipicos de operacdo, e 20% para os casos atipicos de operacao, sendo
importante ressaltar, que estes valores devem ser revisados dependendo do sistema e das

circunstancias de operagao.

Tabela 5. 8: Varidveis incertas e desvios padrdes.

Nivel de incerteza

Cenario

5% — - —
10% — — —

R | SN 0| A W N -
1
1
1
1
[a—
3
=
1
1
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Para cada cenario de teste, os envelopes das respostas em frequéncia do sistema
viscoelastico estocéstico ndo linear sdo construidos, como os mostrados na Fig. 5.14 para
os cenarios 1 e 2. Nota-se a influéncia da espessura das faces elésticas sobre os envelopes
das respostas aleatorias do sistema. Ha um aumento dos efeitos da nao linearidade
geométrica com o aumento do desvio padrao dos parametros. Outro aspecto importante €
que a curva de referéncia estd dentro dos envelopes de solugdo, demostrando a

representatividade da modelagem deterministica de viga sanduiche nio linear.
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Figura 5. 14: Incerteza nas espessuras das faces elasticas: (2)5% (b)10%.

N .

A Fig. 5.15 representa as dispersoes das respostas referentes a influéncia da

incerteza na camada viscoelastica.

Os niveis de dispersdo apresentados para as respostas dos cenarios 3 e 4 mostrados
na Fig. 5.15 demonstram que para os dados levados em consideragao, a influéncia causada
pela espessura da camada viscoelastica ndo gera grandes dispersdes em torno da curva de
referéncia, como acontece aos efeitos causados pelas faces elasticas. Vale ressaltar, que a
a razao entre a camada viscoelastica e a face elastica e de 0,08 (ver Tab. 5.1) e a medida
que essa razao tende a aumentar, o efeito causado pela modelagem estocéstica também

tende a ser mais significativo.
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Figura 5. 15: Incerteza na espessura da camada viscoelastica: (a) 5% (b) 10%.

Ja aFig. 5.16 mostra a analise de convergéncia realizada para o cenario 2, visto que
o envelope gerado para este cendrio foi o mais amplo na regido do primeiro modo de
ressondncia, sendo considerado o cendrio de referéncia para a avaliagdo da convergéncia
para os parametros geométricos. Nota-se que o numero utilizado de 500 amostras que foi

utilizado em todos os cenarios garante uma boa convergéncia nos resultados.
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Figura 5. 16: Andlise de convergéncia para o cenario 2.
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Os resultados dos cendrios 5 e 6 sdo apresentados na Fig. 5.17 e demostram que
com o aumento do nivel de dispersdo ao redor da temperatura, o pico da amplitude de
ressondncia também eleva, € a ndo linearidade se torne mais evidente, com o
favorecimento do fendomeno do salto, evidenciando que a temperatura ¢ um dos fatores

mais influentes na resposta nao linear do sistema estocastico.
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Figura 5. 17: Incerteza na temperatura de operagdo do material viscoelastico: (a) 10%
(b) 20%.

Os resultados dos cenarios 7 € 8 sdo mostrados na Fig. 5.18 para a incerteza na
amplitude da for¢a de excitacdo, que foi previamente discutida na Se¢do 5.3. Para os
dados levados em consideracdo, mesmo a amplitude da forca sendo um pardmetro de
dificil controle, os envelopes de solugdo ndo apresentaram grandes distor¢des em torno
da curva de referéncia, e o efeito da ndo linearidade geométrica aparece mais de forma

menos evidente, diferentes de outros cenarios.

Outro aspecto importante a ser observado € que para ambos os niveis de dispersao
investigados neste estudo, a resposta em frequéncia do sistema nao linear de referéncia
para cada cenario de teste esta contida nos extremos do intervalo de confianga (maximos
e minimos das amplitudes). Novamente, isto demonstra a capacidade da modelagem por
elementos finitos do sistema ndo linear estocastica em representar a variabilidade das

respostas aleatdrias para estes niveis de perturbagao.
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Figura 5. 18: Incerteza na forga de excitagdo:(a) 10% (b) 20%.

Por fim, a Fig. 5.19 mostra a anéalise de convergéncia realizada para o cenario 6, ja
que o intervalo de confianga obtido para este cenario foi o mais amplo. Dessa forma ele
foi considerado dentro dos cenarios para os parametros fisicos como sendo o de referéncia

para a avalia¢do da convergéncia com um numero de 500 amostras.
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Figura 5. 19:Anélise de convergéncia via RMSD normalizado para o cenario 6

De acordo com os resultados obtidos, pode-se concluir que a metodologia proposta

neste trabalho ¢ adequada para lidar com situagdes envolvendo a presenca de incertezas
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nas variaveis de projeto do sistema viscoelastico em grandes deslocamentos, como forma
de obter respostas dinamicas mais realisticos de interesse pratico para o controle passivo

de vibragdes ¢ ruido.

De uma maneira geral, pode-se perceber que todas as variaveis incertas analisadas
apresentam resultados que demostram a sua influéncia no comportamento nao linear do
sistema. Para o caso da espessura das faces elésticas e da temperatura de operacdo do
material viscoelastico, a medida que os niveis de incerteza aumentam, a variabilidade da
resposta em frequéncia também aumenta, de uma maneira mais destacada do que acontece
para as variaveis de forca e espessura da camada viscoelastica. Entdo, pode-se afirmar
que para modelos cujas os parametros fisicos € geométricos se assemelham ao modelo de
viga sanduiche utilizado, a influéncia da espessura da camada viscoelastica e da forca
pouco influenciardo nas respostas nao lineares do sistema. Para sistemas com
caracteristicas diferentes, essas influéncias ndo devem ser descartadas de um estudo
estocastico, deve-se levar em consideragdo os dados fisicos e geométricos de cada

sistema, bem como sua condi¢do de operagao.

Portanto, a influéncia das dispersdes nas respostas nao lineares mostradas nas figuras
5.14 a 5.18, revelam que ¢ importante saber onde as fontes de incertezas estao concentradas

no sistema, para melhorar sua previsibilidade para situagdes mais realistas.
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CAPITULO VI

AVALIACAO EXPERIMENTAL DE UMA VIGA SANDUICHE
SUJEITA A GRANDES DESLOCAMENTOS

Neste capitulo ¢ apresentado um estudo experimental de uma viga tratada com
camada restrita passiva sujeita a grandes deslocamentos. O interesse ¢ avaliar
experimentalmente a influéncia da amplitude da excitacdo externa e da temperatura de
operagdo do material viscoeldstico na resposta em frequéncia do sistema viscoelastico ndo
linear. Além disso, os resultados experimentais sao confrontados com os correspondentes
obtidos pelo modelo numérico-computacional desenvolvido neste trabalho. Para considerar
a variabilidade do sistema no contexto experimental, a andlise estocéstica do sistema
viscoelastico ndo linear devido aos grandes deslocamentos foi realizada para encontrar o
envelope de solugdo de cada experimento. E importante ressaltar que todos os testes foram

realizados dentro de uma camara térmica com controle rigoroso de temperatura.

6.1. Procedimento experimental

Para compreender melhor o comportamento dindmico de um sistema submetido a
condicdes gerais de carregamento, as nao linearidades envolvidas devem ser investigadas
através de procedimentos experimentais ou por meio de modelos numéricos que sejam
confidveis e capazes de representar os fendmenos presentes no sistema. Borges (2008)
destaca que a presenga de ndo linearidades em estruturas pode gerar fendmenos fisicos

bastante interessantes como saltos, sub- e super-harmdnicos, interagdo entre modos € caos.
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Segundo Nayfeh e Mook (2004), as caracteristicas de uma curva de fungdo de
resposta em frequéncia (FRF) em sistemas lineares apresentam picos de grandes
magnitudes em torno das frequéncias naturais do sistema. Essas caracteristicas também
podem ser observadas para uma resposta em frequéncia nao linear, porém ¢ importante
destacar os aspectos que as diferenciam, como por exemplo: os picos de ressonancia de um
sistema ndo linear pode ocorrer fora dos modos de vibragao ndo lineares (ressonancias
super-harmonicas); os picos de ressonancia podem ter influéncia de varias oOrbitas
periddicas para uma Unica frequéncia de excitacdo; a resposta em frequéncia pode conter
respostas periddicas instaveis e a lei da superposi¢ao nao se aplica para os sistemas nao

lineares, nesses casos, tem-se uma resposta em frequéncia, € nado mais uma fungao.

Nesse sentido, as respostas temporais podem ser utilizadas para se obter as
amplitudes das respostas em frequéncia experimentais de um sistema nao linear, através de
varreduras senoidais. A amplitude da forga deve ser mantida constante, mas a sua
frequéncia deve ser alterada gradualmente na faixa de interesse. O que acontece, ¢ que para
algumas faixas de frequéncia, o sistema pode apresentar diferentes orbitas de energia, € o
aumento ou a diminui¢do da frequéncia de excitagdo pode fazer com que o sistema salte
para uma Orbita de maior energia para outra de menor energia. (CARRELLA; EWINS,
2011).

Em respostas experimentais, a dificuldade em realizar um engaste perfeito, como
realizado na anélise numérico-computacional, pode contribuir para o aumento/redugdo do
amortecimento do sistema e produzir diferencas entre os resultados. Além disso, pequenos
erros relativos a colagem perfeita entre as camadas que forma o sanduiche e imperfeigdes
geométricas das proprias camadas também podem contribuir para as diferencas observadas

entre as respostas (NAYFEH E MOOK, 2004; KOVAC et al., 1971).

Para a realizacdo dos ensaios experimentais de uma viga sanduiche viscoelastica em
grandes deslocamentos, um cddigo para a varredura senoidal foi desenvolvido em ambiente
de programacdo LabView®, conforme ilustrado na Fig. 6.1. A estratégia consiste em
aumentar / diminuir a frequéncia de excitacdo passo a passo, enquanto a sua amplitude e a
temperatura de operag@o sdo mantidas constantes para todas as frequéncias. Para controlar
a temperatura de operagao, a viga sanduiche foi montada dentro de uma camara ambiental,

modelo 877-GO-ESPEC. Entdo, para uma amplitude especifica da forca e para cada valor



98

de frequéncia, a operagdo de integracao do sinal da aceleracao (x,.)para a obtencao da

amplitude X do deslocamento em regime permanente ¢ realizada, conforme a Eq. (6.1),

onde N ¢ o nimero de pontos do sinal adquirido.

X=[=>x (6.1)

Para todos os testes, uma excitacdo harmonica ¢ aplicada por um Shaker, modelo
TMS® K2007E0. Um conector de nylon ¢ responsavel por fazer a conexdo entre o shaker e
o transdutor de forga modelo 208C02 da PCB®, que foi preso a extremidade livre da viga.
As respostas do sistema sio obtidas por meio de um acelerdmetro, modelo 352C22 PCB®,
colocado no mesmo ponto que o transdutor de forga. Para aquisi¢ao e processamento dos
sinais, um codigo LabView® foi desenvolvido para gerar o sinal de excitagdo e obter as
respostas de aceleracdo através dos sistemas National Instrument NI® 9269 e NI® 9233,
respectivamente, conforme ilustrado na Fig. 6.1. O sistema aguarda pelo menos 10 s para
que a resposta atinja seu estado estacionario antes de gravada / exportada para outro codigo
em MATLAB®, para a construgdo das curvas de frequéncia versus amplitude. Para evitar
perturbagdes, foi implementado um controle para monitorar / controlar a amplitude da forca
de excitagdo durante os ensaios. Esse controle é realizado aumentando ¢ diminuindo a

voltagem enviada ao Shaker, e também restringe a uma quantidade ny de iteragdes, para

que o tempo da varredura em frequéncia nao fique mais oneroso.

O material viscoelastico utilizado nos ensaios foi o ISD112 da 3M® disponivel no
LMEst/UFU, com o modulo complexo definido pela Eq.(5.4). Foram utilizadas as seguintes
dimensdes geométricas da viga sanduiche: 19 cm de comprimento, 2,8 cm de largura e

todas as trés camadas possuem 1 cm de espessura.
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Figura 6. 1:Fluxograma das principais etapas do cddigo em LabView.

onde @ Gax; Aws| F|;ViEpsnp s30 respectivamente as frequéncias minima e maxima

utilizadas durante a varredura, o passo em frequéncia, a amplitude da forga, a voltagem

inicial, a tolerancia estabelecida e o nimero maximo de iteragdes para o controle da forga.

A Fig. 6.2 apresenta a vista do experimento com a viga sanduiche, condi¢cdes de

contorno e equipamentos/materiais utilizados para a realizacao dos ensaios experimentais.

Pela figura, os equipamentos utilizados correspondem as seguintes legendas: V1, V2,
V3 e V4 representam o engaste da viga sanduiche; o acelerdmetro; o suporte do engaste e
o suporte do shaker. Enquanto que as legendas V5, V6, V7, V8 e V9 corresponde a viga
sanduiche; o transdutor de forca; o conector de nylon; o shaker e os cabos de conec¢ao com

as placas NI® 9269 e NI® 9233.
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Figura 6. 2: Configuracdo do experimento de viga sanduiche dentro da camera térmica.

6.2 Resultados experimentais

Para estimar a frequéncia natural do primeiro modo de vibracdo da viga sanduiche,
foi realizado uma varredura senoidal, de aproximadamente 70 Hz a uma temperatura de
30°C. A resposta em frequéncia do sistema foi obtida para uma banda de frequéncia de 20
a 70 Hz com um passo constante de 0,01 Hz, mantendo a amplitude constante da forga.

Além disso, quatro cenarios de for¢as foram investigados, a saber: 1N, 2N, 3N e 4N.

A Fig. 6.3 permite comparar as respostas em frequéncia experimentais com as
correspondentes obtidas utilizando-se o modelo de viga sanduiche ndo linear proposto neste
trabalho. Nota-se que para a excitagdo de 1 N e 2 N, os efeitos ndo lineares sdo pequenos,
uma vez que as respostas em frequéncia experimentais para estes cendrios sdo praticamente
lineares. Além disso, pode-se notar uma boa correlagdo entre as previsdes do modelo e as

curvas experimentais.
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Figura 6. 3: Comparagdo entre as respostas em frequéncia experimentais € numéricas:
(a) IN; (b) 2N; (c) 3N; (d) 4N.

Para a excitagdo de 3N, a Fig. 6.3(c) mostra que na regido de ressonancia, o sistema
Jé& apresenta um pequeno aspecto de instabilidade, em que os pontos indicam um pequeno
salto. Na previsdo numérica, o aspecto nao linear da curva de resposta ¢ melhor visualizado
e, embora haja uma diferenca na regido da ressonancia entre as curvas numérica e
experimental, os resultados ainda mostram uma boa correlagdo. Para o cenério de 4N visto
na Fig. 6.3(d), o fendmeno do salto na regido da ressonancia ¢ mais evidente, efeito este
caracteristico de um sistema com comportamento ndo linear. De fato, uma vez que as ndo

linearidades geométricas modeladas sdo oriundas do acoplamento das deformagdes, ¢ de se
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esperar que para niveis mais elevados da forca, o fenomeno do salto se torne cada vez

evidente na regido da ressonancia.

Vale ressaltar, que os os resultados numérico-computacional obtidos pela Fig. 6.3

foram obtidos por meio dos dados da viga experimental, descrito na Secdo 6.1.

Para levar em consideracdo as fontes de incertezas advindas dos parametros
geométricos e fisicos, foi realizado um estudo considerando incertezas paramétricas nas
variaveis de projeto conforme discursdo na Secdo 5.4 do Capitulo 5. Assim, a espessura das
camadas elasticas e viscoelastica, bem como a temperatura do viscoelastico sao variaveis
que influem significativamente nas respostas do sistema viscoelastico, além de variagdes

da amplitude da forga.

Para as analises de incerteza no modelo sanduiche nio linear, foi considerado uma
variacdo de 5 % para as variaveis de espessura. Neste caso, a temperatura de operacdo sera
mantida constante, uma vez que hd um controle rigoroso da mesma pela realizacdo do
ensaio na camara térmica. No modelo construido em ambiente LabView®, o controle da

forca € realizado para uma tolerancia de &, £0,1N e nesse caso, o nivel de incerteza varia

de acordo com a amplitude utilizada para cada cenario, conforme definido na Tab. 6.1.

Tabela 6. 1: Niveis de incerteza para comparacdo entre modelo e experimento:

Variavel incerta Variagao Nivel de incerteza (%)
h, 1+£0,05¢cm 5%
hy 140,05¢cm 5%
F [1,2,3,4]£0,1N 2,5% — 10%

A Fig. 6.4 permite confrontar os envelopes de solugdes obtidos pelo modelo
numérico-computacional estocastico de viga sanduiche ndo linear considerando,
simultaneamente, os niveis de incertezas da Tabela 6.1 com as respostas experimentais.
Neste caso, as simula¢des com o modelo estocastico foram realizadas com 500 amostras.

As respostas foram obtidas para um nivel de confianga de 95%. Isso implica dizer que a
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resposta do sistema estd dentro das curvas de minimo e maximo dos envelopes com uma

probabilidade de 95%, como verificado através da curva experimental.

A combinagdo das incertezas em todas as variaveis de projeto, também demostra que
dependendo dos valores considerados, o cenario com excitacao de 2N ja tende a apresentar

uma resposta nao linear para o sistema, por meio da combinagao das incertezas introduzidas

nas variaveis da Tab. 6.1, fato que ndo havia sido observado na Fig. 6.3(b).
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Figura 6. 4: Comparagao entre os envelopes das respostas em frequéncia aleatorias com
as experimentais: (a) 1N, (b) 2N, (c¢) 3N, (d) 4N.

Para verificar a influéncia da temperatura na resposta do sistema, foram analisadas as

respostas experimentais e as numéricas para as temperaturas de operacao de 25°C e 28°C,



104

para a excitagdo de 4 N. A titulo de comparacdo, as respostas experimentais sao
apresentadas em conjunto com as respostas numéricas para 30°C, conforme mostrado na

Fig. 6. 5.

Na Fig. 6.6 ¢ possivel observar que para a temperatura de 25°C, a resposta
experimental apresenta regides com pontos instaveis de dificil previsao, podendo indicar a
formagao do fendmeno do salto na regido da ressonancia. J& para a temperatura de 28°C,

esse fendmeno ja ¢ visto.

Os resultados para o modelo estocastico ndo linear em grandes deslocamentos
também foram construidos para as temperaturas de 25°C e 28°C, conforme demostra a Fig.
6.7. Nota-se que as respostas experimentais estdo contidas dentro dos envelopes das
solugdes, demostrando uma boa correlagdo entre o modelo estocastico ndo linear € o
experimento. A consideragao de incertezas também aponta que dependendo da combinacao
das variaveis incertas, o fendmeno do salto j& ocorre para a temperatura de 25°C, o que ndo

pdde ser completamente visto pelas respostas deterministica e experimental.
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Figura 6. 5: Influéncia da temperatura de operagdo do viscoelastico nas respostas em
frequéncia do sistema nao linear.
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Figura 6. 7: Comparagdo entre os envelopes das respostas em frequéncia aleatorias e as
experimentais: (a) 25°C (b) 28°C.

Outro aspecto interessante a ser observado pelos resultados obtidos, ¢ que conforme
a temperatura aumenta, a frequéncia e amplitude de ressonancia tende a aumentar. Isto era
esperado, uma vez que, para as temperaturas onde foram obtidas as respostas, o modulo e
o fator de perda diminuem com o aumento da temperatura, conforme visto na Fig. 5.13,
Sec¢do 5.3.2. Outro ponto importante ¢ a importancia da modelagem estocéstica nao linear

Por meio dela, foi possivel verificar que alguns casos em que a resposta do sistema
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deterministico e experimental apresentavam efeitos ndo lineares pequenos, ou praticamente
lineares, pela modelagem estocastica, a perturbacdo causada pelas variaveis aleatorias
demostraram que o efeito nao linear pode ser maior a ponto de levar o sistema a apresentar

uma resposta nao linear, como nos casos da Fig. 6.4(b ) e 6.7(a).
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CAPITULO VII

CONCLUSOES GERAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

Este trabalho representa uma contribui¢ao importante aos recentes desenvolvimentos
que vem sendo realizados no LMEst/UFU quanto a modelagem de sistemas nao lineares

contendo materiais viscoelasticos para o controle passivo de vibragdes e ruido.

O trabalho apresentou os principais conceitos e abordagens sobre o comportamento
dos materiais viscoelasticos e a relagdo frequéncia-temperatura introduzida pelo modulo
complexo. Foi desenvolvida a modelagem no dominio da frequéncia de uma viga sanduiche
de trés camadas sujeitas a grandes deslocamentos e incertezas paramétricas, sendo esta uma
das contribui¢des do trabalho. Para tanto, foi utilizado o método de Galerkin combinado
com o balango harmdnico para a obtencdo das respostas em frequéncia do sistema
viscoelastico sujeito a nao linearidades geométricas. Além disso, foi proposto um novo
método de redugao de modelos para sistemas viscoelasticos ndo lineares através da
construgdo iterativa de uma base que leva em conta as modificagdes do sistema
viscoelastico. O método de redugdo se mostrou indispensavel para a aproximagdo das
respostas do sistema viscoelastico ndo linear, principalmente para o caso estocastico,
reduzindo o esforco computacional requerido para a resolugdo do sistema através do
método da Frequéncia Iterativa. Neste sentido, esta ¢ também considerada uma outra

contribuicao deste trabalho.

Destaca-se ainda que a modelagem por elementos finitos estocasticos de estruturas
sanduiches viscoelasticas sujeitas a grandes deslocamentos para levar em conta a presenga
de incertezas ¢ também algo pouco explorado na literatura aberta. Para tanto, foi utilizado

a expansdo de Karhunem-Lo¢ve dos campos aleatorios. Visando a reducdo do custo
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computacional, as matrizes estocasticas foram devidamente parametrizadas ¢ o método
Hyper Cubo Latino foi utilizado para a resolucao da equagdo da amplitude do sistema. Por
fim, também como uma importante contribui¢do deste trabalho de tese, foi realizado um
estudo experimental sobre as vibracdes lineares € nao lineares de uma viga sanduiche de
trés camadas, com controle de temperatura para verificar os procedimentos de modelagem
e avaliar a influéncia de alguns parametros operacionais e ambientais na resposta dinamica

do sistema sanduiche viscoelastico.

As inimeras aplicagdes numéricas envolvendo uma viga sanduiche viscoeléstica € os
ensaios experimentais realizados permitiram avaliar de uma forma geral a eficiéncia dos
procedimentos de modelagem de sistemas sanduiches com viscoelastico, quando estes
estdo sujeitos a ndo linearidades geométricas. A partir dos resultados obtidos, pode-se tirar

as seguintes conclusoes:

e A modelagem por elementos finitos realizada aqui para tratar o problema de
vibragdes nao lineares de estruturas viscoelasticas demonstrou ser eficiente
para caracterizar o comportamento em frequéncia e temperatura do sistema
viscoelastico no contexto ndo linear. Além disso, destaca-se que alguns
resultados obtidos do modelo proposto foram confrontados, quando possivel,

com os correspondents disponiveis na literature aberta;

e Os resultados demostraram que dependendo do nivel da excitacdo externa e
da temperatura de operagdo do sistema, este pode apresentar comportamento
dindmico ndo linear na frequéncia, ocasionando na presenca do fendmeno de
hardening e do salto. Portanto, torna-se imprescindivel o uso de modelos
fidedignos que consigam representar os efeitos ndo lineares para tornar as

aplicagdes praticas e de interesse industrial mais realisticas e confidveis;

e O emprego do método da aproximagao modal iterativo com o método da
Frequéncia Iterativa para a resolu¢do do problema de autovalores complexo
foi bastante eficiente para a reducdo do tempo computacional, mantendo a
qualidade das respostas. Isto tornou viavel a analise estocastico do problema
viscoelastico ndo linear. Ressalta-se que a base de redugao foi obtida a partir
do procedimento iterativo para verificar a influéncia da adigdo de um

autovetor no enriquecimento da base inicial. Neste caso, o enriquecimento
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proposto leva em consideragdo as informagdes dos esforgos viscoelasticos

sem a necessidade da resolucdo do problema de autovalores complexo;

O modelo do sistema viscoelastico estocastico ndo linear permitiu avaliar o
grau de influéncia dos principais pardmetros que influenciam na eficiéncia de
tratamentos viscoelasticos superficiais. No caso das incertezas introduzidas
nas espessuras das faces elasticas, observou-se mais largos principalmente na
regido da ressonancia, enquanto que as incertezas introduzidas na temperatura
de operagdo do material viscoeldstico levaram a maior influéncia no pico de
ressonancia. Portanto, esta ¢ uma ferramenta importante para projetistas de
sistemas viscoelasticos para o controle passivo de vibragdes, principalmente

em aplicacdes de interesse pratico;

Por fim, ¢ importante destacar os testes experimentais que foram realizados
dentro da camara térmica com controle rigoso de temperatura. Primeiramente,
os resultados experimentais obtidos permitiram concluir sobre a grande
influéncia da temperatura de operagao do viscoelastico e da amplitude da
forga externa nas respostas em frequéncia. Ficou evidente que, dependendo
da combinagdo desses parametros, tem-se um maior ou menor efeito das nao
linearidades geomeétricas atuantes no sistema, deixando evidente o efeito nao
linear de hardening provocado no pico de ressonancia. Foi possivel também
verificar a modelagem numérico-computacional proposta neste trabalho sem
a necessidade de ajuste de modelo. Neste caso, foi feita a confrontagao direta
entre os resultados experimentais e os correspondentes gerados pelo modelo
viscoelastico estocastico nao linear, demonstrando uma boa correlagdo entre
ambos. Para as incertezas inseridas nas camadas elésticas e viscoeldasticas e
na amplitude da forca externa, a curva de experimental de referéncia se
manteve dentro dos envelopes de solugdo, demostrando a capacidade de

predicao do modelo proposto.
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7.1. Perspectivas de trabalhos futuros

O presente trabalho de tese possibilitou o surgimento de algumas perspectivas, no

qual pode-se destacar:

1*) Otimizagao do tratamento viscoelastico na estrutura-base, visando o aumento da
eficiéncia do amortecimento viscoelastico em termos da atenuagado das vibragdes lineares e
nao lineares, tomando como restri¢ao a adi¢do de massa no sistema. Isto se faz necessario
uma vez que em aplicagdes de interesse acronautico, por exemplo, o acréscimo de massa a

estrutura ¢ um dos maiores problemas;

2%) Estender a metodologia de modelagem da viga sanduiche sujeita a grandes

deslocamentos para outras estruturas de grande interesse, como placas e cascas;

3%) Propor uma modelagem termomecanica do sistema viscoelastico ndo linear para
levar em conta os efeitos do auto-aquecimento do material viscoeldstico quando este esta

sujeito a grandes deslocamentos.

4%) Propor um modelo de fadiga no dominio da frequéncia do sistema viscoelastico
ndo linear. Para tanto, a principio, pensa-se em aplicar o Critério Multiaxial de Sines, ja
desenvolvido pelo grupo de pesquisa do LMEst/UFU para sistemas lineares com
amortecimento. Além disso, isto permitird analisar parametros do sistema amortecido como

vida util e envelhecimento do tratamento.

5% Expandir o estudo ndo linear de estruturas sanduiches devido a grandes

deslocamentos do dominio do tempo, para a investigacdo de fendmenos como o flutter.

6") No ambito da ndo linearidade, estender estudos sobre o fenomeno do salto,
bifurcacdes e a andlise de instabilidade por meio do método de Lyapunov em sistemas

viscoelasticos sujeitos a grandes deslocamentos.
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ANEXO A

CALCULO DAS MATRIZES ELEMENTARES DA VIGA
SANDUICHE

Considerando como e L° o comprimento do elemento finito, as fungdes de forma utilizadas

na secdo 3.4 sdo dadas de acordo com Zienkiewicz, et al., (2005), no qual ¢ =% para

xe[O LEJ:

il

Sendo que:

[N ]=[m() m(c) 0 nys) n(s) 0]
(A2)
[Nﬂ]:[o 0 ns(¢) 0 0O ns(g)]

Cada componente n,; () do vetor de fungdes de forma a nivel elementar € dado pelas

equacoes de (A.3)

mig)=[1-3¢* +2¢’ | (A3)
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n,(5) = [g3l ~2¢% + x]
m(e)=| 26" +3¢ |
n(e)=[ -]
ns(¢)=1-¢

ng(6)=¢

As matrizes de integracdo utilizadas nas Egs. (3.32), (3.33), (3.34) e (3.36) sdo dadas por:
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ANEXO B

RIGIDEZ NAO LINEAR DE UMA VIGA COM AS
EXTREMIDADES IMOVEIS

O problema axial (3.29) e (3.30) pode ser resolvido como:

(B.1)

(B.2)

Para a andlise considerando ndo linearidades geométricas, considera-se que a viga
sanduiche possui as bordas axialmente imoveis, ou seja, #,(0)=u,(L) =u,,(0)=u,,(L)=0.

Dessa forma, ¢ possivel encontrar as constantes ¢, e @,.

a == [(W) d (B3)

Dessa forma a matriz de rigidez néo linear k,, é dada por:



ke (@,T) = j-(NO +N,,) (') dx
0

onde:

Ny =(2E,S, +2G,(0.T)(1+v,)S, ),
N, =(2E,S,+2G,(20,T)(1+v,)S, )a,

Substituindo (B.3) em (B.5) e (B.4), tem-se:

k(@) =(2E,S, +2G,(0,T)(1+v,)S, )aj(W' ) dx
0

N\ 2
+(2E,8,+2G,20.T)(1+v,)S, ), (W) dx

O e

A mdatriz de rigidez ndo linear [kn, ] pode ser entdo reescrito como:

ky(@.1)=[2£,8, +2G,(0.1)1+v,)8, + E/S, +G,(20.T)1+v,)S, |La]

Reorganizando a Eq.(B.7) tem-se:

[k (@,7)]= [k;?zJ +G,(20,T) [kiz]
AR [[(1 + vC)SC]H [k, ]

|:k,(,)/:| = [[3Efo + 2G0 (O,T)(l + VC)SU]%:I[]((, ]2
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(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)



