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Resumo

Materiais viscoelasticos t&m sido amplamente utilizados para fins de controle passivo de vibragdes, podendo ser
dispostos sob a forma de dispositivos discretos (coxins, por exemplo} ou aplicados como tratamentos especiais.
Neste dltimo caso, a eficiéncia do sistema de controle pode ser significativamente aumentada empregando-se a
configuracdo denominada "camada viscoelastica restrita”, que consiste em dispor a camada viscoelastica entre a
estrutura principal e uma fina lamina metalica externa, o que permite aumentar a deformagao de cisalhamento da
camada viscoelastica e, em consequéncia, a dissipacéo da energia vibratéria. Adicionalmente, foram propostas
metodologias de controle hibrido (ativo-passivo) de vibragbes baseadas no emprego de pastilhas piezelétricas
combinadas com filmes viscoelasticos, em configuragdes denominadas "camada restrita ativa”. O presente trabalho
trata da modelagem numérica e do projeto étimo de placas retangulares tratadas com camadas restritas passivas e
ativas. Séo desenvolvidos modelos de elementos finitos de placas retangulares multi-camadas, considerando-
se uma configuracdo assimétrica com trés camadas e uma configuragdo simétrica com cinco camadas. Qs
modelos s&o adaptados para o caso de camadas restritas ativas, mediante a introdugéo dos efeitos piezelétricos
direto e inverso, conferindo ao tratamento, capacidade de atuagdo e sensoriamento. A tipica dependéncia do
compertamento viscoelastico em relagéo a freqiéncia é introduzida na modelagem por elementos finitos utilizando
trés modelos viscoelasticos distintos: o modelo de Golla-Hughes-MacTavish (GHM), o modelo dos Campos de
Deslocamentos Anelasticos (ADF) e o modelo de Derivadas Fracionarias. O procedimento de modelagem &
validado mediante confrontagdo com resultados obtidos em ensaios experimentais. Com base nos modelos
desenvolvidos, é feito um estudo da influéncia de alguns par@metros de projeto no comportamento dindmico das
placas tratadas com camada restrita passiva. Visando minimizar as dificuldades geradas pela elevada dimensao
dos modelos de elementos finitos incorporando materiais viscoelasticos, é formulada e avaliada numericamente
uma técnica de reducdo de modelo baseada na transformacéo modal. Em seguida, é proposta e avaliada uma
metodologia para o posicionamento étimo do tratamento superficial empregande Algoritmos Genéticos. Finalmente,
é desenvolvida a formulagéo para a analise de sensibilidade de autovalores complexos e de fungdes de resposta
em freqiiéncia de placas tratadas com camada restrita passiva. E também formulada a sensibilidade de fungées de
resposta em freqiiéncia em relaggo a temperatura. Tel procedimento ¢ ilustrado por meio de simulag@es numéricas.

Palavras Chave: camada restrita, viscoelasticidade, piezeletricidade, otimizacdo, anélise de

sensibilidade, amortecimento.
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Abstract

Viscoelastic materials have been extensively used for the passive control of sound and vibration. They can be
deployed either as discrete devices (mountings, for instance) or as surface treatments. In this last case, the
damping effectiveness can be significantly increased by using the so-called passive constraining layer damping
(PCLD), which is obtained by inserting a viscoelastic layer between the base structure and a thin metal sheet. Such
procedure enables to increase the shear strain of the viscoelastic core, thus increasing the amount of dissipated
energy. Additionally, hybrid active-passive control methodologies have also been developed recently, based on the
use of piezoelectric patches combined with viscoelastic films. Such combination has been named active constraining
layer damping (ACLD). The present work is devoted to various aspects of numerical modeling, analysis and design
of rectangular plates treated with PCLD and ACLD. Finite element models of laminated plates are developed,
coneidering both a three-layer non-symmetric and a five-layer symmetric configurations. Both models are adapted
to include the direct and inverse piezoelectric effects, enabling to represent the sensing and actuation capabilities
of ACLD systems. The typical dependency of the viscoelastic behavior with respect to the vibration frequency is
introduced into the modeling procedure by means of three different viscoelastic models, namely: the Golla-Hughes-
MacTavish (GHM) model, the Anelastic Displacement Field model (ADF) and the Fractional Derivative model. The
modeling procedure is validated through the comparision of finite element-predicted dynamic responses and the
experimentally derived counterparts. Based on the validated models, it is carried-out a study about the influence of
some design parameters on the damping effectiveness of PCLD systems. Aiming at reducing the high computation
cost involved in the numerical processing of the systems of equations of motion, a model reduction technique
based on the modal transformation is evaluated. It is also suggested a methodology for the optimal placement
of partial PCLD treatments based on Genetic Algorithms. Finally, it is developed a technique of sensitivity analysis
of complex eigenvalues and frequency response functions with respect to design parameters of PCLD systems. [t
is also addressed the sensitivity analysis of frequency response functions with respect to the temperature. This last
procedure is illustrated by means of numerical simulations.

Keywords: constraining layer, viscoelasticity, piezoelectricity, optimization, sensitivity analysis,

damping.




Lista de Tabelas

Lista de Figuras

Simbologia

1 Introdugao

1.1

1.2

O Tratamento ACLD . ... .

Objetivos e Descrigdodo Trabalho . .............. ... .. ... ... ... ...

2 Modelagem por Elementos Finitos de Camadas Restritas Passivas e Ativas

2.1

22

2.3

2.4

2.5

26

2.7

2.8

3.1

3.2

3.3

Relagbes Cinematicas

Relagdes Tensdo-Deformagdo ........... ... ... ... ... .. ... ......

Discretizagdo por Elementos Finitos. . ............ ... ... ... .. ... L.

2.3.1 Obtengdo das Matrizes de Massa e Rigidez Elementares

O Modelode 5Camadas .. ........

ONModelode3Camadas . ............ e

Modelagem de Camadas Restritas Ativas

2.6.1 Esforgos Gerados pelos Atuadores Piezelétricos no Modelo com

B CamMadas . ... e e

2.6.2 Esforgos Gerados pelos Atuadores Piezelétricos no Modelo com

B3CamMAdas . ..o

Voltagem dos Sensores Piezelétricos nos Modelos com 5 e 3 Camadas

EquagdesdoMovimento......... ... ... ... ...l
Modelagem do Comportamento Viscoelastico
Modelos Reologicos Simples . ......... ... .. .
Modelo Generalizado Padréo . .......... .. ... . i

Leis de Comportamento Viscoeldstico ........ ... ... ... ... ... ...

XV

Xvii

XXiii

13

13

15

17

18

22

27

.32

32

... 35

36




3.4 Principio da Equivaléncia Freqiéncia-Temperatura . . .......................

3.5 Incorporacgéo do Efeito Viscoeldstico em Modelos de Elementos Finitos

3.6 O Modelo de Golla-Hughes-McTavish. ........ ... ... ... ... .. ... .. ......

3.7 O Modelo de Campos de Deslocamento Anelasticos (Anelastic Displacement
Fields - ADF) .. ...

3.8 O Modelo das Derivadas Fracionarias

3.9 Decomposicao Espectral da Matriz de Rigidez Viscoelastica Fatorada

3.10 Analise Dinamica de Sistemas com Modelos Viscoelasticos Incorporados

Avaliagdo Numérica e Experimental do Controle de Vibragbes Empregando
Camadas Restritas Passivas

4.1 Aparato Experimental

4.2 ldentificagdo de Parametros dos Modelos Viscoelasticos

4.2.1 ldentificagdo dos Parametros para o Material 3SM 242F01 .. ... ..........
4.3 Procedimento Experimental ............ .. .. ... ..
4.4 Resultados para a Placa Sanduiche com 3 camadas

4.5 Resultados para a Placa Sanduiche com 5 Camadas

4.6 Discussdo dos Resultados

Estudo Numérico da Influéncia das Variaveis de Projeto no Desempenho de
Camadas Restritas Passivas

5.1 Comparagdo Camada Restrita Passiva versus Camada Viscoelastica Livre
5.2 Influéncia da Espessura da Camada Restringente
5.3 Influéncia da Espessura da Camada Viscoelastica
5.4 Influéncia do Posicionamento do Tratamento Superficial
Posicionamento Otimo do Tratamento com Camada Restrita Passiva

6.1 Descrigdo da Placa Utilizada na Otimizagdo do Posicionamento do

Tratamento Superficial . . . ... ... .

6.2 Posicionamento Otimo para Placa Multi-Camadas com Tratamento

ASSIMEIIICO . . o oo

63

65

68

68

72

74

75

75

80

85

89

93




6.2.1 Otimizagdo Parao PrimeiroModo .................................

6.2.2 Otimizagéo Para os Dois Primeiros Modos de Vibragdo da Placa

6.3 Posicionamento Otimo para Placa Multi-Camadas com Tratamento
SIMEICO . . e

6.3.1 Otimizagéo Para o Primeiro Modo

6.3.2 Otimizagao Para os Dois Primeiros Modos de Vibracdo da Placa

6.4 Discussdodos Resultados ......... ... e
7 Técnica de Redugio de Modelos de Elementos Finitos

7.1 Formulagdo da Técnica de Redugio Modal

7.2 Avaliagdo Numérica da Técnica de Redugdo Modal

8 Sensibilidade Paramétrica de Placas Tratadas com Camada Restrita Passiva

8.1 Definigdo de Sensibilidade Paramétrica - Avaliagéo por Diferengas Finitas

8.2 Sensibilidade Paramétrica de Autovalores Complexos

8.3 Sensibilidade Paramétrica de Fungdes de Resposta em Freqiiéncia

8.4 Sensibilidade das Fungdes de Resposta em Freqiiéncia em Relacdo a
Temperatura . .. ...

8.5 Aplicagdes Numéricas da Sensibilidade de Placas Tratadas com Camada
RestritaPassiva. ... o

8.5.1 Sensibilidade da FRF com Respeito as Espessuras das Camadas

8.5.2 Sensibilidade da FRF com Respeito a Temperatura .. ........... ... ..
9 Conclusdes e Propostas de Continuidade
10 Referéncias Bibliograficas

Anexol  Fungdes de Interpolagdo Para os Modelos de 3 e 5 Camadas

123

124

127

131

132

133

135

136

137

137

139

145

149

155




4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

56

5.7

58

5.9

5.10

Lista de Tabelas

Propriedades fisicas e geométricas dos componentes da placa

multi-camada . ... ... . e 63
Paréametros otimizados para os modelos GHM e ADF (242F01)............... 68
Parametros do modelo de Derivadas Fracionarias ......................... 68
Freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento modal - Conf. A........ .. .. 70
Freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento modal-Conf. B........... .. 71
Frequiéncias naturais e fatores de amortecimento modal-Conf. C ....... .. ... 72
Freqliéncias naturais e fatores de amortecimento modal-Conf. A. . ... .. ... ... 72
Freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento modal-Conf. B.......... ... 73
Freqléncias naturais e fatores de amortecimento modais para

tratamento assimétrico com e sem camadarestringente. .. ..... ... ... .. ... .. 77
Freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento modais para

tratamento simétrico com e semcamadarestringente. .. ................. ... 77
Propriedades fisicas de cada uma das camadas da placa sanduiche .......... 78
Freqliéncias naturais e fatores de amortecimento modais da placa

base e da placa completamente tratada com as camadas restritas
assimétricaesimétrica ............ ... ... ... 78
Freqiéncias naturais e fatores de amortecimento modais da placa -

base e da placa completamente tratada com as camadas viscoelastica

livres assimétrica e simétrica . ......... . . ... 79
Influéncia da espessura da camada restringente para o modelo assimétrico . . . .. 81
Influéncia da espessura da camada restringente para o modelo simétrico. ... ... 81
Influéncia da espessura da camada viscoelastica para o tratamento

aSSIMELNICO. . oo 85
Influéncia da espessura da camada viscoelastica para o tratamento

SIMEBIICO . . ottt 85

Freqliéncias naturais e fatores de amortecimento modais para as
configuragdesi,iieiii ...... ... ... ... . 91




8.1

8.2

8.3

Parametros dos Campos de Deslocamento Anelastico

Constantes da expressao do fator de deslocamento paa o material ISD112

Constantes do médulo complexo para o material 1ISD112




1.1

1.1

1.2

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

26

3.1

3.2

3.3

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

Lista de Figuras

Amortecimento por camada restrita ativae passiva. .. ....... ... ... ... ... .. 3
Principio operacional do tratamento ACLD. .. .............. ... ... ... ... 4
Configuragdes de ACLD propostos naliteratura ................... ... ... .. 6
Cinematicadadeformagdo ........ ... 14
Elementode placacombcamadas . .............. ... ... ... .. ....... 22
Elementode placacom3camadas .......... ... .. ... ... ... ... ...... 28
Elementos de camada restrita atvacom3e5camadas. ............. ... .... 32
influéncia do Efeito Piezelétrico . ........ ... .. ... . ... .. . .. .. . 33
Esbogo do acoplamento de 4 elementos de placa com3 camadas ............ 39
Modelos de Kelvin-Voigt (a), Maxwell (b) e Linear Padréo (c) ................. 42
\Variagdo do modulo e fator de perda (Adaptado de Nashif etal., 1985) . .. ... ... 46
Variagédo dos mddulos e fator de perda para o material ISD112 (Lima, 2003). . . . . 47
Esquema da montagemexperimental . .. ... ... ... . o L, 61
Configuragdes de tratamento superficial utilizadas nos ensaios

experimentaisde placas .......... ... ... . i 62
Nomograma do material viscoelastico 242F01 (extraidode 3M)............. .. 65
Interface do programa de identificagdo de parametros (Lima, 2003) ........... 66
Ajuste de curvas para o material 242F01 (GHM) (Lima,2003)................. 66
Ajuste de curvas para o material 242F01 (ADF) (Lima,2003) ................. 67
Ajuste de curvas para o material 242F01 (Derivadas Fracionarias com

5 parametros) (Lima,2003) .................... oLl 67
Amplitudes das FRFs H; ; analiticas e experimentais, para a

configuragéo A (modelo GHM - tratamento assimétrico) .. ......... ... ... ... 69

Amplitudes das FRFs Hjy jr analiticas e experimentais, para a
configuragéo A (modelo GHM - tratamento assimétrico) ............. ... .. ... 69




4.10

4.1

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

5.1

52

53

5.4

55

56

57

5.8

5.9

5.10

Amplitudes das FRFs I analiticas e experimentais, para a
configuragdo B (modelo GHM - tratamento assimétrico) ..................... 70

Amplitudes das FRFs Hjr j; analiticas e experimentais, para a

configuragdo B (modelo GHM - tratamento assimétrico) ... ........... .. ... .. 70
Amplitudes das FRFs H;; analiticas e experimentais, para a

configuragdo C (modelo GHM - tratamento assimétrico) ..................... 71
Amplitudes das FRFs Hjy ;; analiticas e experimentais, para a

configuragdo C (modelo GHM - tratamento assimétrico) .. ................... 71
Amplitudes das FRFs Hpr jr analiticas e experimentais, para a

configuragao A (modelo GHM - tratamento simétrico) .. ............... .. ... 72
Amplitudes das FRFs H; ; analiticas e experimentais, para a

configuragdo B (modelo GHM - tratamento simétrico) .. ................... .. 73
Amplitudes das FRFs Hjr r; analiticas e experimentais, para a

configuragdo B (modelo GHM - tratamento simétrico) . ............... ... .... 73
Amplitudes das FRFs H; ; para tratamento assimétrico livre e com

camada restringente (GHM) e semtratamento . ......... ... ... ... ... .. ... 76
Amplitudes das FRFs Hy r para tratamento simétrico livre e com

camada restringente (GHM) e semtratamento . ....... ... .. ... ... .. ..... 77
Amplitudes das FRFs da placa base e tratamentos assimétrico e

simétrico (GHM) paraaconf. C ....... .. .. ... . ... .. ... . . .. ... 79
Amplitudes das FRFs da placa base e tratamentos assimétrico e

simétrico (GHM) para a conf. C com camada viscoeldstica livre....... .. ... .. 80
Influéncia da espessura da camada restringente na FRF (f1; ;) do

tratamento assimetrico ... ... .. 82
Influéncia da espessura da camada restringente na FRF (1} ;) do

tratamento SIMEtrico . ... ... . 82
Influéncia da espessura da camada restringente sobre as freqiiéncias

naturais (tratamento assimétrico) ........... . ... . ... L L 83
Influéncia da espessura da camada restringente sobre os fatores de

amortecimento (tratamento assimétrico) ........ ... ... ... . .. L. 83
Influéncia da espessura da camada restringente sobre as freqiiéncias

naturais (tratamento simétrico) . ......... ... . ... o oL 84

Influéncia da espessura da camada restringente sobre os fatores de
amortecimento (tratamento simétrico) ............. ... . L. 84




51

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

Influéncia da espessura da camada viscoelastica na FRF (/1; ;)
tratamento assimetrico . ... ... ... e

Influéncia da espessura da camada viscoelastica na FRF (H; ;) do
modelo SIMELNCo . ... .. ..

Influéncia da espessura da camada viscoelastica sobre as freqiiéncias
naturais (tratamento assimétrico) ......... ... .. .. L.

Influéncia da espessura da camada viscoelastica sobre os fatores de
amortecimento (fratamento assimétrico) .......... ... ... ... ... ... .. ..

Influéncia da espessura da camada viscoelastica sobre as freqiiéncias
naturais (tratamento simétrico) . ...... ... ... . L

Influéncia da espessura da camada viscoelastica sobre os fatores de
amortecimento (tratamento simétrico) .......... .. ... ... . L L.

Configuragdes referentes as varias posigdes de tratamento superficial

Amplitudes das fungbes de resposta em frequéncia Hy ; para as
configuragdes i, ii e ii (tratamento assimétrico - GHM)

Amplitudes das fungdes de resposta em frequéncia H; ; para as
configuragdes i, ii e iii (tratamento simétrico - GHM)

Evolucéo do indice de desempenho do melhor individuo em cada
gerag@o (conf. 1) ... ..

Configuragéo () do posicionamento 6timo . ...... .. .. . . . L L.

Amplitudes das FRFs H;; da placa base, da configuragéo (1) de
posicionamento 6timo e do tratamentocompleto .. ........ ... ... .o L.

Evolugéo do indice de desempenho do melhor individuo em cada
geracdo (conf ) .. .. ...

Configuragao (ll) do posicionamento otimo ............... ... .. ... ... L.

Amplitudes das FRFs Hj ; da placa base, configuracdo (Il) de
posicionamento 6timo e tratamentocompleto .............. ... . 0oL

Evolugéo do indice de desempenho do melhor individuo em cada
geragdo (conf ) ... ...

Configuragdo (ll) do posicionamento dtimo . ........... ... ... ... ... ...

Amplitudes das FRFs H; r da placa base, configuragdo (lil) de
posicionamento étimo e tratamento completo ........ ... . o o oo L

Evolugdo do indice de desempenho do methor individuo em cada




6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

6.22

6.23

6.24

6.25

6.26

6.27

6.28

geragdo (conf. IV) ... ... 102

Configuracdo (IV) do posicionamento 6timo. . ............. ... ........... 102

Amplitudes das FRFs I} ; da placa base, configuragéo (IV) de

posicionamento 6timo e tratamentocompleto . ......... ... ... ... L. 103

Evolugdo do indice de desempenho do melhor individuo em cada

geragdo (Conf. V) . ... e 104

Configuragéo (V) de posicionamento 6timo . ...................... ... ... 104

Amplitudes das FRFs H;; da placa base, configuragéo (V) de

posicionamento 6timo e tratamentocompleto .. ... .. .. ... .. L oL 105
Configuracdo (VI) de posicionamento gerada aleatoriamente . .. ...... ... .. .. 106
Amplitudes das FRFs H; ; da placa base, configuragdo de

posicionamento 6timo, configuragdo A, tratamento completo e

configuragdo aleatdria (VI) ......... .. .o 106
Evolugéo do indice de desempenho do melhor individuo em cada

geragdo (conf. VII) . .. ..o L 108
Configuragéo (VII) do posicionamentootimo ............. .. ... ... ...... 108
Amplitudes das FRFs I1; ; da placa base, da configuragéo (VII) de

posicionamento 6timo e do tratamentocompleto . . ....... ... ... . L. 109
Evolucgéo do indice de desempenho do melhor individuo em cada

geragdo (conf. VIII) .. ... ..o 10
Configuragdo (VIII) do posicionamento timo. . ......... ... . ... ... .. ... .. 110
Amplitudes das FRFs /I;; da placa base, da configuragdo (VIll) de

posicionamento otimo e do fratamentocompleto . . ... ... .. oL M1
Configuragéo (IX) do posicionamento gerada aleatoriamente . . ............ ... 112
Amplitudes das FRFs Hy ; da placa base, da configuragéo de

posicionamento 6timo, da configuragdo A, do tratamento completo e

da configuragdo aleatoria (IX) ....... ... ... ... 112
Evolugao do indice de desempenho do melhor individuo em cada

geragdo (conf. X). .. ... 14
Configuragdo (X) do posicionamento 6timo . ............. ... ... ........ 114
Amplitudes das FRFs H; ; da placa base, da configuragao (X) de

posicionamento 6timo e do tratamentocompleto . .. ... ... ..o oL 15




6.29

6.30

6.31

6.32

6.33

6.34

6.35

71

72

7.3

7.4

7.5

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

Configuragdo (XI) gerada aleatoriamente . . ...................... ... .....

Amplitudes das FRFs H; ; da placa base, da configuragio de
posicionamento 6timo, da configuragéo A, do tratamento completo e
da configuragdo aleatoria (XI) . .. ... ..

Evolugéo do indice de desempenho do melhor individuo em cada
geragado (XI1) . ...

Configuragéo (XII) do posicionamento dtimo ..............................

Amplitudes das FRFs Hy, ; da placa base, da configuragéo (XHi) de
posicionamento 6timo e do tratamentocompleto . .. ......... ... ... L.

Configuragéo (XIll) gerada aleatoriamente. ..............................

Amplitudes das FRFs Hy; da placa base, da configuragio de
posicionamento 6timo, da configuragéo A, do tratamento completo e
da configuragdo aleatoria (XIN) . . .. .. ...
Configuragdo da placa engastada-livre com tratamento assimétrico

completo utilizada no método de redugdo modal

Pares modais obtidos com o emprego dos trés modelos viscoelasticos

........

Amplitudes das fungdes de resposta em freqiiéncia para o modelo
completo e reduzidocom2modos ............ ... i

Amplitudes das fungdes de resposta em freqiiéncia para o modelo
completo e reduzidocomdmodos . ............... ... ...

Amplitudes das fungdes de resposta em freqiiéncia para o modelo
completo e reduzido com25modos . . ........... .. i

Sensibilidade da FRF com relagio a espessura da camada
restringente (tratamento completo assimeétrico) ...........................

Sensibilidade da FRF com relagéo a espessura da camada
viscoelastica (tratamento completo assimétrico) ..........................

Influéncia da variagao de temperatura nas amplitudes das FRF para
as temperaturas de 25°C, 30°C e 35°C (tratamento assimétrico) . ............

Sensibilidade da FRF em relacdo a variagdo de temperatura para
tratamento assimétricode (25°C) .. ... . . e

Sensibilidade da FRF em relagao a variagéo de temperatura para
tratamento assimétricode (30°C) .. ... ... L

Sensibilidade da FRF em relagdo a variagdo de temperatura para
tratamento assimétricode (35°C) .. .. ...




Simbologia

i : -ésima camada rigida, j : j-ésimo nucleo flexivel,

k : indice referente a k-ésima camada,

u,v : deslocamentos longitudinais médios nas diregbes x e y,

t, h . espessuras das camadas rigida e flexivel, respectivamente,

w : deslocamento transversal na dire¢ao z,

z; . distancia a partir de um ponto médio na i-ésima camada,

€21 Eyy Yoy Yazr Yyz - deformagdes,

E, v : médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson,

{6} : vetor de deslocamentos,

0,0, : rotagdes em x e y, respectivamente,

{A} : campo de deslocamentos,

{e} : vetor de deformagbes,

[N] : matriz que relaciona os graus de liberdade geométricos e elementares,

[K]®,[M]° : matrizes de rigidez e massa elementares,

(Bl, D], [P] : matrizes de deformagdes, propriedades dos materiais e densidade de massa,
U : energias de deformacéo e cinética, respectivamente,

a,b: dimensdes da placa nas diregbes e y, respectivamente,

{em},{ev}, {ep} : vetores de deformagao devido a mebrana, flexdo e cisalhamento no plano,
[Nw)y [Nu ], [Nw] : matrizes de interpolagdo espacial correspondentes a w, u; e wvg,
respectivamente,

[M],[D],[K] : matrizes de massa, amortecimento e rigidez globais,

{A} : campo de deslocamentos elétricos,

ds1, dss : constantes piezelétricas,

V : tenséo aplicada no atuador piezelétrico,

Ve : voltagem elementar desenvolvida pelo sensor piezelétrico,

ks, g31,C : fator de acoplamento eletro-mecénico, constante de voltagem piezelétrica e
capacitancia do sensor piezelétrico,

Ay, ks © area superficial e constante dielétrica do sensor,

o, . tensdo e deformagéo

G, 1 mbdulo de cisalhamento complexo e viscosidade do material viscoelastico,

G',G" : partes real e imaginaria do modulo complexo viscoelastico,

c(t) : fungdo médulo do material viscoelastico,



G, : mbdulo ndo-relaxado, ou em alta freqiiéncia,

G, : mbdulo relaxado, ou em baixa freqiiéncia,

h(s) : fungbes de dissipagéo,

G (w),G" (w) ,n(w) : médulo de armazenamento, mdédulo de perda e fator de perda,
[K.],[K.], [Ky] : matrizes de rigidez elastica, viscoelastica e viscoelastica fatorada,

{F} : vetor de forgas externas,

[KD] : matriz de rigidez estética do material viscoelastico,

[K2°] : matriz de rigidez dindmica, ou em alta freqliéncia do material viscoelastico,

a;, &;,w; - parametros do modelo GHM,

C;, A, §2; : pardmetros do modelo ADFR,

G,, G1, o, B € b : parametros do modelo das Derivadas Fracionarias,

Ng, N4 : nimero total de mini-osciladores (GHM) e nimero de campos de deslocamentos
anelasticos (ADF) adicionados,

{¢°},{q*} : graus de liberdade dissipativos adicionados pelos modelos GHM e ADF,
respectivamente,

[Mg],[Kq], D] : matrizes de massa, rigidez e amortecimento para o modelo GHM,

[Ma], {Kal,[Da] : matrizes de massa, rigidez e amortecimento para o modelo ADF,

[Mp], [KF) : matrizes de massa e rigidez para 0 modelo das Derivadas Fracionarias,
{4c},{qa},{qr} : graus de liberdade globais para os modelos GHM, ADF e das Derivadas
Fracionarias,

{Fg},{Fa},{Fr} : vetores de forcas extenas para os modelos GHM, ADF e das Derivadas
Fracionarias,

Flz(t)], L[z (t)] : transformadas de Fourier e Laplace,

({X+},80). ({X3},5}) auto-solugdes, respectivamente de direita e de esquerda,

@%ﬁ”ﬂ - sensibilidade de fungdes de resposta em freqiiéncia com respeito ao parametro p,

ac. . o . e a . : . .
%7 -(7% - sensibilidades da r-ésima fregiiéncia natural e do r-ésimo fator de amortecimento

modal com respeito ao parametro p.




- Capitulo1

Introdugdo

A combinagdo entre os recentes avangos-tecnoldgicos em Ciéncia dos Materiais e o
‘desenvolvimento de técnicas de controle e otimiza¢éo de estruturas vem proporcionando o uso
de sistemas mecatrdnicos avancados, dentre os quais destacam-se as chamadas Estruturas
Inteligentes. Tais estruturas tém integradas em si elementos sensores e atuadores, que
compdem um sistema de controle destinado a garantir o funcionamento adequado do sistema
sob condi¢des de operagao e ambientais variaveis. -

Nota-se um crescente aumento da utilizagédo das estruturas inteligentes na industria aero-
espacial e automobilistica, tendo como conseqiiéncia a necessidade de forte investimento e
desenvolvimento em pesquisa. Contudo, a utilizagio destas estruturas inteligentes em outras
areas de aplicacdo, vem ocorrendo gradualmente em conseqiiéncia da redugdo dos custos
tecnoldgicos.

A lista de materiais utilizados em sistemas de estruturas inteligentes, inclui materiais
piezelétricos, eletrostritivos, magnetostritivos, fluidos eletroreolégicos e magnetoreolégicos,
materiais com memoria de forma, fibras oticas, dentre outros. Em alguns casos
as propriedades intrinsecas do material sdo conhecidas a muito tempo, mas apenas
recentemente estes materiais sofreram refinamento tecnolégico de modo a ser empregados
em engenharia. Por exemplo, Pierre e Jacques Curie descreveram o efeito piezelétrico
em 1880, mas apenas 60 anos mais tarde, os primeiros cristais piezelétricos comegaram

"a'ser empregados em radios. Outros exemplos de materiais, como fibras éticas e fluidos
eletroreoldgicos, tém o inicio de seu desenvolvimento muito recente, o que ainda os deixa
com varias de suas propriedades ainda néo caracterizadas, o que permite um grande espago
‘para desenvolvimento destas caracteristicas e posterior aplicagao dos mesmos.

A utilizagdo destes materiais como sensores e/ou atuadores em sistemas inteligentes,
necessita, ainda, de muita investigagéo no que tange as dreas de modelagem matematica,
controle, otimizagédo e desenvolvimento tecnoldgico.

Com a observagéo dos recentes avangos no desenvolvimento da teoria de estruturas
inteligentes, nota-se uma freqiiente utilizagéo de diferentes combinagdes de tipos de materiais
inteligentes, sempre procurando a melhoria do controle de vibragdes de sistemas mecanicos.
Este problema de controle de vibragdes tem sido foco das atengbes de pesquisadores nos

paises comprometidos com o desenvolvimento de novas tecnologias.




As vibragdes estruturais sao sempre um grave problema uma vez que elas podem causar
danos por fadiga estrutural, transmisséo de vibragéo a outros sistemas, ruido intemo e externo
devido a irradiagdo acustica, dentre outros. A vibragéo e ruido em estruturas e maquinario
sempre foi problema amplamente investigado por pesquisadores e projetistas industriais e de
construcio civil. A atenuagao dos niveis de vibragdo e ruido vem se tornando foco cada vez
mais constante no ambito do desenvolvimento de tecnologias, uma vez que as dimensdes
estruturais e diversidade de materiais empregados, crescem continuamente e o mesmo pode
ser observado com respeito & velocidade operacional das maquinas mais modernas.

< Um detalhe importante que vem estimulando o crescente emprego de novas técnicas de
supressao de vibragéo é o mercado competitivo, principalmente das indistrias automobilisticas
e aeronautica, onde o conforto dos passageiros acaba sendo fortemente influenciado pelos
niveis de vibragao e ruido.

As técnicas de controle de vibragdes e ruido podem ser classificadas em trés tipos basicos.
As primeiras, denominadas técnicas de controle passivo, onde o controle é obtido sem
gasto de energia externa. Estas técnicas se aplicam mediante, por exemplo, modificagdes
estruturais, uso de amortecedores viscosos ou absorvedores dinamicos de vibragdo. Uma
outra aplicagdo deste tipo de controle consiste na aplicagdo de materiais viscoelasticos a
estrutura base permitindo a dissipagdo da energia vibratoria em forma de calor (Nashif, 1985).

Outras técnicas de controle sdo as chamadas de controle ativo, que contrariamente as
técnicas de controle passivo, necessitam de energia para estabelecimento e manutengédo do
controle. De modo geral, sdo aplicados atuadores a estrutura vibrante, que sdo elementos
externos com capacidade de desenvolver forgas de controle em contraposigdo as forgas
excitadoras. O controle, a um determinado custo energético, se da através do calculo e
posterior aplicagdo das forgas de controle em fungéo da observagdo/medigdo das excitagdes
e respostas do sistema.

Finalmente, as técnicas de controle semi-ativo, que visam a redugo dos niveis de ruido
e vibragdo através de alteragdes induzidas nos parametros fisicos do sistema. Em geral,
sdo empregados neste tipo de controle os materiais especiais, que tém suas propriedades
fisicas alteraveis sob condigdes pré-determinadas, tais como, fluidos eletroreolégicos €
magnetoreologicos, materiais com memoéria de forma e piezelétricos (Banks, 1996).

/ Em virtude do baixo custo de manutengéo, o controle passivo é adotado como uma solugéo
bastante conveniente para o problema de vibragéo e ruido, principalmente em estruturas de
grande porte. No ambito do controle passivo, os materiais viscoelasticos tém sido amplamente

empregados nos sistemas de controle de sistemas robéticos, na engenharia aeronautica e
aero-espacial e em construgées civis.



A forma mais simples para o tratamento do amortecimento passivo é o acoplamento
de uma camada amortecedora livre, ilustrada na Fig. 1.1(a) para o caso de placas. Isto
se da simplesmente acoplando-se um material viscoelastico a estrutura base. A vibragéo
da estrutura base deforma o material viscoelastico e a energia de deformagio associada é
convertida em calor, reduzindo a energia vibratoria.

Uma outra forma de amortecimento passivo é a utilizagdo de uma camada amortecedora
restrita (Fig. 1.1(b)). Uma camada restringente é sobreposta 3 camada viscoelastica para
aumentar sua deformagao e sua capacidade de amortecimento. Ta| configuragdo é conhecida
por Camada Restrita Passiva (PCLD- Passive Constrained Layer Damping).

Atualmente, tem-se tratado com muita énfase o controle hibrido de vibragéo de estruturas
por meio do tratamento do amortecimento por Camada Restrita Ativa (ACLD - Active
Constrained Layer Damping). Este tratamento consiste do convencional amortecimento por
camada restrita passiva (PCLD), acrescido de um controle ativo como mostrado na Fig. 1.1 (c).

Neste caso, a camada restringente tem caracteristicas piezelétricas.
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Figura 1.1- Amortecimento por camada restrita ativa e passiva

Uma das principais vantagens do ACLD é sua Seguranca, uma vez que ele pode operar
fielmente mesmo no caso de falha do controlador ativo. O controle de vibragées em alta
freqliéncia é eficiente com o amortecimento passivo e, em baixa freqliéncia, mostra-se eficiente
com o componente ativo. Esta combinagao resulta num tratamento menos exigente em niveis
de esforgos de controle e que compensa a queda de eficiéncia em ambientes de temperatura
variavel (Baz e Ro, 1993).

O tratamento ACLD aumenta a eficiéncia do amortecimento passivo, diminuindo peso,

e viabilizando amortecimento sobre largas faixas de temperatura e bandas de freqiiéncia



para o controle ativo. Portanto, observa-se uma forte tendéncia na utilizagdo de técnicas de
controle hibrido, onde séo reunidas as principais vantagens dos sistemas de controle ativo €
passivo. Uma revisao de algumas das principais contribuigdes, reportadas na literatura acerca

do emprego de camadas restritas passivas e ativa, sdo apresentadas a seguir.

1.1 O Tratamento ACLD

O tratamento ACLD apresentado por Baz e Ro (1994), consiste numa camada viscoelastica
que é colocada entre duas camadas piezelétricas como mostra a Fig. 1.1. O conjunto ACLD
com 3 camadas é acoplado a uma viga, onde uma camada piezelétrica age como sensor €
a outra como atuador. O sensor é a camada piezelétrica diretamente acoplada a superficie
superior da viga. A outra camada piezelétrica se comporta como uma camada restringente
ativa.

O efeito interativo sensor/atuador no tratamento ACLD é ilustrado considerando 0
movimento da viga durante um ciclo tipico de vibragdo. Na Fig. 1.1(a), a viga se move para
baixo. Assim, o sensor diretamente acoplado a viga sofre as tensdes desta, gerando uma
voltagem positiva V,. Apds ampliagdo e inversdo de polaridade, a voltagem resultante V. €
realimentada para ativar a camada piezelétrica restringente que, por sua vez, contrai. Esta
contragdo da camada restringente ativa resulta num angulo de deformagéo de cisalhamento
¥p» NA camada viscoelastica, que é maior que o angulo ~, desenvolvido por uma camada

restringente passiva convencional (Fig. 1.1(a)).
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Figura 1.1- Principio operacional do tratamento ACLD

Analogamente, durante o movimento da viga para cima (Fig. 1.1(b)), a parte superior
da viga e o sensor sofrem tensdes compressivas e uma voltagem negativa é gerada pelo

sensor. De modo analogo a primeira parte do ciclo, enviando o sinal do sensor para a



camada restringente ativa, o atuador se estende e aumenta o angulo de deformacio de
cisalhamento ~, comparativamente ao angulo ~. para a camada restringente convencional.
A deformagéo de cisalhamento da camada viscoelastica aumenta durante o ciclo de vibragéo
e, em conseqiiéncia, tém-se o aumento na energia dissipada. Além disso, o encolhimento da
camada piezelétrica durante o movimento para cima, e a expansao durante o movimento para
baixo, produzem um momento fletor na viga que tende a trazer a viga de volta a sua posicéo
de equilibrio.

Desta forma, este efeito do aumento da energia de dissipagdo em conjunto com o
momento fletor residual acabam por amortecer a viga. N&o se observa este tipo de efeito
num amortecimento por camada restrita convencional e esta, entdo, € uma das principais
contribuicbes para a eficiéncia do amortecimento do ACLD.

A deformacgéo de cisalhamento da camada viscoelastica pode ser aumentada mediante
uma estratégia de controle apropriada, intensificando a dissipagédo de energia com posterior
amortecimento da vibragéo.

Agnes e Napolitano (1993) apresentaram um modelo que aumenta significantemente o
amortecimento modal de uma viga simplesmente apoiada, para o modo fundamental. Para
representar o comportamento viscoelastico (dependente da freqiiéncia e da temperatura),
foi utilizado um processo iterativo para cada temperatura e os resultados analiticos foram
comparados com o modelo de elementos finitos.

Baz (1993) desenvolveu um modelo matematico de ACLD baseado no modelo de
amortecimento por cisalhamento de Mead e Markus (1969). O modelo de amortecimento por
cisalhamento foi integrado aos modelos do comportamento de sensores (Miller e Hubbard,
1987) e atuadores piezelétricos distribuidos (Crawley e De Luis, 1987) para gerar o modelo
ACLD. Para controlar a interagéo entre o sensor e o atuador piezelétricos, foram consideradas
leis de controle que melhoram as caracteristicas de controle de vibragdes. Posteriormente,
esta técnica foi estendida a uma viga com cobertura parcial por Baz e Ro (1993). A geometria
deste sistema ACLD proposto por Baz € ilustrada na Fig. 1.2(a).

Uma outra forma de tratamento ACLD foi proposta por Shen (1993). Chamada de
amortecimento por camada restrita inteligente (ICL-intelligent constrained layer), ela se vale
de um sensor “pontual” para medir a resposta de vibragao visando a aplicagéo de controle por
realimentacgéo (Fig. 1.2(b)). Mais tarde, Shen (1994) formulou a dindmica do tratamento ICL
para uma viga de Euler-Bernoulli, onde uma equagao diferencial de oitava ordem foi utilizada
para descrever as vibragdes de uma viga com uma camada viscoelastica e uma piezelétrica
acopladas, esta ultima sujeita a um campo elétrico. Ainda foram desenvolvidos por Shen os

critérios de estabilidade e controlabilidade para o controle de vibragéo destas vigas de Euler
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Bernoulli para um tratamento ICL completo (Shen, 1994a). Shen (1995) ainda mostrou que
a poténcia dissipada através do amortecimento ativo é o produto entre o campo elétrico €
a velocidade axial das extremidades da camada piezelétrica, por meio de uma aproximagao
variacional combinando trabalho-energia com as equagdes de carga.

Comprovando a vantagem do uso do tratamento hibrido ativo/passivo, Azvine et al.
(1995) estudaram um mecanismo ACLD com deformagdo de cisalhamento composta pela
combinagao dos cisalhamentos por flexdo e devido a deformagéo ativa da camada piezelétrica.
Estes resultados indicam a eficiéncia do amortecimento passivo para modos mais altos e do
controle ativo para modos mais baixos, produzindo ainda um mecanismo de seguranga para

eventuais falhas de realimentagdo, uma vez que um nivel consideravel de amortecimento
passivo estd sempre presente.
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Figura 1.2- Configuragdes de ACLD propostos na literatura

Um outro modelo proposto por Rongong et al. (1997) é composto por uma camada
restrita colocada entre uma camada piezocermica e uma viscoeldstica, e o conjunto
acoplado nas superficies superior e inferior de uma viga retangular engastada-livre (Fig.
1.2(c)). O comportamento vibratorio axial e em flexdo da viga engastada-livre com um
atuador piezoceramico foi modelado baseado na aproximagio de Rayleigh-Ritz. Os modelos
desenvolvidos também foram utilizados em simulagdes de controle em malha aberta e em
malha fechada (realimentagdo de velocidade), demonstrando estabilidade, apresentando
entretanto efeitos de spillover em casos de amortecimento ativo convencionais, para ganhos

mais altos do controlador,

Lam et al. (1995) investigaram uma viga tratada por ACLD, no dominio do tempo.

Os efeitos de amortecimento devido ao material viscoelastico foram modelados usando 0



método de Golla-Hughes-MacTavish (GHM) (Mac-Tavish e Hughes, 1993). A estrutura total foi
modelada usando uma aproximagédo de Ritz-Galerkin, levando em conta o efeito da camada
restringente na viga.

Um modelo de sistema ACLD, foi desenvolvido via principio de Hamilton baseado nas
equagbes constitutivas dos materiais elasticos, viscoelasticos e piezelétricos (Liao e Wang,
1995 ). Um método Galerkin-GHM combinado foi empregado na discretizagéo e analise do
modelo no dominio do tempo. Os efeitos do material viscoelastico na autoridade de controle
foram investigados. Foram identificadas situag6es nas quais uma camada restrita ativa
pode funcionar melhor que sistemas puramente passivos ou puramente ativos. Em seguida,
Liao e Wang (1996) desenvolveram o conceito de amortecimento por camada restrita ativa
melhorado (EACL-enhanced active constrained layer), ilustrado na Fig. 1.2(d). Esta proposta
visa aumentar a transmissibilidade de esfor¢os de controle por meio da adigéo de elementos
extras as extremidades da cobertura piezelétrica. Apesar desta aproximagéo reduzir apenas
suavemente o efeito de amortecimento passivo do material viscoelastico, ela pode aumentar
o desempenho da camada restrita ativa.

Estendendo os estudos de Trompette et al. (1978) e Rao (1976) de analise dinamica
de PCLD, Baz e Ro (1993) descrevem a dindmica de vigas flexiveis com tratamentos ACLD
completo e parcial, via elementos finitos. As equagdes do movimento do sistema foram
obtidas pelo principio do trabalho virtual. Este modelo ressalta as interagées entre a viga,
camadas piezelétricas (sensor/atuador), camada viscoelastica e uma lei de controle adequada.
As fregiiéncias naturais e os fatores de amortecimento teéricos foram comparados com
freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento de analises experimentais para diferentes
ganhos de controle.

Ao invés de utilizar o modulo complexo para incluséo do efeito viscoelastico no modelo
de elementos finitos do ACLD, Van Nostrand e Inman (1995) aplicaram um método baseado
no aumento dos campos termodinamicos (Lesieutre e Mingori, 1990). Este modelo apresenta
graus de liberdade independentes para o deslocamento axial da estrutura base e a camada
piezelétrica. Isto veio permitir a obtencdo das solugdes temporais. Os autores concluiram
que materiais viscoelasticos mais espessos aumentam o amortecimento, mas diminuem a
eficiéncia da camada piezelétrica.

Varadan et al. (1996) desenvolveram um modelo de elementos finitos tri-dimensional em
malha fechada para analise dos efeitos do ACLD aplicado a uma dada estrutura. Foram
utilizados trés elementos solidos com 20 nos para modelar as caracteristicas piezelétricas
e a camada de material viscoelastico e para modelar a viga, elementos de casca com 9

nés. Foram utilizados ainda elementos de transi¢do, conectando os elementos sélid
idos aos
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elementos de casca. Foi incluido um algoritmo de controle para fechar o lago entre o sensor €
o atuador na analise de elementos finitos. Foram considerados varios tipos de tratamento
ACLD para avaliagdo dos efeitos de amortecimento passivo, além de comparagdes entre
ACLD, PCLD e controle apenas ativo. Os resultados mostraram que, para uma estrutura
engastada-livre, os modelos ACLD sempre melhoram o desempenho dos sistemas ativo €
passivo, proporcionando beneficios, tanto do amortecimento ativo, quanto do amortecimento
passivo.

Lesieutre (1992) propds examinar uma cobertura completa, porém segmentada da
estrutura, usando tratamento viscoelastico, motivado pelo sucesso obtido pelo tratamento com
camada restrita passiva segmentada de forma a absorver vibragdes de longo comprimento de
onda.

Usando um método de energia em combinagdo com o método de modelagem viscoelastica
dos campos de deslocamentos anelasticos (Lesieutre e Bianchini, 1995) (ADF-anelastic
displacement fields), Lesieutre e Lee (1996) desenvolveram um elemento finito para vigas
planas com tratamentos por camada restrita ativa. O método ADF foi usado para implementar
o modelo do material viscoelastico, possibilitando um modelo do material viscoelastico
no dominio do tempo. Isto permitiu descrever a rigidez e o amortecimento do material
viscoelastico com a dependéncia da freqiiéncia. Foram apresentadas analise modais do
elemento finito em configura¢des continua e segmentada puramente passivas, assim como
desempenho ativo correspondente usando uma estrategia de controle proporcional/derivativo
(PD) baseada no sensoriamento de deformacdo em pontos discretos da estrutura.

Na tentativa de representar o comportamento dinamico dos materiais viscoeldsticos,
possibilitando a incorporagio deste efeito aos modelos de elementos finitos, Bagley e Torvik
(1979) propuseram um modelo derivativo de ordem fracionaria, que é uma extensio do
modelo linear padrao, denominado Modelo das Derivadas Fracionarias (MDF). Em trabalhos
posteriores (Bagley e Torvik, 1983, 1985), o MDF ¢ incorporado a modelos de elementos
finitos de barras e vigas tratadas com camada restrita passiva, permitindo a andlise das
respostas temporais. A grande vantagem deste modelo é a necessidade de apenas 5
parametros para representar o efeito viscoelastico, o que contudo, dependendo dos expoentes
fracionarios do sistema, pode levar a sistemas de dimenséo elevada, ocasionando um alto
custo computacional na resolugdo dos mesmos.

Um problema que aparece da incorporagio dos modelos viscoelasticos (GHM e ADF) ac
modelo de elementos finitos de placa multi-camadas é o aumento consideravel do nimero de

graus de liberdade. Assim, sdo necessarias técnicas de reducdo de modelo principalmente
k)
para possivel aplicacéo de controle.
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Park et al. (1999) propéem um método de redugio modal para abrandar os efeitos do
acréscimo de graus de liberdade dissipativos adicionados ao modelo de elementos finitos
em virtude da utilizagdo do modelo GHM. Chantalakhana e Stanway (2001) apresentam uma
estratégia de controle baseada no modelo de placa multi-camadas tratada por camada restrita
passiva onde o modelo é reduzido pela técnica de Guyan.

Trindade (2000) utiliza uma técnica de redugio modal mais eficiente, sendo penalizada,
entretanto, pela necessidade de se calcular as auto-solugbes do sistema completo, apds a
inclusdo do modelo viscoelastico. Este problema foi minimizado através da decomposicio
espectral da matriz de rigidez viscoelastica fatorada.

Como uma das poucas referéncias a placas tratadas por ACLD, Baz e Ro (1996)
apresentaram uma analise de elementos finitos da dinamica e controle de uma plana fina
parcialmente tratada por conjuntos ACLD. O modelo estendeu o estydo de tratamento
PCLD proposto por Kathua e Cheung (1973) para placa. A camada amortecedora foj
considerada viscoelastica e, mais uma vez, a representacio do comportamento viscoelastica
do médulo complexo foi aplicada. Foram confrontados os resultados teéricos com avaliacbes
experimentais.

As consideragbes acerca da escolha dentre projetos de tratamento PCLD, controle ativo
puro e tratamento ACLD, foram apresentadas por Haung et al, (1996). Foram desenvolvidas as
equagdes para uma viga com tratamentos parciais ACLD/PCLD €, para simular um problema
de projeto realistico, o posicionamento 6timo, comprimento e espessuras do tratamento
sujeitos a restrigbes de espessura foram estudados para as trés possibilidades de tratamento.
Concluiu-se que o tratamento ACLD proporciona melhor reducdo dos niveis de vibragéo que
o PCLD e sua utilizagdo sempre melhora o controle ativo puro em aplicacdes de baixo ganho.

Numa analise semelhante, Veley e Rao (1996) obtiveram o projeto 6timo de estruturas
para trés diferentes tipos de tratamentos de amortecimento: PCLD, ACLD, e amortecimento
ativo. A estrutura foi projetada para minimo peso, com restricbes na freqiiéncia e fatores de
amortecimento. Foi desenvolvido um elemento finito bi-dimensionaj baseado num eleménto
bi-dimensional de quatro nés. Um método de posicionamento do tratamento foi incorporado
ao processo de otimizacdo estrutural. Concluiu-se que o melhor tipo de tratamento de
amortecimento para a estrutura depende tanto da massa e fator de amortecimento, quanto
da propria estrutura e algoritmo de controle.

Comparagoes teoricas entre as caracteristicas da energia de dissipacdo de vigas tratadas
com PCLD, ACLD e controle ativo foram apresentadas por Baz (1996). As Comparagdes
foram baseadas nos parémetros de distribuigdo dos modelos que foram desenvolvidos para

descrever as caracteristicas quasi-estaticas de vigas controladas tanto por ACLD quanto por
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controle ativo e PCLD. Ainda foram comparadas as caracteristicas de desempenho, os fatores
de perda e as energias de controle associadas das vigas tratadas pelos trés métodos.

Park e Baz (1999) apresentaram os fundamentos da controle ativo de vibragéo de
placas, tedrica e experimentalmente, com énfase nos comportamentos de dependéncia de
temperatura do sistema placa/ACLD. O sistema foi modelado pela teoria de placa laminada.
Observou-se que apesar da estratégia PCLD ser muito efetiva na atenuagdo de vibragdes
estruturais da placa, estas atenuagdes sao muito menores que as obtidas com o ACLD étimo.

Consensualmente, o tratamento ACLD aparece superior ao tratamento PCLD, especialmente
sobre extensas faixas de temperatura e frequéncia.

1.2 Objetivos e Descrigdo do Trabalho

Inserido no contexto das técnicas de controle e vibragdes, o presente trabalho enfoca ©
emprego de camadas restritas passivas e ativas aplicadas a placas, complementando 0S
estudos anteriores, reportando que consideram, majoritariamente, vigas.

S&o abordados diversos aspectos, tais como: modelagem por elementos finitos do
sistema de placa multi-camadas, modelagem do efeito viscoelastico, inclusdo dos modelos
viscoelasticos aos modelos de elementos finitos, simulagdes, validagdes experimentais,
otimizag&o, redugéo de modelos e andlise de sensibilidade. Apesar de ndo serem enfatizado$s
os aspectos relativos ao controle ativo, buscou-se, com o estudo realizado, fomecer 0S
subsidios necessarios para uma posterior aplicagdo desse controle.

Um dos objetivos deste trabalho é desenvolver um conhecimento amplo sobre as
caracteristicas do sistema passivo, incluindo andlises sobre as varidveis de projeto,
possibilidades de posicionamento do tratamento, dentre outros, propiciando aumentar a
eficiéncia de sistemas de controle baseados em camadas restritas.

Observando-se os resultados das pesquisas desenvolvidas sobre tratamentos PCLD €
ACLD, nota-se que a grande maioria trata de estruturas tipo viga. Além disso, na maior parte
das vezes, a modelagem do efeito viscoelastico é abordada considerando-se apenas o moédulo
complexo do material viscoelastico. Assim, esse trabalho vem contribuir com estudos de
estruturas do tipo placas multi-camadas, que tém sido relativamente pouco encontradas no
ambito de tratamento PCLD e ACLD. Outras contribuigdes deste trabalho sio a incorporagao
dos modelos GHM, ADF e de Derivadas Fracionarias ao modelo de Elementos Finitos de
placas muiti-camadas e o estudo do posicionamento 6timo do tratamento PCLD, além do
desenvolvimento de uma técnica de analise de sensibilidade de autovalores complexos €
fungGes de resposta em freqiiéncia com relaco as variaveis de projeto e a temperatura.
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O desenvolvimento deste trabalho foi organizado da seguinte maneira:

O segundo capitulo apresenta toda a modelagem por efementos finitos de sistemas de
placa multi-camadas, com 3 camadas (assimétrico) e 5 camadas (simétrico). Neste capitulo,
é ainda apresentada a modelagem dos sistemas de Camada Restrita Ativa, onde as camadas
restringentes passivas sao substituidas por camadas piezelétricas ativas, e as equacdes de
sensor e atuador piezelétricos sdo formuladas.

O terceiro capitulo se dedica aos madelos viscoeldsticos. Os modelos de Golla-
Hughes-MacTavish (GHM), de Campos de Deslocamentos Anelasticos (ADF) e de Derivadas
Fracionarias sdo apresentados e posteriormente incorporados aos modelos de elementos
finitos.

O quarto capitulo traz validacBes experimentais do controle passivo de vibragbes em
placas multi-camadas tratadas por camada restrita passiva, tanto para 3 camadas como para
5 camadas, onde o efeito viscoeldstico foi introduzido ao modelo de elementos finitos por meio
do modelo GHM.

O capitulo V traz um estudo sobre a influéncia de alguns pardmetros fisicos e geométricos
do tratamento por camada restrita passiva, tais como, a espessura das camadas e o
posicionamento do tratamento, visando obter uma visdo ampla do comportamento do sistema
sob alteragfes destes parametros.

O capitulo VI apresenta um procedimento de otimizagdo baseado em Algoritmos
Genéticos, sobre 0 posicionamento do tratamento parcial por camada restrita passiva, tanto
para o modelo de 3 quanto para o de 5 camadas.

O sétimo capitulo utiliza uma técnica de redugéo modal, objetivando diminuicdo dos
graus de liberdade do sistema e possibilitando a aplicagdo de controle, uma vez que a
incorporagdo dos modelos viscoelasticos (GHM e ADF) ao modelo de elementos finitos
aumenta demasiadamente ¢ numero de graus de liberdade total. '

O oitavo capitulo apresenta técnicas de analise de sensibilidade, as quais s3o ferramentas
Gteis na caracterizagdo, projeto e ofimizagdo do sistema de controle. E considerada a
analise de sensibilidade tanto em refagdo a um conjunto de pardmetros fisicos e geométricos
quanto a temperatura, uma vez que esta tem grande influéncia sobre o comportamento
de materiais viscoelasticos. Outra utilidade da andlise de sensibilidade é a possibilidade
de se avaliar a influéncia da temperatura na resposta do sistema, uma vez que os
modelos viscoelasticos, dependentes da freqliéncia e da temperatura, colocam nos modelos
apresentados, dependéncia explicita apenas da freqiiéncia.

Na seqiiéncia, sdo apresentadas as contribui¢des, conclusdes do trabatha, propastas de

continuidade e referéncias bibliograficas.



Capitulo 2
Modelagem por Elementos Finitos de Camadas

Restritas Passivas e Ativas

Neste capitulo é desenvolvida a teoria geral de placas multi-camadas, aqui também chamadas
placas sanduiche, perfazendo n camadas elasticas alternadas comn—1 nicleos viscoelasticos
intermediarios, com base no desenvolvimento original feito por Kathua e Cheung (1973).
Utilizando o Principio da Correspondéncia Elastica-Viscoelastica, as camadas viscoelasticas
s3o inicialmente modeladas considerando apenas o efeito elastico, e o efeito viscoeldstico e a
dependéncia da freqiiéncia sao introduzidos posteriormente por meio da inclusédo do médulo
viscoelastico representado pelos modelos viscoelasticos descritos no capitulo seguinte. E
apresentada a teoria de discretizagéo por Elementos Finitos onde cada elemento finito forma
um sistema sanduiche com 2n — 1 camadas. S&o admitidas propriedades isotrépicas para

cada camada da estrutura sanduiche.

2.1 Relagdes Cinematicas

Na Fig. 2.1, é apresentado um esbogo que representa as deformacdes de trés camadas
imediatamente sucessivas, havendo um ndcleo viscoelastico (camada central) limitado por
duas camadas elasticas adjacentes. A analise se estende para ; camadas elasticas (1 < i < n)
e j nucleos viscoelasticos (1 <j <n-—1)intercalados.

Apenas a rigidez de extensio e a de flexdo das camadas elasticas s&o levadas em conta,
negligenciando-se o cisalhamento transversal. Para as camadas viscoelasticas, além da
rigidez de extensdo e da rigidez de flexdo, consideram-se as deformacdes de cisalhamento
transversal. Como hipdteses adicionais considera-se que o deslocamento transversal e as
rotagdes, respectivamente em x e y, sejam comuns a todas as camadas elasticas.

Considerando que as segdes transversais permanecem planas apés a deformacéo, de

acordo com a Fig. 2.1, para cada nicleo viscoelastico escreve-se a seguinte relagio:

(')u) ug — ue
| =— 2.1
(c)z ; I @1
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Figura 2.1- Cinematica da deformacao
onde:
Ly Ow
U = Uit + Z_.Q—I (2.2)
t; Ow
UC = U; — j})T (2.3)
0 que substituido em (2.1) fornece:
o 1 [ Liv1+t;\ Ow
- = — [ (Wip1 —u;) + (; or 2.4)
( Oz ) ; ki | . 2 dx (
ou ainda:
du dj [ (i —u; 19}
i 41 w
(T) % |\d e @9
9z ) ; ¥ i o

com dj = (ﬁ,‘,, 1 +t,)/2

De forma analoga, para a direcéo y, obtém-se:

v _dj [(viyq —v;)  Ow
(_(')z)y. T hy [T + %} (2.6)
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Os deslocamentos longitudinais médios dos nucleos viscoelasticos na direcdo z sdo dado
C S

por:
up +uc 1 [ i1 —t &
Uj=———— =5 |Ui+Y 2
2 9 i i1 2 O | (27\}
Analogamente, para a direcéo y, tém-se:

l[ liy1 —t; Ow

v; == |V + Vi1 + o
e ] inided 2 ayJ (2.8)

2.2 Relagées Tensdo-Deformagao

S0 consideradas apenas deformacdes por flexdo e extensdo nas camadas elasti
cas e

somente deformacdes de cisalhamento nos nicleos viscoelasticos. As relagées deformaca
: acao-

deslocamento sdo dadas pelas seguintes expressoes:

ou

51- = =
Ox (2.9)
v
&y =n
Y Oy (2.10)
. -()i * v
Yo =3y " o (2.11)
g, i g’l_l + ow
¥ 9z Oz (2.12)
e ()_v Jw
¥ 8z Oy (2.13)

E apresentado, a seguir, 0 desenvolvimento das relacées tenséo-deformacao para cada
tipo de camada que compde a placa multi-camadas. O sobrescrito () se refere 3 -€sima
camada elastica e z; € @ distancia, na direcéo z, medida a partir do plano médio desta. n
diregdo w. Similarmente, 0 sobrescrito U) se refere ao j-ésimo niicleo viscoelastico I;a a
simplificar, os materiais componentes das camadas elasticas e dos ntcleos viscoeléstic.os sé::
considerados isotrépicos, embora se possa considerar, com relativa facilidade, a caracteristic
de ortotropia. @

Primeiramente, tratam-se as deformacées para a i-ésima camada elastica, para a qual

os deslocamentos longitudinais de qualquer ponto, nas direcbes z e y podem ser escrit
Y scritos,
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respectivamente, como:

u = gy — 508 2.14)
Ox
o =~ 5, 20 2.15)
oy
Combinando as equagdes (2.9) a (2.15), as deformacdes se escrevem:
. Ou; 32111
P =5 -z 2.16)
Ca or o2 (
A 2
(8) — _()& _ gﬂ 2.17)
Ey By Z; 83/9 (

(i)_%_*_%_ 0w

= ™ 2.18)
Wy oz dxdy’ (
0 que permite escrever as relactes tens&o-deformagio na seguinte forma (Ugural, 1981):

{Gw} = { [«;(i)] {E(i)} (2.19)
onde o vetor de tensdes {¢(9}, o vetor de deformagses {el

da i-ésima camada elastica s&o dados por:
o)

"} e a matriz de elasticidade [E)],

5 g0
@1 (2) . ®»\ _ : .
{o%} 23 j {9} id (2.20)

B By

07 1507 O
i . (i) l‘rﬁf«:)
[20] = | s o 0 @2.21)
0 0 G

Para o j-ésimo nlcleo viscoelastico, os deslocamentos longitudinais de qualquer ponto,
na direcéo z, sdo escritos como:

G (L;”) 2.22)
oz f .
J
Combinando (2.4) e (2.22), obtém-se:

u =, 4z [Ui-i-l i (tiH + ti) aw]

hj th Oz (2 2 )
De forma andloga para a diregéo 3, tem-se:
@ . . Vi1 —v; ti»}—L -+ ti aw
VIR G | ) 24
j T [ I + ( o > o (2.24)

Empregando as equagbes (2.9) a (2.13), as deformacdes normais e de cisalhamento dos

nucleos viscoelasticos podem ser escritas, respectivamente, da seguinte maneira:
o) o) oy

25 Au;. Ous; Ligi 6\ 92
e = — = T 2D Ot i+l w
T[N g

Oz
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6( ) 81)(7) ()1}] ,:(801 1 8”1 tH—l +t; 32’&)
v oy Ay T2 }5?} (2.26)
L) — Suld) s ovld) _ yy ()vJ Ouiri 31)1“ ou; O
Ty dy oz dJ Ox dy - —'()_y— - ()_) + (tig1 + tz)
0 (2.27)
5 ou dw 1
0 - +___:__[,_ o [ttt Buw
Yiz Bz, 9z I Uiyl — Ui + ( 5 +h ) d,j,] (228)
LY w1 i . ,
() = oW e — ir1+ Jw
Tz Bz; + dy by [vZH vt ( 2 +/ lj) E/‘J (2.29)

Assim, obtém-se as relacdes tensdo-deformagéo para os nicleos viscoeldsticos n
a

{Uw} - [EU)] {5(j)} (2.30)

onde o vetor de tensdes {o)}, o vetor de deformacdes {1} e a matriz de elasticidade [ED]

seguinte equagdo matricial:

do j-ésimo nlicleo viscoeldstico sdo dados por:

o )
(J) (J)

@M = (.’l) . )

. _

{0} S RE {9} = A0 2.31)
Trz ’79)
7 )
¥z Vyz

E({)) EOv 0 0
1-vl 1~vid
§ 015)]
— 0 0 0
5] = A G
2 ] a® o o (2.32)
Gl o
sum. G

2.3 Discretizagdo por Elementos Finitos

A discretizagdo por elementos finitos baseia-se na proposta de Khatua e Cheung (1 973)
empregando um elemento retangular com quatro nés nos vértices, constituido de 1, camadas’
conforme ilustrado na 2.1. A deflex@o transversal w ¢ interpolada por um polinémio cubicc;
de doze termos e 0S deslocamentos no plano da placa, « e v, so aproximados por fungdes
bi-lineares em x € y. As rotacbes em « € y, sdo denotadas, respectivamente, por 9, = 42 ¢
0, = %, e as dimensdes da placa, respectivamente, em x e y, sdo dadas por g e ;) Diysta

forma, o vetor de deslocamentos nodais em nivel elementar é dado por:

(8y=[{6" {8} {6} {647 ]T (2.33)
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onde:

T .
{o5y={w; vy wy vy - wpy e wi O 0175 j=1,..4 @:34)

O campo de deslocamentos longitudinais e transversais no interior do elemento é expresso
segundo:

B =WEne (3050 (235)

onde:
{A (a;,y)} = [ ur (-’Er :‘/) (4! (‘E’y) U2 (mvy) V2 ((B,y) T

@) v@y) wlny) 0(oy) 6,y | (2.36)

[N (:L', Z/)] = [ Nyi (.’12, 7/) Nyy (.’L’, :lj) Nu? (a:,y) Nyo (357?/) (237)
Nun@9) Now(@,9) N (e,y) N, (0,5) No, (0,9) |"
e [N (z,y)] é a matriz contendo as fun¢des de interpolagéo.
Empregando as relacbes deformagdes-desiocamentos ((2.9) a (2.13)) e a interpolagéo
dada por (2.35), o vetor das deformagées pode ser expresso sob a forma:
{e @)} = D (@,y)) {6} (2:38)

onde [D(x,y)] € a matriz obtida aplicando-se os operadores diferenciais indicados nas
equagdes (2.9) a (2.13) a matriz de fungdes de forma N (2,9)).

2.3.1 Obtencdo das Matrizes de Massa e Rigidez Elementares

As equacdes do movimento para o elemento de placa multi-camadas podem ser obtidas
através das Equacgbes de Lagrange do Movimento. Parg tanto, & necessario formutar a energia

de deformacao e a energia cinética do elemento. A energia de deformagcéo total da placa multi-
camadas ¢ igual a soma das energias de deformacéo de cada camada, ou seja:

U=Yut (2.39)
k=1

-ésima camada é dada por:

o® :% /V ({S(k)}T [E(m] {g(k)}) av (2.40)

Introduzindo (2.38) em (2.40), escreve-se:

U é{(g}" | /V ([D(M]T [E(m} [D(k)D av {6} (2.41)

onde a energia de deformacéo da &
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ou ainda:

1.
u® = L {5y [KU“)] {6} (2.42)

onde [K®] = [, ([D(k)]T [E®)] [D(")]) dV, é a matriz de rigidez da k-ésima camada.

Para o caso das camadas elasticas pode-se escrever o vetor de deformagées da seguinte

forma:
eg) %,u;‘ "Zz%iﬁ‘i
) )\ dug Rl i ;
[0} =8 ) b=0 G g meE o ={R} {0 e
() Qus | 22w '
Yy oy ' Oz s m

onde os vetores {55,’?} e {egi)} s&@o os vetores de deformagdo de membrana e de flexo

respectivamente, 0s quais podem ser expressos em termos dos deslocamentos nodais da
seguinte forma:
{=} = [pR] ) {4} = [08"] 163 (2.44)
Portanto, a energia de deformagéo pode ser reescrita na seguinte forma:
o3 [ (@) ) N (e} (D e
ou:
o« for [ ([ 0] o8]+ [0 0] ]+
+2 [D,(,?}T [29] [D,E"’D av {8}
Comparando (2.42) com (2.46), observa-se que, para as camadas eldasticas, a matriz de

rigidez elementar pode ser expressa sab a forma:

[10] = [K@,] + [5F] +2[x3) (2.47)
onde:

k) = 8] 5] ) -

2] = [ 1o 0] o) av

, T
O] = / p@1” [5®] [p®
[ mb] V{ m] [ J [I)b JdV
De forma semelhante, para 0S nicleos viscoelasticos, pode-se escrever o vetor de

deformagdes como:
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5&’) -‘)—1;1
L) 8%,
@) ) &
J — J — Au; O
{6 } Y (T ik
’Y.'r,Jz 0
j
'71(/z) 0
Qusry _ Buy tizadE ) 0%w
T ( e o) T ) B W
a vz ti S
Quigr +
s (oy )t \TT ) o
-+ 25 Auiia via duq dui . &* +
(e T - 0 - )+ () 2]
0
| 0

* 7% &’Lﬂ-kl — i -+ éti L}Z»Hi -+ hj; %%} ) {6531)} + {e(()j)} + {e;j)} 249

onde os vetores {633 } {egi)} e {eg)}, sdo os vetores de deformagio de membrana, flexao €
cisalhamento fora do plano, respectivamente.

Portanto, a energia de deformacdo pode ser reescrita como:

0= [ (@) () () 9] ([} (£} oo @0

o SV TR Y ) e
0 [ ) ) [ ()
49 {ggl)}"‘" [20] [ 42 (o }T [ 19| {4}:’)}) v
ou ainda:
go = % 6y /V ([ Dﬁ,{?] T [E(j } [ Dg)] i [ D(()j)]” [Eu)} [ Dg)] + (2.52)
108 69 ) ][] o)
+2 [Dﬁ,{)r [EU)] [D;,ﬂ] +2 [Dgﬂ]"' [EU)] [Dg)D dv {6}

Para as camadas viscoelasticas, comparando (2.42) e (2.52), observa-se que a matriz de
rigidez elementar pode ser expressa sob a forma:

[K(j)] - [K,(,{?n] + {Kﬁ,{’] + [Kzﬁg;)] +2 [Kf,{?)] +2 {K,(,{I),] +2 [K,E;;)] (2.53)
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onde:
’ B9 [D] av 2.54)

——
e
=

o,
[
il
™~
>
g
=
L
~
fm———
o3|
<
[
=
=
——
5
N

(K9] = /‘ {D,(,@r 59 [P av
[K,s{g} = [ [Dﬁ,{’ ! [Em} [D},ﬂ)} v

. a7
KT = / () &) m}
(5] = [ [0 [59) [
Portanto, a matriz de rigidez elementar ¢ expressa como a soma das matrizes de rigidez

elementares de cada camada, ou seja:

n

(=3 [K®)] (2.55)

k=1
De forma andloga, a energia cinética total da placa multi-camadas & expressa como a

soma das energias cinéticas de cada camada:

1 = 'I’(k)
; (2.56)
onde:
k) L 2 oy, L ‘9 .
78 = 5‘/"1 (° + 0 + ) dm = 5Pl (/1 wrdA +/Au;2,~d/i +/AbZziA) (2.57)

Com base na interpolagdo expressa por (2.35), a equacao (2.57) acima é escrita sob a

forma:

7 = ég{s}q (pkhk /1 ((Nw]T [N} + [Nur]” [Nux] + [Nyg ] {N,,k]) dA) {(s} (2.58)

ou ainda
T = .';’ {8} ' (] {3} (2.59)

5 7’ Ad e Al
onde [M®)] = p, . f, ( Voo ¥ INw] + [N [N] 4 [N] [vaJ) dA, é amatriz de massa da
k-ésima camada, € [Ny], [Vur] € [Nut), s80 as matrizes de interpolagéio espacial que compdem

a matriz [N (z,y)], correspondentes a w, u;. € vy, respectivamente.
Assim, tal como para a tigidez, a matriz de massa elementar é expressa como soma das



matrizes de massa elementares de cada camada:

M) = Z [M(’“)] (2.60)
k=1

2.4 O Modelo de 5 Camadas

Nesta secéo, a formulagéo desenvolvida anteriormente é particularizada para o caso de uma
placa multi-camadas composta por uma placa base metalica, embutida entre duas camadas

de material viscoelastico restritas externamente por duas camadas metalicas, perfazendo um
sistema simétrico com 5 camadas, ilustrado na Fig. 2.2.

Figura 2.2- Elemento de placa com 5 camadas

De acordo com a geometria do sistema e considerando as equacdes (2.1) a (2.8)

juntamente com (2.9) a (2.13), as deformactes de cisalhamento das camadas viscoelasticas,
sdo dadas por:

e e[, 2]

o 2.61)
12 = Z—) [U‘;—)U‘ + %ﬂ (2.62)

Q= Z—: {”"‘;4""’ + i—ﬂ (2.63)
1 = ;i—: [U‘d;; + 3—1;’} (2.64)

e e pCa— ‘/
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comdy = (L‘J%ll‘- +hg) edy = ('—'J—j—"ﬁ +h4).
De acordo com (2.7) e (2.8), os deslocamentos longitudinais médios nas camadas

viscoelasticas sdo dados por:

Uo = ! _, PR hy — hg Ow
Ug = ;2 ‘ltl us 5 g (265)
1 ! fu 4 3 hs — hs Ow
us = — |uUs us e
T2 L ’ ‘ 2 Oz (2.66)
na direéio =. Analogamente, para a diregéo y, tem-se:
v ! —z g hy — hs Ow
s ow
vy = l F,U iy 3 hs — hs Qw
B2 A (2.68)

Conforme pode-se ver na Fig. 2.2, os elementos da placa com 5 camadas sédo elementos
limitados por quatro nés. Cada né tem 9 graus de liberdade, a saber: os deslocamentos
longitudinais «; € v; da camada restringente superior, nas dire¢cdes = e y, respectivamente;
os deslocamentos longitudinais us e v da placa base, nas direces = e y, respectivamente;
os deslocamentos longitudinais us e vs da camada restringente inferior, nas direcdes z e y,

_ Ow _ Ow

respectivamente; a deflexdo transversal w; e as rotagoes 0, = 5> e 0, = .
Os graus de liberdade nodais, sdo representados pelo seguinte vetor:

{6]-} = [ wy vij uy Vs Usj Usj wy Oz 0y ]T (2.69)
onde o indice j = 1,2, 3,4, indica cada um dos quatro nés do elemento de placa. Desta forma,

os graus de liberdade elementares séo dados por:

(6 =[ {6} {637 {6s)" {6a}"]" 2.70)
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As fungdes de interpolagéo da placa multi-camadas s&o adotadas como funcdes bi-lineares

para os deslocamentos longitudinais nas direcdes z e ¥, e por um polindmio clibico para a
deflexdo transversal w, como segue:

uy (z,9) = et +agx +asy +asxy v (x,y) = a5 + agx + agy + agwy

ug (z,y) = o + a0 +auy +oaxy  vi(T,y) = a3+ ap@ + ay + sy

us (®,y) = a17 + 018% + 10y + 0202y 5 (2,7) = vt + A + ag3y + anwy

w (,y) = b1 4 bam + by + baz® + bsay + bey? + br® 4 bgxy + bowy® + buoy® + buyay + by’

Desta maneira, de acordo com (2.35), omitindo a dependéncia de « e y para simplificar @
notacdo, a interpolagéo dos campos de deslocamentos é expressa segundo:

{Aa} = [N]{6} (2.71)

onde

{A}:[ul VU3 vz us vy w O Oy ]T (2-72)




—

[Nu»l]
[N'ul]
[Nu\i]
[Nv3]
[N 05]

{6} = [

e os termos Ny = No; = Ng; = Nyi =
i =1,2,3,4, séo dados no Anexo |.

Y
N} ;, para

=
=

L&)

'

V3

w3 03

I

1
2

uy 'vll

2
'“5

W o -

OCOOOOOEZOOOOOOOOSOOOCOOOO‘?OOCOOOOO(\?O

pt
13

2
5

3
0?/

v

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
N3 O 0 0 0
0 Ny O 0 0
0 0 Ns 0 0
0 0 0 Ngt O
0o 0 0 0 N
0o 0 0 0 N,
0 0 0 0 Ny,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Nz 0 0 0 0
0 Ng O 0 0O
0 0 Ny 0 0
0 0 0 Ng O
0 0 0 0 Noy
0 0 0 0 Ny,
0 0 0 0 N 20,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Ngs 0 0 0 0O
0 Nig 0 0 0
0 0 Ny O 0
0 0 0 Ngg O
0 0 0 0 Nayw
0 0 0 0 N,
0 0 0 0 Ny,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Ny O O 0 0
0 Nu O 0 0
0 0 Nsgz 0O O
0 0 0 Ngg O
0 0 0 0 Ny
0 0 0 0 Ny,
0 0 0 0 Ny,
vboul ol wl 0y 0y ui
w? 02 03 u? v} ul vg

ul ot ui vl ol v wt
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0 o 1%
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
Ng N
Ny Np
Ng Ny
o 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
Ng, N3,
20, N‘zloy
5 5 (2.73)
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
/ g‘w N3yw
N, (?01. N, I:;j()x
Ng, N go,,
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
Ng“w N{:{jll)
N, Nip,
Nip, N ;Jo,, J
v? ol (2.74)
ul vd
o 0]

_ . . . T g il ¥ y
Ngi = N6i1 an NU,,M N()y“ Nwi’ NOE‘L" N().yi’ Nwi’ N()ai’
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De acordo com (2.19) e (2.30), as relagdes tensdo-deformacao para as camadas s&o:

[ R

0;1) 1,2 ff,),ﬁ()l; 0 1 E%) (1) (1) (1) (2.75)
Ty [T T e 0 |1 b o [0} [0 [} @
" 0 0 G || 4W
®) [ e E20 0 (W
;’&) T—2® 1;;53): 0 ) ou { 0(3)} - [E(a)} {5(3)} (2.76)
y = JEyE )
T&“"y) | sim. G3) i ’}’g&y)
(5) rR® F5)(5) 0 7 5(5)
(o2 1—vB7 T )7 T .
5 ) (5) GV [pe)] L6 2.77)
o) V= T 0 A {" }N [L ] {6 } (
%) L s G ] A8
() E® E@),42) 0 0 0 8(2)
U(zf)) oL W (22)
@ 0 o0 o €y
oy T—v@r ; 2] § .2
7 b= Toan 0 A& Y ou {0(2)} = {E( )} {6 }
:c[z - Y 2
) stm. G®) ’Y@(}Z) 279)
(4 1) (4 4
] [ s 0 0 o (W
) B® 0 0 0 G
! 1T (4)
w5 8= G o vy ¢ ou {o} = (@] {0}
) ¢ o || @
2 ) L s 6 | 5§ o
De acordo com o desenvolvimento apresentado nas €quacoes (2.39) a (2.54) as matrizes
de cada uma das 5 camadas s#o dadas pelas seguintes expressges
W (1) Ol (1) )7 (1)
o) = LT O 0 01 o] [t
K =

+ [Dgw} NED) [D&?]) v

[ 1((2)] _ /V ([ D,(,‘?]T [Ecz)} [Dﬁ,%)] + [1)((1'2)]7' [E(z)] {Dﬁ‘z)} + [DI()2)]T [Em] [D](f)]) av

[ (%)] Jv <[1)£,‘§)]'1' ()] [Dﬁ,';‘] i [I)£3)]T[E(3)} [Di()a)] < [DS?}T [1O)] [Df’)] +
K® =

+ [D,§3’]T ()] [DS%’D av



27

] = [ (1 ) ) ) ] o )
fo ([ w01 [p2] + [o] 1200 [ [ (91 [017] «
+ [DE”]T [E®)] [DS;?)D av
As expressoes das matrizes [ ,(,1,)] [Dgl)], [D,(,%)] [Dg“’)}, [DI(P)], [D“”] [0(3)] [ DM)]
moj b | m |»

[ 054)], [ DI(})}, [ D,(,?)] e [ngs)] sao fornecidas no Anexo l.
lementar do elemento de placa com 5-camadas ¢

i

[K(S)]

Finalmente, a matriz de rigidez €

expressa por:

5
[I(]e — ]((k)
; [ ] (2.80)
De acordo com a (2.58) as matrizes de massa de cada camada podem ser escritas com

o:

[ MO = piin A (1] V] + 7 [Nut] + [Not]” V] dA (2.81)

(1) = pob / ‘ (I 0]+ (ool (Vo] + [N [N.e]) dA (2.82)

| MO = pyho A (V] (V] + [Nus]” [Naa] + [Nos]” [Nos]) 44 (2.83)

:MW] = pyha /A (18] 1]+ Nt]” [Noa] + [Nod” [Noa]) dA (2.84)

:M(s)] - ﬂsh‘%A ([NW]T [Ny + [Nus]” [Nus) + [NvS]T[Nvﬁ]) dA (2.85)

Entdo, escreve-sé a matriz de massa elementar do elemento de placa com 5 camad
as

como: ‘
.

il

MIE=>" [Mw)] 2.86)

k=1

2.5 O Modelo de 3 Camadas

Considera-se agora, um modelo mais simplificado do que o de 5 camadas, composto por uma
placa base com um nucleo de material viscoelastico restiito por uma camada metdlica externa
constituindo o sistema assimétrico ilustrado na Fig. 2.3 abaixo. ,
Para essa configuragéo, as equagdes (2.1) a (2.13) permitem escrever as deformagdes de

cisalhamento da camada viscoelastica, da seguinte forma:



s L xR R

b o

Figura 2.3- Elemento de placa com 3 camadas

D= us  Ow (2.87)
ho dy oz
: dy [vy — s Jw
@ _ G |vu-vy Ow 5 88)
Yz I [_—d?. +- i)y] (

com dy = (B + hy).

Por (2.7) e (2.8), os deslocamentos longitudinais médios no nticleo viscoelastico, Nas
direcbes x e y, séo dados por:

I hy — hs 0w
R L s 2'89)
5 5 [u\ + s+ 5 —.(')m} (
1 ) ' hy — hy Ow 90
Vg = 5 [m + w3 + —2—@] 2. )

Os elementos da placa com 3 camadas s&o limitados por quatro nés. Cada né tem 7 graus
de liberdade, a saber: os deslocamentos longitudinais «, e v, da camada restringente, us € V3
da placa base nas direcSes = e y, respectivamente, a deflexso transversal w, e as rotagdes
0, =52 e, =52

Os graus de liberdade nodais sdo agrupados no seguinte vetor:

{63'}:['“1]' ’U[j u;;j ’U;;j ?l)j ozr,j 0yj ]T

(2.91)
onde o sobrescrito + = 1,2, 3, 4, indica cada um dos quatro nés do elemento de placa.
Desta forma, os graus de liberdade elementares s&o dados por:

T T T S~ e — e —" |



{8y =[{6)" (63" {6} {62} 1" 2.

As func¢des de interpolagdo da placa multi-camadas sdo adotadas como fungdes bi-linear
para os deslocamentos longitudinais nas direcées x e y, e um polindmio clibico para a deflex

transversal w, como segue:

w (z,y) = a1 + asx +azy +aavy 01 (2,Y) = a5 + agx + azy + agay
ug (z,y) = ag + ajpx + a1y + a2y vy (2,y) = a13 + apgx + a5y + ajgey (2.9

w (z,y) = by + bax + bay + bax” + bswy + bsy” + bra® + bga®y + boay® + bioy® + byya’y + b1

De modo analogo ao modelo com 5 camadas, de acordo com a (2.35), a interpolacéo dc

campos de deslocamentos € expressa por:

{A} = [N]{6} (2.9¢
onde

(Ay=[w v ug vs w 0, 0,]" (2.95
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O Ny 0 0 0o o o

0 0 Ny 0 0 0 0

0 0 0 Ny 0 ¢ o

0 0 0o o0 n, Nz N}

0 0 0 0o N N N

0 0 0 0 N, N N

Ne 0 0 0o o o o

0 N 0 0 o0 o ¢

0 0 N3y 0 0 g o

_ 0 0 0 Ny 0 o o

[ (V] 00 0 0 N, N N

[NVu1] 00 0 0 Ny N Ng,
[Nus) O 0 0 0 Ny Nz N (2.96)

INJ=1| [Mg] | = Nas 0 0 0o o ¢ o '

(V] 0 Ny 0 0 o0 o o

[N.] 0 0 Ny 0 o ¢ o

| [MVo,] | 0 0 0 Ny 0 o o

0 0 0 0 ]V?:w N: l‘;zw N, gzu

0 0 0 0 p Ng,  NY,

00 0 0 p N3, N3,

Nu 0 0 o o o

0 Ny 0 0 0 o g

0 0 N3y o 0 0 0

00 0 Ny 0 ¢ o

00 0 0 n, Ni, NY,

0 0 0o o N, NI

0 0 0 o Ni, N3

{7} = (ol o} wh o} g 0, ul v W2 (2.97)

2.3 3 3
v U v ud o

4 . T
a ol o g g
e 0s termos Nli = N2i = ]V;;i = N4i, N,

wir No, i, Ny s, NG N2 ., Ng o NY. NY. Nyy, para
v =1,2,3,4, séo dados no Anexo |.

0es:
o] = 3 LR T o) o [ g o
K =

+ D) [0 [DS,?D av
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] = (8 1) 0 7 [ ) ] ]

o) o (PRI o] 5[] ) o o]
- . [053)] e [ D"('?)D av
As expressdes das matrizes [Dr(i)J [D,El)J, [Dr(,f)J [Df()g)J, [D},Q)J, [D,(,f)J e [Dé”] sdo

aquelas da segdo anterior e dadas no Anexo |.
Finalmente, a matriz de rigidez elementar do elemento de placa com 3 camadas € expressa

por:

[K]° = Zgj [x®] (2.98)

k=1
Novamente, de acordo com (2.58) as matrizes de massa de cada camada podem ser

escritas como:

[MO] < gy /A (1] (8] [N [No] + [V, ¥ [N} da (2.99)
[M<2>J = poho /A ([Nw]T [Nw}+[Nu2]T[Nu2]+[Nue]T[Nuz]) aA (2.100)
[MO] = oy /,, (ol V] + sf” [Nos] + Vol o)) a4 2101)

Entdo, escreve-se a matriz de massa elementar do elemento de placa com 3 camadas

como:

[p]° = Y [M®)] (2.102)

k=1

Como um caso particular dos modelos com 3 e 5 camadas, pode-se considerar o
tratamento com apenas a(s) camada(s) viscoelaslica(s) acoplada(s) a placa base. Este
tratamento, sem a camada restringente, ¢ chamado de tratamento viscoeldstico livre. Para
esta andlise, as propriedades fisicas da(s) camada(s) restringente(s) sédo consideradas hulas,

como, por exemplo, a espessura ou o moédulo de elasticidade do material desta(s) camada(s)
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2.6 Modelagem de Camadas Restritas Ativas

Os modelos de 3 e 5 camadas foram construidos considerando um comportamento puramente
elastico para as camadas restringentes. Um caso interessante a ser analisado € a substituicao
das camadas restringentes passivas por camadas piezelétricas ativas. Este tipo de tratamento,
combinando os efeitos passivo e ativo, da4 origem a um sistema hibrido ativo-passivo,
empregado com sucesso no controle de vibracdes de sistemas mecanicos. Além disso, @S
camadas restritas ativas podem ser dotadas de capacidade de sensoriamento, mediante 2
inclusdo de camada(s) adicionais de material piezelétrico que funcionardo como sensores de
deformagao. Com este objetivo, os filmes de PVDF tém sido empregados com sucesso, devido
as suas caracteristicas de pequena espessura, baixo peso e grande flexibilidade (Banks,
1996). Tais caracteristicas possibilitam a inclusdo do efeito sensor nos modelos de camada
restrita ativa de forma simplificada. Nas agbes seguintes, com base no procedimento sugerido
por Park e Baz (1999), € desenvolvida a formulagdo que estende a formulagéo previamente
apresentada para camadas restfritas passivas, ao caso de camadas restritas ativas dotadas

de atuadores e sensores piezelétricos. S&o considerados, novamente, os modelos simétricos
com 5 camadas e assimétricos com 3 camadas, ilustrados na Fig. 2.4.

sentido de polarizagao
?z elétrica y
T sentido de polarizagao - g T o k 2
z elétrica i
Y, < ;
X
/ i
- camada PVDF (sensor)
placa-hase
camada PVDF (sensor)
camada PVDF (sensor)
placa-base

modelo assimétrico

modelo simétrico

Figura 2.4- Elementos de camada restrita ativa com 3 e 5 camadas

2.6.1 Esforgcos Gerados pelos Atuadores Piezelétricos no Modelo com 5 Camadas

As equacoes constitutivas, considerando o acoplamento eletromecanico, para as camadas
piezelétricas (1) e (5) sdo dadas por:

{,,(1)} _ [,.;(1)] ({e(”} = {A(l)}) (2.103)
{a(r»)} = { ];](5)] ({5(5)} _ { Aw)}) (2.104)
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onde:
{0} = ([p] - = [017]) 83 (2.105)
(<@} = ([p9] - = [07]) & (2.106)

()

dsy
e (AU} = (l—,‘ﬁ) d9) ¢, paraj = 1,5. As equacoes (2.103) e (2.104) sdo extensoes
0

das equacdes (2.75) e (2.77), de onde sdo reduzidos os termos {AU)}, que se referem as

deformacdes devidas aos esforcos desenvolvidos pelas camadas piezelétricas, onde V; é a
3 J

voltagem aplicada na camada piezelétrica e as constantes piezelétricas sdo denotadas por

d e df). © modulo || diferencia o sinal (+ ou -) referente a direcéo do sistema referencial
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Nas equacdes acima, considera-se z; medido do plano neutro da multi-camada até a

superficie de cada camada, mais proxima desse plano, conforme ilustrado na Fig. 2.5.

Figura 2.5- Influéncia do Efeito Piezelétrico

os nodais equivalentes sao calculados através da energia de deformacao:

Os esforg
1 ;
v=y [ € torav @.107)
Desenvolvendo a energia de deformacéo para a camada (1), tem-se:
| .
VI (1
0= [ {0 v @

y) = —%{6}"'[/ ([Dﬁi)]T—zl [I)I()L)]T) [E(l)] ([1)2 ]T—Zl [Dt(ll)]'r) v {6} -

g [ ([ - ) [ () o

Observa-se que, nesta ultima expresséo, 0 primeiro termo do lado direito da equagéo

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIR
BIBLIOTECA



(2.109) é aquele anteriormente obtido na dedugZo da matriz de rigidez da camada (1) do

3 ra
sistema de camada restrita passiva (ver (2.46)). No segundo termo, tem-se a expressao pa

os esforcos nodais devidos & a¢ao do elemento piezelétrico.

Efetuando as integragdes ao longo da espessura, obtém-se:

o=y (i [ [0 [59] )
(22 1+In)/ / )(L) E(l)] {A U}d.LdJ) (2.110)

Por desenvolvimento anélogo, para a camada (5), obtém-se:

U1§5) = —% A" (h5 /Ob /Ou [Dg)]q’ [E(‘r’)} {A(ﬁ)} dady—
hs (QZr + hs) / / D(Q) E())] { A(o)} doedh J> 2.1

Visando combinar a influéncia simultdnea das duas camadas piezelétricas, considera-s€
o trabalho total realizado pelos esforgos piezelétricos:

Up=UM +U® 2.112)

Em virtude de (2.110) e (2.111), e admitindo que um Gnico tipo de material piezelétrico seja
empregado nas camadas (1) e (5), esta Gltima equac&o conduz a:

Up = "% {s3" {/Ob —/Oa ([Dg)]T [E(P)] Vi — [Dg:)]'l' [E(P)] V5) { Zgz } dxdy—
—.[)b /Oa (m (2z;+h1) [Dgl)]'r [E(p)] Vi — hd(z%___ziﬂ [1)25)]’1“ [E(p)] %) { ﬁijﬁ }dmdy}

0
(2.113)
Devido & simetria das camadas e ao fato que [[)(1)} [ D(")] tem-se z5 = —z, € hg = — P>

onde o sinal negativo se refere ao sentido da coordenada em relacéo ao plano médio da placa
base. Portanto, (2.113) é reescrita sob a forma:

day
{5}’ { / / ( 1)<1) [D(’)] Vs) [29)] { dz» }dwdy—
0 0
b e 7 dsy
— 221+ h) (Vi + Vi) / [D,()l)l [E(f’)] { das }dxdy} (2.114)
o Jo 0

Para obtencéo do vetor de esforgos nodais associados 3 acgao piezelétrica, escreve-se

Up = 5 {67 (Q} @.119)
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Igualando (2.114) e (2.115), obtém-se a seguinte express30o para os esforgos nodais:

@)= _/O;,/Our ([Dﬁ)rm _ [[)53)] 7 ]/'5) [E(I’)] { gg; }dwdy+

b pa ) T ») d?)l
P 5 AP /1 /
+ (201 +h1) (Vi + 1B) A /O (D] [#] s ¢ dody @.16)

A partir da expressdo desenvolvida para os esforcos nodais de origem piezelétrica, deve-

se considerar duas situagdes distintas.
No caso em que as tensdes aplicadas nas camadas piezelétricas (1) e (5) tém o mesmo

médulo e o mesmo sinal, pode-se escrever V = 11 = V; e (2.116) tora-se:

b ra T ds
. w7,
{Qp} =2V (22 + hl)/o /0 [Db ] [E(P)} { d82 } dedy (2.17)

Para tensées aplicadas de mesmo mddulo e sinais opostos, escreve-se Vi = Ve Vg =

e (2.116) torna-se:

(@} =5 BV / I ( o8]+ [0] )[E(”’]{%; }dwdzz (2.118)

Conclui-se, pois que, no primeiro caso, 0s esforgos piezelétricos provocam flex3o na
placa; ja no segundo caso, tem-se apenas esforco normal de membrana no plano da placa.
Evidentemente, quando o interesse € o de controlar as vibragdes transversais da placa tratada

com camada restrita ativa, apenas a primeira situacio & empregada.

2.6.2 Esforgos Gerados pelos Atuadores Piezelétricos no Modelo com 3 Camadas
De modo analago ao que foi desenvolvido para o caso de atuadores piezelétricos no
modelo com 5 camadas, as equacoes constitutivas para a camada piezelétrica (1), no modelo

de 3 camadas, ilustrado na 2.3, s@0 dadas por:

{o0} = [0} ({0} - 0}) @119)

onde:

{«}= ([p@] == [07]) 13 (2.120)



Os esforcos nodais equivalentes s&o calculados afravés da energia de deformacgao:

Lo
Ut = 3] lodV (2.1421)
v

<

cujo desenvolvimento conduz a expressao:

g = % )" [/ GD;?]T —z [uy)r‘) [0 ([Ds,?r _— [Dg”r) av {8} -

- %{5}T /V ([D&})]T -2 [DmT) [E“)] {A}yav (2.122)

a partir da qual se obtém a seguinte express&o para os esforcos nodais equivalentes:

Q)= - (hl /A [Dg,p]’l' [50) dady — ﬁz(ﬁ‘;ﬁ_’“) [ [D'()U]T (0] dwd,y) (A} (2129)

Pode-se observar que, em decorréncia da assimetria do modelo com 3 camadas, a

aplicagéo de uma voltagem a camada (1) tera, como conseqiiéncia, a combinagao de esfor¢os

de membrana e de flexdo, representados pela primeira e segunda parcelas do lado direito de
(2.123), respectivamente.

2.7 Voltagem dos Sensores Piezelétricos nos Modelos com 5 e 3 Camadas

Uma vez que os sensores constituidos de filmes polimeros piezelétricos (PVDF) apresentam
uma espessura e uma rigidez muito menores do que as outras camadas consideradas, sud
influéncia pode ser negligenciada nas relagdes cinematicas dos modelos de placa multi-
camadas.

Admite-se ainda que, uma vez que estes elementos sdo diretamente acoplados a
superficie da placa base, conforme ilustrado na Fig. 2.4 suas deformacdes igualam-se as
deformagdes superficiais da placa base.

De acordo com Lee (1987), a voltagem desenvolvida em cada elemento sensor é dada
por:

Vo= /An Fz,y) [ec + eyl dA, (2.124)

onde f (z,y) € uma funcao de distribuicéo de f . 5
¢ orma do sensor, C; = ==, com kg;, g1 € C 80

respectivamente, o fator de acoplamento eletro-mecanico, constante de voltagem piezelétrica
e capacitancia do sensor, esta dltima dada por:

C = 8.85¢ 12 Ashst
8.854 % 10 e (2.125)

onde A, é a érea i . & .
s superficial do sensor, ks, é a constante dielétrica e &, é a espesssura do
sensor.
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No caso aqui considerado, para um sensor uniforme, f (z,7) =1 (0 <2 < a0 < y<be

a (2.124) simplifica-se:
Ve=c, / e +e,] dA, (2.126)

A,
Das relagdes cinematicas ((2.2) e (2.3)), os deslocamentos longitudinais, respectivamente

em z e y, na superficie da placa base se escrevem:

Usg = U3 — TZ-'(;}‘; (2127)
_ hy Ow
Vs = V3 — 7‘5:[7 (2128)
Portanto, as deformagdes na superficie da placa base s&o dadas por:
_Ouy % ha 0w
=B T dr 2 92 (2.129)
_ O _ By by
ey = T (2.130)
Introduzindo as interpolagdes expressas por (2.73) em (2.129) e (2.130), obtém-se-
o hg 9?
o= (B al- 22 ) @ @131)
(2= 132 v ) 16
er = (7 Vool = 5 g [Vl ) €8} (2132)

Introduzindo (2.131) e (2.132) em (2.124) ,obtem-se a seguinte expressio para a voltagem

gerada no sensor piezelétrico, em fungéo do conjunto de deslocamentos nodais {6}:
o2

b3] d hs [ &? -
ve= [ (Wl g el = (gl + g ) Jan ) @aay)

Como o modelo com 3 camadas € um caso particular do modelo com 5 ctamadas, a
expressdo para a voltagem desenvolvida em cada elemento sensor é dada pela mesma

expressdo do modelo com cinco camadas, a saber, a equagéo (2.133).

2.8 Equagdes do Movimento
Uma vez determinadas as matiizes elementares de massa e rigidez do sistema, dadas por

(2.55) e (2.60), resta obter as equagdes do movimento em nivel elementar.
As expressdes para as energias cinética e de deformacao podem ser esctitas como:

7= {8} v {3} (2.134)

U= % (617 K {6} (2.135)
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A partir de (2.134) e (2.135), se escreve o Lagrangeano da seguinte forma:

e i ST e [ A ik
L=T-U=3 ({6} (M) {é} — {6} K] {6}> (2.136)
As equacdes de Euler-Lagrange se escrevem:
d oL ol
= ~ | — s7=5 = {¢ 2.137)
o (0 {b}) aps} ~ U (

onde {Q} é o vetor de esforgos generalizados, que inclui as forgas e momentos externos nodais
aplicados sobre os graus de liberdade elementares e os esforcos de origem piezelétrica.

Finalmente, substituindo (2.136) em (2.137), obtém-se o sistema de equacdes do
movimento em nivel elementar:

) {8} + (K {6} = (@} (2.138)

O procedimento de montagem das matrizes globais do sistema se desenvolve da maneira
tradicional, identificando os graus de liberdade comuns entre dois ou mais elementos finitos-
Esta montagem € executada com base na conectividade dos elementos. A titulo de exemplo, @
Fig. 2.6ilustra o acoplamento de quatro elementos finitos de placa com 3 camadas, ressaltando
a conectividade dos graus de liberdade em nés comuns, onde a notag@o (-), representa 0s
graus de liberdade do i-ésimo né.

As condigbes de contorno impostas ao sistema séo consideradas eliminando-se as linhas
e colunas das matrizes de massa e rigidez, referentes aos graus de liberdade bloqueados em

cada no restringido.

Apos a finalizacao do procedimento de montagem, obtém-se o sistema global de equagdes
do movimento escrito como:

(M] {“’} +[KI{6} = {Q} (2.139)
onde [M] e [K] sdo, respectivamente, as matrizes de massa e de rigidez globais da placa multi-

camadas, e {6} e {Q} sdo os vetores dos deslocamentos e esforcos generalizados globais,
respectivamente.

Na equacdo (2.138), a matriz [K]° ¢ escrita como a soma das matrizes de rigidez de cadd
camada, conforme visto em (2.55). Em particular, para o modelo com 5 camadas se escreve:

K] = [K(l)] ¥ {1((2)] + {K(f‘)] + [KM)] + [K(G)] (2.140)
ou ainda:

K] = [KJ + [K,)° 2.141)
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Figura 2.6- Esbogo do acoplamento de 4 elementos de placa com 3 camadas

onde [K.]° = [KW]+[K@]+ [K()] se refere as camadas eldsticas e [K,]* = [K(2)] + (K]
se refere as camadas viscoelasticas. De modo analogo, se escrevem [k |* = [K(D T [ I\'(’*)]
e [K,]° = [K?] parao modelo com 3 camadas.

No procedimento de montagem das matrizes globais, pode-se montar a matriz de rigidez

global, separada em duas partes, uma elastica e outra viscoeldstica, da seguinte forma:

(K] = [Kc] + [K.] 2142)
Em (2.142) a dependéncia da freqiiéncia € introduzida na matriz de rigidez viscoelastica

que pode ser fatorada da seguinte maneira:
6] = G ) 1) (2.143)

onde (i (w) é 0 médulo complexo do material viscoelastico.

Substituindo (2.143) em (2.139) tem-se a equacao do movimento modificada:
] {8} + (] + G () [K.]) {6} = {Q) (2.144)

O capitulo seguinte trata da modelagem dos materiais viscoelasticos, determinando
expressbes para a fungdo médulo do material 7 (w), as quais podem ser substituidas na
equacdo (2.144), completando a modelagem por elementos finitos de placas tratadas com

camadas restritas passivas € ativas.



Capitulo 3

Modelagem do Comportamento Viscoelastico

De acordo com Persoz (1987), o comportamento mecanico dos materiais viscoelasticos pode
ser visto como uma composigdo de dois tipos fundamentais de comportamento: o primeiro
é o comportamento de um sélido linear elastico, para o qual a tensdo é instantaneamente
proporcional a deformacgéo, sendo, independente da taxa de deformacéo. Este comportamento
é regido pela Lei de Hooke, a qual, para os casos de solicitagdo axial e de cisalhamento
escreve-se o (t) = Ee(t) e 7(t) = Gy(t), respectivamente, onde J; e (} representam os:
modulos de Young e de cisalhamento. O segundo é o comportamento de um fluido viscoso
Newtoniano, para o qual a tenséo € proporcional a velocidade de deformagdo cisalhante
porém, independente da deformagéo, o que pode ser expresso pela equagéo 7 (1) = 1wy (t),
onde y € a viscosidade do fluido. |

Assim, a viscoelasticidade se refere a uma deformacio elastica dependente do tempo
sendo observada tanto em materiais metalicos quanto ndo-metalicos. A dependéncia tempora;
do fendmeno viscoelastico muitas vezes ¢ relacionado com g variagdo da distancia inter-
molecular que pode, também, causar deformagéo plastica. Contudo, submetendo o material
viscoelastico a um carregamento externo, estas variagdes inter-moleculares desaparecem
com a remogéo do carregamento. Desta forma, a teoria da viscoelasticidade considera as
relagbes entre deformagdo "quase permanente” e o comportamento elastico finear (Nashif
et al., 1985). Observa-se o amortecimento viscoelastico em muitos materiais poliméricos e
vitricos, que oferecem nMuitas possibilidades de aplicagbes industriais deste mecanismo de
amortecimento intemno. De acordo com Courtney (1990) os polimeros sio constituidos de
longas cadeias moleculares onde os atomos de carbono unem-se fortemente e podem ser
ramificados de modo que as cadeias longas sio fortemente ou fracamente ligadas, de acordo
com a composi¢éo e o processamento do polimero. O amortecimento surge do rt;laxamento
e recuperagido do polimero apds ele ter sido deformado, e existe uma forte dependéncia
deste comportamento em relagdo a freqiiéncia e a temperatura, devido 3 relagdo direta destas
grandezas com o movimento molecular do material.

No que diz respeito & modelagem do comportamento viscoelastico, foram sugeridos
modelos reoldgicos simples, compostos por diferentes tipos de associagdes de molas e
amortecedores viscosos.

Os principais modelos reologicos cléssicos incluem os modelos de Kelvin-Voigt, Maxwell
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o modelo Linear Padrdo ou Modelo de Zener e o modelo Padrao Generalizado, que nada mais

sdo do que modelos simples uni-dimensionais, representados por associagdes de moflas €
amortecedores viscosos (Nashif, et al., 1985; Lemaitre e Chaboche, 1988).

Mesmo estes modelos apresentam limitagdes que impedem seu emprego na modelagem

de sistemas estruturais complexos, caracterizados por estados multi-axiais de tensdes. EM
conseqiiéncia, mais recentemente, foram desenvolvidos modelos para o comportamento

viscoelastico mais bem adaptados a sistemas complexos modelados pela técnica de elementos

finitos. Dentre eles destacam-se o modelo de Golla-Hughes-MacTavish (GHM) (Golla &

Hughes, 1985; MacTavish e Hughes, 1993), o modelo de Campos de Deslocamentos
Anelasticos, sugerido por Lesieutre e colaboradores (Lesieutre e Bianchini, 1995; Lesieutre,

1996) e 0 modelo das Derivadas Fracionarias (Bagley e Torvik, 1979,1983,1985).

Nas segbes seguintes, sdo sumarizados os fundamentos tedricos dos modelos

viscoelasticos mencionados acima, sendo enfatizads a associagdo dos modelos modemos

GHM, ADF e das Derivadas Fracionérias aos modelos finitos de placas tratadas com camadas
restritas passivas e ativas, desenvolvidos no Capitulo 2.

3.1 Modelos Reolégicos Simples

O modelo de Kelvin-\oigt é caracterizado POr uma mola e um amortecedor combinados em

paralelo (ver Fig. 3.1(a)). A relacdo entre a tensdo e g deformagéo para este modelo é
estabelecida pela relagao constitutiva:

o (t) = Ge(t) + ;L% (3.1)

onde ¢ € o mddulo do material e 11 ¢ a sua viscosidade

@ ®) (©

Figura 3.1- Modelos de Kelvin-Voigt (a), Maxwell (b) & Linear Padréo (c)

odelo :
O modelo de Maxwell ¢ composto por uma mola e um amortecedor viscoso dispostos €M

serie, conforme ilustra a Fig, 3.1(b). Para este moadelo, a relagio entre tensio e deformagado
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é dada por:
p do (t) de (t}
- (3.2)

] ———

o)+ =
O+a=a =

Os modelos reologicos simplificados séo Uteis para a caracterizagéo qualitativa do efejto
viscoelastico em condigbes de carregamento uniaxiais, porém, ndo sdo suficientes para uma

modelagem mais precisa do comportamento viscoelastico.
O Modelo Linear Padrdo é uma das representagdes conhecidas da equacéo de estado de

materiais viscoelasticos, relacionando a tenséo o e a deformagéo e da seguinte forma:

do(t) . L de(f)
o (8) + b= = Gos () + Ch— = (3.3)

onde os parametros b, Gy e (; séo constantes (Fig. 3.1(c)) a serem determinadas

relacionando as propriedades dos materiais viscoelasticos como médulos e constantes de

viscosidade, de acordo com as equagbes:

7 GGy nGo
b=t Gp= e g =2
TG R ERNEA LA (3.4)

Apesar deste modelo ser mais preciso que os modelos anteriores na representacdo da

relagéo entre tenséo e a deformacao, ele ainda representa com dificuldade, o comportamento

real dos materiais viscoelasticos.
Com efeito, nota-se que numa analise temporal, tanto o modelo de Kelvin-Voigt quanto

o modelo de Maxwell ndo representam o comportamento real de materiais viscoelasticos em
ensaios de fluéncia e relaxacgao (Christensen, 1982). O modelo Linear Padrio n3o apresenta
estes problemas, podendo ser considerado como a primeira aproximagéo adequada para o
comportamento de materiais viscoelasticos reais. Considerando a tenséo e a deformacgao
variando harmonicamente, segundo o (t) = ooe™* € £(t) = ™!, a equagio (3.3), apés

algumas manipulagdes algébricas conduz a relagéo:

S Go+Gl (?w) .
L W YR A (3.5)
que também pode ser escrita como
oo =[G () +iG" ()] =0 (3.6)
onde
Go -+ GlbWQ
G (w) = (W) (3.7)
w (G — bGy)
el (w) = (W (3.8)

As funces representadas em (3.7) e (3.8) sdo fungdes da freqiiéncia que refletem a

dependéncia do comportamento de materiais reais em relagao a este parametro. Entretanto, a
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variagéo dessas fungdes com a freqiiéncia, & muito mais rapida que a usualmente observada

nos materiais viscoelasticos reais (Nashif et al., 1985). Isto motivou a proposicao do modelo

Padréo Generalizado, que fornece melhores aproximacées para o comportamento de materiais
viscoelasticos em relagéo a freqiiéncia.

3.2 Modelo Generalizado Padrio

Aforma simples do modelo Linear Padr&o pode ser estendida introduzindo derivadas temporais
de ordem mais alta para o e ¢, na equagéo (3.3), produzindo a forma:

o, dm () X e
o (t) + Z_:lbm_——dtTL_ = Gos (L) -+ Z Cln_d;;;:‘— (39)
m= n=1
% Considerando variagbes harmdnicas para a tensio e a deformagéo, conforme o (t) =
ope™t, e (1) = gpe™t, de (3.9) obtém-se a relagéo;

i} N

o [GOJr 2 G (iW)”]

. 70 T 2 (310
[1+ > b (iw)m]

m=1

ou ainda:
70 = (G +iG") e 3.1

sao agora fungbes mais Complicadas de w, mas que podem ser
convenientemente construidas escolhendo 5,, e QG,,.

que um grande nimero de termos s&o geralmente necessarios para modelar adequadamente
o comportamento de materiais reais sobre uma banda larga de freqiiéncia

onde G' e ("

3.3 Leis de Comportamento Viscoelastico

onde o € ¢ representam, respectivamente, a tensao € a deformacio e

C
fungao modulo do material. No caso de um material eldstico
c(t) = c’, e a lei de comportamento (3.12) reduz-

(t) € denominada

linear, a funcdo c (t) é constante
se a:

o) =cl% (1)
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Para um material viscoelastico, as fungdes c () ndo sdo constantes, e a integral em (3.12)

deve ser calculada a todo instante de tempo no intervalo [—oo, ¢]. Porém, ¢ (t) satisfaz a todas
as propriedades de simetria das tensores de elasticidade.
A equagéo (3.12) se escreve:

cr(t):G(t)s(o)+/(;‘G(t*7’)gé(7)d7 (3.14)

e definindo /. (£) = G (¢t) — Go, tem-se:
= L. Oe
(T(t):GO&“(t)'#}L(i)E(O)%—‘/O h(i—~7‘)0—;(7‘)d¢ (315)

onde (Y é o moédulo estatico, médulo relaxado ou médulo a baixa frequéncia. oy seja

Go = limy_,00 G (t).
Para condigbes iniciais nulas, (3.15) é exatamente a transformada inversa de Laplace de:

o (s) =[Go++h(s)]e(s) (3.16)
onde % (s) = sh(s), e s é a varidvel complexa de Laplace. Os termos Gy (s) & h(s)e(s)
representam, respectivamente, a elasticidade e o comportamento dissipativo do material.
As fungbes h(s) sdo propriedades do material que regem seu comportamento dissipativo
sendo freqiientemente denominadas fungdes de dissipagao.

Com a suposigdo de que s € imaginario puro, s = 4w, 0 termo [Gy + A (s)] em (3.16) é
escrito em fungdo da freqiiéncia w da seguinte forma:

G(w) =G (w)+iG" (w) = G (w) [1 + in ()] (3.17)

onde (' (w) é a parte real do mddulo complexo, denominado médulo de armazenamento,

G (w) € a parte imaginaria do médulo complexo, denominade médulo de perda e 5 () é o

fator de perda, definido por:

G (w
n(w) = -G—,((;}—))- (3.18)

3.4 Principio da Equivaléncia Freqiiéncia-Temperatura

E bem conhecido o fato que as caracteristicas mecénicas de materiais viscoeldsticos
dependem fortemente da temperatura. Desta forma, torna-se importante incluir na modelagem,

esta dependéncia, 0 que pode ser feito através do principio da equivaléncia freqiiéncia-

temperatura.
De acordo com Nashif et al. (1985), a base para a formulagéo do Principio da Equivaléncia

Freqéncia-Temperatura é relagdo inversa existente enire os efeitos da fregiiéncia e
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da temperatura para materiais viscoelasticos termo-reologicamente simples. Conforme
Christensen (1982), a partir de propriedades dos materiais, coletadas experimentamente
em diferentes temperaturas, pode-se gerar uma curva mestre, e valendo-se de um fator

de deslocamento adequado, dependente da temperatura, encontram-se as propriedades do
material em qualquer temperatura dentro da faixa considerada.

Essa relag8o pode ser representada na seguinte forma:
Gw,T) =G (agw, Tp) (3.19)

n{w,T) = n(cpw, 15) (3.20)
onde oy é o fator de deslocamento dependente da temperatura,

1} € o valor da temperatura
tomado como referéncia.

A freqiiéncia reduzida (Ferry et al., 1952) é definida como sendo:

Wy = Qpw (321)

O fator de deslocamento é identificado como sendo o deslocamento necessario para fazer

com que as curvas log(G") x log(w), na temperatura T (¢ ==%1,2,..1), se sobreponham a

curva e log (G) x log (w) na temperatura 7i, como representado na Figura 3.2, abaixo.

]

A

L

Frequiéncia (Escala: Log)

TM

Freqgiiéncia (Escala: Log) Frequéncia (Escala: Log)

Figura 3.2- Variagio do médulo e fator de perda (Adaptado de Nashif et al., 1985)

A Figura 3.3 representa as variagdes do modulo e do fator de perda com a freqiiéncia
reduzida para o material ISD112 da 3M, de acordo com Drake e Soovere (1984). Esta
representagéo constitui a relagdo fundamental entre a freqiiéncia reduzida e os parametros

do material viscoeldstico. Entretanto, seu uso para obtencéo direta do médulo e do fator de
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perda para uma dada freqliéncia e temperatura sé é possivel se for conhecida a fungdo que

relaciona o parametro de deslocamento a com a temperatura absoluta 7",

Modulos {MP3] & Fetor de Perca

10” po oty tul e rgsyd PO EVRTBETY NS I IR W V| +
’ 10’ 10 e 10" llad
Froqunncia Rodurida ug {Hiz]

PN RTTT N N T Ty

Dtb

|
|

Figura 3.3- Variacdo dos mddulos e fator de perda para o material [SD112 (Lima, 2003)

3.5 Incorporagio do Efeito Viscoelastico em Modelos de Elementos Finitos

Considere-se o seguinte sistema de equagbes do movimento de um sistema elastico com N

graus de liberdade resultante de uma discretizagdo por elementos finitos:
[M]{§} +[D] {¢} + [K] {q} = {Q} (3.22)

onde [M] é a matriz de massa, simétrica e definida-positiva, [D] € a matriz de amortecimento
viscoso, simétrica, definida positiva ou semi-definida-positiva, [K] € a matriz de rigidez,
também simétrica, definida positiva ou semi-definida-positiva, {¢} € o vetor de deslocamentos

generalizados e {(J} é o vetor de carregamentos generalizados.
Admite-se que a estrutura modelada possa ser considerada como resultante da associagio

de duas sub-estruturas: uma puramente elastica e outra viscoelastica. Assim, (3.22) pode ser

reescrita:

(M) {G} + D] {g} + [[Ke] + [Ku]] {a} = {@} (3.23)

onde [I,] representa a rigidez do sistema referente & subestrutura elastica e [K,] representa

a rigidez da subestrutura viscoelastica, a qual é dependente da freqliéncia.
Note-se que, no caso de placas multi-camadas com 3 e 5 camadas consideradas

neste trabalho, a sub-estrutura eldstica é constituida pelas camadas metalicas (placa base

e camadas restringentes), enquanto a sub-estrutura viscoelastica & formada pelos nicleos

viscoelasticos.
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Neste caso, de acardo com (2.98) e (2.80), tem-se:

Para a placa com 3 camadas:

[K.] = [K“J] + [K(“)] ; (K] = [K@)] (3.24)
Para a placa com 5 camadas:
(K] = [K(l)] + [K@)] + [1’(@] : (K] = [ K(?)] + { Km)J (3.25)

No Capitulo 2, as matrizes de rigidez foram formuladas considerando os médulos

elasticos constantes.  Utilizando o Principio da Correspondéncia Elastico-Viscoelastico

{Christensen, 1982) pode-se agora introduzir o efeito viscoeléstico fatorando os médulos

das matrizes de rigidez considerando a dependéncia da freqiéncia de acordo com uma

iscoeldstica especifica. i ~ - .
: modelagem visc a especifica. Neste procedimento, supde-se o coeficiente de Poisson

i do material viscoelastico constante (independente da freqliéncia), de modo que I (w) torna-se

proporcional a ¢ (w), de acordo com a relagéo:

, E(w
g )= 2[1(+)u] (3.20)

forma, a matriz de rigi - ; . .
; Desta for gidez da sub estrutura viscoelastica pode ser escrita como:

[0 (@)} = G ) [R,) (3.27)

onde G (w) é o mbduio de cisalhamento complexo do material viscoelastico e

[K,] é a matriz
de rigidez viscoelastica fatorada.

Nas secbes seguintes, sdo apresentados trés modelos

que tém sido utilizados para
representar a fungao médulo G (w) dos materiais viscoeldsticos €m associacéo com a técnica

de elementas finitos.

3.6 O Modelo de Golla-Hughes-McTavish

Este modelo foi desenvolvido por Gollg e Hughes (Golla e Hughes, 1985), e adaptado por Golla
(Golla etal., 1993), recebendo a denominagéo de modelo de Golla-Hughes-McTavish (GHM). O

modelo GHM, baseado no conceito de coordenadas dissipativas, propde representar a fungao

maddulo do material viscoelastico por uma série de termos chamados de mini-osciladores
(devido a sua semelhanga comas fungdes de tranferancia de sistemas amortecidos de um grau
de liberdade) dependentes da freqiiencia, no dominio de Laplace de acordo com a relagdo:
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, 8¢+ 28,00,
G(s) =G, (1+Zal Z+,,ff§;w2) (3.28)

onde G, é denominado moédulo refaxado, ou mddulo em baixa freqiiéncia, ou maédulo

estatico; o, £;, w; s80 pardmetros reais positivos que caracterizam cada mini-oscilador e Ng

& 0 niimero de mini-osciladores. O modulo em alta freqiiéncia se relaciona com o madulo

estatico da seguinte forma:
Ng
i=1
A transformada de Laplace da equagdo do movimento (3.23) conduz a:
(8" [M]+s [ D]+ [K] +Gu (3) [15]) {g ()} = {F (s)} (3.30)
Substituindo (3.28) nesta ultima equacgéo tem-se:
Nea 2 D)
y Y s”+ "‘f iWis
(32 [M] +s D]+ [Ke] +Gr [1 (l + Z“l 4 26 w035 + w? )) la@}={rE} @31
ou ainda:

G, [K,] é a matriz de rigidez estética do material viscoelastico.

onde [K7] =
Agora, introduz-se uma série de Ng varidveis de dissipagio {¢f (s)} (i = 1,..., N¢) que

se relacionam com as variaveis elasticas {q} da seguinte forma:

5 {a(s)} (3.33)

{ql }~ "f,us+w

Manipulando (3.33), obtém-se a relagdo:

, 52 +Zélw,b
(060}~ {6 (9} = 2 ()

que, substituida em (3.31), permite escrever:
Ng
(s [M] 45 [D) + [K] + [K2]) {a (@)} + [Ko] Do [{a ()}~ {af ()} = {F ()} (3.34)

i=1

Combinando (3.33) com (3.34) obtém-se o sistema acoplado:
Ne
(s2 [M] +5 [D] + [K] + [KZ)) {a ()} = [K3] ) ai {of (5)} = (F(s)} (3.35)
i=1

onde [K°] = [I ’0] ( 1+ Z a ) define a matriz de rigidez dindmica ou em alta freqiiéncia do

material viscoelastico.
Aplicando a transforma da inversa de Laplace as equagles, encontra-se o seguinte
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sistema de equagdes no dominio do tempo:

[M144} + DG} + (K + [K39)) (g} = [K] o {4F} = {57}
B V{0 + =55 L] (68} + o [K0] {0} — o [K2] (g} = (0}
que pode ser colocado sob a seguinte forma matricial:

(Me] {da} + Da) {45} + [Ke) {90} = {Fe} (3.36)
onde:

, My o] . T | E+KR] (K
[MG]?—{ [[0] (Mo } [Dal~{ 0 (D) ] [KG]~{ K al” [[(dd](

3.37)
ah={a {d} - {a}} s Tar=ttmy, oy, oy (3.38)
2 [K7)] (0] I, [go0) [0]
[Maq] = e ; [Dag) = .
SR AL o ot [
(3.39)
ay [K7] {0]
[Kdd] = ; [qu] = {“‘al [KS] N, [KS]} (3-40)
(0] N {KS]

onde [M] é a matriz de massa, geralmente nio definida-positiva, (K] € a matriz de rigidez €
definidas-positivas.

Observe-se que a incluséo de variaveis dissipativas para representar o efeito viscoelastico
multiplica pelo ndmero de mini-

[D¢] € a matriz de amortecimento, ambas usuaimente semi-

osciladores a ordem do sistema original. Assim, se Ng € 0

nimero de mini-osciladores necessarios para Fepresentacdo do comportamento viscoelastico,
o numero total de gdP's € dado por NV = 5, (14 Ng

), onde n & o nimero de gdl’'s do sistema
original antes da inclusio do modelo GHM.

Observa-se também a singularidade da matriz (M)
fratamento viscoelastico parcial, pois a matriz (K]
aumentada do sistema, [Mc], sGo semi-definidas

para os casos em que é feito
€, M conseqiiéncia, a matriz de massa

-positivas (Trindade et at., 2000). Uma forma
de se contornar esse problema de singularidade, e reduzir o nimero tot

al de gdi's é tratar
a matriz de rigidez fatorada do material viscoelastico, [

K.}, por meio de uma decomposigao
espectral. Este tratamento numérico reduz o custo computacional em virtude da redugéo do

nimero de gdl's do modelo em um numero correspondente ao nGimero de autovalores nulos

de [KJ], de NV,. Desta forma, o namero de gdi's total para tratame

nto parcial é dado por
Nep =n+(n~ N,) Ng.

Esta decomposicio espectral sera detathada na Secdo 3.9.
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3.7 O Modelo de Campos de Deslocamento Anelasticos (Anelastic Displacement

Fields - ADF})
Este modelo foi desenvolvido por Lesieutre e Bianchini (1995), e adaptado para utilizaggo
em sistemas de elementos finitos do tipo barra (Lesieutre e Bianchini, 1996), e do tipo viga

com camada restrita passiva (PCLD) (Lesieutre e Lee, 1996). Em varios aspectos, tem
grande similaridade com o modelo GHM, adotando a seguinte representagéo para o mddulo

do material viscoelastico:

G(s) =G, (1+Z +sz> (3.41)

onde (. é o moddulo relaxado, sendo o mddulo ndo-relaxado dado por G, =—
G, (1 +Z£V:*‘l Az) Aqui, §; é o inverso dos tempos caracteristicos de relaxagio a
deformagdo constante, A; é a intensidade de relaxagéo correspondente, ligada aos
parametros C; (parimetros de acoplamento constitutive, que descrevem o acoplamento

do pracesso fisico de relaxagéo ao deslocamento total) de acordo com a relago:

oo LA
CTTTA; (3.42)

O modelo ADF tem por base a separagéo das deformagdes totais do material viscoelastico
numa parte eldstica, instantaneamente proporcional a tenséo, e numa parte anelastica,
representando a relaxagdo do material viscoelastico, que descreve a parte da deformacio
que ndo é instantaneamente proporcional a tens&o. Para acomodar miltiplos processos de
relaxagao, ha uma subdiviso da parte anelastica em uma série de campos de deslocamentos

N4) 0 que permite escrever:
Na

{a°} = {a} - Z {af'} (3.43)

Assim, substituindo a express&o do médulo em alta freqiéncia, G, em (3.27) e depois em

(3.23), e trocando {¢} pela express&o (3.43), para a porgéo viscoeldstica, obtém-se a seguinte

anelésticos {¢/'} (i =1, ...,

equacao do movimento:

Na
[M] (g} + [D) {q} + (K] {g} + Cr (1 + D) [K] ( g}~ Z{ql )—~ (3.44)

que pode ser re-escrita na forma:
[M] {G} + D) {a} + (1] + (K] {a} — [ {g'} = ('} (3.45)
onde [f°] = [K7] ( 14 SV A,-) é a matriz de rigidez dindmica e [K}] = G, [K,] é a matriz

de rigidez estatica do ntcleo viscoelastico. Esta ultima equagédo descreve a evolucdo dos
graus-de-liberdade elasticos do sistema. Além desta equagéo, deve-se considerar um sistema
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de equagdes diferenciais de primeira ordem, que descreve a evolugéo no tempo dos graus-
de-liberdade associados com as deformagdes anelasticas:

Ci ooy 1 - oo
q, KT} + R {af'} - (62 {q) = {0) (3.46)

As equacses (3.495) e (3.46) conduzem ao sistema matricial acoplado;

[Ma]{4a} +[Dal {ga} + [KA] {ga} = {1} (347)
com
_ | M) o, b 1. _| K]+[KP) (K,

= | WM*lUH[QM]’[KM“[ ot iy |5 @9
tar={{a} {a'} - {1}y =((F}, (0} oo (O} (3.49)

G (K] (0] 1 K]
(Dad] = o s K = | (3.50)

(0] e (K]

CNA [I(gol

Kl = - (K)o [xooy (3.51)

onde [M4] € a matriz de massa, ndo necessariamente definida-positiva e [D4] e [K4) séo as
respectivas matrizes de amortecimento e rigidez, ambas semi-definidas-positivas.

Similarmente ao modelo GHM, a utilizagio dos campos de deslocamentos anelasticos

para incorporagéo do comportamento viscoelastico ag sistema, aumenta consideravelmente ©

nimero de gdf's total. Se N4 € o nlimero de campos de deslocamentos anelasticos utilizados.

o nimero total de gdi’s do modelo ¢ dado por N = 4, (1+ Ny4), onde n é o nimero de gdr's do
sistema original antes da utilizacio do modelo ADF

Apesar da decomposicéo espectral da matriz [K,) reduzir o numero de gdl’s total, faz
persistir o problema de singularidade, uma vez Que, ao contrario do que ocorre para o modelo

GHM, néo existe, para o modelo ADF, influéncia das variaveis dissipativas na inércia do
sistema. Assim, a matriz de massa (M)

Gontinua apresentando problemas de singularidade.
Para se reduzir o nimero total de gdl’s, tal como executado para o modelo GHM, trata-se

a matriz [KU] por meio de uma decomposig:éo espectral, mais uma vez diminuindo o custo

computacional em virtude da reducso do ndmero de gdi's do

forma semelhante a do modelo GHM e o nimero de gdl's total

para tratamento parcial é dado
por Nap =mna +(na = Nu)pa, onde N,,, é o nimero de autovetores nulos de (K]

modelo. Assim, tem-se uma
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3.8 O Modelo das Derivadas Fracionarias

Como visto na Segho 3.2, a aplicagdo de derivadas temporais de ordem inteira sobre 0s

campos de tensdo e deformagédo permite escrever o Modelo Generalizado Padrio na seguinte

forma:

dr U(l M , d™e (1)
a(c)+Zb = Glos t)+ZG — (3.52)

n=1 m=

Observa-se porém, que para um grande nimero de materiais viscoeldsticos reais
0 nimero de derivadas temporais necessario para a representacdo satisfatoria do

comportamento dinamico geralmente € muito grande, requerendo um elevado nimero de

parametros b, e C,,. Uma conseqiéncia imediata é que este modelo representativo do

material, quando inserido nas equagdes de elementos finitos, leva a sistemas de equacgdes
diferenciais de alta ordem, dificultando seu processamento numeérico.
O modelo proposto por Bagley e Torvik (1979), com o intuito de diminuir a quantidade de

parametros necessarios ao modelo, propde a generalizagdo do madelo (3.52), mediante a

introdugéio de derivadas de ordem fracionaria na relagéo constituitiva:

N
(1) + Z b DPr [0 (O] = Cre (1) + Y CuD™ s (1)] (3.53)

n=1

m=1

onde o, € /3, s80 expoentes fraciondrios e D* representa a operagao de derivagio fracionaria

definida da seguinte forma:

1 d [t a(r)
DOl = ey | e (3.54)

onde I'(1 — a) = [° &= é a fungéo gama.
Podem ser demonstradas as seguintes propriedades das derivadas fracionarias em termos

das transformadas de Fourier e Laplace (Bagley e Torvik,1984):

D% [ (O]] = ()™ F [z (¢)] (3.55)

LD [z (W] = "Lz (1)) (3.56)

Com base em observagbes experimentais (Bagley e Torvik, 1979) conciuiu-se que
modelos adequados a uma ampla gama de materiais viscoelasticos reais, podem ser obtidos
conservando-se apenas os primeiros termos das séries em (3.53), obtendo-se a seguinte

expressao:
o (8) + bDP [o ()] = Gre (1) + G1D* [ (1)] (3.57)

Este & um modelo simplificado com apenas cinco pardmetros, a saber: G, G, «, e b.
Além disso, os pardmetros « e [, podem ser supostos idénticos, mais precisamente,
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a = B = 1/2, o que de acordo com Bagley e Torvik (1983), se torna satisfatorio para
alguns mateiais viscoelasticos e reduz de maneira consideravel a ordem das matrizes finais
do sistema, havendo apenas 3 parametros a serem determinados para caracterizagdo do
comportamento viscoelastico.

De acordo com Bagley e Torvik (1983), a formulagdo das equagbes do movimento
utilizando o Modelo de Derivadas Fracionarias (MDF) também produz equagdes matriciais
de alta ordem. Porém, a vantagem deste modelo é a exigéncia de um pequeno numero de
parametros, e a ordem do sistema de equagdes do movimento depende exclusivamente dos
parametros o e 3.

Aplicando a Transformada de Laplace a (3.57), valendo-se da propriedade (3.55), obtém-

se a expressio para a equagdo constitutiva do modelo no dominio de Laplace:

o(s)=Gy(s)e(s) (358)
onde:
, oy Gr A Grs® 3.59)
G () = 14 bs? &

Esta ultima expressao representa o moédulo do material viscoelastico que é utilizada para
a constituicdo da matriz de rigidez viscoelastica, incluida a dependéncia da frequiéncia.
Introduzindo (3.59) em (3.27), obtém-se:

" _ Gr + Glsa ~
1K, ()] = (-——_-__1 Lo ) (%)) (3.60)
Introduzindo (3.59) em (3.30), e multiplicando o resultado por (1 + bsﬂ), obtém-se:

(52 (M) + b2 [M] 45 [D} + 5™+ [D] 4[] + b7 [K] 4 (G, + G s) [K.]) {ar ()} =

= (1+057) (P ()} (3.61)
Conforme detalhado por Bagley e Torvik (1983) e Lima (2003), (3.61) pode ser expressa
na seguinte forma;
J .
£
25 (A5l ar (9} = (14 06°) {F ()} (3.62)
=0

onde m € 0 minimo mditiplo comum entre o e 3.

Observe que J = m (2 + f) e as matrizes [A4;] sio calculadas diretamente da comparago

entre (3.61) e (3.62), sendo nulas algumas destas matrizes. A equagéo (3.62) pode ainda ser
espressa em termos de duas matrizes reais e simétricas, conforme:

(s (M) + 1] {aw (9} = (i ()} (369)
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onde:
557 ()} {0}
s {q(s)} ‘ {0}
lar ()} = 1 ; e (I (s)} = : (3.64)
s= {q(s {0}
{«f(qs()})} ) (1+405%) {7 ()}
o o] - [0 [A]
o o - [A] [
Mpl=| : i i (3.65)
O [4;] - [ds]  [A2]
[A;] (A= - [ [Ad]
) o - [0 4] 0] ]
[0] o - 4] 4] [0
) [0] o - =4 [F4ie] [0
[—4;] [~Ai-] - [(-4s]  [-4]  [0]
) o - [0 [0 [Ad |

A equagdo de estado do sistema amartecido é expressa por (3.63) onde a caracteristica

de destaque é a aplicag&o de um expoente fracionario a0 parametro de Laplace s.
Observa-se que, apesar de existirem matrizes constantes na composi¢édo dessa equagio
de estado, independentes da freqiiéncia, facilitando o uso de procedimentos numéricos
na resolugdo do problema de autovalor, o retorno para o dominio do tempo, pelo uso

da transformada inversa de Laplace, & uma tarefa dificil. Fica caracterizada, também, a

dependéncia da ordem das matrizes [Mp] e [Kr], em relacfo aos valores dos pardmetros

aef.

Utilizando uma representagao para o médulo do material viscoelastico em fungéo de 3

parémetros:
G(s) =G+ Gis® (3.67)
tem-se:
(5% [M] +3 [D) + [Ie] +Gr [ ] + Gas” (&) {a ()} ={F ()} (3.68)
e o sistema (3.68) é re-escrito na forma:
i s [A]{ar ()} = {F (3} (3.69)
g=0

onde m & o menor fator que transforma a em um nimero inteiro. De

Aqui, J = 2m,
para o modelo de 3 parametros

maneira analoga ao modelo de 5 parametros, as matrizes [A;]

sdo calculadas mediante comparagéo direta entre (3.68) e (3.69).
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3.9 Decomposi¢do Espectral da Matriz de Rigidez Viscoelastica Fatorada

A seguir & apresentada a técnica para decomposigio espectral da matriz de rigidez
viscoelastica fatorada, K], referente ao modelo ADF

Considere as equagdes que descrevem a evolugio dos graus-de-liberdade elasticos

do sistema, e a evolugdo no tempo dos graus-de-liberdade associados as deformago€s
anelasticas, dadas respectivamente por:

(M)} + 1) (b + (K + 1K (g - (53] {g} = (7} (3.70)

& K] (G + O L] {a) — (K21 (g} = {0} (371

Fatorando o modulo (7, da matriz de rigidez dinamica K] = G,, [K,] pode-se escrevé-la sob
uma representagdo espectral na seguinte forma;

(K] = G [7] [A] [R)" (3.72)

onde

(7] = [R] [&] [R)" (3.73)
e as matrizes [1Z] e [A], s&o respectivemente, as matrizes modal e especiral, contendo as auto

solugdes correspondentes aos autovalores nio-nulos do seguinte problema de auto-valor

(] (26} = A 111 (%} = {0} 74

Aqui, consideram-se os auto-vetores normalizados satisfazendo a seguinte expressao

(3.75)
Introduzindo (3.72) em (3.70), obtém-se:

(MG} + IDHat + (K + 157 {q} — [R] [A) LA {8} = (1} (3.76)
com [A] = Gy [A].

Pode-se escrever ainda (3.76) na seguinte forma:

MG} + D1 {g} + ([K.] + [K2)) g} ~
onde (K] = [1] (A e {gf"} = [R]" {4'}.
Por procedimento analogo, substituindo (3.72) em (3.71), tém-se

C;
q [R]

B {¢"™} = {1} (3.77)

({6} + ¢ [R] [A] (g ~ (7] [RI" {g} = {0}

(3.78)
Pré-multiplicando (3.78) por [7]”

€ valendo-se da condiciio de normalizagdo dada por
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(3.75), escreve-se:

o N (") + ) (o™} = [ (0} = (0} (3.79)

Finalmente, combinando-se (3.77) e (3.79), as equac¢des do movimento sio dadas por:

(Ml {@n} -+ [Da] {da} + [KAH{dh} = {Fh} (3.80)

onde o sobrescrito r indica matriz reduzida e para o caso de N, campos de deslocamentos

anelasticos:
| U+ K] (R -7 - g
[{2;? {{S}J . %3% SR Gl o
p=| 0 T = R 0 oW e
o o5 - o T R e
(3.81)
D o - [0] _ . o
o [{0]] g - o | @ =] @" {ai)" - {q{é{f}wl
A= : : , ; ’ o
[0] 0] . gﬁA[A] {F}i}:[{p}r {O}F {0}1 ]1

(3.82)

3.10 Analise Dinamica de Sistemas com Modelos Viscoelasticos Incorporados

A andlise dinamica dos sistemas estruturais com tratamento viscoelastico ¢ efetuada por meio
da resolugio numérica dos sistemas de equagdes do movimento. Para os modelos GHM, ADF
e de Derivadas Fracionarias, estas equagdes do movimento sdo expressas, respectivamente,
por (3.36), (3.47) e (3.63).

A conveniente fransformagéo dos sistemas de segunda ordem em sistemas equivalentes

de primeira ordem para os modelos GHM e ADF é apresentada em seguida.
Os sistemas de equagdes de primeira ordem para os modelos GHM e ADF se escrevem:

{X} =14 (xy+(BI{F} (3.83)

onde [B] = [M] ™! e a matriz [4], e o vetor {X}, sdo dados por:



Para o Modelo GHM:

O [0] - 0] =M K]+ (KD W2 AR .. w2 ot RE ]
o] o] --- [0 o [M]71 (R] ~w? u{r]] NG[[%)] . }
om0 e 0 J
W=tm o o
0] [ (0] [0] —2Cw 1] - (0]
RURCRT 0 ; e
[0] 20w U] 554
{X}= [ @ {a" o (g g” {a=}" {q;\\,"}T] (3.89)
Para o Modelo ADF:
r (0] N [0] 0 1
o [ﬁri [R]; ~ {1 H }8{ [[é%
Z20AT IR
= o | ]: (7] [(.)] —Q? 7 o] (o] (3.86)
Qn ~1 T ) :
o A7 [R] [0] [0] e Qe T
L~ MK + KD (M) gy (=t my - [M]ZX?[[R]] %
{_X}:[{(I}T {Qfm}T {qlzez}T {('I}T }T (387)

O comportamento dindmico das estruturas tratadas com material viscoelastico €
caracterizado mediante a analise dos autovalores complexos do sistema no espaco de estados
e a analise das Fungdes de Resposta em Freqiiéncia (FRF)

As freqUéncias naturais e os fatores de amortecimento modais sao obtidos através da

resolugéo do problema de autovalor Em posse do sistema de primeira ardem no espago de
estados, o problema de autovalor complexo é formulado resolvendo-se:

A=A {x} = {0} (3.88)
De modo geral, as auto-solugées do problema de autovalor complexo (3.88) sdo divididas

em modos estruturais, representantes dos modos associados as deformagdes elasticas, €
1
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amortecidos.
Assim, para os modos estruturais, o r-ésimo autovalor complexo, considerado

amortecimento subcritico se escreve:

A = —Cowr & dwpq )1 — (2 (3.89)

onde w, e ¢, séo, respectivamente, a freqiiéncia natural e fator de amortecimento modal

associados ao r-ésimo modo estrutural.

A identificagio dos modos estruturais ¢ realizada mediante o exame das partes reais e
imaginarias dos autovalores complexos, descartando-se aqueles cuja parte real seja negativa
e parte imaginaria seja nula, ou ainda, correlacionando-se os modos do sistema amortecido
com aqueles do sistema ndo-amortecido associado.

Por outro lado, ass Fungdes de Resposta em Fregiiéncia indicam picos de ressonancia
para as freqiiéncias correspondentes as frequiéncias naturais dos modos estruturais, além de
permitir a avaliagéo dos niveis de amortecimento através das amplitudes observadas.

A matriz de FRF’s (receptancias) [H (w)], para uma dada freqiiéncia de excitagdo w, é
calculada utilizando-se a expressao:

[H ()] = (w[1] = [A) (3.90)

A partir de (3.90), os fatores de amortecimento modais podem ser identificados por meio de

procedimentos numéricos, tais como, método da Largura de Banda de Meia Poténcia (Nashif

et al., 1985) e o método RFP (Rational Fraction Polynomial).



Capitulo 4
Avaliacdo Numérica e Experimental do Controle de

Vibragées Empregando Camadas Restritas Passivas

Neste capitulo é apresentado um estudo experimental de placas tratadas com camada restrita
passiva, com o objetivo de verificar a eficiéncia deste tipo de tratamento na atenuacéo
dos niveis de vibragdo. Além disso, busca-se validar os procedimentos de modelagem
desenvolvidos, conforme descrito nos capitulos precedentes. A validagéo é baseada
na comparagdo entre as amplitudes das fungdes de resposta em freqiiéncia adquiridas
experimentalmente com as correspondentes calculadas a partir de modelos de elementos

finitos. A caracterizagéo do comportamento viscoelastico € avaliada com a incluséo do modelo

GHM no modelo de elementos finitos.

4.1 Aparato Experimental

A Fig. 4.1 apresenta um esquema da montagem experimental utilizada para realizagéo de

ensaios de vibragdo de uma placa de aluminio de dimensdes 0, 2m por 0, 25m, com condigdes
gl

de contorno livre, & qual foram aplicadas 3 configuragées de tratamento viscoeldstico

superficial, a saber, as configuragées A, B e C, representadas na Fig. 4.2.

1- micro-computador; 2-SD380; 3,4-amplificadores de carga; 5-suporte de fixagio;
6- placa; 7- acelerémetro; 8- martelo de impacto; 9-cabos; 10- mesa inercial ,

Figura 4.1- Esquema da montagem experimental
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No esquema de instrumentacéo da Fig. 4.1 estdo indicados os seguintes equipamentos

utilizados nos ensaios.

Um analisador de espectros de dois canais Scientific Atlanta - SD380.

Dois amplificadores de carga Briel & Kjaer, ambos ajustados com ganho de 31,6

mV/unid.saida € faixa operacional de 1//2 a 1K H».

Um acelerémetro piezoelétrico Briiel & Kjaer com sensibilidade 0,351 pC/m/s*.

Um martelo de impacto, Brilel & Kjaer, modelo 8202, com célula de carga possuindo

sensibilidade de 1,03 pC/m/s2.

Um micro computador para transferéncia de dados, cabos e conexdes

Tanto a placa base quanto as camadas restringentes externas s&o de aluminio. Foi adotada

a banda [0; 500 2] com uma resolugéo de 800 pontos.

No que diz respeito a modelagem numérica, a placa & discretizada por elementos finitos
com uma malha de 8 por 10 elementos, perfazendo um total de 80 elementos finitos e 99 nds.

A distribuicao dos elementos tratados com o revestimento viscoelastico e os pontos escolhidos

para a aquisicao das fungdes de resposta em freqiiéncia podem ser visualizados, para as 3

configuragées, na Fig. 4.2.

1{2|3|a|5]|6|7]|8 1{2|3lals|e|l7]s 12345157—’81

9 [10]|11[12|13]14]| 15[ 16 9 110{11]12|13| 14| 15| 16 9 |10{11|12|13[14|15[16

. 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24

25|26 (27| 28|20 30|31)|32

?“ 3313413536137 |38|39 |40 | [33]34|a5|a6 3738|3940

M|42143)144145)46|47|48| |a1|a2|43|aa]a5|a6|a7|48

4950|5152 53|54 55|56

| 57|58| 59 | 60 | 61| 62|63 | 64

65166167(68160|70{71|72| |65/66|67|68|60(70[71(72| [e5|c0|e7ealeal0l71]72

73|74|75|76(77(78|79|80| |73(74|75|76(77|78| 79| 80 73|74(75|76|77|78| 79|80
configuragdo A configuragio B configuragéo C

g;gggas 4.2- Configuragdes de tratamento superficial utilizadas nos ensaios experimentais de

Nos procedi =
procedimentos de modelagem, foram utilizados elementos com 3 e 5 camadas

previamente formulados nas segées 2.4 ¢ 2 5 deste trabalho e, nas por¢des ndo tratadas,
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ento classico de placa de Kirchhoff.
propriedades fisicas e geométricas da placa base e das camadas

utilizou-se o elem

Os valores das

restringente(s) e viscoelastica(s), esta altima constituida pelo material 242F01 fabricado pela
3M®, a temperatura de 24°C, so fornecidas na Tab. 4.1. Tanto nas simulagdes como nos
ensaios experimentais, as coordenadas utilizadas para obtengdo das FRFs pontuais séo os

is nos pontos | e |l indicados na Fig. 4.2.

deslocamentos transversal
Os valores das densidades volumétricas da placa base € camadas viscoelastica e

restringente foram determinadas experimentalmente através de medidas das respectivas
massas (com precisao de 10~ 9¢) para um volume pré-definido. O coeficiente de Poisson para

o material viscoelastico foi adotado como sendo 0 valor tipico para elastomeros na regiéo de

borracha (Nashif et al., 1985).

Tabela 4.1- Propriedades fisicas & geométricas dos componentes da placa multi-camada

//T Modulo Coeficiente Densid
essura ot
ESP[’ de Young de Volumétrica
IN] N/ 2 i . X
- N/m? Poisson [Kg/m?]
camada A= ; 9
et ﬂl’ 70,3x10 0,345 2750,0
camada ) iénci
70,3x10 0,345 2750,0

e e e ctiate)
placa base 30x10™

4.2 ldentificagdo de Parametros dos Modelos Viscoelasticos

Para cada um dos modelos viscoelasticos descritos anteriormente, torna-se necessaria a
identificagdo dos parametros figurando nas expressoes paras as fungdes modulo, C(s)

icantes fornecem dados na forma de nomogramas contendo o modulo

Em geral, os fabri
de armazenamento, G’ (w, T) e o fator de perda n(w, 1), para diferentes valores de

frequiéncia e temperatura. Estes proced|mentos de identificagdo dos parametros dos modelos
viscoelasticos baseiam-se no ajuste de curvas de dados experimentais por meio de técnicas de
otimizagdo, onde 0S valores dos parametros dos modelos s&o ajustados de modo a minimizar

as diferengas entre 0S dados coletados expenmentalmente (fornecidos pelo fabricante) e as

curvas ajustadas.
As fungdes modulo para cada um do

(3.41), (3.59) e (3.67), fazendo-se s = iw, assu

s modelos viscoelasticos, expressas pelas (3.28),

mem as formas complexas:
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Modelo GHM
Ne 2( 2 2) 2.9 9\
, w {w? — w? +4§iw~w) 1
Re(G(w) =G, {1+ ;(-—~—~—i~—-_1-_~ )
W) ( ;“‘ (@ —?) + A€t
Ne g
26t
Im (G (w)) =G, o p— At Al (4.2)
(G( ) (; (wz __wlg) + Ilﬁfw%uﬂ\)
Modelo ADF
] NA (-;—‘{-)2
Re (G (w)) =G, 1+}:Ai-___.‘____§ (4.3)
i=1 |4 (T“EL)
vy a2, (8)
Im (G (W) =G, Z Ai‘—-%“z“ 4.4
7t (e)
Modelo de Derivadas Fracionarias com 5 Parametros
Gy {14 boof cos B + Gy (wcos T2V 4 pw 0 g [ Tla—8)
Re(G () = ( (#)) (o700 (57) + 0 cos (252)) 4.5)
14 2bwl eog (%‘Q) + (bgﬁ)z
Gy {w%sen (%’5)+bw“+ﬁcos mla-p) G} — G P one (78
e = 2 (52) 61) = & (1o (22)) .
14 20w cos (EZQ) + (bwﬁ)Q
Modelo de Derivadas Fracionarias com 3 Parametros
Re(G(w)) =G, + (wo‘ cos (g)) @.7)
I G — Y X Wﬁ
m (G (w)) = Gy { wsen = (4.8)

Os valores dos parametros para cada um dos modelos sio obtidos por meio da
resolugdo de problemas de ofimizagio ngo linear. As funcdes objetivo para esses problemas
de otimizag@o representam as diferencas entre 3 curvas de dados experimentais e as

fixada na faixa de freqliéncia de interesse,

De acordo com Lima (2003), o nimero de
parémetros para os modelos GHM e ADF sio d

ados, respectivamente, por NG_ = 1 +2Ng €
N, =1+42N,.

por

Os escalares N4 e Neg séo determinantes na orde

movimento dos modelos ADF e GHM recmamtiormm o
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N4 e N melhoram o ajuste de curvas, ocasionando porém aumento consideravel no niamero

de varidveis de projeto € ord
As fungdes objetivo podem ser rep

em do sistema global de equagdes (Lima, 2003).
resentadas de forma geral como:

Ny

r-3t
i=1

Re (Gteér'ico (Ldi)) ~ He (Ge:z:perimmzml (Wi)) T

JIm (Gresrico (w;)) — Im (Gerperimentat (wi))!
Re (Gezrpm‘imental (Wi))

Im (Geatperimental (Wz))

(4.9)
onde Ny, Cresrico (wi) € Gegperimental (w;) representam, respectivamente, o numero de pontos

frequenciais utilizados no ajuste, 0 modulo de cada modelo e o médulo experimental para cada

modelo.
No processc de otimizacdo realizado por Lima
com populagéo de 800 individuos, 200 geragdes e restricGes laterais aplicadas as

(2003), foram utilizados Algoritmos

Genéticos
variaveis de projeto.

4.21 identificagio dos Parametros para o Material 3M 242F01

Para o material identificado carercialmente por 242F01, produzido pela companhia 3 M®,

os dados (fator de perda € modufo de armazenamento, em funcdo da freqliéncia e da

temperatura) séo d
4.3. A partir deste nomo
modulo complexo, para um
estes valores foram interpotado
para a obtengdo dos conjuntos otimos
foi utilizado um programa computacional de

isponibilizados pelo fabricante sob a forma do nomograma mostrado na Fig.
grama, foram computados os valores das partes real € imaginaria do
conjunto de valores de freqliéncia e de temperatura. Em sequida,
s de acordo com os procedimentos descritos na Secgdo 4.2
de parametros dos madelos viscoelasticos. Para tanto,
senvolvido por (Lima, 2003), dispondo de uma

interface grafica, ilustrada na Fig. 4.4.
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Figura 4.3- Nomogram
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Interface do programa de identificacsio de parametros (Lima, 2003)
Os parametros identificados foram otimizados para uma temperatura fixada em 24°C, €
a qualidade dos ajustes para os modelos GHM, ADE utilizando, respectivamente, 6 mini-

osciladores, 6 campos de deslocamentos anelasticos e de Derivadas Fracionarias com 5
parametros, é evidenciada nas Figuras 45,46e 47
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Figura 4.7- Ajuste de curvas para o material 242F01 (Derivadas Fracionarias com 5

parametros) (Lima,2003)

Os valores dos pardmetros encontrados para os modelos GHM, ADF e de Derivada

Fracionarias com 5 parametros sdo fornecidos nas Tabelas 4.2 e 4.3 a seguir.
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Tabela 4.2- Parametros otimizados para os modelos GHM e ADF (242F01)

[ 1 2 ] 3 4 | 5 ] 6
T GHM l
o | 1047 5524 1,589 10,330 | 59,999 | 163,130 |
¢ | 3911898 | 323,897 | 48,414 30,544 | 14627 4,763
[wi [rad/s] | 4943,062 | 6577,256 | 56363,554 | 45473 430 | 8607,413 | 57841,215
| G, [MPd] | 0,079 "__.
F ADF |

A 0,51 1,075 1,529 8,356 63,137 | 182,043
< [rad/s] | 0,110 2,367 3,468 24,380 | 341632 | 4549,034
M Pd) 0,069895

Tabela 4.3- Pardmetros do modelo de Derivadas Fracionarias
[ Gr [MPa] | Gy {M Pal « A B
| 0,157 0,130 [ 0,601 | 0,002 {0679
4.3 Procedimento Experimental

As FRFs pontuais associadas aos deslocamentos transversais dos nos | e I foram adquiridas
através de excitagdo por impacto, medindo-se a resposta correspondente. Os dados de
excitacao e resposta foram processados pelo analisadar de espectro, que forneceu a FRF
pontual computada com uma media de 20 amostras, na banda [0;500H 2].

As FRFs foram adquiridas primeiramente para a placa base sem tratamento. Em seguida,

o mesmo procedimento foi aplicado as configuragdes A, Be C da placa contendo tratamento
viscoelastico.

4.4 Resultados para a Placa Sanduiche com 3 camadas

As Figuras 4.8 a 4.13 representam as amplitudes das funcdes de resposta em freqiiéncia
pontuais associadas aos pontos | e il, calculadas a partir dos modelos de elementos finitos,
comparadas as correspondentes FRFs obtidas experimentalmente para as configuragbes A,
B e C da placa sanduiche com 3 camadas.

As Tabelas 4.4 a 4.6 permitem comparar os valores das freqliéncias naturais e dos fatores
de amortecimento modal experimentais e analiticos, para o modelo viscoelastico GHM em
cada uma das configuracdes propostas.

Para estimar os fatores de amortecimento modal através das fungdes de resposta em
freqiéncia experimentais, aplicou-se o método da largura de banda de meia-poténcia (Nashif
et. al., 1985), ao passo que, para obtengéo dos parametros modais do modelo de elementos
finitos foi resolvido o problema de autovalor indicado pela equacao (3.88), considerando pard
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Tabela 4.4- Freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento modal -

N A YR Mx:{;e:t £ N LN, v

Conf. A

Amplitude [db] ref.: 1e-6

£

Figura 4.10- Amplitudes das FRFs 1,

(modelo GHM - tratamento assimétrico)
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| EXReIMENt & - DiotEDyse !

| e mlementoy ¥Il0S - plata-base i

; e OXDEIIFRSOLA) ~ Sarvads restren pasyisn i

{ === elementos Finitos - camas restrts passive ;1‘
i
|
il
{
|
|

250 4o 0

.

3

-*_-_M%,_,____‘_,.—4.‘._*“_,..*__”‘“._‘ i,

rico)

Freqlidncia {H

HII,II analiticas

] s faud
| —YDETITRN AL »
[ = elementis fing

Qg - placa-buge
Lemania restrte o RHVE]
Q5 - eamada restrits pagsiys :

20 2y
]

Xperimentais, para a configuragéo B

© €xperimentais, para a configuragéo B



71

Tabela 4.5- Freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento modal - Conf. B

[ [T S O) [ [ ] G (R) [ s [ [ G5 (%
Experimental 186,25 | 1,26 | 239,38 | 0,73 | 43313 | 2,63
Elementos Finitos | 186,88 | 1,46 | 236,88 | 0,86 | 443,12 2,22
Erro (%) 0,34 15,87 1,06 17,81 2,31 18,47
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Tabela 4.6- Fregliéncias naturais e fatores de amortecimento modal - Conf. C

wy [H2] 1¢; (%) [ wq [H2] GCo (%) Tws [HZ] [ ¢4 (%)

Experimental 213,751 2,52 | 288,76 | 1.89 46563 | 2,70
Elementos Finitos | 21438 | 2,72 | 283.75 238 146250 | 3,35
Erro (%) 0,29 7,94 1,77 125931 068 | 24,07

4.5 Resultados para a Placa Sanduiche com 5 Camadas

- - A C‘a

As Figuras 4.14 a 4.16 representam as amplitudes das fungdes de resposta em freqiién
. ~ e

pontuais associadas aos pontos { e If, da placa base e da placa tratada. Sio apresentad

i de
as FRFs obtidas experimentalmente, confrontadas com as FRFs simuladas pelo modelo
elementos finitos, para as configuragtes A e B.
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Figura 4.14- Amplitudes das FRFs 1,

11 @naliticas e experimentais, para a configuragao A
(modelo GHM - tratamento simétrico)

As Tabelas 4.7 e 4.8 exibem os valores das freqiéncias naturais e dos fatores de
amortecimento modal experimentais e analiticos, obtidos da mesma forma descrita para @
placa sanduiche de 3 camadas.

Tabela 4.7- Freqiéncias naturais e fatores de amortecimento modal - Conf. A

AR Gs (%)

Experimental | 0,34 145125 355

Elementos Finitos 0,33 145500 [ 2,73

Erro (%) * o’ 1,9 3,0 0,8 30,0
Obs.: x ¢

ados ndo disponiveis para o primeiro modo
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Tabela 4.8- Freqliéncias naturais e fatores de amortecimento modal - Conf. B

l

wi[H2] | ¢ (%) | wa [H2] | ¢ (%) | w3[Ho] | C3(%)

Experimental | 181,88 | 2,/3 | 230,63 | 1,56 | 461,14 | 3,15
Elementos Finitos | 181,88 | 2,72 | 227,50 | 1,46 | 475,69 [ 1,95
Erro (%) 00 [037 | 1,37 [ 6,85 ] 316 | 615
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4.6 Discussdo dos Resultados

As figuras e tabelas acima permitem observar, para todas as configuragdes examinadas,

a proximidade entre as caracteristicas dinamicas extraidas dos dados experimeniais

correspondentes obtidas a partir dos modelos de elementos finitos. Tal fato valida 0°
procedimentos de modelagem analitica implementadas e confirma a adequagao das hipotese®

admitidas as situagdes consideradas no estudo.

g as

Os desvios observados, considerados aceitaveis, s&o atribuidos aos aspectos seguintes-
Em termos do modelo analitico:

imprecisoes introduzidas no processo de coleta dos valores experimentais do modulo dé
armaz

enamento e fator de perda do material 242F01, que séo fornecidos pelo fabr

jcante
através de curvas apresentadas em escala logaritmica;

erros originados no ajuste de curvas dos dados experimentais coletados para obten

gao
dos parametros dos modelos viscoelasticos utilizados;

admissdo, nos modelos de elementos finitos, de condigbes ideais de aplicagao do
tratamento superficial, sendo suposta aderéncia perfeita entre as camadas, nao s€ jevando

em conta defeitos como empenamento da placa base e da camada restringente € @ criagao
de bolhas durante a aplicagao do material viscoelastico;

erros relativas aos valores utilizados para as propriedades fisicas e geométricas da placd

base, do material viscoelastico e da camada restringente

Em termos dos ensaios experimentais:
erros resultantes das oscilagdes da temperatura ambiental;

baixa resolugdo em freqiiéncia adotada na obtengéo das FRFs experimentais influind

diretamente nos valores das freqiidncias naturais e dos fatores de amortecimento modal
conforme estimados pelo métado da Largura de Banda de Meia-poténcia;

aplicag@o néo ideal das condigdes de contorno no sistema (simulago livre-livre por mel
de fios de nylon). _

.O.s resultados revelam que o grau de amortecimento obtido depende da extensao
posxc;onanﬁento do tratamento superficial aplicado, fato que justifica o emprego dos modet
desenvolvidos como ferramentas de andlise e projeto otimo de sistemas de amortecime!

eados emc¢ i ; -
bas m camada restrita passiva, topicos que serdo abordados nos Capitulos 5 € 6.
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Capitulo 5
Estudo Numérico da Influéncia das Variaveis de
Projeto no Desempenho de Camadas Restritas

Passivas

O projeto de um sistema de controle de vibragbes baseado no uso de camada restrita passiva

requer a definigdo de um conjunto de variaveis de projeto que tém influéncia direta sobre o

grau de amortecimento a ser obtido.
Neste capitulo, com base nos modelos com 3 e 5 camadas desenvolvidos nos capitulos

anteriores, é feito um estudo acerca da influéncia de alguns parédmetros geométricos sobre o
desempenho do sistema de controle passivo. Este estudo compreende:
a) comparagdo dos desempenhos das camadas restritas passivas e camadas

viscoelasticas livres em tratamentos completos;
b) avaliagdo da influéncia da espessura das camadas restringentes em tratamentos

completos;
c) avaliagdo da influéncia da espessura das camadas viscoelasticas em tratamentos

completos;
d) avaliagdo da influéncia do posicionamento do tratamento superficial no caso de

recobrimento parcial.

5.1 Comparagido Camada Restrita Passiva versus Camada Viscoelastica Livre

O grau de atenuagdo de amplitudes de vibrag8o proporcionado por tratamentos viscoeldsticos
esta relacionado ao nivel de deformagédo (especialmente de cisalhamento), experimentado
pelo material viscoelastico durante o movimento vibratério da estrutura. Como resuiltado,
observa-se que a simples deposigdo da camada viscoelastica sobre uma superficie resulta
em baixas taxas de amortecimento, as quais podem ser significativamente aumentadas

pela adigao da(s) camada(s) restringentes, que tém, por efeito, aumentar a deformacéo de

cisalhamento no nucleo viscoelastico.
Nesta segio apresentam-se os resultados de simulagées numéricas realizadas com

o objetivo de evidenciar esta caracteristica e quantificar o aumento de amortecimento
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proporcionado pela inclus&o da(s) camada(s) restringente(s) no caso particular de placas com
tratamento simétrico (6 camadas) e assimétrico (3 camadas).

Neste capitulo, os calculos foram efetuados considerando uma placa de aluminio de

dimensodes 0, 2m por 0, 25m, com condigdes de contorno livre, & qual foi apficada tratamento

viscoelastico superficial completo (configuragéo C), onde as coordenadas utilizadas para
obtengédo das FRFs pontuais sfo os deslocamentos transversais no ponto |, indicado na Fig.
5.2. Tanto a placa base quanto a(s) camada(s) restringente(s) externa(s)

sdo de aluminio. Para
a camada viscoelastica foi utilizado o material 242F01 fabricado pela 31 ®

, & temperatura de
24°C.

Os procedimentos de modelagem e os valores das Propriedades fisicas e geométricas da

placa base e das camadas restringente e viscoelastica sio os mesmos utilizados no Capitulo
4 (fornecido na Tab. 4.1).

Na Fig. 5.1 observam-se as amplitudes das fungdes de resposta em freqiiéncia pontuais
correspondentes ao deslocamento transversal do ponto { da placa em trés condigdes: sem
tratamento; com tratamento assimétrico e camada viscoeldstica livre; e com tratamento

assimétrico e camada viscoelastica restrita. Nag simulacdes seguintes foi utilizado o modelo

GHM para caracterizagéo do efeito viscoelastico. Na Fig. 5.2 tem-se as fungdes de resposta
em freqiéncia correspondentes para a placa com tratamento simétrico
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As Tabelas 5.1 e 5.2 fornecem os valores das freqiiéncias naturais e dos fatores de

amortecimento para ambas as situagbes. Pelos resultados obtidos, nota-se claramente

a baixa capacidade de amortecimento do tratamento viscoelastico livre (sem as camadas
restringentes) e que, efetivamente, a inclusdo das camadas restringentes promovem

expressivo aumento nas taxas de amortecimento.

Tabela 5.1- Frequéncias naturais e fatores de amortecimento modais para tratamento

assimétrico com e sem camada restringente
MODO 1 MODO 2 MODO 3™ ]
w1 [hrz] Cl (%) w2 Hiz] C? (%) w3 [flz] C3 (%

camada viscoelastica
restrita 21390 | 1,94 | 282,95| 1,06 |467,75| 3,82
camada i\i/\:’s;c(;oelastlca 19128 | 000 | 244,91 | 0,01 | 410,64 | 0.00

Tabela 5.2- Freqgiéncias naturais e fatores de amortecimento modais para tratamento simétrico
com e sem camada restringente

MODO 7 MODO 2 MODO 3
. _ wi [Hz] [ ¢ (%) [ wa[H] ] Co (%) [ wa[H.] [ (5 (%)
camada viscoelastica | 539 57 | 979 | 22804 | 162 | .
restrita
camada viscoelastica | 1g3,68 | 0,00 | 242,61 | 0,00 | 409,35 | 0,00
Obs.: x valores fora da banda de interesse
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E importante quantificar o acréscimo de massa, introduzido pelo tratamento superficial.

uma vez que isto altera consideravelmente as freqiiéncias naturais do sistema tratado. Paré

esta analise é considerado o tratamento superficial completo da estrutura (configuragéo C)-

Consideram-se as propriedades de cada uma das camadas como mostra a tabela abaixo:

Tabela 5.3- Propriedades fisicas de cada uma das camadas da placa sanduiche

largura comprimento espessura densidade volume massa
[m] [m]

[m] [Kg/m¥) | [m?] K9]
;E)I:Sc: 20x107% | 25x10-2 3x10-3 2750 | 1.5%10-4 | 0,4125
nucleo IR——

viscoelastico | 20%107% | 251072 | 20x10-5 | 40995 1x10-5 | 0,010

camada 9 P R —
restringente 2010 25x102 0.5x10-3 2750 2.5%10-5 | 0,0688
S

Observa-se entdo que, para o tratamento assimeétrico com camada restrita, o sistema

sofre um acréscimo de 0,0798K g, equivalente g 19,345

% da massa da placa base. Ja para
o tratamento assimétrico livre, o acréscimo de massa € de apenas 0.(
¥

2,667% da massa da placa base.

110K g, equivalente @

S £3
= R W

o
M,
T
.

De forma analoga, o tratamento simétrico com Camada restrita proporciona um acréscimo
de 0, 1596 K g, ou seja, 38, 691%

£/ T

N Massa da placa base, enquanto o tratamento simétrico livre
aumenta a massa do sistema em 0,0 220 9, €quivalente g 5, 3349

Cada elemento a ser tratado, dentre as 80 Possibilidades na
com um acréscimo de 9,975 x 104K g (©,

da massa da placa base-

malha da placa, contribui
212%) @ 1, 995 10~3 g (0, 484
para os tramentos assimétrico e simétrico com Camada restrita. Parg tra
elemento aumenta em 1,375 x 10~k (0,03 4%,

), respectivamente,
tamento livre, cada

)€2,75x 10k (0,067%), respectivamente,
para os tratamentos assimétrico e simétrico.

placa base
tratamento assimétrico 416,32 -
tratamento simétrico 467,75| 3,82
Obs.: « valores fora da ba - -
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Figura 5.3- Amplitudes das FRFs da placa base e tratamentos assimétrico e simétrico (GHM)

para a conf. C

As amplitudes das fungbes de resposta em frequiéncia pontuais correspondentes ao
deslocamento transversal do ponto | da placa base sem tratamento, e com os tratamentos

assimétrico e simétrico com camada viscoelastica livre, podem ser observadas na Fig 5.4. A

Tabela 5.5 apresenta os valores das freqiiéncias naturais e dos fatores de amortecimento para

estas situagdes.
ores de amortecimento modais da placa base e da placa

Tabela 5.5- Fregiiéncias naturais e fat
as viscoelastica livres assimétrica e simétrica

completamente tratada com as camad

MODO 1 MODO 2 MODO 3
I — ol HZ [ ¢ (%) |walll2] | Co (%) [ wslHA | ¢3 (%)
placa 19375 | - | 24828 | - 41632 -

base
tratamento assimetrico

camada viscoelastica livre 191,28 | 0,00 | 24491 001 410,64 | 0,00
fratamento simétrico

camada viscoelastica livre 188,88 | 0,00 | 242,61 0,00 | 409,35 | 0,00

I

AT ASTTE 5
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para a conf. C com camada viscoelastica livre

Conforme observado nas figuras e tabelas acima, nota-se claramente uma melhor
capacidade de amortecimento do tratamento simétrico em relagdo ao tratamento assimetrico:
Entretanto, apesar desta vantagem, o tratamento simétrico acarreta um acréscimo muito maior
na massa total do sistema, conforme observado nas consideragdes comentadas acima. Alem

disso, & inexpressivo 0 amortecimento obtido com camada viscoeldstica fivre, tanto para ©
tratamento assimétrico, quanto para o simétrico.

5.2 Influéncia da Espessura da Camada Restringente

Visando caracterizar a influéncia da espessura da camada restringente no desempenho do
sistema de amortecimento passivo, toma-se porreferancia a configuragéo utilizada nos ensaios
experimentais realizados anteriormente, cujas caracteristicas fisicas e geométricas séo dadas
na Tab. 4.1, fazendo a espessura das camadas restringentes variar, mantendo-se constantes
os demais parametros. A configuracio adotada aqui € o tratamento completo da placa. Nas
simulagdes, foi utilizado o modelo GHM para caracterizagéo do comportamento viscoelastico:

Adimensionalizando os parametros, denota-se a espessura de referéncia da camada
restringente por % € a proposta & analisar a resposta da estrutura sob a variagéo de - A

espessura da placa base é denotada por 1, sendo Jy;, = ),

A variagdo das freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento modais para 0S dois
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modelos, em fungdo da espessura das camadas restringentes, & apresentada nas Tabelas

5.6 e 5.7 abaixo.
Tabela 5.6- Influéncia da espessura da camada restringente para o modelo assimétrico

hj4 R/2 1 h T2 An
modo | w; /2] | 199,49 | 205,07 | 273,90 | 225,71 | 253.86
1 [ (%) | 052 | 1,22 | 194 | 507 | 805
modo | wa[fTz] | 257,65 | 267,58 | 282,95 | 306,10 | 350,30 |
2 [7(%) | 034 | 101 | 106 | 537 | 868
modo | w3[Hz] | 430,78 | 444,76 | 467,75 | 489,90 | =

3 | ¢3(%) | 0,51 1,43 3,82 6,63 *
Obs.: = valores fora da banda de interesse

Tabela 5.7- Influéncia da espessura da camada restringente para o modelo simétrico

[ /4 2 TR 2h dh Thy,=6h

modo | w; [H7] | 205,17 | 216,18 | 239,27 | 256,98 | 301,47 | 35127
1 [C(%) | 0,97 | 2,23 | 2,79 | 862 | 1437 | 1493

modo | ws |H 2| | 266,90 | 286,23 | 328,04 | 357,50 | 413,51 =

2 [C(%) |7065 | 1,84 | 391 | 906 | 14,40 ]

modo | ws [Hz] | 445,20 | 472,58 |« x " "
f(& C4(%) 0,96 258 | o« R ¥

| ]

Obs.: x valores fora da banda de interesse
As amplitudes das fungbes de resposta em freqiéncia H; ;, para cada uma das

espessuras consideradas, podem ser vistas nas Figuras 5.5 e 5.6, respectivamente, para
0s modelos assimeétrico e simétrico. Uma comparagao grafica da influéncia da espessura da
camada restringente nas freqtiéncias naturais e fatores de amortecimento dos dois primeiros
modos ¢ apresentada nas Figuras 5.7 a 5.10.

Das anélises realizadas aqui, pode-se observar que tanto os valores das freqiiéncias
naturais, quanto os respectivos fatores de amortecimento modais referentes aos modos de
vibragdo dentro da banda de interesse [0 — 500/ 2], aumentam monotonicamente com o
aumento da espessura da camada restringente. O limite observado para a espessura da
camada restringente foi de 6/, que corresponde & espessura da placa base. E conveniente
notar que, apesar de proporcionar alta taxa de amortecimento, o uso de uma camada

restringente espessa aumenta consideravelmente o peso da estrutura.
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5.3 Influéncia da Espessura da Camada Viscoelastica

De modo semelhante ao estudo apresentado na seg¢do anterior, avalia-se aqui o
comportamento da placa tratada com camada restrita passiva mediante a variagdo da
espessura da camada viscoelastica. Mais uma vez, utilizam-se, como referéncia, os valores
dos pardmetros fisicos e geométricos da placa utilizada nos ensaios experimentais (Tab.
4.1), com a espessura da camada viscoelastica, denotada por k., variando e os parametros
restantes mantidos constantes. Considera-se, aqui também, o tratamento completo da placa.

As amplitudes das fungbes de resposta em freqiéncia H; ;, para cada uma das
espessuras consideradas séo apresentadas nas Figuras 5.11 e 5.12, respectivamente, para
0s modelos assimétrico e simétrico. A variagdo das freqiiéncias naturais e dos fatores de
amortecimento modais para os dois tipos de tratamento, em fungéo da variagdo da espessura

da camada viscoelastica, é apresentada nas Tabelas 5.8 e 5.9. Uma representagdo grafica

desta variagdo pode ser observada nas Figuras 5.13 a 5.16.

Tabela 5.8- Influéncia da espessura da camada viscoelastica para o tratamento assimétrico

/4 n/2 T h 2h 47
modo | wi[Hz] | 219,70 | 216,71 | 213,90 | 208,83 | 203,75
1 ¢ (%) | 1,37 1,92 1,94 3,61 4,90
modo | wo[Hz| | 287,59 | 285,83 | 282,95 | 278,23 | 271,67
2 ¢,(%) | 0,86 1,51 1,06 4,03 5,76
modo | ws[Hz] | 479,16 | 473,28 | 467,75 | 450,00 | 433,02
3 (%) | 1,27 2,15 | 382 4,71 9,92 |

Tabela 5.9- Influéncia da espessura da camada viscoelastica para o tratamento simétrico

[ h/4 R/2T R 2h 4h
wy [H2] | 245,70 | 239,73 | 239,27 | 223,62 | 212,52
1 ¢ (%) 2,37 3,3 2,79 6,36 | 8,71
modo | wy[Hz] | 326,37 | 322,27 | 328,04 | 305,13 290,96 |

2 ¢ (%) 1,53 2,68 1,62 6,94 975
modo | w3 |H 2] * * #* 482,04 | 448,86

3 C4(%) * * * 8,27 10,43
Obs.: * valores fora da banda de interesse

| modo
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Observa-se que, contrariamente & variagdo da espessura da camada restringente, o
aumento da espessura da camada viscoelastica, de modo geral, causa uma diminuigio no
valor das fregiiéncias naturais dos modos de vibragdo, uma vez que o acréscimo na espesura
da camada viscoelastica altera apenas a massa da estrutura e nédo a rigidez. Contudo, o
aumento da espessura da camada viscoelastica continua ocasionando aumento dos fatores
de amortecimento modais, tomando o tratamento mais eficiente. Ha que se observar, contudo,
que um aumento excessivo da espessura da camada viscoelastica pode conduzir a uma
situagdo que viola a hipdtese admitida na teoria subjacente & formulagdo dos modelos de
elementos finitos empregados na simulagdo. Esta diz respeito @ n&o consideracio das
deformacgdes normais na diregéo transversal. Com efeito, tais deformagdes tendem a tornar-se

mais relevantes 4 medida em que aumenta a espessura desta camada.

5.4 Influéncia do Posicionamento do Tratamento Superficial

Outra analise importante, que deve ser considerada no projeto do fratamento por camada
restrita passiva, diz respeito ao posicionamento do tratamento, no caso de tratamento parcial,

Nesta segfo, € verificada a variagdo das freqliéncias naturais e dos fatores de
amortecimento modais, em fungéo da alteragdo do posicionamento dos elementos tratados
por camada restrita passiva na discretizagd@o por elementos finitos. A estrutura considerada
nesta secdo, continua sendo a placa utilizada nas avaliagbes experimentais com as respectivas
propriedades fisicas e geométricas dos materiais componentes de cada camada da placa multj-
camadas (ver Tab. 4.1), a malha considerada é aquela de 8 por 10 elementos, respectivamente
nas diregbes x e y.

A idéia é tratar uma banda compreendendo duas faixas de elementos na dire¢do 2, num
total de 16 elementos, e variar a colocagdo desta banda ao longo da diregéo y. O modelo GHM

foi utilizado para caracterizar o efeito viscoeldstico.
Foram escolhidas arbitrariamente, trés configuragbes para o posicionamento desta banda,

identificadas por i, ii e iii, conforme pode ser visto na Fig. 5.17.

Os posicionamentos propostos na Fig. 5.17 foram aplicados a modelos assimétrico e
simétrico e andlises das fungdes de resposta em freqiiéncia foram efetuadas. As Figuras
5.18 e 5.19 mostram as amplitudes das FRFs Hj;, para cada uma das configuragdes de
posicionamento consideradas aqui, para os modelos assimétrico e simétrico, respectivamente.

A variagéo das freqiiéncias naturais e dos fatores de amortecimento modais em fungéo

do posicionamento do tratamento é observada na Tab. 5.10, para os modelos assimétrico e

simétrico.
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Embora as posi¢des e extensio do tratamento supe

rficial aqui considerado tenham sido
escolhidas arbitrariamente, nota-se que, tanto para o mo

delo de 3 camadas quanto para 0
de 5 camadas, & medida que a banda tratada se desloca

-Se a faixa com 16 elementos tratados,
a que mostra maior nivel de amortecimento é g configu

racéo iii. Isto serve para evidenciar
a importancia da busca pelo projeto Gtimo da estrutur

a no tocante ao posicionamento do
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Tabela 5.10- Freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento modais para as configuragées

i, ii eiii

modelo assimétrico modelo simétrico
i i | i ] i i
wy [Hz] | 188,86 | 194,08 | 196,65 | 184,85 | 194,49 | 199,56
¢ (%) 0,37 058 | 0,72 0,72 1,12 1,43
wy [[12] | 243,52 | 249,49 | 247,15 | 239,79 | 250,66 | 246,40
¢o (%) 0,M 0,41 0,72 0,17 0,75 1,34
ws [Hz] | 424,84 | 425,59 | 425,38 | 433,11 | 435,20 | 435,46 |
C,(%) | 063 | 075 | 0,82 | 1,03 | 139 | 160 |

tratamento superficial, levando-se em conta a banda frequencial de interesse.
Sob essas consideragdes, a proposta agora é examinar, no proximo capitulo, a aplicacéo

de técnicas de otimizagdo objetivando uma maior eficiéncia do projeto de tratamento por

camada restrita passiva.



Capitulo 6
Posicionamento Otimo do Tratamento com Camada

Restrita Passiva

Evidenciou-se, no capituio anterior, a influéncia das variagbes de pardmetros geométricos
(espessuras das camadas viscoelasticas e restringentes) e do posicionamento dos tratamentos

superficiais simétrico e assimétrico sobre o desempenho do sistema de amortecimento

por camada restrita passiva. Acerca das possibilidades de um procedimento completo

de otimizagdo, uma das alternativas é a otimizagdo discreto-continua, viabilizando,
simultaneamente, a obtencdo dos pardmetros geométricos 6timos, via otimizagdo continua
e do posicionamento 6timo dos tratamentos, por otimizagéo discreta.

Diante das evidéncias apresentadas aqui, acerca da influéncia das possiveis variaveis
de projeto a serem consideradas (espessuras das camadas viscoelasticas e restringentes e
posicionamento do tratamento), a estratégia de otimizag&o poderia ser conduzida inicialmente
de duas maneiras: otimizagéo discreta ou otimizag&o continua, e posteriormente, a otimizacéo
discreto-continua.

Em virtude da possibilidade de comparagéo com os resultados experimentais do Capitulo
4, este capitulo trata do projeto 6timo do posicionamento dos elementos tratados com camada
restrita passiva, visando obtera maior eficiéncia do amortecimento realizado pelos tratamentos
assimétrico e simétrico.

A estratégia adotada para o procedimento de otimizacédo discreta é considerar cada
elemento finito da discretizagdo dos modelos simétrico e assimétrico como candidato a receber
um elemento tratado na placa. Nestas condigdes, a técnica de otimizagéo por Algoritmos
Genéticos se apresenta como sendo bastante conveniente, uma vez que deve-se evitar
minimos locais da fungdo objetivo na busca pelo 6timo, além de facilitar a construgéo dos
individuos que irdo compor a populagéo inicial necessaria para inicializagdo do algoritmo.

Uma vez discretizada a malha da placa, cada individuo da populagio sera constituido de
um vetor de "zeros” e “uns”, de comprimento igual ao numero total de elementos na matha,
onde o digito ”1” é associado a um elemento tratado e o digito ”0” é associado a um elemento
néo tratado.

Observa-se que, dentre as configuragbes propostas no capitulo 4, observa-se que, tanto

para o modelo assimétrico quanto para o modelo simétrico, a que exibe amortecimento mais
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efetivo € a que representa o tratamento superficial completo. Entretanto, convém relembrar
que, nesta situagdo, o sistema sofre um acréscimo equivalente a 19, 345% e 38, 691%, Nnd
massa da placa base, respectivamente, para os tratamentos assimétrico e simétrico com
camada restrita.

Com o intuito de encontrar um posicionamento étimo sem um acréscimo tio consideravel

na massa do sistema, propde-se limitar a 30 o nimero de etementos tratados, contribuindo

com um maximo de 7, 254% e 14, 509% de acréscimo na massa da placa, respectivamente,

para os tratamentos assimétrico e simétrico. Convenciona-se efetuar a numeragao para 0S
elementos da malha da placa, de cima para baixo e da direita para a esquerda. A andlise

é realizada por meio de funcbes de resposta em freqliéncia, dentro de faixas de freqiiéncia

pre-determinadas contendo os modos de interesse dentro dg banda [0 — 50011z].

Uma primeira dificuldade na utilizacéo da otimizagdo por Algoritmos Genéticos foram as
condigbes iniciais a serem utilizadas, tais como, tamanho de poputagio e niimero de geragoes:
A seguir, so apresentadas as condigdes de utilizagio do procedimento de otimizagéo POr
algoritmos genéticas, bem como a descrigéo do sistema estrutural adotado para a efetivaga®
da otimizagéo. O critério de convergéncia (critério de parada) adotado para o procedimeﬂto

de otimizagao, foi adotado como sendo o namero tota de geracdes admitido em cada caso-

6.1 Descrigdo da Placa Utilizada na Otimizagio do Posicionamento do Tratamento
Superficial

A estrutura analisada € a mesma placa de aluminio utilizada Nos ensaios experimentais

apresentados no Capitulo 4. Discretizada por elementos finitos a malha da placa consiste

de 8 por 10 elementos, respectivamente nas dimensdes de 0,2m e 0, 25m metros, perfazendo
um total de 80 elementos finitos e 99 nos, com condicdes de contorno livre. O modelo GHM

foi utifizado para a caracterizagéo do comportamento viscoelastico

Admitindo que cada um dos elementos possa Ser ratado independentemente dos demais;
tém-se 80 possibilidades para colocaciio do tratamento por camada passiva. O problema de

otimizagao do posicionamento consiste, entdo, em escolher dentre as 80 posiges candidatas,
um maximo de 30 posicdes que receberdo tratamento Superficial, de modo a possibilitar 2

maxima atenuagéo das amplitudes de vibragdo dentro dag faixas que contenham os modos de
vibraggo de interesse, na banda de [0 — 50077 2]

Lembra-se que o ndmero de configuragdes

. elementos da malha chega a 9,3532 % 107,
Desta forma, criou-se uma Populagao inicial
A

possiveis com 30 elementos tratados dentre 0s 80

cujos individuos seriam representados
por vetores com 80 elementos, onde até trinta el

ementos seriam digitos ”1”, indicando
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um elemento tratado na malha da placa e os elementos restantes seriam digitos "0”,
representando elementos sem tratamento superficial na matha da placa. Para exemplificar,
o posicionamento para o tratamento superficial completo é representado por uma lista de 80
”uns”, ja o posicionamento da configuragéo A, € representado por um vetor contendo 16 "uns”,
seguidos por 48 "zeros”, terminando com 16 "uns”. O posicionamento da configuragéo B,

é representado por um vetor contendo sequencialmente, 16 "uns”, 16 "zeros” 16 "uns”, 16

"seros” e terminando com 16 “uns” (ver Fig. 4.2).

6.2 Posicionamento Otimo para Placa Multi-Camadas com Tratamento Assimétrico

Para utilizar o codigo de algoritmo genéticos GAOT (Houck et al., 1995), considerou-se uma
populagéo inicial gerada aleatoriamente onde cada individuo é um vetor com 80 coordenadas

representando os 80 possiveis tratamentos na malha da placa. Cada um destes individuos é

construido conforme as consideragoes de *zeros” € “uns” apresentadas acima.
Com a restrigdo de até 30 elementos tratados, definiram-se faixas de freqiéncia nas quais

se situam os dois primeiros modos de vibragdo da placa. Entéo, o problema de otimizagio
foi resolvido em duas etapas: a primeira, limitando a andlise apenas para as amplitudes

correspondentes ao primeiro modo de vibragdo e, a segunda, considerando as amplitudes

associadas aos dois primeiros modos, simultaneamente.

6.2.1 Otimizagdo Para o Primeiro Modo

A dificuldade encontrada para a inicializago do algoritmo genético foi a definicdo dos
parametros determinantes de tamanho da populagéo inicial e do nimero de geragdes.

Como parametros iniciais, para efeito de teste, foram considerados:

Populagéo inicial: 100 individuos;

Numero de geragdes: 10;

Banda de freqiiéncia: {185 205H 2], contendo o primeiro modo de vibragéo da placa base;

max __ {201ogp (abs (Hir (@))) /(1 x 10-5)};

indice de desempenho: J =
185 < w < 205

A evolugdo do indice de desempenho do melhor individuo em cada gera¢do pode ser
observado na Fig. 6.1 (conf. I). A configuragdo otima (l) é apresentada na Fig. 6.2. As
amplitudes da fungdo de resposta em freqiiéncia Hy; com a banda de interesse em destaque
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pode ser vista na Fig. 6.3.

Melhor individuo

o 1 2 Y 4 & & 7 . .&
't Geragao

Figura 6.1- Evolugdo do indice de desempenho do melhor individuo em cada geragao (conf. D)

1] 2
9|10 16
.
27+ 30 | 31
3738|3940
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73| 74

Figura 6.2- Configuragéo (l) do posicionamento 6timo



97

T s e e e i e s o e S M — ———
! | === placa base
g
’ -

~= posicionarnento olime |
-~ Iratemento completo

Amplitude [dB] ref.: 1e-6
4

|
| |
I 7, ARSI (" IS BN OSSN T 1. e e — SRS, (e e,
0 5 160 150 200 250 200 350 1o 450 560
Frequéncia [Hz]

Figura 6.3- Amplitudes das FRFs //;; da placa base, da configuragéo (1) de posicionamento

6timo e do tratamento completo

Apos essa configuragdo inicial, foi observado que a convergéncia do algoritmo néo é

satisfatoria, decidindo-se aumentar o tamanho da populagéo inicial € 0 nimero maximo de

geragdes, conforme abaixo:
Populacéo inicial: 200 individuos;

Numero de geragdes: 20;

Para estes novos parametros, e considerando a mesma banda de freqiiéncia e o mesmo
indice de desempenho anteriormente utilizados, a evolugéo do indice de desempenho do
melhor individuo em cada geragéo pode ser observada na Fig. 6.4 (conf. Il). A configuracéo
(I) para o resultado 6timo € apresentada na Fig. 6.5. A fungéo de resposta em freqiiéncia /1,

com a banda de interesse em destaque pode ser vista na Fig. 6.6.
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Figura 6.5- Confi
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Figura 6.6- Amplitudes das FRFs /1;; da placa base, configuragéo (Il) de posicionamento

6timo e tratamento completo

Nota-se aqui que, a partir da sexta geragéo, o valor do indice de desempenho estaciona
em 15, 0. Uma possivel razdo para esta convergéncia prematura é que a populagéo inicial teria
pouca variedade de individuos, levando o algoritmo a encontrar um valor pouco adequado.

Para atenuar esse problema aumentou-se a populagéo inicial, porém operando com um

numero reduzido de geragdes, para que o custo computacional ndo fosse proibitivo. Os valores

adotados foram os seguintes:
Populagéo Inicial: 300 individuos;

Numero de geragdes: 10;
Para estas condigdes, a evolugéo do indice de desempenho do melhor individuo em cada
geracgao é apresentado na Fig. 6.7 (conf. Ill). A configuragdo étima (lll) é apresentada na Fig.

6.8. A fungéo de resposta em freqiiéncia 7/; ; com a banda de interesse em destaque pode

ser vista na Fig. 6.9.
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Pode-se perceber que, com apenas 10 geragdes o algoritmo parece néo ter converg

para a melhor solugéo e entéo foi feita uma nova tentativa, aumentando o nimero de gerag¢

mas conservando o tamanho da populagdo inicial, apesar do esperado aumento do cu

computacional envolvido.
Populagéo inicial: 300 individuos;

Numero de geragées: 15;
A Fig. 6.10 mostra a evolugédo do indice de desempenho do melhor individuo em ca
geracéo (conf. IV). A configuragéo 6tima (IV) é apresentada na Fig. 6.11. A fungdo de respos

em freqiiéncia com a banda de interesse em destaque pode ser vista na Fig. 6.12.
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Figura 6.12- Amplitudes das FRFs /1, ; da placa base, configuragéo (IV) de posicionamento

6timo e tratamento completo

Assim, finalmente, o algoritmo converge a partir da oitava geragéo e encontra-se o valor

6timo, correspondendo a uma amplitude de 13,3182 dB para o primeiro modo.
Numa tentativa de aumentar ainda mais a eficiéncia do tratamento otimizado, optou-se

pela criagdo de uma populagéo inicial onde todos os individuos representem configuragdes
de posicionamento com "exatamente” 30 elementos, ndo se permitindo, portanto, como nos
casos anteriores, configuragées com um menor numero de elementos tratados. A banda de

freqiiéncia e o indice de desempenho sdo mantidos. Assim, os outros pardmetros iniciais s3o-
Populagéo inicial: 300 individuos;

Numero de geragdes: 15;
A Fig. 6.13 mostra a evolugdo do melhor individuo em cada geragdo (conf. V). A
configuragdo (V) otima é apresentada na Fig. 6.14. As amplitudes da fungéo de resposta

em frequéncia /1, ; com a banda de interesse em destaque pode ser vista na Fig. 6.15.
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Percebe-se claramente que o fato de se ter "forcado” o nimero de elementos com

tratamento passivo a ser exatamente 30, acabou por prejudicar a agdo do algoritmao,
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compromentendo os resultados do problema de otimizagéo.

Para efeito comparativo, na Fig. 6.17 mostram-se as amplitudes das fungées de resposta

em freqiiéncia /1, ; para as seguintes condigées:

a) sem tratamento algum;

b) configuragdo 6tima cujo valores 6timos estéo apresentados nas Figuras 6.10 e 6.12:

c) configuragéo A, utilizada na validagdo experimental (Fig. 4.2);

d) tratamento completo;

e) configuragdo (VI) gerada aletoriamente sem qualquer critério de otimizagdo, com

exatamente 30 elementos tratados (Fig. 6.16);
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6.2.2 Otimizagdo Para os Dois Primeiros Modos de Vibragédo da Placa

Segundo procedimento similar ao adotado no caso da otimizagdo considerando as

amplitudes de vibragio na vizinhanga do primeiro modo de vibragdo da placa, estende-se agora

o processo de otimizagao, objetivando a maxima redugdo das amplitudes nas vizinhangas dos

dois primeiros modos de vibragéo, simultaneamente. Os valores dos parametros empregados

no processo de otimizagdo séo apresentados a seguir.
Populagéo inicial: 300 individuos;

Namero de geragées: 20;

Bandas de frequiéncia: [185—205/1z] e [245 — 265 2], contendo, respectivamente, os dois

primeiros modos de vibracgéo;

indice de desempenho:
{20 logyg (abs (Hir (w))) / (1% 10 )} +
{201og, (abs (H1r () / (1x107°%)}

J= max
185 < w < 208

+ max
245 < w < 265

Aqui, na definigédo dos diferentes testes numéricos realizados a estratégia foi manter

0 mesmo ndmero de individuos utilizado na obtengdo da configuragéo otima considerando

apenas o primeiro modo, aumentando-se, porém, o nimero de geragoes.
A evolugédo do melhor individuo em cada geragéo pode ser observada na Fig. 6.18 (conf

VIl). A configuragéo o6tima (VII) é apresentada na Fig. 6.19. As amplitudes da fungéo de

resposta em freqiiéncia /1; ;, comas bandas de interesse em destaque, pode ser vista na Fig.

6.20.
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Figura 6.19- Configuragéo (V1) do posicionamento étimo
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Figura 6.20- Amplitudes das FRFs /1, ; da placa base, da configuragéo (VIl) de posicionamento

6timo e do tratamento completo

Com esta configuragéo, nota-se que o valor do indice de desempenho, entre a oitava e a
décima sexta geragdes, correspondendo ao melhor individuo, fica inalterado, mas, apés isso,
comeca a alterar seu valor sem entretanto se chegar a convergéncia do processo. Decidiu-se

assim, aumentar nimero de geragdes, na tentativa de viabilizar a convergéncia para a soluggo

6tima. Assim, os parametros foram alterados para:
Populagéo inicial: 300 individuos (manteve-se este numero em relagdo a situagdo

anterior);

Numero de geragdes: 30.

Para estes novos parametros, e considerando a mesma banda de freqliéncia e indice de
desempenho anteriores, a evolugdo do indice de desempenho do melhor individuo em cada
geragéo pode ser observada na Fig. 6.21 (conf VIII).Observa-se aqui que, a partir da vigésima
terceira geracédo, o valor do indice de desempenho estaciona em 22,51, que é considerado
como sendo o valor 6timo encontrado neste caso. A configuragdo é6tima (VIll) é apresentada

na Fig. 6.22. As amplitudes da fungdo de resposta em freqiiéncia //; ; com a banda de

interesse em destaque pode ser vista na Fig. 6.23.
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Figura 6.22- Conﬁguragéo (VI do posicionamento 6timo
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Figura 6.23- Amplitudes das FRFs FH;; da placa base, da configuragdo (VIIl) de

posicionamento étimo e do tratamento completo
Como no caso da otimizagdo para o primeiro modo, para fins de comparagao, na Fig.

6.25 mostram-se as amplitudes das fungdes de resposta em freqtiéncia /1, ; da placa para os

seguintes casos:

a) sem tratamento algum;
b) configuragéo 6tima cujo valor 6timo esta apresentado nas Figuras 6.21 e 6.23:

c) configuragéo A, utilizada na validagédo experimental (Fig. 4.2);

d) tratamento completo;
e) configuragdo (IX) gerada aletoriamente sem qualquer critério de otimizagdo, com

exatamente 30 elementos tratados (Fig. 6.24);
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6.3 Posicionamento Otimo para Placa Multi-Camadas com Tratamento Simétrico

e foi analisado para o caso de placa multi-camadas com 3 camadas e mais uma
o codigo de algoritmos genéticos GAOT (Houck et al., 1995), analogamente,
pulagdo inicial onde cada individuo € um vetor com 80 coordenadas
ssiveis tratamentos na malha da placa. Uma representacéo idéntica ao

~ada onde os elementos que recebem tratamento sao representados

Combase no qu
vez uiilizando-se
considerou-se uma po
representando 0s 80 po

caso de 3 camadas foi utili

por digitos "1”, e 08 outros ndo tratados séo representados por digitos "0” em cada individuo
Conservaram-se, mais uma vez, as 80 variaveis de projeto, com a restricdo de até 30
elementos tratados (até 30 algarismos 1" em cada individuo). As faixas de freqiiéncia

meiros modos de vibragdo da placa. O problema de

examinadas contemplam 0S dois pri
m duas etapas: a primeira, limitando a analise apenas

otimizagéo, mais uma vez, foi resolvido e

para as amplitudes correspondentes ao primeiro modo de vibragao e, a segunda, considerando

as amplitudes associadas aos dois primeiros modos.

6.3.1 Otimizagdo Para o Primeiro Modo

Com a apreenséo de haver uma variacdo mais consideravel da FRF em torno do primeiro
modo de vibragéo da placa nio tratada, em virtude da alocagéo de elementos tratados com

5 camadas, foi considerada uma banda frequencial maior que aquela utilizada no caso de 3

camadas. Os parametros iniciais do algoritmo genético, para efeito de teste, foram adotados

conforme o seguinte:

Populagéo inicial: 200 individuos;

Namero de geragdes: 10;

Banda de frequiéncia: [174—213H 2|, contendo o primeiro modo de vibracéo da placa base;

indice de desempenho: J =  max, . [201og,, (abs (Hyp (w))) /(1 > 10 o
T4 < w<213 ° o ’ )

A evolugdo do indice de desempenho do melhor individuo em cada geragao pode ser

observado na Fig. 6.26 (conf. X). A configuragéo otima (X) € apre

As amplitudes das fungées de resposta em frequiéncia H; ; com a banda d

sentada na Fig. 6.27.

e interesse em

destaque podem ser vistas na Fig. 6.28.
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Figura 6.28- Amplitudes das FRFs /1 ; da placa base, da configuragéo (X) de posicionamento

6timo e do tratamento completo

Observa-se que apos a quinta geragéo o algoritmo converge para o 6timo.
Para efeito comparativo, na Fig. 6.30 encontram-se as amplitudes das fungées de resposta

em frequiéncia /1; ; da placa para os seguintes casos:

a) sem tratamento algum;
b) configuragdo cujo valor 6timo esta apresentado nas Figuras 6.26 e 6.28;

c) configuragéo A, utilizada na validagéo experimental (Fig. 4.2);

d) tratamento completo;
e) configuragdo (XI) gerada aletoriamente sem qualquer critério de otimizagdo, com

exatamente 30 elementos tratados (Fig. 6.29);
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6.3.2 Otimizagio Para os Dois Primeiros Modos de Vibracédo da Placa

Através de um procedimento analogo ao adotado no caso da otimizagéo para o primeiro
modo de vibragdo, estende-se 0 processo para o caso em que se deseja proceder uma

otimizagéo simultanea envolvendo os dois primeiros modos de vibragac.

Os parametros adotados sdo os seguintes:
Populagéo inicial: 200 individuos;

Numero de geragdes: 10;

Bandas de freqiiéncia: [174—21311z] € [235 — 274 H z], contendo, respectivamente, os dois

primeiros modos de vibragéo da placa base;

indice de desempenho:
" {2010gyg (abs (Hpp (w))) /(1 % 10 7(5)} n

{201ogy (abs (Hpy (w))) /(1 x 107 0’)}

J= max
A< ws2

-+ max
935 < w < 274

o mesmo numero de individuos na populagéo inicial e o

Aqui, a estratégia foi manter
do na obtengéo do otimo considerando apenas o primeiro

mesmo namero de geragdes utiliza

modo.

A evolugéo do melhor individuo em cada geragéo pode ser observada na Fig. 6.31 (conf

XIl). A configuragdo 6tima (XI1) é apresentada na Fig. 6.32. As amplitudes das fungGes de
resposta em frequiéncia I1; ; com as bandas de interesse em destaque podem ser vistas na

Fig. 6.33.
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Observa-se que, a partir da quinta geragéo, o valor estaciona em 17, 22, que é considerado

como sendo o valor 6timo encontrado neste caso.
Como no caso da otimizagéo feita para o primeiro modo, na Fig. 6.35 encontram-se as

amplitudes das fungées de resposta em frequiéncia //; ; da placa para os seguintes casos:

a) sem tratamento algum;
b) configuragdo 6tima cujo valor 6timo esta apresentado nas Figuras 6.31 e 6.33;

c) configuragéo A, utilizada na validagdo experimental (Fig. 4.2);

d) tratamento completo;
e) configuragéo (XIll) gerada aletoriamente sem qualquer critério de otimizagdo, com

exatamente 30 elementos tratados (Fig. 6.34);
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6.4 Discussdo dos Resultados

Com respeito aos resultados obtidos neste capitulo, observa-se, primeiramente, a maior
eficiéncia do tratamento simétrico em relagéo ao tratamento assimétrico com respeito aos
niveis de amortecimento estrutural. Nota-se ainda, que uma vez acertados os parametros
do algoritmo de otimizagéo, tais como, tamanho da populagéo, nimero de geracdes, e largura
das faixas contendo os modos de interesse, o procedimento de otimizagio discreta usando
algoritmos genéticos mostrou-se eficiente. Os resultados para as amplitudes das fungdes de
resposta em freqiéncia examinadas se apresentaram coerentes, correspondendo & forma de
vibragéo da estrutura analisada. Conforme evidenciado nas Figuras 6.17, 6.25, 6.30 e 6.35
as configurages otimas obtidas apresentam, sistematizadamente, amortecimento maior que
as configuragbes propostas aleatoriamente, tanto para os exemplos acima avaliados quanto
para a configuragdo A, utilizada anteriormente no Capitulo 4 (32 elementos tratados). Os
resultados obtidos, demonstram que o amortecimento efetivo introduzido no sistema é bastante
significativo, quando comparado ao tratamento completo, ainda mais levando-se em conta a
menor quantidade de massa acrescentada a estrutura.

As configuragées 6timas séo viaveis de realizagéo, apesar da esperada dificuldade de
implementacgéo pratica, uma vez que os elementos tratados devem ser aplicados de acordo
com uma topologia complexa. Uma simplificagdo seria aplicar, na pratica, uma configuragéo
geometricamente “proxima” da otima, porém de topologia mais simples, facilitando a
implementagdo, sem prejudicar, entretanto, o desempenho do sistema, do ponto de vista do
amortecimento introduzido.

Ressalte-se que este tipo de otimizagao discreta ndo se apresenta como a solucio
definitiva para o problema de aumento do desempenho do sistema com respeito a introducéo
de amortecimento na estrutura. Foi mencionado anteriormente que um procedimento completo
de otimizagéo discreto-continuo onde os pardmetros geométricos (espessuras) do modelo sdo
otimizados simultaneamente com o posicionamento do tratamento, representa uma técnica
mais abrangente podendo levar a resultados interessantes.

Ha que se considerar entretanto, que os resultados apresentados usando a estratégia de

preocupar-se apenas com o posicionamento podem ser considerados bastante satisfatorios.



Capitulo 7
Técnica de Redugdo de Modelos de Elementos

Finitos

Conforme evidenciado no Capitulo 3, um inconveniente resultante da incorporagédo dos
modelos viscoeldsticos nos modelos de elementos finitos é a alta ordem das matrizes do
sistema de equagdes de estado, €m decorréncia da introducgdo das coordenadas dissipativas
nas matrizes do modelo de elementos finitos, com a intengdo de representar a dependéncia

da freqiiéncia dos materiais viscoelasticos. A representatividade adequada desta dependénci
ia
icionada a adogdo de um nimero razoavel de parametros:

da freqiiéncia esta geralmente cond
HM, campos de deslocamentos anelasticos para o modelo

mini-osciladores para 0 modelo G
«, B € b, para 0 modelo de Derivadas Fracionarias.

Para se comparar as ordens das matrizes envolvidas na modelagem por elementos finito
S,
rdade elasticos. O namero total de graus de liberdade para

ADF e os parametros Gr, G,

seja n 0 NUMEros de graus de libe
o modelo GHM & 2n. (1 + No), onde Ng é o ntimero de mini-osciladores utilizados. Por outro

Jado, o nimero total de graus de liberdade para o modelo ADF é n(2+ N,), onde N4 é o

to anelasticos utilizados.

nimero de campos de deslocamen
umero suficiente paraa representagéo dos modelos ADF e

= Ngsejaon
rior, que 0 modelo ADF conduz a um sistema de equacgdes

é nN, menor, comparada com o modelo GHM, fato que

Supondo que Ny
GHM, nota-se, da observagdo ante

no espago de estados cuja ordem
em detrimento do modelo GHM.

favorece a utilizagéo do modelo ADF
elo modelo ADF, a ordem final das matrizes de estado

Entretanto, mesmo na escolha p

continua sendo muito grande, justifica
com o objetivo de reduzir o custo com

ndo portanto o uso de técnicas de reducao de modelos
putacional associado ao processamento numérico

Além disso, na implementagéo de sistema de controle hibrido ativo-passivo baseado em
camadas restritas ativas, € impraticavel o emprego de modelos de ordem elevada, devendo-se
e sejam capazes de representar adequadamente o

buscar modelos de dimenséo reduzida qu
e uma certa banda freqiiencial de interesse.

comportamento dinamico do sistema dentro d

Dentre as varias técnicas de redugdo de modelos, destaca-se o método de redugéo

de Guyan (1965), que remove coordenadas fisicas consideradas menos importantes na

zagdo da dinamica do sistema, produzin
xa, sendo as coordenadas do modelo redu

do matrizes de massa e rigidez de ordem

caracteri
zido um sub-conjunto das coordenadas

mais bai
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do modelo original.  Porém, uma desvantagem deste método & o fate de ndo Ser
geralmente aplicave! a sistemas amortecidos, uma vez que ele ¢ baseado em consideragdes
exclusivamente estaticas.

Outro método de redugéo, denominado método do balanceamento interno, proposto por
Moore (1981), & formulado a partir das equagées de espaco de estados original e leva em
conta a resposta dinamica do sistema, sendo aplicave! a sistemas amortecidos, desde que @
estabilidade assintética seja garantida pelo sistema. A desvantagem deste método reside no
fato que as coordenadas do sistema reduzido nao séo um sub-conjunto das coordenadas do
sistema ariginal, ndo havendo significado fisico para o sisterna reduzido.

Em contraposicéo, Yae e Inman (1993) produziram uma versio modificada do método
do balanceamento interno que mantém os aspectas desejaveis dos dois métodos citados

acima, ou seja, a possibilidade de analise dinamica com as coardenadas do sistema reduzido
formando um sub-conjunto das coordenadas do sistema original

Uma outra técnica eficiente e bastante simples de reducéo de modelos (Trindade, 2000) €

baseia na aproximacéo do sistema de estado original par um sistema equivalente de dimensao

consideravelmente menor, através da decomposicéo espectral da matriz de estado, seguida

da eliminagdo dos modos que t&m pouca contribuicdo 4 resposta dinamica da estrutura na
banda frequencial de interesse. Segue a descricso desta técnica

7.1 Formulagao da Técnica de Redugiio Modaj

Considerando que o interesse em obter modelos de dimensdo reduzida encontra-se com
freqiiéncia no dominio do controle de vibragSes considera-se, no

. que segue, a notagao
usualmente empregada na teoria do controle, partindo-

Se das seguintes equagoes:

G0} = 11 e (9} 581 (9} + 1oy @
WO} = 0] )

onde {z} € o vetor de estados, {p} é o vetor das forcas externa
dos esfor¢os de controle (no caso das camadas restritas atjy
piezelétricos), {y} € o vetor da saidas do sistema

$ (perturbagges), {u} & o vetor
as, exercidos pelos atuadores
Deve ser lembrado que, cada um dos 3 modelos vise

‘ oeldsticos condy m vetor de
estado {z} diferente. zadu

Denotam-se por [A], [X], [X*], as matrizes espectral e as matrizes modais de direita € d€
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esquerda, associados aos problemas de auto-valor:
[A][X] = [X][A] (7.2)
[A]7[X7] = [X*] [A] (7.3)

Admite-se ainda que os autovetores de direita e de esquerda sejam normalizados de modo

a satisfazerem:

ey 5] =111, 7.4)

X [4)1X] = [4] (7.5)

Como o sistema formado por (7.1) inclui tanto as coordenadas fisicas quanto as
coordenadas dissipativas, pode-se esperar que , dentre as auto-solugdes [A], [X], [ X*), estargo
representados tanto os modos de vibragdo “estruturais”, correspondendo a reais formas de
vibragéo da estrutura, quanto modos denominados "dissipativos”, que estardo associjados a
evolugdo das coordenadas internas dissipativas. De acordo com Trindade (2000), o primeiro
grupo constitui geralmente os modos que sdo mais importantes para a representacio do
movimento da estrutura e permite conceber a eliminagdo das auto-solugdes associadas
aos modos dissipativos e promover uma transformagéo modal com os modos estruturais,
exclusivamente. Para este fim, as matrizes das auto-solugbes sdo particionadas como segue:

A [0
[A] = [ {[0]] [j[\i} J (7.6)
[(X]=[[Xe] [Xd]] 7.7)
(7.8)

Empregando o Teorema da Expanséo, a transformacdo modal expressa em termos dos

autovetores associados aos modas estruturais é expressa segundo:

{e(®} = [X] {ce ()} (7.9)

Introduzindo (7.9) em (7.1), pré-multiplicando a primeira equagéo por [X:|* e fazendo

uso de (7.4) e (7.5), obtém-se o sistema de equacgdes reduzido em termos das coordenadas

modais:
[ée (8] = [Ae] {ce (&)} + [X2]"[B] {u} + (X217 {0} (7.10)
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{y(®)} = [C)[Xe] {ce ()} 7.1)

Observe-se que, este ultimo sistema de equagdes tem dimensao igual ao numero de auto-
solugdes mantidas em [A], [X], [X*].

Uma vez resolvidas estas equagdes , para as coordenadas nodais {c. (1)}, pode-sé€
retornar as coordenadas fisicas utilizando a equagéo (7.9).

Uma nova etapa de redugdo pode ser realizada com base na banda frequencial de
interesse. Dentre os modos estruturais, podem ser mantidos na transformagéo modal apenas
aqueles que tém maior participagéo na resposta dinmica do sistema na banda freqiiencial de
interesse. Assim, particionam-se as matrizes de autosolugdes segundo os autovalores qué
serdo conservados (c¢) e negligenciados (g) nesta banda considerada:

AJ [0
A = [ [[0]] [E\}]] ] (7.12)
X} = [{X} {x}]" (7.13)

(X} =[xy {(x5})

Desprezando a contribui¢do dos auto-valores [X,] e [X;] externos a banda de interesse

o sistema de equagdes é reduzido considerando {x} = [X,] {C, ()}, sendo escrito na forma:

{C.} = OO} + X207 1B] {u) + 2] {p) (7.14)
w®} = [ClX]{C. (1)}

De acordo com Trindade (2000), apesar da simplicidade deste método, para sistemas
muito amortecidos sua aplicagéo ndo € téo simples porque podem existir modos elasticos
sobre-amortecidos ou fortemente acoplados com o0s modos dissipativos, complicando 2
separagdo dos modos que devem ser retidos e descartados. Assim, somente a analise dos
auto-valores pode ndo ser suficiente e esta analise deve ser estendida aos auto-vetores. EM
certos casos, pode ser interessante conservar alguns modos dissipativos para uma melhof

representagao do relaxamento do material viscoelastico.

Para mostrar a eficiéncia deste método de reducdo, serdo apresentados a seguif
resultados de simulagdes numéricas para analise.
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7.2 Avaliagdo Numérica da Técnica de Redugido Modal

Sera considerada nesta Se¢do, a placa com condigbes de contorno esgastada-livre, tratamento
assimétrico com 3 camadas, discretizada com uma malha de 3 x 3 elementos, apresentada
na Figura 7.1. E indicado o ponto |, utilizado para determinagdo das amplitudes das funcées

de resposta em frequéncia /1; ;, as quais possibilitam avaliar a capacidade de representagéo

do modelo reduzido na banda de freqiiéncia escolhida ([0 — 5004 z]). A placa tem suas

propriedades fisicas e geométricas dadas na Tabela 4.1, com tramento superficial completo

(Configuragédo C), sendo o comportamento do material viscoelastico modelado pelo modelo

GHM com 6 mini-osciladores.
Y

Figura 7.1- Configuragdo da placa engastada-livre com tratamento assimétrico completo
utilizada no método de redugéo modal

Inicialmente foi resolvido o problema de autovalor complexo para o sistema empregando
os trés modelos viscoelasticos considerados neste trabalho (GHM, ADF e Derivadas
Fracionarias). Para efeito de verificagéo da coeréncia entre os trés modelos, sdo comparados,
na Figura 7.2, os autovalores complexos (expressos em termos das freqiiéncias naturais e
fatores de amortecimentos modais) para os modos na banda [0 — 500//z]. Observa-se uma
6tima aproximacéo entre as estimativas de freqiiéncias naturais e fatores de amortecimento

modais obtidas pelo emprego dos trés modelos viscoelasticos, fato que expressa a esperada

equivaléncia da capacidade preditiva dos trés modelos.
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Figura 7.2- Pares modais obtidos com o emprego dos trés modelos viscoelasticos

a em

As Figuras 7.3, 7.4, e 7.5, apresentam as amplitudes das fungdes de respost
frequéncia I, do modelo completo e do modelo reduzido, utilizando, respectivamente, o

foram
computadas a partir da resolucéo das equagdes (7.14) para a condigéo de regime harmonico
permanente.

2. 5 e 25 primeiros modos selecionados para a técnica de redugéo modal. Estas FRFS
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Figura 7.4- Amplitudes das fungdes de resposta em freqiiéncia para o modelo completo e
reduzido com 5 modos
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Figura 7.5. Amplitudes dag fungdes de re .
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Capitulo 8
Sensibilidade Paramétrica de Placas Tratadas com

Camada Restrita Passiva

No Capitulo 5 foi apresentado um estudo numérico objetivando caracterizar a influéncia
de alguns pardmetros geométricos (espessuras das camadas) na eficiéncia do sistema de
amortecimento baseado em camada retrita passiva. O procedimento empregado foj aquele
consistindo na re-analise exata do modelo de elementos finitos, apés a introducdo de variagdes
finitas nos valores dos parametros considerados. Tal procedimento & bastante oneraso, em
termos do esforco computacional necessario.

No presente capitufo & desenvolvida uma estratégia alternativa, que constituj uma
importante ferramenta de andlise e projeto de sistemas mecénicos: frata-se de anilise
de sensibilidade, que permite avaliar, de forma aproximada, a influéncia de variagdes
paramétricas nas respostas mecénicas (estaticas e dindmicas) de tais sistemas.

A analise de sensibilidade consiste, basicamente, na avaliacdo das derivadas das
respostas do sistema em relagao aos parametros de interesse, limitando-se, geralmente, as
derivadas de primeira ordem e pode ser associada a diferentes tipos de respostas mecanicas:
deslocamentos estaticos, autovalores e autovetores, funcdes de resposta em freqiiéncia e
respostas temporais (Haug et al., 1986).

De acordo com Murthy e Haftka (1988), o projeto 6timo de sistemas tem uma ligagdo
estreita com a analise de sensibilidade, pois a grande maioria dos algoritmos de otimizagéo
exigem muitas avaliagbes da resposta do sistema e as derivadas podem ser usadas para
aproximar a resposta do sistema modificado, por variagbes nos pardmetros, reduzindo
significativamente o custo de uma re-analise, especialmente para sistemas de ordem elevada.

Existem varias outras aplicacbes da andlise de sensibilidade, como por exemplo,
identificagéo de sistemas (Collins et al, 1974) e controle (Prasad e Emerson, 1982).

Dentre as técnicas para o calculo das sensibilidades de auto-solugbes destacam-se o
Método Modal (Fox e Kapoor, 1968), o Método de Nelson (Nelson, 1976) e o Método
Modal Melhorado (Lim et al., 1887). O método modal necessita do caiculo de todas as auto-
solugbes do sistema, o que torna o custo computacional bastante elevado, principalmente em
sistemas de alta ordem. O método proposto por Nelson calcula as auto-derivadas do r-ésimo
modo usando apenas os pardmetros modais para aquele modo; contudo, para cada modo é
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necessario inverter uma matriz de ordem N—1, onde N é a ordem do sistema, na resolugéo dos
sistema de equagdes algébricas lineares envolvidas. Ja o método modal melhorado calcula as
auto-derivadas aproximadamente, valendo-se dos modos de ordem mais baixas e da matriz
de flexibilidade dindmica.

Nas secdes seguintes € desenvolvida a formulagdo pertinente & analise de sensibilidade
de auto-solugdes complexas e de fungdes de resposta em freqtiéncia, com respeito a alguns
parémetros relevantes de projeto de camadas restritas passivas. Em especial, é proposta uma
formulagéo para a analise de sensibilidade de funcdes de resposta em freqliéncia em relacdo a
temperatura que, como se sabe, & um fator que tem signifi
viscoelasticas.

cativa influéncia nas caracteristicas

8.1 Definigdo de Sensibilidade Paramétrica - Avaliagio por Diferengas Finitas

Para uma dada estrutura, as matrizes de massa [M], amortecimento [C], e rigidez [K], contém

todas as suas informagdes a respeito das Caracteristicas fisicas e geométricas presentes nO
modelo de elementos finitos.

Supondo cjue.um determinado parametro Pi apareca explicitamente nas matrizes [M], [C]e
[K], a dependéncia entre as respostas da estrutyra (respostas estaticas respostas n
do tempo, respostas no dominio da freqiéncia, autosolugdes '

genérico pode ser expressa simbolicamente na forma:

o dominio

) com relagéo a este parametro

r=r ([A/[ (]h')] ) [C (pi)] , [[( (pi)]) (81)
Define-se a sensibilidade da resposta estryt
ural com respeit 5 metro i
como sendo: peito a um dado parametro 7
or i [TUM (07 + A
e — . 3 pl C 0 )
Opi | Ao )L | (Z ; Api)] L [K () + Apy))) 8.2)

i

Cr (M, €], K (7’9)])]

onde Ap; € um acréscimo infinitesimaj aplicado ag valor

. inicial para 0
De maneira geral parametro p;.

, @ sensibili
lidade pode ser Calculada a partir do modelo de elementoS
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estimada como:
or| [+ ap)], [C @+ Ara] [K () + Apy)])
9pi | ~ Ap; N (8.3)

o ([]W (p?)] , {C (2”?” ’ [K (p?)])ji
Ap;

A outra maneira consiste em calcular analiticamente as derivadas das equagdes do modelo

de elementos finitos com respeito aos pardmetros de interesse. Este método, é desenvolvido

nas segbes seguintes para o caso de placas fratadas com camadas restritas passivas.

8.2 Sensibilidade Paramétrica de Autovalores Complexos

Considere-se 0 sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem representando o modelo

matematico obtido pela técnica de elementos finitos, de uma placa tratada com camada restrita

passiva, dado pela equagdo (3.83), repetida abaixo:
(X} =X} 6.4)

Observe-se que a matriz [4], e porfanto as respostas dindmicas obtidas através da

resolugéio do sistema de equagdes (8.4), séo fungbes de parametros fisicos e geométricos
do sistema, em relagdo aos quais se deseja avaliar as sensibilidades.
Sendo [4] uma matriz ndo simétrica, sdo associados dois problemas de autovalor

complexos:

(Al {X:} = s {X:} (8.5)

(A7 (X5} =7 (X} (8.6)

onde os pares ({X;},sr), ({X},sr) s@o as auto-solugées de direita e de esquerda,

respectivamente. Pode-se mostrar que vale a relagdo s, = s;.
Admite-se que os autovalores sejam todos distintos e que os autovetores sejam

normalizados de modo a satisfazerem as relagoes:

{X:}T {‘Xr} =1

YT A (X} = o

Lancaster (1964) obteve a seguinte expressdo para a primeira derivada dos autovalores
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da matriz [A] em relagéo a um parametro generico p;:

ps, XY 158 100
o (X0}
Considerando que, para pequenos valores de amoriecimento modal, 0s autovalores
complexos podem ser expressos segundo:

®8.7)

Sp = —Cpwy + Wy (88)

onde w, & ¢, sd0, respectivamente, a freqiiéncia natural e o fator de amortecimento modal do
~-ésimo modo, derivando (8.8) pode-se escrever:

851‘ - SCJ (r)wr . (9(,«),. 89)
?37—);_*<3Piwr+cr3m>+&(-5’—lg) (

Donde obtém-se as sensibilidades da freqiéncia natural e o fator de amortecimento modal
em relagdo ao parametro p;, expressos sob as formas:

Ow s,
. ! 8.10)
sz = Im (()])L) (

e Js,. s,
o, Be (32) +¢1m (%) o)
dpz —Wy

Na equagdo (8.7) é indicada a derivagdo da matriz [A] em relagdo ao parametro geneérico
p;. Admitindo que tal parametro intervenha explicitamente na matriz de massa efou na matriz
de rigidez, a partir das matrizes de estado associadas aos modelos GHM, ADF e de Derivadas

Eracionarias, definidas nas equagbes (3.84), (3.86) e (3.69), respectivamente, as derivadas de
[4] séo computadas de acordo com as expressdes:

Para o modelo GHM:

MY (K + K slia-—tim? . T T
[ [0 - [0 —ZMZGRIARED} - ol AL . L b T

O O o o Mn o
oA . o, : o E | E
R 0 ]
(0] [0 (0} 0] (0] [0}
o 0 - 0 0] o]
Lon @ 0 o - W

(8.12)
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Para o modelo ADF:
I '){IA[?L{RV'} . (0] (0] [0 ]
%I"{-—ar'—}' 0] [0] [0] [0]
, OUAI R
ola] | G 0] [0] o (o]
o s : s : : (8.13)
Qn, @ (A] [R}
hu ) 0 ] o [
[ afiM 1(](‘) HI =)y o{ RJ} af{IM~'y} af (M YR
[ Ipi i [0} J
Para o modelo de Derivadas Fracionarias:
a4 & Lo4y
o Z‘S"‘ Op; (8.14)

8.3 Sensibilidade Paramétrica de Fungdes de Resposta em Freqiiéncia

Uma anélise interessante pode ser feita acerca da sensibilidade de fungées de resposta em

freqiiéncia dos modelos de placa tratada com camada restrita passiva emrelaco a parametros

fisicos e geométricos.
De acordo com a equagéo (2.139), a matriz de rigidez dindmica de uma placa multi-

camadas, com a inclusao do efeito viscoelastico, € dada por:
(7 (w)] = W? [M]

[M] s&o respectivamente as matrizes de rigidez e massa dadas em

(K (w)] - (8.15)
onde as matrizes [K (w)] e

(2.139).
A matriz de flexibilidade dinamica, ou matriz de FRFs, [H], é definida segundo:

[H ()] =2 )] ' (8.16)
Esta definigdo conduz a relago:
[H (W)} [Z ()] =[1] (8.17)
Derivando (8.17) em relagdo a um dado parametro p;, obtém-se a relaggo:
(8.18)

aved (w)]

PN a1 @) (e 1 ] - P ) 1)
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8.4 Sensibilidade das Fungdes de Resposta em Freqiiéncia em Relagao & Temperatura

Conforme mencionado no Capitulo 3, a temperatura tem expressiva influéncia sobre as
caracteristicas mecanicas dos materiais viscoelasticos. Torna-se, pois, de capital importancia,

avaliar a sensibilidade das respostas dindmicas de estruturas tratadas com estes materiais em
relagdo a temperatura.

Os modelos viscoelasticos considerados nos capitulos precedentes nao exibem
explicitamente a dependéncia das caracteristicas viscoelasticas em relacdo & temperatura.
Assim, nesta segdo, propde-se um procedimento para avaliar a sensibilidade de FRFs em
relagdo a temperatura, fazendo uso do Principio da Equivaléncia Freqiiéncia-Temperatura, €
do conceito de freqliéncia reduzida, apresentados na Secdo 3.6.

A freqliéncia reduzida é definida segundo:

wr = ap (T)w (8.19)

onde ar € uma fungdo da temperatura, que pode ser identificada a partir de ensaios
experimentais para um tipo especifico de material viscoeldstico

O mbdulo complexo, para uma dada freqliéncia e temperatura, pode entdo ser avaliado
sob a forma:
G, T) =G w, 1) = Glagw, 1)) (8.20)
onde T, é o valor da temperatura de referéncia_
Expressando a matriz de rigidez em termos da Soma das matrizes correspondentes S
sub-estruturas eldstica e viscoelastica, tem-se:
(K (@, T)] = (K] + G (apw, T2 (] 821)

e as matrizes de rigidez e flexibilidade dindmica se escrevem:

[Z (w, 1)) = <) + G arw, Ty) [Rl,] ~ w? [(M] (8.22)
[T (w,T)] = (K] + @ (o, 1) (K] — w2 M)~ (8.23)
Derivando a relagao:
@, 1) (2 (w, )] = (1) (8.24)
em relagéo a temperatura, faz-se o seguinte desenvolvimento:
O[H (w,T)]

T Vel inen 2L
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AH WD) .. 82 (wT)]
—p =~ ,T) —p — [H (@,T)] (8.25)
Combinando as equagdes (8.22) e (8.25), tem-se:
D[H (w,T)] o i ‘ _
i = (K] + G (7w, T2) [K,] — o [M]) 7 x
oG ((,L'T(.d, Tz) - " e . —_
X (’"‘aT—“ [KU]) (K] + G (erw, T2) [K] — w? [M]) ™! (8.26)
Empregando a relagdo (8.19), pode-se escrever:
0CG (aqw,T) _ 0G dw, _ 8G Bauyr
ar 8w, 0T Ow, 0T * (8.27)
Combinando as equagdes (8.26) e (8.27), escreve-se:
ﬂ%ﬁ%’_f)l = (K] + G (orw, ) [Ro] ~ o2 [M]) ™"
OG Bap ;- R .
x (;9;7;;[—” [Kv]) (IKe] + G (agw, ) 1G] - w? [M]) ™) (8.28)

Esta ultima expressdo pode ser utilizada para computar as fun¢ées complexas da

freqiiéncia que representam as sensibilidades das FRFs em relagéo a temperatura.

8.5 Aplicagbes Numéricas da Sensibilidade de Placas Tratadas com Camada Restrita

Passiva

Nesta secdo, sdo apresentadas avaliagbes numeéricas da sensibilidade de fungdes de resposta
em freqiiéncia com respeito s espessuras das camadas restringentes e viscoeldsticas
de placas tratadas com camada restrita passiva assimétrica. Também sfo apresentadas
avaliagges numéricas da sensibilidade das fungies de resposta em freqiiéncia em relacdo

a temperatura, para placas tratadas com camada restrita passiva assimétrica

8.5.1 Sensibilidade da FRF com Respeito as Espessuras das Camadas

Para as simulagdes numéricas foi considerada a placa com fratamento completo

assimétrico (3 camadas) (configuragdo C) onde as propriedades fisicas e geométricas séo

as mesmas das avaliagbes experimentais (Tabela 4.1).
Utilizou-se o material 242F01 da 3M ® na camada viscoeldstica e 0 modelo ADF para a

modelagem do efeito viscoelastico. Foram utilizados 6 campos de deslocamento anelastico,

cujos parametros sdo dados na Tabela 8.1.
A placa de dimensGes de 0,2m e 0, 25m, novamente é discretizada por elementos finitos
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Tabela 8.1- Pardmetros dos Campos de Deslocamento Anelastico
1 2 3 4 5 6
AADZ-F 0,5029924 | 1,085542 | 1,549004 8,539322 | 65,25963 170_,11()2
€ 0,20111832 } 32663729 | 4,1381493 30,362244 | 401,23746 6145,8787
8] 493,1419 228,5003 160,133 29,04758 3,80092 1,458153
G, [MPad] 0,076203
Gu[MPa 18,9023

com uma malha de 8 por 10 elementos, (80 elementos finitos e 99 nés). O ponto de
determinagao das amplitudes das fungdes de resposta em freqiiéncia é representado por |
na Figura 4.2.

As amplitudes das fun¢bes de resposta em freqliéncia Hrz, juntamente com as

sensibilidades destas com relagdo a variagdes na espessura da camada restringente, em

; T 40 (8.18)
5 termos de suas partes real e imaginaria, foram calculados de acordo com a equag (A . '
: sendo os resultados mostrados na Figura 8.1. S&o apresentadas também a titulo de referéncia,
"t
i as partes real e imaginaria da sensibilidade determinada Por meio de diferencas finitas, tendo
1o . - n
ﬁ} W, sido adotada uma variagéo de 1% do valor nominal do parametro em questao.
SN
Y
g e
i, 002 x ' " T T
¥
v‘? ﬁ?é 0 Q \.,/" | T
"‘J = — diferencas finitas ] '
ki 0011 == sensibilidade
h ' | FRE (fator de escala = 5e-3)
: L 1 1 1 —
0% 200 250 300 350 400 as0 500
— diferengas finitas
-] ™= sensibilidade I
0.015 ~— FRF (fator de escala = 2¢.3) [T TR
001+ : .
"5-,‘ 0.005 T
[
g 0 .
-0.005 /& i
-0.01 SN ._L._._“_.._..».L._.,._-ﬂ.~_._.lM,«-*M,.__,L-,.____M» ]
150 200 250 300 350 400 450 500

Freqiiéncia [Hz]

Figura 8.1- Sensibilidade da FRF com rela

¢a0 a espessura da camada restringente (tratamento
completo assimétrico)

As curvas acima indicam que o modo mais sensive] s variagSes da espessura da camada
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restringente é o terceiro, seguido pelos primeiro e segundo modos. Observe-se ainda uma boa

aproximagao entre os valores da sensibilidade obtidos pela técnica de diferencgas finitas e por

derivagéo.
As fungdes de resposta em freqliéncia H; ;, e as sensibilidades determinadas por (8.18)

e pelo método de diferengas finitas, com relagdo a variagbes na espessura da camada

viscoeldstica, sdo apresentadas na Figura 8.2.

0.02 1 T ™

0.01[ o |
TR o é)%‘%mcm"f“}f%m 1 T RO S gy, f | :
%{ / W e

B :
; d - diferencas finitas § ’

. wnr sensibiiidade
- FRF {fator de escala = 5e-3) A

1 3 ! ! -
250 300 350 400 450 500

/)
e

[~ diferen¢as finitas

0.02— ' "] wex sensibilidade : “‘“]
== FRF (fator de esoals = 5e-3) Y
0.01 % %\ .
g) 0 i‘ ‘;&} {.‘.‘h V&‘n
e ST scbuldas N0 oriiron? 7
E o '\Cv ST m‘&%' . 4
= K f 5"%;.%\ § _l
001} S
0 02[ e 1 L ] ! S
Y 200 250 300 35 400 450 500
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Figura 8.2- Sensibilidade da FRF com relagdo & espessura da camada viscaelastica
(tratamento completo assimetrico)

Observa-se novamente, que 0 modo mais sensivel as variagdes da espessura da camada

viscoeldstica é o terceiro, seguido pelo primeiro e depois 0 segundo.

8.5.2 Sensibilidade da FRF com Respeito & Temperatura

Nesta secdo, busca-se avaliar a técnica de analise de sensibilidade formulada na Segéo

8.3. Para avaliar o efeito da variagao de temperatura, utilizou-se o material |SD112® da 3M,

na faixa de temperatura [200° K — 360° K].
Drake e Soovere (1984), propdem a seguinte expressdo para o fator de deslocamento, o,
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para o material ISD112® da 3M, na faixa de temperatura [200° K — 360° K }:

1 2a T b a S
log(ar)=a (;l;— f) + 2,303 (T ——b) log (E) + (E—— TZ SA/) (r-1,) (8.29)

e, portanto:

o 10 () 2B t) £+ (-5 :30)

onde os valores das constantes sdo dados na Tabela 8.2:

Tabela 8.2- Constantes da expresséo do fator de deslocamento paa o material ISD112

T, = %0°K Ty, = 210°K Til = 360°K ]
Saz =0,05956° K | Su1, =0, I4T4A° KT | Sa = 0, 009725° /¢ -1 .
) 2
CA:(%;*TI‘;) B—(—‘“—) Co =841, — Say ]
2
« Dy = (le? - Dp = (1,, T) Do =5 -84z | D= DpCy~CpDa
r!‘::;b' 4 — 7j£?C£[;L¥EI)C' b= Ca ]jgv—l)gz)gr
@ ) Dy
3
&
;§ A expresséo para o modulo complexo do material viscoelastico é dada por:
3
oy .
E’ :z.y Glwy) = o' (wy) +1G" (wr) =B+ figgc B (8‘31)
e 1+ Bs (&) ()
4 3
'x‘fj N sendo os valores de B; (i = 1,...,6), fornecidos na Tabela 8.3:
& -
;& iy, Tabela 8.3- Constantes do médulo complexo para o material 1ISD112
0
8 B\ [MPd[ | By [MPa] [ B, [MPa] By [ Bi 1 Bs
3 0, 4307 1200 ] 0, 1543 107 | 0, 6847 [ 3,241 [0 18

Com o intuito de explicitar G’ & G em fungéo da freqiiéncia reduzida w,, escreve-se (8.31)
na seguinte forma:
By

G(wr) = B +
— o iBg e
Ut Ty BB B g

(8.32)

Derivando (8.30) comrespeitoa 7', e (8.32) com respeito a w,, obtém-se, respectivamente,

as expressoes:

dap 25 -0
- T b a
——— LU —2 —
5 = o1 |~ + 2,303 Tt == AZ) (8.33)
e
— . N 1
oa B (’Bswr Balh pBs~Yitiin _ B, L Bg,eﬁmﬂ)

Ow, (8. 34)

—Dy s~ riD, r , p

As expressdes (8.33) e (8.34), sdo necessé;’ias para o célculo da sen
de respasta em freqiiéncia, dada em (8.28).

sibilidade das fungbes

Aplicou-se o material viscoelastico, considerando um tramento assimétrico completo
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(configuragdo C), na placa com as propriedades e dimensdes utilizadas validagoes
experimentais do Capitulo 4, e as amplitudes das fungGes de resposta em freqiiéncia Iy g

sdo obtidas considerando-se o ponto | indicado na Figura 4.2.

Séo consideradas trés temperaturas, a saber, 298°K = 25°C, 303°K = 30°C e 308°K —

35°C.
A Figura 8.3 mostra as amplitudes das funcdes de resposta em freqiiéncia #; ;, para cada
uma dos trés valores de temperatura considerados, evidenciando a influéncia da variagéo da

temperatura no comportamento do sistema tratado com camada restrita passiva.

—-= 35C it
' Jung J “
= 25C N

<

]
w
e i

Amplitude [dB] ref.: 1e-8

'
iy
«Q

'
—a
(6]

P:)
(=)
i_.—r_b».__T\_A

!

1 1 ! |
300 350 400 450 500

1 L.
200 250
Fregiiéncia [Hz]

-
o
<

Figura 8.3- Influéncia da variagdo de temperatura nas amplitudes das FRF para as
temperaturas de 25°C, 30°C e 35°C (tratamento assimétrico)

As fungdes de resposta em freqliéncia [y ;, juntamente com a sensibilidade obtida por
meio de (8.18) e por diferencas finitas (calculadas considerando variages de 1% dos valores
normais da temperatura), em termos de suas partes real e imaginaria podem ser observadas

nas Figuras 8.4, 8.5 e 8.6, respectivamente, para as temperaturas 25°C, 30°C e 35°C.
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Figura 8.6- Sensibilidade da FRF em relagdo a variagao de temperatura para tratamento
assimétrico de (35°C)

Observa-se, a partir desta analise de sensibilidade que, seguindo a mesma tendéncia
apresentada na analise de sensibilidade de FRF em relacdo a espessura das camadas

restringente e viscoelastica, o terceiro modo é o mais sensivel, seguido pelo primeiro e terceiro

modos.
Notam-se ainda diferencas entre os valores das sensibilidades calculadas por diferencas

finitas e aquelas calculadas através da equagéo (8.28) sendo estas diferencas mais
significativas para os valores mais baixos de temperaturas. Observa-se, néo obstante, as

mesmas tendéncias de variagéo em ambas as curvas de sensibilidade.



Capitulo 9

Conclusodes e Propostas de Continuidade

Com a realizacdo do trabalho de pesquisa reportado neste Memorial buscou-se contribuir para
o avango do conhecimento acerca dos sistemas de amortecimento baseados em camada
restrita passiva, tendo sido enfatizados diferentes aspectos da modelagem e projeto 6timo

destes sistemas. No ambito dos estudos relacionados ao tema em questdo, pode-se destacar

as seguintes contribuigbes:
1%) Realizagdo de estudos tratando da analise quantitativa da influéncia de variagées

paramétricas sobre o desempenho de placas sujeitas a tratamentos por camadas restritas

passivas: assimétrico com trés camadas e simétrico com cinco camadas.
2%) Incorporagédo sistematica de modelos viscoelasticos modernos: GHM, ADF e das

Derivadas Fracionarias em modelos de elementos finitos de placas multi-camadas.

3¢) Proposicdo de uma metodologia de otimizagdo de posicionamento de tratamento

viscoelastico superficial baseado em Algoritmos Genéticos.
4%) Proposigdo de uma metodologia de andlise de sensibilidade paramétrica e em relagdo

a temperatura, de placas tratadas com camada restrita passiva.
Com base nos resultados obtidos, podem-se enunciar as seguintes conclusdes

especificas:

A) Os procedimentos de modelagem desenvolvidos mostraram  ser
eficientes na caracteriza¢@o do comportamento dindmico dos sistemas estruturais analisados,
especialmente na representagdo da dependéncia das caracteristicas dindmicas dos materiais
viscoelasticos em relagéo a freqiiéncia e & temperatura.

B) Os modelos viscoeldsticos estudados, GHM, ADF e das Derivadas Fracionarias,
mostraram-se eficientes para a caracterizagdo do comportamento dinamico, de materiais
viscoeldsticos incorporados em modelos de elementos finitos. A escolha dentre um ou outro
destes modelos para uma dada aplicagéo deve ser orientada pelas vantagens e inconvenientes
que cada um deles apresenta. Em relagdo ao nimero de pardmetros necessarios para ajuste .‘
da fungdo modulo, o modelo das Derivadas Fracionarias permitiu uma melhor qualidade de
ajuste com um numero relativamente pequeno de parametros, para os materiais estudados.
Entretanto, o sistema de equagdes do movimento obtido para alguns valores dos parametros
fracionarios apresentou ordem muito superior as dos sistemas de equagdes do movimento
dos dois outros modeios. Apesar da semelhanga entre os modelos GHM e ADF, devido a



SR ST OTIY RPN DTN e P IR darcri
(V2 SNy P Vo PRV R N S £ TR TR ¥ s S e S b s % ol

2R Sl g
FCTEL 4

i F

7

Sy,

=~

146

correspondéncia entre os significados das variaveis dissipativas destes. o utilizaggo do modelo
ADF leva a sistemas de equagbes de estado de ordem significativamente menor que os do

modelo GHM. Isto reflete principalmente sobre o esforco computacional necessario para as
analises numéricas realizadas a partir destas equagdes.

C) O uso de tratamentos por camada restrita passiva é uma estratégia eficiente para o

controle passivo de vibragGes, apesar do grau de eficiéncia depender de diversos fatores, tais

comao:

0 tipo de material viscoeldstico utilizado, com respeito a dependéncia de

suas propriedades
em relagdo a temperatura e a freqiéncia:

as dimensdes e a geometria de posicionamento dos tratamento

s por camada restrita
passiva utilizados;

a banda de freqiiéncia de interesse.

O conjunto de variaveis de projeto de um sistema de controle de vibragbes baseado no
uso de camada restrita passiva mostrou-se ter influéncia direta sobre o grau de amortecimento
a ser obtido, fato que foi evidenciado pelo estudg realizado acerca da influéncia de alguns

< , - istema de controle passivo. Tl
constatagao mofivou a proposicao de uma metodologia de ofimizag&o do posicionamento de
tratamento viscoelastico parcial empregando Algoritmos Genéticos

Foi desenvolvido o projeto 6timo referente ag Posicionamento do tratamento superficial,
levando-se em conta a banda frequencia de interesse objetivando uma maior eficiéncia do

projeto de tratamento por camada restrita passiva. Com réspeito aos resultados obtidos no

processo de otimizacao, destaca-se:

a eficiéncia do tratamento simétrico & Superior em rela

respeito aos niveis de amortecimento estrutural-

as configuragdes propostas aleatoriamente:

levando-se em c¢ :
m conta a menor Quantidade de Massa acrescentada & estrutura, ©
ntada & estrutura,
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amortecimento efetivo introduzido no sistema ¢ bastante significativo, quando comparado

ao tratamento completo;

A otimizagdo discreta ndo se apresenta como a solugdo definitiva para o problema de
aumento do desempenho do sistema. Porém, com respeito a introdugdo de amortecimento

na estrutura, os resultados apresentados usando a estratégia puramente discreta foram

considerados satisfatorios.
Dentre as varias técnicas de redugéo de modelos, foi utilizada a técnica de reducéo de

modelos baseada na decomposicédo espectral da matriz de estado, seguida da eliminagéo dos
modos que tém pouca contribuigdo a resposta dindmica da estrutura na banda frequencial
de interesse. Embora tenha se mostrado eficiente e de facil implementacao, para sistemas
fortemente amortecidos esta técnica pode apresentar dificuldade de escolha de quais modos
devem ser retidos e quais devem descartados, uma vez que podem existir modos elasticos

sobre-amortecidos ou fortemente acoplados com os correspondentes graus de liberdade

dissipativos adicionados.
A analise de sensibilidades desenvolvidas mostra-se como uma importante ferramenta de

analise e projeto de sistemas mecanicos, permitindo avaliar, de forma aproximada, a influéncia

de variagdes paramétricas e ambientais (temperatura) sobre as respostas mecanicas de tais

sistemas.
A realizagéo do trabalho de pesquisa aqui reportado permitiu identificar importantes topicos

a serem investigados:

extensdo dos procedimentos de modelagem a estruturas mais complexas, tais como

estruturas automotivas e aeroespaciais.

implementagdo de procedimentos numéricos mais eficientes, especialmente adaptados
para resolugdo das equagbes de movimento de sistemas com amortecimento

viscoelastico;

desenvolvimento de procedimentos de ajuste de modelos de elementos finitos a partir

de respostas experimentais, especialmente adaptadas a estruturas tratadas com camada
restrita passiva.

extensdo da metodologia de projeto 6timo, visando obter configuragbes otimizadas por
meio de otimizagdo completa discreto-continua, como objetivo de uma maxima atenuagéo

de vibragGes, avaliando simultaneamente o posicionamento e os parametros fisicos do

sistema;



PRSI AT TS m i NE 1T darrvia

LS LTI L T e A TE PGl TR AET o (LS ELAT
2 T EL

143

implementagéo de procedimentos de contrale hibrido passivo-ativo empregando camadas

restritas ativas, baseados nos modelos desenvolvidos.
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Funcgées de Interpolacao Para os Modelos de

3 e 5 Camadas

} Utilizadas nas equagdes (2.73) e (2.96):
! [Nul]z[Nll [0]1x8 Nig [Ohxs Ni3 [O]IXS Ny [0]1><8}

[ (Noi] =[0 Nax [0l Moz [Olixs Nes [Oixg Noa [0)7 ]
| [Nus) = [ [0];xs Na1 [Oliws Na2 [Olixs Nz [Os Nt [0])46 ]
( [Vos] = [ 01xs Nax [0)1 Nz 010 Nas Olys Naa (0] ]
| Vis] = [ Oia Mot [Olig Moz Ol Moo Dlis Mot [0 ]
[Nus] = [ Ohixs Nev [0]1xs Nex [Olixs Nos [Oixs Nea [0]1ys ]

|
| (No] = [Ohe Mo No, No, [Olig Now Mg, Nog,
[ Olies Now Moo, Nog, [Olis Niw Nig, Nig, |

; (Vo] = [Ohxe Mo Ni. NG, [Ohxs N5, N5, N3
/ Os N N, N5, Dlus Ni Np N, ]

{NO,,] = [[O}lx(i Nw Ng: Noyy [0]1><6 Ngw Néjo,; Néfoy

y y y y v y
0,06 N3 Ny, Ng()y Olixe Niw N, N«wy

onde:

—b)(z— a(b—u) _ xy _ yla—x)
N11 = u b()l(bJ o Nl? = Tab Nz = ab NM ab




#2509,y
S

L ed

TR 2 e
LFimvie,

i L
.
£ £ 4

~
27

S

Lrosoysa,
L v are

i~
4

<l

ER TR PINNS
=y

ZF

LI .

28575 1
R

156

TEaY 22 yab—gq )

b - Dp2p2 2,.0,.2 a 2 P ) Y p
Moy = Lolemae ~vaoa? N, x(yvb)(%gaz—e/a2b~3mzb‘+2x2b‘)
asy wH = \\?Tgﬁ*““"——”‘
~zyla?b?_n, g 2 s ;
Ny = Zzula® 3xa.62—3.2/a2b+21“’?)2+2y~aa) u(acaa)(h?bhmb’*"3?/a217+2?’1”2)

N, 1= ““*——s-«-“a' @) (by) = 23—y (x—a) 22y (z—a)?
0, Py Np,g = 2 Nysy=z ya(:rb o) Nyq = 2lz=e

= Yy=t)’(a-. . -
Nojy = Hrtea) Nop = 21l )2 Ny g = 2(y-5) Ny 4 = Yly=b)a=z)
¥

ah? pyas TR

x (b—y)((}x?bz-&mb?. 222, 2 ;
Noy = i RO ) NE, — (y-b)(sx%hGmbu‘g;ﬁatzﬂﬁb)
we ™ @b

z . ~ule’p?_g 23ya%b6a22, 0 0 , .
NU/3 - aSh 2% ) N<l4 ?f(f1262~Gxabz-Sg/ag&{«6&""1724-2!/2‘1“)_
w a8

z \-—,,‘_‘__& a)(b“'/)wa““_) Nz Eb-1)(30— 2a)

= . s~a)(30-0)
0,1 = azp 0,9 % N& ,Z/(J:Lan) NZ 1’—(‘—1‘—-—52[)/'/

0.3 = a<h 0.4~
Noy = ““wy(‘?f;b)z Nz Hy—b)? 2 2(b—1)
P ab: = & r oy y—b . “(0—y
v 6312 —.Tb"" N0y3 = \/7“2 j\]':l’4 = y—(g—gr-

ab a,

v (a~m)(23:262~—:):a62+8y2a2—6 2 d
Ny~ b vazh) Ng2 - w(6y2a'zN6ya2b_3mab3+2w2b’~’-}~t12b‘)
— K a'e3
v ﬂz(&y?az-—6;/(z2b~3ma62~1-2x2b2 2p2
]de - e +ap ) N"'I4 (lx.a)(Q;L (;2_3,(162-{—63/292._6]/(121))
- 3 wq = \\“—qu

NY —ﬂ:(:{:va)z " —a%(p N
0,1 @%b fV{) = 2-a) ¥ T2 (z—a)?
22T T Ny o = 2a-a) NY - E_(%,b_,._

03_.3 — fl"‘b o.v:4 —

y (Z'~a)(b~y)(33/¥b

Vo1 = o Moo = 2oy NI < ey v yle—a)@2
ab? 0,3 = \—a\b—?—\ jv(’ 4= ab®

uma das Camadas:

=ty (0] b,
ab N Ix7 —4 )/ 0
[/),‘,?] =1 0 o [O}Jw (ZJZ =z ([8}”7 i 0 [0, ot O [Ohxr
Toa oy 0 o ()(ib ix7 0 = [0} 0 [0}1 x7
ab ab [ }1 X7 27)- ¥ 0 e C:fb Ix7 Il{)
“ BTow o) xi gt [l

Oy e (b"UJ(~6r B 19090
D(l) B Hlxb u +12092 3o~ )(y— ) (3z—a)(y—b)
& - [OJIxG 1)“2?]@*-.6 2() \—“ﬁ{?};—‘””#
[0] “Q(fogf“wazbm\ 0

622
: 2(3z~a)(a—~z)
a<h
0
3(’**0)($~a) (3;/ B —u) [[((;}jlxﬁ (?f“b)(*ﬁab” +12xp2)
% MM o J\Jhb\w
Ixg =X b, 82%02) 4 2y —8) (dya—-a®D)




157

—y(—6ab>4-122b%) y(3x—2a)-+3xy 0
as g N a“b 0 ix6
—2{12ya® ~6a2b) 0 x(3y~2b)--3zy
; i alh? ab? 0 1x6
—2(a?b? —6zab® - 3ya’b+622b2+2y%a?) —2y( —3a?b+4ya?) 2x(3x—2a) dy(y—0)-+2y°
a<d ab? [0] 1x6

b

y(— bab +12$b )
(z— a)(l.lua —6a2b)

2(a*b%—brab? ~‘37/(1“b-l»6.r}b'9}—2fa*) -+ 2y(—3a’b+4ya?)

3y(z—a)+y(3z—a)
=) tyBn-a) 0

“ (2b-3y)(z~a)—3y(r—a)

0 T
23z—a)(x—a) dy(b—y)—-2y*
@b ab?

ash3

(b=1)(—Bab>+122b)(hy~h3)

(y—b) (y—b
éczb 0 %ab) 0 00
0 (z—a) 0 (z—a) 0 0 (hy —hs)(a~ .E)Zl?ya2~6a?b)
[ DS,ZL)J | e &%) w69 00 (i —ha) (= (247 a® —yab— 6+ 6076%)-+ (b—1) (ya®—a?b)
2ab 2ab 2ab 2ab 2a3b%
] 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
(h1—23)(3(a—2)(y—~b)— (3x—a)(y—b)) 0 (b-y) 0 (b—y) 0
4a?b ; 2ab 2ab
0 (fh~’Ls)(3(b*3/)(;-{?):(&/-17)(93-0)) 0 _ﬁ_ 0 —5
(hy —h3) (3x—a)(a~2) (hy ) (= (4 25)2 =2y (y—b)) TR 27 R T 5',’)’
2a2d ab? 2ab 2ab 9ab T 7
0 0 0 ¢ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 (hy—hs)y— b)( 6ab®-+122:b%) (h1—hss)(—(y«b)(%w~2a)~3x(y~b))
0 0 (}L1~’L;)l(1211(l“—()a °b) 4(611
0 0 Guzha)(@ye®-yas— 6ot F62202)-+ (y—b)(4ya® —a®b)) _ (hy~h3)z(3z~2q)
PR 2a2b
0 0 0 0
0 0 0 0
0 2 0 £ 0 00
(=) Gin(y~0) (3y-) PP
(m—rm«u Veropty-ty o L. 29 0 0
2ab? %ab  Zab  Jab Zab
0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 00
_(w ~h3)J( Bal?+12zb%) (hy —hs)(y(35—90)+3xy)
P
(hl—/u 1((121/(1 —Ba’b) 4(66 (h1 —ha) (=(3y—20)+3zy)

Aab®
(hy—hy)z(3z—~2a) (hi—ha )2y (y—b)+y?)

adb3
(hq—h3)(—(a2b?—bzab® —3ya®b- 1—63: b2-+2y%a?) ~y(—3a”b-+4ya®))
Za(‘J‘bJ 2a2b 2ab?
0 0
y 0 Y 0 00 (hy —ha)y(—Bab® +122b%)
(2)‘” (a—2) 6""’ (a=2) o @ (hy ~hs)(z— a)/’uua 2_6a2b)
(a—3) 2“5 (a—x) zal]) 0 0 (hy —ha ) ((a®b°—Bzab® — Bya b {-()J,"b“ +2y%a?)+y(—3a2b-+4ya?))
2ab " %ab 2ab Dab 2a3b3
0 0 0 0 00
00 0

0 0 0 0



ol g P Y

P sl o R Yol ]
L AP okl £

L 2B I 4

LT VL e gy

o~

SYAEL

Pt AP . ]

<

W

158
(hl~}L3)(3y(i13-—(l)~1—31(13:1:—(1))
Aa2h 0
0 (h1—ha)((20-3y (z-a)~3y(z—a))
hy —h: ~a){z—aq s
{h Ls)(j;bt )(”"_‘2 (hy~ha (‘2?,(5-,_3/)_3/2)
0 0
y—b y—b
abhy T adbh, 0 0 0 (}Lz+h3)(b—g/)(—6(¢b2-f—12:cb2)
z—a _ 2a557T
[D('z)} = JO s —ams 00 (haths) (a—2)(13ya? - 6a7b)
- Yo i — /] ) 20303 o
b bO ol ‘ZLTQ ilel 0 0 (hyHL:;)(—(2z~b2_mab‘~’+éflll'z£2’_L‘Gya'zb),;_(a i)(ﬂ_bj;gﬁ)l
0 8 X 0 00 BXE
0 0 00
0
(1 +-03)(8(a—2) (y—b)— (30:—q Yu—b))
2a%bhy - b—y
0 Lo 0 -~
) 1 0
(ha-+ho)(— (Z%(}LL):—ZI(I a)) (}L1+h3)(dy} b)(b—y) 0 I:)mbhz ]
ab2f, - hq:lcab Zﬁ’% m
0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 00 (hytha) (- A6 10t (hy-tho)(— (y=b)(3z=20) =% ot
13 AT T
.znlfl)hg 00 ( (ha 1y J‘(lll?’}la ~Ba?p) 2a”bhs
b=y 0 0 hi+-hs)((a202 - ~3rab?— gy 2] 192 b2 0 2
‘E‘)bh’g 0 0 Y 5()33}1:) +6y%a?). tz(—3ab? +4zb?)) (hrHLa)(—-‘?I(-T”a)’I )
0 a~’bh2
0 00 0
0
0 1
(hy HL;)(sl(y b) +a(3y b)) ’Ja(f;h-z ? —m 0 0 0
%ﬁ)m) e R
0 ma(l;hz m _—Tabhe —1/aéh2 00
0 0 0 0 00
0 0 0 00

(hl+h3)7/( Gub +1222) )
123 )(y(3z—2a) + 3xy)

_(th
- 3)x(12ya ~6a?b) 202bh,

(hy+h)(—(a2b2 — 3rab“-()ya2b {-Slzb“

+H8y2a2y e 0
)—z( 3@62—1~43;b2)) (h, o) (2(—a) 1)

asiin,
0 asbh,
0 0
0
1
——L_ 1
yabliy b 0
0 T "0 e a—g - (’“”“W Gal” 12287)
% ﬁu JI'12 g ‘llbh2 0 0 (fy {“h:‘s)(l—(l)(l?ya'——ﬁa 2h)
ablig
()Lu y((;bhz - abhy yabliy 0 0 Qutha)((az2 —xab? +(n/ a? -}6: a2b) +(z—a) (42t
’ 0" 0" g g e

0

,(diz))

13

0 13
(hy +h3)(£(31//2b)
2ab° e _ah)
(hy- F/L3)1/(3'/ s
ab2ha
0

(ha+13) Bu(z—a)+u(3z—a)) 0
2a=bhy
0 (ha-+ha) (26— 31/)(1 a)—3y(x—a))
2ab%hs
(hi-ths)((z—a)?/a?[b+2z(z—a)) (hq }h;;)z/(lb 3y)
wZbhs ab>ho
0 0
0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
[ D('Z)J _ 0 0 0 0 00
P (y-b)(z—a) _u=Y)e—a)
0 s L2 0 0 0
My b(e—a) e (y-b)(z—a)
y—b)(z— LAy -~
0 . 0 T abhe 00
0 0 0
0 0 0
0 0 0 ...
_ (Ra2he +ha ) (y—b)(2y%a% ~ya?b—bxab® 4 62%b%)  _ (h1+2hotha)(3x—a)(z—a)(y—b)
2houb’ 2hgatb
_ (m+2hotha)(z~ a)(?x 252 _zab® 6y’ ~6ya’h) _(nt2hot }“)9‘(1 @)’
TSt 2h2ab
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 .
(haF2ha 1) y(y—b)°? y=b y=b
- LQh-'.z:zjb'-'y . —/Lv-:arab 0 haxab 0 00
_ (hi42ha-+ha )3y —b)(y—b)(x—a) b 0 A=b 0
Thaab? haxab hazab
0 0
0 0
0 0

(hy-+2ho+ha)(y— b)(?r/ a? —ya®b—Bxab? 4+622b2)

__(ha-F2ho-tha)z(y—b)(3z—2a)

2haa’p® 2haa2b
(1 +2ha+ha)x(al? —3zab®—6ya?b-- 22202 +6y2a?) _(hﬂ—?hg»fjm):vz(m—(z)
2hoa3b3 2hsa?b
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0O 00
ho4-hs Y y(y—0)" 1 1
(y Hh ” )) L ) hazyad - haaxyab 0 00
+2ho 3y—b b 1 1
(Pt 2he F;Llsuﬁru e B 0 hozyab 0 hazyab 0
0 0
0 0
0 0

_( +2ha+ha )y(a®h? ~—6T(Lb2 31/«21) FBx2b?+-2%a?)

(hy1+2ha-tha)xy(3z—2a)

Zho 2
_ (b A2kt ha)z(a2bi—3cab® —bu(lol’ +2220%-+6y°a?)

2hoa®h
(hi+2ha+hs)z*(z~a)
2h2a?b

Thaadh?



IITIYr A arrteR
PP Fo e g

prraee
£

2=

7 it IO IY € TVET Palealwod T RG34
R TR T I Ll T i SAR e LT
SiELIOTE

{[)5,3)] =

m

[D 1)

160
2a7t —(ha—h) (=) (By—20)
0 0 0 0 0 —(ILr;——hn)(&x-a)(x—a) ——(’h_hsfﬂl”b)(&l b)
g Q0 0 0 0 2(6 )
0 0
(hy+2he -+ha )1/2(1/.»[) _ 0 0 0 0
2hsa -t - }z & 0 L ]
wyab N
(Jus- *?hz;’hs);y(du —9b) 6 s }L-E./]ab o | o 0 y—b 0 3(}L3-}L5)(1/~b)(~a»§ 2x)
L2l hayab hzyab 0 0 ‘(z)ab . _?F y (ha——hs)x(Ql/ b)
0 0 0 00 — —‘Z,(,Z‘Eb —x 21‘}?4) (ha—hs)(By’a’ ~611a%l.)l Grab? 63262 +ab7)
00 00 m Sab Fab Tab Jos b’
0 o0 0 0 0 0 0
00 ‘
‘ , , 0 oo o o 0o 0 0
00 (hy+2he-+hy)y(a®B? —bzab b‘d‘/(lzb{—bL b2 +232a?)
0 0 (hy+2ho-t+hs)(z— a)(? b2-g,ab2+61,2 —6Bya’b) ‘ MMM
2haa’b® \ 2({)}) (}U,}LG)J(&, o)
0 ‘ L —(—he)e(Be=20) Qg_—_",b)_(}i:ﬂ@l’:—bl
0 0 | —%b 2ab”
0 [ 0
(hy 42 \ 0 | 0 0
11 A 2ha R Yy (B~ —
1(} ” 23”;;2!) a)(z—a) _(y I»th Hm)J {y—b) a2
L 5 2 —3{ha—h
! LJ »33:(& —a)® _ (h2he Hn)z,(&, 20)(—a) 00 5% O /A B
r Tl 0 0 28’) N 28’) e {2y b)
Zab 2“" »\z( 21 Gl bbab?
y-b b— ., . » —(ha—hs )(6!,2a~——bya"_bl—():m,l> 462202 -a”l )
Ohe S 0 Ol 0 B, & 0 [0 u g [Ohxs 00 & o 5 B e
0 0 z—a X7 ab [ ]1><7 b U
(0]12 =4 0, 0 —= [0, 0 & [0 N \ 00 0 0 0 0
O, = 5 Oy -3 v ol w Oer ab | 00 0 0 0 0 0
. ab ab Ix7 ab  ab [U] 17 (T——b Z':_ [O] 17 g_(;;i)__ - [0] 1%9 1
6ty (ha=tply(35=0) 0
0] x6 T)i’_ﬁ —3(y—b)(3z—2a) 0 b R
ol ¢ ~S(z—a)2y-b) ey , (s =)oty 0]
[ ]lxb —6y2a® —Byatb< f) b2 ; P 0 :Z(j:izgﬁ’:—g—bl {(ha—hs ZI(3$—2(I) (h«,~h;,)u(31/ﬂ2b)
[0]1x6 aj;)v;u 6220 L a2bE ) -2(3z—a)(z—a) _,‘2(3,_“1;)(3}/—?1) ; 2‘6() 2‘61)“
w?b ab?
‘ 0 0
0], 46 Sly—W(-ai2s) —2(3z~a)y—b
[()]lxb w S 0 1 3(ha—hs)y(—0+22)
s 3 2z 51, 9b) —u 0 i 2 0 T
[0y, OLetstue L—Goal? + 62202 a212) —QT("? : | 00 3 va z—a ﬂlﬂﬂ%ﬂ@*ﬂ
‘ & (90 2= ‘ o0 0 % 0 T TR
a®b ab? ot «-r(/“ et Jity (ha—ho)(By*a® ~Bya"b— Grab?-+ 62207 +a??)
| - _x-a i 7 5T, — N TS —
By ~a--S i 00 G Tab Dab 2ab
IRt "-Z(—;ZJB—@ 2y(32—a) 0 \ 00 O o0 0
0 :ﬂ/_ﬂ a%b , 0 0
%()]]1)(6 -—-2(6}/ u _'()l/tllb bL(lbz {—61?(/’ 212 0 2‘%& 0 0 0 0
1%6 T +ab?) 2:1:(33:‘;2(1,) 23/(33{)«2!;) l (h3~hr,)1/(335'-2a)
a*® ab* LSS
2a2b
}L;fh,g)(iv —b)(z—a)
0]1c bul-at2z)
) = 21 (322
{0]1 5 6(:7:»»12)()L(‘21/~b) —L—(L%Fi) 0 w:—ﬁ)—(ul ——J(h'r-‘zfifb)‘ll(tl —2b)
x 2((;],2'l2_6"9‘b‘3}>3‘“—j 0 ~9(3y-b)(z—a) TaZb B
[U]IXG E yalb—trab® 4 62207 -La2h?) 93y —_— ;
WShT : -—L‘L)l(a:-a) —2;/(‘35/—%) | 0 0
ab ub® i
i ;
00 %sz 0 %[:g 0 —3(ha—hs)(y—b){ +2) i ; y=b 0 MMI‘)
L - Yy —a-t ! —0 e
00 0 Z—a 0 T—q . 2ba’ | 0 0 (lz,b}u 0 abhs ~3(hs le,)(ll ) (2y—b)
} 0 0 2=t j(_l% 7 2ab ~2lhs - ’LFZ)(‘L @)(2y=b) | 0 0 0 L 0 ‘xljle -M’_— 2 252
2 T _ _ abha Ly oy 212
o0 T %Tbg (s~ hs) (610 “ﬁua b Grab? 4 622b3-4aD) ) (1) - ‘:bfg e y=b (s +hs) (B0 —6'#‘ l: f’f ab?+62°b% +a?l7)
0 0 0 0 v D — z-a Y _r—a - Tl
00 0 0t 2o | b 0 0 dm, Tathe QM
0 0 0 | oo 0o 0 0
0
0 | oo 0o o 0o 0

161



£91

520G

Ly B~ 0 000 (T e e )
’ z AT o bl 16 -
0o 5F o 5F- 00 gademewrn
0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 00 0
. (3e7%HG - -
it 10 e —— (S vty -
{(v—x) T(5y+ g try) Andnau,ﬁ_‘ucmﬁm.~.en§awtm@ﬂ&n“m\\w )T e
© 9,057, _ im R e e -
(vg—ag )Aw(Sy+ryg4-vy) (0 0+ 400 H plig— DTG — QB0 <.
0 0
0 0
0zt izt Pty -
%h y 0 { 0 00 =g \.:..Wsmzw T
Axs DAL A K 10
0 T o9 X g9 AT
T 0 0 0 00 Y
0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 00 0
3077, ) memﬁuﬁm TS TS
(=) (5 Y-y gt~ (095 uamLT?a.é@wﬁmmw V) F(S TG )
2 DY 7 - 3 ] - - -
c&%mx?mimﬂ.f R O I e L O G R AT A
0 0
0 0
0 0
QULEY Tty 0 0 - I nl,ﬁ:.ﬁmg g Aeiy)—
o 0 = ( (=)~ M) T
& DI & £
0 m%% 0 mmumﬁ 00 By g ey —
0
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 00 U
z ALURYT,
VYT . - s T Sy r -Gy ) —
O e R TRy s%ss%%Eaﬁ.ﬂ%ﬁ@? Sz
© 901G R Y P LY MR
(@—7)(o—z)(o~g)(+ryg oy~ E%ﬁ%a@zane:l%m@xe D)=
0
0 0
0 0
2Yqn o O O O Q
?“(H;S\ : - QD
S1yqu
0 v-z(q Ay 0 @ 00 _ &Q
- 0 0 0 0 00 )
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00

91

0
0
9 Diy
Ry S
0
O QJ‘CE\
dmi&ﬁ\mﬂm: g

0 o 0 0
R O e T ey - acwﬁ.c Eo 0 0
gl gty c_mwd olnan _@me,ﬂt T w%% E g.ﬂ
Nvﬂdlﬂu T - de\@ v -
e:wm e DT 0 mﬁl 0
(zg+v = M9y Cyje 0 E 0 qiivy
1=
0
0 0
A/:R.F q m:
A TS Yty etz %
MN &Af %) ?NJSQQA&I‘ ty) ..
@=Tie)aemg 0
0 Q9z0vy
?la.@a_ SR
0
0 0 0 0 0
A 2goVy 0 0 0 0
< (98P 5909 90T —q pRe T T Qlivy vty fiv -
z 4 g _ a%mh‘é msma.@X:I,SC} odﬂeﬂ { @ cdw:\
-y (T ey ] Ty
A.N.m,_rdliﬁmc,fwsm} 0 mﬁ 0 Quiivy
T
0 0
9 0
= Y.qp 9oy
B (S TPy oy oo L
Xo»am.mw« “4-gy) ACNIHMV&.AmQATSCf -
T e ———
(g ac,nﬁf\tgt 0
@J:TuﬂnﬁXSl,mSl
0
0 0 0 0
0 0
edePby Tyan 0 0 0
s Amo%ldomﬁm._.mec&mw«wwwawlmdma@xmgi‘ft % ﬁ Mdgw.l e
T et o qoery o o
el Ty 0 B
LRI Pa sy rm Zuqn hcl )
Ha—7)( Yty 0 q—Af 0 QNQNI,
0 0
0
Y-qv q mﬁﬁ
W heyET 2
(4-)(q Jmmwm\fi ®y)— A@\HmXe\med+n51 c..
Sm!:mﬁ@!.ﬁ Am.x?rftl ]

0 2z0vy
l!.l!!,l/
A@mlaﬁs O ICTER=y -

A e
- e e T T e

S o oo

o oo

S oo S o o oa

oo oo

s i,

I e ey
ot B RTE T 250

o=
&
i

£ =P,

TEF
- .

& s
—

£
Rkt i
FEI A

e led
AT e

TEEL Gy
F

e
HrpeE




e

- i\::f?_ﬁf_:':?—“/._wu -

R e

.

e AR
. T T

e

164
0 0 0
v 0 0
0 0 o 2(y—b)
(R +2h-Hhus Yy 2B bmal® —3yat b6t 107 0®)  (ha F2haths)y(Bz—a)(s—a) (ks +‘),h4+ﬁ?} Yy
“2hae®% IS : ) 2heab® L a)
(h;;-P).}L.r\»}).g)(l‘~ﬂ)<2'-fi"b“ —wab® +6y7a® —Gya’b) (11.37}—?.}1.44—“h;—,)3;(3:;u,)“z — ’L':,‘*'Qhrr.u’«fr)y(‘}yllb (2
Thatsbs Thaelh Thaat’

1 ' 0
Mlﬂ “T:T) 0 Hlx-"i

y—b b1,
_ 101 x4 5 lr(}u Or 0/ Ol £ O A
[Dg‘ﬁ)k =| Wa O 1 ',Jfb’ Oy O T;ﬁ; Bl 0 & Ok ";r‘bu O]lxg
oo Y2 z b= o . W ‘
[Ollwl ab ab OhXT "&b TLFJ {Ohx'( 55 21!5 [O]IX’Y lal;L “ub [ 1x3
0lixs Sy t)Catls) -2y~ )(3x - 2a) 0
o iy A
{Dgt’))l — {Ohy(‘ -6(3:—1;)(‘Zy~b) (1.02; (a) 3y~—‘2f):
' byt —Byatbtrabt L6 M) — 2 (Br—a)(w ) R (3y-b
Olyy6 Y veh_Ceo B2 4 a2h%) 2(.33.;?3@ —a) i):(;’—gb)»fii"l

0}16 Sy-Hatle) _2(_3%1%)_(3_@_)_ o

b

ol 22(3y—2b)
1%6 2 ubs 0 e
U 6y2a® - yab—brab? 62 b3 4 a2 b2 Byt : e
[Ohxﬁ (6y Ty a;.b«ib 62”b? +a”b?) -‘._’.’.1:(‘3").1:—2!“1) 2y—b){3y—b
ah ab?
~B1( »a‘ 2z y
[0} 126 T ‘b‘)‘)‘ el 0
i —6(2y - 22{3y -
0146 (B~ Byah abE? iy 0 25(23/- 2]
~9 a” ~Gya”b—6Grab® - 622 b2 Lo 23—~ 2y {3y~
[0]1x5 b 3272+ ab?) H.L(iiggza) Ay(i.lé;w)

[0} %6 | %;b:;@ M 0
oy — 1"‘ Vyb
R Se-a)(2y-b) “ 93y b)z—a)

. . ab
2 by2a® Byt b—Gralb® 462202 L a2y 9 o
b6 T et J(JJ:A:‘J)(EB:_“) ~‘2y<35;——12b
: 7




