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RESUMO

GENARO, G., “Identificag&o de Forcas Excitadoras A Partir Das

Respostas Dindmicas no Dominio do Tempo”, Dissertagdo de

Mestrado, UFU, Uberlandia-MG, 1997.

O objeto deste trabalho é identificagdo indireta de
forcas utilizando-se métodos operando no dominio do tempo.
Dentro deste contexto, sdo examinados dois métodos distintos de
identificacdo: o primeiro método proposto, denominado "“Método
das Coordenadas Modais”, baseia-se na utilizacdo das equagdes
do movimento em coordenadas modais, empregando as aceleragdes
amostradas no tempo, bem como um conjunto de auto-solugbes da
estrutura: freqiiéncias naturais, fatores de amortecimento
modails, massas generalizadas e componentes dos autovetores. O
segqundo método, denominado “Método da Deconvolugdo”, baseia-se
na deconvolucéao das respostas temporais em aceleracgdo
empregando um conjunto de funcdes de resposta ao impulso da
estrutura.

Apds a apresentacdo de suas formulagdes, os métodos séao

avaliados mediante diversas aplicagdes efetuadas em uma

estrutura simulada numericamente. Com base nos resultados pdde-

se avaliar os desempenhos e as caracteristicas operacionails dos

métodos estudados. Em particular, foram estudadas as
influéncias, sobre os desempenhos dos métodos, do uso de dados

experimentais incompletos e dos ruidos experimentais.

Palavras—-chave:

Identificagdo de forcas, medicdo de forgas, problemas inversos,

vibracdes, analise modal.
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ABSTRACT

GENARO, G., “Force Identification from the Dynamic Responses in

the Time Domain”, UFU, Uberlandia-MG, 1997.

This work addresses the problem of indirect force
reconstruction employing time-domain-based techniques. In this
context, two methods are examined. The first method proposed,
named “Modal Coordinate Technique”, explores the modal
equilibrium equations and utilizes the acceleration time
histories as well as a set of eigensolutions of the structure

(natural frequencies, modal damping factors, generalized masses

and eilgenvector components). The second method, named

“Deconvolution Technique” 1is pased on the deconvolution of the

acceleration time histories, requiring a set of impulse

response functions of the structure.
After the formulation of both methods are presented they

are evaluated through several applications performed on a

numerically simulated test-structure. Based on the obtained

results, it is possible to evaluate the performance and major
In particular, attention is

of the data and

characteristics of both methods.
paid to the effects of the incompleteness

experimental noise upon the performance of the methods.

KEYWORDS:
Force identification, force measurement, inverse problems,

vibration, modal analysis.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

A  determinacdo das forgas excitadoras atuantes em
estruturas em regime vibratdério & uma etapa essencial no estudo

de varios problemas da dindmica. Em particular, tais forcas

devem ser conhecidas com boa precisdac para Jque possam ser

feitas simulacdes confiédveis do comportamento dindmico a partir

de modelos analiticos ou ainda gquando se procede ao

dimensionamento de pecas e componentes sujeitos a esforcos

dinamicos. Entretanto, varias situagdes praticas existem em que
a medicdo direta de forgas excitadoras, mediante o emprego de

transdutores de forca (células de carga), revela-se inviavel ou

mesmo impossivel. Tal & o caso,
sdo distribuidas em diversas localizagdes espaciais ou ainda

por exemplo, quando as forcgas

quando elas incidem em locails inacessiveis a instrumentacdo. Em

tais casos, técnicas de identificagéo indireta de forcgas (IIF)

a partir das respostas dinémicas da estrutura - as quais podem

ser facilmente obtidas experimentalmente -~ apresentam-se como

alternativas interessantes. Neste contexto, o problema de

identificacado indireta de forgas, que se insere na classe dos

problemas inversos, tem merecido consideradvel interesse de

numerosos pesquisadores nos ultimos anos. Diversas aplicacdes

sdo descritas na literatura, tratando da identificacdo de

forcas de diversas naturezas, tanto deterministicas quanto
aleatérias. Podem ser citados,

tratando da identificagédo de forgas de
forcas aerodinémicas [Ellis, 19737,

a titulo de exemplo, o0s estudos
impacto em projéteis
[Bateman et al., 19911,
forcas devidas ao desbalanceamento e forgas transmitidas por
[Pilkey & Kalinowski, 1972], forgas de impacto

[Ghoneim et al., 1984], entre outros.

abalos sismicos

em cascos de navios
A IIF ndao é um conceito novo. Na verdade, ela & a base
de vérios transdutores de  forga comumente empregados.

Considere, por exemplo, O sistema simples mostrado na Figura




1.1, em gque medigbes de deformacdo sobre umz viga engastada-
livre s&o utilizadas para se determinar o peso de um objeto
suspenso em sua extremidade livre. A forgca aplicada sobre a
viga é determinada de forma indireta, a partir da deformacado

que ela provoca na viga. Se o sistema for composto de apenas

uma entrada e uma saida, como neste exemplo, © mesmo pode ser

calibrado experimentalmente, aplicando-se pesos conhecidos,

adequando-se a escala para se determinar a relacdo entre a

entrada e a saida. Nas situagdes mais simples esta relacdo pode

também ser calculada analiticamente.

Extensémetro elétrico de
resisténcia

Figura 1.1 - Esquema de um sistema simples de identificacao
indireta de forgas com uma entrada (forca) e uma saida

(deformacao) .

De modo geral, as técnicas de IIF constituem uma

inversdo do problema direto, que consiste em calcular a

resposta (saida)
e a fungdo de transferéncia (modelo) que relaciona a

(Figura 1.2). Na IIF, as forcas sao

do sistema conhecendo-se a forca excitadora

(entrada)
excitacdo e a resposta
estimadas a partir da resposta do sistema e de sua funcédo de

transferéncia, tratando-se portanto de um problema inverso.

I (entrada) O(saida)
H (modelo) —

v

Figura 1.2 - Representagdo esquematica entrada-modelo-saida.




Foram desenvolvidas recentemente técnicas avancgadas que
possibilitam a identificacdo de forgas em situagdes muito mais

complexas, envolvendo miltiplas entradas e multiplas saidas

Carregamentos dinamicos discretos tém sido identificados com
sucesso em um grande numero de aplicagdes, e carregamentos
continuamente distribuidos tém sido objeto de recentes estudos

[Stevens, 1987]. FEntretanto, conforme reportam varios autores

[Starkey, 1989]), a dificuldade maior na resolugdo do problema

de identificacdao de forcas e,
& o mau condicionamento numérico do sistema

de modo geral, na resolucdo de

problemas inversos,
de equagdes de estimacdo. O mau condicionamento numérico faz

com que as forgas estimadas sejam altamente sensiveis a ruidos

de origem experimental e a erros de truncamento durante os

cadlculos. O problema de mau condicionamento é usualmente

minimizado pelo empredo de técnicas especiais de regularizacéo

numérica [Fasana & Piombo, 1996].

0s métodos de
o dos métodos operando no dominio da fregqgiiéncia

IIF sao usualmente separados em dois

grandes grupos:
e o dos métodos baseados no dominio do tempo. A grande maioria
dos estudos encontrados na literatura é dedicada aos métodos do
primeiro grupo, a0 passo que oOs métodos do segundo grupo tem
merecido menor atengao.

Os estudos mostram gque as duas classes de métodos

apresentam suas vantagens e 1nconvenientes e a escolha do

método mais adequado dever ser feita caso a caso, levando-se

em conta o tipo de dados experimentais disponiveis.

0Os métodos
jeto do estudo reportado neste memorial. No

de IIF operando no dominio do tempo

constituem o 0D

contexto da clastodinadmica linear, sdo investigados dois

métodos de IIF:
gque sao obtidas mediante a representag¢do das respostas

espaco modal, e o método fundamentado na

um método baseado no emprego de coordenadas

modais,

temporais InO

deconvolucdo das respostas temporais a partir das fungbes de

resposta ao impulso.
Este memorial é organizado em sels capitulos, além deste

primeiro capitulo introdutoério.




No Capitulo II & feita uma sintese dos principais

métodos de IIF encontrados na literatura.
Nos Capitulos III e IV sao apresentadas as formulacgdes e
discutidas as caracteristicas dos métodos de IIF baseados nas

coordenadas modais e na deconvolucdo das respostas temporais,

respectivamente.
s3o apresentados, nos Capitulos V e VI, diversos testes

numéricos realizados para a avaliagdo dos dois métodos

estudados, sendo também discutidos os resultados obtidos.

Finalmente,
a a continuidade dos estudos sobre as técnicas de

o Capitulo VII traz as conclusdes gerais e

sugestdes par

ITF.




CAPITULO II

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Sao apresentadas neste Capitulo, as formulacdes
pertinentes a alguns dos principais métodos de IIF documentados
na literatura. S&o também discutidas as principais

caracteristicas e aspectos operacionais destes métodos.

2.1 - METODOS BASEADOS NAS FUNCOES DE RESPOSTA EM FREQUENCIA

As equacgbes de movimento para um sistema vibratoério
linear podem ser expressas, no dominio da fregiiéncia, pela

equacgao:
()}, =[H0)]_ {Fl)}, (2.1)

onde {Xﬁ@}e{F@ﬂ}designam, respectivamente, as transformadas de
Fourier (espectros) dos vetores de respostas (deslocamentos,
velocidades ou aceleragdes) e de excitacdo. A matriz [H()], que
relaciona excitagdo e resposta é a chamada matriz de
transferéncia, ou matriz de fun¢des de respostas em freqiiéncia
(FRFs). Esta matriz depende exclusivamente das caracteristicas

dinamicas do sistema. No caso dos problemas mais simples, ela

pode ser «calculada analiticamente. Para ©problemas mais
complexos, pode ser determinada por métodos numéricos
aproximados, como O método dos elementos finitos. Ela pode

também ser determinada experimentalmente através de ensaios
dindmicos.

Uma vez conhecidos [H@ﬁ]e {XQM}, 0 espectro do vetor de
forcas excitadoras {F@ﬁ} podera ser calculado resolvendo-se o

sistema (2.1) para cada valor da freqiiéncia o:

T ST T s



{Fo)} =[H(0)]" {x(0)} (2.2)

onde hﬁmﬂ+designa a pseudo-inversa da matriz de FRFs.
Pode-se ainda conhecer as forcas identificadas no

dominio do tempo, computando-se a transformada inversa de

Fourier de {F«un.

Embora simples na sua esséncia, os métodos de IIF
baseados na inversido da matriz de FRFs comportam, via de regra,
dificuldades quando de sua implementacdo préatica. Por exemplo,
para todo e qualquer valor da freqiiéncia, ®, a resposta sera
freqgiiéncias

Tal fato se

influenciada por uns poucos modos  cujas
caracteristicas situam-se préximas daquele valor.

verifica principalmente nas ressonancias ou nas regides

préximas a elas. Neste caso, hﬂwﬂ serd posto-deficiente e, em
conseqtiéncia, mal-condicionada. Este fato faz com que a solugdo
do problema, dada por (2.2), seja muito sensivel aos ruildos que
contaminam, inevitavelmente, as grandezas medidas
experimentalmente. Esta sensibilidade pode ser suficientemente
alta para inutilizar completamente oS resultados da
identificagdo [Starkey & Merril, 1989].

Conforme afirma [Alisson, 1979], os problemas diretos,

casos em que sido conhecidos [H@ﬁ] e @dm)}, e deseja-se conhecer

{X@M}/ sdo processos “bem comportados” , semelhantes aos

processos de integragdo, enquanto os problemas inversos, em que
se conhece {X(0)}] e [H()] e deseja-se conhecer {Mo)}, sao

processos “mal comportados”, semelhantes a diferenciacdo, na

medida em que pequenas perturbacdes nos dados podem provocar
grandes varia¢bes na solugéo.

Uma vez gue o0s problemas inversos tendem a ser mal-
condicionados, deve-se dar uma maior atencdo aos efeitos dos
erros no processo de identificac&o. Além dos erros provenientes
dos algoritmos computacionais utilizados, existem duas fontes

principais de erro: os ruldos experimentais, que contaminam a




medicdo das respostas do sistema {X&M}, e 0s erros de

modelagem.

Os erros de modelagem surgem, por exemplo, gquando os
elementos de hﬂmﬂ sdo calculados por expansdes modais. Por
limitacbdes de ordem pratica, estas expansbdes sdo feitas com
nlimeros relativamente pegquenos de modos. Neste caso, o
truncamento das expansdes provocam o0s erros de modelagem.

Fabunmi [Fabunmi, 1986], estudou detalhadamente o efeito
do grau de participacdo dos varios modos nos problemas de
identificacdo de forca. Seus resultados mostram que, dentro de
uma certa faixa de freqgiiéncia, ha um limite para o numero de
forgas que podem ser identificadas com precisdo, e que este
numero esta relacionado com o numero de modos que contribuem
efetivamente na resposta. Em particular, este autor concluiu
que nas regides prodximas as ressonédncias, onde a resposta do
modo ressonante domina todos os outros, ndo mais que uma forcga

de excitacd@o pode ser identificada com preciséo.

Diversos procedimentos tém sido empregados para a

resolucdo do sistema de equacdes (2.1) com o objetivo de se

minimizar oS efeitos do mau-condicionamento da matriz

pﬂm”,entre 05 quais podem ser citados:

e Aproximag¢do diagonal [Desanghere, 1985]

Uma solug&o muito simples pode ser usada quando a matriz
de FRFs for quadrada (numero de forcas aplicadas igual ao
nimero de coordenadas instrumentadas com acelerdmetros) e
diagonalmente dominante. Neste caso, as FRFs fora da diagonal
principal podem ser negligenciadas, o que corresponde a assumir
que n&o haja acoplamento dinamico entre os varios pontos da
estrutura, ou seja, uma forca aplicada em um certo ponto
causara apenas um deslocamento naquele ponto.

Sob tals circunstéancias, a 1nversdo da matriz de

resposta em fregiiéncia torna-se simples:

wad




[80)]  =diagih;; (@)} i=1 a c

CXcC

(2(o) =[] {x(o)= ctag] (oK)

A aplicacdo deste método, porém, & muito limitada porque
na maioria dos problemas de identificacdo existe um forte

acoplamento entre os varios pontos da estrutura.

* Solugdo por decomposicdes matriciais

Quando a matriz de FRFs for gquadrada, algoritmos
computacionalmente estiveis podem ser utilizados na resolugdo
do sistema, aproveitando-se da propriedade de simetria da
matriz de FRFs.

A decomposigdo LDL” permite decompor a matriz quadrada

ﬁﬁm” segundo:

[H(w)] = [L] [D] [L]* (2.3)

onde [L] € uma matriz triangular inferior e [D] é uma matriz
diagonal.

Este método permite reduzir & metade o numero de
operacdes, bem como o espagco de armazenagem, quando comparado
ao método cléssico da eliminacdo de Gauss [Desanghere, 1985].

Uma outra decomposigdo matricial que requer um maior
tempo de calculo mas apresenta vantagens numéricas no caso de
matrizes virtualmente singulares, além de poder ser aplicado
aos sistemas matriciais retangulares, & a decomposi¢do Q-R.

Segundo este método, a matriz de FRFs é decomposta sob a forma:

[H(w)] = [0l [R] (2.4)




onde [Q] & uma matriz ortogonal (kﬂTkﬂ:[ﬂ) e [R] & uma matriz

triangular inferior. A decomposigdo Q-R foi utilizada por
[Fregolent & Sestieri, 1290] no ambito da IIF.

Um dos algoritmos mais eficientes e estdvels para a
resolucdo de sistemas lineares quadrados ou retangulares é o
baseado na decomposicdo em valores singulares (DVS), segundo o

qual a matriz de FRFs é expressa sob a forma:
[H(0)] = [u] [2] [v]* (2.5)

onde [U] e [V] s&c matrizes ortogonais (ﬁﬂThﬂ=iIL[VPTV]=[IDe [Z] e

a matriz diagonal constituida pelos valores singulares de hﬁm”~

Esta decomposigdo foi empregada por [Fasana & Piombo,
1996] e nas aplicacdes numéricas apresentadas nos Capitulos V e

VI deste memorial.

e Solucdo pelo Método dos Minimos Quadrados

O efelto do ruido nas medicées e os problemas de
singularidade da matriz de resposta em fregiiéncia podem ser
diminuidos na identificacdo de forcas quando o sistema (2.1)
for redundante ou superdeterminado, ou seja, quando O numero de
equacdes de estimagd@o (que coincide com o numero de coordenadas
instrumentadas, onde se observam as respostas dindmicas)
exceder o numero de forcas a serem identificadas. Nestes casos,
as forcas podem ser obtidas através da solugdo normal do método

dos minimos quadrados.
Admitindo-se, em (2.1), c>f, esta solugdo é dada por:

(F@)} = ([HN 2] '@} (2.5)




O tempo de céaiculo é geralmente elevado para este

método. Além disso, pode-se demonstrar que a matriz [H(o)]'[H(o)]
que deve ser invertida em (2.5) possul nuimero de

condicionamento sempre superior aquele da matriz

hﬁmﬂ[Desanghere, 1985].

2.2 - METODOS BASEADOS NO DOMINIO DO TEMPO

Dentre os métodos de identificacdo de forgas baseados no

dominio do tempo encontrados na literatura, merece destaque um

cujas entradas do sistema sdo expandidas em termos de uma seérie
de Fourier [Steffen & Rade, 1991]. Este método converte um
sistema de equacdes diferenciais em um modelo algébrico linear
que, ao ser resolvido, permite a estimagdo dos coeficlentes de
Fourier das forcgas excitadoras que atuam sobre a estrutura. O
método mais conhecido, porém, é o denominado SWAT (Sum of
Weighted Accelerations Technique), [Bateman et al., 1991],
[Bateman et al., 1992], ([Bateman et al., 1994]. A formulacao

deste método é apresentada a seguir.

As equagdes do movimento para a estrutura no dominio do

tempo se escrevem:

MI{ ()} +[ci{x0)f +[KI{x(t)} = {£(t)} (2.6)

Procedendo-se a transformacdo modal, o vetor de

deslocamentos & expresso como uma combinagdo linear dos

autovetores:

{x(t)} = 2 {x fas (0) = [xJ{a(t)} (2.7)

i

Derivando-se (2.7) em relagdo ao tempo, as seguintes

expressfes para 0s vetores das velocidades e aceleracdes sio

obtidas:
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{x(t)} = 2 {x; } = a3 (0) = [xl{a(e)} (2.8)

i

{(t)} = 2 {xy Ja () = [xan)} (2.9)

1

Nestas equacgles:

«[x] ¢ a matriz modal, contendo os modos de corpo rigido

e os modos elasticos ; e
. ﬁﬂtﬂ é o vetor contendo os fatores de participacgéao
modal (coordenadas modais ou coordenadas generalizadas).

Introduzindo-se as equacdes (2.7) a (2.9) na equagéo

(2.6), e pré-multiplicando-se a equagdo resultante pelo

transposto do i-ésimo modo de corpo rigido, denotado por {xi},

tem—-se:

{xf }T[M][X]{é'z(t)} + {x }T[C][X]{q(t)} + {x }T[K][x]{q(t)} = {x }T{f(t)} (2.10)

Para os modos de corpo rigido as forgas elasticas séo

nulas. Admite-se igualmente que sejam nulas as forgas de
amortecimento, o que implica:
T .
{xi}[K]:O (forgas modais eléasticas) (2.11)
T
{x?}[C]=0 (forcas modais de amortecimento) (2.12)

Introduzindo-se as equagbes (2.11) e (2.12), e fazendo-
se uso da propriedade de ortogonalidade dos modos em relagdo a

matriz de massa, da equacgédo (2.10) resulta:

m* qi(t)={x’§}T{f(t)} (2.13)

11
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por:
_ r T[ r
m, ={x" ¢ [Mxd (2.14)
O segundo membro da equacdo (2.13) representa o trabalho
realizado pelas forcas externas, associado ao campo de

deslocamentos dado por {xi}.

Assim, se se dispuser das quantidades modais m,, §.(t)

e {xi},obtidos experimentalmente, pode-se determinar {fﬁj} para

cada valor do tempo t em que a resposta fol medida. Entretanto,
devido a sua caracteristica de somente utilizar os modos de
corpo rigido, o método permite, na verdade, determinar somente
a forga resultante e o momento resultante das forgas externas
em relagdo ao centro de massa G da estrutura. Disto resulta que
o método ndo fornece informacdo sobre a forma como as forgas
sdo espacialmente distribuidas, no caso em que a estrutura é
solicitada por mais de uma forca. Este fato é ilustrado com o
auxilio da Figura 2.1, gque mostra o primeiro modo de corpo
rigido (na direcdo longitudinal) de uma viga livre-livre,
utilizada para a identificacdo de duas forcas f; e f». Neste
caso, dispbe-se apenas de uma equacdo de estimacdo, relativa ao

modo de corpo rigido associado ao deslocamento longitudinal.

T A
s (B)=4{x ¢ (f(E)=HA+5A = f +f, =———
IHiQ1( ) {Xl} { ( )} 1 2 1712 rni@l(t)
A A
........... b T
e s
f1 fz

Figura 2.1 - Exemplo ilustrativo: modo de corpo rigido

longitudinal usado para identificacdo de duas forcgas.
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O problema gque se apresenta, relativo & utilizacdo da
equacao (2.13); &€ o de como calcular, na prdtica, {y(t) a
partir das aceleracdes medidas experimentalmente.

Sendo b«tﬂ e R%!, o vetor das aceleracdes medidas

sobre a estrutura em um numero ¢ de coordenadas instrumentadas
com acelerdmetros, define-se o grau de liberdade generalizado

(ou grau de liberdade SWAT) segundo:

s:(t)= 2wy iy ()= {w, | {x(t)) (2.15)

i=1

Por outro lado, as aceleracdes podem ser escritas como
combinagdes lineares dos n primeiros modos da estrutura
(incluindo os modos de corpo rigido e os modos elasticos), da

seguinte forma:

{ﬁ(t)}(cxl) = [X](cm){c'i(t)}(nxl) (2.16)

onde [X] & a sub-base modal contendo os n primeiros

autovetores.
Introduzindo a equacdo (2.16) em (2.15), tem-se:

sp(0)={w ) [x{ae)} (2.17)

Em seguida, o vetor dos pesos {w.} é escolhido de modo

que s(t) seja igual a d,.(t). Para tanto:

{Wr}T[X]:{I:}T (2.18)
Onde {Ir} & a r-ésima coluna da matriz identidade.

Apicando-se o operador transposigdo a equagdo (2.18),

resulta:
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I {w.} =1{I.} (2.19)

Admitindo-se n=c, ou seja, que o numero de autovetores
na sub-base modal seja maior ou igual ao numero de graus de
liberdade instrumentados da estrutura, os coeficientes de

ponderacdo sdo calculados empregando-se a solugdo normal do

nétodo dos minimos quadrados:

{wr}:([X][x]T)ﬂ[X]{Ir} (2.20)

Resolvendo-se a equagdo (2.20) para cada um dos modos de

COorpo rigido, pode-se entao determinar 0s fatores de

participacgao modal §,.(f), que serdo, em seguida, introduzidos

na equacdo (2.13) para se estimar {£(t)} -
com base no exposto acima, e nas diversas aplicagdes

numéricas encontradas na literatura, as seguintes observagles

merecem Ser destacadas, com relacdo ao método SWAT:

. trata-se de um método muito eficilente, requerendo

pequeno montante de instrumentacdo;
dada a sua caracteristica de explorar os modos de

corpo rigido, © método apresenta os seguintes inconvenientes:
- ele somente fornece as forgas resultantes, néo

de "separar" as forgas que atuam em diferentes

sendo capaz

estacdbes.
- ele s6 pode ser aplicado em estruturas sob

condigdes de contorno livres.
As aplicacgdes deste método, encontradas na literatura,

tratam essencialmente da identificacdo de forcas de impacto em

estruturas sob condigdes de contorno livres, tals como bombas e

[Bateman et al., 1991], [Bateman et al., 1992] e

19947 .
no Capitulo III, um método fundamentado

torpedos )
[Bateman et al.,

Sera proposto,

no emprego de coordenadas modais, que pode ser considerado uma

extensdo do método SWAT, e que, devido ao fato de ndo se

14




limitar a exploracgdo dos modos de corpo rigido,

os inconvenientes destacados acima.

nao apresenta
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CAPITULO III

METODO DE IDENTIFICACAO INDIRETA DE FORGCAS BASEADO NAS
COORDENADAS MODAIS

propde-se, neste Capitulo, um método de identificagédo de
forcas operando no dominio do tempo, fundamentado na utilizagédo
das equacgdes do movimento no espaco modal, empregando ainda as
celeracdo amostradas no dominio do tempo e um

respostas em a

conjunto de auto-solucgdes da estrutura: freqgiiéncias naturais,

fatores de amortecimento modais, massas generalizadas e

componentes dos autovetores.

- A FORMULA(;?\O DO METODO FUNDAMENTADO NAS COORDENADAS

3.1
MODAIS

Seja um sistema mecédnico linear, simétrico, com
amortecimento ViscoOsSoOy descrito pelas seguintes equagdes do

movimento, na forma matricial:

M) + [} + [KI{x(0)} ={£(0)} (3.1)

O problema de autovalor do modelo conservativo (néo

amortecido) associado é o seguinte:

(] - Alm]){x} =0 ou [KI[X] = [MIX]AIL (3.2)

onde [X] - [{Xl}{XN}] € RY-N e [A] — diag{}"l”'}“N} c RN sdo

respectivamente & matriz modal e a matriz espectral.

Admite-se dque OS autovetores sejam normalizados de modo

a satisfazerem:
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[X]MIIX] =[] [XT'[<1X]=[n][A] (3.3)

Onde [r]]:diag{nl...nN}eRN’N & a matriz de massas generalizadas.

Utilizando-se o Teorema da Expansédo, a solucdo de (3.1)

pode ser expressa sob a forma:

{x(t)} = [xl{a(t)} (3.4)

onde {q(t)}¢ o vetor das coordenadas generalizadas ou

coordenadas modais.

Introduzindo-se (3.4) em (3.1), pré-multiplicando-se a

equacao resultante por [X] e fazendo-se uso das equagdes de

ortogonalidade (3.3} tem-se:

[nl{ace)} + [BHa)} + [AInfa(e)} = [X] £},

onde [B]=[XT1CHX] & a matriz de amortecimentos generalizados.

Admite—-se due seja valida a relacdo:

(]~ [&] = [xIM] 7 [c] -

autovetores sdo reais e a matriz de

Neste caso, 0s
amortecimentos generalizados é

By = diag{2Es a2/ <R

diagonal, ou seja:

[8]= diag{Bs-

amortecimento para o r-ésimo modo.

onde &, designa © fator de
contém N equacgdes diferenciais desacopladas de

O sistema (3.5)

segqunda ordem no €Spage modal, do tipo:

ne &(E)+Br AE)+As Mr ar(®)={x:} {EE)}, r=1 2N (3.6)
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As equacdes (3.6) podem ser reescritas na Seguinte forma

matricial:
(0} + {E(0)) +{&:(t)} = [x]{£(t)} (3.7)

onde:

 {EE)=[la0) (3.8)

€ o vetor das forcas de inércia modais,

(3.9)

{5 (0)) = [BJ{a(t))

0 vetor das forcgas de amortecimento modais, e

(3.10)

t£(0)} = [AlInKa(e)]

0 vetor das forcgas elédsticas modais.

Desta forma, supondo-se que tanto a matriz modal [X]

quanto os vetores de forcas modais
© vetor ({f(t)} pode ser calculado

(3.8) a (3.10) possam ser

obtidos experimentalmente,

resolvendo-se o sistema (3.7):

{£(0)} =[] ({0 + {& ()} + {£=(0)}) (3.11)

Obviamente, uma solucdo na forma (3.11) somente pode ser

obtida se um conjunto completo de dados exXperimentais estiver
disponivel, ou seja, quando todos os autovalores complexos bem
como todos os componentes dos autovetores forenm disponiveis.
Isto, porém, raras vezes é possivel nas aplicacdes préaticas,

onde normalmente trabalha-se com um numero reduzido “n” (e

autovalores identificados (n<N), e um numero reduzido "o de

instrumentadas (c<N) para a identificacido dos

Coordenadas
nos procedimentos de andlise modal experimental.

autovetores
Neste caso, os dados incompletos sao agrupados em matrizes com

as seguintes dimensdes:
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['ﬁ] eRr™P {7\] eRPT [E}: diag{Z&rm} eRPP o [i] RSP

supondo-se que as coordenadas onde as forcas sé&o
aplicadas constituam um subconjunto das coordenadas nas quais
as componentes dos autovetores foram identificadas, a equacio

de estimacdo, analoga a (3.11), se escreve:

{£(0)} =<[>~<]T)+ (Eo}+{B0O}+{EO} (3.12)
Onde UXF)+ ¢ a pseudo-inversa de qu e:

{f(t)} eR®

{E ()} =[ﬁ]{3(t)} eR” (3.13.a)
{E(t)}= [EJ (G(r)} er” (3.13.b)
(%)) :[Kj{a(t)} eR” (3.13.¢)

C pase nesta formulacdo e admitindo-se que as
om

W 144 1 .
aceleracbes tenham sido amostradas em “p” instantes de tempo:

fi(t; )} er®!, com i=l a P,

-se-4 através dos seguintes
. gy 5 das forgas dar-s
a lidentificagad

pPassos:

! C ivas as aceleragdes
i mei : integragoes sucessiva d
Primeiro passo:

amostradas {gﬁ;)}, para obter as respostas em velocidade ﬁﬁtiﬁ
1

e deslocamento {%(tj)}, ambos pertencentes ao espago R™', com
es
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i=1 até p. Isto pode ser feito empregando-se quaisquer métodos

numéricos conhecidos como a regra do trapézio, a regra de

Simpson, o método da quadratura, etc. [Forsythe et. al., 19777.

Segundo passo: estimativa das coordenadas modais e suas

temporais a partir das aceleracées, velocidades e

derivadas

deslocamentos calculados no primeiro passo, através das

Seguintes equacbes:
{a(ti)}:{ir{i(ti)}’ (3.14)

{a(ti)}:[gr{;‘(ti)} ’ (3.15)

(3.16)

(@)= EC)

para i=1 a p.

Terceiro passo: calculo dos vetores de forcas modais através
(3.13), e resolugao da equacido (3.12) para cada

das equacgdes
instante de tempo:

{Z(ta)}= ([gﬁ + (B} + {B(e))+ {E(s))) (3.17)

Pode-se observar que o método dos minimos quadrados &

utilizado duas vezes: para a estimacdo das coordenadas
generalizadas e suas derivadas, empregando as equagdes (3.14) a

(3.16) e para a estimacdo das forcas excitadoras através da

equacdo (3.17).
sistemas de equacdes sejam super determinados,

solucdes normais do método dos minimos quadrados pPossam ser
desta forma, o uso de solucdes de norma

Em ambas as estima¢les é necesséario que o0s
de modo que as

obtidas. Evita-se,

A andlise da formulagdo mostra que, bara que ests

minima.
condicdo seja satisfeita, deve-se ter:
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czn=>f.

Deve ainda ser notado que, quando o nimero de forcas “f~

€ as posigdes das forcas sdo conhecidas, apenas as colunas de

[(x)° correspondentes as coordenadas em dque as forcas sio

aplicadas devem ser obtidas para a resolugédo de (3.17).
O método das coordenadas modais apresenta algumas

vVantagens em relacdo aos métodos apresentados no capitulo

anterior. Com efeito, foi visto que o método SWAT, por exemplo,

Possui duas importantes limitacées: a primeira é dque o método

bermite que se identifique apenas a resultante de todas as

forgas externas aplicadas sobre a estrutura, ou seja, nizo se

pode identificar cada forca separadamente; a Segunda é que, uma
vVez que o método baseia-se apenas nos modos de corpo rigido,
ele somente pode ser aplicado nos casos em dque a estrutura

apresenta condig¢des de contorno livres.
Diferentemente do método SWAT, o método das coordenadas

modais explora tanto os modos de corpo rigido quanto 0s modos

elasticos da estrutura. Isto permite sua aplicacdo a sistemas

quaisquer condig¢les de contorno. Além disso, o

identificagdo de cada uma das forcas
Porém, a

sujeitos a

método permite a
excitadoras nos seus diferentes pontos de aplicacéio.

principal vantagem apresentada pelo método das coordenadas
modais reside no fato de nédo se ter que inverter matrizes mal

condicionadas. Conforme pode ser visto na formulagdo, o método

requer apenas a inversdo da matriz modal, numericamente ben

condicionada. Este fato ficard evidenciado pelas aplicacdes

numéricas apresentadas no Capitulo V.

3.2 - INFLUENCIA DAS CONDICOES INICIAIS

Em geral, os métodos de identificacdo indireta de forgas

assumem a hipéotese de que o sistema tenha partido de condicdes

iniciais nulas, ou seja:
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{x(0)} ={0} e {x(0)}={0}

Porém, na pratica, algumas vezes, tal hipdétese nizo pode

ser garantida. A existéncia de condicdes iniciais n&o nulas

introduz uma dificuldade adicional no emprego do método de

identificacdo estudado. Com efeito, neste caso, a integracédo

Sucessiva das respostas em aceleracdo conduz, ndo 4as respostas

em velocidade e deslocamento, requeridas pelo netodo, mas, Sim,

as diferengas entre os valores das velocidades e deslocamentos

instantdneos e os seus valores iniciais. Em conseqliéncia,

estimativas polarizadas sao obtidas para as forgas. Por outro

lado, a determinacdo experimental das condigdes iniciais

requereria uma maior quantidade de instrumentacio.

Apresenta-se, a segulr, um procedimento gue permite
corrigir” os efeitos das condi¢des iniciais nao nulas, quando
seus valores exatos sdo desconhecidos, mas dispde-se de

informagdes adicionais “a priori” sobre a variacido das forgas

no tempo.

As duas integrag¢des sucessivas das coordenadas

generalizadas associadas as respostas em aceleracdo, conduzenm
as relacdes:
(&)} ={Gw) (3.18)
(G ={a0) J {G@)ae={a0) +{aqw)) (3.19)

(5(0)) = {go)} +{GO)jt +”{’5€(§)}d&2 = {30} + {3}t +{aqt)} (3.20)
00

onde: {AQ(tﬂ, {Aq(tﬁ sdo as fungdes obtidas por integracéo

numérica de {a(tﬁ.
Introduzindo-se as equagbes (3.18), (3.19) e (3.20) na

equacgdo (3.12), tem-se:
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(Fo)) =([787) (Ao} + [Bliaao) + [AlF{Aawl] +
+ —_ » (3.21) 3
{127 [l + (Rl + ([17) TRl |

ou:

(Fo)} = {azo)} + {5 ()} (3.22)
com:

{A£( t)}z(ﬂ ) [Al{&w)} +[Bl{aawm)} + - [Al[Rl{Aao)}] I

(5,0} =(17") " [[Bl{E} + L+ [AllAl )] +([37) [AREO)

Observa-se, entdo, que o vetor de forgas exatas,{fﬁjL é

igual ao vetor de forgas identificadas supondo-se condigdes

iniciais nulas, {Af(t»/ acrescido de um vetor {ﬁﬂtﬁ contendo

funcdes que variam linearmente com © tempo, sendo estas fungdes

determinadas pelas condicgdes iniciais. Tal comportamento é

ilustrado na Figura 3.1.

F %
Forga identificada
Forga exata
A ANNNNNAN t
VAVEAVAVAVAVAVAVAY
Figura 3.1 - Ffeito das condigdes inicials sobre as forgas
identificadas
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Analisados c¢s efeitos das condigbes iniciais sobre a

forca estimada no rrocesso de identificagdo torna-se possivel,

em certos casos, Zfazer uma correcdao visando a obtencdo das

forcas exatas a partir das forgas estimadas admitindo-se

condicdes iniciails nulas. Sabendo-se, por exemplo, que a forca

exata possul média temporal nula, pode-se determinar, e en

seguida remover, & componente DC e a componente variando

linearmente com o Tempo.
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CAPITULO IV

METODO DE IDENTIFICACAO INDIRETA DE FORCAS BASEADO NA
DECONVOLUCAO NO DOMINIO DO TEMPO

Neste capitulo, apresenta-se o segundo método de

identificacdo indireta de forgas estudado, fundamentado na

deconvolucdo das respostas temporais no dominio do tempo. Como

serd visto mais adiante, o método requer, como dados

experimentais, as func¢bes de resposta ao impulso da estrutura.

Este método foi
[Kammer, 1996], dque propds

implementacédo diferentes daquelas apresentadas a seguir.
serda desenvolvida inicialmente

recentemente examinado por Kammer

uma formulacdo e metodologia de

A formulacdo do método
para um sistema com uma entrada e uma saida. Em seguida, ela

sera estendida a sistemas comportando miltiplas entradas e

miltiplas saidas.

4.1 - STISTEMAS COM UMA ENTRADA E UMA SAIDA

e x(t) a entrada (forga) e a saida (resposta)

Sejam £ (t)
respectivamente. Admitindo-se

de um sistema dinadmico linear,
condicdes inicials nulas, a entrada e a saida s&o relacionadas,
no dominio do tempo, pela integral de convolu¢do, ou integral

de Duhamel [Craig, 1981], dada por:

x(t)= Th(t - 1)f(t)dt

onde h(t-1) é a funcéo de resposta ao impulso unitario (FRI),

que é uma caracteristica dinamica intrinseca do sistema.

A eqguagao (4.1) mostra que as saidas x(t) s&o obtidas
como uma soma ponderada de todos os valores de entrada f(t).
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[

Para sistemas mecanicos fisicamente realizaveis (causais) a FRT

¢ identicamente nula para todos os valores de t<0, e a equacao

(4.1) pode ser substituida por:

x(t)zjh(t—r)f(r)d‘c (4.2)
0

Muitos autores, [Delves & Walsh, 19747, [Deuflhard &

Hairer, 19837, [Phillips, 1962] e [ Twomey, 19637, tém

demonstrado que esta equacdo nem Sempre apresenta uma solucgéo
analitica exata, mas este problema pode ser ignorado aqui. De

fato, no Aambito da identificacdo indireta de forgas, o

€Ssencial é que a fungdo de resposta ao impulso unitéario de um

Sistema mecédnico linear sempre exista e seja Unica. Além disso,

a equacio integral (4.2) sera tratada numericamente

considerando-se os valores de x(t)
Seja At o periodo uniforme de amostragem, no dominio do

e f(t). As amostras obtidas em p

e £(t) amostrados no tempo.

tempo, das fungdes x(t)

tempo sdo designadas por: x(iAt), f(iAt),

instantes de
Com base nesta discretizacao temporal, a

i=O, 112/ .../p—l'

indicada em (4.2) pode ser aproximada por um

integracao
Para tanto, utiliza-se, neste estudo, a regra do

Somatoério.
(segurador de ordem zero [Ogata, 19937]).

Esta escolha

retangulo
foi feita com base no fato de que, neste tipo de aplicacédo, ela

demonstrou-se mais apropriada que as regras de integracao de
1985]. A equacdo 4.2 & transformada

ordens superiores [Linz,

entdo em:

k
x(kAt)= 2 h[(k —1)AtIE(1At)AL , com k=0,1,2,..,p-1  (4.3)

i=0

A notacdo serd simplificada introduzindo-se:

Xi = X(iAt)
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e

h; =h(iAt),

para i=0 a p-1.

Empregando-se esta notagao, a equagao (4.3) se escreve:

k
Xk:zhk—ifi’ com k=l,2,...,n. (4‘4)

i=0

Para maior clareza, a equacgao (4.4) é& expandida de modo

a se obter as equacdes relacionando os valores da resposta e da

forca amostradas no tempo:

Para k=0: Xo = hghyp ‘
J

Para k=1: xq = hfy +hofy
(4.5) |
(
Para k=2: X, = hyfy +hif +hok; |
|
fﬁ
Para k=p-1: xp_l_—.hp__.lfo+hp.2fl-}~...-l-hofp__1 [

Objetivando a identificacdo dos valores das forcas ‘
uma primeira alternativa (a mais simples) |

amostradas no tempo,
resolucdo das equagbes (4.5) empregando-se o ;

consiste na
Seguinte esguema recursivo: f

£y =%o/hy com ho#0 (4.6.a) W
B L (4.6.Db) ¥
ho

N

|

g - XaThafomlih, (4.6.c) K
hg g
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p—2
(4.6.d)

Embora seja simples e rapido do ponto de vista

Computacional, este procedimento conduz, como sera Visto mais

adiante, a resultados insatisfatérios. Um outro método de

resolucédo, proporcionando melhores resultados, consiste em
agrupar as equacgbes (4.5) em um sistema de equagdes, que sers
€m seguida resolvido para a identificacao de todos os valores

amostrados da forga excitadora, de uma sé vez. Tal sistema é

matricialmente expresso sob a forma:

(4.7)

ix} =1t}

onde:
X1 £ hy 0 0
% £, h h
X = :2 ; f= e T= f F
[XPJ [fb] [hp~1 hp—z hoJ

Este segundo método de resolugdo revela-se mais adequado

que o primeiro porque © problema inverso de identificacio de

forgcas & essencialmente mal-condicionado. Conforme sera Visto

mais adiante, ao contrario do primeiro método, o segundo
Permite o emprego de técnicas de regularizacio objetivando a

melhoria da estabilidade numérica durante o processo de

resolucdo das equagbes de estimacao.

4.2 - STISTEMAS COM MULTIPLAS ENTRADAS E SAIDAS

A formulacdo que proporciona a extensdo da equacao (4.2)

a sistemas de multiplas entradas e saidas é apresentada no

Apéndice A.
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Admitindo-se condicdes iniciais nulas, as equacgdes

(A.20) e (A.27) deste Apéndice assumem a forma:

{y(t)} = I[H(t ~Dl{g(v)}ar (4.8)

0

Lembrando-se que (4.8) fol obtida a partir da formulacgéo

no espaco de estado, a matriz e vetores que figuram nesta

equacgdo podem ser particionados como segue:

J {x(t)}l j{f(t)} [ne)] [no)
N 1 e e A .0 s IO &
{v(®) o to(t o (o) L[h(t)] [fco)]

Introduzindo-se estes particionamentos em (4.8), obtém-

se:

(o)) = ] It - olfE@ae

0

que atuem simultaneamente um numero f de

Assume—S€
com j=1 a f; que as respostas sejanm

forcas excitadoras f3(t),
observadas em um numero C de pontos instrumentados da estrutura
%; (t), com i=1 a C-. Admite-se também que se disponha das
resposta ao impulso hij(t), com i=1 a c, j=1 a f.

fungdes de
pode ser desenvolvida,

Assim, a equagao matricial (4.9)
obtendo-se o seguinte conjunto de equagdes escalares:

.r [hll(t —)f; (1) +hia(t - DE, (). +hye (6~ T (T)]d'c

x1(t)=
(4.10)

0
X.(t)= I[hcl(t ) (D)+ he, (£ =D (O et (t -1 (’t)]d’t
0
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Admitindo-se que as respostas temporais, as fungées de

resposta ao impulso e as forcas excitadoras Sejam amostradas em
P instantes de tempo regularmente espacados: 0, At, 2At,...
(p-1)At, as integrais indicadas em (4.10) podem ser

aproximadas das seguintes formas:

k k
Xy (k)= D hyy (K = OF (DAL +-+ 2 hy (k= D ()AL
/=0 . £=0
: 1 k=0 a p-1 (4.11)

k k
Xo(k)= Dohg (k= O)F (DAL +-+++ Dhee (k- O)F (DAt
=0 £=0

designar-se-4 por x;(k) a

Para abreviar a notacao,
x;(kAt), sendo esta mesma notacio empregada para

quantidade
amostrados das FRI e das forcas

designar os valores

excitadoras.
Para identificar os valores das forgas amostradas:

£fi(k), J=1 a f, k=0 a p-1,

a partir das quantidades conhecidas:

x: (k), i=1 a c, k=0 a p-1

hij(k), i=1 a ¢, ]=l a f, k=0 a joF

aé equacdes (4.11) sé&o agrupadas em um sistema de c.p equacdes

e f.p incognitas, com a seguinte estrutura triangular por

blocos:

[T(‘l)] [T(:O)] . ; {f(:l)} (4.12)
RO

i

l{x@}J UT(p'—nI [T(p'—Z)J
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onde:

[y, (1) Byp(k) - hlf(kﬂl
[100] = Ag : i | k=0 a p-1.
| (k) hep(k) =+ Do)

Escrevendo-se o slstema (4.12) sob a forma compacta:

(4.13)

{x} =[Nt}

e admitindo-se que O numero de coordenadas instrumentadas seja

maior ou igual ao numero de forgas aplicadas, (c>f), a solucdo

normal de (4.13) conduz aos valores das forcas amostradas no

tempo:

(4.14)

(g} = (12)7[xl) a4

OBSERVACOES :

Na formulagao desenvolvida acima, {x(t)} designa
s respostas observadas nas coordenadas

genericamente o vetor da
que podem S€r guaisquer uma das Jrandezas

instrumentadas,

deslocamentoy, velocidade ou aceleragdo. A matriz

Cinemdticas:
[T] é entédo formada pelas respostas ao 1impulso unitario
correspondentes. sob o ponto de vista pratico, as aceleracgdes

cineméticas mais convenientes de serem

sdo as quantidades
com o emprego de acelerdmetros.

experimentalmente

medidas
apresentada estéa adequada para a

Assim, a formulagao
tir das aceleragdes temporais e

identificacao de foreas a par

das FRI em aceleragdo.
funcdes de resposta a

or diversos procedim

o impulso podem ser obtidas, na

As
pratica, D entos dentre os quais pode-se

citar:
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1°) Computando-se a transformada inversa de Fourier das
fungées de resposta em freqliiéncia (aceleréncias). A

demonstracdo de gque as fung¢des de resposta ao impulso e as

funcédes de resposta em freqiiéncia formam pares de transformadas

de Fourier é dada por [Bendat & Piersol, 1980};

2°) Elas podem ser identificadas utilizando-se procedimentos
similares ao aqui descrito para a 1ldentificag@o de forgas. A
titulo de ilustracdo deste procedimento, considere-se a equacéao

(4.9) particularizada para © Caso de uma Unica forga aplicada

na coordenada j e uma unica coordenada i instrumentada com

acelerdmetro:

x;(t)= j: hy;(t-DE(t)dr
0

Apds a discretizagao temporal, a equagdo acima é aproximada

por:

k
%, (k)= 2hys(k - Of(OAL, k=0 a p-1. (4.15)
¢=0

. -se que os Xi(k) e f;(¢) sejam conhecidos, as equagdes
Admitindo g i
dem ser agrupadas no seguinte sistema de equagdes:
pode r

(4.15)
| o] [
w50 EA S S
| : : J :
(4.16)
[F) g, 0y (5,0) = %} o)
donde:
(4.17)

{u} = [F]H{x}
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Este método fol examinado por [Fasana & Piombo, 1986]
4

tendo sido avaliado tanto em testes de simulagdo numerica

quanto em estudos experimentais.
3°) As FRI podem ainda ser obtidas por uma analise de

correlacdo, como sugerido por
a seguilr.

[S6derstrém & Stoica, 1989]. Tal
procedimento é sumarizado

Aplicando-se na coordenada J uma excitagdo u;(t), do
tipo ruido branco de média zero € varidncia ¢, a integral de
convolucao discretizada (4.15) fornece a relacgdo entrada-saida:

k
x; (k)= Dby (D (k ~HAT+(E) (4.18)
(=0
onde wv(t) ¢é um ruido aleatério independente de u(t).

a equagéo (4.18) por u(k-m), com m<k, e

Multiplicando-se
perados de ambos os lados, tem-se:

tomando-se os valores €5

k
E[xi (k)u(k m)] = Z:E)hij(f)E[u(k —m)u(k - OJAL + E[V(k)uj (k- m)]

O gue resulta em:

C,, (m)=0°h5(MAL (4.19)

elacdo entre os sinals x(t) e

onde C,,(m) €& & funcado de Ccorr

u(t).
Com base enm (4.19), ©0S valores amostrados da FRI podem

Ser estimados segundo:

1 N-1
L ¥ x(0u¢-x)
Con®) _ Npmkrn —

hlj(k): GzAt = At’];iluz(g)
N s=0

(4.20)
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cAPITULO V

APLICACOES NUMERICAS: METODO DE IIF BASEADO NAS

COORDENADAS MODAIS

apresentadas diversas aplicacgle
s

Neste capitulo 8&°
s com O objetivo de validar e ilustrar
as

numéricas realizada
odo de IIF apresentado no Capitulo TIII

caracteristicas do mét

5 _ ~
.1 - DESCRICAO DA ESTRUTURA-TESTE

eficiéncia dos métodos de IIF

Para se estimar &

modelo simples, de 11 graus de

o .
studados, langou-se maoc de um

liberdade. A Fi

modelo. Nesta me

s caracteristicas fisicas deste
s Figuras 5.2(a) a 5.2(k) s&o

ais do sistema-teste

gura 5.1 mostra &

sma figura e né&

a ist1
presentadas as caracterlstlcas mod

m, I

|k;‘1.0><106 N/m ; c=100.0m K X
- 5
lnj 4m ; ms= 4m ; mo= 4m K
My= my= m,= M= My= Me= Mo~ my;=m k
M U : - <k |1 ¢
odos Freq. Fatores de tj
Naturais amorteci- k k k
(Hz) mento (70) @ c |;|
1 28.38 0.24 mg
2 81.67 1.37 k k Kk
3 128.90 2.47
4 159.16 0.00 '. e I
5 160.12 0.07 k U ¢
6 164.80 0.20 k
7 194.92 2.04
8 200.08 1.00
9 215.86 1.00 "
10 251.65 4.75
L 11 253.88 4.57 _,,OOS
Figura 5.1 - caracteristicas do modelo de 11 GDL empregado n
simulacdes puméricas. as
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Modo de vibrar N°1

N

T i

PR ]

0.2

0.18}----

016k ------

0.14}-------

012k------

oluswel0iS8

o modo natural do sistema de 11 GDL.

1

Figura 5.2(a)

Modo de vibrar N2

e m -

dwm ===

demm =

0.28

02f-------
0.15}------"
0Af---n--

0.05}-------
0.05k-----

oluswes0|ssC

-0.251

Figura 5.2 (b)
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Modo de vibrar N°3
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modo natural do sistema de 11 GDL.
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Figura 5.2(c)

Modo de vibrar N°4

(X

03

0lUsLURI0|S8(

odo natural do sistema de 11 GDL.
m

40

Figura 5.2(d)
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Modo de vibrar N°S
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5o modo natural do sistema de 11 GDL.
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Figura 5.2(e)

Modo de vibrar N°6
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6° modo natural do sistema de 11 GDL.

Figura 5.2 (f)
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Modo de vibrar N°8
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Modo de vibrar N*9

7
i

04
03f------
0.2F-
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-03
0 b

Massa

g9° modo natural do sistema de 11 GDL.‘

Figura 5.2 (1)

Modo de vibrar N°10
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modo natural do sistema de 11 GDL.

10°

Figura 5.2(3)
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Modo de vibrar N°11
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Figura 5.2(k) - 11° modo natural do sistema de 11 GDL.

S&o avaliadas, a seqguir, a eficiéncia e as

Caracteristicas do método de identificacdo indirets de forcas
modais. Dois tipos de forgcas s&o

baseado nas coordenadas
de diferentes

ldentificadas, a saber: a)duas forcas harménicas,
freqiiéncias, aplicadas simultaneamente em pontos distintos da
éstrutura e, b) uma forga transitéria simulando forcas de
impacto, aplicada em uma Unica estacdo da estrutura.
Nestas aplicacdes sdo analisados 0s efeitos da
integragéo numérica das aceleracdes temporais e da Utilizagao

de base modal incompleta, tanto no que digz respeito ao numero

de modos utilizados, quanto no que se refere ao nimero de

(nimero de coordenadas instrumentadas). Por fim, sdo

Sensores
Observados os efeitos de ruidos sobre a precisio das forcas

identificadas. Estes ruidos s&do introduzidos na forma de
Perturbacées aleatdrias afetando
auto~-solucdes (fregiiéncias naturais, massas generalizadas,

fatores de amortecimento e componentes dos autovetores), de

as respostas temporais e as
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modo a simular oS erros que contaminam inevitavelmente os dados

exXperimentais em situacbes praticas.

5.2 - IDENTIFICACAO DE FORCAS HARMONICAS

Para esta simulag¢do foram aplicadas duas forgas
harménicas nas massas de numeros 1 e 7, dadas por:

£, =500cos(300mt) +250cos(150nt) [N] (5.1.a)

£, =250cos(360nt) [N] (5.1.b)

Para a geracdo da resposta do sistema foi desenvolvido

um programa computacional em ambiente MATLAB®, que gera as

respostas em aceleracgao, velocidade e deslocamento em todas as

coordenadas do modelo, a partir das matrizes de massa, de

rigidez e de amortecimento. Este programa utiliza a formulagéo
no espaco de estado, detalhada no Apéndice A.
O intervalo de tempo observado foi de 0 a 0,1([s], e as

respostas foram amostradas a intervalos regulares At=1x10"% s.
Objetivando simular uma situacao real, em que apenas as

respostas em aceleragao sdo determinadas experimentalmente com

0 emprego de acelerémetros, adotou-se o procedimento de

considerar as aceleracgdes calculadas através desse programa que

simula as respostas do sistema como as respostas experimentais.

amostradas no tempo em intervalos

Estas aceleracgdes,
foram em seguida integradas por duas

regularmente espacados,
vezes para a obtengao

Para tanto,
gragdes numéricas através do método do

das respostas em velocidade e

deslocamento foi desenvolvido um segundo programa

gue realiza estas inte

trapézio.
As Figuras 5.3 e 5.4 mostram as respostas do sistema em

suas coordenadas. Estdo superpostas as respostas

algumas de
bem como as diferengas entre ambas,

exatas e as integradas,
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sendo ainda fornecidos os valores do erro gerado pelas

integracées, definido segundo:

‘/E[UexatO(ti)_umteg,(ti )]2

= x100 e

i[uexato(ti)]2
i=1

€rMs =

onde p é o numero de amostras temporais e u(t;) designa

simbolicamente a velocidade ou o deslocamento no instante o
Pode-se observar que O esquema de integracéio pela regra
embora seja um dos mais simples, fornece excelente

do trapézio,
precisdo. Este comportamento foi sistematicamente observado nos

diversos testes realizados.

Erro R.M.S=0.2239 %

[m]
>
=

o :'
O\
I\
Q
o
w
a
— Erro R.M.S= 0.04235 %
g 05 .' ! :’ !
2 5 : ] E
3] 0 I 1' 1
K=l . ' '
b .: i ,
2-05 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
o Erro R.M.S=0.0 %
£ 500 , 5 ! !

(o]
i\ ]

0.1

=
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>

o

O —— - - -
o

O

5

L

3 -500

$770 0.02

postas exata e integrada, para a massa N°1.

Figura 5.3~ Res
integrada; azul: erro de integracio.

vermelho: exatars preto:
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slocamento [m]
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do [m/s/s]
S V
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é |
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Tempo [s]

Acelerag
1
o
3
o

Figura 5.4- Respostas exata e integrada, para a massa N°7,

vermelho: exata; preto: integrada; azul: erro de integracao.

5.2.1 - EFEITO DO TRUNCAMENTO DO NUMERO DE MODOS NA BASE

MODAL

sdo apresentadas as aplicacdes numéricas

Nesta segédo
realizadas objetivando caracterizar o efeito do truncamento da
base modal no tocante ao numero de modos utilizados na matriz
Para tanto, o numero de modos na base moda] foi

modal [i]eRFm.
continuamente aumentado (n=7 a 1l primeiros modos), admitingo-

Se que todas as coordenadas tenham sido instrumentadas (c=11).
As figuras a seguir permitem avaliar a influéncia do numero de
modos na base modal, sobre a precisdo das forgas identificadas,

figuras estdo superpostas as curvas

Em cada uma destas
representando as forgas exatas, as forcas identificadas e as

diferengas entre ambas. S&o ainda fornecidos os desvios entre

as forcas exatas e identificadas, definidos segundo:
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‘/Zp:[f"““‘a(ti ) — fidentit. )]2

x 100

éRMS = >
‘/ [fexata (ti )]2
i

—

Para cada um dos testes,

condicionamento da sub-matriz

(53)

€& também indicado o nimero de

modal

[i}ech

que

bermite

avaliar a estabilidade numérica do processo de resolucdo da
5

€quacdes de estimacédo.

ErroRMS—113%

-
o
o
o

saN°1[N1

(&) ]

S
):-»
h}»
"* ;"
> |
o

0.08

For¢a na mas
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Figura 5.5- Forcas exatas e identificadas. (c=11, n=7)

Vermelho: exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.

1,9,

Cond(qiD)=
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Erro R.M.S=14.44 %
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i 5.6- Forcas exatas e identificadas. (c=11, n=8)
Figura 5.6~

1h exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.
vermelho: ;

cond (([X]))= 1,9.

Erro R.M.S= 1.303 %

[N]

Forca na massa N 1
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w O :

£ i
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4 : : ! 0.08 0.1
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identificadas. (c=11, n=9)
i - Forcas exatas e
Figura 5.7

ta; preto: identificada; azul: desvio da exata.
vermelho: exatars

Cond(([X]))= 2,0.
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Erro R.M.S=1.303 %
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Figura 5.8- Forgas exatas e identificadas. (c=11, n=10)

vermelho: exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.

cond (([X]))= 2,0.

Erro R.M.S= 0.8555 %
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Figur
vermelho: exata; preto:
Cond(qiD)= 240,

identificada; azul:

a 5.9- Forgas exatas e identificadas. (c=n=11)

desvio da exata.
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resultados obtidos mostram gue, como era de se
a precisdo das forg¢a identificadas

Cs

esperar, de um modo geral,

aumenta continuamente, a medida em que se aumenta o nimero de

modos na base modal. No caso especifico em que, aumentando-se o

nimero de sensores a precisdo da forca identificada na massa

N°l piorou ao invés de melhorar (Figuras 5.5 e 5.35), tal fato

pode ser esplicado observando-se a melhora significativa da
precisdo da forga identificada na massa N°7, onde o erro RMS
passou de 29,5% para 5,4%. Ou seja,
instrumentadas o sistema como um todo & que

identificado, ainda que uma das forgas

quando se aumenta o numero

de coordenadas
ser melhor

passa a
sistema passe a Ser

atuantes sobre O

identificada com uma

precisdo menor.
Os erros

identificacdo com a base completa
antes da integragao da aceleracdo para obtencgdo das

subsistentes quando se ©procede a

(n=c=11) sdo atribuidos aos

erros result

velocidades € deslocamentos.
pode-se constatar due nenhuma melhoria é obtida com a

Este fato pode ser entendido através da

inclusao do 10° modo.

componentes
Nota-se que as massas 1 e 7, onde sdo aplicadas

analise das deste modo de vibrar, mostradas na

Figura 5.2(3J) -
localizam~
ndo tenha

as forcas, se sobre noés deste modo, o que faz com que

o 10° modo nenhuma influéncia sobre as forgas

identificadas.

UMERO_DE COORDENADAS INSTRUMENTADAS

5.2.2 - EFEITO DO N

Para & verificagdo do efeito do numero de coordenadas
sobre a precisao d
modal foi mantido inalterado, fazendo-

as forcas identificadas, o

instrumentadas, Cr

nimero de modos na base

o numero, como as posigdes dos sensores.

bem
e com 11 modos na base modal.

foi inicialmente aumentado

se variar

Trabalhou-s
0 numero
ede8a10/

e inicialment
de sensores
localizados nas massas de numeros 1 a

continuament
de acordo com as

nestes casoSy observa-se due,

8. Sendo, n>cy
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equacodes (3.14) a (3.16), as coordenadas modais sio

determinadas mediante a resolugdo de sistemas de equagdes sub-

determinados (numero de equagdes menor gque o nUmero de

incbgnitas). Nestes casos, as solugdes obtidas sido as solucgdes

de norma minima.

Os resultados das identificagdes sdo apresentados nas

figuras seguintes.

Erro R.M.5=1.282 %

1[N]

Forca na massa N°

7 IN]

2000[
1000}--------------
0f:F

-1000

0.1

&
o

o e -
4 X

Forga na massa N°

2000, 0.02 0.04 0.0

as e identificadas com 11 modos e. 08

at

Figura 5.10- Forgas €X

g s localizados nas massas 1,2,3,4,5,6,7 e 8.
sensore

v ta re i . . ; : i da exa ade

cond (([X]))= 2, 0.
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Erro R.M.S= 0.9014 %

Z 1000 :
Z 500w bende A

3 A :

@ A

; FRYRYAY,

£ 1000 . %

_ Erro R.M.S= 2.749 %

£, 400 T T T ]

N~ ! H H

°z ! ' H

31

&

[5+]

£

m

g H ' ) '

S 400 . 0.1

Tempo [s]
Figura 5.11- Forcgas exatas e identificadas com 11 modos e 09

sensores localizados nas massas 1,2,3,4,5,6,7,8 e 9.
Vermelho: exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.

cond (([X]))= 2, 0.

Erro R.M.S=0.9014 %
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N
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Figura 5.12- Forgas exatas e identificadas com 11 modos e 10

sensores localizados nas massas 1,2,3,4,5,6,7,8,9 e 10.
vermelho: exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.

Cond(([i]))= 2,0.
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Os resultados apresentados revelam que mesmo empregando

as solucdes de norma minima para estimagdo das coordenadas

precisdes aceitadvels para as forgas podem ser

generalizadas,
contudo, que a qualidade da

geralmente obtidas.
identificacdo aumenta com & redugéo

Observa-se,
do grau de indeterminacio

dos sistemas de equagdes.

Diversos outros
sensor na massa n°

lidade da identificac&o. Esta

testes realizados revelaram due a

colocagdo de um 9 & de fundamental
importancia para assegurar a dqua

necessidade de estabelecimento de um

observacdo sugere @&

critério para O posicionamento 4timo dos sensores com vistas a

identificacdo de forgas.

5.13 e
o que permite estimar as coordenadas

As TFiguras 5.14 mostram o0s resultados da

(czn)y
solugéo

identificagdo com
normal do método dos minimos

modais através da
diferencas sdo obtidas em

quadrados. Nota-se due€ pequenas
comparacido com OS resultados obtidos com pequeno grau de
indeterminagdo nas equacdes de estimacdo das coordenadas

generalizadas (c<n) .

Erro R.M.S=1.005 %

1IN]
=
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o

500

-500

Forga na massa N°

Forga na massa N° 7 [N]
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!
\
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o
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Tempo [s]

i i ficadas com 9 modos e 9
< exatas e identl
Forga assas 1,2,3,4,5’6,7/8 e 9.

; n m
1izados as mas . ;
loca ijentlflcada; azul: desvio da exata.

éond(aiD)= 2,8.

Figura 5.13-
sensores
vermelho: exatai/
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Erro R.M.S=1.108 %

A
ggﬁVﬁﬁuvnvuynv

Figura 5.14- Forgas exatas e identificadas com 9 modos e 10

sensores localizados nas massas 1,2,3,4,5,6,7,8,9 ¢ 10.
vermelho: exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.

Cond(«iD)= 2,6.

ANALISE DAS MAGNITUDES RELATIVAS DAS FORCAS MODAIS

5.2.3 - -
E DO EFEITO DE FILTRAGEM FREQUENCIAL

onto e intere
Neste b

de cada uma das
definidas pelas equag¢des (3.13). Para

forgas modais: de inércia, de
relativas

amortecimento e eléasticay,
foram calculadas

tanto estas forgas |
dal leta (11 modos € 11 coordenadas instrumentadas).
modal comple

considerando-se a base
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Figura 5.15- Forgas modais para os modos 1 e 2.
forca de inércia; preto: forga elastica; azul: forcga

vermelho:
de amortecimento.
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Figura 5.16- Forcas modais para os modos 3 e 4.
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Figura 5.17- Forgas modais para os modos 5 e 6.

forca de inércia; preto: forca elastica; azul: forca

vermelho:
de amortecimento.
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Figura 5.18- Forcgas modais para os modos 7 e 8.

forgca de inércia; preto: forca elastica; azul: forca

vermelho:
de amortecimento.
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Figura 5.19- Forg¢as modais para os modos 9 e 10.

vermelho: forca de inércia; preto: forca elastica; azul: forca

de amortecimento.
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Figura 5.20- Forcgas modais para o modo 11.

lho: forga de inércia; preto: forga eladstica; azul: forca
verme :

de amortecimento.
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Pode-se observar que, em geral, a contribuicido dada

pela forca de amortecimento é muito pequena quando comparada

inércia e elastica, podendo muitas vezes ser

as forcas de

desprezada.
Houve também interesse de se verificar se as forgas

identificadas sofrem um efeito de filtragem passa-baixa,

determinado pela

formar as matrizes [iL [KL [ﬁ] e [n]l. Procurou-se responder a

da identificacdo ficaria limitada aocs

banda fregiiencial dos modos usados para

questdo: a precilsao

casos em dque O conteudo freqliencial da forga estivesse contido

na banda fregiiencial dos modos utilizados?

Para responder a
identificar uma unica forga harménica, cuja

esta questdo um teste fol realizado

destinado a
freqiiéncia situa-Sse além da banda freqiencial dos modos
utilizados na identificacgéao.
com uma fregiiéncia de 360 Hz, dada pela expresséo:

Foi aplicada uma forca harmdnica

na massa 1,

ﬁ(t):SOOcos(720nt) (N]

também, ao truncamento do numero de modos

Procedeu—sé,
e do numero de sensores (c=9). Foram

(I'1=9) ’

na base modal
s massas de numero 1,2,3,4,5,6,7,8 e 9. Desta

instrumentadas a

nove modos
e fregiiéncia que varlia de 20 a 220 Hz.

forma, OS utilizados na identificagdo da forga
4
abrangem uma faixa d

portanto, due & freqiiéncia da forga excitadora

Percebe—-se,

encontra-se além deste intervalo.

A Figura 5.21 compara aS5 forcas exata e identificada,

do ainda a diferenga entre elas.

mostran
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Figura 5.21 - Forcas exata e identificada. (n=c=9)
identificada; azul: desvio da exata.

vermelho: exata; preto:
Cond ﬂiD= 2,9.

Pode-se observar dque O método identifica a forca com

ainda que sua freqléncia de excitacdo

excelente precisdo,

esteja além da faixa de
arece haver efeito de filtragem de freqiiéncia no

Este fato pode ser explicado através

freqiiéncia dos modos utilizados.

Assim, ndo p
método de IIF proposto.

curvas
modos da estrutura, apresentadas nas

da analise das representando as coordenadas modais
alguns

a 5.22(c).

referentes a

Figuras 5.22(a)
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Figura 5.22(a) - Coordenada generalizada q;(t).
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Figura 5.22 (b) - Coordenada generalizada g, (t).
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Frmrem e

__________________________________________

q

R T NN

Coord. generalizada

i
N
h
[}
v
'
]
¥
1
[
1
'

_____________________
......................

O = - -
o

O - -~ — -
=

(=

o

G

.02 0.03

Tempo[s].

©
ob -
-~

Figura 5.22(c) - Coordenada generalizada qs(t).

Pode-se observar gque cada coordenada generalizada tem

duas componentes freqiienciais: a freqliéncia da excitacido e a

freqgiiéncia natural da componente. Assim, pode-se concluir que

modais relativas aos modos de baixa

mesmo as coordenadas
informagdo acerca da forga excitadora,

freqiiéncia trazem
qualquer gque seja a freqiiéncia da excitacéo.

IDENTIFICACAO DE FORGCAS HARMONICAS CONSIDERANDO

5.2.4 -
RUIDOS EXPERIMENTAIS
RULDOS SaAron o e

Os dados experimentais sdo inevitavelmente corrompidos

por ruidos introduzidos pelos diversos elementos da cadeia de

medicdo. Além disso, as
procedimentos de analise modal experimental s&o afetadas por

autosolugdes identificadas por

erros e imprecisdes provocadas tanto pelos ruidos
experimentais, quanto pelas diversas hipdteses inerentes ao
para o ajuste de parémetros

modelo matematico utilizado

modais.
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e

ambito dos problemas inversos, a influéncia dos

No
ruidos sobre as estimagdes é de importancia capital.
Encontram-se freglentemente situacdes (geralmente
mau condicionamento numerico) em que

Caracterizadas por
Pequenos ruidos nos dados podem ser fortemente amplificados

invalidando completamente os resultados da identificacsao.
Nesta secdo e avaliada a estabilidade das estimacdes

broporcionadas pelo método de IIF baseado nas coordenadas

modais, em relacldo aos diversos erros e ruidos contamin
Estes erros e ruidos sio Simulados

ando os

dados experimentais.

introdugéao de perturbacdes aleatérias nas

mediante a
aceleracgdes temporalis e nas autosolugdes.

Foi empregado, para o ruido afetando as aceleracées, un
modelo tal que, para cada sSensor, O erro aleatdrio en um
determinado instante ¢é inversamente proporcional a amplitude
da aceleracdo nhaquele instante. Acredita-se ser este um

modelo realista, levando-se em
tipicas das cadeias de medigdo. A Figura 5.23 representa este

conta as Caracteristicas

A . leragdo contaminada pelo i i~
modelo, onde Xi“ﬁ) é a ace ¢ b ruido no i

ésimo sensor, no instante t;; I: € um numero real aleatério, de

distribuigdo uniforme, e pertencente ao intervalo [-1;1],
¢ a maxima amplitude da aceleragdoc no intervalo de tempo

’Xi Imax
- do 0s valores méximo e minj
Cconsiderado e epsy © ©min 59 mo dos

respectivamente. Os valores adotados para

e€rros aleatdrios,
~ . L o= 0% = 29,.
estes dois parametros foram: epsy 10% e epiy, 5
as caracteristi :
Quanto aos erros afetando cas modais,

usando-se fatores multiplicativos

introduzidos

estes foram
de distribuigdo uniforme,

o cujos intervalos sio
aleatoérios,

mostrados na Tabela 5.1.
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min

O . (1)

1

max

Figura 5.23 - Modelo do ruido utilizado na contaminac¢do das
aceleracgdes.

Tabela 5.1- Erros aleatdrios afetando os parametros modais.

Parametros Modais Faixa dos erros aleatdrios
Fregiiéncias naturals 0.990 - 1.010
Componentes dos autovetores 0.900 - 1.100
Massas generalizadas T 0950 < 1.050
Fatores de amortecimento 0.900 - 1.100

primeiramente, a identificagédo das forgas

modal completa (11 modos e 11
0 resultado da identificagdo ¢

Procedeu—sey

harménicas com @& base

coordenadas instrumentadas).
apresentado na Figura 5.24.
ra o resultado de um segundo teste de

A Figura 5.25 most
a base modal incompleta (7 sensores e

identificagao utilizando

sete modos) .
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Erro R.M.S=12.01 %

1000

aN®1[N]

For¢a na mass
1
[4)]
(o= ]
fom ]

S
o]
e
Q
o
P Y e R
N

i i
0.04 0.06 0.08 0.1

A

aN°7 [N

Vermelho: exata;

Cond(([)N(D )= 2,2.

Erro RM.S=4.47 %

N®1[N]

For¢a na massa

ErroRMS=1895%

Forga na mass
-
-n-. e o

‘4-:-
'-.-
'.-
"-:
-..
-nqg
-u-
h-—
'-‘
--
-
q
—"
-
«q
«-
-‘
*‘f
-»-
—'
--
-v-

”

-4000 0. 02 0. 04 0. 06 0.08 0.1
Tempo [s]
Figura 5.24 - Forcgas exatas e identificadas. (c=n=11)

preto: identificada; azul: desvio da exata

Figura 5.25 - Forcas exatas e identificadas.

preto:

Vermelho: exata;
cond (([X]))= 4, 5.

identificada; azul: desvio da exata.

61



Confrontando as Figuras 5.24 e 5.13, observa-se gque nao

héd amplificagdo dos niveis de ruido nas forcas identificadas
4

O que significa que o método de IIF baseado nas coordenadas

modais mostra-se robusto com relacgdo aos ruidos presentes nos

dados experimentais.

5.3 - IDENTIFICACAO DE UMA FORCA TRANSITORIA

Sido apresentados, nesta segdo, o0s resultados de
identificacdo de uma Uunica forca transitéria, aplicada na
ilustrada na Figura 5.26. Esta forca simula,

massa numero 1,
excitagdao por impacto. O contetdo

de maneira aproximada, uma
freqiiencial desta forga, obtido através da Transformada Rapida
de Fourier, é apresentado na Figura 5.27.

Vale observar que a identificacdo de forgas de impacto
é uma aplicacdo diversas VezesS enfocada em estudos reportados

na literatura [Bateman et al., 1991].

Forga aplicada na massa n.1

1
..................................................

Forga [N]

0.015

0 .005
Tempo [s]
transitéria simulando uma excitacdo por

Figura 5.26 - Forga

impacto, aplicada na massa numero 1.
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Freqiiéncia [Hz]

Figura 5.27 - Espectro de freqliéncia da forga transitéria.

As respostas do sistema a esta forga excitadora foram
calculadas empregando-se O método de integracdo passo-a-passo
de Newmark [Forsythe et aley

do passo

1977], implementado em linguagem

MATLABY. o wvalor de 1integracdo empregado foi

de At=1.5x10" [s].

Procedimento idéntico ao Jjéa descrito na secdo 5.2 foi

o das respostas a forca de impacto:

adotado para @ obtenca
s respostas em aceleragdo possam ser

admitindo-se que apenas a

determinadas experimentalmente,
programa de integracao de NEWMARK foram assimiladas

as aceleracdes calculadas

através do
5 experimentais. Estas aceleracgdes, amostradas no

as resposta
integradas por duas vezes para a

seguida
stas em velocidade e deslocamento.

28 e b.29 permitem observar as respostas

tempo, foram €m
obtencdo das respo
As figura OS-.

exatas e integradas em algumas das coordenadas do sistema.
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vermelho: exata; preto:. lllteégrldua; dzul: UeSV.IO Qa exata.
T x S.A Erro R.M.S= 2.292e-006 %
M.m T T
E ; "
£ 0 “ :
a ] 1
141 : ;
m-m H |
270 0.005 0.01 0.015
- Erro R.M.S= 7.658e-006 %
E 0.1 m T
= u |
® 0 : .
o ] !
m 0.1 i -
W ' 0.005 0.01 0.015
o Erro RM.S=0.0%
2 50 m m
g OpD— o S S i ————
© ! :
o _50 1 |
8™ 0.005 0.01 0.015
< Tempo [s]

Figura 5. 29

vermelho: exata; preto:

N

- Respostas do sistema a forca de impacto

medidas na massa ne 5,

integrada; azul: desvio da exata.
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4 Erro R.M.S= 3.42e-006 %

r
i

i
0.005 0.01 0.015

Erro R.M.S=4.411e-006 %
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&b o
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0.015
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= e
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05 0.
Erro R.M.S=0.0 %
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o
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o

0.015

&
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——
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o o
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- Respostas do sistema a forga de impacto

medidas na massa n° 1.

- - -

Figura 5.28



Verifica-se que os erros de integracdo s&do minimos

fazendo com que os deslocamentos e as velocidades integradas

estejam bem proéximas dos valores exatos.
Sdo apresentados nas Figuras (5.30) a (5.37), os
resultados de diversos testes de identificagdo da forca de

impacto, considerando-se diversas combinac¢des do nUmero de

sensores, c, e do numero de autosolugdes, n. Estes resultados

permitem avaliar os efeitos do truncamento dos dados

experimentais sobre os resultados da identificacéo.

Erro RM.S=11.38%

400
350

300

-
o

Forga na massa N° 1 [N]

N A 0.01 0.015
Tempo [s]

Figura 5.30 - Comparagdo entre as forgcas exata e identificada.
vermelho: exata; preto:

(n=2, c=11). cond(([X]))= 1,2.

identificada; azul: desvio da exata.
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Erro RM.S=1.919%

400

350 --- - emmemmn el N .

1 1] oo . P—— S—

N
[4)]
(=]

-
[e=}
o

Forga na massa N° 1 [N]

I
% 0.005 0.01 0.015
Tempo [s]

Figura 5.31 - Comparacgdo entre as forcas exata e identificada.

vermelho: exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.

(n=7, c=11). cond(([X]))= 1,0.

Erro RM.S=1.237 %
400 . :

350 """""""""""""""" :

300

IN]

N
[S)]
(=]

N
(=]
(=]

-
o
(=)

Forca na massa N° 1
—
(6) ]
(== |

o
o

(=]

0.015

1
3
o
o
=)\
o
G
o
o
o

Tempo [s]
5.32 - Comparacdo entre as forcas exata e identificada.

Figura
exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.

(n=10, c=11). cond(([X]))= 2,o0.

vermelho:
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Erro R.M.S =1.201 %

400 .
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'500 0.005 0.01 0.015
Tempo [s]

Figura 5.33 - Comparagao entre as forcas exata e identificada.

vermelho: exatar; preto: identificada; azul: desvio da exata.

(n=11, ec=11). Cond(([i]))= 2,0.

Erro R.M.S =11.96 %

400
350

300

N
(42
o

Forga na massa N° 1 [N]

-50 /"””’@L&'uﬁ 0.01 0.015
¢ Tempo [s]

530 entre as forcas exata e identificada.
Figura 5.34 - Comparac

, 5 g ) i {0 da exata.
. to: identificada; azul: desvio
vermelho: exata; pre

(n=11, c=2). Cond(([i]))= 2,0.
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Erro R.M.S =1.305 %

- 0.005 0.01 0.015
Tempo [s]

Figura 5.35 - Comparacgdo entre as forcas exata e identificada.

vermelho: exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.

n=11, c=7). cond(([X])= 2,0.

Erro R.M.S = 9.767 %

T
'
...................................................
_______________________________________
__________________
...............................................
.............

____________________________________________________
...........................................

..........

—

I
0.01 0.015

-50 0.005
0 Tempo [s]

6 Comparagao entre as forcas exata e identificada.

Figura 5.3 . |
ta; preto: identificada; azul: desvio da exata.
eXa ’

vermelho: B
c=4) . Cond(dXD)= 6, 0.

(n=4,
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Erro RM.S =5.163 %

i
=% 0.005 0.01 0.015
Tempo [s]

Figura 5.37 - Comparagao entre as forgas exata e identificada.

vermelho: exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.

(n=6, c=6). cond(([X]))= 10,4.

Os resultados apresentados revelam que, ao contrario do

que se verificou na identificacgao de forgcas harménicas, no

de identificagdo da forcga transitéria, nd3o ha uma

significativa

caso
influéncia muito
numero de modos

identificada.
Deve também ser destacado o fato de que a relacdo entre

o0 numero de sensores e modos também tem pouca influéncia sobre
embora dois tipos de solucgdes

do numero de sensores e do

utilizados sobre a precisdo da forca

a qualidade da identificagao,
sejam utilizados para a resolucdo das equacdes

distintos
(3.14) a (3.16) conforme:
e c 2> n = solucdo normal do método dos minimos

quadrados;
¢ ( n = solugdo de norma minima.
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5.3.1 - IDENTIFICACAO DE UMA FORCA TRANSITORIA
CONSIDERANDO O EFEITO DOS RUIDOS EXPERIMENTATS

Sdo apresentados nesta seg¢do alguns resultados de
identificacdo da forga transitéria empregando-se aceleracées
temporais e autosolugbes perturbadas por numeros aleatédrios
simulando os ruidos experimentais. O modelo empregado para a
implantacdo do ruido foi o© mesmo utilizado no caso ol
identificacdo de forgas harménicas, apresentado na secdo
5.2.4,

Erro R.M.S = 9.088 %

450
400
350
£.300
Z 250
&
& 200
£

Forga

100

>0 0.005 0.01 0.015
° Tempo [s]

8 - Forcas exata e identificada. (c=n=11)

Figura 5.3 |
g identificada; azul: desvio da exata.

vermelho: exata; preto:
cond (([X]))= 2,3.
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Erro R.M.S = 10.54 %
450[ :

5 :
= 0.005 0.01 0.015

0
Tempo [s]

Figura 5.39 - Forgas exata e identificada. (c=n=7)

vermelho: exata; preto: identificada; azul: desvio da exata.

Cond(qiD)= 4,5.

Os resultados de identificacdo da forca transitéria
j& havia sido observado nos resultados de

confirmam o que
identificagéo da
importante

s forcas harménicas: nédo se observa nenhuma

amplificacao do efeito do ruido que chegue a
pronunciada dos resultados de

provocar uma deterioragao

identificacgéao.
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CAPITULO VI

APLICACOES NUMERICAS: METODO DE IIF BASEADO NA DECONVOLUCAO NO
DOMINIO DO_TEMPO

Neste capitulo s&o apresentadas diversas aplicacées

Numéricas realizadas com o objetivo de validar e ilustrar as
Caracteristicas do método de IIF estudado no Capitulo IV deste

memorial.
O método é utilizado inicialmente para a identificacao

de uma forca harmdénica atuandoc em um sSistema simples de 1 gdl.
Através desta aplicacido é evidenciada a caracteristica de may
condicionamento numérico e justificado o emprego de técnicas de
regularizag&o. Em seguida, diversas aplicacdes s&do efetuadas ao
mesmo sistema discreto de 1l graus de liberdade apresentado na
empregado para o estudo do método baseado nas

segcao 5.1,
considerados dois tipos de forcgas

Ccoordenadas modals. Sao
excitadoras: uma forga harménica em regime permanente e uma
forgca transitéria simulando uma excitagdo por impacto.

IDENTIFICAQAO DE UMA FORCA HARMONICA APLICADA EM UM

6.1~
SISTEMA DE 1 GDL.

mostra as caracteristicas fisicas do

suposto submetido a uma forga
de 15 rad/s, dada pela

A Figura 6.1
gdl utilizado,

Sistema de 1
freqiiéncia

excitadora, com uma

expressao:

f(t) = 800cos(15t) [N]

As condicgdes inicilais foram admitidas nulas. Aag
respostas temporais foram observadas na janela de 0 a 4 [s] e

discretizadas em 256 pontos igualmente €spacados
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(At=0,016 [s]). A Figura 6.2 mostra as respostas temporais do
Sistema e a Figura 6.3 ilustra as suas funcdes de resposta ao

Impulso unitario em deslocamento, velocidade e aceleracdo. Tais

FRI foram obtidas analiticamente.

I £(t) IX(t)

M M=2[Kg];
c=5([N.s/m];
K=1000[N/m] .

5 LI

Figura 6.1 - Sistema teste de 1 GDL.

Respostas temporais do sistema de 1 GDL

7

0 1

E 1000 |

l§ 0 : (

o 5 ;

L : !

2 -1000 0z ] 15 2 25 3 3.5 4
< ' Tempo [s]

- Respostas temporais do sistema de 1 GDL &

Figura 6.2
excitacdo harmbnica.
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FRI do sistema de 1 GDL

E

[e] ! i ! ! T
E o : : ;

£ O/ A\ A Aot

S ; i : '

o ! 1 1 1

80 05 1 1.5 2

0.

[m/s/s] Vt?locidade [mis]
o
(9) ]

(=}

S
Q

Aceleragiio

Tempo [s]
Figura 6.3 - FRI do sistema de 1 gdl.

A partir da resposta temporal e da FRI em aceleracio,

Procedeu-se inicialmente ao teste do método de identificacao

recursivo sumarizado pelas equacdes (4.6). A forgca resultante

da identificacdo é apresentada na Figura 6.4, confrontada com a

' forca excitadora exata.

Erro R.M.5= 486.6 %

0.6
Tempo [s]

Figura 6.4 - Forgas exata (vermelho) e identificada (preto) .
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Observa-se a tendéncia de Crescimento bermanente (¢
a

amplitude da forca
condicionamento numérico do problema de deconvolucio que t
’ orna

ldentificada, tipicamente devido ao mau

0s . . . "
resultados da identificacdo altamente sensiveis aos pequ
enos

€rros de arredondamento numérico afetando as respostas
em

aceleragdo e as FRI.
Os resultados mostram a necessidade de se empregar
um

Outro método para a resolugdo do problema inverso, qual ses
Ja,

aquele baseado na equacdo (4.7), associado a técnicas de
objetivam a estabilizacio numérica do

Tegularizacdo que
foram utilizados dois métodos de

Problema. Neste sentido,

fegularizacdo, a saber:

e 0 método de Thikonov:

e o método da baseado na Decomposicido enm Valore
s

(DVS) .

Singulares
basicas de ambos o0s métodos s30

As formulagdes

apresentadas no Apéndice B deste Memorial.

Os resultados das 1identificacbes empregando-se os

métodos de regularizagdo sdo apresentados a seguir.

6.1.1 - REGULARIZACAO PELO METODO DE TIKHONOV

No exemplo em questéo foi feita uma série de tentativas

pPara se chegar aos valores do parametro de reqularizacio « que

satisfatérias para o problema. As

Proporcionasse solugdes
figuras seguintes mostram OS resultados obtidos para alguns dos

Valores de o utilizados.
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, X 105 Erro R.M.S= 4.382e+004 %

1 T
1

Forga [N]

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

o 05 1 15 2 25
Tempo [s]
Figura 6.5 - Forcas exata e identificada.

vermelho: exata, preto: identificada; azul: desvio da exata.

a=0. cOnd([T]T[T]—oc[I])= 9,9x10".

Erro R.M.S=27.92%

800
600 L~ faft -t T
400

200

________

Forga [N]
o

-200r

-400-

-600}--

5 2
Tempo [s]

cas exata € identificada.

-800 1

0 0.5

Figura 6.6 - For

identificada; azul: desvio da exata.

vermelho: exatay, preto:

0=0, 05- cond([7)"l7]-ol1l)= 294,
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04128

Erro R.M.S=11.23 %

800

600

400

200+

Forga [N]
= ]

200 ¥ {---- :

-400}-

-600}---

-800

0

Figura 6.7 - Forgas exata e identificada. f
A

identificada; azul: desvio da exata. ?

vermelho: exata, preto:

o=0,01. Cond([T]T[T]——OL[I])= 1,5x10°.

Erro R.M.S= 9.56 %

1m0r“—‘7'—”T“”—_T-* : ;

800

wo-nm-}mu-~3~--ju
400 :
200

oK AT -

Forga [N]

-200

-4001-

-6001- : i :
} Ji oV i ¥

800 = 2 s '
5 1 1.5
- ° Tempo [s]

exata e identificada.

6.8 — Forcgas

Figura
identificada; azul: desvio da exata.

vermelho: exata, preto:
a=0,002. cOnd([T]T[T]—a[I])= 7,3x10°.
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VALORES
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A Figura 6.9 mostra OS valores singulares da matriz [T].
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Erro R.M.S= 21.23 %

800
600
400
= 200
S 0
S
w

[ 1
S

o N
(=] o

1 1
XX o
=

S 8

I
-1000

0 1.5
Tempo [s]

Figura 6.10 - Forgas exata e identificada.
vermelho: exata, preto: identificada; azul: desvio da exata.

(15 valores singulares anulados).

Erro R.M.S= 11.64 %

For;a[N]

Figura 6.11 - Forcas exata e identificada.
1. »

Ve 1h exata, preto: identificada; azul: desvio da exata.
I'me 02 7

(13 valores singulares anulados).
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Erro R.M.S=7.864 %

Tempo [s]
Figura 6.12 - Forgas exata e identificada.
vermelho: exata, preto: identificada; azul: desvio da exata.

(10 valores singulares anulados).

6.2 - IDENTIFICACAO DE UMA FORGCA HARMONICA APLICADA EM UM

SISTEMA DE 11 GDL

Os testes cujos resultados sdo apresentados nesta secdo
foram obtidos mediante a aplicagdo do método de IIF ao sistema
discreto de 11 gdl apresentado na segdo 5.1.

Os testes visaram a 1identificagdo de uma forga
harménica, com fregiiéncia de 150 Hz, aplicada na massa numero

1, dada por:

f,(t)=500cos(300mt) [N] (6.1)

A condicdes 1iniciais foram admitidas nulas. As
S .
respostas temporais foram observadas na janela de 0 a 0.05 [s]

€ di tizadas em 200 pontos igualmente espacados
iscre

) 6.13 e 6.14 mostram as respostas
(At=25x10"% [s]). As Figuras
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Cemporais do sistema em algumas de Suas coordenadas e as
Figuras 6.15 e 6.16 ilustram algumas das suas funcées de

fesposta ao impulso unitario em aceleragdo do sistema teste

€mpregado.
E x 10 Respostas exatas do sistema de 11 GDL
o 2 ] |
= . !
2 AP N
3 5 :
= I
é’ 0.03
v
£ 02 ! . !
[} ' \i
o .: i i
o
£ 200 : ; 5 ;
st ’ ~ ' ' ™ AN
. d L YRR AT, RN R SN, -L--\-—--- R
% 0 ‘\:%‘\' /\\/\\/v \/5 \/\\
g ‘ B - i .‘
3 -200, T 0.02 0.03 0.04 0.05
< ' Tempo [s]

Figura 6.13 - Respostas da massa N°1 do sistema de 11 GDL.

[m]
=
1S

Deslocamento

[m/s]
o

[M/s/s] Velocidade

1
N
o

i 1 i
YT 0.02 0.03 0.04 0.05
' Tempo [s]

s da massa N°5 do sistema de 11 GDIL.

Aceleragdo
OO

Figura 6.14 - Resposta
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FRI em aceleragéo

; L ,"
0.02 0.03 0.04
Tempo [s]

0.05 0.06

em aceleragdo, do sistema de 11 GDL.

FRI em aceleragdo

I i |
0 0 61 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Tempo [s]

Fi 6.16 FRI, em aceleracdo, do sistema de 11 gpr.
igura 6. -
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na formulagdo ¢é apenas a FRI h21ﬁﬂ. Os resultados obtidos

a regularizagéo
em Valores Singulares, sé&o

empregando-se tanto de Thikonov, quanto a

regularizagédo pela Decomposigao
apresentados nas Figuras 6.17 e 6.18 a seguir:

Erro RM.S=14.97 %

600

400

L X TR R ———
'

________________

200

R R

Forga [N]
o

-200+

-L-_—_—_-l—--_—--_\.

-400}---

0.05

o
oF-------
oY

i
0.0

Tempo [s]
o de Thikonov. (=1x1077)

6003 0.01

a 6.17 = rRegularizaca

Figur _
identificada; azul: desvio da exata.

vermelho: exata, preto:
4
Cond([T]T[T]—a[I])= 1,9x10%.
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Erro R.M.S = 14.48 %

Forga [N]
e |

-200f--

-400}---
-600——————-———l———————-4—~ ] '
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Tempo [s] '
Figura 6.18 - Regularizagdo pela DVS.
vermelho: exata, preto: identificada; azul: desvio da exata

Valores menores que 0,001 eliminados.

Pode-se notar gque OS resultados obtidos se mostraram

bastante satisfatérios.

UMA FORGCA TRANSITORIA APLICADA EM UM

6.3 - IDENTIFICAGAO DE
SISTEMA DE 11 GDL

com relagdo ao método de IIF

foi feito
procedeu-se a identificacdo de

Assim como

baseado nas coordenadas modais,
simulando

icacdo baseado na deconvolugédo

uma carga de impacto,

uma forca transitérias

utilizando-se o método de identif

tempo. A forcé de
foi aplicada ha massa ne

presentadas nas Figuras 5.28

cuja variagédo é
1. As

no dominio do impacto,
ilustrada na Figura 5.26;
respostas do sistema, S4° aquelas 2

e 5.29.
Foram efetu

stes de 1dentificacdo, nos

ados diversos te
e regularizagao de Thikonov

quais foram utilizados ©S métodos d
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e DVS. Foram utilizados na identificagdo as respostas em

aceleracsdo medidas na massa 2.

* REGULARIZACAO PELO METODO DE THIKONOV

Erro RM.5=3319%

400 :
<11 I S ; _________________________ I—— §
11y | I S _________________________ ________________________ B
. 1| IO JA— ; _________________________ YNSRI — i
Z200L NN VSRS SR B
S 5 5
IE 150 Femmmmmm e e E ------------------------ 5 ________________________ B
131 IO ________________________ J ________________________ _
1| Y A R ¥ e i
AR :
5 i
0 0.005 0.01 0015

Tempo [s]

3 - =5
. _ Jarizacdo de Thikonov. (aflxlO )
Figura 6.19 Regu i dentificada, azul: desvio da exata.

Vermelho: exata, preto: 1 3
cond([1]"l1]-al1l)= 2, 8x10"-




¢ REGULARIZACAO PELA DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES

(DVS)

Erro R.M.S = 1.906 %

Forga [N]

- 0.01 0.015

0.005
Tempo [s]

ura 6.20 - Regularizagao pela DVS.
identificada, azul: desvio da exata.

0,001 eliminados.

Fig
Vermelho: exata, preto:
Valores menores due

6.4 - IDENTIFICACAO NA PRESENGA DE RUIDOS EXPERIMENTAIS

De forma anadloga ao que foi feito na avaliacédo do

Método baseado nas coordenadas modais,
ado na deconvolugdo no dominio do

(respostas em aceleragao e

foi também avaliado o

desempenho do método base
mentais

t .
empo quando os dados experl
r ruidos aleatérios. Estes ruidos

FRIs) estao contaminadas PO
o modelo apresentado na Figura

foram produzidos aplicando-s€
.23 tanto as repostas ¢€m aceleragdo quanto as FRIs. Os
amplitudes maxima e minima dos

lims e
Imites uytilizados para &S
= 2%, respectivamente.

ruj -
Uldos foram de epsx™ 10% € €nin
s cujos resultados foram apresentados na

Alguns dos teste
empregando-se  0OS dados

repetidos

Secs .
€Cdo  anterior foram
resultados destes

ruidos. Os
1 a 6.24, a seguir.

c . ”
Orrompidos pelos testes sao

@presentados nas Figuras 6.2
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Erro R.M.S = 14.35 %

T

-

[ R

Forga [N]

R e b

Pomwnewes

.02 0.0 ] 0.05
Tempo [s]

&
S
o
o
.

Figura 6.21 - Regularizagdo de Thikonov. (a=2x107°)

Vermelho .
cond([T]"[t] -el1l)= 9, 4x10".

Erro RM.S=14.44 %

600

400

200}

Forga [N]
(=}

)
(o]
(=]

A
S
S

L
0.03
Tempo [s]

1
D
]
o
o
o
g

Figura 6.22 - Regularizagdo pela DVS.

exata, preto: identificada, azul: desvio da exata.

Vermelhof exata, preto: identificada, azul: desvio da exata.

Valores menores que 0,001 eliminados.
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Erro R.M.S=3.61 %

Forga [N]

o
[}
(=}

1
1
1

0 0.005 0.01 0.015
Tempo [s]

Figura 6.23- Regularizagdo de Thikonov. (a=1x107°)

Vérmelho: exata, preto: identificada, azul: desvio da exata.

cond([TI*[1]~of1])= 2, 8x10°.

Erro R.M.S=5.217 %

...............................

Forga [N]

_—y
Q
Q

Off-\-- \/»/‘sf

N PA— i
0 0.005 0.01 0.015
Tempo [s]

Figura 6.24 - Regularizagdo pela DVS.

Vermelho; exata, preto: identificada, azul: desvio da exata.

Valores menores due 0,001 eliminados.
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Os resultados revelam que&, ainda que as respostas tenham

ruidos,
volugao no dominio do tempo é capaz de

desde que técnicas

Sido contaminadas por o método de 1identificagao de

for¢as baseado na decon
Produzir resultados bastante satisfatdorios,

de regularizacio sejam utilizadas.

89



CAPITULO VII

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

da identificagdo indireta de

No contexto do problema
alho enfocou dois métodos operando no

£
Or¢as, o presente trab
proposto neste trabalho,

domin-
minio do tempo. O primeiro deles,
denadas Modais; o segundo método

£04 .
01 denominado Método das CoOOI

eXami p . :
ninado ¢é conhecido na literatura  COIO Método da
DeCOnVOlUQéO .
Os desempenhos e as caracteristicas dos dois métodos foram
aplicagdes efetuadas em uma

examsi . '
minados mediante diversas
ada numericamente.

efeitos de ruidos e truncamento

Nestas aplicagdes,

e

Strutura simples simul
e .

Special atencao fol dada aos
g . .
0s dados experimentais. OS resultados obtidos permitem afirmar

Que;

bastante adequados a
aria, dadas as suas

* ambos os métodos revelam~se

apli . o
Plicagcdes em situagdes praticas de engenh
s experimentais

Ca p . = .
racteristicas de robustez em relacso aos ruido
de explorar dados incompletos.

métodOS parecem
forcas excitadoras,

e N
& sua capacidade
ser adequados a

Adicj

. Cionalmente, os dols

ident < - ,
entificacido simulténea deé diversas

a -~ " .

tUando em diferentes localizagoes espaclials da estrutura;

Modais tem & importante

Coordenadas
50 numericamente

quag¢des de estimac
importante vantagem em

* o0 Método das

Car p , .
acteristica de produzil €

be .

I condicionadas, © du€ lhe da uma

r . .

elacdo a métodos baseados ©m outras formulagbes, due se
pelo mau condicionamento numérico,

Car ,
acterizam, via de regrés

1 : L 5
Nduzindo instabilidades numéricas no processo de resolugdo.

' ; ; i cionament Ari
«  f0i evidenciado o mad condiciona o numérico
Ca 4 rd = M .«
racterizando o Método da Deconvolugao. Todavia, ficou
de regqularizagao permite

demonstrado que © uso de técnicas
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dMenizar  esta dificuldade e  garantir  resultados de

ldentificacao razoavelmente precisos;

0 Método das Coordenadas Modais mostrou requerer menor

€sforco computacional que o Método da Deconvolucéo.

Varios aspectos relativos aos métodos de identificacido de
forgas no dominio do tempo nd&oc foram abordados neste trabalho e

Poderszo Vir a ser objeto de investigacbes futuras. Dentre eles,

Podem ser citados:

* avaliacdo dos desempenhos dos métodos nos casos em que

de forgas devem ser identificados

MUmeros mais elevados
Simultaneamente;

* utilizacdo de algoritmos de ordem mais elevada,
destinados a integracdo numérica das respostas em aceleracédo,
erros de integragdo que o

“@pazes de proporcionar menores
g L
®todo do trapézio;
* estudo de procedimentos objetivando a selecdo o6tima das
respostas dindmicas sao

Coordenadas instrumentadas onde as

Adquiridas;
ado dos procedimentos de escolha

* estudo mais aprofund

Olima do parametro de regularizagéo de Thikonov;

avaliacao dos desempenhos dos métodos quando aplicados a

®Struturas reais, ensaiadas em laboratério e/ou em condigdes
4

n - .
Omais de operacdo;
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APENDICE A

RESPOSTAS DINAMICAS DE SISTEMAS DISCRETOS LINEARES |
|
|

|

©SPACO DE ESTADO

FORMULACAO NO

A.1 - PROBLEMA DE AUTOVALOR

sistema discreto de N graus de liberdade,

Considere O
s do movimento:

regido pelo seguinte sistema de equagde

Dal{szce)) +[cH{z(o)} +EN{x(0)} = 103

(K] € RV e (x(B)) € R".

onde [M], [C] e
espago de estado, o

presentar o0 sistema noO

Buscando re
orma:

sistema (A.1) & reescrito sob a £

{[M]{ié(t)}+[c]{>'<(t)}+[K]{x(t)} ={} .
nalfsce)) = M)
ou:
[[c] MEe) _[—[K] (0] {x<t>}}
o [of [z Lo D {x(t))
Ou ainda:
[ul{y(o)} = (2 () (A.3)
Onde sio definidas as seguintes matrizes de estado:
14 [O]} (A.4)

[c] [M]:' c RV e [A]:'- o [
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2

Para o sistema homogéneo (A.3), buscam-se solugbes do

tipo;

{v(©)) ={v}e>* (A.5)

Introduzindo-se (A.5) em (A.3), obtém-se o seguinte

Problema de autovalor:

(A.6)

(2] -[ul){y} = {0}

As soluctdes de (BA.6) sao os pares de auto-solugdes

Complexas:

e C (autovalores)

[ {Xr} ]r < c?(autovetores), com r=1 a 2N
| J

Pode-se verificar due€ os autovetores satisfazem as

Seguintes relagdes de ortogonalidade:

T

{v. ] [0l{ys)=8zsMs | om r,s=1 a 2N.
T

{yr} [A]{ys}:SrSUSSS

Sio definidas as seguintes matrizes, formadas a partir

das autosolucses:

— 3 2N, 2N. ., pspectral.
[S]*dlag{sl, S2» ---/SzN} c ; Matriz BSP

[Y]:[{yl}---{yzN}J N alh Matriz Modal.

2N, 2N. Matriz de Massas Generalizadas.

[N]:diag{np s nZN} e C
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Com inics -
estas definicdes, os dois conjuntos de equagbes d
e

or -
togonalidade (A.7), se escrevem:

(A.8)
[¥]*[a][Y] = [n][s]
Os valores das massas generalizadas Ny, - r N2 qu
1 .. N7 e
autovetores, podem ser

esty -
0 relacionados as normas dos

S d

Usualmente,

mo .
do a satisfazerem:

v} ot} =1
{YIY%AHyr}zsr com r=1 a 2N.

Neste caso, [N]=[I:] € &S equacdes (A.8) tornam-se:

(Y17l =[] "
.9)

[¥]*[allv]=[s]
uras pouco amortecidas (amortecimento

No caso de estrut
pratica, as 2N

Suber s & 4
critico), fregiientemente
em pares

os sob a forma:

encontradas na
conjugados e 0s

au ~
tosolucdes ocorrem complexos

au
Covalores podem ser express

Sr:_gr'mrija)?, com r‘—'—'l a 2N- (A-lO)

onde :
o) amortecidas;

[ ]
®:: sio as freqiiéncias naturais na
ortecimento modais; e

[ ]
Ce: sdo os fatores de am

[} d ' '
Okﬁ:mrJI:EE: sao as freqtiéncias naturais a

Quando &.<<1, r=1 a 2N,

mortecidas.

autovalores s3io dados, com

oS

b
©a aproximacgdo, POT:
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sy 2,0, +jo,, com r=1 a ZN. (A.11)

A.2 - RESPOSTAS FORCADAS

No caso de vibracées forgadas as equacgSes do movimento

S€ escrevem:
[d{se(e)) + [0} + (KN (o)} = {£C0)) (A.12)
Com as condicées iniciais {XUD}:{Xok e {X«»}Z{Xo}r onde:

{ﬂtﬁ e RY, ¢ o vetor das forgas excltadoras.

Apos g passagem ao espago de estado, (12) assume a forma:

[l{sc0)) = [alfy(e)} +{a®) (A.13)

“Om as condicses iniciais: {YUD}:{Yo}I

Onde;

{g(t)} = { {Z)t})}} e RN

Siao apresentadas a seguir, duas formas de se obter a

Solucao geral de (A.13).

A.2.1- SOLUCAO PELO METODO DA MATRLZ EXPONENCIAL

Admitindo-se  queé (U] seja  regular, (A.13) é

prlmeiramente transformada em:

(o)} = [Bl{y ()} ol o)l com ()} ={vo) (A.14)
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onde: [A]=[u]"'[a].

seguida a matriz exponencial definida

Introduz—-se em

segundo [Ogata, 1993]:

- w .k ~
ehkzzzzfﬁ{ﬁr, onde JAk e RPN, com as seguintes
K
k=0 ""
propriedades:
d (Al _ [5]el8e = JBl[A
L CTt(e t):[A]e“:e [2] (A.15)
[X]o )
el _[r ] (A.16)
HI.e[x](tﬁtz) = e[]’:‘]tl e[ﬁ]tz (A.17)
Iv,(e['f\]t)'1 _ Ak (A.18)
Multiplicando—se ambos os lados de (A.14) por e%Ak, tem~
se:
(A.19)

e—[i]t[g]{y(t)} _ o Ele[R] + oA Ha(e))

Levando—-se em conta due:

~ d{ J=a
e_[i]t {y(t)} _ [ZX]e_[A]t {y(t)} = Ez(e [AJe {Y(t)}) ’

a equacdo (A.19)conduz a:

e Fle{y(o)} = J: R I (O A {vo}
0
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{y(e)} = Py} [ B g ar

0

ou:

{y(t)}: +f h(t
O Dfa(v)}dr (A.20)

Em (A.20), a matriz:

2N.2N
(A.21)

[n(o)] = P[] e R

e funcodes de respostas ao impulso unitéario

€ a chamada matriz d
O N ~ .
S elementos desta matrilz s&o interpretados da sequinte forma

he (t) ¢ '
1(t) & a resposta temporal do sistema no seu i-ésimo grau de
xcitacdo do tipo impulso unitario &(t)

liberdade, devida a uma €
j-ésimo grau de liberdade.

(delta de Dirac) aplicada no

METODO DA TRANSFORMACAO MODAL

A.2.2 - SOLUGAO PELO
De acordo com este método, 2 solucdo procurada para
(A.13) & expressa como uma combinacéo linear dos autovalores do
Sistema, que sdo as solucgdes do problema homogéneo (A.6). Assim
€screve-se:
(A.22)

{y(e)) = [¥{ct))

o vetor de coordenadas generalizadas.

de (A.22) em (A.13), seguido da pré-

resultante Ppor

(A.9) resulta em:

onde {c(t)} e C* &

A introdugéao

Multiplicacido da equacac
idade

relacdes de ortogonall

(Y]’ e o uso das
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{ee) =[sl{ce)} < [v)™{a(t)} (A.23)

A solugdo ce (A.23) ¢é entdo obtida pelo Método da

Variacado dos Parametros, segundo o qual, primeiramente impde—
se:

{c(e)) = el {are)) (A.24)

Derivando-se (A.24) em relagdo ao tempo tem-se:

{e(t)) =gt {are)) + el {ace)} (A.25)

A introducio de (A.24) e (A.25) em (A.23) conduz a:

{ae)} = e = [v] " {a(0)}

Cuja integracdo leva a:
{ace)} = {d©) +fe "{g()}ar
0

Introduzindo-se esta solucdo em (A.24) e em seguida

(A.22), obtém-se:

{Y(t)}=[Y]e[S]t{V(O)}+j[ JelsH = v] {g(v)}dr

0

O vetor {d(0)} é determinado impondo-se as condig¢bes iniciais:

(50} = {v,} = [¥l{c(@)} = {a(©)} = [v]{yo} = [ u{yo)

A solucdo de (A.13) & finalmente expressa sob a forma:
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{y(t)) =[vlel +I ]S eI y] ™ g(1)}dr (A.26)

0

ou ainda:
{ye)) = [l () Tulyo ) + f [n(t - O{g(0)}dr (A.27)

Nesta ultima equacgdo, a matriz:

[n(t)] = [¥]else[¥]" (A.28)

funcdes de respostas ao impulso unitéario,
(A.21) .

€ a matriz das

apresentada numa forma alternativa a
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APENDICE B

METODOS DE REGULARIZACAO

B.1- REGULARIZACAO DE THIKONOV

de regularizacdo de Thikonov &

eficiente de se

o método

Na literatura,
como uma forma

Muitas vezes mencionado

problemas de mau-condicionamento numérico. A

contornar os
odo nédo sera apresentada neste

explanacdo completa deste mét
sentido, Ver
é apresentada a seguir.

equacdes (4.13) e a sua

[Groetsch, 1984]). Uma breve

trabalho (neste
apresentacdo, contudo,

Com relagao ao
solucdo (4.14), o método consist

sistema de
e basicamente em se modificar
os elementos da diagonal principal de (117(7]. Isto & feito
sob a forma:

reescrevendo (4.14)
(e¢oy} =[] F (] woula]) 111700 (B.1)

tidade e o @ chamado de “parémetro de

onde [I] é a matriz iden

Yequlari Zagéon .
A equagao (B.1) pode ser reescrita de forma a se evitar
a inversio matricial, da forma:
T
ﬂﬂThﬂ+ahD£ﬂtﬂ:{ﬂ {x(£)} (B.2)
ou:
(B.3)

[a){z(t)} = {B}

simétrica positiva definida, ©

uma matriZ?
ser resolvido

(B.3) pode

Sendo [A]
através de

Sistema de equagoOes
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algori Neh '
goritmos eficientes dJue explorem estas caracteristicas, tal
14

como a decomposicdo de Cholesky.

A regularizagdo de Thikonov & uma técnica eficiente
Oré inics ; '
porém, requer a definicdo de [A], 1isto &, a escolha d

o

arai S
parametro de regularizagao . Esta escolha ndo & taref
a

simples e deve se dar por tentativas.
definitiva para a escolha do valor de

Na verdade, a literatura

nio oferece estratégia

a.

Existem algumas técnicas para Se€ chegar a uma primeira
aproximacdo para o. Uma delas ¢é o principio de Morozov
1984]. Segundo este principio, se & & o erro

{x(t)} do sistema, entdo o deve ser

[Groetsch,

presente na saida
escolhido de forma a satisfazer a seguinte relacéo:

ITi{ee)} ~{at)}] =8 (B.4)

Note que o & definido apenas indiretamente e que ele

depende de um valor estimado para 0.
s de estimacao de a foram desenvolvidas
4

Outras técnica
porém, em cada caso, © objetivo & o de se escolher um valor de

uficientemente grande p
grande & ponto de modificar

@ que seja s ara regularizar a solugdo

do sistema, mas nao tao
: T

ginal [T]7[T] e, conseqiientemente,

significativamente a matriz ori

o vetor-solucdo {f(t)}-

PELO METODO DA DECOMPOSICAO EM VALORES

B.2 - A REGULARIZAGAO
SINGULARES (DVS)

r sistemas de equagbes mal-

na de se regulariza
30 em Valores Singulares

outra for
ravés da Decomposi¢

condicionados €é at

(DVS) da matriz dos
para um sistema

coeficientes.
de equacdes dado por:
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[T](m’n){f(t)}<n’1) = {X(t)}(m’l) (B.5)

A DVS permite escrever [T] sob a forma:

onde:

e [Ule R™™ , [V]e R sé&o matrizes ortogonais, ou seja:
[U]T(U]=L, e (V] [V]=I

e [Y]e R™" , tal que o 2 0, com i=1l a k e k=min(m,n); e 6i;=0,

para i#j. O0s Oi: si0 os valores singulares de [T].

A matriz [T] sera singular se, e somente se, ela possuir
pelo menos um valor singular nulo. O numero de valores
singulares nao nulos é igual ao posto de [T].

A equacdo (B.5) pode entdo ser escrita na forma:

[olElvIT (o)} = {x() (B.7)

Fazendo-se uso das propriedades de ortogonalidade das

matrizes [U] e [V], (B.7) conduz a:

{f(t)=[V]{Z]+[U]T{X(t)}} (B.8)
onde:
ot =1/63;,  Oii 70
[5]" =46l =0 se 0ii=0 (B.9)
sz:o, para 1#]
Observa-se enm (B.9) gque numa situacdo de quase-
colinearidade quando pelo menos um valor singular tende a
4

Zero a solucgéo tende a apresentar amplitudes tendendo ao
4

infinito, o que caracteriza a instabilidade numerica.
4
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A regularizacdo consiste ent&o em considerar nulos, na

co = : - :
nstrucdo da matriz [2]°, os menores valores singulares de

(T].
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