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RESUMO 

 

 

Otimização robusta é uma área de grande aplicabilidade e relativamente nova em suas 

metodologias e filosofias, e por conta disso vem tomando bastante atenção e apreço, tanto na 

academia quanto nos setores empresariais e industriais que lidam com incertezas em seus 

processos. O presente trabalho traz como uma nova abordagem, um framework de otimização 

robusta linear e não-linear, sob certos axiomas, ao qual considera-se o uso de distribuições de 

probabilidade para representação das incertezas, e que não é necessário a geração de cenários 

em árvore e nem da atrelação da probabilidade de acontecimento a cada um deles. O princípio 

do presente framework é realizar uma otimização robusta através de uma nova abordagem que 

regula a robustez e conservadorismo conforme vontade do planejador e que também incorpora 

um modelo de arrependimento específico do presente framework. Para realizar este princípio é 

necessário transformar o modelo determinístico original em outro através da formulação 

matemática do framework e sintonizar os valores de desvios padrões das incertezas normais e 

os valores dos fatores de penalidade através de um algoritmo. Vários exemplos foram resolvidos 

utilizando-se o framework desenvolvido, incluindo um estudo de caso referente ao 

planejamento tático de uma cadeia de suprimentos de argônio em escala industrial real. Os 

resultados mostram que o framework assegura robustez para um modelo determinístico prestes 

a ser sintonizado, ao mesmo tempo em que as incertezas são tratadas na otimização, e também 

que a estratégia de sintonia do algoritmo do framework diminui a penalização nos resultados 

almejados do modelo (bem como seu conservadorismo) ao se aproximar de um estado o mais 

próximo do ideal. 

 

Palavras-chave: Otimização robusta, Otimização sob incerteza, Otimização não-linear, 

Otimização linear, Cadeia de suprimentos. 
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ABSTRACT 
 

 

Robust optimization is an area of great applicability and is relativily new in its methodologies 

and philosopies, and because of that it has been getting a lot of attention and esteem in academia, 

but also in business and industrial sectors that cope with uncertainties in their processes. The 

present work bring as a new approach, a framework of linear and non-linear robust 

optimization, under certain axioms, in which considers the use of probability distributions for 

the representation of uncertainties, and that it is not necessary to generate scenarios in tree-

based nor the assignment of the probability of occurrence of each one of them. The principle of 

the present framework is to perform a robust optimization by a new approach that regulates the 

robustness and the conservatism by planner’s will and that also incorporates a regret model 

specific of the present framework. To perform this principle, it is necessary to transform the 

original deterministic model into another through the framework’s mathematical formulation 

and then tune the values of the normal uncertainties’ standard deviations and the penalty factors’ 

values by an algorithm. Several examples were solved using the developed framework, 

including a case study regarding a tactical planning of an argon supply chain of real industrial 

scale. The results show that the framework ensure robustness for the deterministic model that 

is about to be tuned, at the same time that the uncertainties are taken into account by the 

optimization, and also show that the framework algorithm’s tuning strategy decrease the penalty 

in the desired results (as well as its conservatism) by getting closer to the ideal state. 

 

Keywords: Robust optimization, Optimization under uncertainty, Non-linear optimization, 

Linear optimization, Supply Chain. 
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1. INTRODUÇÃO 

   

Quando uma empresa, instituição, grupo, sociedade, tomador de decisões etc, deseja 

realizar um planejamento para tempos futuros em suas atividades, ao qual não se sabe o que vai 

acontecer ou como o processo/operação deve fluir para tomadas de decisões ótimas, soluções 

robustas resolvem o problema. Tendo isso em vista, a área de otimização sob incerteza é 

essencial para poder calcular quais serão as tomadas de decisões ótimas quando há incertezas 

(parâmetros variáveis) no processo, o que acontece basicamente sempre devido a muitos 

parâmetros de entrada de qualquer que seja o modelo serem suscetíveis a mudanças ocasionadas 

por distúrbios (e.g., temperatura, umidade etc) ou necessidades de mudanças adaptáveis ao 

processo (e.g., demanda, preço etc). 

Dentro da área de otimização sob incerteza, GOVINDAN e CHENG (2018) divulgaram 

neste trabalho de revisão bibliográfica, alguns avanços no campo de programação estocástica e 

otimização robusta (OR) realizados por outros pesquisadores nos últimos tempos acerca de 

cadeia de suprimentos. Por outro lado, a importância da avaliação das incertezas no campo da 

otimização levou muitos pesquisadores a explorar parâmetros estocásticos em suas pesquisas 

de cadeias de suprimentos (GUPTA, et al. ,2000; PEIDRO, et al., 2009; CHEN e FAN, 2012; 

SODHI, 2005; BIDHANDI e YUSUFF, 2011; IVANOV e SOKOLOV, 2012; HEIDARY e 

AGHAIE,  2019). Há areas correlatas que também são estudadas com o intuito de predizer o 

que ocorrerá no futuro, porém que não utilizam abordagens de pesquisa operacional, ao qual 

um exemplo é a rede neural LSTM (long short-term memory) usada, entre várias de suas 

aplicações, para predizer séries temporais. Há ainda diferentes filosofias no campo da 

otimização sob incerteza (SAHINIDIS, 2004), ao qual alguns desses avanços são discutidos no 

capítulo 2 (Revisão bibliográfica) desta dissertação. 

IANCU e TRICHAKIS (2013) descobriram através da metodologia de soluções ótimas 

robustas de Pareto, bem como do próprio conceito de eficiência de Pareto, que realizar uma OR 

baseada apenas na perspectiva do pior caso, pode levar a decisões que não são ótimas se o pior 

caso não acontecer. Se o pior caso não acontecer, as tomadas de decisões resultantes de 

abordagens que consideram metodologia do pior caso estariam sendo menos convenientes do 

que aquelas resultantes de melhores soluções, pois assim o planejamento seria baseado em 

decisões menos lucrativas. É importante o avanço de frameworks de OR que possam levar a 

decisões ótimas tratáveis para casos em que não é apenas considerado o pior caso. 

Uma otimização sob incerteza mal realizada é muito ruim para a empresa, pois pode 

resultar em um péssimo planejamento futuro de um processo, de tal maneira que a função 
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objetivo se dispersse bastante em relação às funções objetivos anteriores dos planejamentos 

passados que vinham sendo feitos (que já foram realizados) e que portanto são os casos mais 

factíveis de referência a se repetir ou se aproximar. Usar distribuições de probabilidade (PDF) 

na abordagem matemática é uma excelente maneira de retratar o histórico acontecido sem 

precisar gerar a árvore de cenários, evitando que decisões fora do acontecido sejam evitadas, 

fazendo também com que haja uma distribuição de pesos dos acontecimentos ocorridos de 

acordo com suas frequências. Por isso é interessante que o planejamento futuro não se disperse 

da tendência média do que havia sendo feito pela empresa e por isso é interessante considerar 

PDF no problema de otimização sob incerteza. Apenas com um ajuste de PDF para a potencial 

predição do futuro de uma incerteza, já evitaria a necessidade de prever cenários discretos e 

exatos de acontecimentos (GUPTA e MARANAS, 2003). É interessante que haja o avanço de 

metodologias que consigam prever o fenômeno no futuro para que decisões ótimas possam ser 

tomadas a fim de mitigar a dispersão entre a realidade de ocorrência de planejamentos anteriores 

tratáveis.  

Uma otimização sob incerteza bem realizada pode realizar o planejamento de forma bem 

satisfatória e definir o esboço de todo o planejamento de tempos futuros. Baseado em dados 

históricos passados, é possivel montar uma formulação que realize uma predição satisfatória 

das incertezas no processo. Com essa motivação, metodologias envolvendo a filosofia de 

arrependimento relativo (e.g., JIANG et al. (2013); CHEN et al. (2014); XIDONAS et al. 

(2017) etc) continuam sendo desenvolvidas com o objetivo de criar metodologias que 

diminuam a dispersão entre a solução ideal e a solução sob incerteza, porém nesse ramo as 

metodologias utilizam a geração de cenários e a perspectiva de pior caso.    

As abordagens no campo de otimização sob incerteza podem ou não considerar cenários 

de acontecimentos para determinação de uma solução do problema estocástico. A dificuldade 

dos problemas estocásticos que consideram cenários são: i) a tratabilidade das soluções; ii) o 

tempo de processamento computacional quando se há um número alto de dimensões no 

problema, e.g. o assim chamado problema SSN exposto em SEN et al. (1994) ou qualquer outro 

problema envolvendo grande presença de variáveis binárias etc; iii)  a geração da quantidade 

certa de cenários no problema e iv) a atribuição de probabilidade de acontecimento a cada um 

destes cenários, entre outros desafios discutidos no capítulo 2 (revisão bibliográfica). 

A OR tem sido muito utilizada na prática devido à sua capacidade de imunizar o modelo 

contra eventuais intratabilidades causadas por incertezas no processo, e devido a não precisar 

trabalhar com cenários. Métodos de otimizações robustas mais populares na literatura utilizam 

abordagens matemáticas funcionais para problemas lineares, ao qual ainda há muito pouco 
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estudo a respeito de OR não-linear em comparação com linear, especialmente quando a não-

linearidade provém da própria incerteza ou da presença de não-convexidade (GABREL et al. 

(2014)). No entanto, quando a imunização do modelo se dá de forma desregulada, o planejador 

pode se deparar com o ultraconservadorismo ou de resultados que podem não ser as melhores 

soluções na prática. 

Até o momento, não há nenhuma conciliação entre modelos de arrependimento, 

conservadorismo e robustez. Com essa conciliação é possível obter tomadas de decisões 

robustas ao mesmo tempo em que se é aproximado de uma idealidade. Dois benefícios mútuos, 

fazendo com que naturalmente por se aproximar de uma idealidade, o conservadorismo se 

reduza de forma natural. Se essas tomadas de decisões terem como ponto de partida os 

acontecimentos mais recentes, a idealidade é atingida sem que a tratabilidade atual de operação 

seja ignorada. O framework desta presente dissertação concilia os dois através de um algoritmo 

que sempre força que haja o conservadorismo e robustez regulados de acordo com um risco 

especificado com a mútua aproximação de uma solução ideal. 

As motivações para a realização dessa dissertação foram: i) o objetivo de evitar se 

deparar com as dificuldades que a otimização sob incerteza que considera geração de cenários 

em árvore e atribuição de probabilidade apresenta; ii) a grande praticabilidade oferecidade pela 

OR; iii) o desenvolvimento de um framework de OR que não precise inserir restrições 

probabilísticas do tipo chance-constrained no modelo determinístico (diminuiria a robustez); 

iv) a regulação do conservadorismo e robustez de acordo com a satisfação ou especificação de 

risco pelo planejador para evitar a utilização apenas de piores casos ou de casos específicos de 

incertezas com limites fechados ou limitados por valores baseados em alguma geometria do 

hiperplano; v) os benefícios oferecidos pelo uso de modelos de arrependimento em OR, que no 

caso do método desta dissertação naturalmente ameniza ainda mais a penalidade na FO 

enquanto orienta as tomadas de decisões do problema em direção à solução ideal; vi) o vínculo 

entre tomadas de decisões robustas e as ocorrências médias de acontecimentos passados. O 

modelo de arrependimento do framework desenvolvido independe da seleção do pior caso, i.e. 

não é uma abordagem minimax, e independe do risco de valores incomuns para as incertezas 

serem indesejáveis. 

O principal ponto desta dissertação é o desenvolvimento de um novo framework de OR 

que regula o conservadorismo e robustez do modelo determinístico linear ou não-linear em 

otimização, e também e que utiliza conceitos provenientes de modelos de arrependimento em 

OR, os quais visam determinar soluções robustas que se aproximem da idealidade. O princípio 

do presente framework é realizar uma otimização robusta através de uma nova abordagem que 
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regula a robustez e conservadorismo conforme vontade do planejador e que também incorpora 

um modelo de arrependimento com definições e conceitos específicos do presente framework. 

Para realizar este princípio é necessário transformar o modelo determinístico original em outro 

através da formulação matemática do framework e sintonizar os valores de desvios padrões das 

incertezas normais e os valores dos fatores de penalidade através de um algoritmo. O framework 

leva às tomadas de decisões robustas diante das incertezas ao mesmo tempo em que se alcança 

uma solução o mais próximo da ideal, quando tem-se em vista que o ponto de partida da OR é 

uma linha de tempo mais recente tomada como referência (LTRR). O proposto framework serve 

para modelos lineares e não-lineares, sob certos axiomas, ao qual pode haver não-convexidade 

e não-linearidade nas variáveis de decisões ou na natureza das incertezas (em seus gráficos de 

PDF), mas é necessário que a função objetivo seja monotônica no domínio do problema de 

otimização em que se encontra a região viável (DRV). DRV diz respeito ao domínio das 

variáveis de decisões da região viável delimitada pela fronteira da região convexa. 

A aplicação prática do presente framework é que ele pode ser utilizado para imunizar o 

modelo contra possíveis inviabilidades eventualmente causadas por incertezas no processo, 

através do melhoramento de sua robustez, ao mesmo tempo em que se considera essas 

incertezas no processo e se alcança um estado o mais próximo do ideal. Isto é importante pois 

modelos que possuem significado físico podem, às vezes sob certas condições, não apresentar 

convergência numérica, e este framework pode solucionar este problema com um certo preço a 

se pagar, e alteração de preço esta que é amenizada pelo fato do presente framework também 

adotar a estratégia de ser um modelo de arrependimento. O dito preço a se pagar é o preço da 

robustez, comumente utilizado em OR (e.g. BERTSIMAS e SIM (2004); WELLONS e 

REKLAITIS (1989)), ao qual penaliza-se a função objetivo do problema a troco de 

proporcionar maior robustez ao modelo que considera incertezas.  

Para realizar uma otimização robusta através da nova abordagem proposta que regula a 

robustez e conservadorismo conforme vontade do planejador, o presente framework incorpora 

um algoritmo, um modelo de arrependimento com definições e conceitos específicos que 

diminui o arrependimento relativo e uma formulação matemática que deixa o modelo 

determinístico mais robusto à variações paramétricas. Para realizar a OR é necessário 

transformar o modelo original em outro, um modelo robusto sintonizado com fatores de 

penalidade, através da formulação matemática do framework, e por fim sintonizar os valores 

de desvios padrões das incertezas normais através de um algoritmo.  

 O restante desta dissertação se divide como o seguinte. O capítulo 2 trata de uma revisão 

bibliográfica sobre os campos mais estudados e citados na otimização sob incerteza, e de 
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principalmente da OR que é o foco desta dissertação. O capítulo 3 trata da apresentação do 

framework e metodologia do presente trabalho, ao qual é aplicado para exemplos lineares e 

não-lineares. O capítulo 4 trata da descrição do problema estudo de caso ao qual o framework 

é aplicado para uma cadeia de suprimentos de argônio em escala industrial real. O capítulo 5 se 

refere aos resultados e discussões da execução dos objetivos gerais e específicos desta 

dissertação. O capítulo 6 trata sobre as conclusões desta dissertação. 

 

 

 

1.1. OBJETIVO GERAL 

 

Apresentar o desenvolvimento de uma nova abordagem que é um framework de OR 

linear e não-linear com critério de modelo de arrependimento específico baseado na 

representação das incertezas através de distribuições de probabilidade, ao qual não há a 

necessidade da geração de cenários em árvore e nem da inserção de restrições probabilísticas 

no modelo matemático. 

 

1.1.1. Objetivos específicos 

 

Os objetivos específicos desta dissertação que vigoram os objetivos gerais são: 

 

i) Apresentar a formulação matemática do framework. 

ii) Apresentar o procedimento algorítmico do framework. 

iii) Realizar a resolução de problemas lineares e não-lineares de otimização para uma 

melhor compreensão do framework. 

iv) Realizar uma análise de sensibilidade para cada uma das incertezas do problema de 

otimização do planejamento tático da cadeia de suprimentos de argônio.  

v) Aplicar o procedimento do framework para o planejamento tático de uma cadeia de 

suprimentos de argônio, pertencente à categoria de processos de produção intensivo 

em energia (PIE), ao qual a demanda dos clientes é gerada aleatoriamente para o 

planejamento do estudo de caso. 
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2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 

Neste capítulo há a discussão e fundamentação teórica sobre otimização sob incerteza e 

seus ramos de estudo. É enfatizado os seus diversos ramos de estudo e mais especificamente 

citado os campos mais populares no estudo aplicado para planejamento ou pesquisa 

operacional, que são a programação estocástica e a otimização robusta.  

 

2.1. OTIMIZAÇÃO DE PROCESSOS DE PRODUÇÃO INTENSIVO EM ENERGIA COM 
INTEGRAÇÃO DA DISTRIBUIÇÃO DE PRODUTOS  
 

O preço de energia elétrica varia conforme a época do ano, de hora em hora, de dia em 

dia ou de mês em mês, devido a agentes externos ou internos ao processo de geração de energia 

elétrica, ocasionando uma divisão nos preços de energia ao qual se categorizam em diferentes 

bandeiras. É por isso que negócios industriais que utilizam muita energia elétrica se preocupam 

com valores altos e buscam a otimização do processo que reduz significativamente os custos 

do processo, visando produzir a demanda em horários que a energia está mais barata. Porém 

como o consumo dos clientes, bem como a disponibilidade de inventário da plantas e dos 

clientes podem variar estocasticamente, nem sempre a produção de uma fábrica poderá ser feita 

em sua totalidade nos horários em que a energia se encontra com o menor preço. É devido a 

esses fatos que uma programação da produção é necessária, e aí é quando entra a importância 

de fazer uma otimização para encontrar o estado ótimo entre saciação dos clientes e 

programação do processo produtivo ao qual minimize os custos de produção dentro do possível. 

Muitos processos intensivos em energia (PIE) possuem fundamental importância para a 

humanidade. Entre eles pode-se citar o processo de produção de alumínio, aço, e as USAs 

(Unidade de Separação de Ar) etc, e como demandam muita energia, recebem grande atenção 

nas áreas de pesquisas ao qual visam a otimização dos custos diante da programação da 

produção.  

IERAPERITROU et al. (2002) propõe em seu artigo uma abordagem estocástica para a 

otimização da produção em uma USA levando em consideração incertezas como o preço de 

energia elétrica e a disponibilidade de inventário do cliente. A otimização do planejamento da 

produção da planta é realizada para que sejam encontrados os melhores modos de operação da 

planta dentre três disponíveis. O horizonte de tempo do trabalho é dividido em dois estágios, 

onde o primeiro toma o preço da energia elétrica como determinístico, enquanto que no segundo 

o preço é estocástico. 
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YOU et al. (2011) propuseram uma formulação MILP para integrar decisões de curto e 

longo prazo em decisões na distribuição de produtos no problema de roteamentos veiculares 

baseado em inventário (IRP – inventory routing problem) dos tanques de armazenamento dos 

clientes. Para que um problema grande com muitas variáveis seja resolvido em tempo ameno, 

o artigo propõe uma estratégia consistida de duas partes, onde a primeira define uma resolução 

baseada em decomposição e a segunda define uma resolução baseada numa abordagem de  

aproximação  contínua. 

MITRA et al. (2012) desenvolveram um modelo determinístico com representação 

discreta do tempo, que leva em consideração os detalhes envolvidos na transição entre os modos 

de operação da USA. MITRA et al. reformularam algumas restrições usadas no trabalho de 

IERAPERITROU et al. (2002) com o objetivo de tornar o modelo mais eficiente. 

Dois anos depois, MITRA et al. (2014a) propuseram um modelo MILP baseado na 

representação do tempo em multi-escala com o intuito de estabelecer a integração entre tomada 

de decisões operacionais de curto prazo e a capacidade de planejamento de longo prazo para 

PIE. A reformulação baseia-se na consideração dos períodos sazonais de tempo do ano que 

influenciam no preço da energia elétrica. Algumas incertezas foram levadas em consideração 

nesse trabalho, tais como a demanda a longo prazo dos clientes, compras de novos 

equipamentos, atualizações do processo produtivo, níveis do produto na produção e inventários. 

A abordagem estocástica foi realizada para diferentes cenários para estudar a influência que a 

demanda dos clientes causaria no custo de produção. Devido a existir variáveis de decisões de 

escolha dos modos de operações, a resolução do modelo demora muito tempo e foi por isso que 

o trabalho foi dividido em duas partes, sendo que na segunda, MITRA et al. (2014b) 

desenvolveram um algoritmo híbrido de decomposição de dois níveis para resolver problemas 

de tamanho industrial em uma quantidade de tempo razoável. 

MARCHETTI et al. (2014) apresentaram um modelo MILP para descrever o processo 

integrado de produção-distribuição de uma cadeia de suprimentos, ao qual é considerado a 

representação discreta do tempo em que há a divisão de cada dia em dois períodos para que 

sejam captadas  as mudanças de pico e amenização no preço da eletricidade. Descrevendo a 

produção com diferentes modos de operação e transição entre eles, e a distribuição através de 

um Problema de Roteamento de Veículos Capacitados (PRVC), os autores mostraram através 

das otimizações de um estudo de caso que este modelo integrado obtém resultados satisfatórios. 

Neste trabalho, a função objetivo que foi minimizada é o custo integrado de produção e 

distribuição. 
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MOONS et al. (2017) publicou um artigo que faz uma revisão bibliográfica dos avanços 

que houve na área de pesquisa operacional que envolve a integração entre o planejamento da 

produção e o problema de roteamento veicular, ao qual este trabalho aborda processos bateladas 

e contínuos.  

DONG et al. (2017) desenvolveram um modelo MILP para descrever um problema de 

roteamento veicular baseado em inventário (IRP), de uma planta que produz um produto e 

possui uma rede de clientes que recebe esse produto de veículos que saem desta planta. As 

restrições matemáticas levam em consideração a quantidade máxima de horas que um motorista 

de um veículo pode trabalhar e dirigir, a quantidade de horas dirigidas por um motorista, o fato 

dos motoristas pararem de dirigir para descansar quando o tempo limite de trabalho diário é 

atingido, entre outras restrições. A ideia do artigo foi fazer um modelo que possua 

acontecimentos o mais próximo da prática usual. O problema demora a convergir e as soluções 

podem ser inviáveis matematicamente, estando fora do domínio do possível. Para driblar o 

problema da inviabilidade, foi proposto uma estratégia de otimização do problema 

compreendida na resolução alternada entre um subproblema de limite superior e um com um 

limite inferior, ambos sujeitos a cortes inteiros após cada iteração do método matemático de 

otimização, para eliminar soluções repetidas. O subproblema de limite superior desconsidera 

as restrições matemáticas relacionadas aos motoristas para relaxar o problema, e sua otimização 

gera as rotas que devem ser percorridas e os caminhões usados em cada uma delas; enquanto 

que no inferior há a consideração total do modelo detalhado que receberá essas informações 

como dados de entrada e terá como dados de saída todas as informações do cronograma de 

operação do processo (ótimas tomadas de decisões). 

BASAN et al. (2018) reformularam as proposições de MITRA et al. (2012), 

introduzindo um novo conceito para descrever a transição entre os modos de operação sem que 

seja necessário o uso explícito de variavéis binárias. Em MITRA et al. (2012) estas variáveis 

binárias eram decisivas para definir, como resultado de saída, quando que a alternância entre 

modos de operação seria necessária. 

A cadeia de suprimentos relacionada a produtos químicos é um exemplo de 

complexidade, em que alguns modelos foram criados para descrever alguns processos (LIRA-

BARRAGÁN et al. , (2016); CHEN e FAN, (2012); TOMASGARD et al. , (2007); GUERRA 

et al. , (2016); GRONHAUG e CHRISTIANSEN, (2009)). Particularmente, a indústria de gases 

atmosféricos tem um grande interesse na otimização da programação de sua cadeia de 

suprimentos devido ao alto uso de eletricidade. 
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2.2. OTIMIZAÇÃO SOB INCERTEZA  
 

Esta seção faz uma revisão bibliográfica da literatura a respeito do que já foi feito na 

otimização sob incerteza. As metodologias mais antigas de otimização sob incerteza são a 

programação estocástica, a otimização robusta (OR) e a otimização fuzzy. Recentemente novas 

metodologias também foram exploradas na área de planejamento e pesquisa operacional, as 

quais serão brevemente discutidas nas próximas subseções. Mas antes do entendimento de 

otimização sob incerteza, é necessário entender as diferentes classificações de parâmetros 

incertos, comumente chamados de incertezas. Esta primeira parte dessa seção tem a intenção 

de discutir de uma forma mais geral o assunto, enquanto as próximas sub-secções traz um maior 

aprofundamento dos assuntos. 

Otimização sob incerteza é indicada para os casos em que é necessário lidar com 

variabilidade nos valores dos parâmetros de entrada cujos dados históricos variam, são incertos 

ou imprevisíveis. Então uma otimização sob incerteza tem cunho planejador e estimador, 

diferentemente da otimização determinística que possui seus parâmetros de entrada com valores 

bem definidos quando o cenário a ser otimizado é perfeitamente previsível. Mesmo que o 

cenário seja previsível o modelo determinístico pode gerar uma solução inviável, e no campo 

da otimização sob incerteza, é a otimização robusta que lida com a ideia de corrigir este 

problema, o qual será mais discutida na seção 2.2.3. 

Métodos de otimizações estocásticas generalizam métodos determinísticos para resolver 

problemas de otimização, ao qual se fundamentam no uso de métodos de otimização que geram 

e usam variáveis aleatórias, ou seja, os parâmetros incertos são gerados conforme uma 

parametrização estatística, ou quando necessário por uma parametrização não-estatística 

(SPALL, 2005). 

Há duas categorias diferentes para parâmetros incertos em um modelo, as incertezas: i)  

aleatórias/irredutíveis, em que essas estão bem definidas como tendo dados históricos e 

informações suficientes para tratar essas incertezas de forma estatística, e ii) as incertezas que 

são epistêmicas, i.e. não possuem dados históricos disponíveis para poder prever a variabilidade 

que estas causam em um processo ou não se adequam a uma distribuição de probabilidade, e se 

tornam portanto, incertezas subjetivas e redutíveis que podem ter seus valores especificados por 

estimação (OBERKAMPF et al. (2004); YOUN et al. (2006); ELDRED et al. (2002)), 

principalmente para fins de design de projeto ou planejamento. Numa otimização sob incerteza, 

quanto maior for a dimensão do problema, ou seja, quanto maior forem as quantidades de 

parâmetros e variáveis do problema, maior poderá ser o desvio entre a solução estocástica e a 
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solução com informação perfeita (solução determinística de referência) (JANAK et al. (2007); 

BERTSIMAS e THIELE (2006)). 

Há muitas filosofias diferentes no ramo da otimização sob incerteza, ao qual entre elas 

estão as otimizações que trabalham sob uma perspectiva de cenários (scenario-based), e outras 

que não consideram cenários (non-scenario-based). Dentro dessas perspectivas de resolução 

existem vários desenvolvimentos de metodologias de otimização sob incerteza, entre elas estão, 

a programação estocástica, a OR, a otimização robusta ajustável (ORA), a otimização 

distributivamente robusta, a otimização baseada em distribuição (distribution-based), a 

otimização difusa (fuzzy), a otimização baseada em simulação (simulation-based), a otimização 

baseada em controle (control-based), a otimização baseada em amostra (sample-based), a 

otimização surrogate-based, a otimização baseada em confiabilidade (reliability-based), a 

otimização baseada em possibilidade (possibility-based) etc. Várias filosofias acerca desses 

temas foram abordadas nas revisões bibliográficas de SAHINIDIS (2004), GOVINDAN e 

CHENG (2018), GORINSEN et al. (2015), GROSSMANN et al. (2016), GABREL et al. 

(2014), e JANAK e FLOUDAS (2005), ao qual é discutido sobre alguns trabalhos que já foram 

desenvolvidos no estado da arte do ramo da otimização sob incerteza, mais especificamente em 

relação à programação estocástica, OR e otimização fuzzy. Com o passar do tempo, mais 

filosofias são desenvolvidas a fim de que se possam alcançar objetivos de acordo com a 

necessidade de cada problema. 

A programação estocástica lida com otimização estocástica baseada em cenários, em 

que é necessário a geração de diversos cenários para descrição do problema (ROCKAFELLAR 

e WETS, 1991), o qual será mais discutida a fundo na subseção 2.2.2. A OR, a qual será mais 

discutida a fundo na subseção 2.2.3, lida com a otimização sob incerteza baseada em não-

cenários ou em cenários, onde nesse último caso pode-se ou não considerar a resolução do 

problema de pior caso, a depender do método que seja utilizado (GORISSEN et al., 2015). A 

OR considera que o conjunto de incertezas são expressados por uma região determinada por 

um polítopo (AYOUB e POSS, 2016), ou seja, seus limites estão bem definidos. A OR é muito 

usual na aplicação da prática e leva a resultados notórios em problemas reais, visto que é 

computacionalmente tratável (GORISSEN et al., 2015).  

 Na otimização sob incerteza baseada em cenários, é necessário resolver o problema de 

tal maneira que uma incerteza esteja representada em diferentes cenários discretos, que são 

considerados como possíveis ocorrências no futuro, e nessa categoria de otimização, há ou não 

a consideração do valor esperado no modelo. Em programação estocástica, existe uma 

probabilidade de ocorrência,  incluída no modelo da formulação estocástica (BIRGE e 
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LOUVEAUX, 1997), para cada um dos cenários no universo de cenários, ou para cada evento 

dentro de um cenário contido em um universo de cenários, ao qual o tomador de decisão declara 

qual é a expectativa de ocorrência de cada um dos cenários nesse universo possível (DEMBO 

(1991); DEMBO (1992)), e por isso há a otimização do valor esperado da função objetivo 

levando em conta o valor esperado de cada um desses cenários ou a média entre todas as 

realizações.  

 De uma maneira mais geral, a programação estocástica obtém uma solução média ótima 

do problema, e isso é feito mediante a otimização do valor esperado da função objetivo quando 

se leva em conta todos os cenários, de condições de acontecimento possível do problema, 

simultaneamente na matriz de otimização do problema. Como gerar muitos cenários pode 

aumentar demais o tempo computacional, principalmente quanto maior for a árvore de cenários 

(influenciada diretamente pela dimensão do problema) em alguns casos é recomendável realizar 

uma análise de sensibilidade, e depois que sabe-se da influência de cada incerteza, reduzir a 

dimensão do problema, bem como o número de cenários, conforme algum método de redução 

da literatura (KOUWENBERG e ZENIOS, (2008); MULVEY e RUSZCY´NSKI, (1995); 

LINDEROTH e WRIGHT (2003)), de tal maneira que apenas os cenários mais sensíveis ou 

preponderantes sejam considerados. Porém existe um problema ao reduzir o número de 

cenários, pois caso algum cenário importante fique de fora da otimização ou não seja incluído 

porque não foi pensado ou não era conhecido que sua ocorrência era possível de acontecer, as 

soluções obtidas podem não representar a realidade e podem se desviar bastante, pois na prática 

pode acontecer algum desses cenários que não foi considerado na otimização.  

Quando se trabalha com cenários, fica difícil de incluir todos eles porque alguns deles 

podem não ser conhecidos, principalmente se a dimensão do problema for grande, o que 

confereria uma estocacidade elevada (KALL et al. (1994); BIRGE e LOUVEAUX (1997); 

CONEJO et al. (2010)). A não inclusão de cenários, que de fato acontecem ou podem acontecer 

na prática, pelo fato do tomador de decisão não saber qual é a probabilidade de acontecimento 

desse cenário, também é um problema ao se trabalhar com cenários. Em resumo, trabalhar com 

cenários pode ser desafiador quando o tomador de decisões não conhece todos os cenários 

possíveis de acontecimento, ou quando se tem uma dimensão grande do problema, que segundo 

NEMIROVSKI et al. (2009), começa a ser a partir de cinco incertezas. Para evitar esses 

desafios, há a possibilidade de trabalhar com abordagens de otimização que não consideram 

cenários, e.g. em OR não é necessário trabalhar com cenários. 

Quando há a geração de cenários em larga escala, o problema tende a ser tratável quando 

o foco principal é a análise e não o design ou otimização da formulação. Outro problema em 
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abordagens que consideram a geração de cenários é que existe uma preocupação a respeito da 

convergência e da acuracidade dos resultados quando a quantidade de cenários aumenta 

(AKHAVAN-HEJAZI e MOHSENIAN-RAD, 2016). 

A otimização sob incerteza baseada na filosofia de restrições probabilísticas (chance-

constrained) (e.g., CHARNES e COOPER (1959); CHARNES e COOPER (1963); LIU e 

IWAMURA (1998); CAO et al. (2009)), baseia-se em incluir restrições probabilísticas no 

modelo, e pode ser incluída na fundamentação de programação estocástica, de OR, de 

otimização fuzzy etc. É uma metodologia non-scenario-based que considera restrições ao qual 

incluem um operador probabilidade de acontecimento que se baseia na função distribuição 

acumulada de probabilidade, tendo portanto, suas incertezas representadas por funções 

distribuições de probabilidade. Também são incluídos níveis de confiança nas restrições para 

ajuste da viabilidade da otimização do problema. Inserir restrições probabilísticas podem tornar 

o modelo não-linear, fora isso o modelo se torna mais difícil de ser resolvido. 

Caso uma otimização seja baseada em cenários, e haja a inclusão de poucos cenários 

extremos, ou a escolha dos cenários não tenham boa variância sob a totalidade de possíveis 

cenários, a otimização determinaria uma solução média ótima que tem grande aversão ao risco 

de valores incomuns para as incertezas serem indesejáveis., ao não considerar que casos 

extremos, ou aqueles desconsiderados, ou até mesmo os não sabidos, possam acontecer. 

Também é importante ressaltar que há trabalhos que se trabalha com cenários, porém que não 

se atrela probabilidades de acontecimentos aos cenários, e.g. como nos trabalhos de OR que se 

considera o conceito de robust counterpart (e.g., SOYSTER (1973), BEN-TAL e 

NEMIROVSKI (1998) e BECK e BEN-TAL (2009)). Diferentemente da programação 

estocástica, nesse conceito nenhuma restrição deve ser violada em qualquer que seja o cenário. 

O primeiro a desenvolver a otimização robusta baseada em robust counterpart foi SOYSTER 

(1973), ao qual o objetivo de seu trabalho foi reformular o modelo linear original de tal maneira 

que, quando houver variabilidade nos valores dos parâmetros, o modelo fique imune a todas 

possíveis violações de restrições, até mesmo no pior cenário, e por isso se torna uma 

metodologia muito conservadora que pode ter as piores soluções em contrapartida à elevada 

robustez, visto que considera até a imunização da violação das restrições no pior cenário de 

resolução. BEN-TAL e NEMIROVSKI (2000), EL-GHAOUI e LEBRET (1997), e EL-

GHAOUI et al. (1998) desenvolveram formulações de OR com conceitos de robust counterpart 

a fim de reformular o balanceamento entre conservadorismo e robustez do trabalho de 

SOYSTER (1973). Enfim, atrelar probabilidade ao acontecimento de um cenário, incluída no 

modelo, é mais comum na programação estocástica. 
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Há diferentes formas de considerar a influência das incertezas diretamente na função 

objetivo do modelo a ser otimizado, se essa for a ideia do framework de otimização em 

utilização. As mais comuns segundo YAMASHITA et al. (2007) são através da consideração 

do valor esperado, da combinação de média e variância, ou do conceito de arrependimento 

relativo máximo (a diferença entre a solução ideal e a solução do pior caso). 

Há diferentes aplicabilidades nos setores industriais para otimização sob incerteza, ao 

qual alguns exemplos são: 

 

 Setor de óleo e gás: e.g., MATTHEWS (2018); GEBRESLASSIE et al. (2012); 

GOEL e GROSSMANN (2004). 

 Setor de energias renováveis: e.g., CHEN et al. (2012); KHODAEI et al. (2014); 

 Setor de fornecimento de água: e.g., XU et al. (2009); CHUNG et al. (2009); 

 Setor de mineração: e.g., LAGOS et al. (2011). 

 Setor de plásticos: e.g., YOUSEFI-BABADI et al. (2017). 

 Setor petroquímico: e.g., AL-QAHTANI et al. (2008);  RIBAS et al. (2010).  

 Setor de gases atmosféricos: e.g., MITRA et al. (2014). 

 Setor alimentício: e.g., VLAJIC et al. (2008); VLAJIC et al. (2010). 

 Planning: e.g., LIU e SAHINIDIS (1996); CHEN et al. (2012). 

 Scheduling: e.g., LAPPAS e GOUNARIS (2016). 

 Serviços de distribuição de matéria: e.g. ESCUDERO et al. (1999); AHUMADA 

et al. (2012). 

 Desenvolvimento de design em processos: e.g., PISTIKOPOULOS e 

IERAPETRITOU (1995); KAPELAN et al. (2005). 

 

2.2.1. Otimização Determinística 
 

Otimizações determinísticas não são otimizações sob incertezas, mas são utilizadas 

quando se deseja planejar um processo/operação com desejável exatidão, e também são o ponto 

de partida para a otimização sob incerteza. O modelo determinístico, por si só, não considera 

imprevistos (incertezas) no processo/operação, ou seja, sem parâmetros determinísticos de 

entrada, não há como o modelo ser resolvido e portanto do planejamento ser realizado. O 

modelo determinístico requer um menor tempo computacional, em relação à sua versão 

estocástica, para ser resolvido computacionalmente e também requer um tempo menor de 



34 
 

 

planejamento, haja visto que não é necessário realizar o tratamento estatístico dos dados dos 

parâmetros que costumam haver variações de tempo em tempo (incertezas) ou a possível 

consideração de múltiplos cenários e realizações (programação estocástica). Porém  o modelo 

determinístico é muito importante porque os métodos de otimização sob incerteza utilizam dele 

para desenvolver as metodologias desta área. 

Otimizações determinísticas podem resultar em uma solução inviável caso alguma 

restrição contendo um parâmetro que tem caráter incerto seja violada durante a otimização 

matemática de um modelo. Claramente, outras restrições que não possuam os parâmetros 

incertos podem ser violadas para diferentes valores de entrada nesses parâmetros no modelo 

determinístico. Neste caso a otimização robusta é a formulação adequada para resolver o 

problema de inviabilidade. 

Há métodos de fazer com que a  otimização sob incerteza se transforme em um problema 

ao qual a formulação matemática seja determinística, onde nesses casos não há aleatoriedade 

de cenários e nem a necessidade de atribuir a probabilidade de ocorrência de cada um deles. 

Nestes casos há a consideração de valores esperados para as incertezas, descrevendo assim o 

processo/operação, fruto do planejamento, através da consideração do valor verdadeiro médio 

da incerteza através da inferência estatística (PISHVAEE et al., 2011; CHARNES e COOPER, 

1959). 

 

2.2.2. Programação estocástica  
 

A programação estocástica inclui informações probabilísticas na modelagem do 

problema de otimização, e um dos primeiros a demonstrar técnicas relacionadas a esta foi 

MARKOWITZ (1952) seguido de DANTZIG (1955), e BEALE (1955), ao qual as pesquisas 

foram se estendendo cada vez mais (e.g., WETS (1966); WALKUP e WETS (1967); WETS 

(1974); WETS (1983)) e vários outros autores continuaram também a contribuir para o avanço 

e consolidação desse campo estudado até os dias de hoje. 

A programação estocástica é um tipo de otimização ao qual geralmente trabalha-se 

gerando cenários e discretizando qual a probabilidade de acontecimento de cada um deles em 

uma árvore de cenários, onde cada nó representa um cenário, e com isso o modelo se torna 

estocástico a fim de que se possa determinar a melhor solução média para o problema. Por 

exemplo, se um problema considera dois parâmetros incertos, um cenário seria então uma 

situação ao qual cada uma dessas incertezas assumem um valor definido, logo a quantidade de 

cenários de um problema é a combinação de todas as possíveis possibilidades de ocorrência de 
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acontecimentos. A ideia pode ser interessante em alguns casos, mas é uma metodologia que 

trabalha sob cenários e por isso tem alguns desafios como já discutido, além de que como nessa 

otimização não há a comparação com um estado de referência nominal (modelo de 

arrependimento), a solução média pode ser muito pior do que um possível estado de referência. 

Mesmo que a solução média seja melhor do que se existisse um possível estado de referência, 

como não há a adoção desse estado em programação estocástica, a solução média encontrada 

sendo pior ou melhor pode não dar uma ideia do quão bom é a solução (BIRGE e LOUVEAUX 

(1997); SHAPIRO e NEMIROVSKI (2004)). 

Otimizações estocásticas baseadas em cenários geram dados aleatórios ou não para as 

incertezas do processo/operação descrito através de um modelo matemático, visto que há a 

possibilidade de especificar cenários com diversos valores combinatoriais para cada uma das 

incertezas que estão agrupadas em conjuntos. Essa especificação de cenários pode-se dar via a 

geração aleatória de valores numéricos para as incertezas conforme o calibre de funções 

densidade de probabilidade (PDF) para cada incerteza baseando-se em dados históricos de cada 

uma, ou para o cenário em si através do calibre de uma função densidade de probabilidade 

conjunta. A especificação de cenários, bem como o vínculo da probabilidade de acontecimento, 

também pode-se dar via a atribuição de valores numéricos especificados para cada incerteza 

conforme a utilização de loops aninhados para parametrização combinatorial. 

 A programação estocástica não possui como seu principal foco o conservadorismo e 

robustez do modelo, pois é a OR que foca na viabilidade da solução, seja através da redução da 

probabilidade de ocorrer a violação de alguma restrição, geralmente trabalhando neste caso sob 

a perspectiva de pior cenário, ou através da inclusão de um termo de proteção contra a violação 

das restrições na formulação matemática do problema etc. Entretanto, a programação 

estocástica robusta também trabalha com a condição de geração da árvore de cenários e com o 

viés ideológico de viabilizar a solução do modelo, porém não é comum de trabalhar com o viés 

ideológico de modelos de arrependimento e por isso não há a comparação com um estado 

nominal de referência (NEMIROVSKI et al. (2009); CHEN et al. (2007); CHEN et al. (2019); 

BOZORGI-AMIRI et al. (2013)). 

Dentro da programação estocástica há várias diferentes abordagens. Entre elas estão a 

“restrições de chance probabilística” (chance constrained), a programação estocástica em dois 

estágios (two-stage stochastic programming), a modelos multiestágios (e.g. quando há 

indexação de variáveis e parâmetros em um conjunto com elementos finitos), a seleção de 

portfólio em multiestágio, a programação estocástica em multiestágio (multistage stochastic 

programming) etc. Uma da mais populares é a two-stage stochastic programming, e nesta 
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abordagem as variáveis de decisões de projeto são chamadas decisões de primeiro estágio, 

enquanto as variáveis de decisões operacionais são chamadas de decisões de segundo estágio, 

e essas variáveis podem ser binárias ou não. Em geral, no caso em que a função objetivo visar 

minimizar mais de um estágio, pode ser adequado trabalhar com multi-stage stochastic 

programming.       

Em programação estocástica, os métodos mais simples de resolução do problema de 

otimização sob incerteza podem ser realizados considerando a representatividade dos valores 

das incertezas através de seus valores esperados (caso imparcial), ou de seus piores valores 

(caso pessimista), ou de seus melhores valores (caso otimista) ou de uma combinação destes. É 

fundamental salientar que apesar de serem abordagens simples e práticas por resultarem em 

abordagens determinísticas, as mesmas são as mais prováveis em não resultar uma melhor 

solução média ótima do problema.  

Se o problema de otimização possuir mais de um estágio, há duas vertentes de resolução 

em programação estocástica, a abordagem wait-and-see e a abordagem here-and-now. Quando 

decisões precisam ser feitas antes da observação ou computação das incertezas no processo, a 

abordagem se chama here-and-now, mas caso contrário a abordagem se chama wait-and-see 

(WETS, 2002). Um exemplo de abordagem here-and-now é quando é necessário que se tomem 

decisões em problemas de produção ou em que há limitação de material, em que nesses casos 

as incertezas na operação só poderiam ser observadas ou computadas após saber o modus 

operandi. Geralmente as decisões são feitas no primeiro estágio do problema estocástico. Estas 

variáveis de decisões estão ou não indexadas em conjuntos, como o período de tempo por 

exemplo, ao qual nesse caso o primeiro e segundo estágio seriam divisões do horizonte de 

tempo. 

Em two-stage stochastic programming, o programa visa otimizar um problema ao qual 

a função objetivo considera os custos de dois estágios, em que as variáveis de decisões do 

primeiro estágio 𝒙, pelo menos algumas delas, podem ser decisões here-and-now caso sejam 

decididas antes da otimização do problema, ou podem ser decisões wait-and-see caso contrário. 

Por exemplo, a otimização do planejamento de uma cadeia de suprimentos pode visar minimizar 

uma função objetivo custo total que envolva o custo de investimento ou projeto (seria o primeiro 

estágio) e o custo operacional (seria o segundo estágio). Nesse método, a função objetivo de 

forma geral é dada pela Equação 2.2.2.1: 

 

 𝑚𝑖𝑛𝒙∈𝑋 𝑐𝑇𝒙 + 𝐸[𝑸(𝒙, 𝜺)]                                                                                                          (2.2.2.1) 
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Onde 𝜺 é o vetor contendo os conjuntos de parâmetros do problema, ao qual nestes 

conjuntos há os parâmetros que são determinísticos e há os que são incertezas, e em que cada 

parâmetro que seja uma incerteza deve se ajustar a pelo menos uma função distribuição de 

probabilidade. 𝒙 ∈ ℝ𝑚 é o vetor de variáveis de decisões do problema, ao qual estas variáveis 

podem estar presentes tanto no custo do primeiro quanto no custo do segundo estágio. 

𝐸[𝑸(𝒙, 𝜺)] é o custo do segundo estágio representado pelo valor esperado das soluções ótimas 

contidas no vetor contendo as soluções ótimas 𝑸(𝒙, 𝜺) do segundo estágio para cada cenário 

(conjunto dos valores combinados) de parâmetros do vetor 𝜺 ∈ ℝ𝑑 , i.e. cada elemento de 

𝜺 (𝜀1, … , 𝜀𝑘) é um cenário que contém os parâmetros do problema assumindo valores 

determinísticos ou aleatórios para estes. O custo do primeiro estágio é dado por 𝑐𝑇𝒙, e 𝑐𝑇 é a 

transposta da matriz contendo os coeficientes atrelados às variáveis de decisões do vetor 𝒙.  

 Para resolver numericamente a Equação (2.2.2.1), 𝐸[𝑸(𝒙, 𝜺)] precisa ser discretizado 

em um número finito de cenários conforme Equação (2.2.2.2), ao qual deve-se ter uma 

distribuição de probabilidade P atrelada a 𝜺, sabendo-se que cada cenário terá atrelado a si uma 

probabilidade de ocorrência 𝑝1, … , 𝑝𝑘 (e.g. 𝜀1 está atrelado a 𝑝1) e que o somatório dessas 

probabilidades deve ser igual a um. 

 

𝐸[𝑸(𝒙, 𝜺)] = ∑ 𝑝𝑘𝑄(𝒙, 𝜺𝑘)

𝐾

𝑘

,

𝑄(𝒙, 𝜺𝒌) = inf{𝑞𝑘
𝑇𝒚𝑘: 𝑇𝑘𝒙 + 𝑊𝑘𝒚𝑘 ≤ ℎ𝑘, 𝒚𝑘 ≥ 0}                           (2.2.2.2) 

 

Onde 𝒚𝑘 ∈ ℝ𝑛 é um vetor que contém variáveis de decisões exclusivas do segundo 

estágio (e.g. na cadeia de suprimentos seria as variáveis relacionadas ao custo operacional), e 

𝑄(𝒙, 𝜺𝑘) é a solução ótima de um cenário do segundo estágio. Desta forma, substituindo a 

Equação (2.2.2.2) na Equação (2.2.2.1) o problema estocástico pode ser finalmente escrito 

como sendo um único problema linear grande, chamado de equivalente determinístico de um 

problema estocástico conforme Equação (2.2.2.3):  

 

𝑚𝑖𝑛𝒙,𝒚1,…,𝒚𝑘
  𝑐𝑇𝒙 + ∑ 𝑝𝑘𝑄(𝒙, 𝜺𝑘)

𝐾

𝑘

= 𝑐𝑇𝒙 + ∑ 𝑝𝑘𝑞𝑘
𝑇𝒚𝑘

𝐾

𝑘

                                                   (2.2.2.3) 

𝑠. 𝑡.         𝐴𝒙 = 𝑏 

                     𝑇𝑘𝒙 + 𝑊𝑘𝒚𝑘 ≤ ℎ𝑘 

𝑘 = 1, … , 𝐾 , 𝒚𝑘, 𝒙𝑘 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑋 
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Onde X é o conjunto de valores viáveis de x. 𝑞𝑘
𝑇𝒚𝑘 é chamado de custo de ação de 

recurso (ação corretiva); obviamente pode-se considerar também as restrições do tipo 𝑇𝑘𝒙 +

𝑊𝑘𝒚𝑘 = 𝑔𝑘 na matriz de otimização do problema estocástico, bem como diferentes limites para 

𝒚𝑘, 𝒙𝑘, além de que restrições não-lineares também podem ser incorporadas no modelo se 

necessário, embora não seja matematicamente benéfico (SHAPIRO e PHILPOTT, 2007). 

Claramente o esforço computacional, bem como a dificuldade de encontrar uma solução ótima 

aumentará com o aumento da quantidade de cenários e com o aumento das dimensões m, n, d, 

e caso restrições não-lineares forem adicionadas estas dificuldades aumentam ainda mais. 

Também é importante ressaltar que mesmo com problemas estocásticos sendo lineares, o 

equivalente determinístico de um problema estocástico pode ser não-linear caso haja a adição 

de restrições probabilísticas (chance-constrained programming). 

Segundo CONEJO et al. (2010), o preço que se paga por utilizar a abordagem de 

programação estocástica é o incremento dramático no tamanho do problema a ser resolvido, ao 

qual se for planejado sem cuidado pode levar à inviabilidade da solução. Um exemplo é o 

problema SSN exposto em SEN et al. (1994), ao qual tem muitas dimensões, e há 

aproximadamente 1070 cenários de demanda como revisto em NEMIROVSKI et al. (2009) e 

LINDEROTH et al. (2006), e por isso, trabalhar com cenários poderia resultar em grandes 

dificuldades, resultando em grande aumento de esforço computacional e possivelmente a 

inviabilidade e intratabilidade computacional (esforço intratável). Mais sobre intratabilidade e 

inviabilidade é discutido em GOH e SIM (2010). 

As abordagens estocásticas podem enfrentar alguns problemas, como o exemplo em que 

as distribuições reais de probabilidade das incertezas não podem ser representadas porque não 

há muitos dados históricos disponíveis. Além disso, existe uma probabilidade, para cada 

incerteza, embora pequena, de se classificar os valores mais indesejáveis via amostragem, 

obtendo portanto, uma solução inviável (PISHVAEE et al., 2011). 

Em programação estocástica, a maioria de trabalhos exploram essa área através do uso 

de programação baseada em cenários, e esses são casos em que geralmente exigem alto esforço 

e tempo de execução computacional, alguns desses artigos são LISTES e DEKKER, (2005), 

SALEMA et al., (2007), SANTOSO et al. (2005), XU e NOZICK (2009), ALONSO-AVUSO 

et al. (2003), e SCHÜTZ et al. (2009). Nesses casos, é recomendado usar alguma estratégia 

para diminuir a quantidade de otimizações ou/e a quantidade de variáveis/restrições, através da 

seleção de cenários como a amostragem de hiperplano latina (LHS), a amostragem por 

aproximação média (SAA- sample average approximation) ou a aproximação estocástica (SA) 
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etc (NEMIROVSKI et al. (2009)). Em contrapartida à abordagem que considera cenários na 

programação estocástica, alguns estudos que não utilizam cenários nessa área são, e.g., TILL 

et al. (2007), CAO et al. (2009), e DERBYSHIRE e WRIGHT (2014).  

SANTOSO et al. (2005) propuseram um modelo de programação estocástica e um 

algoritmo de solução, com base na metodologia da estratégia de amostragem, para resolver 

problemas de design de redes de cadeias de suprimentos em escalas realistas. É utilizado o 

esquema de aproximação média da amostra (SAA) com o auxílio de um algoritmo de 

decomposição acelerada de Benders para melhorar o tempo de computação a partir da redução 

da quantidade de cenários. Nesse artigo, um conjunto estocástico funciona como parâmetros de 

entrada ao qual seus elementos são parâmetros incertos que se referem ao custo de 

processamento/transporte, demandas, fornecimentos e capacidades, ao qual seus valores são 

gerados aleatoriamente conforme uma distribuição de probabilidade log-normal contínua. 

Recentemente, KAMATH e PAKKALA (2002) também fizeram pesquisas baseadas em 

distribuições log-normais e forneceram algumas evidências de que essa distribuição é adequada 

para algumas variáveis. 

GAO e YOU (2019) propuseram um novo framework teórico de jogo estocástico para 

otimização de cadeias de suprimentos de múltiplos stakeholders, abordando incertezas para 

seleção de contratos, planejamento de transporte, estabelecimento de preços, perfil de produção 

e gerenciamento de inventário. A distribuição de probabilidade usada para gerar valores para 

as incertezas foi a distribuição normal de acordo com o estado da arte existente de LIRA-

BARRAGÁN et al. (2016) e com o uso de uma abordagem amostral de aproximação média 

(SHAPIRO e HOMEM-DE-MELLO, 1998) para a discretização das funções de distribuição de 

probabilidade contínua e para a geração de cenários. 

 

2.2.3. Otimização Robusta 
 

A OR é uma otimização que de alguma forma tem o objetivo de realizar uma otimização 

sob incerteza ao qual o modelo determinístico é alterado com o intuito de deixá-lo mais robusto 

para proteger o modelo dos casos em que as incertezas façam com que a solução seja inviável. 

Em outras palavras, a OR tem o objetivo de realizar uma otimização sob incerteza que de 

alguma forma proteja o modelo de alguma possível inviabilidade na solução, e quanto maior 

for a proteção, maior será a penalidade no valor da função objetivo. Em resumo, uma OR é uma 

otimização que considera incertezas ao qual o modelo tende a ser robusto a ponto de assegurar 

a viabilidade da solução, e por isso também se difere da programação estocástica, ao qual nesta, 
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poderia haver algum cenário discreto de acontecimento em que o modelo desse uma solução 

inviável.  

Dentro da OR há várias outras diferentes filosofias além da ideia de conservadorismo e 

robustez que é fruto da abordagem robust counterpart primeiramente destacada por SOYSTER 

(1973), e expandida por BEN-TAL e NEMIROVSKI (1998,1999,2000), EL-GHAOUI e 

LEBRET (1997) e EL-GHAOUI et al. (1998), a qual o foco é a reformulação do modelo 

determinístico linear a um novo modelo linear chamado de o equivalente determinístico 

robusto. Assim sendo, outras abordagens são as de modelos de arrependimento (e.g., AISSI et 

al. (2009); LI et al. (2009); JIANG et al. (2013); NG (2013); BAOHUA e SHIWEI (2009)), 

modelos de variabilidade (e.g. MULVEY et al. (1995); YU e LI (2000); RAHMANI e 

HEYDARI (2014)), modelos que consideram fatores de penalidade ou proteção (e.g., 

MULVEY et al. (1995); LEE e PARK (2001); BERTSIMAS e SIM, 2004), análise do pior caso 

(e.g., KOUVELIS e YU (1997); SUH e LEE (2001); EL-GHAOUI et al. (2003); SHAPIRO e 

AHMED (2004); JIANG et al. (2013)). 

A OR também pode atribuir a filosofia de aversão ao risco ao framework que está sendo 

utilizado, ao considerar medidas de risco ou funções de risco que quando incluídas no modelo, 

possa-se controlar o risco de valores indesejáveis serem gerados para as incertezas, que por 

ventura iriam piorar a solução ou distanciá-la da informação perfeita, ou até mesmo 

impossibilitar a viabilidade da solução (MARKOWITZ (1952); BAI et al. (1997); BROWNE 

(1999); ARTZNER et al. (1999);  JORION (2000); ROCKAFELLAR e URYASEV (2000); 

ACERBI et al. (2001); FABOZZI et al. (2007); JAMMERNEGG e KISCHKA (2009); AL-

QAHTANI e ELKAMEL (2010)).  

O campo de OR é amplo e as oportunidades de pesquisas oferecidas por essa área 

também, a ponto de haver a possibilidade de integrar as diferentes filosofias, como de também 

haver a inserção de novas filosofias, a fim de que seja gerado um framework para realização de 

um propósito, e.g. há diversos autores que integraram essas diferentes filosofias em seus 

trabalhos (e.g., KLAMROTH et al. (2013); GHAOUI et al. (2003); YAMASHITA et al. 

(2007); COHEN et al. (2018); AYOUB e POSS (2016)). 

SOYSTER (1973) foi o primeiro a desenvolver uma abordagem de OR 

ultraconservadora que imuniza completamente um modelo determinístico linear a qualquer 

perturbação dos parâmetros de entrada, através da determinação de uma solução até para os 

piores casos, i.e. para os dois cenários que são descritos apenas pelos limites máximos ou apenas 

pelos limites mínimos dos parâmetros do LP. A garantia de não acontecimento de eventuais 

inviabilidades causadas por parâmetros de entrada, que são incertos, é assegurada a troco da 
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alta penalização no valor da função objetivo, a maior penalização possível e distorção que pode 

haver do LP nominal. Esta abordagem robust counterpart transforma um modelo determinístico 

linear original dado pela Equação (2.2.3.1) para um modelo determinístico linear representado 

pela Equação (2.2.3.2), i.e. a região viável convexa de otimização é transformada.  

 

sup 𝒄𝑻𝒙 , 𝑠. 𝑡. 𝑓𝑖(𝑥) ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑚                                                                           (2.2.3.1) 

sup 𝒄𝑻𝒙 , 𝑠. 𝑡. 𝒙1𝑲1 + 𝒙2𝑲2 + ⋯ + 𝒙𝑛𝑲𝑛 ⊆  𝑲(𝒃), 𝒃 ∈ ℝ𝑚                                      (2.2.3.2) 

 

𝑲(𝒃) é um conjunto convexo, 𝑲𝑛 é o nºésimo conjunto convexo de dados referentes 

aos parâmetros vinculados ao vetor 𝒙𝑛 que contém as variáveis pertencentes à nºésima coluna 

da matriz de variáveis x. A Equação (2.2.3.2) pode ser reescrita como um problema de 

programação linear de modo geral, e.g. pela Equação (2.2.3.3). 

 

sup 𝒄𝑻𝒙 ,    𝑠. 𝑡. 𝒙1𝒂1 + 𝒙2𝒂2 + ⋯ + 𝒙𝑛𝒂𝑛 ≤ 𝒃 , 𝒙𝑗 ≥ 0, 𝒂𝑗 ∈ 𝑲𝑗                              (2.2.3.3) 

 

 𝒂𝑗 (vetor de atividades) é o vetor de parâmetros vinculados a 𝒙𝑗. A solução da Equação 

(2.2.3.3) é a solução da Equação (2.2.3.2), que é a mesma solução 𝒙̅ do programa linear auxiliar 

LP(𝐴) responsável por determinar a solução robusta ultraconservadora que imuniza o modelo 

para qualquer perturbação de 𝒂𝑗, i.e. 𝒙̅ é a solução robusta desejada de SOYSTER (1973). Para 

determinar 𝒙̅ resolve-se a Equação (2.2.3.4). 

 

max 𝒄𝑻𝒙̅ , 𝑠. 𝑡.  𝑥1sup𝑎1∈𝑲1
(𝑎1

𝑖 ) + ⋯ + 𝑥𝑛sup𝑎𝑛∈𝑲𝑛
(𝑎𝑛

𝑖 ) ≤ 𝑏𝑖    , 𝑖 = 1,2, … , 𝑚           (2.2.3.4) 

 

𝑎𝑗
𝑖 é a atividade j da restrição i vinculado a 𝑥𝑗. Note que 𝑎𝑗

𝑖 pode ser um termo em 

evidência. Se o problema for de minimização então o usuário deve trocar sup𝑎𝑗∈𝑲𝑗
(𝑎𝑗

𝑖) por 

inf𝑎𝑗∈𝑲𝑗
(𝑎𝑗

𝑖) e “≤ 𝑏𝑖” por “≥ 𝑏𝑖”. A troca de ≤ 𝑏𝑖 ou ≥ 𝑏𝑖 por = 𝑏𝑖 também é possível claro, 

assim como os limites de 𝑥𝑛.  

Dado que 𝐾𝑗 = {𝑎 ∈ ℝ𝑚| |𝑎 − 𝑎𝑗| ≤ 𝜌𝑗}, o qual 𝑎 é o valor verdadeiro exato da 

atividade, 𝑎𝑗 é o valor estimado dessa atividade j e 𝜌𝑗 é a incerteza no valor de 𝑎, e dado que 

𝐾𝑗 representa hiperesferas Euclidianas no espaço euclidiano m, sup𝑎𝑗∈𝑲𝑗
(𝑎𝑗

𝑖) pode ser 

facilmente determinado pela sua substituição por 𝑎𝑗
𝑖 + 𝜌𝑗  ∀ 𝑖, e a solução da Equação (2.2.3.5) 

é a solução da Equação (2.2.3.2) e (2.2.3.4). 𝒆 é o vetor contendo a unidade, designado de vetor 
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de “todos os uns”, e geometricamente 𝑎𝑗 representa o centro estimado da hiperesfera e 𝜌𝑗 o seu 

raio. Nesta abordagem de SOYSTER (1973), as únicas variáveis de decisões permitidas são 

aquelas em que para qualquer perturbação nos valores de [𝑎𝑗
𝑖 − 𝜌𝑗 , 𝑎𝑗

𝑖 + 𝜌𝑗] a solução 

permanece viável, e para isso 𝑏𝑖 ∀ 𝑖 deve ter seu valor paramétrico ajustado de maneira a 

proporcionar este objetivo, como também pode ser uma variável no problema de otimização 

para que a robustez total seja garantida. 

 

max 𝒄𝑻𝒙 , 𝑠. 𝑡. 𝒙1(𝒂1 + 𝜌1. 𝒆) + ⋯ + 𝒙𝑛(𝒂𝑛 + 𝜌𝑛. 𝒆) ≤ 𝒃                                                 (2.2.3.5) 

 

Se os conjuntos 𝐾𝑗  ∀𝑗 não representarem hiperesferas Euclidianas, o problema de OR 

deve ser resolvido conforme a Equação (2.2.3.4). BEN-TAL e NEMIROVSKI 

(1998,1999,2000), EL-GHAOUI e LEBRET (1997) e EL-GHAOUI et al. (1998) continuaram 

o desenvolvimento independente de robust counterpart, e.g. em BEN-TAL e NEMIROVSKI 

(1998) os conjuntos de incertezas são elipsóides ao invés de hiperesferas, ao qual o objetivo 

destes trabalhos foi reduzir o conservadorismo. 

Em OR, uma incerteza, seja parâmetro ou restrição, também pode ter a filosofia de ser 

satisfeita conforme uma certa probabilidade de ocorrência (RAO (2019)). Utilizar métodos que 

envolvem valores esperados comumente se requer uma probabilidade associada à ocorrência 

de cada incerteza (SUNDARESAN et al., 1995). 

A OR também podem envolver abordagens matemáticas baseadas em cenários, também 

chamada de programação robusta neste caso, porém não é necessário considerar todas as 

possíveis realizações entre os cenários de acontecimentos dos dados históricos que representam 

o conjunto de incertezas (HOSSEINI e DULLAERT (2011)), embora quanto mais cenário seja 

considerado, maior será a robustez da solução do problema (YIN et al. (2009)). Dentro da OR, 

alguns trabalhos que consideram cenários em suas abordagens matemáticas são e.g. MULVEY 

et al. (1995), LEUNG et al. (2007), YIN et al. (2009) e JIANG et al. (2013). No entanto, ainda 

há grandes desafios e dificuldades a serem vencidas na otimização (de forma geral) baseada em 

cenários (YIN et al. (2009); HOSSEINI e DULLAERT (2011)), que podem ser grosseiramente 

resumidos em uma pergunta e uma afirmação: i) Como gerar a quantidade certa e eficiente de 

cenários? (de tal forma que represente, da forma mais eficiente e realística, todas as 

possibilidades de acontecimentos discretos do problema, e que ofereça um tempo 

computacional adequado de resolução do problema de otimização) e ii) Pode haver bastante 

dificuldade em atribuir probabilidades de acontecimentos para cada um dos cenários específicos 
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escolhidos para as realizações do problema de otimização. Devido a estes quesitos, mesmo que 

a literatura apresente algumas abordagens para amenizar esses problemas através da redução da 

quantidade de cenários e da escolha deles (e.g., REDDI et al. (2016); MAK et al. (1999); 

LINDEROTH et al. (2006)), há uma vasta quantidade de diferentes abordagens que não 

consideram cenários (e.g., SOYSTER (1973); EL-GHAOUI et al. (1998); BEN-TAL e 

NEMIROVSKI (1999); BERTSIMAS e SIM (2003); BERTSIMAS e SIM (2004)) como o 

melhor caminho, para não se deparar com essas dificuldades.  

Na OR, há metodologias que consideram níveis de incerteza na formulação matemática 

do modelo para modificar a robustez do modelo, justamente porque a ideia do surgimento da 

OR, foi para determinar soluções viáveis para modelos de programação linear com incerteza 

nos dados, e por isso é muito utilizada na prática devido à facilitação na tratabilidade da solução 

(e.g., BEN-TAL et al. (2011); MAGGIONI et al. (2017); YE et al. (2014)). Os níveis de 

incertezas regulam e adequam o nível de conservadorismo, que quanto maior, mais modificado 

é o valor da função objetivo em relação à do modelo original, o nível de robustez do modelo  

e/ou a probabilidade de alguma restrição ser violada. 

Há várias formas de se tratar as incertezas no modelo, e a forma como elas são tratadas 

influencia diretamente na robustez e tratabilidade dos resultados. Trabalhar com o valor 

esperado através de seu cálculo conforme uma função densidade de probabilidade (PDF) é uma 

excelente alternativa para que o modelo se torne mais robusto, quando as incertezas podem se 

adequar a uma PDF ajustada, pois dessa maneira o valor incerto para a incerteza no modelo 

seria o valor esperado da PDF ajustada ou um valor aleatoriamente gerado conforme real chance 

de ocorrência mais próxima da realidade caso a PDF seja bem ajustada ao conjunto de dados 

históricos disponíveis. Essa filosofia trata a incerteza no modelo como se tornando um 

parâmetro determinístico, aumentando a robustez do modelo em relação à sua versão 

estocástica caso houvesse mudança na natureza da formulação matemática do modelo (KALL, 

et al. 1994; RAO, 2019). Quando se trata uma incerteza, como sendo um parâmetro 

determinístico no modelo, a intenção é fazer com que a realidade seja representada pelo valor 

verdadeiro justificado pela inferência estatística ou por algum valor nominal que represente a 

melhor aproximação da realidade tratável. Quando as incertezas não podem ser descritas por 

uma PDF, há diferentes formas de se tratar as incertezas no modelo, de tal forma que a 

otimização se torne robusta ao mesmo tempo em que as incertezas são tratadas conforme uma 

estatística paramétrica ou não-parámetrica, mas que em ambos os casos, cada incerteza tenda a 

se aproximar mais da realidade. Um exemplo de tratamento das incertezas é em BEN-TAL e 

NEMIROVSKI (2000), ao qual propuseram uma metodologia para soluções robustas de 
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problemas lineares ao qual as incertezas podem ser tratadas como desconhecidas (sem dados 

históricos), porém com valores limitados e conhecidos, ou podem ser tratadas como aleatórias.   

Segundo JIANG et al. (2013), o critério do modelo de arrependimento minimax foca em 

obter uma solução que minimiza o arrependimento do pior caso diante de todos os possíveis 

cenários discretos de acontecimento, ao mesmo tempo em que a robustez do sistema é 

assegurada.   

Um modelo de arrependimento que tem como foco a minimização do arrependimento 

relativo máximo, i.e. da diferença entre solução ideal proveniente de uma otimização 

determinística de referência e solução de um cenário qualquer do problema, é o discutido em 

KOUVELIS e YU (1997). Como esta abordagem trabalha com cenários, a ideia é minimizar o 

arrependimento para cada diferente cenário, a qual dita solução ideal proveniente de uma 

otimização determinística de referência é dada pela Equação (2.2.2.1) em um problema que 

considera abordagem sob cenários. Tenha como exemplo um modelo matemático simples a 

seguir, onde seja 𝜉 o vetor referente a um cenário que contém um conjunto de valores dos 

parâmetros de entrada do problema. Para o exemplo em questão, a Equação (2.2.2.1), o qual 

compreende todos os cenários, pode ser simplificada para entendimento através da Equação 

(2.2.3.6):  

 

min𝑥 𝑧(𝒙, 𝝃) =  𝑐𝑇𝒙                                                                                                                     (2.2.3.6) 

𝑠. 𝑎.         𝐴𝒙 ≤ 𝑏, 𝒙 ≥ 0; 𝒙𝜖𝑋                                                                                                                       

 

A estratégia matemática discutida por KOUVELIS e YU (1997) é indicada pela 

Equação (2.2.3.7), onde para cada cenário paramétrico 𝜉, 𝑧(𝑥𝜉 , 𝜉) é a solução robusta (valor 

ótimo da função objetivo para o cenário 𝜉) e 𝑧(𝒙, 𝝃) é a solução do modelo determinístico de 

referência que pode ser uma solução média a qual considera todos os cenários do problema 

(Equação 2.2.3.6). Obviamente o valor de 𝑧(𝒙, 𝝃) pode ser especificado conforme vontade do 

planejador. 

 

min𝜉 𝑓∗                                                                                                                                              (2.2.3.7) 

𝑠. 𝑎.    𝑧(𝒙, 𝝃) −  𝑧(𝑥𝜉 , 𝜉) ≤ 𝑓∗                                                                                                                    

𝑓∗ ≥ 0;  𝜉 ∈ 𝐸 
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Esta OR deve ser realizada para todos os cenários, o qual o arrependimento 𝑓∗ é 

computado para cada cenário (combinação de decisão), conforme dito no capítulo 1 de 

KOUVELIS e YU (1997), e depois é selecionado o melhor cenário que possui um 𝑓∗ menor, 

para tomadas de decisões por parte do planejador. Em KOUVELIS e YU (1997), a Equação 

(2.2.3.6) também pode ser um problema de minimax. O conceito de robustez nesse modelo é 

visto como obter um valor de função objetivo de um cenário que mais se aproxime da solução 

ideal, ao invés de se interessar por imunização contra a violação das restrições. Portanto, nesta 

abordagem de otimização robusta não há uma reformulação do modelo matemático 

determinístico original como primeiramente proposto em SOYSTER (1973). Há vários outros 

trabalhos com formulações de modelo de arrependimento na literatura (e.g., CHEN et al., 

(2014); JIANG et al. (2013); GUTIÉRREZ et al. (1996); BAOHUA e SHIWEI (2009); 

XIDONAS et al. (2017)).   

A OR também é muito utilizada para a determinação de tolerâncias nas variáveis de 

projeto ou na tolerância de planejamento/operação de um processo descrito por um modelo, por 

exemplo, BERNARDO e PEDRO (1998) desenvolveram um framework de OR para 

parametrização de incertezas no design de uma planta química, onde há como resultado o design 

da tolerância, do sistema, e dos parâmetros do processo. Há outros trabalhos envolvendo este 

escopo, e.g. entre eles estão SUNDARESAN et al. (1995), LEE e PARK (2001), BEYER e 

SENDHOFF (2007), KOCH et al. (2004).  

KOCH et al. (2004) fala a respeito da OR aplicada a um projeto baseado em six sigma 

ao qual pode ser aplicado em todos os campos que envolvem estatística, ou seja, que possui 

alguma variabilidade no processo pertinente a atuação de uma incerteza. Nesta abordagem, é 

minimizada uma função objetivo contendo as médias e os desvios padrões (que são 

considerados variáveis de projeto) para cada incerteza considerada como tendo uma 

distribuição normal, onde a otimização está sujeita a restrições envolvendo estas mesmas 

variáveis de projeto, e cada uma delas está sujeita a um limite superior e inferior especificados. 

O que acontece por trás da otimização é o deslocamento e encolhimento da curva de distribuição 

normal de uma incerteza ao longo dos eixos, ou seja, a ideia específica desta otimização neste 

trabalho é encontrar uma curva com menor sensibilidade, maior confiabilidade e maior 

robustez. E quando o valor do desvio padrão é especificado para uma incerteza, é porque uma 

margem de tolerância de operação/atuação é assumida para essa incerteza. 

Dentre os métodos de otimizações robustas, os métodos que se baseiam na perspectiva 

de pior caso pretendem encontrar uma solução tratável na pior das hipóteses, seja através da 

sintonia de um fator de proteção contra a violação das restrições ou seja a partir da redução da 
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probabilidade de violação das restrições. Portanto, segundo ERDOGAN e IYENGAR (2006)  

uma crítica deste framework de OR é que há a chance de haver flexibilidade para violação de 

alguma restrição, mas isso pode ser mitigado, segundo o mesmo, através da junção do conceito 

de OR e da otimização chance-constrained que considera que parte ou todas as incertezas sejam 

representadas por distribuições de probabilidade, embora haja dificuldade em resolver 

numericamente o problema quando haver distribuições não-lineares ou não-normais.  

Segundo IANCU e TRICHAKIS (2013), o tipo de abordagem que se baseia na 

perspectiva de pior caso pode levar a soluções inequívocas (não-ótimas) e precipitadas, e 

descobriram que a OR em que é apenas considerado o pior caso (método orientado ao pior 

caso), pode não representar a realidade, visto que os casos que não são os piores, podem gerar 

decisões não-ótimas sendo fruto da metodologia que só considera o pior caso. Portanto, é 

interessante que haja a inclusão da filosofia de modelo de arrependimento na OR.  

A distribuição normal pode ser um excelente representador de uma incerteza quando 

não se sabe suas tendências de ocorrência, devido ao teorema do limite central, e a depender do 

caso, como em um design ou planejamento por exemplo, seu valor pode ser determinado via 

otimização a fim de sintonizar a tolerância do projeto, ou até mesmo via especificação de 

projeto. Tendo isso em vista, LEE e PARK (2001) desenvolveram uma técnica de OR que 

utiliza um algoritmo de programação matemática, ao qual a técnica considera tolerância nas 

variáveis de projeto do modelo. As incertezas incluem variações ou perturbações, ao qual a 

função multiobjetivo do problema é influenciada por incertezas de variáveis de projeto que 

seguem uma distribuição normal de probabilidade com uma certa média 𝜇 e desvio padrão 𝜎 

para cada incerteza. Cada banda da curva da distribuição normal para uma variável de projeto 

incerta tem um limite de tolerância de valor. Neste método de OR, uma função multiobjetivo é 

considerada como tendo as médias e os seus desvios padrões da função objetivo original, e é 

adicionado um fator de penalidade nas restrições. Nesta abordagem, um dos níveis de incerteza 

de robustez é caracterizado pela adição do fator de penalidade no modelo, ao qual é o tomador 

de decisão que escolhe o seu valor. O objetivo do método é minimizar a função multiobjetivo, 

que como os autores mencionaram como motivação, pode ser utilizado em problemas de 

engenharia para redução de custos de manufatura e de projeto de automação. O método encontra 

a robustez ótima do problema a fim de minimizar a função multiobjetivo, ao qual os valores 

ótimos de desvios padrões de cada incerteza são encontrados conjuntamente com as outras 

variáveis de projeto. Os valores da tolerância das variáveis de projeto são influenciados 

diretamente pelos valores dos desvios padrões de cada uma dessas incertezas.  
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PISHVAEE et al. (2011) desenvolveram uma formulação robusta do tipo RMIP (robust 

mixed-integer programming), levando em consideração as incertezas do processo, de um 

projeto de rede de cadeia de suprimentos em loop fechado baseado em conceitos de logística 

reversa de uma rede de vários escalões, ao qual o principal ponto da formulação MILP 

determinística é evitar o transporte excessivo de produtos devolvidos, bem como a estratégia 

enviaria esses produtos diretamente para as instalações apropriadas. Nesse artigo, os custos 

fixos de abertura, custos de transporte, produtos retornados (produtos sucateados) e as 

demandas são considerados como parâmetros incertos para melhorar a robustez do problema. 

Foi assumido que estes parâmetros variem em um conjunto de caixa fechada (closed-box) 

especificada, assumindo-se que seus valores sejam gerados conforme valores nominais e de 

desvios relativos, em que as distribuições de probabilidade dos valores aleatórios destas 

incertezas são uniforme. 

KLAMROTH et al. (2017) descreveram propriedades e interpretações para algumas 

soluções de problemas de otimização estocástica, e também expuseram alguns conceitos de 

robustez, levando em consideração a unificação de diferentes abordagens de métodos 

matemáticos para resolver problemas de otimização escalar. Além disso, quando a palavra 

“estocástico” é citada, logo vem à mente a importância da robustez nesse escopo, uma vez que 

a complexidade da resolução da otimização é diretamente afetada e pode melhorar ou diminuir 

o esforço computacional, a depender do caso. Assim, devido à importância de se preocupar com 

a robustez de um modelo na otimização, a literatura possui muitos estudos sobre esse tema, 

inclusive da definição de novos conceitos, e.g. a OR com conjuntos de cenários infinitos 

(KLAMROTH et al. (2013, 2017) ou e.g. o conceito de robustez leve para problemas de 

otimização arbitrária e conjuntos de incerteza arbitrários, definido como robustez leve 

generalizada (SCHÖBEL, 2014) em continuação do trabalho que definiu o conceito de robustez 

leve (AHUJA et al., 2009). 

 Há vários trabalhos de OR que consideram distribuições de probabilidade para 

incertezas no processo (e.g., JANAK et al. (2007); HAN et al. (2006)), LI et al. (2018), onde 

se constitui uma excelente maneira de não se deparar com abordagens que necessitam da 

geração da árvore de cenários. Usar PDF na abordagem matemática é uma excelente maneira 

de retratar o histórico acontecido sem precisar gerar a árvore de cenários, evitando que decisões 

fora do acontecido sejam evitadas, fazendo também com que haja uma distribuição de pesos 

dos acontecimentos ocorridos de acordo com suas frequências. Há diferentes abordagens de se 

trabalhar com a inclusão de restrições probabilísticas, onde duas abordagens populares são o 
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método de distribuição de probabilidade e o método de aproximação (NEMIROVSKI e 

SHAPIRO, 2006), ou até mesmo novas abordagens (e.g. JANAK et al., 2017). 

 

2.2.4. Otimização robusta ajustável 
 

O conceito de robustez ajustável introduzido em BEN-TAL et al. (2003) estabelece que  

a fim de que se possa controlar a relação entre conservadorismo e robustez do modelo, um 

conjunto de variáveis é dividido entre variáveis que possam realizar decisões here and now e 

em outras variáveis wait and see, ao qual essas variáveis sejam suficientes para decidir se o 

problema considerando o cenário final é realizado. A ideia se baseia em determinar valores para 

as variáveis here and now, de tal maneira que para qualquer que seja o cenário do problema, 

haja variáveis wait and see que possam resultar em soluções viáveis. A partir deste conceito 

inicial, vários outros autores desenvolveram novas metodologias e diferentes frameworks neste 

campo. 

Recentemente, YANIKOGLU et al. (2019) publicaram um artigo de revisão 

bibliográfica referente aos avanços relacionados à otimização robusta ajustável (ORA), ao qual 

são discutidos sobre os aspectos da metodologia, os procedimentos passo a passo de 

metodologia, algumas aplicações da metodologia, vantagens e limitações da metodologia. 

Segundo os autores, a ORA fornece um valor de função objetivo melhor do que em comparação 

com a OR, devido ao fato de que nesta metodologia algumas variáveis (variáveis wait and see) 

podem ser ajustadas. Ambas metodologias possuem grande praticabilidade em casos reais, 

devido ao jogo entre tratabilidade e conservadorismo. Ainda segundo os autores, basicamente 

a metodologia funciona em primeiramente realizar-se a resolução do problema nominal sem a 

presença de incertezas, e após a inclusão de incertezas verificar a robustez do problema, e caso 

não seja satisfatoriamente robusto, realizam-se ajustes matemáticos na robust counterpart até 

o alcance satisfatório da robustez.  

Assim como a OR, ORA tem sido muito utilizado nos setores industriais de produção 

(e.g., GORYASHKO e NEMIROVSKI (2014); BABONNEAU et al. (2009)), em setores como 

processamento químico industrial etc, e.g. ZHANG et al. (2016) desenvolveram um modelo de 

agendamento para processos industriais contínuos ao qual possuem carregamento interruptivo. 

A representatividade das incertezas no modelo de ZHANG et al. (2016) é realizada pela 

utilização de uma abordagem de otimização robusta ajustável desenvolvida por BEN-TAL et 

al. (2004), ao qual decisões recursivas são consideradas. 
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2.2.5. Otimização distributivamente robusta 
 

A otimização distributivamente robusta adota uma metodologia ao qual resolve-se um 

modelo de forma robusta, de certa forma que as incertezas podem se encontrar parcialmente 

caracterizadas. Além disto, esta metodologia de OR considera que as distribuições de 

probabilidade que governam os conjuntos de dados incertos (incertezas) são em si incertos a 

ponto de poder haver ambiguidade entre elas em relação à informação dos dados históricos 

fornecidos pelo tomador de decisão, i.e. os dados históricos podem ser compatíveis com mais 

de uma distribuição (WIESEMANN et al. (2014)). Como parte desta metodologia, as 

distribuições de probabilidade se encontram inseridas num conjunto de ambiguidade, ao qual 

popularmente é uma metodologia de otimização linear com a consideração do valor esperado 

analiticamente na função objetivo do modelo. 

Por exemplo, GOH e SIM (2009) desenvolveram um framework para OR linear ao qual 

as incertezas são caracterizadas parcialmente por um espaço de probabilidade ao qual a 

distribuição de probabilidade conjunta não é conhecida, mas é parte de uma família de 

distribuições. Na abordagem de GOH e SIM (2009) as incertezas são linearmente transformadas 

em outras incertezas que possuem componentes independentes e estocásticos, e uma  família 

de distribuições é caracterizada através de desvios direcionais com limites superiores, além 

disto a estratégia considera covariância, variância e suporte na construção da modelagem da 

incerteza no framework.  

 Por exemplo, SHANG e YOU (2018) desenvolveram uma abordagem com orientação 

a dados para construir conjuntos de ambiguidade baseado na análise do componente principal 

e em funções desvios de primeira ordem, ao qual o direcionamento da pesquisa se dá em relação 

a planejamento e agendamento. Nesta metodologia, leva-se em consideração a orientação ao 

pior caso e há a consideração tradicional do valor esperado em parte da função objetivo do 

problema de otimização que deve ser linear. 

 

2.2.6. Otimização fuzzy 
 

Uma variável fuzzy segundo NAHMIAS (1978) é uma variável que não necessita 

assumir um valor numérico necessariamente, embora também possa assumir valores separados 

por faixas, pois pode assumir valores linguísticos, e.g. de valor linguístico de escala: Pressão 

alta, média ou baixa, e há a geração de funções membros para as variáveis fuzzy. Os primeiros 

a classificarem uma definição para um conjunto fuzzy foram ZADEH (1965) e BELLMAN et 
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al. (1966), ao qual disseram que um conjunto fuzzy assume o comportamento de uma função 

característica variável que trabalha com escalas e varia uniformemente entre o valor 0 e 1, e 

não apenas 0 e 1, onde isso faz com que o domínio de soluções do problema possa ser dividido 

em escalas. Porém o conceito fuzzy vai muito além da teoria de probabilidade e do espaço 

amostral, e por isso a teoria fuzzy pode trabalhar com a teoria de espaço padrão Г. NAHMIAS 

(1978) foi um dos primeiros a introduzir o conceito de variável fuzzy que segundo o autor, é 

uma nova definição para conjunto fuzzy, e que seu funcionamento no modelo é igual ao 

funcionamento de uma variável aleatória como na teoria de probabilidade, porém o valor de 

uma variável aleatória é visto como um resultado derivado do modelo de espaço padrão Г. 

Quando se tem funções objetivos e restrições matemáticas ao qual possuem naturezas 

difusas, ou seja, estão definidos em espaços de alternativas, i.e. há conjuntos difusos que 

representam diferentes intervalos de domínio no problema, pode-se dizer então que as fronteiras 

do ambiente de tomadas de decisões não estão definidas com precisão, e nem portanto suas 

funções objetivos e restrições (BELLMAN e ZADEH (1970).  

Quando se há informação incompleta, subjetiva, com falta de acuracidade, ou incerta 

pode-se usar a otimização fuzzy para se determinar a solução mais satisfatória para o problema, 

tendo em vista que as variáveis difusas serão representadas por conjuntos com diferentes 

intervalos de valores. Dependendo do sistema a ser modelado, as abordagens dentro da 

otimização fuzzy podem ser adaptadas para cada diferente problema, mas métodos mais 

populares se distinguem entre otimização fuzzy robusta ao qual as estruturas do modelo são 

incertas (e.g., LIU et al. (2003)), programação flexível ao qual as estruturas do modelo são fixas 

e conhecidas (e.g., MULA et al. (2006)) e modelos interativos (e.g., WERNERS (1987)). 

Revisões bibliográficas sobre os típicos métodos de otimização fuzzy foram feitas por 

INUIGUCHI et al. (1990) e LODWICK e KACPRZYK (2010). 

Tendo em vista os conceitos de conjuntos e variáveis fuzzy, um número alto de autores 

desenvolveram trabalhos relacionados a este tema, e há aqueles em que utilizaram estes 

conceitos para desenvolverem metodologias de otimizações sob incerteza baseadas em conceito 

fuzzy (e.g. BELLMAN e ZADEH (1970); BILGEN (2010)).    

Em otimização chance-constrained há restrições que relacionam o nível de confiança 

do problema em determinar a viabilidade de uma solução ser viável, e como é possível em todo 

framework de otimização, há pesquisas que misturam estes conceitos com estruturas fuzzy (e.g., 

LIU e IWAMURA (1998)). 
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2.2.7. Otimização distribution-based 
 

A representatividade de uma incerteza a partir de seu valor esperado através do 

tratamento de uma distribuição de probabilidade, ou seja, o ato de ter sua representatividade no 

modelo como sendo a partir da consideração de sua realização a partir de seu valor médio de 

ocorrência baseado em dados históricos, é uma excelente estratégia. Esta estratégia permite que 

o modelo não precise resolver integrais complexas que algumas metodologias podem apresentar 

(e.g. chance-constrained), ao mesmo tempo em que não é necessário trabalhar com geração de 

cenários.  

A forma de tratar uma incerteza como tendo sua distribuição especificada é um 

excelente artifício matemático quando não é desejável ou possível de se trabalhar com cenários 

(e.g. no caso em que cenários discretos não podem ser ou são difíceis de serem identificados), 

e deseja-se representar uma incerteza através de uma predição de potenciais valores futuros 

delimitados por uma variação com faixa contínua tratável de acontecimento (GUPTA e 

MARANAS, 2003). O teorema central do limite é um grande aliado da presunção de 

distribuição normal para uma incerteza ao qual não se sabe sua distribuição ou a incerteza não 

pode ser identificada. Segundo GUPTA e MARANAS (2003), um ponto fraco de se trabalhar 

com cenários é que na sua prática é uma exigência que o tomador de decisões saiba quais são 

todos os efeitos possíveis ocasionados por todos os cenários num universo. Trabalhar com 

cenários aumentaria o esforço computacional, o tempo de planejamento, e haveria a exigência 

de existir um esforço físico e intelectual para tratar todos os possíveis cenários. Segundo 

GUPTA e MARANAS (2003), apenas com um ajuste de distribuição de probabilidade para a 

potencial predição do futuro de uma incerteza, já evitaria a necessidade de prever cenários 

discretos e exatos de acontecimentos. No trabalho de GUPTA e MARANAS (2003) a demanda 

de um cliente na cadeia de suprimentos é uma incerteza que tem a distribuição normal como 

sendo assumida, ao qual o valor da média e do desvio padrão são especificados, e há uma 

geração de valores de demanda por amostragem de Monte Carlo. GUPTA e MARANAS (2003) 

não utilizam o operador esperança para cálculo do valor médio de uma incerteza com 

distribuição normal a partir de sua função densidade de probabilidade, ao invés disso eles 

calculam o valor médio de todas as realizações de otimizações através do operador esperança, 

onde cada realização de otimização corresponde a um dado cenário em que os valores das 

incertezas com distribuição normal são gerados conforme amostragem por Monte Carlo. 

A distribuição normal é bastante assumida em outros trabalhos da literatura (e.g., 

SUNDARESAN et al. (1995); NAHMIAS (1989); LEE e PARK (2001); BEYER e 
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SENDHOFF (2007); WELLONS e REKLAITIS (1989); KOCH et al. (2004); YE et al. (2014); 

HAN et al. (2006)), pois a mesma apresenta o teorema central do limite como sendo um grande 

aliado, além de que também pode-se trabalhar com níveis de confiança, e é uma distribuição 

conveniente e fácil de se trabalhar ao mesmo tempo em que representa características essenciais 

de uma incerteza com aleatoriedade dispersa tendo como referência uma média populacional 

dos dados históricos disponíveis ou de especulações da projeção de um futuro desejável. Por 

destino da natureza, o que é mais um ponto positivo de se utilizar distribuições normais, Walter 

A. Shewart (1891-1967) descobriu por volta de 1920 (época em que inventou as cartas de 

controle estatístico de processo) que processos industriais tendem a ter uma distribuição normal 

para suas incertezas, principalmente por causa do teorema central do limite (WESTERN 

ELECTRIC COMPANY (1956); BEST e NEUHAUSER (2006)). 

 

2.2.8. Otimização sob incerteza aplicada ao planejamento e programação 
 

O grande objetivo da otimização sob incerteza realizada para um planejamento é realizar 

um planejamento de acontecimento futuro quando não se sabe quais serão as condições de 

acontecimentos (incertezas). O planejamento de acontecimento futuro traça as diretrizes das 

tomadas de decisões conforme resultado das variáveis de decisões como argumento final da 

otimização do modelo estocástico ou robusto. 

No campo de planejamento e programação, distribuições de probabilidade possuem 

grande significância na representatividade das incertezas de um processo, uma vez que dados 

históricos começam a estar disponíveis a partir de quando os processos começam a entrar em 

funcionamento. Por exemplo, ROZENBLIT (2010) realizou uma OR de um planejamento de 

produção sob incerteza ao qual foi realizado diversas simulações com diferentes níveis de 

assimetria nas distribuições de probabilidades das incertezas, a fim de se determinar a 

sensibilidade das incertezas quanto às mudanças nas distribuições. 

Demanda incerta em clientes de uma rede de cadeia de suprimentos é uma realidade que 

as empresas precisam lidar para realizarem seus planejamentos futuros. Por conta disto, muitas 

pesquisas foram realizadas considerando a demanda como sendo uma incerteza para que 

melhorias na abordagem do ponto de vista de otimização sob incerteza pudessem ser 

identificadas, determinadas e analisadas (e.g. WELLONS e REKLAITIS (1989); SCHWARTZ 

et al.(2006); GUPTA e MARANAS (2003); JUNG et al. (2004); BALASUBRAMANIAN e 

GROSSMAN (2004); SUNGUR et al. (2008); COHEN et al. (2018); YE et al. (2014)). 
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3. APRESENTAÇÃO DO FRAMEWORK  
 

3.1. OBJETIVO, FILOSOFIA E PRIMEIRAS CONSIDERAÇÕES DO FRAMEWORK 
 

Para realizar uma otimização robusta através desta nova abordagem que regula a 

robustez e conservadorismo conforme vontade do planejador, o presente framework incorpora 

um algoritmo, um modelo de arrependimento com definições e conceitos próprios que diminui 

o arrependimento relativo, e uma formulação matemática que deixa o modelo determinístico 

mais robusto à variações paramétricas. Para realizar a OR é necessário transformar o modelo 

original em outro, um modelo robusto com fatores de penalidade inseridos, através da 

formulação matemática do framework, e por fim sintonizar os valores de desvios padrões das 

incertezas normais através de um algoritmo.  

A sintonia é executada a fim de que a solução robusta se aproxime o mais próximo de 

uma solução ideal 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅. Uma vez que o modelo determinístico original esteja transcrito para 

a formulação matemática do framework, o procedimento passo a passo do algoritmo do 

framework sintonizará o modelo robusto a fim de determinar o melhor valor para o desvio 

padrão de uma incerteza normal. O conservadorismo e robustez do modelo é regulado através 

da escolha ou determinação dos valores dos fatores de penalidade 𝛼𝑙, discutidos na seção 3.3. 

Neste framework não é necessário controlar o risco de valores indesejáveis serem gerados para 

as incertezas, pois o framework sintoniza o modelo para que as tomadas de decisões 

independam da aversão ao risco de valores incomuns gerados para as incertezas normais serem 

indesejáveis, pois incertezas com valores mais afastados da média podem gerar melhores 

resultados. 

 A filosofia do framework está baseada em realizar uma OR ao qual não considera 

cenários discretos e nem uma árvore de cenários, e que tem como fundamento a consideração 

da representação de incertezas aleatórias através de distribuições de probabilidade, e a 

consideração de distribuição normal para incertezas normais ou para as incertezas epistêmicas, 

caso hajam. Para o entendimento do framework, é necessário entender definições e conceitos 

do modelo de arrependimento específico: 

 

i) ODGR (Otimização Determinística Geral de Referência): É uma otimização guia 

para se determinar o valor da solução ideal. A ODGR toma como base um valor 

nominal para cada parâmetro, de tal forma que esse valor nominal é uma média dos 

valores nominais que já foram utilizados em otimizações realizadas no passado. Os 





55 
 

 

Parâmetro 2 (𝑝2
𝑖 ) 

=
∑ 𝑝2

𝑖𝑛=3
𝑖=1

3
 =

∑ 𝑝2
𝑖𝑛=6

𝑖=1

6
 =

∑ 𝑝2
𝑖𝑛=2

𝑖=1

2
 

Parâmetro 3 (𝑝3
𝑖 ) 

⋮ 
=

∑ 𝑝3
𝑖𝑛=3

𝑖=1

3
 

⋮ 

=
∑ 𝑝3

𝑖𝑛=6
𝑖=1

6
 

⋮ 

=
∑ 𝑝3

𝑖𝑛=2
𝑖=1

2
 

⋮ 

 

Explicando um exemplo simples entre a filosofia da ODGR e LTRR é o seguinte, 

suponha que um dos parâmetros do modelo seja o preço de mercado de algo, logo este preço na 

ODGR seria o preço ideal que levaria à solução ideal, mas como o período de tempo mais 

próximo é a LTRR, pode não ser factível utilizar o preço da ODGR no período em que se 

encontra o processo, por isso é mais factível utilizar o preço na LTRR e determinar decisões 

que leve à solução ideal. Nesse exemplo, a estratégia do presente framework realiza uma 

otimização robusta com os parâmetros da LTRR que leva a uma solução mais próxima da ideal.  

 

iii) Arrependimento relativo (AR (%)): É o quanto que o valor da FO de uma otimização 

realizada (𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅)) com dados LTRR, se distancia em módulo, do valor da FO 

da solução ideal (𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅). O arrependimento relativo é calculado em termos de 

desvio percentual conforme a Equação (3.1.1): 

  

            𝐴𝑅 (%) =
|𝑓𝑜𝑏𝑗

𝑂𝐷𝐺𝑅−𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅)

|

𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅                                                                                      (3.1.1)   

 

iv) Arrependimento relativo médio (%) (ARM): O ARM é a média aritmética dos 

arrependimentos relativos. O valor do ARM é utilizado no critério de escolha do 

valor sintonizado de desvio padrão de uma incerteza que segue uma distribuição 

normal, como será visto mais à frente no algoritmo do framework. 

 

Qual o motivo de haver a ODGR e a LTRR neste framework de OR? Tornar a 

abordagem deste framework, que também é um modelo de arrependimento, em uma que não é 

baseada em cenários. Esta estratégia permite que seja possível de se trabalhar com modelo de 

arrependimento sem que seja necessário haver a geração de cenários em árvore para o conjunto 

de parâmetros do problema e nem da resolução exaustiva de todos eles (em loops aninhados ou 

não) se tivessem sido criados. Fora isto, a ideia é realizar uma OR que considere o histórico das 

tendências do que vinha ocorrendo recentemente conforme dados históricos da LTRR (cenários 
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históricos mais factíveis de ocorrência), e que faça com que a FO desta OR se aproxime o 

máximo possível de uma solução ideal 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅. Como a LTRR contempla os cenários históricos 

mais recentes ocorridos, estes são os mais prováveis ou factíveis de serem repetidos ou 

levemente modificados para acontecerem, então é razoável que as tomadas de decisões partam 

desta referência, i.e. da média desses cenários históricos recentes, e não de cenários 

imagináveis, imprevisíveis ou subjetivos. Quando se diz “cenários históricos”, não são os 

cenários provenientes da geração de cenários com atribuição probabilística de ocorrência em 

uma árvore de cenários, mas sim situações que já ocorreram. Portanto, o modelo robusto 

sintonizado pelo framework concederá robustez ao problema de otimização sob incerteza e ao 

modelo, ao mesmo tempo em que estabelecerá tomadas de decisões ótimas, que partindo-se dos 

dados históricos mais recentes da LTRR, se direcionem (se aproximem) o máximo possível 

para estabelecer tomadas de decisões que se aproximem da solução ideal, conforme indicado 

pela seta da Figura 3.1.1. A linha em vermelho na ilustração da Figura 3.1.1, refere-se ao valor 

da FO hipotético ilustrativo da ODGR.  

 

 
Figura 3.1.1: Figura de caráter ilustrativo do valor da função objetivo do problema de 

otimização de cada otimização realizada ao longo da linha do tempo.  
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3.2. ALGUNS CONCEITOS DE PROBABILIDADE E ESTATÍSTICA PARA 
ENTENDIMENTO DO FRAMEWORK 
 

Nesta seção, serão apresentados conceitos e uma breve fundamentação matemática da 

probabilidade, estatística e de distribuição normal, os quais são importantes para o 

entendimento do framework, ou seja, pontos essenciais para o entendimento da metodologia 

empregada no presente trabalho. 

A estimativa do valor do desvio padrão, numa distribuição normal para uma incerteza 

normal, para estabelecimento de projetos ou planejamentos de tomadas de decisões, é muito 

importante quando se quer estabelecer a estimativa da métrica de como os valores da incerteza 

podem se afastar da média. Quanto mais haver valores afastados da média é porque há mais 

pontos de dados históricos afastados do valor médio desses dados, implicando no aumento de 

probabilidade de valores aleatórios serem gerados nesses pontos mais afastados. Por exemplo, 

quando se aumenta ou diminui o valor de desvio padrão estimado, a curva bell muda o seu 

comportamento conforme pode ser visto na Figura 3.2.1, e por isso muda-se também o 

comportamento da curva da função distribuição  acumulada (FDA), implicando diretamente na 

probabilidade de valores serem gerados mais distante ou mais próximo da média da curva 

(KOCH et al. (2004); RACHEV e RÖMISCH (2002); CHUN et al. (2000); ŁUKASZYK 

(2004); LEE e PARK (2001)). 

             
Figura 3.2.1: Gráfico ilustrativo da função densidade de probabilidade de uma distribuição 

normal para diferentes valores de desvio padrão e média nominal da incerteza igual a 𝜇𝐿𝑇𝑅𝑅, 

onde é suposto um valor de 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇 para observância na abscissa. 
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Em amostragem via simulação Monte Carlo, a lei dos grandes números (LGN) é o que 

garante que, quanto maior for a quantidade de amostras geradas, a média dos valores dessas 

amostras, pertencentes a cada uma das bandas da PDF normal, incidam sobre alguma faixa de 

valores próxima ao valor esperado da respectiva banda. A melhor curva normal neste 

framework (melhor desvio padrão), é aquela em que os valores esperados da incerteza normal, 

em cada banda (lado direito e esquerdo) da curva normal estejam os mais próximos de 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇, 

pois é isto que irá fazer a 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅) se aproximar o máximo possível de 𝑓𝑜𝑏𝑗

𝑂𝐷𝐺𝑅. Em outras 

palavras, a curva normal que conferir o menor distanciamento líquido entre os valores esperados 

e o 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇 é a curva atrelada ao melhor desvio padrão de uma incerteza normal neste framework. 

Ou seja, para execução das etapas do algoritmo (seção 3.4) do framework, é necessário realizar 

um número grande subjetivo de otimizações durante a sintonia do valor de desvio padrão da 

incerteza normal, para que assim, esse distanciamento líquido seja cada vez mais 

estatisticamente fiel.  

Quando é encontrado a melhor curva bell (através da determinação do melhor desvio 

padrão) para a incerteza que possui uma distribuição normal (conforme critérios de escolha do 

algoritmo do framework), e uma otimização sob incerteza é realizada, implica-se em dizer que 

a contribuição da incerteza normal resultará na geração de um valor aleatório para esta incerteza 

que proporcionará mais chance do valor da FO (𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅)) estar mais próximo do valor da FO 

do estado de referência (𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅), aproximando as decisões robustas sob incerteza para as 

decisões do estado de referência. E.g., observando a ilustração da Figura 3.2.1, o valor da 

incerteza X, que quando substituído no modelo matemático, faria com que 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅) se 

aproximasse o máximo possível de 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅, é 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇, e olhando por esta figura, a curva bell 

sintonizada seria a que possui a maior probabilidade desse valor ser gerado aleatoriamente, que 

nesse caso seria a de 𝜎 = √3,5. 

Caso o parâmetro incerto com PDF normal fosse transformado em uma variável na 

matriz de otimização para determinar o valor ótimo de 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇, que minimizasse o AR, o grande 

desafio seria o aumento da complexidade do modelo, pois dessa forma o modelo provavelmente 

passaria a ser não-linear (caso fosse antes linear) e mais complexo (mais ainda se já fosse não-

linear), pois este parâmetro poderia estar multiplicando/dividindo outra variável ou sendo a 

base ou expoente de um termo de potência. Neste caso, a robustez do modelo não estaria 

aumentando, mas sim diminuindo, quebrando a ideia de OR, e além disto se a otimização 
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fornecesse uma solução inviável, o valor 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇 não seria determinado, e toda a metodologia 

analítica daria errado assim como todo o esforço teria sido em vão. A depender do caso, 

transformar um parâmetro em uma variável pode não ter significado físico no problema, pois 

parâmetro é a informação que se dispõe e variável é aquilo que se quer determinar. Outro ponto 

positivo de não calcular o 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇 analiticamente, é que parâmetros que servem apenas como 

base para montar o modelo matemático, i.e. o qual este parâmetro não participa diretamente na 

matriz de otimização, mas que influenciam na ativação de restrições, podem assumir 

distribuição normal se for o caso. 

Neste framework, funções objetivos que são monotônicas crescentes ou decrescentes ao 

longo da região viável do problema de otimização, terão mais estabilidade no valor ARM  

associado a cada diferente valor de desvio padrão, isso acontece porque estes tipos de funções 

não apresentam oscilação e nem mudança da relação de ordem, fazendo com que só exista um 

valor 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇 para a incerteza normal que leve a FO a ter o valor 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅. Logo, só existirá um 

desvio padrão que apresente a maior chance de essa incerteza assumir um valor esperado que 

mais seja próximo desse valor 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇 ou assumir a maior quantidade de valores possíveis 

próximos de 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇, quando o valor dela for aleatoriamente gerado por Monte Carlo. Esses 

valores próximos de 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇 também vão estar perto de fazer com que a FO se aproxime do valor 

de 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅 se a FO é monotônica. Em palavras mais resumidas, o melhor desvio padrão é aquele 

que confere mais chance para o valor aleatório da incerteza normal ser gerado o mais próximo 

possível de 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇, porque se a função for monotônica, quanto mais próximo o valor aleatório 

gerado estiver de 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇 mais o problema de otimização sob incerteza estaria se aproximando 

da ODGR. A estabilidade dos ARMs diz respeito à grande tendência que cada um tem de 

permanecer com seu valor aproximadamente o mesmo, caso a sintonia fosse realizada 

diferentes vezes, e isso se explica justamente pelo fato de que nestas funções, há um valor 

esperado associado a cada banda de curva bell da incerteza normal, e quanto mais esse valor 

esperado estiver perto do valor 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇, menor será o ARM. Se FO é monotônica, a relação de 

ordem não muda, então a contribuição de um estímulo na FO (e portanto na sintonia) será 

sempre de mesmo comportamento (i.e. ou só crescente ou só decrescente) e não haverá o risco 

do estímulo inverter o comportamento da FO e nem da sintonia, e por isso a sintonia do presente 

framework se torna precisa e acurada. Ou seja, para estes tipos de funções, se a sintonia do valor 

de desvio padrão para a incerteza normal neste framework fosse feita diferentes vezes, em todas 

elas, a sintonia convergeria para o mesmo valor de desvio padrão sem que fossem necessárias 

muitas realizações de otimizações durante a sintonia.  
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Caso a FO não seja monotônica crescente ou monotônica decrescente na região viável 

do problema de otimização, a cada diferente sintonia, o ARM poderá convergir para um valor 

diferente caso a FO do problema seja muito sensível a variações e caso a quantidade de 

otimizações feitas para sintonia seja baixa. Este é outro ponto positivo de utilizar funções 

objetivos monotônicas, pois é uma função que não é oscilatória e por isso tende a ser mais 

estável, fazendo com que não seja necessário um número muito grande de simulações Monte 

Carlo para saciar o objetivo do framework, como será visto mais à frente. A Figura 3.2.2 mostra 

uma função não monotônica e bastante sensível a variações, onde neste caso e.g. a alta 

sensibilidade da FO dificultaria a sintonização do valor de desvio padrão da incerteza X porque 

haveria vários valores para a incerteza X que fizesse com que a FO f(X) alcançasse o valor de 

𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅. Ou seja, provavelmente haveria vários valores de desvio padrão que fosse capaz de 

fazer a incerteza alcançar um valor que alcançasse 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅, mas estes diferentes desvios padrões 

poderiam alcançar isto com menos frequência, e para driblar isso e poder inferir uma tomada 

de decisão confiável para critério de escolha do melhor desvio padrão seria necessário realizar 

um número bastante imenso de simulações Monte Carlo. É por isso que quando a função é 

monotônica na região viável, este problema é driblado e não é necessário um número tão grande 

de simulações Monte Carlo.  

 

 
Figura 3.2.2: Exemplo de função não monotônica que oscila e dificulta o 

funcionamento do framework caso a quantidade de realizações de otimizações seja pequeno. 

 

Pesquisa Operacional e muitas outras áreas se deparam praticamente com funções 

monotônicas, e.g. a FO dos exemplos de aplicação deste framework e do modelo da cadeia de 
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suprimentos como alvo de estudo de caso deste trabalho, principalmente Pesquisa Operacional, 

porque possui a maioria de sua totalidade como sendo problemas lineares. Além disto, um bom 

agravante é que qualquer função pode ser transformada em um somatório de funções 

monotônicas crescentes como mostrado no teorema de Kolmogorov para superposição de 

funções multivariáveis. O teorema da superposição de KOLMOGOROV (KOLMOGOROV 

(1957,1963)) é um teorema de decomposição que estabelece que qualquer função contínua com 

mais de uma variável, pode ser escrita como sendo uma nova função que é o somatório de 

composições finitas de funções de uma única variável de comportamento monotônico 

crescente, que podem ser lineares ou não-lineares (LORENTZ (1962); SPRECHER, (1965); 

NEES, (1994); BRAUN e GRIEBEL (2009); KHAVINSON (1997); KURKOVÁ 

(1991,1992)).  

Este framework pode ser aplicado em problemas de ciência, engenharia (e.g., 

planejamento e programação da produção e/ou da distribuição, design de projetos e de produção 

etc), controle e automação de processos (e.g., projeto de MPC ao qual a FO é o setpoint de uma 

variável controlada, ao qual 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅 é o valor setpoint de referência que maximiza o lucro do 

processo e 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅) é o setpoint recente mais factível de alcance por conta de causas especiais 

recentes na planta, 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇 seria o valor da variável manipulada que fizesse 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅) mais se 

aproximar de 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅 e 𝜇𝐿𝑇𝑅𝑅 seria o valor médio recente utilizado para a variável manipulada), 

economia (e.g., otimização de portfólio etc), Pesquisa Operacional, entre várias outras 

aplicações etc. 

 

3.3. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO FRAMEWORK 
 

Nesta seção será apresentado a esquematização da formulação matemática do 

framework proposto, ao qual há a transformação do modelo determinístico original para um 

modelo determinístico que é sintonizado em seguida por um algoritmo, se tornando robusto. 

Logo em seguida os axiomas necessários para entendimento do funcionamento são 

apresentados. Na seção 3.5 vários exemplos lineares e não-lineares são resolvidos. Qualquer 

problema determinístico linear ou não-linear no domínio do problema que tenha pelo menos 

um parâmetro que possa ser considerado como incerteza que segue uma distribuição normal, 

pode ser matematicamente escrito da maneira que o proposto framework estabelece para o 

problema de otimização. O problema a ser otimizado é um problema ou apenas de maximização 
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ou apenas de minimização em que a função objetivo e as restrições são combinações 

matemáticas de 𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃:   

 

                                                                  min𝒙   𝑓(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃)                                                      (3.3.1) 

ou 

max𝒙    𝑓(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) 

𝑠. 𝑡.    𝒉(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) ≤ 0 

𝒈(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) ≥ 0 

𝒘(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) = 0 

𝑥𝑖
𝐿 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖

𝑈 

𝜀𝑗
𝐿 ≤ 𝜀𝑗 ≤ 𝜀𝑗

𝑈 

𝑥𝑖 ∈ 𝒙;  𝒙 ∈ 𝚇; 𝜀𝒋 ∈ 𝜺; 𝜀𝑗 ∈ 𝐴𝑗; 𝜃𝑘 ∈ 𝜽; 𝜃𝑘 ∈ 𝐵𝑘;   𝛼𝑙 ∈ 𝜶; 𝜶 ∈ ℝ+;  𝚇, 𝐴𝑗 , 𝐵𝑘 ∈ ℝ 

𝒙 = [

𝑥1

⋮
𝑥𝑖=𝑖𝑁

] ; 𝜺 = [𝜀𝑗]; 𝜽 = [𝜃1 … 𝜃𝑘=𝑘𝑁]; 𝜶 = [𝛼1 … 𝛼𝑙=𝑙𝑁]; 

𝝃 = [𝐸{𝜉1} … 𝐸{𝜉𝑚=𝑚𝑁}] 

 

𝑓(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) é a função objetivo (monotônica no DRV) a ser otimizada, 𝒙 é o vetor de 

variáveis de decisão, 𝜺 é o vetor contendo o parâmetro incerto que segue uma distribuição 

normal e possue seus valores sendo aleatoriamente gerados conforme amostragem de Monte 

Carlo, 𝜽 é o vetor de parâmetros exatos e definidos deterministicamente para o problema de 

otimização, 𝜶 é o vetor de fatores de penalidade, 𝝃 é o vetor contendo os valores esperados de 

cada incerteza que é representada por uma distribuição de probabilidade que não seja normal 

(neste framework, não é obrigatório que existam incertezas do tipo 𝜉𝑚). 𝒉(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) é o vetor 

de restrições menores ou iguais a zero, 𝒈(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) é o vetor de restrições maiores ou iguais 

a zero, 𝒘(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) é o vetor de equações iguais a zero, onde o problema de otimização deve 

ter no mínimo um desses três vetores. 𝑥𝑖 é a variável de decisão i, 𝑥𝑖
𝐿 é o valor limite mínimo 

para a variável de decisão i, 𝑥𝑖
𝑈é o valor limite máximo para a variável de decisão i, 𝜀𝑗 é o 

parâmetro incerto que segue uma distribuição normal e possui seu valor sendo aleatoriamente 

gerado conforme amostragem de Monte Carlo antes da resolução do problema de otimização 

(tendo portanto, caráter determinístico no problema de otimização), 𝜀𝑗
𝐿 é o valor limite mínimo 

para o parâmetro incerto 𝜀𝑗, 𝜀𝑗
𝑈 é o valor limite máximo para o parâmetro incerto 𝜀𝑗, 𝜃𝑘 é o 

parâmetro exato determinístico k, 𝛼𝑙 é o fator de penalidade l associado a cada diferente termo 
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que contenha pelo menos um valor esperado 𝐸{𝜉𝑚}, onde 𝐸{𝜉𝑚} é o valor esperado da incerteza 

𝜉𝑚 que é representada por uma distribuição de probabilidade estimada não-normal. 𝚇 é o 

conjunto de valores possíveis para 𝑥𝑖 no domínio dos reais ℝ, 𝐴𝑗 é o conjunto de valores 

possíveis para 𝜀𝑗 no domínio dos reais ℝ, 𝐵𝑘 é o conjunto de valores possíveis para 𝜃𝑘 nos 

domínios dos reais ℝ. iN, kN, lN e mN, são respectivamente, a quantidade de elementos dos 

vetores 𝒙 , 𝜽, 𝜶 e 𝝃. Obs.: não pode haver divisão por zero. As distribuições de probabilidades 

nesse framework não são conjuntas, sendo mais fáceis de estimar não importando a 

dimensionalidade do problema. 

O framework pode ser utilizado para problemas com formulação LP, NLP, MILP e 

MINLP, e alguns axiomas sobre a formulação matemática do framework são: 

 

 Axioma i): pode haver termos diferentes com sinais matemáticos diferentes em 

qualquer que seja a restrição matemática e também na FO. Além disso, o valor da 

solução ideal (𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅) deve sempre ter o mesmo sinal matemático do valor ótimo da 

FO do problema sob incerteza (𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅)). Isso vai impedir que o arrependimento 

relativo (%) da Equação 3.1.1 seja calculado de forma equivocada por causa da 

multiplicação de sinais negativos em sua equação de cálculo (Equação 3.1.1). Além 

disto, o módulo presente na Equação 3.1.1 é fundamental, pois o arrependimento 

relativo (%) em questão, tem a função de ser uma medida de magnitude de 

distanciamento. 

 Axioma ii): a FO do problema tem que ter comportamento apenas monotônico 

crescente ou apenas monotônico decrescente, ao longo do DRV, logo as derivadas 

parciais da FO em relação à(s) incerteza(s) normal(is) e em relação à 𝑥𝑖 devem ter 

os mesmos sinais matemáticos na região viável ativa. Quando a FO é monotônica 

no DRV, há a preservação da relação de ordem e o problema se torna ou convexo 

ou estritamente convexo, ou côncavo ou estritamente côncavo, assim para 

quantidades distintas de realizações de otimizações (𝑁𝐵𝐼𝐺), as concentrações das 

soluções no gráfico de ARM vs cada realização de 𝑁𝐵𝐼𝐺  permanecem com faixas de 

ordem preservada (e.g. ver Figura 3.5.16). Isto favorece que o estímulo de um valor 

de desvio padrão, sobre a FO, tenha e mantenha características inerentes a cada 

diferente valor.  

 Axioma iii): Deve haver pelo menos uma incerteza normal (𝜀1) no problema, e o 

framework só pode ser utilizado se a atuação do estímulo de cada incerteza normal 
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no valor da FO, i.e. a influência causada por uma incerteza normal no valor da FO, 

for independente do estímulo de qualquer outra incerteza normal. Se o(s) termo(s) 

vinculado(s) a um parâmetro candidato a ser incerteza normal for LI em relação aos 

outros termos vinculados aos outros parâmetros candidatos a serem incertezas 

normais do modelo, então de fato este candidato pode ser uma incerteza normal no 

framework, pois assim seu estímulo na FO será exclusivo (não é influenciado por 

outros termos de outras incertezas normais) e independente (independe da existência 

de outros termos de outras incertezas normais) aos outros estímulos. Então só é 

necessário verificar se uma incerteza normal atende a este axioma iii) se ela for uma 

incerteza que esteja multiplicando/dividindo alguma variável de decisão do 

problema de otimização, ou ainda formando um termo de potência com a variável, 

i.e. uma incerteza multiplicativa, qualquer outro caso atenderá este axioma sem 

precisar verificar, e.g. incertezas aditivas no modelo (FO e/ou restrições). Além 

disso, se o problema só houver uma incerteza normal, não é necessário verificar esse 

axioma. As incertezas podem aparecer em qualquer lugar do modelo, i.e. na FO e/ou 

nas restrições, mas não pode haver a multiplicação/divisão/potenciação entre duas 

incertezas normais diferentes (e.g., 𝜀1𝜀2). A não multiplicação entre incertezas 

normais evita que possa haver a possibilidade de mudança de comportamento da FO 

de crescente para decrescente ou vice-versa (satisfazendo assim o axioma ii)e o iii)). 

Se os estímulos de 𝜀𝑗 são independentes, a FO tem um comportamento exclusivo a 

cada estímulo de 𝜀𝑗, e pode haver superposição de estímulos independentes para o 

comportamento da FO em relação às incertezas normais 𝜀𝑗∀𝑗. Por exemplo, a 

Equação 3.3.1 mostra um exemplo de teste de um modelo determinístico para saber 

se os termos das incertezas multiplicativas são exclusivos e independentes, ao qual 

𝜀1 e 𝜀2 são exclusivos e independentes pois 𝜉1𝑥4, 𝜀2𝑥3, 𝑥3 e 𝑥4 não estão vinculados 

a 𝜀1𝑥1, 𝑥1 e 𝑥2, e por isso podem ser incertezas normais que serão sintonizadas nesse 

framework. Como o termo 𝜀3 é uma incerteza aditiva no modelo, seu estímulo na 

FO é exclusivo e independente, i.e. 𝜀3 é imparcial em relação a 𝜀1𝑥1 e 𝜀2𝑥3, bem 

como seu estímulo na FO independe da influência de 𝜀1𝑥1 e 𝜀2𝑥3 que são os termos 

vinculados às outras incertezas normais. Se uma incerteza é independente, os valores 

dos termos vinculados a esta incerteza não depende dos valores de outros termos 

não vinculados a esta incerteza. 
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                                     min𝑥 𝑓 = 𝑥1𝑥2 + 𝜀1𝑥1 + 𝜀2𝑥3 + 𝜀3 + 𝜉1𝑥4                         (3.3.1) 

s.t. 𝑥1𝑥2 ≤ 𝐴 

𝑥3 + 𝑥4  ≤ 𝐵 

 

 Axioma iv): Incertezas que se ajustem bem a alguma distribuição de probabilidade 

que não seja normal (𝜉𝑚), devem ser representadas por seus valores esperados no 

modelo robusto (𝐸{𝜉𝑚}), e deve ter um 𝛼𝑙 atrelado (multiplicando) a cada valor 

esperado (𝛼𝑙𝐸{𝜉𝑚}) desta incerteza no modelo robusto. Existirá um 𝛼𝑙 para cada 

incerteza dessas que não seja normal (𝜉𝑚), o que é importante pois o 

conservadorismo e robustez do modelo pode ser regulado. Caso haja a 

multiplicação, em um termo de inequação ou equação, entre dois ou mais valores 

esperados que representam diferentes incertezas (e.g. 𝐸{𝜉1}𝐸{𝜉2}), terá um novo e 

exclusivo 𝛼𝑙 atrelado a este termo combinado (e.g. 𝛼3𝐸{𝜉1}𝐸{𝜉2}). Pode haver a 

multiplicação de uma incerteza normal com algum valor esperado de outra incerteza 

ou com algum termo contendo valores esperados de incertezas (e.g. 

𝜀1𝛼1𝐸{𝜉1} 𝑜𝑢 𝜀1𝛼3𝐸{𝜉1}𝐸{𝜉2}). 

 Axioma v): É optativo haver a inserção de 𝛼𝑙 no modelo referente à ODGR, pois 

sua solução ideal deve ser viável, mas não há a inserção de 𝐸{𝜉𝑚} ou aleatoriedade 

na ODGR, logo se houver 𝛼𝑙 na ODGR existiria a multiplicação 𝛼𝑙𝜉𝑚 ao invés de 

𝛼𝑙𝐸{𝜉𝑚}.  

 Axioma vi): Não é obrigatório que haja alguma incerteza não-normal (𝜉𝑚) no 

modelo matemático em uso para o problema de otimização do presente framework, 

porém é necessário que haja pelo menos uma incerteza normal (𝜀1) para seguir as 

etapas do algoritmo do framework. 

 Axioma vii): É razoável colocar valores de 𝛼𝑙 que não sejam muito diferentes do 

valor numérico 1, para que a FO não seja muito penalizada (no sentido de ter seu 

valor modificado para mais ou para menos), pois é razoável admitir um valor para 

𝛼𝑙 ao qual a multiplicação deste com o valor esperado de uma incerteza (𝛼𝑙𝐸{𝜉𝑚}), 

resulte em um valor numérico ao qual esteja dentro dos limites inferiores e 

superiores de valores disponíveis para esta incerteza nos dados históricos, 

conferindo assim razoabilidade na inferência estatística das incertezas. 

 Axioma viii): Caso a incerteza seja epistêmica, ou tenha dados históricos que não se 

ajustaram bem a alguma distribuição de probabilidade, considera-se que ela tenha 



66 
 

 

distribuição normal neste framework, ou seja, a incerteza será do tipo 𝜀𝑗. Quanto 

maior for a quantidade de dados históricos de uma incerteza, mais isso é verdadeiro, 

devido ao teorema do limite central. 

 

A lógica e objetivo de haver um 𝛼𝑙 sendo multiplicado pelo valor esperado de uma 

incerteza com distribuição não-normal (𝛼𝑙𝐸{𝜉𝑚}) é viabilizar a tratabilidade da solução através 

da modificação de uma estimativa de incerteza (valor esperado). Como o valor esperado de uma 

incerteza é uma estimativa estatística, seu valor será ou não modificado a fim de se tratar a 

solução, e.g. isso pode acontecer quando se altera naturalmente as probabilidades de 

ocorrências de uma variável aleatória em assumir certos valores, logo o 𝛼𝑙 funciona como um 

fator de penalidade para proteger o modelo contra a violação das restrições e deixá-lo mais 

robusto a preço de penalizar o valor da FO (preço da robustez). Essa filosofia de “preço da 

robustez” é enfatizada no trabalho de BERTSIMAS e SIM (2004), e considerada em muitos 

outros trabalhos (e.g. WELLONS e REKLAITIS (1989) também utiliza essa filosofia), pois 

este é um dos cernes da OR, ao qual foi desenvolvido ao longo da linha do tempo (e.g., 

SOYSTER (1973); BEN-TAL e NEMIROVSKI (1998,1999,2000); EL-GHAOUI e LEBRET 

(1997); EL-GHAOUI et al. (1998)), ao qual estes autores apresentam metodologias diferentes 

e fatores de proteção contra a violação de restrições diferentes. As restrições em si, do presente 

framework, não são reformuladas porque como o valor esperado é um número e o 𝛼𝑙 também 

é, o único papel matemático que o 𝛼𝑙 desempenha é de modificar o módulo do valor esperado 

(ou da multiplicação entre valores esperados caso haja), com o objetivo de proteger o modelo 

contra a violação das restrições, ou seja, a multiplicação de 𝛼𝑙 com o valor esperado apenas 

gerará um novo número que representará a variabilidade de uma dada incerteza (assim como o 

papel desempenhado pelo valor esperado), mantendo o significado físico dos termos das 

restrições inalterados. 

A formulação matemática do presente framework não inclui explicitamente a equação 

da função densidade de probabilidade de uma distribuição normal no modelo para cálculo do 

valor esperado de uma incerteza no modelo matemático. Se fosse incluído, o valor esperado 

seria sua própria média, ou seja, a média dos valores das incertezas, não computando assim as 

possíveis variabilidades de cada incerteza com distribuição normal no processo porque a 

distribuição normal é simétrica, e para evitar essa não consideração de variabilidade a literatura 

apresenta diferentes abordagens (e.g., MULVEY et al. (1995); GUPTA et al. (2000); 

RÖMISCH e SCHULTZ (1991)). A não consideração exclusiva de um valor médio 
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representativo para o modelo é apropriada para a existência da possibilidade de haver decisões 

de médio e alto risco, quando se há incertezas no processo (MULVEY et al. (1995)). Além de 

que a inclusão analítica do desvio padrão provavelmente tornaria o modelo não-linear caso o 

desvio padrão fosse uma variável de decisão no modelo ao invés de ser especificado, 

dificultando a tratabilidade da solução, podendo deixar o modelo insolvível, e aumentaria 

desnecessariamente o tempo computacional de resolução da otimização do modelo. Se o seu 

modelo fosse linear, considerar o desvio padrão como sendo uma variável de decisão, só iria 

deixar ele não-linear desnecessariamente, aumentando o tempo de processamento da 

otimização e dificultando a convergência para uma solução tratável, principalmente em 

modelos matemáticos que fossem necessário o cálculo de integrais, e.g. chance-constrained 

optimization (HENRION, 2004).  

A inclusão da função densidade de probabilidade de uma distribuição normal no 

modelo, e caso as etapas do algoritmo do framework proposto não fossem seguidas, faria com 

que não fosse computada a chance de uma incerteza com distribuição normal ter seu valor 

gerado próximo ao valor 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇 (mostrado hipoteticamente na Figura 3.2.1). Se fosse 

considerado o valor esperado da função densidade de probabilidade para uma incerteza com 

distribuição normal, o valor “incerto” da incerteza seria a própria média da curva 𝜇𝐿𝑇𝑅𝑅, e daí 

o problema não seria flexível a ponto de poder escolher qual o comportamento da incerteza para 

fazer com que 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅) se aproxime o máximo possível de 𝑓𝑜𝑏𝑗

𝑂𝐷𝐺𝑅. Por isso considera-se uma 

distribuição normal para geração aleatória do valor da incerteza por amostragem de Monte 

Carlo antes da otimização ser realizada, ao invés de incluir analiticamente a função densidade 

de probabilidade no modelo, além de que essa metodologia faz com que o modelo continue 

tendo uma natureza determinística sem ser necessário resolver integrais. Há também outros 

trabalhos que consideram geração de valores através de amostragem para as incertezas com 

distribuição normal ou que não consideram a inclusão da PDF normal no modelo matemático 

(e.g., BEN-TAL et al. (2005); GUPTA e MARANAS (2003); BERTSIMAS e SIM (2004); 

BARON et al. (2011); LIST et al. (2003); CAPOLEI et al. (2015)). Esta estratégia de Monte 

Carlo permite que a FO possa ser descontínua em relação a 𝜀𝑗, além de que possibilita que 𝜀𝑗 

seja linear ou não-linear por natureza. 

Para problemas não-lineares que sejam não-convexos (levando em consideração uma 

visão geral do domínio do problema), seria interessante utilizar um método de otimização global 

para programação não-linear para que a sintonia desse resultados verdadeiramente confiáveis, 

i.e. para que a sintonia fosse realizada com os resultados mais expressivos obtidos nas 
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otimizações realizadas durante o procedimento passo a passo do algoritmo do framework. No 

entanto, o fato da FO ser monotônica na região viável do problema de otimização, já garante 

sua convexidade nesta região, e nesse caso, não seria necessário utilizar um método de 

otimização global. Logo podem ser usados métodos de programação matemática convencionais 

para realização do framework. 

 

As propriedades matemáticas do framework para proteção contra a violação das restrições são: 

 

i) Quando algum 𝛼𝑙 aparecer em restrições do tipo 𝒉(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) ≤ 0, e o termo que 

envolve o 𝛼𝑙 do lado esquerdo da presente restrição for matematicamente positivo, 

diminuir o valor de 𝛼𝑙 aumentará a robustez do modelo. 

ii) Quando algum 𝛼𝑙 aparecer em restrições do tipo 𝒉(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) ≤ 0, e o termo que 

envolve o 𝛼𝑙 do lado esquerdo da presente restrição for matematicamente negativo, 

aumentar o valor de 𝛼𝑙 aumentará a robustez do modelo. 

iii) Quando algum 𝛼𝑙 aparecer em restrições do tipo 𝒈(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) ≥ 0, e o termo que 

envolve o 𝛼𝑙 do lado esquerdo da presente restrição for matematicamente positivo, 

aumentar o valor de 𝛼𝑙 aumentará a robustez do modelo. 

iv) Quando algum 𝛼𝑙 aparecer em restrições do tipo 𝒈(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) ≥ 0, e o termo que 

envolve o 𝛼𝑙 do lado esquerdo da presente restrição for matematicamente negativo, 

diminuir o valor de 𝛼𝑙 aumentará a robustez do modelo. 

 

O valor de 𝛼𝑙 não é determinado por nenhuma equação, ele é especificado dentro de um 

loop no algoritmo do framework ou o planejador pode especificá-lo por tentativa e erro através 

do conhecimento das propriedades acima. Em ambos os casos, o valor de 𝛼𝑙 deve seguir o 

axioma vii). 

 

 

3.4. ALGORITMO WHAT-TO-DO DA METODOLOGIA DO FRAMEWORK 
 

Diferentemente dos modelos de variabilidade, este framework não controla a 

variabilidade da solução, mas sim encontra uma curva bell de operação que seja a melhor para 

atingir o objetivo do framework. Ao final da sintonia do modelo robusto, seguindo as etapas do 

algoritmo do framework, o objetivo não é encontrar uma solução com FO melhor ou pior, mas 

sim realizar uma sintonia do modelo em que possa-se encontrar um resultado robusto 
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(𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅)) que mais se aproxime da própria informação perfeita (𝑓𝑜𝑏𝑗

𝑂𝐷𝐺𝑅). A seguir, será 

apresentado o algoritmo do framework que diz respeito a como sintonizar o valor do desvio 

padrão de uma incerteza normal (𝜀1), em consonância com a regulação do conservadorismo e 

da robustez do modelo para realização da otimização robusta do presente framework. No caso 

em que o problema de otimização possua mais de uma incerteza normal, conforme axioma iii), 

o funcionamento do algoritmo do framework exposto a seguir seria o mesmo, porém primeiro 

seria sintonizado e.g. 𝜀1 e depois seria sintonizado 𝜀2 e assim por diante, salientando que ao 

sintonizar uma incerteza normal (𝜀𝑗), as outras permanecem com seus valores fixados e 

constantes, cada um equivalente à sua média dos dados da LTRR. O algoritmo do framework é 

compreendido pelas seguintes etapas passo a passo: 

 

 Passo i): Realize uma ODGR que seja tratável (tenha solução) e armazene 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅 

para cálculo do arrependimento relativo (%) conforme a Equação 3.1.1, ou 

simplesmente especifique diretamente a 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅. 

 Passo ii): Transforme a modelagem matemática do modelo determinístico em uso 

para a formulação matemática do presente framework conforme os axiomas. 

Especifique valores para cada 𝛼𝑙 existente, caso hajam incertezas não-normais (𝜉𝑚). 

Caso o tomador de decisão mude de ideia e queira modificar algum valor de 𝛼𝑙, em 

qualquer que seja o momento (ou até mesmo se o 𝛼𝑙 estiver em loop), é necessário 

realizar uma nova sintonia do problema de otimização a partir do Passo iii).  

 Passo iii): Defina valores nominais fixos de cada parâmetro incerto (𝜉𝑚) e dos 

outros parâmetros que não sejam incertezas, como sendo os nominais da LTRR, 

fixando seus valores, até mesmo para todas as incertezas normais a menos de uma. 

O valor da incerteza normal em sintonia (𝜀1), cujo valor não foi fixado, será 

aleatoriamente gerado por amostragem via simulação Monte Carlo (nas otimizações 

do Passo iv)), que entrará como dado de entrada no modelo, e que a média nominal 

de 𝜀1 é a da LTRR 𝜇𝐿𝑇𝑅𝑅 e o desvio padrão é uma porcentagem de 𝜇𝐿𝑇𝑅𝑅, conforme 

média ilustrada na Figura 3.2.1. Os valores nominais fixos dos parâmetros 

determinísticos e das outras incertezas normais, são suas médias da LTRR. As 

incertezas do tipo 𝜉𝑚 terão como valores nominais fixados os próprios valores 

esperados (𝐸{𝜉𝑚}) de seus dados históricos na LTRR. 

 Passo iv): Assuma diferentes valores de desvio padrão (𝜎) para a incerteza 𝜀1 e 

realize um número grande subjetivo 𝑁𝐵𝐼𝐺  (a depender do caso 50 é o bastante, 
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conforme Figura 3.5.30) de otimizações robustas tratáveis para cada um dos valores 

de desvio padrão assumido, onde ao final de cada realização de OR, o 

arrependimento relativo (%) conforme a Equação 3.1.1 é calculado e armazenado. 

Caso o conjunto de otimizações realizadas não foram satisfatoriamente robustas de 

acordo com a subjetividade do tomador de decisão (análise em offline do algoritmo), 

i.e. de acordo com o que o planejador julga/aceita ser robusto, ou de acordo com um 

contador de risco percentual Г (declaração condicional dentro do algoritmo), retorne 

para o Passo ii) e especifique novos 𝛼𝑙. Г e 𝛼𝑙 são especificados de acordo com a 

vontade do planejador, mas os 𝛼𝑙 podem ser postos para variar em loop caso não 

sejam especificados (como dito no Passo ii)). Г é a razão percentual entre a 

quantidade de otimizações que deram soluções viáveis e a quantidade de 

otimizações realizadas. 

 Passo v): Calcule, conforme a Equação 3.4.1, o arrependimento relativo médio (%) 

para cada um dos valores de desvios padrões assumidos (𝐴𝑅𝑀𝜎) para a incerteza 

𝜀1, e armazene os valores calculados para futura comparação no Passo vi). Onde, 

𝑁𝐵𝐼𝐺  é o número de realizações de otimizações robustas para cada valor de desvio 

padrão 𝜎 assumido para a incerteza 𝜀1, e 𝐴𝑅𝑛
𝜎 é o valor do arrependimento relativo 

(%) da otimização da 𝑛 realização para um valor assumido de desvio padrão 𝜎, ao 

qual 𝐴𝑅𝑛
𝜎 é calculado durante a execução do Passo iv) conforme Equação 3.1.1. 

 

       𝐴𝑅𝑀𝜎  (%) = ∑ 𝐴𝑅𝑛
𝜎

𝑁

𝑛=1

 ∙
1

𝑁𝐵𝐼𝐺
                                                                                               (3.4.1) 

 

 Passo vi): O desvio padrão 𝜎 que está atrelado ao menor valor de 𝐴𝑅𝑀𝜎, 

corresponderá ao valor de desvio padrão 𝜎 sintonizado para a incerteza 𝜀1, ao qual 

levará a uma solução robusta média que mais se aproxima de 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅. 

 Passo vii): A sintonia para 𝜀1 está completa. Escolha outra incerteza normal 𝜀𝑗 e 

realize o procedimento novamente a partir do passo iii), sob as mesmas condições 

parâmetricas de sintonia das incertezas normais passadas, até todos os 𝜎𝑗 de 𝜀𝑗∀𝑗 

estarem sintonizados. Quando todos 𝜀𝑗∀𝑗 forem sintonizados, basta agora realizar a 

OR algumas vezes conforme vontade do planejador, gerando aleatoriamente valores 

para todos 𝜀𝑗∀𝑗 com seus 𝜎𝑗 sintonizados, e escolher aquela otimização que conceda 

o menor valor de AR (%) conforme a Equação 3.1.1, ao qual será a OR que 
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descreverá as melhores tomadas de decisões para melhor se aproximar do problema 

de otimização nominal de referência geral (ODGR). 

 

A sintonia ajusta a influência individual de cada incerteza normal do modelo, para 

determinar o valor de desvio padrão de cada incerteza normal, o qual este valor tem que implicar 

numa média de soluções que mais chegue próximo ao valor de solução ideal. Depois da 

sintonia, basta apenas realizar a OR algumas vezes levando em consideração todos os valores 

sintonizados de cada desvio padrão de cada incerteza normal e escolher a melhor OR (menor 

AR (%)) para tomar as decisões. Estas etapas podem ser resumidas na seguinte Figura 3.4.1: 

 

 
Figura 3.4.1: Algoritmo do framework. 

 

Na execução da sintonia, o risco de uma otimização dar inviável (1- Г) já é um parâmetro 

condicional especificado pelo planejador ao invés de ser calculado. Neste framework não é 

necessário fazer a análise custo-risco porque o risco já é imbutido como condicionamento alvo 
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no algoritmo (a sintonia é realizada e a condição escolhida é satisfeita), e o 𝛼𝑙 pode não ser o 

mesmo em diferentes sintonias, então a análise de sensibilidade do custo-risco seria diferente 

para cada sintonia, para cada modelo e para cada conjunto de valores de entrada dos parâmetros. 

Além disso, se Г muda, 𝛼𝑙 pode mudar, então não faria sentido fazer a curva de sensibilidade 

custo-risco, uma vez que 𝛼𝑙 e outros parâmetros de sintonia podem não ser mantidos constantes 

para diferentes situações de risco especificado. 

A estratégia da última etapa (Passo vii)) é mais eficiente do que calcular o valor esperado 

de todas as realizações de um conjunto de cenários se tivessem sidos gerados para representação 

da otimização sob incerteza, pois esse valor esperado poderia se afastar do valor de referência 

geral nominal mais do que o resultado escolhido no Passo vii). Ela é mais eficiente porque 

quando se faz várias otimizações robustas já com os valores ótimos sintonizados do desvio 

padrão das incertezas normais 𝜀𝑗, e se escolhe o melhor valor do AR (%) dentre essas 

otimizações realizadas, implica-se em dizer que os resultados desta otimização sob incerteza 

irão ser as melhores tomadas de decisões sob incerteza que o tomador de decisão pode planejar 

para se aproximar mais do estado ideal (ODGR - 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅). Considerar o valor esperado de todas 

as realizações (comum na literatura que considera o uso de cenários na otimização) é menos 

eficiente porque resultados menos desejáveis causados por cenários indesejáveis e pouco 

comuns, porém factíveis, e portanto incluídos, estariam influenciando negativamente no 

resultado das tomadas de decisões, podendo gerar tomadas de decisões “não-ótimas” 

(raciocínio este, similar com o de IANCU e TRICHAKIS (2013)) que não sejam as mais 

próximas do ideal, haja visto que o objetivo do framework não é obter uma solução média. 

Além disso, as etapas do algoritmo do framework desenvolvido fazem com que a robustez e o 

conservadorismo sejam controlados pelo planejador, diferente do caso em que se a abordagem 

considerasse o cenário de pior caso, ou até mesmo casos selecionados. Como o passo v) calcula 

uma média, obviamente quanto maior for 𝑁𝐵𝐼𝐺  mais preciso é a sintonia. A estocacidade no 

passo vii) evita a necessidade de haver uma varredura exaustiva (busca por força bruta) das 

incertezas normais se as tomadas de decisões fossem determinísticas. As tomadas de decisões 

finais provenientes da OR neste framework, as quais o planejador deve tomar, são aquelas do 

melhor caso da estocacidade do passo vii) (o que possui menor AR(%)). 

 

Alguns pontos importantes do framework são: 
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i) O contador de risco percentual Г é adequado quando o planejador quer se alinhar a 

métricas padronizadas de qualidade de otimização conforme um plano empresarial. 

ii) Se 𝛼𝑙 é igual a 1, pode ser que o modelo tenda a se aproximar mais da realidade, 

haja visto que o valor esperado estimado 𝐸{𝜉𝑚} não sofrerá mudança, então é 

recomendado que o valor padrão para 𝛼𝑙 das incertezas não-normais sejam iguais a 

1 primeiramente. Caso o modelo dê inviável no Passo iv) do algoritmo do 

framework, o usuário pode mudar o valor de 𝛼𝑙 conforme as propriedades para 

proteção contra a violação das restrições do framework para deixar o modelo 

robusto, porém a multiplicação 𝛼𝑙𝐸{𝜉𝑚} não pode dar um valor fora dos limites dos 

dados históricos de 𝜉𝑚, justamente para que o conservadorismo seja factível na 

prática. 

iii) O framework é condizente com o teorema central do limite, haja visto que incertezas 

epistêmicas se adequam bem à distribuição normal. e.g. a demanda é um ótimo 

candidato a ser uma incerteza epistêmica, quando: i) Os níveis de produção ou 

consumo não seguem um padrão variável fixo, ou ii) quando não há uma tendência 

de produção ou consumo a ser seguida, e mesmo que tenha dados históricos 

disponíveis para a demanda, a turbulência nos valores dos dados causadas por esses 

dois itens, dificultarão o ajuste dos dados a uma distribuição de probabilidade, afinal 

de contas o mercado é muito estocástico (e.g. bolsa de valores). 

iv) O framework não trabalha com cenários, e dessa forma não será necessário saber 

qual a probabilidade conjunta de acontecimento de cada evento dentro de um 

cenário, bem como não será necessário realizar a otimização para cada diferente 

cenário ou saber a probabilidade de ocorrência do cenário dentro da árvore de 

cenários, e nem é necessário se dar ao trabalho de gerar cenários. 

v) Desvios padrões com valores próximos podem disputar bastante na determinação 

do melhor valor de sintonia (e.g. Figura 3.5.15), haja visto que as soluções sairão 

parecidas no cálculo da média do arrependimento relativo, pois os comportamentos 

das curvas normais serão parecidos. A Figura 3.5.15 mostra que a função objetivo é 

smooth em intervalos de desvio padrão entre 2 e 5% para a incerteza normal do 

problema. Desta maneira, no exemplo de utilização do framework, mais à frente, é 

considerado valores de 2, 5, 10 e 20% do valor da média, pois essa estratégia diminui 

o tempo de sintonia do modelo em uso e acolhe comportamentos de curva bem 

distintos e amplos. Não é recomendável que o valor de desvio padrão ultrapasse o 

valor de 20% da média, para que não se corra o risco de gerar aleatoriamente valores 
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que não tenham significado físico (possivelmente valores negativos). Também não 

é recomendável haver valores de desvios padrões muito baixos, para que as tomadas 

de decisões não tenham uma aversão ao risco muito grande, logo os valores 

recomendáveis são de 2 a no máximo 20% do valor da média. 

vi) O valor do arrependimento relativo (%) também varia de modelo para modelo, 

ocorrendo casos em que o arrependimento relativo tenha uma grande, média ou 

pouca sensibilidade aos diferentes valores de desvios padrões para uma incerteza. 

Isso é natural porque os modelos matemáticos diferem entre si, logo os resultados 

também devem diferir. 

vii) Caso os dados históricos da LTRR sejam exatamente iguais aos da linha do tempo 

da ODGR, nos casos em que 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅 é calculada, o melhor valor sintonizado para o 

desvio padrão de uma incerteza 𝜀𝑗 será sempre o menor valor possível, pois 𝜇𝐿𝑇𝑅𝑅 

seria igual a 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇. Por isso que a LTRR não pode ser igual à linha do tempo da 

ODGR, conforme mencionado no conceito de ambos, justamente porque 𝜇𝐿𝑇𝑅𝑅 deve 

ser diferente de 𝑋𝑆𝑃𝑂𝑇. 

viii) Os valores de 𝛼𝑙 também influenciam no valor de ARM e portanto também 

influenciam na sintonia do desvio padrão. 

ix) Caso não exista ou não foi assumido a incerteza 𝜀𝑗, mas exista a incerteza do tipo 

𝜉𝑚, o tomador de decisão pode usar a formulação matemática do framework sem 

utilizar o algoritmo do framework, porém nesse caso só seria ajustada a robustez do 

problema. 

x) Se a variação entre valores de 𝐴𝑅𝑀𝜎 for pequena, é porque a FO deve ter patamares 

relevantes (apresenta poucas sensibilidades em relação às variáveis) para alguns 

intervalos das variáveis, mas caso a variação entre valores de 𝐴𝑅𝑀𝜎 for alta, é 

porque em outros intervalos da região viável (do problema de otimização) há 

comportamento exponencial ou de relação de ordem elevada para a FO. 

xi) Se 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅 se encontra atrelado a uma região smooth da FO, então haverá pouca 

variação nos valores de 𝐴𝑅𝑀𝜎, porém se 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅 se encontra numa região non-

smooth, haverá variações consideráveis entre os valores de 𝐴𝑅𝑀𝜎. 

xii) O presente framework não engloba restrições probabilísticas (chance constrained), 

o que torna a resolução mais fácil, aumentando naturalmente a robustez do 

problema. 

 



75 
 

 

 

3.5. Exemplo de aplicação do framework através da aplicação para um modelo 
linear e outro não-linear 
 

A intenção desta seção é facilitar o entendimento do leitor através da aplicação do 

framework a um exemplo simples, porém que contenha as exigências estabelecidas nos axiomas 

do framework para sua utilização. O problema simples exemplificado a ser otimizado é um 

problema de um vendedor de peças mecânicas que sai de casa com peças de dois diferentes 

tipos para vender porta a porta na casa das pessoas, ao qual o vendedor trabalha para uma 

empresa e ganha tanto pela venda direta como através de comissão por venda. O exemplo é a 

aplicação do framework para sintonizar a incerteza normal 𝜀1 de um problema de um 

planejamento para maximizar o lucro diário 𝑓(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃), sabendo que há limites para ganho 

por venda de peça do tipo 1 e por peça do tipo 2, devido a limitações de produção por parte da 

empresa, e que os preços de venda dos tipos de peça são incertezas. O preço de venda por peça 

do tipo 1 segue uma distribuição normal, enquanto o preço de venda por peça do tipo 2 segue 

uma distribuição exponencial. A formulação matemática do exemplo, conforme formulação 

matemática do framework, é descrita pela Equação (3.5.1): 

 

                        max𝒙 𝑓(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) = 𝑥1𝜀1 + 𝑥2𝛼2𝐸{𝜉2} + 𝑥1𝜃1 + 𝑥2𝜃2 − 𝜃3                   (3.5.1) 

𝑠. 𝑡.     𝑥1 + 𝑥2 − 𝑈𝐵 ≤ 0 

𝑥1 + 𝑥2 − 𝐿𝐵 ≥ 0 

𝑥2𝛼2𝐸{𝜉2} − 𝜃4 ≤ 0 

𝑥1𝜀1 − 𝜃5 ≤ 0 

𝑥1 − 20 ≥ 0; 𝑥2 − 20 ≥ 0; 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝕀 

0,5 ≤ 𝜀1 ≤ 3,5 

𝒙 = [
𝑥1

𝑥2
] ; 𝜺 = [𝜀1]; 𝜽 = [𝜃1 𝜃2 𝜃3 𝜃4 𝜃5];   𝜶 = [𝛼2];  𝝃 = [𝐸{𝜉2}] 

 

Onde, 𝑥1 é a quantidade de peças do tipo 1 vendidas, 𝜀1 é o preço de venda por peça do 

tipo 1, 𝑥2 é a quantidade de peças do tipo 2 vendidas, 𝛼2 é o fator de penalidade do termo que 

aparece 𝐸{𝜉2}, 𝐸{𝜉2} é o valor esperado do preço de venda por peça do tipo 2, 𝜃1 é o ganho de 

comissão por venda de peça do tipo 1, 𝜃2 é o ganho de comissão por venda de peça do tipo 2, 

𝜃3 é o custo devido à utilização de um veículo transportador, 𝐿𝐵 é o valor limite inferior que a 

soma (𝑥1 + 𝑥2) pode assumir, 𝑈𝐵 é o valor limite superior que a soma (𝑥1 + 𝑥2) pode assumir, 
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assumido e o segundo diz respeito à quantidade de vezes que a otimização é realizada para cada 

valor assumido de desvio padrão para a incerteza normal 𝜀1, ou vice-versa. O método de 

otimização matemática utilizado para resolver o modelo é um método de varredura exaustiva 

para otimização global. Na última linha de código da programação do loop mais interno dos 

loops aninhados, os valores da FO devem ser armazenados para que se possa realizar o cálculo 

dos arrependimentos relativos (%) 𝐴𝑅𝑛
𝜎 conforme Equação 3.1.1, para que depois seja calculado 

cada 𝐴𝑅𝑀𝜎, afim de que se possa executar o Passo vi) de comparação do algoritmo do 

framework para tomada de decisão de qual deve ser o 𝜎 sintonizado de 𝜀1. Todos os algoritmos 

estão no Apêndice. 

Os gráficos referentes à primeira abordagem (linha de tempo da LTRR com 𝛼2 =

1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2) são dados pelas Figuras (3.5.1 – 3.5.12). Os gráficos da segunda 

abordagem (linha de tempo da LTRR com 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2) são dados pelas 

Figuras (3.5.13 – 3.5.24). Entre estas figuras, conforme referenciados nas legendas de cada, há 

as figuras que dizem respeito ao valor do arrependimento relativo (%) referente a cada OR 

realizada, e há as figuras que dizem respeito ao valor do arrependimento relativo médio (%) 

atrelado aos diferentes valores utilizados de desvio padrão nas otimizações robustas. As linhas 

de códigos utilizadas estão disponíveis no Apêndice A. 

 
Figura 3.5.1: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 2 𝑒 5 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 1,9. 
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Figura 3.5.2: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 10 𝑒 20 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 1,9. 

 

 
Figura 3.5.3: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha de 

tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a 

ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 1,9. 
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Figura 3.5.4: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 2 𝑒 5 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 =

1,95. 

 
Figura 3.5.5: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 10 𝑒 20 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 =

1,95. 
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Figura 3.5.6: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha de 

tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a 

ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 1,95. 

 
Figura 3.5.7: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 2 𝑒 5 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 2,1. 
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Figura 3.5.8: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 10 𝑒 20 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 2,1. 

 

 
Figura 3.5.9: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha de 

tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a 

ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 2,1. 
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Figura 3.5.10: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 2 𝑒 5 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 2,5. 

 

 
Figura 3.5.11: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 10 𝑒 20 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 2,5. 
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Figura 3.5.12: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha 

de tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a 

ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 2,5. 

 
Figura 3.5.13: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 2 𝑒 5 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 =

1,9. 
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Figura 3.5.14: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 10 𝑒 20 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 =

1,9. 

 

 
Figura 3.5.15: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha 

de tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual 

a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 = 1,9. 
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Figura 3.5.16: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 2 𝑒 5 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 =

1,95. 

 
Figura 3.5.17: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 10 𝑒 20 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 =

1,95. 
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Figura 3.5.18: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha 

de tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual 

a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 = 1,95. 

 
Figura 3.5.19: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 2 𝑒 5 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 =

2,1. 
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Figura 3.5.20: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 10 𝑒 20 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 =

2,1. 

 
Figura 3.5.21: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha 

de tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual 

a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 = 2,1. 
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Figura 3.5.22: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 2 𝑒 5 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 =

2,5. 

 
Figura 3.5.23: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 10 𝑒 20 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 0,85, 𝜃4 = 70, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 70, 𝜀1 =

2,5. 
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Figura 3.5.26: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 10 𝑒 20 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 =

1,9. 𝑁𝐵𝐼𝐺 = 100. 

 
Figura 3.5.27: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha 

de tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a 

ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 1,9. 𝑁𝐵𝐼𝐺 = 100. 
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Figura 3.5.28: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 2 𝑒 5 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 =

1,9. 𝑁𝐵𝐼𝐺 = 50. 

 

 
Figura 3.5.29: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 10 𝑒 20 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 =

1,9. 𝑁𝐵𝐼𝐺 = 50. 
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Figura 3.5.30: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha 

de tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a 

ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 1,9. 𝑁𝐵𝐼𝐺 = 50. 

 

Geração de números aleatórios via simulação Monte Carlo confere duas propriedades 

para o desvio padrão de uma incerteza normal: i) Alcance e ii) Concentração de população. 

Estas propriedades são concebidas pelo formato da curval normal. É por isso que precisa-se de 

poucas otimizações para sintonizar o modelo, pois o 𝐴𝑅(%) terá alcances exclusivos e altas 

concentrações exclusivas, em funções objetivos monotônicas na região viável, para diferentes 

valores de desvio padrão. Fora isto tudo, quanto menos horizontal for a curva da FO (menos 

smooth for a função na região viável), também serão necessárias menos otimizações porque as 

maiores concentrações de população de 𝐴𝑅(%) terão alcances mais distintos e separados umas 

das outras, logo maior será a diferença entre valores de 𝐴𝑅𝑀𝜎 (e.g. Figuras 3.5.13 e 3.5.14). 

Além disto, quanto maior for a diferença de valor entre os 𝐴𝑅𝑀𝜎, menor é o número necessário 

de realizações 𝑁𝐵𝐼𝐺  porque mais non-smooth é a FO. 

O valor de desvio padrão igual a 5% 𝜇(𝜀1)𝐿𝑇𝑅𝑅, no exemplo das Figuras 3.5.3, 3.5.27 e 

3.5.30, representa uma melhoria (o quanto a mais se aproximará da solução ideal) de 

aproximadamente 114% em comparação com o valor de desvio padrão igual a 20%𝜇(𝜀1)𝐿𝑇𝑅𝑅, 

e uma melhoria de aproximadamente 14% comparado ao de 2% 𝜇(𝜀1)𝐿𝑇𝑅𝑅. A Tabela 3.5.6 

mostra a melhoria entre usar o melhor valor contra o pior valor de desvio padrão nas Figuras 
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4𝑥1
2

𝑥2
𝜀1 − 𝜃5 ≤ 0 

𝑥1 − 20 ≥ 0; 𝑥2 − 20 ≥ 0; 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝕀 

0,5 ≤ 𝜀1 ≤ 3,5 

𝒙 = [
𝑥1

𝑥2
] ; 𝜺 = [𝜀1]; 𝜽 = [𝜃1 𝜃2 𝜃3 𝜃4 𝜃5]; 𝜶 = [𝛼2];  𝝃 = [𝐸{𝜉2}] 

 

Primeiramente é necessário fazer o teste de monoticidade para avaliar se essa FO não-

linear é monótona na região viável do problema de otimização para cada e todos 𝑥𝑖 e 𝜀1, para 

que dessa forma não sejam necessárias realizar muitas otimizações durante a sintonia. Esse teste 

não foi feito para a versão linear deste exemplo pois era óbvio que a FO era monotônica, haja 

visto que era linear e todos os termos contendo 𝑥𝑖 e 𝜀1 eram matematicamente positivos, e não 

havia divisão de algum termo por algum 𝑥𝑖 ou 𝜀1. As derivadas parciais desta função não-linear 

são dadas pelas Equações (3.5.3) a (3.5.5): 

 

 

𝜕𝑓(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃)

𝜕𝑥1
=

8𝑥1𝜀1

𝑥2
+ 𝜃1                                                                                                       (3.5.3) 

𝜕𝑓(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃)

𝜕𝑥2
= 𝛼2𝐸{𝜉2} + 𝜃2 −

4𝜀1𝑥1
2

𝑥2
2                                                                                  (3.5.4) 

𝜕𝑓(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃)

𝜕𝜀1
=  

4𝑥1
2

𝑥2
                                                                                                                  (3.5.5) 

 

Todos os termos envolvendo as variáveis 𝑥1 e 𝑥2 e as incertezas 𝜀1 das Equações (3.5.3) 

e (3.5.5) são positivos, logo a função é estritamente crescente e portanto é monótona para 𝑥1 e 

𝜀1, mas já a Equação (3.5.4) possui um termo negativo e outro positivo e por causa disso é 

necessário verificar se haverá ou não a preservação da relação de ordem da função para 𝑥2 na 

região viável do problema de otimização. Há várias maneiras de se testar monotocidade na 

literatura, e cabe ao usuário saber administrar como que realizará o teste. Para o setor de 

pesquisa operacional, a maioria dos modelos são propícios a terem funções objetivos 

monotônicas que naturalmente obedecem aos axiomas do framework. Foi criado e executado 

um algoritmo no MATLAB® (R2019b, Mathworks, Natick, MA, USA) para verificação de 

monotonia desta função e pode ser visto no Apêndice B, ao qual a função também mostrou ser 

monótona para 𝑥2 na região viável do problema de otimização. 
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Fazendo a sintonia deste problema para a mesma situação de sintonia do caso da Figura 

3.5.3 só que para valores de 2, 5, 7 e 10%. 𝜇(𝜀1)𝐿𝑇𝑅𝑅 para 𝜎𝜀1
 e sabendo que a FO da ODGR é 

a mesma da Equação 3.5.2, tem-se os resultados expostos nas Figuras 3.5.31 a 3.5.33. Foi 

realizado essa sintonia inúmeras vezes e os comportamentos de 𝜎𝜀1
 e de 𝐴𝑅𝑀𝜎 (da Figura 

3.5.33) permanecem os mesmos. Onde o valor sintonizado de 𝜎𝜀1
é igual a 10 % . 𝜇(𝜀1)𝐿𝑇𝑅𝑅. 

 

 
Figura 3.5.31: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas para 𝜎𝜀1

=

2 𝑒 5 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 =

100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 1,9 (mesmas condições da Figura 

3.5.3). 𝑁𝐵𝐼𝐺 = 10000. 
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Figura 3.5.32: Gráficos do Arrependimento relativo (%) vs Otimizações robustas realizadas 

para 𝜎𝜀1
= 7 𝑒 10 % . 𝜇(𝜀1), onde a linha de tempo da LTRR para otimização robusta 

considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 1,9 

(mesmas condições da Figura 3.5.3). 𝑁𝐵𝐼𝐺 = 10000. 

 
Figura 3.5.33: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha 

de tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a 

ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 1,9 (mesmas condições da Figura 3.5.3). 𝑁𝐵𝐼𝐺 =

10000. 
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Devido às baixas variações de AR (%) na Figura 3.5.33, pode-se inferir que esta FO tem 

alguns patamares relevantes para alguns intervalos das variáveis do problema na região viável 

do problema de otimização e ela demonstra ser uma smooth function no DRV (tem um platô no 

DRV) e no intervalo de variação de 𝜀1. Implicando portanto, em ter poucas variações entre 

𝐴𝑅𝑀𝜎 e em necessitar de um 𝑁𝐵𝐼𝐺  maior do que se fosse linear para sintonizar com confiança 

estatística. O algoritmo se encontra no Apêndice C. 

No caso em que o valor de 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅 seja especificado como sendo igual a e.g. 335 $, e a 

sintonia tenha as mesmas condições da Figura 3.5.33, porém a FO seja dada pela Equação 3.5.6, 

não haveria baixas variações de AR(%) (comprovado na Figura 3.5.34) porque essa nova FO 

dada pela Equação 3.5.6 é menos smooth que a dada pela Equação 3.5.2, e portanto necessita 

de um número menor para 𝑁𝐵𝐼𝐺 , que neste caso foi igual a 200, e mesmo que a sintonia seja 

feita severas vezes, o resultado de sintonia é o mesmo, ao qual o algoritmo pode ser encontrado 

no Apêndice D. A melhoria entre pior valor (𝜎𝜀1
= 2%𝜇(𝜀1)𝐿𝑇𝑅𝑅) e melhor valor (𝜎𝜀1

=

10%𝜇(𝜀1)𝐿𝑇𝑅𝑅)  de desvio padrão da sintonia da Figura 3.5.34 é de aproximadamente 7%. 

 

                     max𝒙 𝑓(𝒙, 𝜺, 𝜽, 𝜶, 𝝃) =
𝑥1

2

𝑥2
𝜀1 + 𝑥2𝛼2𝐸{𝜉2} +

𝑥1
2

𝑥2
𝜃1 +

𝑥2
2

𝑥1
𝜃2 − 𝜃3              (3.5.6) 

𝑠. 𝑡.     𝑥1 + 𝑥2 − 𝑈𝐵 ≤ 0 

𝑥1 + 𝑥2 − 𝐿𝐵 ≥ 0 

𝑥2𝛼2𝐸{𝜉2} − 𝜃4 ≤ 0 

𝑥1
2

𝑥2
𝜀1 − 𝜃5 ≤ 0 

𝑥1 − 20 ≥ 0; 𝑥2 − 20 ≥ 0; 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝕀 

0,5 ≤ 𝜀1 ≤ 3,5 

𝒙 = [
𝑥1

𝑥2
] ; 𝜺 = [𝜀1]; 𝜽 = [𝜃1 𝜃2 𝜃3 𝜃4 𝜃5]; 𝜶 = [𝛼2];  𝝃 = [𝐸{𝜉2}] 
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Figura 3.5.34: Gráfico do Arrependimento relativo médio (%) vs 𝜎𝜀1

(%𝜇(𝜀1)), onde a linha 

de tempo da LTRR para otimização robusta considera 𝛼2 = 1, 𝜃4 = 100, 𝜇(𝜀1) = 2, ao qual a 

ODGR é realizada com 𝜃4 = 100, 𝜀1 = 1,9 (mesmas condições da Figura 3.5.30). 𝑁𝐵𝐼𝐺 =

200. 
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4. PROBLEMÁTICA DO ESTUDO DE CASO 
 

Em resumo, o modelo matemático da cadeia de suprimentos (Sergio et al. 2020 – a ser 

submetido) da problemática do estudo de caso considera o planejamento tático de 6 plantas de 

produção de oxigênio, nitrogênio e argônio. A essência do modelo é determinar o melhor 

conjunto de decisões relacionadas às condições ótimas de operação tática que definem quanto 

de argônio precisa ser produzido em um dia por uma determinada planta, e como e quando o 

argônio deve ser entregue a partir das USAs para os clientes. Este modelo é um problema de 

roteamento integrado de produção-inventário-distribuição (PIDRP – Production-Inventory-

Distribution-Routing problem). A produção de nitrogênio e oxigênio também são consideradas 

nos cálculos, haja visto que para produzir argônio estes componentes também são produzidos. 

A Figura 4.1 abaixo mostra a cadeia de suprimentos do problema estudo de caso. 

 

 
Figura 4.1. Cadeia de suprimentos do problema estudo de caso. 

Adaptado de Sergio et al. (2020) – a ser submetido. 

 

O problema de otimização é dividido em dois modelos. No primeiro modelo há a 

otimização da geração de rotas, i.e. nessa etapa determina-se as rotas de entrega entre plantas e 

clientes que possuem os deslocamentos minimizados. No segundo modelo há a minimização 

da FO (custo operacional) desta cadeia de suprimentos, i.e. inclui os custos de produção e de 

distribuição. O custo de produção depende da quantidade de eletricidade utilizada na produção 

nas USAs, enquanto o custo de distribuição engloba todos os custos relacionados com a 
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distribuição dos produtos. As rotas geradas no primeiro modelo são decisões importadas para o 

segundo modelo para que este possa incluir elas como condição restritiva na otimização.  

Para incluir matematicamente os pontos operacionais viáveis de produção de cada USA, 

o segundo modelo usa um casco convexo 3D para cada USA para representar o perfil de 

produção, no qual cada coordenada define o domínio de produção dos produtos líquidos que 

são nitrogênio, oxigênio e argônio nesse estudo de caso. Esse “envelope” convexo é 

identificado no modelo através da inclusão das equações do casco convexo (BARBER et al., 

1996), e os dados contendo pontos operacionais reais de vazão de produção de nitrogênio, 

oxigênio e argônio são incluídos nessas equações no modelo para estabelecer o domínio em que 

a produção é viável para cada USA. O modelo também inclui equações e restrições que 

descrevem a distribuição dos produtos de uma USA para um cliente. O estudo de caso é a 

aplicação do framework desenvolvido a um exemplo de tamanho industrial da rede de clientes 

da Praxair Inc. com dados privados, e as otimizações foram realizadas utilizando o software 

GAMSTM versão 24.3.3 (GAMS Development Corporation, Washington, DC, USA).  

Seja dado um horizonte de tempo discreto para o planejamento, a programação da 

produção e distribuição é feita dividindo o horizonte de tempo num conjunto de períodos de 

tempo discretos. As tomadas de decisões são variáveis de decisões estabelecidas nesses 

períodos de tempo discretos, em que é a otimização que decide se a produção ou distribuição 

neste período de tempo irá acontecer ou não. 

A cada cliente é atribuído apenas uma rota em um determinado período de tempo 

discreto, em que cada cliente precisa ser abastecido com argônio somente quando seu inventário 

se aproxima do nível de segurança. Este nível de segurança é definido pelo planejador na 

parametrização de cada um dos dois modelos e é necessário realizar um balanço de massa para 

cada cliente, ao qual o balanço inclui a demanda de cada cliente, antes de executar o modelo, 

para prever quando um cliente precisará ser abastecido. Uma rota será atribuída a um cliente 

somente se este precisar ser abastecido em um determinado período de tempo, ao qual é através 

do balanço de massa que esta informação é calculada. 

Uma mesma rota não é executada repetidas vezes em um determinado período de tempo, 

mas pode ser executada em diferentes períodos de tempo. A quantidade máxima de clientes que 

pode ser visitado por rota por um veículo é definido pelo planejador, e o veículo que executa a 

rota deve primeiramente partir de uma USA e deve terminar sua rota nesta mesma USA. Deve 

existir uma quantidade máxima de rotas que podem ser realizadas por período de tempo ou em 

todo o horizonte de tempo, e cada uma dessas rotas só podem ser executadas se a quantidade 

de milhas percorridas não for superior a um limite superior definido por dia.  
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As USAs estão interconectadas por trilhos ferroviários, para que produtos possam ser 

entregues entre uma e outra, caso seja necessário, e que esta decisão é decidida pela otimização. 

No que remete à produção das USAs, é estabelecido que a planta pode operar de três maneiras, 

sob inicialização, em estado estacionário ou sob desligamento. A planta deve operar em apenas 

um desses modos em cada período de tempo. Decisões de curto prazo sobre a transição entre 

inicialização, estado estacionário ou desligamento da planta não são abordadas. Além disso, por 

motivos técnicos de disponibilidade de liquefatores dos gases atmosféricos, existem dois modos 

de operação em cada planta (𝑚1 e 𝑚2). 

 Por motivos técnicos, o argônio só é produzido 24 horas depois da inicialização da 

planta, e só existe produção de argônio se a USA opera em estado estacionário ou em 

desligamento. No entanto, há produção de oxigênio e nitrogênio quando a planta opera durante 

a inicialização, no estado estacionário ou no modo de desligamento. O tempo de operação para 

a inicialização ou para o desligamento de uma USA tem duração de duas horas, portanto o 

tempo diário de operação da USA se ela está inicializando ou desligando em um dia é de 22 

horas. Se não houver um desligamento ou uma inicialização em uma USA, o tempo disponível 

para produção usual de operação no estado estacionário da produção é de 24 horas. 

 

4.1. MODELO DE OTIMIZAÇÃO PARA A GERAÇÃO DE ROTAS 
 

A entrega para um cliente deve ser realizada conforme um veículo que sai de uma USA, 

porém esse veículo só sairá de uma USA se o cliente estiver dentro do raio de entrega desta 

USA. Todos os clientes devem ser abastecidos por pelo menos alguma USA. A Figura 4.2 

mostra essa estratégia. 

 
Figura 4.1.1. Raio de entrega de uma USA. 

Adaptado de Sergio et al. (2020) – a ser submetido. 
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Um cliente pode ser abastecido por veículos que partem de diferentes USA, e se um 

destes veículos é atribuído a uma rota, este deve ser carregado com uma quantidade mínima de 

produto a ser entregue a cada cliente atribuído a esta rota, e quantidade esta que não exceda a 

capacidade máxima do veículo. A rota deve começar e ser finalizada em um período de tempo, 

não sendo permitido a execução da realização da rota durante mais de um período de tempo. 

O modelos matemático que descreve o estudo de caso estabelece a necessidade de que 

haja um cálculo do perfil de inventário de cada cliente baseado no consumo diário de cada 

cliente, a partir da resolução dos balanços de massa, para que o algoritmo saiba quando que será 

necessário o envio de produto (argônio) de uma certa planta para um certo cliente através de 

um veículo. Esta etapa é necessária pois a otimização do modelo só será feita tendo como base 

a premissa da real necessidade de entrega de produto, que é programada conforme critério do 

planejador. Nesse estudo de caso a necessidade de entrega é realizada tendo como referência o 

consumo diário de cada cliente, o nível atual de produto no reservatório do cliente, e o nível de 

segurança ao qual se faz necessário a entrega. Para cálculo no balanço de massa de cada cliente, 

o planejador deve especificar o nível de segurança, e deve especificar o consumo diário de cada 

cliente de tal maneira que o consumo total de cada cliente ao longo do mês seja igual à sua 

demanda.  

Na Figura 4.3 é mostrado o perfil de inventário de um cliente que está sendo abastecido 

ao longo do horizonte de tempo. O reabastecimento total do inventário do cliente (até MAX) 

ocorre quando o nível do inventário cai para o nível mínimo (MIN), e na Figura 4.3 o nível do 

inventário de um cliente ao final de um dia ao longo dos dias do mês de planejamento é 

representado pela curva verde. Os retângulos cinzas representam as janelas de tempo que são 

os intervalos de tempo em que o cliente tem o seu nível de inventário passando o nível de 

segurança (SEG) e atingindo o nível MIN para que seja reabastecido até MAX ao final de 

qualquer dia dentro da janela. O ponto máximo da curva verde diz respeito ao nível de 

inventário de um cliente ao final de um dia considerando que ele receba um carregamento capaz 

de completar o tanque., ou seja, o nível máximo menos o que foi consumido ao longo deste dia. 

O cálculo que determina as janelas de tempo é o balanço de massa de inventário de cada cliente, 

ao qual o nível de inventário inicial (INVI – linha vermelha pontilhada) é um parâmetro levado 

em consideração para este cálculo, então a janela de tempo é uma função do nível do inventário 

inicial e do consumo de argônio do cliente. No final do horizonte de tempo do problema estudo 

de caso, o nível de inventário de um cliente deve ser maior ou igual ao seu inventário inicial. 
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Figura 4.1.2: Ilustração da janela de tempo do pré-planejamento de um cliente que é 

abastecido ao longo de um mês. 

Adaptado de Sergio et al. (2020) -  a ser submetido. 

 

Levando-se em consideração que as rotas são geradas por planta e por período de tempo, 

as restrições que são apresentadas a seguir, a planta e o dia estão fixos respectivamente em 𝑝 =

𝜋, 𝑡 = 𝜏. A FO a ser minimizada no modelo de geração de rotas é dada pela Equação 4.1.1: 

 

Min 

Distância entre clientes: 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 𝛿𝑐,𝑐′
𝐶𝐶 . 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐,𝑐′

𝑟≤𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡

𝑐≠𝑐′

𝑐∈𝐶𝑝,𝑡𝑡=𝜏𝑝=𝜋

+  

Distância entre a planta e o primeiro cliente visitado 
∑ ∑ ∑ ∑ 𝛿𝑝,𝑐

𝑃𝐶 . 𝑋̂𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

𝑟≤𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥𝑐∈𝐂𝑝,𝑡𝑡=𝜏𝑝=𝜋

+ 

Distância entre a planta e o último cliente visitado 
∑ ∑ ∑ ∑ 𝛿𝑝,𝑐

𝑃𝐶 . 𝑋̃𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

𝑟≤𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥𝑐∈𝐂𝑝,𝑡𝑡=𝜏𝑝=𝜋

 + 

Termo de penalidade por alocar uma nova rota 
∑ ∑ ∑ 𝑟. 𝑍𝑝,𝑡,𝑟

𝑟≤𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥𝑡=𝜏𝑝=𝜋

  

 

(4.1.1) 

 

𝑐 e 𝑐′ são clientes de 𝐶𝑝,𝑡, o conjunto de clientes que podem ser servidos pela planta p no tempo 

t. 𝑟 é uma determinada rota. 𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥 é a quantidade máxima de rotas disponíveis para a planta p 

em t, e é igual a min (⌊
𝜃𝑝,𝑡

𝜅𝑚𝑎𝑥
⌋  + 𝜌 ,  |𝐑|), onde 𝜃𝑝,𝑡 é a quantidade de clientes aptos para entrega 

que podem ser servidos pela planta p em t, 𝜅𝑚𝑎𝑥 é a quantidade máxima de clientes a serem 
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incluídos em uma rota, e 𝜌 é a quantidade de rotas extras permitidas de serem criadas em adição 

à quantidade mínima calculada por ⌊
𝜃𝑝,𝑡

𝜅𝑚𝑎𝑥
⌋, e |𝐑| é o cardinal do conjunto de rotas. 𝛿𝑐,𝑐′

𝐶𝐶  é a 

distância entre um cliente c e um cliente c’. 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐,𝑐′ é uma variável binária que é igual a 1 se 

um caminhão realiza o percurso saindo do cliente c e indo para o cliente 𝑐′, 0 caso contrário. 

𝛿𝑝,𝑐
𝑃𝐶 é a distância entre uma planta p e um cliente c. 𝑋̂𝑝,𝑡,𝑟,𝑐 é uma variável binária igual a 1 se 

um caminhão u visita um cliente c como primeiro cliente em uma rota r partindo-se de uma 

planta p em t, 0 caso contrário. 𝑋̃𝑝,𝑡,𝑟,𝑐 é uma variável binária igual a 1 se o cliente c é o ultimo 

cliente servido em uma rota r partindo-se de uma planta p em t, 0 caso contrário. 𝑍𝑝,𝑡,𝑟 é uma 

variável binária igual a 1 se a rota r em t está vinculada a uma dada planta p, 0 caso contrário. 

O último somatório da Equação 4.1.1 acima é referente a um termo de penalidade com 

o intuito de forçar a alocação nas primeiras rotas e evitar a busca por soluções simétricas. As 

restrições matemáticas referentes ao modelo de otimização para geração de rotas são definidas 

a seguir. Se uma rota não é atribuída a uma planta em um dado dia, nenhum cliente pode estar 

associado a esta rota, onde esta restrição está representada pela Inequação (4.1.2) abaixo: 

 

∑ 𝑉𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡

 ≤  𝜅𝑚𝑎𝑥 . 𝑍𝑝,𝑡,𝑟    ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑟 ≤ 𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥                                                         (4.1.2) 

 

𝑉𝑝,𝑡,𝑟,𝑐 é 1 se o cliente c é atribuído à rota r em t partindo-se da planta p e 𝜅𝑚𝑎𝑥 é a quantidade 

máxima de clientes a serem incluídos em uma rota. Se um cliente está atribuído a uma rota, então é 

porque o veículo que deve entregar produto a este cliente, fará a entrega após sua saída da USA 

ou logo após sua saída de outro cliente. A restrição (4.1.3a) garante que haja uma única conexão 

de entrada em cada cliente: 

 

𝑉𝑝,𝑡,𝑟,𝑐 = ∑ 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐′,𝑐

𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡

𝑐′≠𝑐

+  𝑋̂𝑝,𝑡,𝑟,𝑐     ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑟 ≤ 𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥 , 𝑐 ∈ 𝐂𝑝,𝑡                        (4.1.3𝑎) 

 

Se um cliente está atribuído a uma rota, então é porque o veículo que entregou produto 

a este cliente, voltará à USA ou irá visitar outro cliente. A restrição (4.1.3b) garante que haja 

uma única conexão de saída em cada cliente: 
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A Inequação (4.1.8) restringe o valor da ordem de um cliente em uma rota ativa para 

que esteja entre 1 e ∑ 𝑉𝑝,𝑡,𝑟,𝑐𝑐∈𝐂𝑝,𝑡
 ao qual elimina soluções simétricas no caso em que 

∑ 𝑉𝑝,𝑡,𝑟,𝑐𝑐∈𝐂𝑝,𝑡
<  𝜅𝑚𝑎𝑥. 

 

𝑂𝑝,𝑡,𝑟,𝑐 ≤  ∑ 𝑉𝑝,𝑡,𝑟,𝑐′

𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡

                     ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑟 ≤ 𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥, 𝑐 ∈ 𝐂𝑝,𝑡                     (4.1.8) 

 

O veículo com produto para abastecimento só pode sair de um cliente e ir para outro, 

em uma rota, se a distância entre eles for menor ou igual a um valor definido: 

 

𝛿𝑐,𝑐′
𝐶𝐶 . 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐,𝑐′ ≤ 𝛿𝐶𝐶𝑚𝑎𝑥 

                                          ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑟 ≤ 𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥 , 𝑐, 𝑐′ ∈ 𝐂𝑝,𝑡, 𝑐′ ≠ 𝑐                            (4.1.9) 

 

𝛿𝑐,𝑐′
𝐶𝐶  é a distância entre o cliente c e o cliente c’. 𝛿𝐶𝐶𝑚𝑎𝑥 é a distância máxima permitida 

entre clientes numa rota. Se a rota r+1 existir é porque a rota r existe, e logo, as rotas devem 

estar alocadas de maneira ordenada: 

 

𝑍𝑝,𝑡,𝑟+1 ≤ 𝑍𝑝,𝑡,𝑟         ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑟 < 𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥                                                                  (4.1.10) 

 

Um cliente só pode estar atribuído a uma única rota: 

 

∑ 𝑉𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

 𝑟≤𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥

= 1                                  ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑐 ∈ 𝐂𝑝,𝑡                                            (4.1.11) 

 

4.1.1. Restrições inseridas no modelo de geração de rotas e que são optativas para 
aumentar a eficiência computacional 
 

A seguir são mostradas algumas restrições que foram inseridas no modelo de otimização 

para aumentar a eficiência computacional, com o objetivo de reduzir o tempo de execução da 

otimização. Uma outra maneira de dizer que um cliente só pode estar atribuído a uma única 

rota, e que força que um veículo abasteça ele, vindo da USA ou de outro cliente é através da 

Inequação (4.1.1.1a): 
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∑ ∑ 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐′,𝑐

𝑟≤𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡

𝑐′≠𝑐

+ ∑ 𝑋̂𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

𝑟≤𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥

=  1       ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑐 ∈ 𝐂𝑝,𝑡                     (4.1.1.1𝑎) 

 

 Uma outra maneira de dizer que um cliente só pode estar atribuído a uma única rota, e 

que força que um veículo que o visitou saia para abastecer outro cliente , ou que simplesmente 

retorne à USA é através da Inequação (4.1.1.1b): 

 

∑ ∑ 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐,𝑐′

𝑟≤𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡

𝑐′≠𝑐

+ ∑ 𝑋̃𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

𝑟≤𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥

=  1     ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑐 ∈ 𝐂𝑝,𝑡                       (4.1.1.1𝑏) 

 

Se uma rota não é atribuída a um cliente, o veículo não abastece o cliente e muito menos 

sairá deste cliente para abastecer outro cliente ou simplesmente voltar à USA: 

 

∑ 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐′,𝑐

𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡

𝑐′≠𝑐

+  𝑋̂𝑝,𝑡,𝑟,𝑐 ≤  𝑍𝑝,𝑡,𝑟       ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑟 ≤ 𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥, 𝑐 ∈ 𝐂𝑝,𝑡                 (4.1.1.2𝑎) 

 

∑ 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐,𝑐′

𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡

𝑐′≠𝑐

+  𝑋̃𝑝,𝑡,𝑟,𝑐 ≤  𝑍𝑝,𝑡,𝑟     ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑟 ≤ 𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥 , 𝑐 ∈ 𝐂𝑝,𝑡                   (4.1.1.2𝑏) 

 

A Inequação (4.1.1.3) garante que o número de entrada de veículos no cliente seja igual 

ao número de saídas de veículos, onde só haverá uma entrada e uma saída por cliente devido às 

Inequações  (4.1.3a), (4.1.3b), (4.1.1.2a) e (4.1.1.2b). 

 

∑ 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐′,𝑐

𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡

𝑐′≠𝑐

+ 𝑋̂𝑝,𝑡,𝑟,𝑐 = ∑ 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐,𝑐′

𝑐′∈𝐶𝑝,𝑡

𝑐′≠𝑐

+ 𝑋̃𝑝,𝑡,𝑟,𝑐                                                           (4.1.1.3) 

 

Se o veículo sai da USA para executar uma rota, ele deve retornar à USA para finalizar 

esta rota:  

 

∑ 𝑋̂𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡

 = ∑ 𝑋̃𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡

                        ∀ 𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑟 ≤ 𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥                               (4.1.1.4) 
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A restrição (4.1.1.5) pode ser optativamente inserida para limitar a quantidade máxima 

permitida de distância percorrida em uma rota. Onde 𝛿𝑚𝑎𝑥 é a máxima distância percorrida 

permitida em um dia. 

  
∑ ∑ 𝛿𝑐,𝑐′

𝐶𝐶 . 𝑋𝑝,𝑡,𝑟,𝑐,𝑐′

𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡

𝑐′≠𝑐

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡

+ ∑ 𝛿𝑝,𝑐
𝑃𝐶 . 𝑋̂𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡

+ ∑ 𝛿𝑝,𝑐
𝑃𝐶 . 𝑋̃𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡

≤  𝛿𝑚𝑎𝑥                 (4.1.1.5) 

                                                                                         ∀𝑝 = 𝜋, 𝑡 = 𝜏, 𝑟 ≤ 𝜂𝑝,𝑡
𝑚𝑎𝑥 

 

4.2. MODELO DE OTIMIZAÇÃO DA CADEIA DE SUPRIMENTOS DE ARGÔNIO 
 

Primeiramente é discutido a parte da produção de oxigênio, nitrogênio e argônio líquido 

nas USAs, e logo em seguida se discute a distribuição de argônio na cadeia de suprimentos da 

Praxair Inc. 

 

4.2.1. Modelagem da produção  
 

As principais decisões que a formulação MILP do estudo de caso retorna como resultado 

da otimização são: 

 

i) O quanto deve ser produzido de produtos líquidos em cada planta e em cada dia. 

ii) Em qual maneira a planta operará em um determinado período de tempo. Se a planta 

opera sob inicialização, estado estacionário ou sob desligamento. 

iii) Em qual modo de operação a planta operará. 

iv) Se haverá entrega de produtos líquidos em um certo dia, com o caminhão partindo 

de uma certa planta e visitando certos clientes utilizando uma das rotas geradas 

previamente pelo modelo de geração de rotas. 

v) O quanto que tem que ser carregado de produto líquido no caminhão que saíra para 

executar alguma rota. 

vi) O quanto que o caminhão descarrega em cada cliente.  

vii) Níveis dos tanques de produtos líquidos de cada cliente e cada planta. 

 

A produção é inserida no modelo através de equações que representam a região viável 

convexa de operação em que os vértices do simplex são obtidos através do algoritmo The 

Quickhull Algorithm for Convex Hulls (BARBER et al., 1996), ao qual neste caso é um 
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envelope 3D ao qual os eixos representam a vazão volumétrica de oxigênio, nitrogênio e 

argônio líquidos. Neste caso, estas equações expandem o domínio possível de operação da 

USA, configurando possíveis pontos de operação que não foram os pontos com dados coletados 

para a construção do envelope. Na otimização do modelo, estas equações possuem um papel 

fundamental para auxiliar na decisão de como a produção vai ser efetuada, isto é, qual será a 

vazão de produção para cada um dos componentes ao longo dos dias do mês de planejamento, 

para que os custos de produção e distribuição sejam mínimos. Os pontos que são inseridos 

nestas equações de envelope convexo são os slates, os quais representam a vazão de produção 

de cada um dos componentes em cada modo de operação, e que servem para cálculo dos pontos 

extremos que definem a região convexa de operação da planta. Estes slates são expressos na 

unidade de Kcf.h-1. Então como o modelo é discretizado em dias, é necessário suas 

multiplicações por um fator de tempo de operação da planta por dia, igual a 24 horas se opera 

em estado estacionário ou de 22 horas se opera sob inicialização ou desligamento. 

O slate também representa indiretamente a quantidade de energia elétrica consumida 

para haver tal produção indicada pelo slate, e através de uma regressão multilinear é possível 

encontrar os coeficientes, que junto com os valores de um dado slate, quando todos são 

substituídos nas equações lineares da regressão multilinear, descrevem a quantidade de energia 

elétrica gasta na produção dos componentes líquidos. Cada USA terá um envelope convexo 

para cada modo de operação, ao qual é explicado a seguir. 

USAs podem diferir na maneira como é realizada sua produção, e.g. em algumas USAs 

da Praxair Inc. há um liquefator extra de nitrogênio, em que usualmente há a produção 

utilizando apenas um liquefator. Então, em outras palavras, pode-se dizer que uma USA pode 

operar diferentemente, ou seja, com diferentes modos de operação, ao qual esses modos de 

operação (𝑚 ∈ 𝐌𝑝) são imbutidos no modelo de produção. No modelo foram inseridos dois 

modos de operação para uma planta, ao qual o primeiro se refere ao uso de apenas um liquefator, 

e outro se refere à produção utilizando dois liquefatores. Cada modo de operação possui 

diferentes slates com diferentes gastos de energia elétrica. Logo, o modo de operação também 

é uma variável de decisão para as plantas que possuem a oportunidade de trabalhar com os dois 

liquefatores, isto é, apenas para as que possuem dois liquefatores. 

 O ideal da produção é desligar a planta quando o preço de energia elétrica estiver alto, 

porém nem sempre isso é possível, por questões de saciamento da demanda de cada cliente. É 

assumido para a produção que a planta não pode inicializar num dia e se desligar nesse mesmo 

dia, ou ela se inicializa ou se desliga em um determinado dia. Por motivos técnicos, o argônio 

só começa a ser produzido dois dias depois do dia em que a planta é desligada, ou seja, um dia 
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depois do dia em que a planta é inicializada. A inicialização ou desligamento da USA dura em 

média 2 horas e a Figura 4.2.1.1 abaixo ilustra um exemplo de como poderia ser a produção 

durante um mês com este esquema de produção: 

 

 
Figura 4.2.1.1: Exemplificação do perfil de produção de O2, N2 e Ar líquidos em uma USA 

durante o mês de operação. 

Adaptado de Sergio et al. (2020) 

 

Se uma planta está operando em estado estacionário em um determinado dia, somente 

um modo de operação pode estar atribuído a ela: 

 

𝑌𝑝,𝑡 = ∑ 𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑀

𝑚∈𝐌𝑝

      ∀𝑝, 𝑡                                                                                                          (4.2.1.1) 

 

𝑌𝑝,𝑡 é uma variável binária e é igual a 1 se uma planta p é operada em t, 0 caso contrário. 

𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑀  é uma variável binária e é igual a 1 se a planta p é operada num modo m em t, 0 caso 

contrário. 𝐌𝑝 é o conjunto de modos de operações de uma planta p. O ponto de operação atual 

de uma planta que está operando em um determinado dia é uma combinação convexa dos pontos 

extremos que definem a região convexa de operação da planta para um determinado modo de 

operação m, ao qual o somatório desses fatores de multiplicação do envelope convexo é igual 

a 1 por definição: 

 

𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑀 = ∑ 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗

𝑗∈𝐉𝑝,𝑚

      ∀𝑝, 𝑡, 𝑚 ∈ 𝐌𝑝                                                                                  (4.2.1.2) 
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𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗 [0,1] é o multiplicador fracionário relacionado a um slate j quando uma planta p 

é operada num modo m em t. 𝐉𝑝,𝑚 é o conjunto de vértices j da região convexa viável de 

operação da planta p quando operada no modo m. A vazão de produção dos produtos líquidos 

em cada modo de operação é expressado pela Equação (4.2.1.3), ao qual 𝜗𝑝,𝑚,𝑗,𝑘 representa a 

vazão do produto no slate: 

 

𝑉𝑝,𝑡,𝑚,𝑘 = ∑ 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗 . 𝜗𝑝,𝑚,𝑗,𝑘

𝑗∈𝐉𝑝,𝑚

      ∀𝑝, 𝑡, 𝑘, 𝑚 ∈ 𝐌𝑝                                                           (4.2.1.3) 

 

𝑉𝑝,𝑡,𝑚,𝑘 é a produção horária desagregada de produto k quando uma planta p é operada 

num modo m em t. Da mesma forma que no estado estacionário, no dia em que há inicialização 

ou desligamento da planta, só pode haver um modo de operação (Inequações 4.2.1.4 e 4.2.1.5), 

e a produção deve ser representada pelas Equações (4.2.1.6 a 4.2.1.9)  do envelope convexo, ao 

qual o lado esquerdo das Equações (4.2.1.3, 4.2.1.7 e 4.2.1.9) representam as vazões 

volumétricas desagregadas do estado estacionário, da inicialização e do desligamento, 

respectivamente, para cada produto: 

 

𝑌𝑝,𝑡
𝑆 = ∑ 𝑌𝑝,𝑡,𝑚

𝑆𝑀

𝑚∈𝐌𝑝

      ∀𝑝, 𝑡                                                                                                          (4.2.1.4) 

𝑌𝑝,𝑡
𝐸 = ∑ 𝑌𝑝,𝑡,𝑚

𝐸𝑀

𝑚∈𝐌𝑝

      ∀𝑝, 𝑡                                                                                                         (4.2.1.5) 

𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑆𝑀 = ∑ 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗

𝑆

𝑗∈𝐉𝑝,𝑚

      ∀𝑝, 𝑡, 𝑚 ∈ 𝐌𝑝                                                                               (4.2.1.6) 

𝑉̅𝑝,𝑡,𝑚,𝑘
𝑆 = ∑ 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗

𝑆 . 𝜗𝑝,𝑚,𝑗,𝑘

𝑗∈𝐉𝑝,𝑚

      ∀𝑝, 𝑡, 𝑘, 𝑚 ∈ 𝐌𝑝                                                         (4.2.1.7) 

𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝐸𝑀 = ∑ 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗

𝐸

𝑗∈𝐉𝑝,𝑚

      ∀𝑝, 𝑡, 𝑚 ∈ 𝐌𝑝                                                                              (4.2.1.8) 

𝑉̅𝑝,𝑡,𝑚,𝑘
𝐸 = ∑ 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗

𝐸 . 𝜗𝑝,𝑚,𝑗,𝑘

𝑗∈𝐉𝑝,𝑚

      ∀𝑝, 𝑡, 𝑘, 𝑚 ∈ 𝐌𝑝                                                        (4.2.1.9) 

 

𝑌𝑝,𝑡
𝑆  é 1 se uma planta p se inicializa em t, 0 caso contrário. 𝑌𝑝,𝑡

𝐸  é 1 se uma planta p entra 

em desligamento em t, 0 caso contrário. 𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝐸𝑀  é 1 se a planta p entra em desligamento num 
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modo m em t, 0 caso contrário. 𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑆𝑀  é 1 se a planta p é inicializada no modo m em t, 0 caso 

contrário. 𝑉̅𝑝,𝑡,𝑚,𝑘
𝑆  é a produção horária desagregada de produto k quando uma planta p é operada 

num modo m em t quando a planta é inicializada. 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗
𝑆  [0,1] é o multiplicador fracionário 

relacionado a um slate j quando uma planta p é operada num modo m em t quando a planta é 

inicializada. 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗
𝐸  [0,1] é o multiplicador fracionário relacionado a um slate j quando uma 

planta p é operada num modo m em t quando uma planta entra em desligamento. Para garantir 

que não haja a produção de argônio líquido neste modelo quando a planta é inicializada em 

algum dia, é incluído a condição neste modelo de que para o argônio, 𝜗𝑝,𝑚,𝑗,𝑘 = 0,. Se uma 

planta é inicializada em um dia t ou opera em estado estacionário neste dia, no próximo dia t+1 

ela deve operar em estado estacionário ou deve ser desligada, assim como nunca poderá haver 

duas inicializações em dias consecutivos: 

 

𝑌𝑝,𝑡+1 + 𝑌𝑝,𝑡+1
𝐸 = 𝑌𝑝,𝑡 + 𝑌𝑝,𝑡

𝑆                ∀𝑝, 𝑡                                                                       (4.2.1.10) 

 

Em um dia, uma planta deve estar em estado estacionário, sob inicialização ou sob 

desligamento: 

  

𝑌𝑝,𝑡 + 𝑌𝑝,𝑡
𝐸 + 𝑌𝑝,𝑡

𝑆 ≤ 1                           ∀𝑝, 𝑡                                                                     (4.2.1.11) 

 

A produção total de uma planta em unidade de volume (kcf) para cada produto líquido 

em cada dia é expressa pela Equação (4.2.1.12), ao qual como a unidade da vazão volumétrica 

desagregada é em kcf.h-1, é necessário a multiplicação pela quantidade de horas do dia que a 

planta opera para obter a vazão total no dia, tendo 𝜏𝑁 = 24 horas de funcionamento da planta 

em um dia que ela opera em estado estacionário, 𝜏𝑆 = 22 horas para o dia em que ela tem a 

sua inicialização, e 𝜏𝐸 = 22 horas para o dia em que ela tem o seu desligamento. 

 

𝑉𝑝,𝑡,𝑘 = 𝜏𝑁 ∑ 𝑉𝑝,𝑡,𝑚,𝑘

𝑚∈𝐌𝑝

+ 𝜏𝑆  ∑ 𝑉̅𝑝,𝑡,𝑚,𝑘
𝑆

𝑚∈𝐌𝑝

+ 𝜏𝐸  ∑ 𝑉̅𝑝,𝑡,𝑚,𝑘
𝐸

𝑚∈𝐌𝑝

          ∀𝑝, 𝑡, 𝑘            (4.2.1.12) 

 

𝑉𝑝,𝑡,𝑘 é a produção diária de produto k na planta p em t. Como já visto anteriormente, 

cada USA possui tanques de armazenamento de argônio, nitrogênio e oxigênio, onde seus 

inventários são descritos através dos balanços de massa descrito pelas Equações (4.2.1.13 e 

4.2.1.14). O inventário de argônio (Equação 4.2.1.13) em uma planta p num certo dia t  é 
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influenciado pelo inventário do dia passado, pela quantidade recebida e/ou transferida de 

argônio de/para outra planta, pela quantidade de argônio que sai pra executar as entregas para 

os clientes, e pela quantidade produzida de argônio na planta. Os inventários de oxigênio e 

nitrogênio são descritos através da Equação (4.2.1.14). A restrição (4.2.1.15) limita o valor do 

inventário da planta entre limites mínimos e máximos que são definidos pelo usuário. 

 

𝐼𝑝,𝑡,𝑘
𝑃 = 𝜎𝑝,𝑘

𝑃0 |
𝑡=1

+ 𝐼𝑝,𝑡−1,𝑘
𝑃 |

𝑡>1
+ 𝑉𝑝,𝑡,𝑘 + ∑ ∑ 𝑉

𝑝,𝑙,𝑝′,𝑡−𝜏𝑙
𝐼𝑇

𝐼𝑇

𝑙∈𝐋𝑝′,𝑝𝑝′∈𝐏𝑝
𝐼

− ∑ ∑ 𝑉𝑝,𝑙,𝑝′,𝑡
𝐼𝑇

𝑙∈𝐋𝑝,𝑝′ 𝑝′∈𝐏𝑝
𝑂

− 

                                               ∑ ∑ 𝑉𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

𝐑𝑝,𝑡
𝑆𝐷𝑢∈𝐔𝑝

𝑆𝐷

           ∀  𝑝, 𝑡;   𝑘 = LAr                               (4.2.1.13) 

 

𝐼𝑝,𝑡,𝑘
𝑃 = 𝜎𝑝,𝑘

𝑃0 |
𝑡=1

+ 𝐼𝑝,𝑡−1,𝑘
𝑃 |

𝑡>1
+ 𝑉𝑝,𝑡,𝑘 − 𝛾𝑝,𝑡,𝑘                    ∀𝑝, 𝑡;  𝑘 = LO2/LN2         (4.2.1.14) 

 

𝜎𝑝𝑘
𝑃𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝐼𝑝,𝑡,𝑘

𝑃 ≤  𝜎𝑝𝑘
𝑃𝑚𝑎𝑥            ∀𝑝, 𝑡, 𝑘                                                                                    (4.2.1.15) 

 

𝐼𝑝,𝑡,𝑘
𝑃  é o inventário de produto k na planta p em t. 𝜎𝑝,𝑘

𝑃0 |
𝑡=1

é o inventário inicial de 

produto k na planta p. 𝑉𝑝,𝑙,𝑝′,𝑡
𝐼𝑇  é o volume de Ar transferido entre plantas p e p’ através da rota l 

em t. 𝑉𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇  é o volume de Ar carregado em um caminhão u indo por uma rota r partindo-se de 

uma planta p em t. 𝛾𝑝,𝑡,𝑘 é a demanda mensal do produto k (N2 e O2) na planta p. Como o escopo 

deste modelo é incluir a distribuição de argônio para os clientes, e cada cliente possui seu 

próprio inventário de argônio (tanques de armazenamento), o balanço de massa de argônio é 

descrito pela Equação (4.2.1.16), ao qual inclui a contribuição do inventário do dia anterior, a 

quantidade de argônio entregue pelos veículos, e o consumo diário de argônio pelo cliente. O 

inventário do cliente deve permanecer entre um valor mínimo e máximo definido pelo usuário 

(Restrição 4.2.1.17). 

 

𝐼𝑐,𝑡
𝐶 = 𝜎𝑐

𝑜|𝑡=1 + 𝐼𝑐,𝑡−1
𝐶 |

𝑡>1
+ ∑ ∑ ∑ 𝑉̅𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐

𝑆𝑇

𝑟∈𝐑𝑝,𝑡
𝑆𝑇𝑢∈𝐔𝑝

𝑆𝑇𝑝

− 𝛾𝑐,𝑡
𝐴𝑟          ∀𝑐, 𝑡                         (4.2.1.16) 

𝜎𝑐
𝐶𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝐼𝑐,𝑡

𝐶 ≤  𝜎𝑐
𝐶𝑚𝑎𝑥      ∀𝑐, 𝑡                                                                                                  (4.2.1.17) 
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𝐼𝑐,𝑡
𝐶  é o inventário de Ar liquido no cliente c em t. 𝜎𝑐

𝑜 é o inventário inicial de Ar no 

cliente c. 𝑉̅𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐
𝑆𝑇  é o volume de Ar líquido descarregado de um caminhão u em um cliente c 

quando o mesmo partiu da planta p pela rota r em t. 𝛾𝑐,𝑡
𝐴𝑟 é a demanda de Ar líquido no cliente 

c em t. É necessário haver restrições que limitam os valores de algumas variáveis, aos quais são 

representadas pelas Restrições (4.2.1.18 – 4.2.1.24): 

 

𝑌𝑝,𝑡
𝑆 = 0                              ∀𝑝, 𝑡 = 1                                                                                          (4.2.1.18) 

𝑌𝑝,𝑡
𝐸 = 0                              ∀𝑝, 𝑡 = |𝑇|                                                                                       (4.2.1.19) 

𝐼𝑝,𝑡,𝑘
𝑃 ≥ 𝜎𝑝,𝑘

𝑃0                        ∀𝑝, 𝑡 = |𝑇|, 𝑘                                                                                  (4.2.1.20) 

𝐼𝑐,𝑡
𝐶 ≥ 𝜎𝑐

𝐶0                            ∀𝑐, 𝑡 = |𝑇|, 𝑘                                                                                  (4.2.1.21) 

0 ≤ 𝑌𝑝,𝑡, 𝑌𝑝,𝑡
𝑆 , 𝑌𝑝,𝑡

𝐸 ≤ 1                                  ∀𝑝, 𝑡                                                                     (4.2.1.22) 

𝜖𝑙
𝐼𝑚𝑖𝑛𝑌𝑝,𝑙,𝑝′,𝑡

𝐼𝑇 ≤ 𝑉𝑝,𝑙,𝑝′,𝑡
𝐼𝑇 ≤ 𝜖𝑙

𝐼𝑚𝑎𝑥𝑌𝑝,𝑙,𝑝′,𝑡
𝐼𝑇         ∀𝑝, 𝑝′ ∈ 𝐏𝑝

𝑂 , 𝑙 ∈ 𝐋𝑝,𝑝′ , 𝑡                                 (4.2.1.23) 

0 ≤ 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗, 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗
𝑆 , 𝐹𝑝,𝑡,𝑚,𝑗

𝐸 ≤ 1               ∀𝑝, 𝑡, 𝑚 ∈ 𝐌𝑝, 𝑗 ∈ 𝐉𝑝,𝑚                                    (4.2.1.24) 

 

𝜖𝑙
𝐼𝑚𝑎𝑥/𝜖𝑙

𝐼𝑚𝑖𝑛  limite superior/inferior da quantidade de Ar líquido entregue através da 

rota l por um trem. 𝑌𝑝,𝑙,𝑝′,𝑡
𝐼𝑇  é igual a 1 se Ar é transferido da planta p para a planta p’ através da 

rota l em t, 0 caso contrário. 𝐏𝑝
𝑂 é o conjunto de plantas que podem receber Ar líquido da planta 

p. 𝐋𝑝,𝑝′ é o conjunto que define a existência de uma rota de trilha de trem entre plantas p e p’. 

𝐉𝑝,𝑚 é o conjunto de vértices j que estão na borda da região convexa viável de operação da 

planta p quando operada no modo m. A restrição (4.2.1.25) impõe um limite máximo de 

produção diária em todas as plantas, ao qual o critério de restrição é o custo do uso de energia 

elétrica para produção, i.e. o custo ocasionado pela produção diária em todas as plantas não 

pode exceder um valor definido MPCOST. Este limite na produção acontece porque se o custo 

é limitado, então a quantidade de energia gasta também será indiretamente limitada, e por isso 

a produção também. Esta restrição (4.2.1.25) pode flexibilizar a produção do modelo, i.e. evitar 

o sobrecarregamento da produção diária, podendo melhorar a viabilidade do problema através 

do relaxamento do modelo. 𝛼1é o fator de penalidade que penaliza a função objetivo a troco de 

regular a robustez do problema com incerteza. 

 

Custo de produção num dia se a USA opera em Estado Estacionário: 
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∑ (𝛼1𝐸{𝜉𝑃𝑊}. 𝜏𝑁 ∑ ((∑ 𝛼𝑝,𝑚,𝑘. 𝑉𝑝,𝑡,𝑚,𝑘

𝑘

) + 𝛽𝑝,𝑚. 𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑀 )

𝑚∈𝐌𝑝

)

𝑝

+ 

Custo de produção num dia se a USA tem a sua inicialização: 

∑ (𝛼1𝐸{𝜉𝑃𝑊}. 𝜏𝑆 ∑ ((∑ 𝛼𝑝,𝑚,𝑘. 𝑉̅𝑝,𝑡,𝑚,𝑘
𝑆

𝑘

) + 𝛽𝑝,𝑚. 𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑆𝑀 )

𝑚∈𝐌𝑝

)

𝑝

+ 

Custo de produção num dia se a USA tem o seu desligamento: 

∑ (𝛼1𝐸{𝜉𝑃𝑊}. 𝜏𝐸 ∑ ((∑ 𝛼𝑝,𝑚,𝑘. 𝑉̅𝑝,𝑡,𝑚,𝑘
𝐸

𝑘

) + 𝛽𝑝,𝑚. 𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑆𝐸 )

𝑚∈𝐌𝑝

)

𝑝

≤ 𝑀𝑃𝐶𝑂𝑆𝑇        (4.2.1.25) 

 

𝜉𝑃𝑊 é o preço de energia elétrica e 𝐸{𝜉𝑃𝑊} é o valor esperado de 𝜉𝑃𝑊. 𝛼1é o fator de 

penalidade atrelado a 𝐸{𝜉𝑃𝑊}. 𝜏𝑁, 𝜏𝑆 e 𝜏𝐸  são respectivamente, a quantidade de horas que 

representa a duração de um dia, a quantidade de horas necessárias para completer a inicialização 

de uma planta, e a quantidade de horas necessárias para completar o desligamento de uma 

planta. 𝛼𝑝,𝑚,𝑘 é o coeficiente linear do custo de produção do produto k se a planta p é operada 

no modo m. 𝛽𝑝,𝑚 é o coeficiente fixo do custo de produção da planta p se operada no modo m. 

 

4.2.2. Modelagem da distribuição de argônio 
 

 O conjunto de rotas geradas 𝐑𝑝,𝑡
𝑆𝑇  pelo primeiro modelo de otimização de rotas para 

minimização da distância de entrega são introduzidos nesse segundo modelo (modelo da cadeia 

de suprimentos de argônio), e estas rotas ão introduzidas como um conjunto de rotas com 

clientes associados a cada rota. A decisão no modelo integrado (o referente a esta seção) é usar 

ou não usar a rota. É possível que um subconjunto dos clientes seja visitado em cada rota. Assim 

sendo, as equações aqui apresentadas são semelhantes às apresentadas no modelo de geração 

de rotas, mas admitem que as rotas sejam conhecidas, ou seja, em cada rota, se conhece os 

clientes e a ordem de visita.  

A Restrição (4.2.2.1) impõe que cada veículo de entrega possui naturalmente um limite 

máximo de capacidade, e impõe que o modelo de distribuição neste segundo algoritmo 

estabeleça que haja um limite mínimo para a quantidade de argônio que deve ser entregue a um 

cliente. 
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𝜖𝑢
𝑇𝑚𝑖𝑛𝑌𝑝,𝑢,𝑡,𝑟

𝑆𝑇 ≤ 𝑉𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇 ≤ 𝜖𝑢

𝑇𝑚𝑎𝑥𝑌𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇         ∀𝑝 ∈ 𝐏𝑆𝑇 , 𝑢 ∈ 𝐔𝑝

𝑆𝑇 , 𝑟 ∈ 𝐑𝑝,𝑡
𝑆𝑇 , 𝑡                       (4.2.2.1) 

 

𝜖𝑢
𝑇𝑚𝑖𝑛/𝜖𝑢

𝑇𝑚𝑎𝑥 são respectivamente, os limites inferior e superior da quantidade de Ar 

entregue por um caminhão u. 𝑌𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇  é igual a 1 se um caminhão u de uma planta p realiza uma 

entrega através da rota r em t, 0 caso contrário. 𝑉𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇  é o volume de Ar carregado em um 

caminhão u indo por uma rota r partindo-se de uma planta p em t. 𝐏𝑆𝑇 é conjunto de plantas as 

quais as entregas podem ser realizadas. 𝐔𝑝
𝑆𝑇 é o conjunto de caminhões disponíveis na planta 

p. Se um veículo está atribuído a uma rota, ele deve partir de uma planta para executar a rota e 

ao final retornar a esta planta depois de ter visitado todos os clientes atribuídos a esta rota, sendo 

que um caminhão deve estar atribuído a uma rota. O somatório do lado esquerdo das Equações 

(4.2.2.2) e (4.2.2.3) garantem que o modelo inclua todos os clientes que pertençam a  

𝐂𝑝,𝑡,𝑟
𝑆𝑇 , ou seja, apenas os clientes que foram colocados em uma rota pelo modelo de geração de 

rotas, para que a otimização possa encontrar a melhor combinação de clientes para cada rota.   

 

∑ 𝑋̂𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐
𝑆𝑇

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

=  𝑌𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇                                      ∀ 𝑝 ∈ 𝐏𝑆𝑇 , 𝑢 ∈ 𝐔𝑝

𝑆𝑇 , 𝑟 ∈ 𝐑𝑝,𝑡
𝑆𝑇 , 𝑡               (4.2.2.2) 

 

∑ 𝑋̃𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐
𝑆𝑇

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡,𝑟
𝑆𝐷

=  𝑌𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇                                       ∀ 𝑝 ∈ 𝐏𝑆𝑇 , 𝑢 ∈ 𝐔𝑝

𝑆𝑇 , 𝑟 ∈ 𝐑𝑝,𝑡
𝑆𝑇 , 𝑡              (4.2.2.3) 

 

𝑋̂𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐
𝑆𝑇  é igual a 1 se um caminhão u visita um cliente c como primeiro cliente em uma 

rota r partindo-se de uma planta p em t, 0 caso contrário. 𝑌𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇  é igual a 1 se um caminhão u 

de uma planta p realiza uma entrega através da rota r em t, 0 caso contrário. 𝑋̃𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐
𝑆𝑇  é igual a 

1 se o cliente c é o ultimo cliente servido em uma rota r partindo-se de uma planta p em t, 0 

caso contrário. Se um cliente é atribuído a uma rota, é porque o veículo que visita ele provém 

da planta ou de outro cliente (Equação 4.2.2.4), e porque o veículo sairá dele e irá para outro 

cliente ou retornará à planta (Equação 4.2.2.5): 

 

𝑋𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐
𝑆𝑇 = ∑ 𝑋̅𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐′,𝑐

𝑆𝑇

𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

𝑜𝑝,𝑡,𝑟,𝑐′< 𝑜𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

+  𝑋̂𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐
𝑆𝑇                                                                                     
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∑ 𝑋̅𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐,𝑐′

𝑆𝑇

𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

𝑜𝑝,𝑡,𝑟,𝑐′> 𝑜𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

+ 𝑋̃𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐
𝑆𝑇 ≤  𝑌𝑝,𝑢,𝑡,𝑟

𝑆𝑇                                                        (4.2.2.9)  

                                    ∀ 𝑝 ∈ 𝐏𝑆𝑇 , 𝑢 ∈ 𝐔𝑝
𝑆𝑇 , 𝑟 ∈ 𝐑𝑝,𝑡

𝑆𝑇 , 𝑐 ∈ 𝐂𝑝,𝑡,𝑟
𝑆𝑇 , 𝑡 

 

A Equação (4.2.2.10) mede a distância de cada rota ótima executada por um veículo, 

através da soma entre as distâncias de cada trecho da rota percorrida entre cliente-planta e 

cliente-cliente. Vale ressaltar que neste segundo algoritmo não há a variável de decisão ordem 

de visita de cada cliente, pois esta variável já é definida no primeiro algoritmo, ao qual as rotas 

são otimizadas. A ordem de visita 𝑜𝑝,𝑡,𝑟,𝑐 é encontrada na otimização do primeiro algoritmo e é 

utilizada como um conjunto no segundo algoritmo, ao qual este conjunto é utilizado como 

condição de uso da equação, como visto nos termos de condição da Equação (4.2.2.10). 

 

𝑅𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇 = ∑ ∑ 𝛿𝑐,𝑐′

𝐶𝐶 . 𝑋̅𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐,𝑐′
𝑆𝑇

𝑐′∈𝐂𝑝,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

𝑜𝑝,𝑡,𝑟,𝑐′> 𝑜𝑝,𝑡,𝑟,𝑐

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

+                                                                                

∑ 𝛿𝑝,𝑐
𝑃𝐶 . 𝑋̂𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐

𝑆𝑇

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

+ ∑ 𝛿𝑝,𝑐
𝑃𝐶 . 𝑋̃𝑝,𝑢,𝑡,𝑟,𝑐

𝑆𝑇

𝑐∈𝐂𝑝,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

  ∀ 𝑝 ∈ 𝐏𝑆𝑇 , 𝑢 ∈ 𝐔𝑝
𝑆𝑇 , 𝑟 ∈ 𝐑𝑝,𝑡

𝑆𝑇 , 𝑡                (4.2.2.10) 

 

𝑅𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇  é a distância percorrida por um caminhão u partindo-se de uma planta p através 

da rota r em t. 𝛿𝑆𝑇𝑚𝑎𝑥  é a máxima distância percorrida em um dia. Um veículo pode realizar 

uma rota apenas se esta possuir uma distância de arco menor ou igual a um valor definido pelo 

usuário: 

 

∑ 𝑅𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

𝑟∈𝐑𝑝,𝑡
𝑆𝑇

≤  𝛿𝑆𝑇𝑚𝑎𝑥                   ∀ 𝑝 ∈ 𝐏𝑆𝑇 , 𝑢 ∈ 𝐔𝑝
𝑆𝑇 , 𝑡                                                    (4.2.2.11) 

 

4.2.3. Função objetivo 
 

A função objetivo (Equação 4.2.3.1) compreende os custos de produção (gastos com 

energia elétrica) e distribuição de argônio líquido para os clientes. 𝛼1é o fator de penalidade 

que penaliza a função objetivo a troco de regular a robustez do problema com incerteza. 

 

Custo de produção nos dias que a USA opera em Estado Estacionário: 
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∑ ∑ (𝛼1𝐸{𝜉𝑃𝑊}. 𝜏𝑁 ∑ ((∑ 𝛼𝑝,𝑚,𝑘. 𝑉𝑝,𝑡,𝑚,𝑘

𝑘

) + 𝛽𝑝,𝑚. 𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑀 )

𝑚∈𝐌𝑝

)

𝑝𝑡

+ 

Custo de produção nos dias que a USA tem a sua inicialização: 

∑ ∑ (𝛼1𝐸{𝜉𝑃𝑊}. 𝜏𝑆 ∑ ((∑ 𝛼𝑝,𝑚,𝑘. 𝑉̅𝑝,𝑡,𝑚,𝑘
𝑆

𝑘

) + 𝛽𝑝,𝑚. 𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑆𝑀 )

𝑚∈𝐌𝑝

)

𝑝𝑡

+ 

Custo de produção nos dias que a USA tem o seu desligamento: 

∑ ∑ (𝛼1𝐸{𝜉𝑃𝑊}. 𝜏𝐸 ∑ ((∑ 𝛼𝑝,𝑚,𝑘. 𝑉̅𝑝,𝑡,𝑚,𝑘
𝐸

𝑘

) + 𝛽𝑝,𝑚. 𝑌𝑝,𝑡,𝑚
𝑆𝐸 )

𝑚∈𝐌𝑝

)

𝑝𝑡

+ 

Custo envolvido no transporte de argônio líquido entre duas USAs 

 ∑ ∑ ∑ ∑ 𝜉𝑙
𝑅𝑅 . 𝑌𝑝,𝑙,𝑝′,𝑡

𝐼𝑇

𝑙∈𝐋𝑝,𝑝′𝑝′∈𝐏𝑝
𝑂𝑝𝑡

+ 

Custo envolvido no transporte de argônio líquido para os clientes (milhas percorridas + custo 

com carregamento dos veículos): 

𝜉𝑇 . ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑅𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

𝑟∈𝐑𝑝,𝑡
𝑆𝑇𝑡𝑢∈𝐔𝑝

𝑆𝑇𝑝∈𝐏𝑆𝑇 

+ 𝜉𝐿𝑇 . ∑ ∑ ∑ ∑ 𝑌𝑝,𝑢,𝑡,𝑟
𝑆𝑇

𝑟∈𝐑𝑝,𝑡
𝑆𝑇𝑡𝑢∈𝑇𝑝∈𝐏𝑆𝑇 

                              (4.2.3.1) 

 

𝜉𝑙
𝑅𝑅 é o custo de transporte através da trilha de trem da rota l – custo por viagem. 𝜉𝑇/𝜉𝐿𝑇 

são respectivamente o custo de transportação do caminhão/custo de carregamento da 

transportação. 

 

4.3. ANÁLISE DE SENSIBILIDADE DA FUNÇÃO OBJETIVO DO MODELO DA CADEIA 
DE SUPRIMENTOS DE ARGÔNIO 
 

Nesta seção é comentado sobre a elaboração da análise de sensibilidade que foi realizada 

para a função objetivo da Equação (4.2.3.1) para analisar a relação de ordem do comportamento 

desta função, para poder observar graficamente a monotonicidade e o grau de suavidade da 

função. Os resultados estão na seção 5.1 do capítulo 5. Todos os termos da Equação (4.2.3.1) 

referente à FO só podem ser matematicamente positivos após a substituição dos valores das 

variáveis e parâmetros, logo ela só poderia ser uma função monótona ou estritamente monótona, 
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além de que é uma equação linear e por natureza é convexa no domínio das variáveis reais. Os 

resultados são discutidos na seção 5.1. 

 

4.4. APLICAÇÃO DO FRAMEWORK PARA O PROBLEMA ESTUDO DE CASO 
 

Nesta seção é discutido sobre como foi realizada a aplicação do framework para o 

problema estudo de caso da cadeia de suprimentos de argônio. Os resultados estão expostos e 

discutidos na seção 5.2 do capítulo 5. Na cadeia do problema existem 6 plantas e 84 clientes, 

dentre estas plantas há entrega de argônio para os 84 clientes através de veículos que saem de 

4 dessas plantas (plantas A, B, C e D), enquanto as outras 2 plantas (plantas E e F) são 

responsáveis pela entrega de argônio para as outras 4 plantas (A, B, C e D) através da entrega 

via trilhos ferroviários. A cadeia de suprimentos possui 6 caminhões em funcionamento, aos 

quais dois são da planta A, um é da planta B, dois são da planta C, e outro é da planta D. 

Para o problema estudo de caso, os parâmetros do modelo do estudo de caso em que são 

considerados incertezas, são o preço diário de energia elétrica (𝜉𝑃𝑊) de cada planta industrial e 

a demanda de argônio nos clientes 𝛾𝑐,𝑡
𝐴𝑟 (incerteza aditiva no modelo) da Equação (4.2.1.16). 

Foi realizado duas aplicações do framework em dois casos diferentes para a incerteza na 

demanda: o 1º caso considera a incerteza como sendo a demanda mensal geral de argônio de 

todos os clientes (o valor aleatório é gerado para o somatório da demanda individual de cada 

cliente) que tem metade do valor nominal integral, em que cada cliente tem sua própria demanda 

e que diferem entre si em porcentagem nominal da demanda geral incerta; o 2º caso de aplicação 

considera as incertezas como sendo as demandas mensais individuais de cada cliente (os valores 

são aleatoriamente gerados para cada indivíduo e não para o somatório deles), ao qual a 

demanda total (o somatório da demanda de cada indivíduo) possui valor nominal integral. Para 

determinar os valores de 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅) ao longo da realização do algoritmo do framework, o valor 

nominal do 𝜉𝑃𝑊 conforme formulação matemática do framework é o valor esperado dos dados 

históricos, enquanto que o valor da demanda é gerado aleatoriamente conforme distribuição 

normal uma única vez antes de cada realização de otimização. 

Houve várias pesquisas envolvendo distribuições exponenciais para a representação de 

incertezas num processo (e.g., ZHOU e DISNEY, 2006; SAJADIEH et al., 2009; KIM et al., 

2014;  CHEN et al., 2015; LARIVIERI, 1999; RYU e LEE, 2003). Neste estudo de caso o 𝜉𝑃𝑊 

de cada planta industrial é uma incerteza que teve a distribuição exponencial como função de 

densidade de probabilidade. Por exemplo, a Figura 4.4.1 mostra a distribuição exponencial dos 
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dados históricos do 𝜉𝑃𝑊 de uma das plantas do estudo de caso. Em relação à natureza da 

distribuição de probabilidade da demanda geral de todos os clientes, foi assumido distribuição 

normal assim como é altamente invocado na literatura. 

 

 
Figura 4.4.1: Distribuição exponencial dos dados históricos de 𝜉𝑃𝑊 na planta A da cadeia de 

suprimentos de argônio do estudo de caso. 

 

O modelo determinístico do estudo de caso foi sintonizado (sintonia dos desvios padrões 

e fatores de penalidade) considerando valores nominais factíveis para os parâmetros 

relacionados à produção de planta e distribuição para clientes, e o 𝛼1 das Equações 4.2.1.25 e 

4.2.3.1 foi considerado como tendo o valor padrão igual a 1. O valor numérico dos parâmetros 

do modelo do estudo de caso, bem como o valor da função objetivo oriundo da otimização, não 

podem ser apresentados por questões de sigilo por se tratar de dados reais de plantas. 

Foram especificados valores de 75, 90 e 115% do valor nominal considerado do 

problema para a 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅 a fim de poder analisar o problema diante de várias possibilidades de 

ocorrência. Além disso foram considerados três valores para o desvio padrão da demanda geral 

dos clientes (para sintonia), 5, 10 e 15 % do valor da demanda geral dos clientes do problema 

nominal (determinístico). Para cada valor de desvio padrão foram realizados 100 otimizações 

para o 1º caso de aplicação e 100 otimizações para o 2º caso. No entanto, para o 1º caso cada 

𝐴𝑅𝑀𝜎 é baseado na média de 100 valores obtidos de 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅) atrelado a cada valor de desvio 

padrão, enquanto que para o 2º caso cada 𝐴𝑅𝑀𝜎 é baseado na média de 50 valores obtidos de 

𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑟𝑜𝑏(𝐿𝑇𝑅𝑅), essa diferença é devido ao fato que no 2º caso nem todas soluções dão viáveis, 

então só faz sentido calcular a média em relação aos valores que deram viáveis. Todos os 
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resultados  desta seção 4.4, seguindo as etapas do algoritmo do framework, são mostrados na 

seção 5.2 do capítulo 5. 
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5. RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 

Os resultados das seções 4.3 e 4.4 são apresentados neste capítulo. A seção 5.1 deste 

capítulo contempla gráficos que mostram a monoticidade da FO do problema estudo de caso. 

Além disto a seção 5.2 mostra os resultados referentes aos dois casos de sintonia dos valores 

dos desvios padrões da demanda no modelo do problema estudo de caso e mostra os valores do 

ARM que inferem diretamente em quanto que as soluções robustas se aproximam da solução 

ideal (𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅) em média. 

 

5.1. ANÁLISE DE SENSIBILIDADE  

 

A análise de sensibilidade do estudo de caso é mostrada nas Figuras 5.1.1 a 5.1.4, ao 

qual a Figura 5.1.1 diz respeito à análise de sensibilidade da função objetivo e do custo de 

produção do problema em função da variação do preço de energia elétrica médio dos dias, 

considerando o valor nominal de demanda geral de todos os clientes no problema, e a Figura 

5.1.2 diz respeito à análise de sensibilidade do custo de distribuição do problema em função da 

variação do preço de energia elétrica sob as mesmas condições. A Figura 5.1.3 diz respeito à 

análise de sensibilidade da função objetivo e do custo de produção do problema em função da 

variação da demanda geral de todos os clientes, considerando os valores nominais do preço de 

energia elétrica do problema, enquanto que a Figura 5.1.4 diz respeito à análise de sensibilidade 

do custo de distribuição do problema em função da variação da demanda geral de todos os 

clientes sob as mesmas condições. Os eixos das abscissas das Figuras 5.1.1 a 5.1.4 dizem 

respeito ao fator de multiplicação do valor nominal. Já os eixos das ordenadas destas figuras, 

estão normalizados em relação percentual (e.g o valor 1,4 significa: 40% maior do que o valor 

mínimo da análise) ao valor mínimo dos dados plotados (fator de multiplicação do custo). A 

normalização é necessária para proteger informações sigilosas da empresa.  
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Figura 5.1.1: Análise de sensibilidade da função objetivo e do custo de produção em relação 

ao preço de energia elétrica, considerando o valor nominal de demanda geral de todos os 

clientes no problema. 

 
Figura 5.1.2: Análise de sensibilidade do custo de distribuição em relação ao preço de energia 

elétrica, considerando o valor nominal de demanda geral de todos os clientes no problema. 
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Figura 5.1.3: Análise de sensibilidade da função objetivo e do custo de produção do problema 

em relação à demanda geral de todos os clientes, considerando os valores nominais de preço 

da energia elétrica do problema. 

 
Figura 5.1.4: Análise de sensibilidade do custo de distribuição do problema em relação à 

demanda geral de todos os clientes, considerando os valores nominais de preço da energia 

elétrica do problema. 
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A seguir será discutido como pode ser realizada a interpretação dos gráficos. Em relação 

à Figura 5.1.1, quando se aumenta em 20% o valor nominal de 𝜉𝑃𝑊 (valor igual a 1,2 no eixo 

da abscissa), a  FO aumenta em aproximadamente ( 1,5

1,28
− 1) ∙ 100% = 17,18% em relação ao 

valor da FO que considera o valor nominal de 𝜉𝑃𝑊 (ponto referente ao valor igual a 1 no eixo 

da abscissa). Em relação à Figura 5.1.2 e 5.1.4, o comportamento não-linear individual do custo 

de distribuição é explicado pelo fato de que a distribuição de produtos ao longo da cadeia de 

suprimentos não é uniforme, decisão esta existente devido às variáveis binárias de decisões. Em 

relação à Figura 5.1.3, quando se diminui em 40% o valor da demanda geral de todos os clientes 

(o somatório das demandas individuais mensais de cada um) a FO diminui (1,96

1
− 1) ∙ 100% =

96% em relação ao valor da FO que considera o valor nominal para a demanda geral. 

Como pode ser observado nas Figuras 5.1.1 e 5.1.3, a função objetivo do problema de 

otimização do estudo de caso, possui comportamento apenas crescente em relação às incertezas 

do processo. O axioma ii) está sendo respeitado pois a incerteza do tipo normal que é a demanda 

geral dos clientes, mostrou ter relação de ordem monótona. A plotagem do gráfico serve apenas 

como caráter de observação, pois a partir da observância da equação da função objetivo já é 

possível identificar o comportamento da função em relação ao exigido no axioma ii). 

Ressaltando que pela forma como estes gráficos da seção 5.1. foram normalizados, o fato da 

curva do custo de produção estar acima do custo total, não quer dizer que ela seja maior. 

 

5.2. SINTONIA DO MODELO DO ESTUDO DE CASO VIA USO DO FRAMEWORK 
 

O modelo determinístico do estudo de caso foi transformado para a formulação 

matemática do framework, e o algoritmo do framework foi implementado em um arquivo do 

tipo .gms com linguagem própria do software GAMS® 24.3.3 (GAMS Development 

Corporation, Washington, DC, USA), ao qual as otimizações foram realizadas através do solver 

CPLEX (IBM ILOG CPLEX, Armonk, NY, USA). Seguindo os passos do algoritmo do 

framework, e após finalizada as etapas, os valores de cada 𝐴𝑅𝑀𝜎 relacionados a cada valor de 

desvio padrão para cada diferente 𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅 do 1º caso de aplicação são mostrados na Tabela 5.2.1, 

enquanto a Tabela 5.2.2 mostra os resultados do 2º caso de aplicação.  
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A viabilidade de uma solução depende fundamentalmente do modelo em uso. 

Claramente, modelos diferentes terão robustez naturais diferentes, e para cada parametrização 

do modelo, também haverá uma dada robustez vinculada ao modelo e parametrização. Toda 

essa discussão pode ser constatada pelas terceiras colunas da direita das Tabelas 5.2.1 e 5.2.2 

que dizem respeito aos valores de Г. Como pode-se constatar na Tabela 5.2.2, o valor do desvio 

padrão influencia diretamente na quantidade de soluções que dão viáveis, conforme discutido 

no capítulo 3. No caso da abordagem da Tabela 5.2.2, quanto maior for o valor do desvio padrão 

da demanda no modelo, maior serão os limites de geração de valores, e portanto há a 

oportunidade para valores maiores de demanda serem gerados, em comparação a valores 

inferiores de desvios padrões, e isso naturalmente aumentará o grau de complexidade do modelo 

da cadeia de suprimentos. No caso específico da abordagem da Tabela 5.2.1, a diferença de 

valores entre os desvios padrões não influenciou na robustez do modelo porque o valor nominal 

da demanda é metade do valor do caso da Tabela 5.2.2, i.e. é um caso com uma demanda 100% 

menor, tendo portanto uma parametrização menos complexa, e sendo por consequência 

naturalmente mais robusto. Uma constatação a mais sobre a parametrização do caso da Tabela 

5.2.1 que pode explicar o porquê que teve a maior robustez dos casos, é o fato do tempo de 

resolução do modelo ter sido em média 7 vezes mais rápido do que o tempo do caso da Tabela 

5.2.2, pois se o modelo resolve mais rápido é porque ele tem uma resolução mais fácil (menos 

variáveis, menos equações e inequações) e por isso é mais robusto. 

O framework do presente trabalho determina o desvio padrão que faz a solução robusta 

mais se aproximar da idealidade (𝑓𝑜𝑏𝑗
𝑂𝐷𝐺𝑅), ao mesmo tempo em que naturalmente diminui-se a 

penalização do valor da FO do problema robusto enquanto regula a robustez do modelo, ao 

invés de depender apenas do cenário de pior caso ou de casos limitados. Isto é, além de aumentar 

a robustez do modelo através do aumento do conservadorismo, neste framework também 

haverá, paralelamente, uma diminuição da penalização na FO por conta da estratégia de sintonia 

do framework que considera a aproximação a uma solução ideal através do modelo de 

arrependimento sem a atribuição da árvore de cenários.  
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6. CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 
 

Otimização robusta é um campo de alta flexibilidade a respeito de como a tratabilidade 

das soluções em uma otimização sob incerteza serão lidadas, e com isso diferentes frameworks 

foram desenvolvidos ao longo da linha do tempo. Neste trabalho, foi desenvolvido um 

framework para otimização robusta que considera o conceito de arrependimento relativo 

máximo e uma estratégia numérica estocástica e algorítmica para fazer a solução robusta melhor 

se aproximar à solução ideal, ao mesmo tempo em que a otimização considera as incertezas no 

processo, sendo que ao menos uma delas deve ser normalmente distribuída. Além disso, o 

framework desenvolvido tem a robustez e o conservadorismo sendo regulado pelo planejador 

através do ajuste de valores dos fatores de penalidade. Os resultados dos exemplos aplicados 

da metodologia (e.g. Tabela 3.5.6, Figuras 3.5.33 e 3.5.34) e do problema estudo de caso 

(Tabelas 5.2.1 e 5.2.2) mostraram que a depender da filosofia do framework de otimização 

robusta utilizado, e.g. do presente framework, a aversão ao risco de escolher valores de 

incertezas perto da média nem sempre é a melhor opção para se alcançar o melhor interesse (ou 

resposta).  

Baseado na discussão da aplicabilidade do framework em modelos não-lineares, como 

no modelo dos exemplos resolvidos das Equações 3.5.2 e 3.5.6, há o interesse de primeiro se 

criar um modelo não-linear para cadeia de suprimentos de problemas PDIRP, que considere as 

variáveis de decisões carga que um veículo deve levar em uma rota e a quantidade de vezes que 

essa rota deva ser executada, com a possível redução da quantidade de variáveis binárias. 

Finalmente com o modelo determinístico em mãos, há o segundo interesse de aplicar o presente 

framework para a realização da sintonia dos desvios padrões de possíveis incertezas normais 

atreladas aos parâmetros desse modelo, para realizar a execução da otimização robusta. 
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APÊNDICES 
 

APÊNDICE A 

 

Linhas de códigos das sintonias de todas as abordagens para a exemplificação do 

framework no problema exemplar linear, ao qual basta apenas adaptar a parametrização para 

cada um dos casos sintonizados: 

 

 
clear; 
close all; 
clc; 

  
average_eps_2_det_ref_geral = 2.5;   
theta_1 = 3;  
theta_2 = 2.5; 

theta_3 = 100;  
theta_4 = 70;  
theta_5 = 100 ;   
x1_passo =1;  
x2_passo = 1; 
UPPER_BOUND_RESTRICTION = 100;  
LOWER_BOUND_RESTRICTION = 70;  
mu_eps_1_ODGR = average_eps_2_det_ref_geral;    
alfa2 = 0.85; 
%COMEÇO------------------------------------------ OTIMIZAÇÃO DETERMINÍSTICA 

GERAL DE REFERÊNCIA---------------------------------- 
eps_1 = mu_eps_1_ODGR; 
FUNCMAX = 10^(-10); 
        for x1= 0:x1_passo:UPPER_BOUND_RESTRICTION                            
            for x2= 0:x2_passo:UPPER_BOUND_RESTRICTION                                       
            if x1>=20             
                if x2>=20                         
                if (x1+x2) <= UPPER_BOUND_RESTRICTION              
                    if (x1+x2) >= LOWER_BOUND_RESTRICTION %                                             
                        if x2*average_eps_2_det_ref_geral*alfa2 <= theta_4                         
                                if x1*eps_1<= theta_5                                                        
                                    FOBJ = x1*eps_1 + 

x2*average_eps_2_det_ref_geral*alfa2 + x1*theta_1 + x2*theta_2 –theta_3 ;                   
                                    if FOBJ<0                                                                                                                    
                                        disp('Fobj is negative, the result 

is wrong, hence the relative regret will be a sum, and is wrong'); 
                                        disp('ODGR is not tractable, change 

the parameters of the ODGR, and try again') 
                                        return                                       
                                    end                                         
                                    if FOBJ > FUNCMAX                   
                                        FUNCMAX = FOBJ;    
                                        x1_otimo = x1; 
                                        x2_otimo=x2;                     
                                    end 
                                end                                 
                        end                     
                    end                 
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                end 
                end 
            end             
            end                                                 
        end  
 if FUNCMAX == 10^(-10); 
     disp('ODGR is not tractable, change the parameters of the ODGR, and 

try again') 
 end                 
FOBJ_DET_REF_GERAL = FUNCMAX;   
%FIM------------------------------------------ OTIMIZAÇÃO DETERMINÍSTICA 

GERAL DE REFERÊNCIA---------------------------------- 

   
%COMEÇO------------------------------------------ OTIMIZAÇÃO SOB INCERTEZA-

-------------OTIMIZAÇÃO ROBUSTA----------------- 

   
N_iteracoes = 2000;   
alfa2 = 0.85;     
expectance_eps_2_LTRR = 2;  
theta_1 = 3 ;   
theta_2 = 2.5;   
theta_4 = 70;  
theta_5 = 100 ;    
i = 0; 
j = 0; 
x1_passo =1;  
x2_passo = 1; 
UPPER_BOUND_RESTRICTION = 100;  

LOWER_BOUND_RESTRICTION = 70;  

mu_eps_1_LTRR = expectance_eps_2_LTRR; 
DP = zeros(4,N_iteracoes);  
DP_modulo = zeros(4,N_iteracoes); 
for sigma_porcentagem_media = [2/100 5/100 10/100 20/100] 
    i = i + 1; 
    for j = 1:1:N_iteracoes          
%----------------------------------------------------- RESOLVE-SE O 

PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO ------------------------------- 
        eps_1 = normrnd(mu_eps_1_LTRR,sigma_porcentagem_media * 

mu_eps_1_LTRR);           
        FUNCMAX = 10^(-10);     
        for x1= 0:x1_passo:UPPER_BOUND_RESTRICTION                           
            for x2= 0:x2_passo:UPPER_BOUND_RESTRICTION                                     
            if x1>=20             
                if x2>=20                         
                if (x1+x2) <= UPPER_BOUND_RESTRICTION              
                    if (x1+x2) >= LOWER_BOUND_RESTRICTION                                              
                        if x2*expectance_eps_2_LTRR*alfa2 <= theta_4                         
                                if x1*eps_1<= theta_5                                                         
                                    FOBJ = x1*eps_1 + 

x2*expectance_eps_2_LTRR*alfa2 + x1*theta_1 + x2*theta_2  -100 ;                                                     
                                    if FOBJ<0                                     
                                        disp('Fobj is negative, the result 

is wrong, remake the operation by changing the LTRR parameters'); 
                                        return                                         
                                    end                                                                                                   
                                    if FOBJ > FUNCMAX                    
                                        FUNCMAX = FOBJ;   
                                        x1_otimo = x1; 
                                        x2_otimo=x2;                  
                                    end 
                                end                                 
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                        end                     
                    end                                 
                end 
                end 
            end             
            end                                                 
        end 

  
%************************************************************** AS LINHAS 

DE CÓDIGO DA OTIMIZAÇÃO TERMINA AQUI 

*****************************************                 
        FUNC_ESTOC_OTIMO = FUNCMAX;  
        rel_regret = (FOBJ_DET_REF_GERAL - 

FUNC_ESTOC_OTIMO)*100/(FOBJ_DET_REF_GERAL);     
        rel_regret_modulo = abs(rel_regret);            
        DP_modulo(i,j) = rel_regret_modulo;          
        if rel_regret_modulo >= 99.99 
            disp('One optimization is not robust, are you satisfied? If not 

remake the operation') 
        end         
    end       
end        
if length(DP_modulo(1,:)) < N_iteracoes     
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 2%')     
end  
if length(DP_modulo(2,:)) < N_iteracoes     
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 5%')     
end  
if length(DP_modulo(3,:)) < N_iteracoes     
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 10%')     
end  
if length(DP_modulo(4,:)) < N_iteracoes     
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 20%')     
end  

  
%FIM------------------------------------------ OTIMIZAÇÃO SOB INCERTEZA----

----------OTIMIZAÇÃO ROBUSTA----------------- 

   
%COMEÇO ---------------------------------------GRÁFICOS DOS ARREPENDIMENTOS 

RELATIVOS PARA CADA OTIMIZAÇÃO COM UM DADO VALOR FIXO DE DESVIO PADRÃO-----

------------------------------------ 

   
k=1:N_iteracoes;   
figure(1) 
subplot(2,1,1) 
plot(k, DP_modulo(1,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 2%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=0,85 ; \theta_4=70 

; \mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 2,5 '); 
 

subplot(2,1,2) 
plot(k, DP_modulo(2,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 5%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=0,85 ; \theta_4=70 

; \mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 2,5 '); 

  
figure(2) 
subplot(2,1,1) 
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plot(k, DP_modulo(3,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 10%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=0,85 ; \theta_4=70 

; \mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 2,5 '); 

  
subplot(2,1,2) 
plot(k, DP_modulo(4,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 20%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=0,85 ; \theta_4=70 

; \mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 2,5 '); 

  
%FIM ---------------------------------------GRÁFICOS DOS ARREPENDIMENTOS 

RELATIVOS PARA CADA OTIMIZAÇÃO COM UM DADO VALOR FIXO DE DESVIO PADRÃO-----

------------ 

  
%-----------------------------------CÁLCULO DAS MÉDIAS DOS ARREPENDIMENTOS 

RELATIVOS------------------------------------ 

  
media_rel_regret_sigma_2 = mean(DP_modulo(1,k));   
media_rel_regret_sigma_5 = mean(DP_modulo(2,k));   
media_rel_regret_sigma_10 = mean(DP_modulo(3,k));   
media_rel_regret_sigma_20 = mean(DP_modulo(4,k));   
xx=[2 5 10 20]; 
yy(1)= media_rel_regret_sigma_2; 
yy(2)= media_rel_regret_sigma_5; 
yy(3)= media_rel_regret_sigma_10; 
yy(4)= media_rel_regret_sigma_20; 

  
figure(3) 
plot(xx,yy,'k*') 
xlabel('Desvio padrão da incerteza normal \sigma_\epsilon_1 (% da média)'); 

ylabel('Arrependimento Relativo médio (%)'); 
title('ARM (%) vs \sigma_\epsilon_1 (%\mu(\epsilon_1) ) ; \alpha_2=0,85 ; 

\theta_4=70 ; \mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 2,5 ') 
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APÊNDICE B 

 

Algoritmo criado no MATLAB® (R2019b, Mathworks, Natick, MA, USA) para teste 

de monoticidade da função objetivo não-linear do exemplo da função objetivo da Equação 

(3.5.2) ao qual o framework desenvolvido foi utilizado:  

  
expectance_eps_2_LTRR = 2; 
theta_2 = 2.5;  
positive_count = 0; 
negative_count = 0; 
for x1 = 20:100 
 for x2 = 20:100 
  for eps_1 = 0.5:0.01:3.5             
   if x1>=20             
    if x2>=20                         
     if (x1+x2) <= UPPER_BOUND_RESTRICTION             
      if (x1+x2) >= LOWER_BOUND_RESTRICTION                                              
       if x2*expectance_eps_2_LTRR*alfa2 <= theta_4                          
        if 4*x1*(x1/x2)*eps_1 <= theta_5          

DERIVATIVE_FOBJ_X2 = -4*x1*(x1/(x2^2))*eps_1       

+expectance_eps_2_LTRR*alfa2 + theta_2 ;                                            
          if DERIVATIVE_FOBJ_X2>0                                             
           positive_count = positive_count + 1;                                                 
          end                                             
          if DERIVATIVE_FOBJ_X2<0                                           
           negative_count = negative_count + 1;                                                 
          end                                                   
        end 
       end 
      end 
     end 
    end 
   end 
  end 
 end 
end  
if positive_count >0 ee negative_count>0 
   disp('The function is not monotone in the feasible region') 
end 
if (positive_count >0 ee negative_count==0)  
   disp('The function is a monotonically increasing function in the 

feasible region') 
end 
if (positive_count==0 ee negative_count>0) 
   disp('The function is a monotonically decreasing function in the 

feasible region') 
end 
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APÊNDICE C 
 
 

Algoritmo criado no MATLAB® (R2019b, Mathworks, Natick, MA, USA) para a 

sintonia do problema não-linear referente à função objetivo da Equação (3.5.2) através da 

utilização do framework desenvolvido: 

 
 
 
clear; 
close all; 
clc;    
average_eps_2_det_ref_geral = 1.9;  
theta_1 = 3 ;   
theta_2 = 2.5; 

theta_3 = 100;   
theta_4 = 100;  
theta_5 = 100 ;     
x1_passo =1;  
x2_passo = 1;   
UPPER_BOUND_RESTRICTION = 100;  
LOWER_BOUND_RESTRICTION = 70;  
mu_eps_1_ODGR = 1.9;    
alfa2 = 1;  
%COMEÇO------------------------------------------ OTIMIZAÇÃO DETERMINÍSTICA 

GERAL DE REFERÊNCIA----------------------------------  
eps_1 = mu_eps_1_ODGR;  
FUNCMAX = 10^(-10);     
        for x1= 0:x1_passo:UPPER_BOUND_RESTRICTION                            
            for x2= 0:x2_passo:UPPER_BOUND_RESTRICTION                                        
            if x1>=20             
                if x2>=20                         
                if (x1+x2) <= UPPER_BOUND_RESTRICTION              
                    if (x1+x2) >= LOWER_BOUND_RESTRICTION                                              
                        if x2*average_eps_2_det_ref_geral*alfa2 <= theta_4                          
                                if 4*x1*(x1/x2)*eps_1<= theta_5                                                          
                                    FOBJ = 4*x1*(x1/x2)*eps_1 +   

x2*average_eps_2_det_ref_geral*alfa2 + x1*theta_1 + x2*theta_2 –theta_3;                   
                                    if FOBJ<0                                                                                                                     
                                        disp('Fobj is negative , the result 

is wrong, hence the relative regret will be a sum, and is wrong'); 
                                        disp('ODGR is not tractable, change 

the parameters of the ODGR, and try again') 
                                        return                                         
                                    end                                        
                                    if FOBJ > FUNCMAX                    
                                        FUNCMAX = FOBJ;    
                                        x1_otimo = x1; 
                                        x2_otimo=x2;                    
                                    end 
                                end                                 
                        end                 
                    end                             
                end 
                end 
            end             
            end                                               
        end  
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 if FUNCMAX == 10^(-10); 
     disp('ODGR is not tractable, change the parameters of the ODGR, and 

try again') 
 end                 
FOBJ_DET_REF_GERAL = FUNCMAX; 
N_iteracoes = 10000;  
alfa2 = 1;   
expectance_eps_2_LTRR = 2;  
theta_1 = 3 ;   
theta_2 = 2.5; 

theta_3 = 100;   
theta_4 = 100;   
theta_5 = 100 ;    
i = 0; 
j = 0; 
x1_passo =1;  

x2_passo = 1;  
UPPER_BOUND_RESTRICTION = 100;  
LOWER_BOUND_RESTRICTION = 70;  
mu_eps_1_LTRR = expectance_eps_2_LTRR;    
DP = zeros(4,N_iteracoes);  
DP_modulo = zeros(4,N_iteracoes);  
for sigma_porcentagem_media = [2/100 5/100 7/100 10/100]     
    i = i + 1;         
    for j = 1:1:N_iteracoes    

         
%----------------------------------------------------- RESOLVE-SE O 

PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO -------------------------------                
        eps_1 = normrnd(mu_eps_1_LTRR,sigma_porcentagem_media * 

mu_eps_1_LTRR);          
        if eps_1<0.5 || eps_1>3.5 
            disp('the program is not in the monotonic region, the tuning 

cannot be made') 
        end 
        FUNCMAX = 10^(-10);     
        for x1= 0:x1_passo:UPPER_BOUND_RESTRICTION                           
            for x2= 0:x2_passo:UPPER_BOUND_RESTRICTION                                     
            if x1>=20             
                if x2>=20                         
                if (x1+x2) <= UPPER_BOUND_RESTRICTION              
                    if (x1+x2) >= LOWER_BOUND_RESTRICTION                                            
                        if x2*expectance_eps_2_LTRR*alfa2 <= theta_4                         
                                if 4*x1*(x1/x2)*eps_1 <= theta_5                                                          
                                    FOBJ = 4*x1*(x1/x2)*eps_1 + 

x2*expectance_eps_2_LTRR*alfa2 + x1*theta_1 + x2*theta_2  -theta_3;                                                     
                                    if FOBJ<0                                     
                                        disp('Fobj is negative, the result 

is wrong, remake the operation by changing the LTRR parameters'); 
                                        return                                         
                                    end                                                                                                       
                                    if FOBJ > FUNCMAX                    
                                        FUNCMAX = FOBJ;    
                                        x1_otimo = x1; 
                                        x2_otimo=x2;                     
                                    end 
                                end 

                                 
                        end                    
                    end                                 
                end 
                end 
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            end             
            end                                                 
        end  
%************************************************************** AS LINHAS 

DE CÓDIGO DA OTIMIZAÇÃO TERMINA AQUI 

*****************************************                 
        FUNC_ESTOC_OTIMO = FUNCMAX;                 

rel_regret = (FOBJ_DET_REF_GERAL -   

FUNC_ESTOC_OTIMO)*100/(FOBJ_DET_REF_GERAL);     
        rel_regret_modulo = abs(rel_regret);    
        DP_modulo(i,j) = rel_regret_modulo;          
        if rel_regret_modulo >= 99.99 
            disp('One optimization is not robust, are you satisfied? If not 

remake the operation') 
            return 
        end                 
    end       
end    
if length(DP_modulo(1,:)) < N_iteracoes 
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 2%') 
end  
if length(DP_modulo(2,:)) < N_iteracoes     
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 5%')     
end  
if length(DP_modulo(3,:)) < N_iteracoes     
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 7%')     
end  
if length(DP_modulo(4,:)) < N_iteracoes    
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 10%')     
end  
%FIM------------------------------------------ OTIMIZAÇÃO SOB INCERTEZA----

----------OTIMIZAÇÃO ROBUSTA----------------- 

  
%COMEÇO ---------------------------------------GRÁFICOS DOS ARREPENDIMENTOS 

RELATIVOS PARA CADA OTIMIZAÇÃO COM UM DADO VALOR FIXO DE DESVIO PADRÃO-----

------------------------------------ 

   
k=1:N_iteracoes;  
figure(1) 
subplot(2,1,1) 
plot(k, DP_modulo(1,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 2%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=1 ; \theta_4=100 ; 

\mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 1,9 '); 

  
subplot(2,1,2) 
plot(k, DP_modulo(2,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 5%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=1 ; \theta_4=100 ; 

\mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 1,9 '); 

  
figure(2) 
subplot(2,1,1) 
plot(k, DP_modulo(3,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 7%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=1 ; \theta_4=100 ; 

\mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 1,9 '); 
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subplot(2,1,2) 
plot(k, DP_modulo(4,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 10%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=1 ; \theta_4=100 ; 

\mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 1,9 '); 

  

  
%FIM ---------------------------------------GRÁFICOS DOS ARREPENDIMENTOS 

RELATIVOS PARA CADA OTIMIZAÇÃO COM UM DADO VALOR FIXO DE DESVIO PADRÃO-----

------------ 

  
%-----------------------------------CÁLCULO DAS MÉDIAS DOS ARREPENDIMENTOS 

RELATIVOS------------------------------------ 

  
media_rel_regret_sigma_2 = mean(DP_modulo(1,k));  

  
media_rel_regret_sigma_5 = mean(DP_modulo(2,k));  

  
media_rel_regret_sigma_7 = mean(DP_modulo(3,k));  

  
media_rel_regret_sigma_10 = mean(DP_modulo(4,k));  

  
xx=[2 5 7 10]; 
yy(1)= media_rel_regret_sigma_2; 
yy(2)= media_rel_regret_sigma_5; 
yy(3)= media_rel_regret_sigma_7; 
yy(4)= media_rel_regret_sigma_10; 

  
figure(3) 

  
plot(xx,yy,'k*') 
xlabel('Desvio padrão da incerteza normal \sigma_\epsilon_1 (% da média)'); 

ylabel('Arrependimento Relativo médio (%)'); 
title('ARM (%) vs \sigma_\epsilon_1 (%\mu(\epsilon_1) ) ; \alpha_2=1 ; 

\theta_4=100 ; \mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 1,9 ') 
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APÊNDICE D 
 
 

Algoritmo criado no MATLAB® (R2019b, Mathworks, Natick, MA, USA) para a 

sintonia do problema não-linear referente à função objetivo da Equação (3.5.6) através da 

utilização do framework desenvolvido: 

 
clear; 
close all; 
clc; 

        
FOBJ_DET_REF_GERAL = 335;%FUNCMAX;%3000;%FUNCMAX; 
N_iteracoes = 200;  
alfa2 = 1;     
expectance_eps_2_LTRR = 2;   
theta_1 = 3 ;   
theta_2 = 2.5;  

theta_3 = 100;  
theta_4 = 100;   
theta_5 = 100 ;     
i = 0; 
j = 0; 
x1_passo =1;  
x2_passo = 1;   
UPPER_BOUND_RESTRICTION = 100;  

LOWER_BOUND_RESTRICTION = 70;  

mu_eps_1_LTRR = expectance_eps_2_LTRR;    
DP = zeros(4,N_iteracoes);  

DP_modulo = zeros(4,N_iteracoes);  
for sigma_porcentagem_media = [2/100 5/100 7/100 10/100] 
    i = i + 1;     
    for j = 1:1:N_iteracoes    

         
%----------------------------------------------------- RESOLVE-SE O 

PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO -------------------------------         
        eps_1 = normrnd(mu_eps_1_LTRR,sigma_porcentagem_media * 

mu_eps_1_LTRR);         
        if eps_1<0.5 || eps_1>3.5 
            disp('the program is not in the monotonic region, the tuning 

cannot be made') 
        end  
        FUNCMAX = 10^(-10);     
        for x1= 0:x1_passo:UPPER_BOUND_RESTRICTION                          
            for x2= 0:x2_passo:UPPER_BOUND_RESTRICTION    
            if x1>=20             
                if x2>=20                         
                if (x1+x2) <= UPPER_BOUND_RESTRICTION              
                    if (x1+x2) >= LOWER_BOUND_RESTRICTION                                              
                        if x2*expectance_eps_2_LTRR*alfa2 <= theta_4                          
                                if x1*(x1/x2)*eps_1 <= theta_5                                                          
                                    FOBJ = x1*(x1/x2)*eps_1 + 

x2*expectance_eps_2_LTRR*alfa2 + (x1*x1/x2)*theta_1 + x2^2*theta_2/x1 –

theta_3;                                                     
                                    if FOBJ<0                                     
                                        disp('Fobj is negative, the result 

is wrong, remake the operation by changing the LTRR parameters'); 
                                        return                                         
                                    end                                                                                                       
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                                    if FOBJ > FUNCMAX                    
                                        FUNCMAX = FOBJ;    
                                        x1_otimo = x1; 
                                        x2_otimo=x2;                     
                                    end 
                                end                                 
                        end                     
                    end                                 
                end 
                end 
            end             
            end                                                 
        end  
%************************************************************** AS LINHAS 

DE CÓDIGO DA OTIMIZAÇÃO TERMINA AQUI 

*****************************************                 
        FUNC_ESTOC_OTIMO = FUNCMAX;              
        rel_regret = (FOBJ_DET_REF_GERAL - 

FUNC_ESTOC_OTIMO)*100/(FOBJ_DET_REF_GERAL);             
        rel_regret_modulo = abs(rel_regret);                  
        DP_modulo(i,j) = rel_regret_modulo;          
        if rel_regret_modulo >= 99.99 
            disp('One optimization is not robust, are you satisfied? If not 

remake the operation') 
            return 
        end                 
    end       
end       
if length(DP_modulo(1,:)) < N_iteracoes     
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 2%')     
end  
if length(DP_modulo(2,:)) < N_iteracoes     
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 5%')     
end  
if length(DP_modulo(3,:)) < N_iteracoes     
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 7%')     
end  
if length(DP_modulo(4,:)) < N_iteracoes     
    disp('Some optimizations were infeasible for \sigma = 10%')     
end  
%FIM------------------------------------------ OTIMIZAÇÃO SOB INCERTEZA----

----------OTIMIZAÇÃO ROBUSTA----------------- 

   
%COMEÇO ---------------------------------------GRÁFICOS DOS ARREPENDIMENTOS 

RELATIVOS PARA CADA OTIMIZAÇÃO COM UM DADO VALOR FIXO DE DESVIO PADRÃO-----

------------------------------------   
k=1:N_iteracoes;   
figure(1) 
subplot(2,1,1) 
plot(k, DP_modulo(1,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 2%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=1 ; \theta_4=100 ; 

\mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 1,9 ');  

 
subplot(2,1,2) 
plot(k, DP_modulo(2,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 5%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=1 ; \theta_4=100 ; 

\mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 1,9 '); 
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figure(2) 
subplot(2,1,1) 
plot(k, DP_modulo(3,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 7%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=1 ; \theta_4=100 ; 

\mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 1,9 '); 

  
subplot(2,1,2) 
plot(k, DP_modulo(4,k),'k.' ) 
xlabel('Otimizações robustas realizadas');ylabel('Arrependimento relativo 

(%)'); 
title('\sigma_\epsilon_1 = 10%\mu(\epsilon_1) ; \alpha_2=1 ; \theta_4=100 ; 

\mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 1,9 '); 

  

  
%FIM ---------------------------------------GRÁFICOS DOS ARREPENDIMENTOS 

RELATIVOS PARA CADA OTIMIZAÇÃO COM UM DADO VALOR FIXO DE DESVIO PADRÃO-----

------------ 

  

  
%-----------------------------------CÁLCULO DAS MÉDIAS DOS ARREPENDIMENTOS 

RELATIVOS------------------------------------ 

  
media_rel_regret_sigma_2 = mean(DP_modulo(1,k));   
media_rel_regret_sigma_5 = mean(DP_modulo(2,k));   
media_rel_regret_sigma_7 = mean(DP_modulo(3,k));   
media_rel_regret_sigma_10 = mean(DP_modulo(4,k));  

  
xx=[2 5 7 10]; 
yy(1)= media_rel_regret_sigma_2; 
yy(2)= media_rel_regret_sigma_5; 
yy(3)= media_rel_regret_sigma_7; 
yy(4)= media_rel_regret_sigma_10; 

  
figure(3)   
plot(xx,yy,'k*') 
xlabel('Desvio padrão da incerteza normal \sigma_\epsilon_1 (% da média)'); 

ylabel('Arrependimento Relativo médio (%)'); 
title('ARM (%) vs \sigma_\epsilon_1 (%\mu(\epsilon_1) ) ; \alpha_2=1 ; 

\theta_4=100 ; \mu(\epsilon_1)=2 ; \epsilon_1^O^D^G^R = 1,9 ') 
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