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Resumo

Consideramos matrizes estocásticas aleatórias M com elementos dados por Mij � ❙Uij ❙2,
com U sendo uniformemente distribuída em um dos grupos de Lie clássicos ou em um

espaço simétrico associado. Observamos numericamente que, para altas dimensões, a

estatística espectral de M (descartando o autovalor de Perron-Frobenius) é similar à

do Ensemble Gaussiano Ortogonal para matrizes simétricas e à do ensemble real de

Ginibre para matrizes não-simétricas. Nossa abordagem para a estatística espectral é

baseada nas funções de Weingarten e na formulação de problemas enumerativos envolvendo

permutações.

Palavras-chave: matrizes aleatórias, matrizes estocásticas, grupos de Lie, espaços simé-

tricos.





Abstract

We consider random stochastic matrices M with elements given by Mij � ❙Uij ❙2, with

U being uniformly distributed on one of the classical compact Lie groups or some of

the associated symmetric spaces. We observe numerically that, for large dimensions, the

spectral statistics of M (discarding the Perron-Frobenius eigenvalue) are similar to those

of the Gaussian Orthogonal ensemble for symmetric matrices and to those of the real

Ginibre ensemble for nonsymmetric matrices. We compute some spectral statistics using

Weingarten functions and establish connections with some difficult enumerative problems

involving permutations.

Keywords: random matrices, stochastic matrices, Lie goups, symmetrical spaces.
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Introdução

Por volta de 1950, Eugene P. Wigner (1902-1995) estava interessado nos espectros

de energia de átomos pesados, como o Urânio [2]. Os átomos pesados têm um grande

número de níveis de energia, que aparecem nos dados experimentais como picos na taxa

de difusão de nêutrons em função da energia [3]. Porém, do ponto de vista teórico, o

estudo de tais átomos é muito mais complicado que o do átomo de Hidrogênio. Devido à

dificuldade de descrever um núcleo individual, Wigner optou por uma abordagem estatística,

estudando, por exemplo, as distribuições do espaçamento entre níveis de energia vizinhos

(precisamente, o espaçamento em unidades do espaçamento médio, ou seja, o espaçamento

real dividido pelo espaçamento médio). Ele considerou que níveis de energia eram associados

a autovalores de matrizes hermitianas aleatórias e, consequentemente, a distribuição dos

espaçamentos dos níveis de energia estaria relacionada à distribuição dos espaçamentos

entre os autovalores de tais matrizes. Os elementos das matrizes aleatórias utilizadas por

Wigner possuem distribuição normal:

P ❼H➁➀ exp❿✏1
2

TrH2➄ � N

▼
i�1

e✏
❚hii❚2

2

N

▼
j❊i

e✏❙hij ❙2 , (1)

por isso esses conjuntos de matrizes são chamados ensembles gaussianos. Se o conjunto é

invariante por multiplicação por matrizes unitárias (respectivamente, ortogonais, simplé-

ticas), temos o Ensemble Gaussiano Unitário (respectivamente, Ortogonal, Simplético),

denotado GUE (respectivamente, GOE, GSE). Os dados experimentais corroboraram a

previsão de Wigner: na Fig. 1 um histograma com 1726 espaçamentos é comparado com a

previsão da Teoria de Matrizes Aleatórias (GOE). Esta foi uma das primeiras aplicações

da Teoria de Matrizes Aleatórias (RMT) na Física .

Apesar de as matrizes aleatórias terem surgido na Matemática por volta de 1930,

com trabalhos de Hsu [4], Wishart [5] e outros, somente depois dos trabalhos de Wigner,

na década de 1950, é que a teoria atraiu a atenção dos físicos [6]. Desde então, muito

conhecimento na área vem sendo acumulado e muitas aplicações têm surgido. Além dos

núcleos pesados, outros sistemas que possuem espectros complicados são os bilhares caóticos

em 2D. Formas simples no bilhar podem produzir espectros complicados como o bilhar

de Sinai (composto por um quadrado com uma circunferência interna) e o estádio (um

retângulo com dois semicírculos). No bilhar a partícula é livre e interage apenas com a

superfície na qual é defletida. Se o sistema é classicamente integrável, o espaçamento dos

autovalores do hamiltoniano correspondente segue uma distribuição de Poisson, e com

muitas degenerescências entre níveis de energia. Entretanto, se é caótico, os níveis possuem

a mesma estatística dos autovalores de matrizes aleatórias: sem degenerescências, ou seja,

eles se repelem. Este comportamento foi observado pela primeira vez por Berry e Tabor
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um grafo (mais detalhes na Seção 1.8) [22, 23]. Foi mostrado que o gap espectral dessas

matrizes também é da forma 1 ✏❖ ❼N✏1⑦2➁ [24]. Zyczkowski et al. investigaram o espectro

dessas matrizes (além de matrizes estocásticas obtidas através de matrizes ortogonais,

Mij � O
2
ij), e encontraram resultados interessantes em termos de hipocicloides [25]. Matrizes

biestocásticas, que são matrizes estocásticas com linhas e colunas normalizadas, também

foram investigadas [26].

Neste trabalho, estendemos a definição dos ensembles de matrizes estocásticas.

Definimos um ensemble associado ao grupo de Lie remanescente, o grupo Simplético

(que denotamos ΣS). E também definimos os ensembles associados aos seguintes espaços

simétricos compactos: os ensembles circulares (AI e AII) e os ensembles quirais (AIII,

BDI e CII), segundo a classificação de Cartan [27]. Dessa forma, temos os ensembles de

matrizes estocásticas ΣU , ΣO e ΣS associados grupos Unitário, Ortogonal e Simplético,

respectivamente; os ensembles ΣAI e ΣAII associados aos ensembles circulares AI e AII; e

os ensembles ΣAIII , ΣBDI e ΣCII associados aos ensembles quirais AIII, BDI e CII. Todos

eles com medidas induzidas pela medida de Haar.

Mesmo que nossas matrizes, Mij � ❙Uij ❙2, não possuam elementos independentes

podemos esperar universalidade, já que a condição de estocasticidade torna-se mais fraca

à medida que a dimensão das matrizes cresce. Numericamente, esta conjectura parece ser

verídica. Os ensembles de matrizes estocásticas associados aos ensembles quirais apresentam

um parâmetro arbitrário α, e a universalidade parece estar presente quando α � 0. Para

obter informações sobre as distribuições de autovalores e para tentar provar a universalidade,

investigamos as médias ❵TrMn❡ e ❵Tr ❼MMT ➁n❡ através do maquinário das funções de

Weingarten [28, 29, 30, 31, 32]. Entretanto, não conseguimos caracterizar completamente

as distribuições pois nos deparamos com problemas combinatórios complicados envolvendo

permutações.

Este trabalho está dividido em quatro capítulos. No Capítulo 1, fazemos uma revisão

de conceitos que são requisitados ao longo do trabalho, como grupos de permutação, grupos

de Lie e espaços simétricos. Além disso, motivamos e definimos as matrizes estocásticas

que serão alvo de nosso estudo. No Capítulo 2, expomos noções da Teoria de Matrizes

Aleatórias, como medida e média sobre grupos. No Capítulo 3, exibimos cálculo dos

primeiros momentos das distribuições de autovalores das matrizes estocásticas bem como

os resultados dos experimentos numéricos. Finalmente, no Capítulo 4, temos as conclusões.

A produção de matrizes aleatórias adequadas para conduzir os experimentos numéricos é

tratada no Apêndice A.
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1 Conceitos Fundamentais

Neste capítulo vamos explorar alguns conceitos fundamentais que serão utilizados

adiante. Começamos com uma introdução sobre Teoria de Grupos e passamos aos grupos

mais pertinentes ao presente trabalho: os grupos de permutações e os grupos de matrizes.

Por fim, exploramos conceitos básicos de Teoria das Representações, funções simétricas e

cadeias de Markov.

1.1 Grupos

Uma operação (�), sobre um conjunto G é definida como uma aplicação que tem

como domínio G ✕G e G como contradomínio. Ou seja, quando operamos dois elementos

de um conjunto G, o resultado deve ser um elemento de G. Como exemplos de operações,

temos o produto de matrizes quadradas, a soma de números reais, entre outras.

Se uma operação � definida sobre o conjunto G

• é associativa: ➛g1, g2, g3 ❃ G temos g1 � ❼g2 � g3➁ � ❼g1 � g2➁ � g3;

• admite um elemento neutro: existe um único e ❃ G tal que g � e � e � g � g,➛g ❃ G;

• e admite elemento inverso: ➛g ❃ G existe um único g✏1 ❃ G tal que g � g✏1 � g✏1 � g � e;

dizemos que ❼G, �➁ forma um grupo. Cabe ressaltar que se g1 � g2 � g2 � g1 para quaisquer

elementos g1, g2, então G representa um grupo comutativo ou abeliano. O número de

elementos em G é a ordem do grupo. Por questão de simplicidade, quando não houver

risco de ambiguidade, denotaremos um grupo ❼G, �➁ simplesmente por G, a operação �

fica implícita. Como exemplos de grupos, podemos citar: R com a operação de adição

usual; o conjunto das matrizes de mesma ordem também com a adição de matrizes usual;

o conjunto ➌1,✏1, i,✏i➑ juntamente com o produto usual; as matrizes com determinante

não-nulo com o produto usual de matrizes.

Quando um subconjunto H de G forma, também, um grupo com a mesma operação

de ❼G, �➁, dizemos que ❼H, �➁ é um subgrupo de ❼G, �➁. Um exemplo de subgrupo de

um grupo qualquer são os subgrupos gerados por elementos do grupo. O subgrupo

gerado por um único elemento é o conjunto formado por todas as suas potências, dado

g ❃ G, ❵g❡ � ➌gm❙m ❃ Z➑ � ➌..., g✏m, ..., g✏1, e, g, ..., gm, ...➑. E o subgrupo gerado por vários

elementos, ❵g1, ..., gk❡, é conjunto formado por todos os produtos de potências que podem

ser formadas com estes elementos. Uma analogia válida é: o subgrupo gerado por k

elementos de G é o conjunto de todas as palavras que podem ser formadas com um
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alfabeto com k letras. Por exemplo, g1, g2, g1g2, g
2
1g2, g1g

2
2, g

2
1g

2
2, ... são elementos de ❵g1, g2❡.

De acordo com o exemplo dado acima ❵i❡ � ➌1,✏1, i,✏i➑ e ❵✏1❡ � ➌1,✏1➑ são subgrupos do

grupo ➌1,✏1, i,✏i➑.

Agora, podemos definir a conjugação de x ❃ G por um elemento g ❃ G como gxg✏1.

Dizemos que x, y ❃ G estão relacionados se, e somente se, ➜g ❃ G tal que y � gxg✏1. Esta

relação é uma relação de equivalência. A classe de conjugação de um elemento g1 de G

é o conjunto de todos os elementos a ele conjugados, ou seja, g1 � ➌gg1g✏1❙g ❃ G➑. Se H,

um subgrupo de G, é invariante por conjugação para todos os elementos de G, ou seja,

gHg✏1 �H, ➛g ❃ G, dizemos que H é um subgrupo normal de G.

Podemos ainda definir um coset (também chamado classe lateral). Dado H um

subgrupo de G e g ❃ G, definimos um coset à esquerda gH � ➌gh❙h ❃ H➑ e os cosets à

direita, de forma análoga, Hg � ➌hg❙h ❃H➑. Observe que o conjunto de cosets forma uma

partição do conjunto G. Se o subgrupo é normal, então os cosets à esquerda coincidem

com os cosets à direita. Além disso, cada coset tem a mesma ordem que H.

O conjunto quociente G⑦H é o conjunto dos cosets à esquerda (também podemos

definir de maneira análoga como o conjunto dos cosets à direita). Se o subgrupo for normal,

o conjunto quociente forma um grupo. E a operação é o produto de cosets: o produto dos

cosets dos elementos g1 e g2 corresponde ao coset do produto g1g2, isto é, se o coset de g1

é g1 e de g2 é g2 o produto dos cosets é g1 � g2 � g1 � g2. Como exemplo, considere ❼Z,✔➁, o

conjunto dos inteiros com a operação de adição, e um de seus subgrupos 2Z, o conjunto

dos números pares. O quociente Z⑦2Z é o conjunto ➌0,1➑ com a adição módulo 2.

Um homomorfismo de grupos é uma aplicação que respeita as operações dos

grupos. Se Ψ é um homomorfismo que tem como domínio o grupo ❼G1,❻➁ e o grupo❼G2, �➁ como contradomínio, então Ψ❼g1 ❻ g2➁ � Ψ❼g1➁ �Ψ❼g2➁, ➛g1, g2 ❃ G1. Como exemplo,

podemos citar a função exponencial. Ela tem como domínio o conjunto R, que define um

grupo com a operação de adição, ❼R,✔➁, e tem como contradomínio o conjunto dos números

reais maiores que zero R❻

✔
, que forma um grupo juntamente com a operação de produto

usual, ❼R❻

✔
, �➁. A propriedade da função exponencial, exp❼x1 ✔ x2➁ � exp❼x1➁ exp❼x2➁, faz

dela um homomorfismo entre o grupo ❼R,✔➁ e o grupo ❼R❻

✔
, �➁.

1.2 Grupos de Permutações

Quando embaralhamos um baralho, alteramos a ordem das cartas, mas não retira-

mos nem colocamos nenhuma carta. A iniciativa de embaralhar pode ser vista como uma

função e a posição das cartas pode ser vista sobre o conjunto ➌1, ..., n➑. Assim, embaralhar

é uma função bijetora que tem como domínio e como imagem o conjunto ➌1, ..., n➑. Tal

função recebe o nome de permutação. Juntamente com a operação de composição, elas

formam o grupo de permutações, também chamado grupo simétrico, denotado por
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Sn. E sua ordem é n!, ou seja, o número de maneiras de ordenar o conjunto ➌1, ..., n➑.

Podemos descrever uma permutação especificando a imagem de cada elemento.

Porém, existe uma maneira conveniente de escrever uma permutação, a chamada notação

de ciclos. Em um ciclo, o elemento à direita é imagem do elemento à esquerda e o primeiro

elemento do ciclo é imagem do último. Assim, escrevemos uma permutação como um

produto de ciclos disjuntos (isto é, sem elementos em comum), e os elementos que são

omitidos da escrita são pontos fixos. Por exemplo, considere σ � ❼1 4 2➁❼5 6➁ ❃ S6 temos

que σ❼1➁ � 4, σ❼4➁ � 2, σ❼2➁ � 1, σ❼5➁ � 6, σ❼6➁ � 5 e σ❼3➁ � 3.. Mas σ � ❼1 4 2➁❼5 6➁ �❼5 6➁❼1 4 2➁ � ❼2 1 4➁❼5 6➁ ① ❼1 2 4➁❼5 6➁: a escrita não depende da ordem dos ciclos e

os ciclos permitem outras escritas, desde que a ordem cíclica seja respeitada. O grupo

simétrico não é comutativo para n ❊ 3: ❼1 2➁❼1 3➁ � ❼1 3 2➁ enquanto ❼1 3➁❼1 2➁ � ❼1 2 3➁.
E, enquanto não houver risco de confusão, continuaremos denotando as permutações sem

o uso de vírgulas.

O comprimento de um ciclo consiste no número de símbolos. O ciclo-tipo da

permutação (denotado ct) é a sequência fracamente decrescente dos comprimentos dos

ciclos que compõem a permutação. Esta sequência forma uma partição de n, ou seja,

se λ � �λ1, λ2, ..., λk✆ é uma partição, então ◗
i

λi � n e λi ❊ λj, se i ❅ j, e o comprimento

da partição é l❼λ➁ � k. Denotamos λ Ø n. Podemos ainda escrever λ � ✁11̂,22̂, ..., nn̂✝,
onde ĵ é o número de vezes que j aparece em λ. Dessa forma, ◗

j

ĵj � n. Dada uma

λ � �λ1, λ2, ..., λk✆ Ø n podemos definir 2λ � �2λ1,2λ2, ...,2λk✆, que faz com que 2λ seja

uma partição de 2n, e ainda λ ✽ λ � �λ1, λ1, λ2, λ2, ..., λk, λk✆, que também é uma partição

de 2n. Por exemplo, σ � ❼1 4 2➁❼5 6➁ ❃ S6 tem um ciclo de comprimento 3 e um ciclo de

comprimento 2, então seu ciclo-tipo é ct ❼σ➁ � �3,2,1✆ Ø 6.

O ciclo-tipo das permutações nos permite particionar o grupo Sn em tantas classes

quantas forem as partições de n. Mais ainda, se duas partições tiverem o mesmo ciclo-tipo,

então elas são conjugadas e vice-versa. Por exemplo, ❼1 2➁❼1 3 2➁❼1 2➁✏1 � ❼1 2 3➁. Dessa

forma, as classes de conjugação de Sn podem ser indexadas por uma partição de n, pois

todas as permutações ali contidas têm o mesmo ciclo-tipo, denotadas Cλ com λ Ø n. A

ordem da classe de conjugação ❙Cλ❙ corresponde, então, ao número de maneiras de impor um

dado ciclo-tipo em n símbolos. Temos n! maneiras de organizar os n símbolos. Cada ciclo de

comprimento j pode ser escrito de j maneiras diferentes, porém equivalentes, totalizando

j ĵ escritas. Por outro lado, os ciclos de comprimento j podem aparecer ordenados de j!

maneiras. Logo, o número de permutações na classe Cλ é

❙Cλ❙ � n!
n

▼
j�1

ĵ! j ĵ

. (1.1)

Em S2n, as permutações que comutam com τ � ❼1 2➁❼3 4➁ ... ❼2n ✏ 1 2n➁ formam
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um subgrupo. Este é chamado hiperoctaedro, denotado Hn e contém 2nn! elementos.

Por exemplo, H2 � ➌id, ❼1 2➁, ❼3 4➁, ❼1 2➁❼3 4➁, ❼1 3➁❼2 4➁, ❼1 4➁❼2 3➁, ❼1 3 2 4➁, ❼1 4 2 3➁➑
tem oito elementos e todos eles comutam com ❼1 2➁❼3 4➁. As permutações do hiperoctaedro

também podem ser vistas como as permutações que mantêm invariante o seguinte conjunto

de pareamentos ➌➌1,2➑ ,➌3,4➑ , ...,➌2n ✏ 1,2n➑➑, como na Fig. 3a. As permutações do

hiperoctaedro podem modificar o ordenamento dos pares e as posições dos números, mas

não modificam os pares propriamente ditos, Fig. 3a e 3b. Entretanto, permutações que

não pertencem ao hiperoctaedro modificam tais pares, Fig. 3c e 3d.
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Figura 3 – Pareamentos gerados por quatro permutações: σ1, σ2 ❃H2 e σ3, σ4 ➯H2.

O subconjunto de permutações σ de S2n que satisfazem

σ❼2i ✏ 1➁ ❅ σ❼2i➁ e σ❼1➁ ❅ σ❼3➁ ❅ ✆ ❅ σ❼2n ✏ 1➁ (1.2)

formam o conjunto▼n. Este conjunto forma um conjunto completo de representantes das

classes em S2n⑦Hn [32]. Às vezes os elementos de▼n são identificados com matchings. Mat-

ching são partições do conjunto ➌1, ...,2n➑ em blocos de tamanho dois. O matching trivial

é t � ➌➌1,2➑ ,➌3,4➑ , ...,➌2n ✏ 1,2n➑➑. E podemos associar um matching com uma permuta-

ção da seguinte maneira: mσ � ➌➌σ❼1➁, σ❼2➁➑ ,➌σ❼3➁, σ❼4➁➑ , ..., ➌σ❼2n ✏ 1➁, σ❼2n➁➑➑. Dessa

forma, permutações que produzem o mesmo matching são equivalentes. A classe da permuta-

ção ❼2 3➁ é ❼2 3➁H2 � ➌❼2 3➁, ❼1 3 2➁, ❼1 4➁, ❼1 2 4➁, ❼1 4 3➁, ❼2 3 4➁, ❼1 3 4 2➁, ❼1 2 4 3➁➑
e todas as permutações pertencentes à classe geram o matching ➌➌1,3➑ ,➌2,4➑➑. Para

n � 2, temos três matchings: ➌➌1,2➑ ,➌3,4➑➑ ,➌➌1,3➑ ,➌2,4➑➑ , ➌➌1,4➑ ,➌2,3➑➑ ❃▼2. Eles

representam, respectivamente, as classes idH2, ❼2 3➁H2 e ❼2 4 3➁H2, que formam o con-

junto quociente S4⑦H2 . Os matchings também podem ser vistos como pareamentos,➌➌1,2➑ ,➌3,4➑➑ corresponde ao pareamento das Figs. 3a e 3b, ➌➌1,3➑ ,➌2,4➑➑ à Fig. 3c e➌➌1,4➑ ,➌2,3➑➑ à Fig. 3d.

Assim como podemos associar um matching a uma permutação, também podemos

associar uma permutação a um matching. Isto pode ser feito por meio das involuções

sem pontos fixos. Estas involuções são constituídas de n transposições, o resultado são

permutações de S2n com ciclo-tipo �2n✆. Para construí-las associamos a cada bloco de

tamanho 2, em um matching, uma transposição com os mesmos índices; e a permutação que
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representa o matching será o produto dessas n transposições. E vamos denotá-la por f❼m➁.
Por exemplo, dado▼3 ❄ m1 � ➌➌1,3➑ ,➌2,4➑ ,➌5,6➑➑, temos f❼m1➁ � ❼1 3➁❼2 4➁❼5 6➁ ❃ S6.

Dada uma permutação σ ❃ S2n, podemos definir uma propriedade chamada coset-

tipo. Para definir o coset-tipo de uma permutação, seguimos os seguintes passos. Primei-

ramente, definimos o grafo Γσ, com 2n vértices enumerados e em duas fileiras. Os números

ímpares na fileira superior e os pares na inferior. A seguir, usando o matching trivial

como relação de incidência marcamos as arestas tracejadas. Por fim, usando o matching

gerado por σ como relação de incidência, marcamos as linhas cheias. Tomamos a sequência

fracamente decrescente dos graus das componentes conexas do grafo Γσ. O coset-tipo de

σ consiste na metade dessa sequência (observe que cada componente conexa tem grau

par, pois cada vértice que a compõe tem grau par resultante da incidência de uma aresta

tracejada e uma cheia). Note, portanto, que o coset-tipo de σ, denotado �σ✆, consiste em

uma partição de n.

Como exemplo, considere a permutação ξ � ❼1, 3, 5➁❼8, 10➁ ❃ S14. O matching gerado

por ξ é mξ � ➌➌2,3➑ ,➌4,5➑ ,➌1,6➑ ,➌7,10➑ ,➌8,9➑ ,➌11,12➑ ,➌13,14➑➑. Assim, podemos

construir o grafo Γξ (Fig. 4) e concluímos que �ξ✆ � �3,2,12✆ Ø 7.
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Figura 4 – Grafo Γξ gerado pela permutação ξ � ❼1,3,5➁❼8,10➁ ❃ S14.

O coset-tipo distingue os cosets duplos de Hn em S2n, mas não os cosets. Os cosets

duplos são definidos como HnσHn � ➌h1σh2❙h1, h2 ❃Hn➑, e o conjunto de cosets-duplos é

Hn❷S2n⑦Hn [33]. Com efeito, as permutações que pertencem ao coset ❼2 3➁H2 têm coset-

tipo �2✆ que é o mesmo coset-tipo das permutações que pertencem ao coset ❼2 4 3➁H2.

Apesar de pertencerem a cosets diferentes, elas pertencem ao mesmo coset duplo, ou

seja, H2❼2 3➁H2 � H2❼2 4 3➁H2; de fato ❼2 4 3➁ ❃ ❼2 4 3➁H2 e ❼1 3 2➁ ❃ ❼2 3➁H2, mas❼2 4 3➁ � ❼3 4➁❼1 3 2➁❼1 2➁ com ❼1 2➁, ❼3 4➁ ❃H2, elas pertencem ao mesmo coset-duplo. E o

número de elementos no coset-duplo da permutação σ é dado pelo número de permutações

que têm o coset-tipo �σ✆, e vale

❙Hσ ❙ � ❚C�σ✆❚ 4nn!
2l❼�σ✆➁ . (1.3)

Esta expressão pode ser obtida contabilizando o número maneiras de construir grafos Γσ

para um dado coset-tipo, de certa forma, um processo semelhante ao usado para obter a

Eq. 1.1 [33].
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1.3 Grupos de Matrizes e Espaços Simétricos

As matrizes quadradas de ordem N com determinante não-nulo (ou seja, que

têm inversa) juntamente com o produto usual de matrizes formam grupos, os grupos

lineares gerais de ordem N , GLN❼C➁ quando as matrizes têm entradas complexas e

GLN❼R➁ quando as matrizes têm entradas reais. Diferentemente dos grupos encontrados

nas seções anteriores, os grupos lineares gerais são grupos com um número não-enumerável

de elementos, são grupos contínuos (ou de Lie). Os grupos lineares gerais possuem vários

subgrupos, eles são chamados grupos de matrizes. Dentre eles estão os grupos Unitário,

Ortogonal e Simplético, sendo estes grupos de Lie compactos [34].

O grupo Unitário, ❯❼N➁, é o conjunto das matrizes com entradas complexas

cuja inversa é dada pela conjugada da matriz transposta, ou seja, satisfazem

UU † � I. (1.4)

Portanto, o grupo das matrizes unitárias é um subgrupo de GLN❼C➁. Além disso, as

matrizes unitárias tem determinante de módulo 1. Tais matrizes preservam a seguinte

forma bilinear:

❵u, v❡ � u†v �
N

◗
i�1

u❻i vi. (1.5)

As matrizes unitárias são comuns na Mecânica Quântica, pois vários operadores têm forma

matricial dada por matrizes unitárias.

Quando as matrizes unitárias são reais, elas satisfazem

OOT � I, (1.6)

ou seja, a inversa constitui-se na transposta. Esse conjunto de matrizes também forma um

grupo, o grupo Ortogonal, ❖❼N➁. Assim, o grupo ortogonal, além de ser subgrupo de

GLN❼C➁ (ou GLN❼R➁), é também subgrupo de ❯❼N➁.
As matrizes que compõem o grupo ortogonal, além de preservar a forma bilinear

na Eq. 1.5, também preservam a seguinte:

❵u, v❡ � uTv �
N

◗
i�1

uivi. (1.7)

Elas estão associadas com as rotações em RN , já que u e v são reais. As matrizes ortogonais

tem determinante igual a ✖1. Em R2, as matrizes que rotacionam os eixos por um ângulo

θ no sentido anti-horário são da forma

R❼θ➁ � ➆➈ cos ❼θ➁ ✏sen ❼θ➁
sen ❼θ➁ cos ❼θ➁ ➇➉ . (1.8)

Essas matrizes têm como inversa uma rotação no sentido oposto: R✏1❼θ➁ � R❼✏θ➁. Mas

como R❼✏θ➁ � R❼θ➁T , temos R❼θ➁R❼θ➁T � I, portanto são matrizes do grupo ortogonal.
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Por fim temos o grupo Simplético, que aparece sob três formas ❙p❼2N,R➁,
❙p❼2N,C➁ e ❙p❼2N➁ [35]. O grupo ❙p❼2N,C➁ (respectivamente, ❙p❼2N,R➁) é um subgrupo

de GL2N❼C➁ (respectivamente, GL2N❼R➁). As matrizes que compõem o grupo ❙p❼2N,C➁
(respectivamente, ❙p❼2N,R➁) são aquelas que mantêm invariante a seguinte forma bilinear

em C2N (respectivamente, R2N)

tu, v② �

N

◗
i�1

❼uivi✔N ✏ ui✔Nvi➁ , (1.9)

na forma matricial escrevemos

tu, v② � uTJv, (1.10)

em que

J �
➆➈ 0N IN

✏IN 0N

➇➉ . (1.11)

Isto nos diz que as matrizes simpléticas S devem satisfazer STJS � J , o que pode ser

reescrito como S✏1 � JSTJT , visto que JT � ✏J . A matriz SD � JSTJT é chamada matriz

dual de S. Portanto, as matrizes simpléticas satisfazem uma relação semelhante à das

matrizes unitárias:

SSD � I. (1.12)

Em particular, observe que a Eq. 1.10 tem as seguintes propriedades, em primeiro lugartu,Sv② � tSDu, v② e, em segundo lugar, tu, v② � ✏tv, u② (é uma forma bilinear antissimé-

trica). Os elementos da matriz SD podem ser escritos com base nos elementos da matriz

S:

SD
ij �

➣➝➝➝➝➝➝➝➝➛➝➝➝➝➝➝➝➝↕

Sj✔N,i✔N , se 1 ❉ i ❉ N e 1 ❉ j ❉ N

✏Sj✏N,i✔N , se 1 ❉ i ❉ N e N ❅ j ❉ 2N

✏Sj✔N,i✏N , se N ❅ i ❉ 2N e 1 ❉ j ❉ N

Sj✏N,i✏N , se N ❅ i ❉ 2N e N ❅ j ❉ 2N

. (1.13)

Se escrevemos S com blocos de dimensão N , a matriz dual pode ser construída como

segue:

S �
➆➈ A B

C D

➇➉✟ SD �
➆➈ DT ✏BT

✏CT AT

➇➉ . (1.14)

Também é interessante notar que

SJ �
➆➈ ✏B A

✏D C

➇➉ e JS �
➆➈ C D

✏A ✏B

➇➉ . (1.15)

A álgebra das matrizes simpléticas pode ser formulada em termos dos quatérnios

de Hamilton [36], que são generalizações dos números complexos. Um quatérnio q ❃ H é

dado por:

q � a0 ✔ a1i1 ✔ a2i2 ✔ a3i3, a0, a1, a2, a3 ❃ R, (1.16)
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onde i1, i2 e i3 são as unidades quaterniônicas e satisfazem

i21 � i
2
2 � i

2
3 � i1i2i3 � ✏1. (1.17)

O conjugado de q é

q❻ � a0 ✏ a1i1 ✏ a2i2 ✏ a3i3. (1.18)

Assim como RN e CN , também podemos estudar HN : o conjunto das N ✏ uplas de

quatérnios, Ñq ❃ HN com Ñq � ❼q1, ..., qN➁ e qi ❃ H. Dessa forma,

❵Ñu, Ñv❡ � N

◗
i�1

u❻i vi, Ñu, Ñv ❃ HN (1.19)

é o análogo de HN ao produto interno de CN . E a norma de um quatérnio é ❙Ñu❙2 � ❵Ñu, Ñu❡.
Eles admitem uma representação em termos de matrizes de ordem 2:

K0 �
➆➈ 1 0

0 1

➇➉ ,K1 �
➆➈ i 0

0 ✏i

➇➉ ,K2 �
➆➈ 0 1

✏1 0

➇➉ ,K3 �
➆➈ 0 i

i 0

➇➉ (1.20)

onde il ✭Kl. Dessa forma um quatérnio pode ser representado pela matriz

A �
➆➈ z w

✏w❻ z❻

➇➉ , (1.21)

onde z � a0✔ia1 e w � a2✔ia3. E seu conjugado é dado por q❻ ✭ A†. Essa representação pode

ser estendida para uma matriz quaterniônica ◗ de ordem N . Ela pode ser representada

por uma matriz complexa de ordem 2N :

◗✭ Q � Q0 ❛K0 ✔Q1 ❛K1 ✔Q2 ❛K2 ✔Q3 ❛K3 (1.22)

onde Q0,Q1,Q2 e Q3 são matrizes reais.

Analogamente, GLN❼H➁ é o grupo das matrizes inversíveis de ordem N cujas

entradas são quatérnios. E ❙p❼2N➁ � ❙p❼2N,C➁✾❯❼2N➁ é o subgrupo de GL2N❼C➁ (note

que, devido à Eq.1.21, uma matriz quaterniônica de ordem N deve ser representada por uma

matriz complexa de ordem 2N) em que as matrizes simpléticas satisfazem ❙†❙ � ❙❙† � ■.

E com o auxílio da álgebra dos quatérnios, podemos mostrar que

❯❼N,H➁ ✟ ❙p❼2N➁, (1.23)

ou seja, o grupo ❙p❼2N➁ é isomorfo ao grupo Unitário quaterniônico de ordem N , ❯❼N,H➁
[36]. Para visualizar o isomorfismo, devemos aplicar uma transformação unitária na matriz

J , apenas uma permutação de suas linhas (observe que essa transformação sempre pode

ser feita), a fim de obter a matriz

J1 �

➆➊➊➊➊➊➊➊➊➈

0 1

✏1 0 ✟

✟ ✟ ✟

✟ 0 1

✏1 0

➇➋➋➋➋➋➋➋➋➉
� IN ❛K2. (1.24)
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Essa transformação mantém a representação complexa da matriz S inalterada. Mas a

matriz dual de S torna-se J1STJT
1 . Devido à álgebra dos quatérnios e à representação

complexa, nas Eqs. 1.21 e 1.22, podemos concluir que SD � S†. Dessa forma S é uma

matriz unitária de ordem 2N . Para N � 2, uma matriz S em ❙p❼N➁, na representação

complexa, é dada por

❙ �
➆➈ q1 q2

q3 q4

➇➉✭ S �

➆➊➊➊➊➊➊➈

z1 w1 z2 w2

✏w❻

1 z❻1 ✏w❻

2 z❻2

z3 w3 z4 w4

✏w❻

3 z❻3 ✏w❻

4 z❻4

➇➋➋➋➋➋➋➉
. (1.25)

E a matriz J é transformada pela matriz L na matriz J1:

L �

➆➊➊➊➊➊➊➈

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

➇➋➋➋➋➋➋➉
✟ J1 � LJL �

➆➊➊➊➊➊➊➈

0 1 0 0

✏1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 ✏1 0

➇➋➋➋➋➋➋➉
. (1.26)

E a matriz dual de S é dada por

SD � J1S
TJ1 �

➆➊➊➊➊➊➊➈

z❻1 ✏w1 z❻3 ✏w3

w❻

1 z1 w❻

3 z3

z❻2 ✏w2 z❻4 ✏w4

w❻

2 z2 w❻

4 z4

➇➋➋➋➋➋➋➉
. (1.27)

Visivelmente, SD � S†. Isto significa que S é uma matriz unitária de ordem 2N .

As matrizes simpléticas aparecem de maneira natural no contexto da Mecânica Clás-

sica. Alguns métodos de estudos das equações de Hamilton abordam matrizes simpléticas

[37]. Por exemplo, o parêntese de Poisson de duas funções é calculado por

➌f, g➑ � Ñ➞fJ Ñ➞g onde Ñ➞ �
➆➈ ➞Ñx

➞Ñp

➇➉ . (1.28)

Em resumo, o grupo Simplético aparece sob três conjuntos: ❙p❼2N,R➁, ❙p❼2N,C➁
e ❙p❼2N➁. Das propriedades topológicas, apenas ❙p❼2N➁ é compacto, mas os três são

conexos. Aplicando o determinante na Eq. 1.12, vemos que detS � ✖1, mas como os três

são conexos, devemos ter detS � 1, para os três casos [38].

Agora passemos ao estudo dos espaços simétricos.

Geralmente, um espaço simétrico é da forma G⑦K. Em sete casos, listados na

Tab. 1, G e K correspondem a um dos grupos de Lie: Unitário, Ortogonal e Simplético.

Nos casos aqui estudados, G é um grupo de Lie enquanto K é um subgrupo de G

consistindo do conjunto de pontos fixos de uma involução sobre G. De maneira formal,
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❯❼N➁⑦❖❼N➁ AI Ensemble Circular Ortogonal
❯❼2N➁⑦Sp❼2N➁ AII Ensemble Circular Simplético

❯❼N➁⑦ ❼❯❼a➁ ✕ ❯❼b➁➁ AIII
❖❼N➁⑦ ❼❖❼a➁ ✕❖❼b➁➁ BDI Ensembles Quirais

Sp❼2N➁⑦ ❼Sp❼2a➁ ✕ Sp❼2b➁➁ CII
Sp❼2N➁⑦❯❼N➁ CI Ensembles de Bogoliubov-de Gennes
❖❼2N➁⑦❯❼N➁ DIII

Tabela 1 – Espaços simétricos compactos estudados. Nos ensembles quirais, a ✔ b � N .

seja Ω ✂ G � G é uma involução (um homomorfismo que é sua própria inversa, ou seja,

Ω✏1 � Ω; por exemplo, a conjugação ❽❼A➁❻➂❻ � A) e K o conjunto de pontos fixos de Ω

(Ou seja, K � ➌g ❃ G❙Ω❼g➁ � g➑, no exemplo anterior, K consiste das matrizes A reais).

Um representante dos cosets à esquerda é dado por gΩ❼g➁✏1. De fato, podemos verificar

que é um representante bem definido, pois é invariante por uma transformação da forma

g � gk, com k ❃K:

❼gk➁Ω❼gk➁✏1 � gk ❼Ω❼g➁Ω❼k➁➁✏1 (1.29)

� gk ❼Ω❼g➁k➁✏1 (1.30)

� g❼kk✏1➁Ω❼g➁✏1 � gΩ❼g➁✏1 (1.31)

Em 1927, Élie Cartan (1869-1951) classificou pela primeira vez os espaços simétricos

[27]. Os espaços simétricos compactos compõem-se de sete séries infinitas. As classes AI e

AII são ditos ensembles circulares. As classes AIII, BDI e CII são os ensembles quirais. E

as classes CI e DIII, os ensembles de Bogoliubov-de Gennes.

Quando G � ❯❼N➁, K � ❖❼N➁ e Ω❼g➁ � g❻ o espaço simétrico ❙ associado a G⑦K
consiste das matrizes unitárias simétricas. E um representante de coset de U ❃ ❯❼N➁ é

dado por:

V � UΩ❼U➁✏1 (1.32)

� U❼U❻➁✏1 (1.33)

� UUT (1.34)

Este ensemble também é chamado Ensemble Circular Ortogonal (COE, a sigla em inglês).

Se G � ❯❼2N➁ e K � ❙p❼2N➁ e Ω❼g➁ � ❼gD➁✏1, o espaço consiste no conjunto de

matrizes V auto-duais, V D � V . E um representante de coset de U ❃ ❯❼2N➁ é da forma

V � UΩ❼U➁✏1 (1.35)

� U ❾❽UD➂✏1➃✏1

(1.36)

� UUD (1.37)
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Este ensemble é chamado Ensemble Circular Simplético (CSE, a sigla em inglês).

Os ensembles quirais, são da forma G❼N➁⑦ �G❼a➁ ✕G❼b➁✆, com Ω❼g➁ � IabgIab.

Onde N � a ✔ b, a ❊ b ❊ 1, e Iab � Ia ❵ ❼✏Ib➁ (Ia é a matriz identidade de ordem a). E os

representantes de coset são da forma

V � UΩ❼U➁✏1 (1.38)

� UIabU
†Iab (1.39)

O ensemble AIII é obtido fazendo G � ❯ e o ensemble BDI é obtido fazendo G � ❖.

Para obter o ensemble CII, fazemos G � ❙p, N � 2N , a � 2a, b � 2b e Iab � I ➐ab, onde

I ➐ab � Iab ❵ Iab. E o representante de coset é da forma V � UI ➐abU
DI ➐ab.

O ensemble CI é obtido fazendo G � ❙p❼2N➁, K � ❯❼N➁ e Ω❼g➁ � INNgINN . Na

verdade, conjunto de pontos fixos de Ω em G é dado por

➣➝➝➛➝➝↕
➆➈ U 0N

0N U❻

➇➉
❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘U ❃ ❯❼N➁↔➝➝➜➝➝➙ , (1.40)

que é isomorfo a ❯❼N➁. E os representantes de coset são

V � UΩ❼U➁✏1 (1.41)

� U ❼INNUINN➁✏1 (1.42)

� UINNU
✏1INN � UINNU

DINN (1.43)

E o ensemble DIII é realizado fazendo G � ❖❼2N➁, K � ❖❼2N➁ ✾ ❙p❼2N➁ ✟ ❯❼N➁
e Ω❼g➁ � ❼gD➁✏1. Assim, os representantes de coset ficam dados por

V � OΩ❼O➁✏1 (1.44)

� O ❾❽OD➂✏1➃✏1

� OOD, (1.45)

são matrizes reais auto-duais.

1.4 Teoria de Representações

O grupos diedrais, por exemplo, que são os grupos de simetria dos polígonos, têm

como elementos rotações por certos eixos e reflexões em relação a certos planos. Estes

elementos são altamente visuais, o que facilita sua manipulação. Entretanto, estes não são

os únicos casos, e existem grupos com elementos muito abstratos.

Assim, é interessante trazer esses elementos para um grupo no qual estejamos

familiarizados com sua estrutura. Isto é o que uma representação faz. Uma representação

consiste de um isomorfismo entre o grupo e um subgrupo do grupo Unitário. Se D é
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uma representação do grupo G, então se a, b ❃ G, temos D❼a➁D❼b➁ � D❼ab➁. Nesse caso,

a operação abstrata no grupo original consiste em um produto de matrizes no grupo

Unitário. E, pode se mostrar que para qualquer grupo finito existe um subgrupo de ❯❼N➁
(com N suficientemente grande) que o representa [39]. A dimensão da representação é a

ordem das matrizes da representação.

Dentre as diversas representações, existem aquelas para as quais uma mesma

transformação unitária (na verdade, uma transformação de similaridade) é capaz de

decompor simultaneamente todas as matrizes que compõem a representação na forma

bloco-diagonal, D � D1 ❵D2. Estas são chamadas redutíveis. Os blocos nos quais as

representações redutíveis são decompostas formam representações que não podem ser

decompostas, por isso são chamadas representações irredutíveis. E as representações

que diferem apenas por uma transformação de similaridade, D➐❼g➁ � FD❼g➁F ✏1, dizemos

que são equivalentes.

Como exemplo, considere o subgrupo de S3 formado pelas permutações σ0 � id, σ1 �❼1 2 3➁ e σ2 � ❼1 3 2➁. Podemos representar este subgrupo usando a representação trivial,

em que Dt❼σ➁ � 1 ➛σ. Também podemos representá-lo pela representação definidora, onde

Dd❼σ➁ij � 1 se σ❼i➁ � j e Dd❼σ➁ij � 0 caso contrário:

Dd❼σ0➁ �
➆➊➊➊➈

1 0 0

0 1 0

0 0 1

➇➋➋➋➉ , Dd❼σ1➁ �
➆➊➊➊➈

0 1 0

0 0 1

1 0 0

➇➋➋➋➉ e Dd❼σ2➁ �
➆➊➊➊➈

0 0 1

1 0 0

0 1 0

➇➋➋➋➉ . (1.46)

E também podemos utilizar as matrizes de rotação da Eq. 1.8, com θ � 0, 2π
3
, 4π

3
:

Dr❼σ0➁ � ➆➈ 1 0

0 1

➇➉ , Dr❼σ1➁ � 1
2
➆➈ ✏1 ✏

➸
3➸

3 ✏1

➇➉ e Dr❼σ2➁ � 1
2
➆➈ ✏1

➸
3

✏
➸

3 ✏1

➇➉ . (1.47)

Temos então três diferentes representações. Entretanto, apenas Dr e Dt são irredutíveis.

Além disso, a representação Dd pode ser decomposta na soma direta dessas representações,

Dd �Dr ❵Dt.

Os elementos de matriz das matrizes da representação obedecem ao Grande Teorema

da Ortogonalidade: para duas representações irredutíveis Dα e Dβ de um grupo G de

dimensões dα e dβ, respectivamente, vale

◗
g❃G

Dα❼g➁ijD
β❼gh➁km �

❙G❙
dβ

Dβ❼h➁jmδαβδik. (1.48)

Estabelecida uma representação irredutível, Dα, podemos definir o caractere de

um elemento naquela representação. O caractere é o traço das matrizes da representação:

χα❼g➁ � Tr ❼Dα❼g➁➁ . (1.49)



1.5. Funções Esféricas 35

Com isso, a dimensão de uma representação irredutível, Dα, é dada pelo caractere da

identidade, dα � χα❼id➁. Devido às propriedades do traço, os caracteres são invariantes

por permutações cíclicas,

χα ❼g1g2g3➁ � χα ❼g2g3g1➁ � χα❼g3g1g2➁. (1.50)

Em particular, são invariantes por conjugação,

χα❼hgh✏1➁ � χα❼g➁. (1.51)

Portanto, devido às suas propriedades, os caracteres podem ser especificados pela represen-

tação irredutível e pela classe de conjugação do elemento. Eles também obedecem a uma

relação de ortogonalidade, que é consequência do Grande Teorema da Ortogonalidade,

◗
g❃G

χα❼g➁χβ❼gh➁ � ❙G❙
dβ

δαβχ
β❼h➁, (1.52)

basta aplicar o traço na Eq. 1.48.

χ �13✆ �2,1✆ �3✆
�3✆ 1 1 1

�2,1✆ 2 0 ✏1
�13✆ 1 ✏1 1

Tabela 2 – Tabela de caracteres de S3.

As relações de ortogonalidade de caracteres podem ser vistas na Tab. 2, a tabela

de caracteres, para o grupo S3. Nela, as representações irredutíveis são organizadas nas

linhas e as classes de conjugação nas colunas. No caso do grupo simétrico, tanto as classes

de conjugação quanto as representações irredutíveis são indexados por partições. Podemos

ver que a representação trivial (ou totalmente simétrica), corresponde à representação �3✆;
a representação de matrizes, da qual as matrizes de rotação da Eq. 1.47 fazem parte (note

que ainda faltam três matrizes de reflexão), corresponde à representação �2,1✆ (note que

essas matrizes têm dimensão 2 e χ�2,1✆❼�13✆➁ � 2); e a representação �13✆ corresponde à

representação alternada (ou totalmente antissimétrica), que pode ser encontrada aplicando

o determinante nas matrizes da representação �2,1✆.
1.5 Funções Esféricas

Com o auxílio do hiperoctaedro e dos caracteres irredutíveis de S2n, podemos definir

a seguinte média

ωλ❼σ➁ � 1❙Hn❙ ◗ξ❃Hn

χ2λ❼σξ➁. (1.53)
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Elas são chamadas funções esféricas zonais. Observe que essa função é invariante por

ação do hiperoctaedro tanto á esquerda quanto à direita. Por isso, depende apenas do

coset-tipo de σ e segue uma relação de ortogonalidade semelhante à Eq. 1.52,

◗
σ❃▼n

ωλ❼σ➁ωµ❼στ➁ � ❼2n➁!
2nn!

ωµ❼τ➁
d2λ

δλµ. (1.54)

Observe que ❙▼n❙ � ❼2n➁!

2nn!
, análogo à Eq. 1.52.

O sinal de uma permutação ǫ corresponde à seguinte função

ǫ❼σ➁ � ❼✏1➁n✏l❼ct❼σ➁➁
, σ ❃ Sn, (1.55)

ou seja, depende do comprimento do ciclo-tipo da permutação. Também pode ser formu-

lado como o número de transposições em uma fatoração (apenas com transposições) da

permutação.

Utilizando o sinal de uma permutação, podemos definir outra média sobre o

hiperoctaedro,

ψλ❼σ➁ � 1❙Hn❙ ◗ξ❃Hn

ǫ❼ξ➁χλ✽λ❼σξ➁. (1.56)

Esta é chamada função esférica zonal torcida. Nesse caso, a ação do hiperoctaedro

por ξ resulta em um sinal a mais, ψλ❼σξ➁ � ǫ❼ξ➁ψλ❼σ➁, o mesmo ocorre para a ação à

esquerda. E, assim como as funções zonais esféricas, as funções zonais esféricas torcidas

também obedecem a uma relação de ortogonalidade análoga

◗
σ❃▼n

ψλ❼σ➁ψµ❼στ➁ � ❼2n➁!
2nn!

ψµ❼τ➁
dλ✽λ

δλµ. (1.57)

1.6 Séries de Potências e Polinômios de Jack

As funções de Schur podem ser definidas, por exemplo, através de uma das

identidades de Jacobi-Trudi [40]. Dada λ � �λ1, ..., λk✆ uma partição de n e ➌x1, ..., xN➑ o

conjunto de autovalores da matriz X, a função de Schur é dada pelo seguinte determinante

sλ❼x1, ..., xN➁ �
❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘

hλ1
❼x1, ..., xN➁ hλ1✔1❼x1, ..., xN➁ ✆ hλ1✔k✏1❼x1, ..., xN➁

hλ2✏1❼x1, ..., xN➁ hλ2
❼x1, ..., xN➁ ✆ hλ2✔k✏2❼x1, ..., xN➁

✝ ✝ ✟ ✝

hλk✏k✔1❼x1, ..., xN➁ hλk✏k✔2❼x1, ..., xN➁ ✆ hλk
❼x1, ..., xN➁

❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘
,

(1.58)

onde hp❼x1, ..., xN➁ é um polinômio homogêneo completo de grau p nas variáveis x1, ..., xN

definido por

hp❼x1, ..., xN➁ � ◗
1❉i1❉i2❉...❉ip❉N

xi1
xi2

✆xip
, (1.59)
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ou seja, hp❼x1, ..., xN➁ é a combinação linear de todos os monômios de grau p que podem

ser formados com as variáveis x1, ..., xN . Caso p ❅ 0, temos hp❼x1, ..., xN➁ � 0. Para N � 3,

temos os seguintes polinômios homogêneos completos:

h1❼x1, x2, x3➁ � x1 ✔ x2 ✔ x3 (1.60)

h2❼x1, x2, x3➁ � x2
1 ✔ x

2
2 ✔ x

2
3 ✔ x1x2 ✔ x1x3 ✔ x2x3 (1.61)

h3❼x1, x2, x3➁ � x3
1 ✔ x

3
2 ✔ x

3
3 ✔ x

2
1x2 ✔ x

2
1x3 ✔ x1x

2
2 ✔ x

2
2x3 ✔ x1x

2
3 ✔ x2x

2
3 ✔ x1x2x3. (1.62)

Assim, para λ � �1,1✆, �2✆ Ø 2 temos

s�1,1✆❼x1, x2, x3➁ � h1❼x1, x2, x3➁2
✏ h2❼x1, x2, x3➁ � x1x2 ✔ x1x3 ✔ x2x3 (1.63)

s�2✆❼x1, x2, x3➁ � h2❼x1, x2, x3➁ � x2
1 ✔ x

2
2 ✔ x

2
3 ✔ x1x2 ✔ x1x3 ✔ x2x3. (1.64)

Os polinômios homogêneos completos assim como as funções de Schur formam um base

para o anel das funções simétricas [40]. Mas existe ainda outra base conveniente: as séries

de potências. Estas podem ser definidas em termos dos autovalores de uma matriz X,

pλ❼x1, x2, ..., xN➁ � l❼λ➁

▼
i�1

❽xλi

1 ✔ xλi

2 ✔ ... ✔ xλi

N ➂ . (1.65)

Por exemplo, considere as partições de 3 e N � 2, temos

p�3✆❼x1, x2➁ � x3
1 ✔ x

3
2 (1.66)

p�2,1✆❼x1, x2➁ � ❽x2
1 ✔ x

2
2➂ ❼x1 ✔ x2➁ � x3

1 ✔ x
3
2 ✔ x

2
1x2 ✔ x1x

2
2 (1.67)

p�13✆❼x1, x2➁ � ❼x1 ✔ x2➁3
� x3

1 ✔ x
3
2 ✔ 3x2

1x2 ✔ 3x1x
2
2 (1.68)

E podem ser generalizadas de maneira natural para ter como argumento a matriz

X,

pλ❼X➁ � l❼λ➁

▼
i�1

Tr ❽Xλi➂ . (1.69)

Podemos também escrevê-la como pπ❼X➁, em termos de π ❃ Sn e elementos de X.

pπ❼X➁ � N

◗
i1,...,in�1

n

▼
k�1

Xikiπ❼k➁ , com π ❃ Sn. (1.70)

Se ct ❼π➁ � λ, podemos verificar que pπ❼X➁ � pλ❼X➁.
As funções de Schur e as séries de potências estão relacionadas por meio das

seguintes expressões

sλ❼X➁ � 1
n!
◗
µØn

❙Cµ❙χλ❼µ➁pµ❼X➁, (1.71)

e esta relação pode ser invertida,

pµ❼X➁ � ◗
ρØn

χρ❼µ➁sρ❼X➁, (1.72)
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aqui o caractere χρ❼µ➁ é dado em termos de uma partição µ de n, uma vez que os caracteres

do grupo simétrico só dependem do ciclo-tipo da permutação.

Funções de Schur são os caracteres irredutíveis do grupo unitário. E, assim como

no caso dos grupos finitos, seguem uma relação de ortogonalidade, mas agora, como o

grupo é contínuo, a soma é substituída por uma integral

❙
❯❼N➁

dUsµ❼A†U➁sλ❼BU †➁ � J1
λ❼A†B➁
J1

λ❼1N➁ δµ,λ, (1.73)

onde A e B são matrizes de ordem N e J1
λ é um polinômio de Jack.

Os polinômios de Jack podem ser escritos em termos das funções de Schur e, por

consequência da Eq. 1.71, em termos das séries de potências

J1
λ❼X➁ � n!

dλ

sλ❼X➁ � 1
dλ
◗
µØn

❙Cµ❙χλ❼µ➁pµ❼X➁. (1.74)

Observe que esta soma percorre o conjunto das diferentes permutações que têm o mesmo

ciclo-tipo (ou seja, onde χλ é invariante), e tem ❙Cµ❙ como termo de multiplicidade. Podemos

então escrever J1
λ (e, consequentemente, sλ) como uma soma sobre Sn

J1
λ❼X➁ � 1

dλ
◗

π❃Sn

χλ❼π➁pπ❼X➁. (1.75)

Para o grupo Ortogonal, temos uma relação semelhante a Eq. 1.53,

❙
❖❼N➁

dOsµ❼AO➁ � J2
λ❼ATA➁
J2

λ❼1N➁ δµ,2λ. (1.76)

Novamente, note que a integral é o análogo da soma. O termo δµ,2λ nos diz que µ deve ser

uma partição que corresponde ao dobro de outra, assim, se λ Ø n, então µ Ø 2n.

O termo J2
λ é outro polinômio de Jack. E também pode ser escrito como combinação

linear de séries de potências,

J2
λ❼X➁ � ◗

µØn

2n✏l❼µ➁ ❙Cµ❙ωλ❼µ➁pµ❼X➁, (1.77)

e também podemos expressar uma série de potências como combinação linear de polinômios

J2
λ,

p�τ✆❼X➁ � 2nn!❼2n➁! ◗λØn

d2λJ
2
λ❼X➁ωλ❼τ➁. (1.78)

Observe que a soma na Eq. 1.77 percorre os diferentes coset-tipo (ou seja, onde ωλ

é invariante). Dessa forma podemos converter a soma na equação anterior para uma soma

sobre S2n usando também o número de permutações com mesmo coset-tipo,

J2
λ❼X➁ � 1

2nn!
◗

σ❃S2n

ωλ❼σ➁p�σ✆❼X➁, (1.79)
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onde �σ✆ representa o coset-tipo da permutação σ.

Para o grupo Simplético, temos uma relação semelhante à Eq. 1.76,

❙
❙p❼2N➁

dSsµ❼AS➁ � 2✏l❼λ➁J
1⑦2
λ ❼ADA➁
J

1⑦2
λ ❼1N➁ δµ,λ✽λ, (1.80)

onde δµ,λ✽λ nos diz que a partição µ deve ser a união de uma partição com ela mesma.

Logo, se λ Ø n, devemos ter µ Ø 2n. Note que da mesma forma que a Eq. 1.76 é semelhante

à Eq.1.53, a Eq. 1.80 é semelhante à Eq. 1.56.

Podemos também escrever J1⑦2
λ como combinação linear de séries de potências,

onde aparecem as funções esféricas zonais torcidas,

J
1⑦2
λ ❼X➁ � ❼✏1➁n ◗

µØn

❙Cµ❙ψλ❼π̃➁pµ❼X➁. (1.81)

Onde π̃ é um mapeamento de π ❃ Sn para π̃ ❃ S2n. O mapeamento é feito da se-

guinte maneira, para cada ciclo ❼i1, i2, ..., ir➁ na decomposição de π associamos o ciclo❼2i1 ✏ 1,2i1,2i2 ✏ 1,2i2, ...,2ir ✏ 1,2ir➁. Dessa forma, se o ciclo-tipo de π é λ, o ciclo-tipo

de π̃ será 2λ e seu coset-tipo será λ. Entretanto o sinal de π̃ é idêntico ao sinal de π, pois

o mapeamento não altera o comprimento do ciclo-tipo.

Até agora, escrevemos os polinômios de Jack em termos dos elementos de matriz,

nas Eqs. 1.74, 1.77 e 1.81. Mas de acordo com a Eq. 1.65, podemos escrevê-los em termos

dos autovalores da matriz. Quando todos os autovalores são iguais a 1, a expressão é

simples [33],

Jα
λ ❼1N➁ � αn

l❼λ➁

▼
i�1

Γ ❽λi ✔
N✏i✔1

α
➂

Γ ❽N✏i✔1
α

➂ , com λ Ø n, (1.82)

onde Γ❼x➁ é a função Gama de Euler. Para α � 1, 2 e 1⑦2, podemos escrevê-los diretamente

J1
λ❼1N➁ � l❼λ➁

▼
i�1

λi

▼
j�1

❼N ✏ i ✔ j➁ (1.83)

J2
λ❼1N➁ � l❼λ➁

▼
i�1

λi

▼
j�1

❼N ✏ i ✔ 2j ✏ 1➁ (1.84)

J
1⑦2
λ ❼1N➁ � l❼λ➁

▼
i�1

λi

▼
j�1

❼2N ✏ 2i ✔ j ✔ 1➁ , (1.85)

A seguir alguns valores especiais dos polinômios de Jack,

Jα
�1✆❼1N➁ �N (1.86)

Jα
�12✆❼1N➁ �N❼N ✏ 1➁ (1.87)

J1
�2✆❼1N➁ �N❼N ✔ 1➁ (1.88)

J2
�2✆❼1N➁ �N❼N ✔ 2➁ (1.89)

J
1⑦2
�2✆ ❼1N➁ �N

2
❼2N ✔ 1➁. (1.90)
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1.7 Cadeias de Markov

Um processo estocástico pode ser entendido como a evolução temporal de uma

variável aleatória que está associada a uma amostra. Sendo assim, podemos classificar os

processos estocásticos de acordo com os valores que a variável aleatória e o tempo podem

assumir. Temos

• Processos contínuos com tempo contínuo. Como exemplo, podemos citar a evolução

temporal da posição de uma partícula que se move na superfície de um líquido.

• Processos contínuos com tempo discreto. Suponha que no exemplo anterior, só

possam ser realizadas medidas da posição da partícula a cada cinco minutos, isto faz

com que o parâmetro temporal seja discreto.

• Processos discretos com tempo contínuo. Como exemplo de tal processo, podemos

citar o número de ligações telefônicas que uma operadora de telemarketing recebe

ao longo do tempo.

• Processos discretos com tempo discreto. Para ilustrar esse processo, considere um

rato em um labirinto com N células. O rato pode se mover para cada uma das células

e observamos o labirinto a cada cinco minutos. Dessa forma temos estados discretos,

o rato ocupando determinada célula, e tempo discreto, uma observação a cada cinco

minutos.

Os processos estocásticos podem apresentar uma propriedade chamada memória.

A assinatura de memória em um processo estocástico se dá através da dependência do

estado atual de estados anteriores, isto é, se um processo apresenta memória, os estados

futuros dependem dos estados passados. Os processos estocásticos sem memória são

chamados processos de Markov, assim chamados devido ao matemático russo Andrey

Andreyevich Markov (1856 – 1922) que estudou tais processos ao longo de sua carreira.

Podemos ter processos de Markov contínuos ou discretos e também com tempo discreto

ou contínuo.

Quando um processo de Markov apresenta um conjunto de estados discretos,

dizemos que forma uma cadeia de Markov. Mas apenas as cadeias de Markov em tempo

discreto são de nosso interesse.

A cada conjunto de estados de uma cadeia de Markov está associado um conjunto

de probabilidades. São as probabilidades de transição, que correspondem à probabilidade

de, na passagem de tempo, k pra k ✔ 1, o estado i passe para j, denotado P ❼k➁
ij . Note que a

probabilidade P ❼k➁
ij pode depender do tempo k. Caso não dependa, o processo é chamado

estacionário.
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facilmente verificado de maneira indutiva. Sabemos que a normalização das linhas vale

para k � 1, então, como hipótese de indução suponha válido para k ❉ p, logo

◗
j

✁P p✔1✝
ij
�◗

j,l

�P p✆il Plj (1.93)

�◗
l

�P p✆il ➀◗
j

Plj➅ (1.94)

�◗
l

�P p✆il � 1. (1.95)

A normalização das linhas também impõe que o vetor com todas as componentes iguais a 1

é um autovetor de P e o autovalor correspondente é 1. Quando uma matriz, com entradas

não-negativas, apresentar as linhas (ou as colunas) normalizadas, diremos que essa matriz

é estocástica.

A matriz P , na Eq. 1.91, apresenta quatro elementos nulos. Entretanto, ao tomar

a tomar sua terceira potência, todos os seus elementos serão diferentes de zero. Pelo fato

de P ter essa propriedade, é dita primitiva. Rigorosamente, a matriz P é dita primitiva

quando existir um inteiro m tal que �Pm✆ij ❆ 0 para todo i e j, ou seja, existe um inteiro

m tal que todas as entradas da matriz Pm são positivas.

As matrizes estocásticas são não-negativas e quase todas são primitivas. Essas

propriedades fazem com que essas matrizes obedeçam ao Teorema de Perron-Frobenius.

Este teorema (para matrizes primitivas) garante que existe um único autovalor com módulo

estritamente maior que o dos demais e que está associado a um autovetor com todas as

componentes positivas.

Assim, o Teorema de Perron-Frobenius garante que o autovalor 1 é único e maximal,

pois é o autovalor associado ao autovetor com todas as componentes iguais a 1. Logo, os

autovalores de uma matriz estocástica residem no interior de um círculo de raio 1 no plano

complexo e apenas o autovalor 1 se encontra na borda deste círculo.

1.8 Matrizes Estocásticas, Grupos de Lie e Espaços Simétricos

Considere, por exemplo, uma impureza em uma rede cristalina. Ela atua como um

centro espalhador. Portanto, em cada centro, teremos ondas incidentes e ondas transmitidas,

Fig. 6. Com isso, podemos definir uma matriz de espalhamento, S, cujos elementos são

amplitudes de probabilidade, e seus módulos quadrados nos dão as probabilidades de

reflexão e transmissão. Dessa forma, podemos construir uma matriz com as probabilidades

de transmissão e reflexão: Pij � ❙Sij ❙2. Como os elementos de P são probabilidades, os

elementos em suas linhas (ou colunas) devem somar 1, portanto P é estocástica. Mais

ainda, P é uma matriz estocástica obtida a partir de uma matriz unitária.
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Figura 6 – Representação de um centro espalhador.

Nesse mesmo sentido, definimos as entradas de M como Mij � ❙Uij ❙2 para U ❃ ❯❼N➁,

como feito por Tanner [22], Zyczkowski et al. [25] e Tanner [23]. Matrizes desse tipo são

empregadas no estudo de grafos quânticos [42, 22, 23].Podemos verificar facilmente que as

matrizes M , assim definidas, são estocásticas.

UU † � I ✟◗
j

UijU
†
jk � δik (1.96)

◗
j

UijU
†
ji � 1 (1.97)

◗
j

UijU
❻

ij � 1 (1.98)

◗
j

❙Uij ❙2 � 1 (1.99)

◗
j

Mij � 1. (1.100)

Também podemos definir M com Mij � ❙Uij ❙2 para U pertencente a um dos espaços

simétricos que são quocientes do grupo Unitário, ou seja, para AI, AII e AIII. Para o

grupo Ortogonal, a definição é automaticamente estendida, pois é um subgrupo do grupo

Unitário: Mij � O
2
ij para O pertencente ao grupo Ortogonal e ao espaço simétrico BDI.

A estocasticidade dessas matrizes segue de forma análoga à das Eqs. 1.96 a 1.100. Com

isso, podemos definir os ensembles de matrizes estocásticas ΣU , ΣO, ΣAI , ΣAII , ΣAIII e

ΣBDI . Na verdade, para definir um ensemble de matrizes precisamos de um conjunto de

matrizes e um medida de probabilidade sobre ele. Aqui definimos os conjuntos de matrizes;

enquanto a medida de probabilidade será discutida no próximo capítulo.

No grupo Simplético, e seus quocientes, também definimos Mij � ❙Sij ❙2 para S ❃

❙p❼2N➁. E assim construímos os ensembles ΣS e ΣCII . Lembrando que consideramos o

grupo Simplético como subgrupo do grupo Unitário, temos S† � SD. Isto nos permite

escrever Mij � SijS
D
ji , e, assim, verificar facilmente a estocasticidade de M :
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SSD � I ✟◗
j

SijS
D
jk � δik (1.101)

◗
j

SijS
D
ji � 1 (1.102)

◗
j

Mij � 1. (1.103)

Note que nas Eqs. 1.96 a 1.100 e nas Eqs. 1.101 a 1.103 usamos as relações das

inversas das matrizes U e S, respectivamente, para verificar que as matrizes M eram,

de fato, estocásticas. Ou seja, verificamos que as matrizes M eram linha-normalizadas.

Entretanto, as matrizes U e S também possuem inversas à esquerda, U †U � I e SDS � I.

Usando estas relações e seguindo um processo análogo ao descrito nas Eqs. 1.96 a 1.100 e

nas Eqs. 1.101 a 1.103, verificaremos que as matrizes M são, também, coluna-normalizadas.

Dessa forma, dizemos que as matrizes M são biestocásticas.
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2 Integrais matriciais

Neste capítulo vamos complementar os conjuntos de matrizes vistos no Capítulo 1

tornando-os ensembles de matrizes. A seguir definimos a noção de uma integral sobre um

ensemble. Por fim, fornecemos resultados importantes sobre algumas integrais sobre estes

ensembles.

2.1 Medida e distribuições de probabilidade

Para construir um ensemble de matrizes, precisamos especificar um conjunto de

matrizes juntamente com a distribuição de probabilidade de seus elementos. No Capítulo 1,

estudamos os conjuntos de matrizes: os grupos de Lie, Unitário, Ortogonal e Simplético; e

os espaços simétricos: AI, AII, AIII, BDI e CII. Agora vamos dar atenção à distribuição

dos elementos das matrizes oriundas desses conjuntos.

Para ilustrar alguns conceitos, começamos com o Ensemble de Ginibre Complexo

[16]. Este ensemble está definido sobre o conjunto de matrizes inversíveis com entradas

complexas, o grupo GLN❼C➁, com os elementos, Zjk, independentes e com distribuição

normal:

p❼Zjk➁ � 1
π
e✏❚Zjk ❚2 . (2.1)

Como os elementos são independentes, a distribuição de probabilidade conjunta é o produto

das distribuições de probabilidade individuais1

P ❼Z➁ � 1
πN2

N

▼
j,k�1

p❼Zjk➁ (2.2)

�
1
πN2

N

▼
j,k�1

e✏❚Zjk ❚2 (2.3)

�
1
πN2 exp

➆➈✏
N

◗
j,k�1

❙Zjk❙2➇➉ (2.4)

�
1
πN2 exp

➆➈✏
N

◗
j,k�1

Z
†
jkZkj

➇➉ (2.5)

�
1
πN2 e

✏Tr❽Z†Z➂. (2.6)

Também temos normalização,

❙
CN2

P ❼Z➁dZ � 1, (2.7)

1 De maneira análoga, a distribuição de probabilidade conjunta do Ensemble de Ginibre Real (GRE) é

P ❼Z➁ �
1

πN2⑦2 e✏Tr❽Z
T

Z➂ e do Ensemble de Ginibre Quaterniônico (GQE) é P ❼Z➁ �
1

π2N2
e✏Tr❽Z

D
Z➂
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onde dZ �

N

▼
j,k�1

dXjkdYjk com Zjk �Xjk ✔ iYjk.

O termo P ❼Z➁dZ é a medida no ensemble de Ginibre. Vamos usar a seguinte

notação para a medida

dµG❼Z➁ � P ❼Z➁dZ, (2.8)

dµG é análogo a um volume infinitesimal em CN✕N .

Se f é um mapeamento de CN✕N em CN✕N e

dµG ❼f ❼Z➁➁ � dµG ❼Z➁ , (2.9)

dizemos que dµG é invariante por f . Por exemplo, a medida do ensemble de Ginibre

dµG❼Z➁ é invariante pelo mapeamento Z ✭ ZU (respectivamente, Z ✭ UZ), ou seja,

multiplicação pela direita (respectivamente, pela esquerda) por uma matriz unitária. De

fato,

Tr ❽❼ZU➁†❼ZU➁➂ � Tr ❽❼U †Z†ZU➂ � Tr ❽UU †Z†Z➂ � Tr ❽Z†Z➂ (2.10)

e

Tr ❽❼UZ➁†❼UZ➁➂ � Tr ❽Z†U †UZ➂ � Tr ❽Z†Z➂ , (2.11)

logo, P ❼UZ➁ � P ❼ZU➁ � P ❼Z➁. E o Jacobiano da transformação é U ❵ U ❵ ✆ ❵ U (N

vezes), pois CN✕N é isomorfo a CN2 , e seu determinante tem, portanto, módulo 1. Dessa

forma, concluímos que dµG❼ZU➁ � dµG❼UZ➁ � dµG❼Z➁.
No grupo Unitário, os elementos não são independentes, devido à condição UU † � I.

Por isso, escrever uma forma explícita para uma medida em ❯❼N➁ é mais difícil que no

ensemble de Ginibre. Porém, todo grupo de Lie possui uma única medida (a menos de

uma constante) que é invariante por multiplicação à esquerda e à direita. Ela é conhecida

como medida de Haar, dµH . No grupo Unitário, temos

dµH❼V U➁ � dµH❼UV ➁ � dµH❼U➁, para V ❃ ❯❼N➁. (2.12)

Uma expressão para a medida de Haar em termos das coordenadas locais de ❯❼N➁ foi

obtida por Zyczkowski e Kus [43].

A medida de Haar é uma escolha natural para medida em um grupo compacto,

pois, devido à invariância por multiplicação, todas as regiões de ❯❼N➁ têm o mesmo peso

em uma média sobre o grupo. Essa medida é análoga à distribuição uniforme em um

intervalo fechado da reta real (que também é compacto): cada parte do intervalo tem peso

igual em uma média.

O grupo Ortogonal é um subgrupo do grupo Unitário, por isso a medida de Haar

do grupo Unitário é automaticamente induzida. Assim como no grupo Simplético que é

isomorfo ao grupo Unitário (Eq. 1.23).
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Devido à fatoração de um elemento do ensemble circular ortogonal (AI), dada

na Eq. 1.34, e à invariância por multiplicação, a medida de Haar do grupo Unitário é

induzida em AI. O mesmo ocorre para o ensemble circular simplético (AII), pela Eq. 1.37.

Nos ensembles quirais (AIII, BDI e CII), apenas cabe ressaltar que as matrizes Iab e I ➐ab

(Eqs. 1.39) são também unitárias. Dessa forma, pelo mesmo argumento, a medida de Haar

do grupo Unitário também é induzida sobre os ensembles quirais.

2.2 Médias

Várias integrais matriciais podem ser reduzidas a integrais sobre produtos de

elementos de matriz. Estas integrais são da forma

❙
G
dg gi1j1

gi2j2
✆ginjn

, (2.13)

onde gikjk
é uma entrada de g ❃ G e dg é a medida de Haar induzida sobre G. Essa integral

será denotada na forma de uma média:

❵gi1j1
gi2j2

✆ginjn
❡

G
� ❙

G
dg gi1j1

gi2j2
✆ginjn

. (2.14)

2.2.1 Integrais sobre grupos de Lie

No grupo Unitário, queremos calcular

❞ n

▼
k�1

Uakbk
U❻

ckdk
✐
❯❼N➁

. (2.15)

Para isso, utilizamos um truque com a derivada para poder expressar o produto de

elementos de matriz na expressão acima em termos de séries de potências:

n

▼
k�1

Uakbk
�

1
n!

➀ n

▼
k�1

∂

∂A❻

akbk

➅➆➈◗Ñi,Ñj
n

▼
k�1

A❻

ikjk
Uikjk

➇➉ �
1
n!

➀ n

▼
k�1

∂

∂A❻

akbk

➅p1n❼A†U➁. (2.16)

A seguir, substituímos a Eq. 2.16 numa integral sobre o grupo Unitário, e obtemos

❞ n

▼
k�1

Uakbk
U❻

ckdk
✐
❯❼N➁

�
1
n!2

➀ n

▼
k�1

∂

∂A❻

akbk

∂

∂Bckdk

➅❙
❯❼N➁

dUp1n❼A†U➁p1n❼BU †➁. (2.17)

Com o auxílio da Eq. 1.72 escrevemos as séries de potências em termos de funções

de Schur. A integral resultante fica na forma da Eq. 1.73. E obtemos

1
n!2

➀ n

▼
k�1

∂

∂A❻

akbk

∂

∂Bckdk

➅ ◗
µ,λØn

χλ❼1n➁χµ❼1n➁J1
λ❼A†B➁
J1

λ❼1N➁ δµ,λ. (2.18)

Identificando a dimensão da representação irredutível, dλ � χλ❼1n➁, e com o auxílio

da Eq. 1.75 obtemos

1
n!2
◗
λØn

dλ

J1
λ❼1N➁ ◗π❃Sn

χλ❼π➁➀ n

▼
k�1

∂

∂A❻

akbk

∂

∂Bckdk

pπ❼A†B➁➅ . (2.19)
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Observemos que

pπ❼A†B➁ �◗
Ñi

n

▼
k�1

❽A†B➂
ikiπ❼k➁

, com Ñi � ❼i1, ..., in➁ (2.20)

� ◗
Ñi,Ñj❃�N✆n

n

▼
k�1

A
†
ikjk

Bjkiπ❼k➁ , com Ñj � ❼j1, ..., jn➁ (2.21)

�◗
Ñi,Ñj

n

▼
k�1

A❻

jkik
Bjkiπ❼k➁ . (2.22)

Note que a soma na Eq. 2.19 produz muitos termos nulos. Os termos não nulos

ocorrem quando o produto que é derivado é uma permutação das variáveis de derivação.

Dessa forma, a lista dos primeiros índices (respectivamente, segundos índices) da matriz A

no numerador deve ser uma permutação da lista dos primeiros índices (respectivamente,

segundos índices), jk � aθ❼k➁ ➛k (respectivamente, ik � bθ❼k➁ ➛k) para algum θ ❃ Sn.

Analogamente, para a matriz B, temos jk � cρ❼k➁ ➛k e iπ❼k➁ � dρ❼k➁ ➛k para algum ρ ❃ Sn.

Substituindo os elementos das listas Ñi e Ñj, temos ak � cρθ✏1❼k➁ ➛k e bk � dρπ✏1θ✏1 ➛k.

Fazendo uma mudança de variáveis, ρ � σθ e τ � ρπ✏1θ✏1, o termo entre parênteses na

Eq. 2.19 vale

◗
ρ,θ❃Sn

n

▼
k�1

δakc
ρθ✏1❼k➁

δbkd
ρπ✏1θ✏1❼k➁

� ◗
σ,τ❃Sn

n

▼
k�1

δakcσ❼k➁δbkdτ❼k➁ (2.23)

� ◗
σ,τ❃Sn

δσ❼Ña, Ñc➁δτ❼Ñb, Ñd➁. (2.24)

onde

δσ❼Ña, Ñc➁ � n

▼
k�1

δakcσ❼k➁ (2.25)

compara as listas de índices Ña e Ñc e verifica se a lista Ña é resultado de permutar a lista Ñc
conforme σ.

Devido à mudança de variáveis introduzida, podemos ver que π e σ✏1τ têm o

mesmo ciclo-tipo, pois são conjugados, σ✏1τ � θπ✏1θ✏1. Assim, podemos substituir χλ❼π➁
por χλ❼σ✏1τ➁, e a soma sobre π resulta em n!. Rearranjando os termos da Eq. 2.19

juntamente com a Eq. 2.24 obtemos

❞ n

▼
k�1

Uakbk
U❻

ckdk
✐
❯❼N➁

� ◗
σ,τ❃Sn

WgU❼σ✏1τ,N➁δσ❼Ña, Ñc➁δτ❼Ñb, Ñd➁, (2.26)

em que Ña, Ñb, Ñc e Ñd são as listas dos índices em �N✆n (o conjunto das listas de comprimento

n, cujas componentes têm valor entre 1 e N); e WgU❼σ✏1τ,N➁ é a função de Weingarten

unitária, dada por [44]:

WgU❼σ,N➁ � 1
n!
◗
λØn

dλ

J1
λ❼1N➁χλ❼σ➁. (2.27)
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Dessa forma, podemos calcular médias no grupo Unitário utilizando essas expressões,

por exemplo,

❛❙U12❙2❢
❯❼N➁

�
1
N

e ❛❙U11❙2 ❙U12❙2❢
❯❼N➁

�
1

N ❼N ✔ 1➁ .
Para o grupo Ortogonal, temos um resultado semelhante. Dadas duas listas de

índices Ña � ❼a1, a2, ..., a2n➁ e Ñb � ❼b1, b2, ..., b2n➁ em �N✆2n, temos

❞ 2n

▼
k�1

Oakbk
✐
❖❼N➁

� ◗
σ,τ❃▼n

WgO❼σ✏1τ,N➁∆σ❼Ña➁∆τ❼Ñb➁ (2.28)

onde

WgO❼σ,N➁ � 2nn!❼2n➁! ◗λØn

d2λ

J2
λ❼1N➁ωλ❼σ➁, (2.29)

é a função de Weingarten ortogonal [44]. Ela está escrita em termos de J2
λ❼1N➁ e de ωλ❼σ➁,

por isso depende apenas do coset-tipo de σ. Observe que agora as somas percorrem o

conjunto dos matchings e surgem as funções ∆σ, dadas por

∆σ❼Ña➁ � n

▼
k�1

δaσ❼2k✏1➁,aσ❼2k➁ . (2.30)

Ela verifica se a lista Ña satisfaz o matching gerado por σ. Por depender apenas do matching

gerado por σ, elas são invariantes por ação do hiperoctaedro:

∆σξ❼Ña➁ � ∆σ❼Ña➁ para ξ ❃Hn. (2.31)

Com isso, podemos calcular, por exemplo,

❛U2
12❢❖❼N➁

�
1
N

e ❛U2
11U

2
12❢❖❼N➁

�
1

N ❼N ✔ 2➁ .
Para o grupo Simplético, dadas duas listas de índices Ña � ❼a1, ..., a2n➁ e Ñb �❼b1, ..., b2n➁ em �2N✆2n, temos

❞ 2n

▼
k�1

Sakbk
✐
❙p❼2N➁

� ◗
σ,τ❃▼n

WgS❼σ✏1τ,N➁∆➐

σ❼Ña➁∆➐

τ❼Ñb➁ (2.32)

onde

WgS❼σ,N➁ � 2nn!❼2n➁!◗λØ
dλ✽λ

J
1⑦2
λ ❼1N➁ψλ❼σ➁, (2.33)

é a função de Weingarten simplética [44]. Ela não depende apenas do coset-tipo da

permutação, depende também de seu sinal, e pode ser dada pela função de Weingarten

ortogonal,

WgS❼σ,N➁ � ❼✏1➁nǫ❼σ➁WgO❼σ,✏2N➁. (2.34)
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Assim como no caso ortogonal, as somas correm sobre o conjunto de matchings, e surgem

as funções ∆➐

σ, ligeiramente diferentes de ∆σ, dadas por

∆➐

σ❼Ña➁ � n

▼
k�1

têaσ❼2k✏1➁ , êaσ❼2k➁②, (2.35)

em que êl é um vetor da base canônica de C2N , e sua k ✏ ésima componente é �êl✆k � δkl.

E vale têk, êl② � δk✔N,l ✏ δk,l✔N . (2.36)

Nesse caso, a ação de uma permutação do hiperoctaedro sobre ∆➐

σ produz um sinal:

∆➐

σξ❼Ña➁ � ǫ❼ξ➁∆➐

σ❼Ña➁. (2.37)

Como exemplos temos,

❵U12U1✔N,2✔N❡
❙p❼2N➁ �

1
2N

e ❵U11U1✔N,1✔NU12U1✔N,2✔N❡
❙p❼2N➁ �

1
2N ❼2N ✔ 1➁ .

2.2.2 Integrais sobre espaços simétricos

No caso dos espaços simétricos, temos relações análogas às médias sobre os grupos

de Lie. Além disso, é possível obter expressões fechadas para as funções de Weingarten

dos ensembles aqui estudados, AI, AII, AIII, BDI e CII. Nos ensembles CI e DIII, não

temos uma expressão fechada para a função de Weingarten, mas Matsumoto [32] fornece

um expressão para calculá-las.

Para calcular uma média sobre AI,

❞ n

▼
k�1

Vi2k✏1,i2k
V ❻

j2k✏1,j2k
✐

AI

, (2.38)

substituímos a representação do coset, V � UUT , na integral, e obtemos

❞ n

▼
k�1

Vi2k✏1,i2k
V ❻

j2k✏1,j2k
✐

AI

� ❙
❯❼N➁

dU
n

▼
k�1

Vi2k✏1,i2k
V ❻

j2k✏1,j2k
, (2.39)

observe que a medida de Haar do ensemble é induzida pela medida de Haar do grupo

unitário. Então,

❞ n

▼
k�1

Vi2k✏1,i2k
V ❻

j2k✏1,j2k
✐

AI

� ❙
❯❼N➁

dU
n

▼
p�1

➆➈◗kp

Ukp,i2p✏1
Ukpi2p

➇➉➆➈◗lp U❻

lpj2p✏1
U❻

lpj2p

➇➉ . (2.40)

Como as somas são simétricas, o produtório de somas pode ser reescrito como uma

soma de produtos sobre todas as listas de índices, da seguinte maneira:

❞ n

▼
k�1

Vi2k✏1,i2k
V ❻

j2k✏1,j2k
✐

AI

� ◗
Ñk,Ñl❃�N✆n

❙
❯❼N➁

dU
n

▼
p�1

Ukp,i2p✏1
Ukpi2p

U❻

lpj2p✏1
U❻

lpi2p
. (2.41)
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Definindo Ñk➐ � Ñk ✽ Ñk � ❼k1, k1, k2, k2,✆, kn, kn➁ e Ñl➐ � Ñl ✽ Ñl de modo análogo, temos:

❞ n

▼
k�1

Vi2k✏1,i2k
V ❻

j2k✏1,j2k
✐

AI

� ◗
Ñk,Ñl❃�N✆n

❙
❯❼N➁

dU
2n

▼
p�1

Uk➐

pip
U❻

l➐pjp
(2.42)

A integral pode ser convertida numa soma de funções de Weingarten do grupo

Unitário:

❞ n

▼
k�1

Vi2k✏1,i2k
V ❻

j2k✏1,j2k
✐

AI

� ◗
Ñk,Ñl❃�N✆n

◗
σ,τ❃S2n

δσ❼Ñi,Ñj➁δτ❼ Ñk➐, Ñl➐➁WgU
❼2n➁❼σ✏1τ,N➁. (2.43)

Definindo

Λ❼τ➁ � ◗
Ñk,Ñl❃�N✆n

δτ❼ Ñk➐, Ñl➐➁ (2.44)

temos,

❞ n

▼
k�1

Vi2k✏1,i2k
V ❻

j2k✏1,j2k
✐

AI

� ◗
σ,τ❃S2n

Λ❼τ➁δσ❼Ñi,Ñj➁WgU
❼2n➁❼σ✏1τ,N➁ (2.45)

Note que Λ❼τ➁ contabiliza o número de pares de listas Ñk e Ñl em que Ñk➐ é resultado

de permutar os índices de Ñl➐ segundo τ . Como Ñk➐ é completamente determinada por Ñl➐ (

e vice-versa), o número de pares corresponde ao número de símbolos independentes emÑk➐. Relembrando a definição do grafo Γτ a condição k➐2p✏1 � k
➐

2p (da própria definição deÑk➐) leva à presença do matching trivial; e quando k➐p � l➐τ❼2p➁ � l
➐

τ❼2p✏1➁ leva ao matching

devido a τ . Assim, o número de símbolos independentes em Ñk➐ vale l➐ ❼τ➁, o comprimento

do coset-tipo de τ , ou seja, o número de componentes conexas em Γτ . Assim, o número

total de listas é N l➐❼τ➁

Mas sabemos que

N l➐❼τ➁ �
2nn!❼2n➁! ◗λØn

d2λJ
2
λ❼1N➁ωλ❼τ➁, (2.46)

basta tomar X � IN na Eq. 1.78 e perceber que p�τ✆❼IN➁ � N l➐❼τ➁.

E obtemos

❞ n

▼
k�1

Vi2k✏1,i2k
V ❻

j2k✏1,j2k
✐

AI

� ◗
σ❃S2n

δσ❼Ñi,Ñj➁ 2nn!❼2n➁! ☎ ◗τ❃S2n

WgU
❼2n➁❼σ✏1τ,N➁J2

λ❼N➁d2λω
λ❼τ➁✠ .

O termo entre colchetes pode ser trabalhado expandindo a função de Weingarten

como na Eq. 2.27 e utilizando a relação de ortogonalidade entre caracteres. Olhemo-lo



52 Capítulo 2. Integrais matriciais

com detalhes

◗
τ❃S2n

WgU
❼2n➁❼σ✏1τ,N➁J2

λ❼1N➁d2λω
λ❼τ➁ � 1❼2n➁! ◗µØ2n

◗
τ❃S2n

J2
λ❼1N➁dµ

J1
µ❼1N➁ χµ❼σ✏1τ➁d2λ

1
2nn!

◗
ξ❃Hn

χ2λ❼τξ➁
�

1❼2n➁! ◗µØ2n

dµd2λJ
2
λ❼1N➁

J1
µ❼1N➁ 1

2nn!
◗

ξ❃Hn

☎ ◗
τ❃S2n

χµ❼σ✏1τ➁χ2λ❼τξ➁✠
�

1❼2n➁! ◗µØ2n

dµd2λJ
2
λ❼1N➁

J1
µ❼1N➁ 1

2nn!
◗

ξ❃Hn

❼2n➁!
d2λ

χ2λ❼σξ➁δµ,2λ

�◗
λØn

d2λ

J2
λ❼1N➁

J1
2λ❼1N➁ωλ❼σ➁.

Por fim, observe que

J1
2λ❼1N➁ � l❼λ➁

▼
i�1

2λi

▼
j�1

❼N ✏ i ✔ j➁ (2.47)

�

l❼λ➁

▼
i�1

☎ λi

▼
p�1

❼N ✏ i ✔ 2p➁ λi

▼
q�1

❼N ✏ i ✔ 2q ✏ 1➁✠ (2.48)

� J2
λ❼1N✔1➁J2

λ❼1N➁. (2.49)

Substituindo-as e rearranjando os termos encontramos

❞ n

▼
k�1

Vi2k✏1,i2k
V ❻

j2k✏1,j2k
✐

AI

� ◗
σ❃S2n

δσ❼Ñi,Ñj➁WgAI❼σ,N➁ (2.50)

donde concluímos que [32]

WgAI❼σ,N➁ � 2nn!❼2n➁! ◗λØn

d2λ

J2
λ❼1N✔1➁ωλ❼σ➁. (2.51)

Note que WgAI❼σ,N➁ � WgO❼σ,N ✔ 1➁. Dessa forma WgAI❼σ,N➁ depende apenas do

coset-tipo de σ.

Por exemplo,

❛❙U12❙2❢AI
�

1
N ✔ 1

e ❛❙U11❙2 ❙U12❙2❢AI
�

2❼N ✔ 1➁ ❼N ✔ 3➁ .
Em AII, ao invés de escolher V ➐ � UUD, como representante de coset, como na

Eq. 1.37, escolhemos V � V ➐J � UJUT . Primeiramente, note que V também pertence

a este espaço simétrico. Com efeito, suponha uma transformação de U por uma matriz

S ❃ ❙p❼2N➁, para V temos:

❼US➁J❼US➁T �USJSTUT

�USJST ❼JTJ➁UT

�U❼SSD➁JUT

�UJUT � V
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Em segundo lugar, podemos constatar que V é antissimétrica.

V T � ❼UJUT ➁T

� UJTUT

� ✏UJUT � ✏V , pois JT � ✏J

Dadas duas sequências de índices Ñi � ❼i1, i2,✆, i2n➁ e Ñj � ❼j1, j2,✆, j2n➁ em �2N✆2n,

uma média sobre AII é dada por

❞ n

▼
p�1

Vi2p✏1,i2p
Vj2p✏1,i2p

✐
AII

� ◗
σ❃S2n

δσ❼Ñi,Ñj➁WgAII❼σ,N➁, (2.52)

onde

WgAII❼σ,N➁ � 2nn!❼2n➁! ◗λØn

dλ✽λ

J
1⑦2
λ ❾1N✏

1
2➃ψλ❼σ➁ (2.53)

é a função de Weingarten associada a AII [32]. Note que WgAII❼σ,N➁ � WgS❼σ,N ✏
1
2
➁,

por isso WgAII pode ser escrita como WgAII❼σ,N➁ � ❼✏1➁nǫ❼σ➁WgO❼σ,1 ✏ 2N➁.
Por exemplo,

❛❙U11❙2❢AII
�

1
2N ✏ 1

e ❛❙U12❙2 ❙U34❙2❢AII
�

N ✏ 1
N ❼2N ✏ 1➁ ❼2N ✏ 3➁ .

Nos espaços simétricos AIII e BDI consideraremos como representante de coset

V � UIabU †, ao invés de UIabU †Iab, como na Eq. 1.39. Além disso, é fácil ver que V é uma

matriz hermitiana: V † � ❼UIabU †➁†
� UIabU † � V . Olhemos agora as entradas da matriz V :

Vij �◗
k

❼UIab➁ikU
†
kj (2.54)

�◗
k,l

Uil❼Iab➁lkU
†
kj (2.55)

�◗
k,l

Uil❼tkδlk➁U❻

jk, pois Iab é diagonal, e tk � �Iab✆kk � ✖1 (2.56)

�◗
k

tkUikU
❻

jk (2.57)

Para duas sequências de índices Ñi � ❼i1,✆, in➁ e Ñj � ❼j1,✆, jn➁, uma média sobre

AIII é dada por

❞ n

▼
p�1

Vipjp
✐

AIII

� ❙
❯❼N➁

dU
n

▼
p�1

Vipjp
. (2.58)

Substituindo a Eq. 2.57 na integral obtemos

❙
❯❼N➁

dU
n

▼
p�1

➆➈◗kp

tkp
Uipkp

U❻

jpkp

➇➉ . (2.59)
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Novamente, argumentando em favor das somas simétricas, podemos reescrever a

expressão por uma soma sobre todas as sequências em �N✆n:

❙
❯❼N➁

dU
n

▼
p�1

➆➈◗kp

tkp
Uipkp

U❻

jpkp

➇➉ � ◗
Ñk❃�N✆n

❙
❯❼N➁

dU
n

▼
p�1

tkp
Uipkp

U❻

jpk✏p (2.60)

� ◗
Ñk❃�N✆n

➀ n

▼
p�1

tkp
➅❙

❯❼N➁
dUUipkp

U❻

jpk✏p (2.61)

� ◗
Ñk❃�N✆n

➀ n

▼
p�1

tkp
➅ ◗

σ,τ❃Sn

δτ❼Ñk, Ñk➁δσ❼Ñi,Ñj➁Wg❼τ✏1σ,N➁ (2.62)

� ◗
σ,τ❃Sn

➆➈ ◗Ñk❃�N✆n

δτ❼Ñk, Ñk➁ n

▼
p�1

tkp

➇➉ δσ❼Ñi,Ñj➁Wg❼τ✏1σ,N➁ (2.63)

Note que δτ❼Ñk, Ñk➁ verifica se Ñk é invariante por τ . Isto só acontece quando os k➐is

correspondentes a um ciclo de τ coincidirem. Assim, há tantos símbolos na soma quanto o

comprimento do ciclo-tipo de τ , µ.

◗
Ñk❃�N✆n

δτ❼Ñk, Ñk➁ n

▼
p�1

tkp
� ◗

r1,...,rl❼µ➁

l❼µ➁

▼
q�1

t
µq
rq (2.64)

� ◗
r1,...,rl❼µ➁

l❼µ➁

▼
q�1

❼Iab➁µq
rqrq (2.65)

Novamente, temos uma soma simétrica, então podemos rearranjá-la como

◗
r1,...,rl❼µ➁

l❼µ➁

▼
q�1

t
µq
rq �

l❼µ➁

▼
q�1

◗
α

❼Iµq

ab ➁αα (2.66)

�

l❼µ➁

▼
q�1

Tr ❼❼Iab➁µq➁ � pτ❼Iab➁ (2.67)

Note que se µj for par, então Tr❼Iµj

ab ➁ � ❼a✔b➁, mas se µj for ímpar, Tr❼Iµj

ab ➁ � ❼a✏b➁. Logo,

de definimos lo❼µ➁ o número de ciclos em τ com comprimento ímpar e le❼µ➁ o número de

ciclos em τ com comprimento par, ficamos com:

pτ❼Iab➁ � ❼a ✔ b➁le❼µ➁❼a ✏ b➁lo❼µ➁. (2.68)

As séries de potências pτ❼Iab➁ podem ser escritas como combinação linear das

funções J1
λ como segue:

pτ❼Iab➁ � 1
n!
◗
ρØn

dλχ
ρ❼τ➁J1

ρ❼1a, ❼✏1➁b➁. (2.69)

Agora, podemos voltar à Eq. 2.63 e usar a relação de ortogonalidade de caracteres.

❞ n

▼
p�1

Vipjp
✐

AIII

� ◗
σ❃Sn

❁❅❅❅❃
1
n!2
◗

τ❃Sn

◗
λ,ρØn

dρdλ

J2
ρ❼1a, ❼✏1➁b➁
J2

λ❼1N➁ χρ❼τ➁χλ❼τ✏1σ➁❂❆❆❆❄ δσ❼Ñi,Ñj➁ (2.70)

� ◗
σ❃Sn

☎ 1
n!
◗
λØn

dλ

J1
λ❼1a, ❼✏1➁b➁
J1

λ❼1N➁ χλ❼σ➁✠ δσ❼Ñi,Ñj➁. (2.71)
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Portanto,

❞ n

▼
p�1

Vipjp
✐

AIII

� ◗
σ❃Sn

WgAIII❼σ, a, b➁δσ❼Ñi,Ñj➁, (2.72)

onde

WgAIII❼σ, a, b➁ � 1
n!
◗
λØn

dλ

J1
λ❼1a, ❼✏1➁b➁
J1

λ❼1N➁ χλ❼σ➁ (2.73)

é a função de Weingarten associada ao espaço simétrico AIII [32].

Por exemplo,

❵U11❡AIII �
a ✏ b

N
e ❛U2

12❢AIII
�

❼a ✏ b➁2 ✏ 1❼N ✏ 1➁ ❼N ✔ 1➁ .
Para uma sequência Ñi � ❼i1, ..., i2n➁ de índices, uma média sobre BDI é dada por

❞ n

▼
p�1

Vi2p✏1i2p
✐

BDI

� ◗
σ❃▼n

∆σ❼Ñi➁WgBDI❼σ, a, b➁, (2.74)

onde

WgBDI❼σ, a, b➁ � 2nn!❼2n➁! ◗λØn

d2λ

J2
λ❼1a, ❼✏1➁b➁
J2

λ❼1N➁ ωλ❼σ➁ (2.75)

é a função de Weingarten associada ao espaço simétrico BDI [32].

Por exemplo,

❵U11❡BDI �
a ✏ b

N
e ❛U2

12❢BDI
�

4ab
N ❼N ✏ 1➁ ❼N ✔ 2➁ .

Em CII, vamos considerar V � SI ➐abS
D no lugar do representante análogo da

Eq. 1.39. Este representante é auto-dual e também está bem definido.

Para uma sequência Ñi � ❼i1 ✔N, i2, i3 ✔N, i4, ..., i2n✏1 ✔N, i2n➁, onde a adição de N

é feita de maneira modular, uma média sobre CII é dada por

❞ n

▼
p�1

Vi2p✏1✔N,i2p
✐

CII

� ◗
σ❃▼n

∆➐

σ❼Ñi➁WgCII❼σ, a, b➁, (2.76)

com

WgCII❼σ, a, b➁ � 2nn!❼2n➁! ◗λØn

dλ✽λ

J
1⑦2
λ ❼1a, ❼✏1➁b➁
J

1⑦2
λ ❼1N➁ ψλ❼σ➁ (2.77)

é a função de Weingarten associada ao espaço simétrico CII [32].

Por exemplo,

❵U1✔N,1❡CII
� ✏

a ✏ b

N
e ❵U1✔N,2U2✔N,1❡CII

� ✏
4ab

N ❼N ✏ 1➁ ❼2N ✔ 1➁ .
Nas Eqs. 2.73, 2.75 e 2.77, o polinômio Jα

λ ❼1a, ❼✏1➁b➁ pode ser calculado a partir

da Eq. 1.74 para α � 1; da Eq. 1.77 para α � 2 colocando Iab como argumento de pµ; e da
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Eq. 1.81 para α � 1⑦2 colocando I ➐

ab como argumento de pµ. Para λ � �12✆, �2✆ temos os

seguintes polinômios

Jα
�1✆❼1a, ❼✏1➁b➁ �a ✏ b (2.78)

J1
�12✆❼1a, ❼✏1➁b➁ �J2

�12✆❼1a, ❼✏1➁b➁ � ❼a ✏ b➁2
✏ ❼a ✔ b➁ (2.79)

J1
�2✆❼1a, ❼✏1➁b➁ �❼a ✏ b➁2

✔ ❼a ✔ b➁ (2.80)

J2
�2✆❼1a, ❼✏1➁b➁ �❼a ✏ b➁2

✔ 2❼a ✔ b➁ (2.81)

J
1⑦2
�12✆❼1a, ❼✏1➁b➁ �4❼a ✏ b➁2

✏ 2❼a ✔ b➁ (2.82)

J
1⑦2
�2✆ ❼1a, ❼✏1➁b➁ �4❼a ✏ b➁2

✔ ❼a ✔ b➁. (2.83)
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3 Resultados

3.1 Resultados Numéricos

Estamos interessados no comportamento assintótico do espectro das matrizes,

N ◗ 1. Matrizes aleatórias oriundas de grupos de Lie clássicos, uniformemente distribuídas

de acordo com a medida de Haar, são geradas usando a decomposição QR, como descrito

no Apêndice A.

Além disso, como mencionado na Seção 1.8, as matrizes estocásticas obedecem ao

Teorema de Perron-Frobenius e, portanto, possuem 1 como autovalor. Esse autovalor é

não-degenerado. Por isso, definimos o espectro reduzido, ❊❼M➁, como sendo o conjunto

de autovalores de M que são diferentes de 1. Consequentemente, o traço reduzido de uma

matriz M , trM , é a soma sobre o espectro reduzido de M :

trM � ◗
λ❃❊❼M➁

λ. (3.1)

Os valores singulares de M correspondem aos autovalores de MMT . Dessa forma,

1 também é um valor singular. Por isso definimos o espectro singular como conjunto dos

valores singulares de M diferentes de 1.

-0.1 0 0.1

-0.1

0

0.1

-0.1 0 0.1

-0.1

0

0.1

-0.1 0 0.1

-0.1

0

0.1

Figura 7 – Espectros reduzidos para os ensembles de matrizes estocásticas obtidos através
do grupos de Lie clássicos. As matrizes têm dimensão 100.

Na Fig. 7, temos os espectros reduzidos de matrizes estocásticas aleatórias oriundas

dos grupos de Lie clássicos. Sorteamos 1000 matrizes 100✕100 uniformemente distribuídas.

Observamos que os autovalores se distribuem de maneira aproximadamente uniforme (a não

ser por uma pequena concentração sobre o eixo real, que parece conter aproximadamente➸
N autovalores, como discutido em [17] para o GRE) em um disco de raio

➻
2

βN
, onde

β é o fator de Dyson, e vale 1 para o grupo ❖❼N➁, 2 para o grupo ❯❼N➁ e 4 para o
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grupo ❙p❼2N➁. De fato, os espectros reduzidos aqui obtidos nos levam a concluir que os

autovalores são de ordem N✏1⑦2.

Os histogramas dos valores singulares encontram-se na Fig. 8. Novamente, as

matrizes têm dimensão 100. Os espectros apresentam boa concordância com a distribuição

de quarto de círculo, em consistência com a universalidade. O maior valor singular vale

aproximadamente o dobro do módulo do maior autovalor (no espectro reduzido), como

acontece para o ensemble real de Ginibre.
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Figura 8 – Histogramas dos valores singulares para os ensembles estocásticos ΣO,ΣU e
ΣS.

Também obtivemos o espectro reduzido de matrizes nos ensembles ΣAI e ΣAII .

Nesses casos, como já foi dito, as matrizes são reais e simétricas, logo os autovalores

são também reais. Os histogramas encontram-se na Fig. 9. Com exceção de um ligeiro

deslocamento para a direita em ΣAI e para a esquerda em ΣAII , os histogramas são bem

descritos por uma distribuição semicircular. Estes resultados não são triviais. A distribuição

semicircular que aparece aqui é uma assinatura da universalidade. Entretanto as matrizes

não têm elementos independentes, uma hipótese que aparece muitas vezes em provas de

ocorrência de universalidade.

-0.2 0 0.2
0

2

-0.2 0 0.2
0

2

Figura 9 – Histogramas dos espectros reduzidos das matrizes estocásticas obtidas dos
ensembles circulares.
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Por fim, na Fig. 10 encontram-se os histogramas de autovalores dos ensembles

quirais, ΣAIII , ΣBDI e ΣCII , também reais. Aqui, utilizamos o parâmetro α como critério

de comparação que é definido como α � a✏b
N

, e é proporcional à diferença de termos

positivos e negativos em Iab, Eq.1.39. Usamos três valores de α: 0, 0,4 e 0,8. Como pode

ser observado, a forma da distribuição depende do valor de α. Se α � 0, as distribuições

são aparentemente semicirculares; entretanto, para outros valores de α não identificamos

as distribuições. Mas, para α � 1 todos os autovalores convergem para 1.

 = 0  = 0.4
 = 0.8

0 0.5 1
0

5
 = 0  = 0.4

 = 0.8

0 0.5 1
0

2
 = 0  = 0.4

 = 0.8

0 0.5 1
0

5

Figura 10 – Espectros reduzidos das matrizes estocásticas obtidas dos ensembles quirais.

3.2 Momentos

Dadas as observações numéricas de indícios na seção anterior (por exemplo, distri-

buições semicirculares e quarto de círculo), gostaríamos de provar algebricamente que a

universalidade está presente. Para isso vamos utilizar o método dos momentos, que são

dados por

M
f
n � ❙ xnf❼x➁dx, (3.2)

para uma distribuição f❼x➁. O método dos momentos nos permite afirmar que duas

distribuições são iguais se, e somente se, possuem os mesmos momentos. Por exemplo, no

caso da distribuição semicircular de raio R dada por

fSC❼x➁ � 2
πR2

➸
R2 ✏ x2, com x ❃ �✏R,R✆ , (3.3)

seus momentos de ordem ímpar são nulos e os de ordem par são

M
SC
2n � ❿R

2
➄2n

Cn (3.4)

em que Cn são os números de Catalan

Cn �
1

n ✔ 1
❿2n
n
➄. (3.5)

Os primeiros números de Catalan, para n � 0,1,2,3,4,5 são 1,1,2,5,14,42. Para a distri-

buição quarto de círculo, dada por

fQC❼x➁ � 4
πR2

➸
R2 ✏ x2, com x ❃ �0,R✆ , (3.6)

os momentos pares são M
QC
2n � 2mSC

2n e os momentos ímpares são M
QC
2n✔1 �

2n

π❼2n✔1➁!!
R2n✔1.
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Para uma distribuição de autovalores ρ❼λ➁, temos

M
G
n � ❙ λnρ❼λ➁dλ. (3.7)

Mas devido à construção da distribuição de autovalores, a média MG
n corresponde ❛λn❢

G
,

em que λn é a média dos autovalores de Mn. Como λn � 1
N

TrMn temos, portanto,

M
G
n � ❝ 1

N
TrMn❤

G

� ❙
G

1
N

TrMndg �
1
N
mG

n . (3.8)

3.3 Grupos de Lie

Nas seções a seguir, vamos calcular de forma exata alguns dos momentos das

densidades de valores singulares para os ensembles ΣU , ΣO e ΣS e vamos compará-los aos

momentos da distribuição quarto de círculo. Veremos que há concordância. Da mesma

maneira, obteremos alguns dos momentos das densidades de autovalores para os outros

ensembles e veremos que coincidem com os momentos da distribuição semicírculo.

3.3.1 Grupo Unitário

Estamos interessados em calcular a média de TrMn sobre o grupo unitário. Podemos

escrever

TrMn �◗
Ñi

Mi1i2
Mi2i3

...Mini1
(3.9)

�◗
Ñi

❙Ui1i2
❙2 ❙Ui2i3

❙2 ... ❙Uini1
❙2 (3.10)

Esta expressão está na forma da Eq. 2.26 tomando Ña � Ñc e Ñb � Ñd � πU❼Ña➁ � ❼i2, i3, ..., in, i1➁,
com πU � ❼1 2 ✆ n➁ ❃ Sn. Então, temos

❵TrMn❡ΣU
�◗

Ñi
◗

σ,τ❃Sn

WgU❼σ✏1τ,N➁δσ❼Ñi,Ñi➁δτ❼πU❼Ñi➁, πU❼Ñi➁➁ (3.11)

Ao trocar a ordem das somas, a quantidade,

◗
Ñi

δσ❼Ñi,Ñi➁δτ❼πU❼Ñi➁, πU❼Ñi➁➁, (3.12)

contabiliza quantas listas em �N✆n são simultaneamente invariantes sob as permutações

σ e π✏1
U τπU . Se denotarmos ❵a, b❡ o grupo gerado pelas permutações a, b ❃ Sn e Ω ❵a, b❡ o

número de órbitas desse grupo atuando no conjunto ➌1,2, ..., n➑, então a quantidade na

Eq. 3.12 é igual a NΩ❛σ,π✏1
U τπU ❢. Logo,

❵TrMn❡ΣU
� ◗

σ,τ❃Sn

WgU❼σ✏1τ,N➁NΩ❛σ,π✏1
U τπU ❢ (3.13)
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Já que a função de Weingarten unitária depende apenas do ciclo-tipo da permutação,

devido aos caracteres do grupo simétrico, podemos fazer uma mudança de variáveis na

soma e obtemos

❵TrMn❡ΣU
� ◗

λØn

n

◗
m�1

FU
n ❼λ,m➁WgU❼λ,N➁Nm, (3.14)

onde

FU
n ❼λ,m➁ � #➍❼σ, τ➁ ❃ Sn ✕ Sn❙π✏1

U σ✏1πUτ ❃ Cλ,Ω ❵σ, τ❡ �m➒ , (3.15)

é o número de pares ❼σ, τ➁ que geram um grupo com m órbitas e π✏1
U σ✏1πUτ tem ciclo-tipo

λ.

O termo mais simples da soma na Eq. 3.14 surge quando λ � �1n✆ e m � n. Este

termo é o resultado de σ � τ � id, assim FU
n ❼1n, n➁ � 1. E, já que, WgU❼id,N➁ ➀ 1

Nn ,

temos ❵TrMn❡ΣU
� 1 ✔O❼N✏1➁. As contribuições de ordem mais alta podem ser obtidas

resolvendo este problema combinatório em um computador. Dessa forma, é possível obter

tabelas para FU
n ❼λ,m➁:

FU
2 �

➆➊➈
1 2

1 0

➇➋➉ , FU
3 �

➆➊➊➊➊➊➈

5 12 9

0 6 3

1 0 0

➇➋➋➋➋➋➉
, FU

4 �

➆➊➊➊➊➊➊➊➊➈

16 112 50 144 104

7 20 20 44 40

0 12 2 4 0

1 0 0 0 0

➇➋➋➋➋➋➋➋➋➉
. (3.16)

A soma das entradas corresponde à ordem de Sn ✕ Sn, n!2; e cada coluna representa uma

classe Cλ, com λ Ø n. Nas colunas das tabelas FU
n (assim como nas análogas a seguir), as

partições estão em ordem “alfabética”. Por exemplo, para n � 3, a ordem é �13✆, �2,1✆ e�3✆; e para n � 4 temos: �14✆, �2,12✆, �22✆, �3,1✆ e �4✆.
Usando as tabelas, podemos calcular médias dos traços reduzidos mU

n � ❵trMn❡ΣU
:

mU
2 �

1
N ✔ 1

✂
1
N
, (3.17)

mU
3 �

2❼N ✔ 1➁❼N ✔ 2➁ ✂
2
N2

, (3.18)

mU
4 �

N2 ✔ 12N ✔ 6
N❼N ✔ 1➁❼N ✔ 2➁❼N ✔ 3➁ ✂

1
N2

, (3.19)

mU
5 �

34❼N ✔ 1➁❼N ✔ 2➁❼N ✔ 3➁❼N ✔ 4➁ ✂
34
N4

(3.20)

Para os valores singulares, temos

Tr❼MMT ➁n �◗
Ñi,Ñj

Mi1j1
Mi2j1

Mi2j2
Mi3j2

...Minjn
Mi1jn

. (3.21)
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Aplicando a média sobre o grupo Unitário, obtemos

❛Tr❼MMT ➁n❢
ΣU

�◗
Ñi,Ñj

❙Ui1j1
❙2 ❙Ui2j1

❙2 ❙Ui2j2
❙2 ❙Ui3j2

❙2 ... ❙Uinjn
❙2 ❙Ui1jn

❙2 (3.22)

�◗
Ñi,Ñj
◗

σ,τ❃S2n

WgU❼σ✏1τ,N➁δτ❼Ñp, Ñp➁δσ❼Ñq, Ñq➁, (3.23)

com Ñp � ❼i1, i2, i2, ..., in, in, i1➁ e Ñq � ❼j1, j1, j2, j2, ..., jn, jn➁.
Vemos que Ñp deve ser invariante pelas permutações ϕU � ❼2 3➁ ❼4 5➁✆ ❼2n 1➁ e τ . Da

mesma forma, a lista Ñq deve ser invariante pelas permutações σ e φU � ❼1 2➁ ❼3 4➁✆ ❼2n ✏ 1 2n➁.
Portanto, podemos escrever as somas em função do número de órbitas dos grupos gerados:

◗
Ñi

δτ❼Ñp, Ñp➁ � NΩ❵τ,ϕU ❡ (3.24)

◗
Ñj

δσ❼Ñq, Ñq➁ � NΩ❵σ,φU ❡. (3.25)

Portanto,

❛Tr❼MMT ➁❢
ΣU

� ◗
τ,σ❃S2n

WgU❼σ✏1τ,N➁NΩ❵τ,ϕU ❡✔Ω❵σ,φU ❡. (3.26)

Novamente, podemos contabilizar as permutações que geram um certo número de

órbitas de acordo com o ciclo-tipo de σ✏1τ , e obtemos,

❛Tr❼MMT ➁❢
ΣU

� ◗
λØn

n

◗
k,m�1

GU
n ❼λ, k,m➁Nm✔kWgU❼σ✏1τ,N➁ (3.27)

onde

GU
n ❼λ, k,m➁ � #➍❼σ, τ➁ ❃ S2n ✕ S2n❙σ✏1τ ❃ Cλ,Ω ❵τ,ϕU❡ �m,Ω ❵σ,φU❡ � k➒ , (3.28)

é o número de pares ordenados ❼σ, τ➁ tais que σ✏1τ tem ciclo-tipo λ e os grupos ❵τ,ϕU❡ e❵σ,φU❡ tenham, respectivamente, m e k órbitas.

Resolvendo este problema combinatório em um computador, obtemos as expressões

para os traços reduzidos sU
n � ❵tr❼MMT ➁n❡:

sU
1 �

N ✏ 1
N ✔ 1

✂ 1 ✏
2
N
, (3.29)

sU
2 �

2❼N ✏ 1➁❼N ✔ 4➁❼N ✔ 3➁❼N ✔ 2➁❼N ✔ 1➁ ✂
2
N
, (3.30)

sU
3 �

5N4 ✔ 60N3 ✔ 217N2 ✏ 46N ✏ 256❼N ✔ 5➁❼N ✔ 4➁❼N ✔ 3➁❼N ✔ 2➁❼N ✔ 1➁2
✂

5
N2

. (3.31)

Devido à Eq. 3.8, sn está relacionado com o n-ésimo momento da distribuição de

autovalores de ❼MMT ➁n, chamemo-los ν. Por outro lado, os valores singulares correspondem

à raiz quadrada dos autovalores de ❼MMT ➁n, z �
➸
λ. Então, como sn � ❵Tr❼MMT ➁n❡ �
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❵Pi ν
n
i ❡ temos sn � ❵Pi z

2n
i ❡. Logo sn está relacionado com os momentos de ordem par da

distribuição de valores singulares.

Dessa forma, os números 1,2 e 5 que aparecem como coeficientes nas ordens

relevantes são os primeiros três números de Catalan. Este resultado é consistente com a

distribuição dos valores singulares sendo uma distribuição quarto de círculo.

3.3.2 Grupo Ortogonal

Para o grupo Ortogonal, já que as matrizes são reais, temos

TrMn �◗
Ñi

O2
i1i2
O2

i2i3
...O2

ini1
. (3.32)

Podemos aplicar a Eq. 2.28 e obter a média sobre o grupo Ortogonal,

❵TrMn❡ΣO
�◗

Ñi
◗

σ,τ❃▼n

WgO❼σ✏1τ,N➁∆τ❼Ñp➁∆σ❼πO❼Ñp➁➁ (3.33)

onde πO é o quadrado de um ciclo longo, πO � ❼1 2 ✆ 2n➁2
� ❼1 3 5 ✆➁ ❼2 4 6 ✆➁ ❃ S2n e a

lista Ñp é da forma Ñp � ❼i1, i1, i2, i2, ..., in, in➁. A segunda condição pode ser implementada

impondo que a lista Ñp deve ser invariante pela permutação φU que corresponde a f❼id➁,
onde f❼σ➁ é uma involução sem pontos fixos, associada ao matching σ❼t➁.

A quantidade

◗
Ñi

∆τ❼Ñp➁∆σ❼πO❼Ñp➁➁ � NΩ❵f❼τ➁,f❼πOσ➁,φU ❡, (3.34)

é calculada em termos do número de órbitas do grupo gerado pelas involuções sem pontos

fixos associadas aos matchings τ , πO e φU . Logo,

❵TrMn❡ΣO
� ◗

λØn

n

◗
m�1

FO
n ❼λ,m➁WgO❼λ,N➁Nm, (3.35)

onde FO
n ❼λ,m➁ é o número de pares ❼σ, τ➁ em▼n ✕▼n tais que ❵f❼τ➁, f❼πOσ➁, φU❡ tem

m órbitas e σ✏1τ tem coset-tipo λ.

Novamente, resolvendo este problema combinatório em um computador, podemos

obter as tabelas para FO
n ❼λ,m➁:
FO

2 �
➆➊➈

2 6

1 0

➇➋➉ , FO
3 �

➆➊➊➊➊➊➈

14 78 108

0 12 12

1 0 0

➇➋➋➋➋➋➉
, (3.36)

e

FO
4 �

➆➊➊➊➊➊➊➊➊➈

88 1136 1112 3072 4576

16 100 140 272 464

0 24 8 16 0

1 0 0 0 0

➇➋➋➋➋➋➋➋➋➉
. (3.37)
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A soma das entradas é ❼2n ✏ 1➁!!2, como esperado. E a soma das entradas em cada coluna

corresponde ao número de pares tais que σ✏1τ tem coset-tipo λ.

Assim, obtemos os traços reduzidos:

mO
2 �

2
N ✔ 2

✂
2
N
, (3.38)

mO
3 �

8❼N ✔ 2➁❼N ✔ 4➁ ✂
8
N2

, (3.39)

mO
4 �

4❼N2 ✔ 23N ✔ 36➁❼N ✔ 1➁❼N ✔ 2➁❼N ✔ 4➁❼N ✔ 6➁ ✂
4
N2

, (3.40)

mO
5 �

16❼29N ✔ 24➁❼N ✔ 1➁❼N ✔ 2➁❼N ✔ 4➁❼N ✔ 6➁❼N ✔ 8➁ ✂
464
N4

. (3.41)

Para os valores singulares, temos:

❛Tr❼MMT ➁n❢
ΣO

�◗
Ñi,Ñj

❵Mi1j1
Mi2j1

...Minjn
Mi1jn

❡ (3.42)

�◗
Ñi,Ñj

❵Oi1j1
Oi1j1

Oj1i2
Oj1i2

...Oinjn
Oinjn

Oi1jn
Oi1jn

❡ (3.43)

�◗
Ñi,Ñj
◗

σ,τ❃▼n

WgO❼σ✏1τ,N➁∆τ❼Ñp➁∆σ❼Ñq➁, (3.44)

onde a lista Ñp é da forma Ñp � ❼i1, i1, i2, i2, i2, i2, ..., in, in, in, in, i1, i1➁ e Ñq é da forma Ñq �❼j1, j1, j1, j1, ..., jn, jn, jn, jn➁. Note que Ñp é invariante por ϕO � ❼1 2 4n ✏ 1 4n➁ ❼3 4 5 6➁✆
e Ñq é invariante por φO � ❼1 2 3 4➁ ❼5 6 7 8➁✆. Assim, podemos escrever as somas sobre

as listas Ñi e Ñj como função do número de órbitas dos grupos gerados pelas involuções sem

pontos fixos:

◗
Ñi

∆τ❼Ñp➁ � NΩ❵f❼τ➁,ϕO❡ (3.45)

◗
Ñj

∆σ❼Ñq➁ � NΩ❵f❼σ➁,φO❡. (3.46)

Podemos, então, escrever

❛Tr❼MMT ➁n❢
ΣO

� ◗
λØn

n

◗
k,m�1

GO
n ❼λ, k,m➁Nk✔mWgO❼λ,N➁, (3.47)

onde GO
n ❼λ, k,m➁ é o número de pares ❼τ, σ➁ em▼n ✕▼n em que o coset-tipo de σ✏1τ é

λ e o os grupos ❵f❼τ➁, ϕO❡ e ❵f❼σ➁, φO❡ têm, respectivamente, m e k órbitas.

Resolvendo o problema em um computador e calculando explicitamente os traços

reduzidos, obtemos

sO
1 �

2N ✏ 2
N ✔ 2

✂ 2 ✏
6
N
, (3.48)

sO
2 �

❼4N ✏ 4➁❼2N2 ✔ 17N ✔ 12➁❼N ✔ 1➁❼N ✔ 2➁❼N ✔ 4➁❼N ✔ 6➁ ✂
8
N
, (3.49)
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com sO
n � ❵tr❼MMT ➁n❡ΣO

.

Os coeficientes 2 e 8 são consistentes com a distribuição dos valores singulares

sendo um quarto de círculo de raio 2
➺

2⑦N .

3.3.3 Grupo Simplético

No ensemble simplético, ΣS, temos

TrMn �◗
Ñi

Si1i2
SD

i2i1
Si2i3

SD
i3i2
...Sini1

SD
i1in

(3.50)

�◗
Ñi

Si1i2
Si1✔N,i2✔NSi2i3

Si2✔N,i3✔N ...Sini1
Sin✔N,i1✔N , (3.51)

onde a lista Ñi pertence a �2N✆n e a soma é módulo 2N (Por exemplo, se i1 � 2N ✏ 2, então

i1 ✔N � 3N ✏ 2 ✁ N ✏ 2).

Usando a relação para médias no grupo Simplético, na Eq. 2.32, obtemos

❵TrMn❡ΣS
�◗

Ñi

WgO❼σ✏1τ,N➁∆➐

τ❼Ñp➁∆➐

σ❼πO❼Ñp➁➁ (3.52)

onde Ñp � ❼i1, i1 ✔N, i2, i2 ✔N, ..., in, in ✔N➁ e πO � ❼1,2, ...,2n➁2.

A quantidade◗
Ñi

∆➐

τ❼Ñp➁∆➐

σ❼πO❼Ñp➁➁ é, a menos de sinal, igual a ❼2N➁Ω❵f❼τ➁,f❼πOσ➁,φU ❡

e é quase igual à que aparece para o grupo Ortogonal. Esse sinal depende dos coset-tipos

de τ e πOσ e também da sequência Ñp. Essa dificuldade nos impediu de calcular traços de

potências de ordem mais alta. Sendo possível calcular apenas o seguinte traço reduzido:

mS
2 �

2
2N ✔ 1

✂
1
N
. (3.53)

Para os valores sigulares, temos

❛Tr❼MMT ➁n❢
ΣS

�◗
Ñi,Ñj

❵Mi1j1
Mi2j1

...Minjn
Mi1jn

❡ (3.54)

�◗
Ñi,Ñj

❵Si1j1
Si1✔N,j1✔NSi2j1

Si2✔N,j1✔N ...Sinjn
Sin✔N,jn✔NSi1jn

Si1✔N,jn✔N❡
(3.55)

�◗
Ñi,Ñj
◗

σ,τ❃▼2n

WgS❼σ✏1τ,N➁∆➐

τ �Ñp✆∆➐

σ�Ñq✆, (3.56)

onde Ñp � ❼i1, i ✔N, ..., in, in ✔N, in, in ✔N, i1, i1 ✔N➁ e Ñq � ❼j1, j1 ✔N, j1, j1 ✔N, ..., jn, jn ✔N,

jn, jn ✔N➁. Calculamos apenas o primeiro traço reduzido:

sS
1 �

2N2 ✔N ✔ 1❼N ✏ 1➁❼2N ✔ 1➁ ✂ 1 ✔
1
N
. (3.57)
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3.4 Ensembles Circulares

3.4.1 Espaço Simétrico AI

No espaço simétrico AI, temos

TrMn �◗
Ñi

Ui1i2
Ui2i3

✆Uini1
U❻

i1i2
U❻

i2i3
✆U❻

ini1
, (3.58)

onde U é simétrica, e por consequência, também o é M . Usando a Eq. 2.50, segue que

❵TrMn❡ΣAI
�◗

Ñi
◗

σ❃S2n

WgAI❼σ,N➁δσ❼Ñp, Ñp➁, (3.59)

com Ñp � ❼i1, i2, i2, ..., in, in, i1➁.
Já que a função de Weingarten para o espaço simétrico AI depende apenas do

coset-tipo do argumento, podemos escrever

❵TrMn❡ΣAI
� ◗

λØn

n

◗
m�1

FAI
n ❼λ,m➁WgAI❼λ,N➁Nm, (3.60)

onde

FAI
n ❼λ,m➁ � #➌σ ❃ S2n❙�σ✆ � λ,Ω❵σ,ϕU❡ �m➑ (3.61)

é o número de permutações em S2n que têm coset-tipo λ e o grupo ❵σ,ϕU❡ tem m órbitas.

O termo com λ � �1n✆ e m � n resulta em ❵TrMn❡ΣAI
� 1 ✔ O❼N✏1➁ refletindo

o autovalor de Perron-Frobenius. Contribuições de ordem mais alta podem ser obtidas

resolvendo o problema combinatório em um computador. E, com isso, podemos obter as

seguintes tabelas para as funções FAI
n ❼λ,N➁:

FAI
2 �

➆➊➈
6 14

2 2

➇➋➉ , FAI
3 �

➆➊➊➊➊➊➈

38 234 320

9 51 60

1 3 4

➇➋➋➋➋➋➉
, (3.62)

e

FAI
4 �

➆➊➊➊➊➊➊➊➊➈

306 3800 3862 10312 15608

67 724 689 1820 2636

10 80 54 152 184

1 4 3 4 4

➇➋➋➋➋➋➋➋➋➉
. (3.63)

A soma das entradas vale ❼2n➁!. E a soma das entradas em cada coluna corresponde ao

número de permutações com um dado coset-tipo.
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Usando as tabelas, podemos calcular os traços reduzidos:

mAI
1 �

N ✏ 1
N ✔ 1

✂ 1 ✏
2
N
, (3.64)

mAI
2 �

❼N ✏ 1➁❼N ✔ 5➁❼N ✔ 1➁❼N ✔ 3➁ ✂ 1 ✏
8
N2

, (3.65)

mAI
3 �

3N2 ✔ 22N ✏ 29❼N ✔ 1➁❼N ✔ 3➁❼N ✔ 5➁ ✂
3
N
✏

5
N2

, (3.66)

mAI
4 �

2❼N4 ✔ 20N3 ✔ 146N2 ✔ 92N ✏ 323➁❼N ✔ 1➁❼N ✔ 2➁❼N ✔ 3➁❼N ✔ 5➁❼N ✔ 7➁ ✂
2
N
✔

4
N2

, (3.67)

A existência de uma densidade contínua de autovalores de ordem 1⑦➸N implica que
1
N
❵trMn❡ ✂ 1

Nn⑦2 e consequentemente Nn⑦2✏1mAI
n deve ter um valor finito quando N �➟.

Vemos que isto é verdade para os momentos pares e aparecem os primeiros números

de Catalan, 1 e 2, em concordância com os momentos da distribuição semicircular. Os

momentos ímpares desaparecem no limite, o que indica uma distribuição par.

Não obstante, observe que o primeiro momento é positivo, para N finito. Isto

explica o ligeiro deslocamento da distribuição no sentido dos números reais positivos visto

na Fig. 9.

3.4.2 Espaço Simétrico AII

No ensemble AII, temos matrizes antissimétricas. Além disso,

TrMn �◗
Ñi

Ui1i2
Ui2i3

...Uini1
U❻

i1i2
U❻

i2i3
...U❻

ini1
. (3.68)

Nas condições da Eq. 2.52, podemos escrever

❵TrMn❡ΣAII
�◗

Ñi
◗

σ❃S2n

WgAII❼σ,N➁δσ❼Ñp, Ñp➁, (3.69)

onde Ñp � ❼i1, i2, i2, ..., in, in, i1➁. Observe que Ñp é invariante pela ação de ϕU . A função de

Weingarten WgAII❼σ,N➁ depende do coset-tipo de σ e também de seu sinal, ǫ❼σ➁. Então

podemos escrever

❵TrMn❡ΣAII
� ❼✏1➁n◗

λØn

n

◗
m�1

FAII
n ❼λ,m➁WgO❼λ,1 ✏ 2N➁Nm, (3.70)

onde FAII
n ❼λ,m➁ � FAII

n,✔ ❼λ,m➁ ✏ FAII
n,✏ ❼λ,m➁ é a diferença entre os resultados de dois

problemas combinatórios,

FAII
n,✖ ❼λ,m➁ � #➌σ ❃ S2n❙�σ✆ � λ,Ω❵σ,ϕU❡ �m, ǫ❼σ➁ � ✖1➑, (3.71)

isto é, o número de permutações com que têm sinal positivo (respectivamente, negativo),

com coset-tipo λ tais que ❵σ,ϕU❡ tenha m órbitas.
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As tabelas geradas são

FAII
2 �

➆➈✏2 2

2 ✏2

➇➉ , FAII
3 �

➆➊➊➊➈
✏2 6 ✏4

3 ✏9 6

✏1 3 ✏2

➇➋➋➋➉ , (3.72)

e

FAII
4 �

➆➊➊➊➊➊➊➈

✏14 72 ✏42 ✏88 72

11 ✏44 33 44 ✏44

2 ✏24 6 40 ✏24

1 ✏4 3 4 ✏4

➇➋➋➋➋➋➋➉
. (3.73)

Isso nos permite calcular os seguintes traços parciais:

mAII
1 � ✏1, (3.74)

mAII
2 � 1, (3.75)

mAII
3 �

✏3
2N ✔ 1

✂ ✏
3

2N
✔

3❼2N➁2
, (3.76)

mAII
4 �

2N ✔ 5❼2N ✔ 1➁❼N ✔ 1➁ ✂ 2
2N

✔
4❼2N➁2

. (3.77)

Similarmente ao que ocorre com o ensemble ΣAI , isso indica uma distribuição

contínua de autovalores de ordem 1⑦➸N , simétrica, com momentos pares consistentes

com uma distribuição semicircular de raio 2⑦➸N . Observe que para N finito, o primeiro

momento da distribuição é negativo, o que explica o pequeno deslocamento da distribuição

no sentido negativo do eixo real, como visto na Fig. 9.

3.5 Ensembles Quirais

3.5.1 Espaço Simétrico AIII

No ensemble AIII, temos matrizes hermitianas. E escrevemos

TrMn �◗
Ñi

Ui1i2
Ui2i1

Ui2i3
Ui3i2

✆Uini1
Ui1in

. (3.78)

Nas condições da Eq. 2.72, ficamos com

TrMn �◗
Ñi
◗

σ❃S2n

WgAIII❼σ, a, b➁δσ❼Ñp, φU❼Ñp➁➁, (3.79)

onde Ñp � ❼i1, i2, i2, ..., in, in, i1➁ é invariante por ϕU .

A função de Weingarten WgAIII❼σ,N➁ depende apenas do ciclo-tipo da permutação

σ, então

❵TrMn❡ΣAIII
� ◗

λØ2n

n

◗
m�1

FAIII
n ❼λ,m➁WgAIII❼λ, a, b➁Nm, (3.80)
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onde FAIII
n ❼λ,m➁ é o número de permutações em S2n com ciclo-tipo λ tais que o grupo❵σφU , ϕU❡ tem m órbitas.

De posse desse problema combinatório, podemos gerar para as funções FAIII
n ❼λ,m➁

as seguintes tabelas:

FAIII
1 � ❾1 1➃ , FAIII

2 �
➆➈1 6 1 8 4

0 0 2 0 2

➇➉ , (3.81)

e

FAIII
3 �

➆➊➊➊➈
1 15 39 11 40 96 30 84 66 120 90

0 0 6 3 0 24 9 6 21 24 27

0 0 0 1 0 0 1 0 3 0 3

➇➋➋➋➉ . (3.82)

Em termos do parâmetro α � ❼a ✏ b➁⑦N de ordem 1, os primeiros traços reduzidos

são

mAIII
1 �

N2α2 ✏ 1
N ✔ 1

✂ α2❼N ✏ 1➁, (3.83)

mAIII
2 �

α4N3 ✔ ❼2α2 ✔ 1➁N2 ✏ ❼4α2 ✏ 3➁N ✏ 3❼N ✔ 1➁❼N ✔ 3➁ ✂ α4N ✏ ❼4α4
✏ 2α2

✏ 1➁. (3.84)

As expressões exatas para os próximos momentos são bastante complicadas, no limite de

N grande, temos

mAIII
3 ✂ α6N ✏ α2❼10α4

✏ 6α2
✏ 3➁ ✔ 1

N
α2❼α2

✏ 1➁❼72α2
✏ 1➁ (3.85)

mAIII
4 ✂ α8N ✏ α4❼19α4

✏ 12α2
✏ 6➁ ✔ 2

N
❼α2

✏ 1➁❼124α6
✏ 16α4

✏ 5α2
✏ 1➁. (3.86)

Nós conjecturamos que mAIII
n ✂ α2nN .

Para N grande, o autovalor médio é simplesmente α2, e somos levados a crer que

lim
N�➟

1
N
mAIII

n � α2n. Isto sugere uma convergência para uma distribuição dada pela função

δ de Dirac. Assim, é interessante calcular os momentos deslocados µAIII � ❵tr❼M ✏ α2➁n❡.
O primeiro é

µAIII
1 �

α2 ✏ 1
N ✔ 1

, (3.87)

e os momentos de ordem mais alta têm as seguintes expansões assintóticas

µAIII
2 ✂ ✏ ❽α2

✏ 1➂ ❽3α2
✔ 1➂ ✔ ❼α2 ✏ 1➁ ❼11α2 ✏ 1➁

N
(3.88)

µAIII
3 ✂

❼α2 ✏ 1➁ ❼36α4 ✏ 4α2➁
N

(3.89)

µAIII
4 ✂

2 ❼α2 ✏ 1➁2 ❼17α4 ✔ 6α2 ✔ 1➁
N

. (3.90)

Estes resultados sugerem que os autovalores escalam como 1⑦➸N ao redor da média.

Além disso, no ponto de simetria, α � 0, surge a distribuição semicircular, baseado nesse

fato, pelo menos para n � 1 e n � 2, temos 1
N
µAIII

n ✂ Cn⑦Nn, onde Cn são os números de

Catalan.
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3.5.2 Espaço Simétrico BDI

No ensemble BDI, temos matrizes reais e simétricas. E escrevemos

TrMn �◗
i

O2
i1i2
O2

i2i3
...O2

ini1
. (3.91)

Nas condições da Eq. 2.74, temos

❵TrMn❡ΣBDI
�◗

Ñi
◗

σ❃▼2n

WgBDI❼σ, a, b➁∆σ❼Ñp➁, (3.92)

onde ▼2n � S4n⑦H2n e Ñp � ❼i1, i2, i1, i2, i2, i3, i2, i3, ...➁ que é invariante sob a ação de

πBDI � ❼2 4 5 7➁✆ ❼4k ✏ 2 4k 4k ✔ 1 4k ✔ 3➁✆.

Já que a função de Weingarten WgBDI❼σ, a, b➁ depende apenas do coset-tipo da

permutação σ, podemos escrever

❵TrMn❡ΣBDI
� ◗

λØ2n

n

◗
m�1

FBDI
n ❼λ,m➁WgBDI❼λ, a, b➁Nm, (3.93)

onde FBDI
n ❼λ,m➁ corresponde ao número de matchings σ em▼2n com coset-tipo λ e tal

que o grupo ❵σ,πBDI❡ tenha m órbitas.

As primeiras soluções deste problema combinatório são dadas por

FBDI
1 �

➆➈ 1 2

0 0

➇➉ e FBDI
2 �

➆➊➊➊➊➊➊➈

1 12 9 32 42

0 0 3 0 6

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

➇➋➋➋➋➋➋➉
. (3.94)

Em termos do parâmetro α � ❼a ✏ b➁⑦N , os primeiros traços reduzidos são:

mBDI
1 �

N2α2 ✔N ✏ 2
N ✔ 2

✂ α2 ❼N ✏ 2➁ ✔ 1 ✔
4 ❼α2 ✏ 1➁

N
, (3.95)

mBDI
2 ✂ ❼N ✏ 9➁α4

✔ 6α2
✔ 2 ✔

❼α2 ✏ 1➁ ❼61α2 ✔ 3➁
N

. (3.96)

O autovalor médio é, novamente, α2. E os primeiros momentos deslocados são

µBDI
1 � ✏

❼α2 ✏ 1➁ ❼N ✏ 2➁
N ✔ 2

✂ ✏ ❽α2
✏ 1➂ ✔ 4 ❼α2 ✏ 1➁

N
, (3.97)

µBDI
2 ✂ ✏ ❽α2

✏ 1➂ ❽6α2
✔ 2➂ ✏ ❼α2 ✏ 1➁ ❼α2 ✔ 15➁

N
. (3.98)

3.5.3 Espaço Simétrico CII

No ensemble CII, temos matrizes auto-duais. E escrevemos

TrMn �◗
Ñi

Ui1i2
Ui2✔Ni1✔NUi2i3

Ui3✔Ni2✔N✆Uini1
Ui1✔Nin✔N , (3.99)
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Nas condições da Eq. 2.76, temos

❵TrMn❡ΣCII
�◗

Ñi
◗

σ❃▼n

WgCII❼σ, a, b➁∆➐

σ❼Ñi➁. (3.100)

A partir da expressão acima, calculamos diretamente o primeiro momento

mCII
1 �

4N3α2 ✏ 4N2 ✏N ✔ 1❼N ✏ 1➁ ❼2N ✔ 1➁ ✂ α2❼2N➁ ✔ α2
✏ 2 ✔

3
2
❼α2 ✏ 1➁
N

(3.101)

e o primeiro momento deslocado é

µCII �
❼α2 ✏ 1➁ ❼4N2 ✔N ✏ 1➁❼N ✏ 1➁ ❼2N ✔ 1➁ ✂ 2 ❽α2

✏ 1➂ ✔ 3
2
❼α2 ✏ 1➁
N

. (3.102)
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4 Conclusões

No presente trabalho, realizamos uma revisão de alguns tópicos em Teoria de

Grupos e sobre o grupo de permutações. Ademais, vimos alguns conceitos sobre Teoria

das Representações e caracteres e funções simétricas. A seguir, exploramos os processos

estocásticos a fim de definir as matrizes estocásticas associadas a grupos de Lie e espaços

simétricos. Por fim, fizemos uma breve discussão sobre integrais matriciais e a produção

de matrizes aleatórias.

Definimos ensembles de matrizes estocásticas associados ao grupo Simplético e aos

espaços simétricos AI, AII, AIII, BDI e CII. Além disso também estudamos os ensembles

associados aos grupos Unitário e Ortogonal, que já vêm sendo estudados [25]. As matrizes

estocásticas aqui estudadas podem ser divididas em dois grupos: as associadas aos grupos

de Lie, que não são simétricas e possuem autovalores complexos; e as associadas aos

espaços simétricos, que são simétricas e possuem autovalores reais.

Sorteamos conjuntos de matrizes estocásticas e observamos numericamente que

suas propriedades estatísticas macroscópicas estão de acordo com os resultados universais

esperados: aqueles do Ensemble de Ginibre Real (GRE) para os grupos de Lie e aqueles

do Ensemble Gaussiano Ortogonal (GOE) para os espaços simétricos. Entretanto, nesse

caso universalidade é apenas uma conjectura, pois os elementos de nossas matrizes não

são independentes.

Investigamos as médias dos invariantes, ❵TrMn❡ e ❵Tr❼MMT ➁n❡, através das funções

de Weingarten. Cálculos explícitos só são possíveis para os primeiros casos e concordam

com a conjectura de universalidade. Um entendimento profundo dessas quantidades pode

levar a resultados exatos na estatística dos espectros dessas matrizes. Porém, para obtê-las

nos deparamos com problemas combinatórios envolvendo permutações. Tais problemas

são difíceis, pois precisamos conhecer o número de órbitas de um grupo gerado por certos

elementos, que já é uma questão não-trivial, além disso adicionam-se condições envolvendo

o ciclo-tipo ou o coset-tipo dos geradores.

No regime de grandes valores de N somos levados a considerar o comportamento

assintótico das funções de Weingarten, que estão relacionados com fatorações de permutação.

A conjectura de universalidade para a estatística do espectro é transferida para relações

sutis entre esses dois tipos de problemas.
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APÊNDICE A – Produção de Matrizes

Aleatórias

Neste capítulo, vamos discutir como produzir matrizes estocásticas aleatórias.

Vamos seguir os métodos expostos por Mezzadri [36], discutir e reproduzir alguns pontos.

Para produzir as matrizes estocásticas, precisamos de matrizes aleatórias com elementos

devidamente distribuídos e oriundas dos grupos de Lie. A partir dessas matrizes, podemos

construir as matrizes estocásticas M ou construir os representantes de coset e depois

construir M , no caso dos espaços simétricos.

A.1 Decomposição QR

Sortear uma matriz de elementos com distribuição normal é relativamente simples.

Pois nesse caso, os elementos são independentes. À medida que vínculos são adicionados,

o sorteio se torna cada vez mais complexo.

Matrizes unitárias satisfazem UU † � U †U � I. Em termos das entradas, temos

◗
k

UikU
❻

jk � δij e ◗
k

U❻

kiUjk � δij (A.1)

Observe que as relações na Eq. A.1 estabelecem, respectivamente, que as linhas e as

colunas de uma matriz unitária são ortonormais segundo a forma bilinear da Eq. 1.5.

Assim, podemos obter uma matriz unitária tomando N vetores de CN ortonormais entre

si.

Por outro lado, uma matriz inversível pode ser entendida como N vetores geradores

de CN . Podemos então, ortogonalizar tais vetores para, assim, obter uma matriz unitária. É

dessa forma que procede a decomposição QR. Toda matriz inversível pode ser decomposta

no produto de uma matriz unitária Q e uma matriz triangular superior R.

Dados N vetores do espaço CN , Ñv1, ..., ÑvN , podemos ortogonalizá-los segundo o

método de ortogonalização de Gram-Schmidt. O método consiste em normalizar e subtrair

as componentes nas direções dos outros vetores de maneira recursiva. Sejam Ñu1, Ñu2, ..., ÑvN
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os vetores ortogonais, temos

Ñu1 �
Ñv1❙Ñv1❙ (A.2)

Ñu2 �
Ñv2❙Ñv2❙ ✏ ❼Ñu1 � Ñv2➁❙Ñv2❙ Ñu1 (A.3)

✝ (A.4)

ÑuN �
ÑvN❙ÑvN ❙ ✏

N✏1

◗
i�1

❼Ñui � Ñvi➁❙ÑvN ❙ Ñui. (A.5)

Na forma matricial, temos

➆➊➊➊➊➊➊➈

u11 u21 ✆ uN1

u12 u22 ✆ uN2

✝ ✝ ✟ ✝

u1N u2N ✆ uNN

➇➋➋➋➋➋➋➉
�

➆➊➊➊➊➊➊➈

v11 v21 ✆ vN1

v12 v22 ✆ vN2

✝ ✝ ✟ ✝

v1N v2N ✆ vNN

➇➋➋➋➋➋➋➉

➆➊➊➊➊➊➊➈

1
❙Ñv1❙

✏
❼Ñu1�Ñv2➁

❙Ñv2❙
✆ ✏

❼Ñu1�ÑvN ➁
❙ÑvN ❙

0 1
❙Ñv2❙

✆ ✏
❼Ñu2�ÑvN ➁

❙ÑvN ❙

✝ ✝ ✟ ✝

0 0 ✆
1

❙ÑvN ❙

➇➋➋➋➋➋➋➉
. (A.6)

E ao considerar as colunas de Z como N vetores, Z � ❾ Ñv1 Ñv2 ✆ ÑvN ➃, e aplicar o

processo de ortogonalização de Gram-Schmidt, obtemos uma matriz unitária Q formada

por N vetores ortonormais, Q � ❾ Ñu1 Ñu2 ✆ ÑuN ➃, e uma matriz triangular superior R➐.

Dessa forma, obtemos a fatoração Z � QR, observando que R � ❼R➐➁✏1.

A.2 Matrizes aleatórias em ❯❼N➁

As matrizes geradas pela decomposição QR são de fato unitárias. Porém, queremos

que as matrizes geradas sejam distribuídas segundo a medida de Haar, e tais matrizes

não o são. O problema decorre do fato da fatoração Z � QR não ser única. Por exemplo,

considere a matriz unitária diagonal

Λ �

➆➊➊➊➈
eiθ1

✟

eiθN

➇➋➋➋➉ (A.7)

Dessa forma QΛ✏1 é uma matriz unitária e ΛR é uma matriz diagonal, pondo Q➐ � QΛ✏1 e

R➐ � ΛR, temos também, Z � Q➐R➐. Na verdade, pode ser mostrado que a fatoração não é

única realmente devido às matrizes unitárias diagonais.

Para contornar o problema da unicidade da fatoração, devemos fixar os argumentos

dos elementos da diagonal principal de R. Isto pode ser feito escolhendo os argumentos

iguais a zero, ou seja, escolhendo os elementos da diagonal principal todos reais e positivos.

Para fazer isso, usamos a matriz

Λ �

➆➊➊➊➈
R11

❙R11❙

✟

RNN

❙RNN ❙

➇➋➋➋➉ , (A.8)
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e fazemos Q➐ � QΛ e R➐ � Λ✏1R. Note que, por construção, os elementos na diagonal da

matriz R➐ são estritamente positivos. Dessa forma, conseguimos Z � Q➐R➐ uma fatoração

única para Z, com Q➐ ❃ ❯❼N➁ distribuída segundo a medida de Haar.

E o algoritmo para obter matrizes unitárias distribuídas segundo a medida de Haar

é o seguinte

1. Sorteamos duas matrizes reais com elementos seguindo a distribuição normal e

construímos uma matriz complexa de ordem N .

2. Alimentamos a rotina QR com a matriz anterior e obtemos Q, uma matriz unitária,

e R uma matriz triangular superior.

3. Com a matriz R construímos a matriz Λ.

4. Por fim, obtemos U � QΛ uma matriz unitária distribuída segundo a medida de

Haar.

Como o grupo Ortogonal é subgrupo do grupo Unitário, o processo para obter

matrizes ortogonais aleatórias é automático: basta sortear uma matriz com elementos reais

que seguem a distribuição normal e seguir o algoritmo acima a partir do segundo passo.

Com isso, obtemos matrizes ortogonais aleatórias com elementos distribuídos segundo a

medida de Haar.

A.3 Matrizes aleatórias em ❙p❼2N➁

Para as matrizes simpléticas, podemos seguir um caminho praticamente idêntico

ao caso unitário. Lembremos da Eq. 1.23 que estabelece a relação entre ❯❼2N➁ e ❙p❼2N➁.
Dessa forma a medida de Haar induzida sobre ❯❼N➁ pelo ensemble de Ginibre é agora

induzida sobre ❙p❼2N➁ pelo isomorfismo da Eq. 1.23.

Para utilizar a decomposição QR como descrito na seção anterior, basta escrevermos

Z � Q0 ❛K0 ✔Q1 ❛K1 ✔Q2 ❛K2 ✔Q3 ❛K3 (A.9)

com K ➐

is dados pela Eq. 1.20.

Podemos então sintetizar o algoritmo:

1. Sorteamos quatro matrizes reais cujos elementos seguem a distribuição normal,

Q0,Q1,Q2 e Q3.

2. Alimentamos a rotina QR com ◗ � Q0❛K0 ✔Q1❛K1 ✔Q2❛K2 ✔Q3❛K3 e obtemos

Q, uma matriz unitária, e R uma matriz triangular superior.
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3. Com a matriz R construímos a matriz Λ.

4. Por fim, obtemos S � QΛ uma matriz simplética (e unitária) distribuída segundo a

medida de Haar.
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