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Resumo

Consideramos matrizes estocédsticas aleatérias M com elementos dados por M;; = |Uij|2,
com U sendo uniformemente distribuida em um dos grupos de Lie classicos ou em um
espago simétrico associado. Observamos numericamente que, para altas dimensoes, a
estatistica espectral de M (descartando o autovalor de Perron-Frobenius) é similar a
do Ensemble Gaussiano Ortogonal para matrizes simétricas e a do ensemble real de
Ginibre para matrizes nao-simétricas. Nossa abordagem para a estatistica espectral é
baseada nas fungoes de Weingarten e na formulacao de problemas enumerativos envolvendo

permutacoes.

Palavras-chave: matrizes aleatérias, matrizes estocasticas, grupos de Lie, espagos simé-

tricos.






Abstract

We consider random stochastic matrices M with elements given by M;; = |Uij|2, with
U being uniformly distributed on one of the classical compact Lie groups or some of
the associated symmetric spaces. We observe numerically that, for large dimensions, the
spectral statistics of M (discarding the Perron-Frobenius eigenvalue) are similar to those
of the Gaussian Orthogonal ensemble for symmetric matrices and to those of the real
Ginibre ensemble for nonsymmetric matrices. We compute some spectral statistics using
Weingarten functions and establish connections with some difficult enumerative problems

involving permutations.

Keywords: random matrices, stochastic matrices, Lie goups, symmetrical spaces.
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Introducao

Por volta de 1950, Eugene P. Wigner (1902-1995) estava interessado nos espectros
de energia de dtomos pesados, como o Uranio [2]. Os dtomos pesados tém um grande
numero de niveis de energia, que aparecem nos dados experimentais como picos na taxa
de difusdo de néutrons em fungdo da energia [3]. Porém, do ponto de vista tedrico, o
estudo de tais atomos é muito mais complicado que o do 4&tomo de Hidrogénio. Devido a
dificuldade de descrever um ntcleo individual, Wigner optou por uma abordagem estatistica,
estudando, por exemplo, as distribui¢oes do espacamento entre niveis de energia vizinhos
(precisamente, o espagamento em unidades do espagamento médio, ou seja, o espagamento
real dividido pelo espacamento médio). Ele considerou que niveis de energia eram associados
a autovalores de matrizes hermitianas aleatérias e, consequentemente, a distribuicao dos
espacamentos dos niveis de energia estaria relacionada a distribuicao dos espacamentos
entre os autovalores de tais matrizes. Os elementos das matrizes aleatérias utilizadas por

Wigner possuem distribui¢do normal:

1 9 A [ gl i ?
P(H) exp(—aTrH ) =[Je = J]eMl, (1)
i=1

e

por isso esses conjuntos de matrizes sdo chamados ensembles gaussianos. Se o conjunto é
invariante por multiplicagdo por matrizes unitarias (respectivamente, ortogonais, simplé-
ticas), temos o Ensemble Gaussiano Unitario (respectivamente, Ortogonal, Simplético),
denotado GUE (respectivamente, GOE, GSE). Os dados experimentais corroboraram a
previsao de Wigner: na Fig. 1 um histograma com 1726 espagamentos é comparado com a
previsao da Teoria de Matrizes Aleatorias (GOE). Esta foi uma das primeiras aplicagoes
da Teoria de Matrizes Aleatérias (RMT) na Fisica .

Apesar de as matrizes aleatérias terem surgido na Matematica por volta de 1930,
com trabalhos de Hsu [4], Wishart [5] e outros, somente depois dos trabalhos de Wigner,
na década de 1950, é que a teoria atraiu a atengao dos fisicos [6]. Desde entao, muito
conhecimento na area vem sendo acumulado e muitas aplica¢oes tém surgido. Além dos
nucleos pesados, outros sistemas que possuem espectros complicados sao os bilhares cadticos
em 2D. Formas simples no bilhar podem produzir espectros complicados como o bilhar
de Sinai (composto por um quadrado com uma circunferéncia interna) e o estadio (um
retdngulo com dois semicirculos). No bilhar a particula é livre e interage apenas com a
superficie na qual é defletida. Se o sistema é classicamente integravel, o espagamento dos
autovalores do hamiltoniano correspondente segue uma distribuicao de Poisson, e com
muitas degenerescéncias entre niveis de energia. Entretanto, se é cadtico, os niveis possuem
a mesma estatistica dos autovalores de matrizes aleatérias: sem degenerescéncias, ou seja,

eles se repelem. Este comportamento foi observado pela primeira vez por Berry e Tabor
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Figura 1 — Histograma dos espagamentos entre niveis de energia comparado com a predicao
da Teoria de Matrizes Aleatérias (GOE). Adaptado de [1].

[7] e também estudado por Bohigas, Giannoni e Schmit [§]. A RMT também aparece em
varios outros campos de estudo: modelando matrizes de espalhamento para transporte
em sistemas desordenados [9]; no estudo de diagramas planares em teoria de cordas [10];
no contexto da Cromodindmica Quéantica (QCD) [11]; além de aplicagdes em matemdtica

pura, por exemplo em Teoria dos Numeros [12, 13].

Alguns ensembles de matrizes aleatérias exibem uma propriedade chamada univer-
salidade. Ela estabelece que o comportamento das propriedades estatisticas das matrizes,
como a distribuicao de autovalores, é independente da distribuicao individual de seus
elementos quando as matrizes s@o suficientemente grandes. Quando os autovalores sao
reais, espera-se que as propriedades estatisticas do ensemble sejam correspondentes as
dos ensembles gaussianos. Nesses casos, um dos resultados centrais da universalidade é
a lei semicircular [14]. Ela estabelece que a distribuicdo de autovalores corresponde a
distribuigao semicircular de Wigner [15], que é a distribui¢ao dos autovalores de matrizes
do GUE e do GOE, Figs. 2a e 2b. Para matrizes com autovalores complexos, espera-se
que as propriedades sejam equivalentes as dos ensembles de Ginibre. Estes ensembles sao
compostos por matrizes ndo-hermitianas cujos elementos tém distribuicdo normal. Se as
matrizes sdo complexas (respectivamente, reais, quaterniénicas) e a medida é invariante
por multiplicagdo por matrizes unitdrias (respectivamente, ortogonais, simpléticas), temos
o Ensemble de Ginibre Complexo (respectivamente, Real, Quaternionico), denotado GCE
(respectivamente, GRE, GQE) [16]. Nesses casos, espera-se que os autovalores se distribuam
de maneira aproximadamente uniforme (exceto por uma pequena concentragao, de ordem
VN, de autovalores sobre a reta real [17]) em um circulo no plano complexo (lei circular),

Fig. 2¢, e que a distribuicdo dos valores singulares ocorra na forma de um quarto de circulo
[18], Fig. 2d.
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-10 0 10
-10 0 10
A A
(a) Distribui¢do de Autovalores GUE. (b) Distribuicdo de Autovalores GOE.
10 L P(z)
5 0.06
% 0 0.04
-5 0.02
-10
-10 0 10 0 10 20
R(N) z
(¢) Autovalores GRE. (d) Distribui¢io de valores singulares GRE.

Figura 2 — Propriedades estatisticas de alguns ensembles gaussianos (GUE e GOE) e de
Ginibre (GRE). As matrizes tém ordem 100.

Quando a universalidade estd presente, as propriedades estatisticas das matrizes
dependem apenas das simetrias do ensemble ao qual pertence. Por exemplo, quando
o sistema ndo apresentar nenhuma simetria o ensemble adequado para representar o
Hamiltoniano poderia ser o GUE, porém se o sistema apresentar simetria de reversao
temporal, o ensemble adequado poderia ser o GOE, e se, além da simetria de reversao

temporal, o sistema apresentar spin total semi-inteiro o ensemble adequado poderia ser o

GSE.

Também vém sendo estudados os ensembles de Markov. Esses ensembles sdo
formados por matrizes de Markov (ou estocdsticas) que aparecem, por exemplo, em
modelagens em Fisica, Biologia, Ciéncia da Computacdo, Engenharia, etc. Essas matrizes
sao caracterizadas por possuirem elementos reais que satisfazem 0 < M;; <1 e suas colunas
(ou linhas) sdo normalizadas, Zﬁl M;; = 1. Nesses casos, as colunas obedecem & distribuicao
de Dirichlet. Foi mostrado que o espectro de matrizes com ordem suficientemente alta
¢ composto pelo nimero 1 (que sempre é autovalor de uma matriz estocdstica) e por
um circulo aproximadamente uniforme no plano complexo, obedecendo portanto uma lei
circular [19, 20]. E que o segundo maior autovalor (com rela¢do ao moédulo) é da ordem de
N-1/2 [21]. Portanto, o gap formado pelo nimero 1 e o segundo maior autovalor de M ¢
da ordem de 1 - O (N-1/2) [19].

Outra familia de matrizes estocasticas sdo aquelas formadas tomando o médulo
: o 2 :
quadrado dos elementos de uma matriz unitaria U, M;; = |U;;|". Essas matrizes podem

ser consideradas como as probabilidades associadas ao espalhamento por um vértice de
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um grafo (mais detalhes na Segao 1.8) [22, 23]. Foi mostrado que o gap espectral dessas
matrizes também ¢é da forma 1— O (N-1/2) [24]. Zyczkowski et al. investigaram o espectro
dessas matrizes (além de matrizes estocasticas obtidas através de matrizes ortogonais,
M;; = ij), e encontraram resultados interessantes em termos de hipocicloides [25]. Matrizes
biestocasticas, que sao matrizes estocasticas com linhas e colunas normalizadas, também

foram investigadas [26].

Neste trabalho, estendemos a definicao dos ensembles de matrizes estocasticas.
Definimos um ensemble associado ao grupo de Lie remanescente, o grupo Simplético
(que denotamos Y.g). E também definimos os ensembles associados aos seguintes espacos
simétricos compactos: os ensembles circulares (Al e All) e os ensembles quirais (AIII,
BDI e CII), segundo a classificagdo de Cartan [27]. Dessa forma, temos os ensembles de
matrizes estocasticas Yy, Yo e g associados grupos Unitario, Ortogonal e Simplético,
respectivamente; os ensembles X 47 e ¥ 477 associados aos ensembles circulares Al e All e
os ensembles X 4777, Xppr € Yoy associados aos ensembles quirais AIII, BDI e CII. Todos

eles com medidas induzidas pela medida de Haar.

Mesmo que nossas matrizes, M;; = |Uz~j|2, nao possuam elementos independentes
podemos esperar universalidade, ja que a condicao de estocasticidade torna-se mais fraca
a medida que a dimensao das matrizes cresce. Numericamente, esta conjectura parece ser
veridica. Os ensembles de matrizes estocasticas associados aos ensembles quirais apresentam
um parametro arbitrario a, e a universalidade parece estar presente quando « = 0. Para
obter informacoes sobre as distribuigoes de autovalores e para tentar provar a universalidade,
investigamos as médias (TrM") e (Tr (M MT)") através do maquindrio das fungdes de
Weingarten [28, 29, 30, 31, 32]. Entretanto, ndo conseguimos caracterizar completamente
as distribuigoes pois nos deparamos com problemas combinatérios complicados envolvendo

permutacoes.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1, fazemos uma revisao
de conceitos que sao requisitados ao longo do trabalho, como grupos de permutacao, grupos
de Lie e espagos simétricos. Além disso, motivamos e definimos as matrizes estocasticas
que serao alvo de nosso estudo. No Capitulo 2, expomos nogoes da Teoria de Matrizes
Aleatérias, como medida e média sobre grupos. No Capitulo 3, exibimos calculo dos
primeiros momentos das distribui¢oes de autovalores das matrizes estocasticas bem como
os resultados dos experimentos numéricos. Finalmente, no Capitulo 4, temos as conclusoes.
A producao de matrizes aleatérias adequadas para conduzir os experimentos numéricos é

tratada no Apéndice A.
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1 Conceitos Fundamentais

Neste capitulo vamos explorar alguns conceitos fundamentais que serao utilizados
adiante. Comegamos com uma introducao sobre Teoria de Grupos e passamos aos grupos
mais pertinentes ao presente trabalho: os grupos de permutacoes e os grupos de matrizes.
Por fim, exploramos conceitos basicos de Teoria das Representagoes, fungoes simétricas e

cadeias de Markov.

1.1 Grupos

Uma operagao (-), sobre um conjunto G é definida como uma aplicagdo que tem
como dominio G x G e G como contradominio. Ou seja, quando operamos dois elementos
de um conjunto G, o resultado deve ser um elemento de G. Como exemplos de operagoes,

temos o produto de matrizes quadradas, a soma de ntimeros reais, entre outras.

Se uma operacao - definida sobre o conjunto G

o & associativa: Vg, 92,93 € G temos g1+ (g2-93) = (g1 92) - g3;
o admite um elemento neutro: existe um tnico e € G tal que g-e=e-g=g,Vg e G;

o+ ¢ admite elemento inverso: Yg € G existe um tnico g7 e G tal que g- gt =gt g =¢;

dizemos que (G,-) forma um grupo. Cabe ressaltar que se g1 - go = g2 - g1 para quaisquer
elementos g1, g2, entdao G representa um grupo comutativo ou abeliano. O nimero de
elementos em G é a ordem do grupo. Por questao de simplicidade, quando nao houver
risco de ambiguidade, denotaremos um grupo (G,-) simplesmente por G, a operagao -
fica implicita. Como exemplos de grupos, podemos citar: R com a operacao de adicao
usual; o conjunto das matrizes de mesma ordem também com a adi¢ao de matrizes usual;
o conjunto {1,-1,4,—i} juntamente com o produto usual; as matrizes com determinante

nao-nulo com o produto usual de matrizes.

Quando um subconjunto H de G forma, também, um grupo com a mesma operagao
de (G,-), dizemos que (H,:) é um subgrupo de (G,:). Um exemplo de subgrupo de
um grupo qualquer sao os subgrupos gerados por elementos do grupo. O subgrupo
gerado por um unico elemento é o conjunto formado por todas as suas poténcias, dado
geG, {g)={gm™meZ}={....9g7™, ....g7 ¢e,9,....g™,...}. E 0 subgrupo gerado por varios
elementos, (g1, ..., gx), € conjunto formado por todos os produtos de poténcias que podem
ser formadas com estes elementos. Uma analogia valida é: o subgrupo gerado por k

elementos de G é o conjunto de todas as palavras que podem ser formadas com um
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alfabeto com k letras. Por exemplo, g1, 92, 9192, 9142, 9195, G293, ... sao elementos de (g1, g2).
De acordo com o exemplo dado acima (i) = {1,-1,4,-i} e (-1) = {1,-1} sdo subgrupos do
grupo {1,-1,4,—i}.

Agora, podemos definir a conjugacao de x € G por um elemento g € G como gxg'.
Dizemos que x,y € G estao relacionados se, e somente se, 3g € G tal que y = grg~'. Esta
relagdo é uma relacao de equivaléncia. A classe de conjugacao de um elemento g; de G
é o conjunto de todos os elementos a ele conjugados, ou seja, g1 = {gg197'|g € G}. Se H,
um subgrupo de (G, é invariante por conjugacao para todos os elementos de GG, ou seja,

gHg'=H, VgeG, dizemos que H é um subgrupo normal de G.

Podemos ainda definir um coset (também chamado classe lateral). Dado H um
subgrupo de G e g € G, definimos um coset a esquerda gH = {ghlh € H} e os cosets a
direita, de forma andloga, Hg = {hg|h € H}. Observe que o conjunto de cosets forma uma
particdo do conjunto GG. Se o subgrupo é normal, entao os cosets a esquerda coincidem

com os cosets a direita. Além disso, cada coset tem a mesma ordem que H.

O conjunto quociente G/H é o conjunto dos cosets a esquerda (também podemos
definir de maneira andloga como o conjunto dos cosets a direita). Se o subgrupo for normal,
o conjunto quociente forma um grupo. E a operacao é o produto de cosets: o produto dos
cosets dos elementos g; e go corresponde ao coset do produto g;¢s, isto é, se o coset de ¢,
é g1 e de go é g3 o produto dos cosets é g7 - G2 = g1 - g2. Como exemplo, considere (Z,+), o
conjunto dos inteiros com a operacao de adi¢ao, e um de seus subgrupos 27Z, o conjunto

dos nimeros pares. O quociente Z/2Z é o conjunto {0,1} com a adi¢gao médulo 2.

Um homomorfismo de grupos é uma aplicacdo que respeita as operagoes dos
grupos. Se ¥ é um homomorfismo que tem como dominio o grupo (Gi,*) e o grupo
(G,-) como contradominio, entdao ¥(gy * g2) = ¥(g1) - ¥(g2), Vg1, 92 € G1. Como exemplo,
podemos citar a funcao exponencial. Ela tem como dominio o conjunto R, que define um
grupo com a operagao de adigao, (R, +), e tem como contradominio o conjunto dos nimeros
reais maiores que zero R*, que forma um grupo juntamente com a operacao de produto
usual, (R%,-). A propriedade da fungao exponencial, exp(x; + x2) = exp(x1) exp(z2), faz

dela um homomorfismo entre o grupo (R, +) e o grupo (R%,").

1.2 Grupos de Permutacoes

Quando embaralhamos um baralho, alteramos a ordem das cartas, mas nao retira-
mos nem colocamos nenhuma carta. A iniciativa de embaralhar pode ser vista como uma
fungao e a posicao das cartas pode ser vista sobre o conjunto {1,...,n}. Assim, embaralhar
é uma funcgao bijetora que tem como dominio e como imagem o conjunto {1,...,n}. Tal
funcao recebe o nome de permutacao. Juntamente com a operagao de composicao, elas

formam o grupo de permutagoes, também chamado grupo simétrico, denotado por
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S,. E sua ordem é n!, ou seja, o nimero de maneiras de ordenar o conjunto {1,....,n}.
) ) ) )

Podemos descrever uma permutacao especificando a imagem de cada elemento.
Porém, existe uma maneira conveniente de escrever uma permutacgao, a chamada notacao
de ciclos. Em um ciclo, o elemento a direita é imagem do elemento a esquerda e o primeiro
elemento do ciclo é imagem do ultimo. Assim, escrevemos uma permuta¢ao como um
produto de ciclos disjuntos (isto é, sem elementos em comum), e os elementos que sao
omitidos da escrita sdo pontos fixos. Por exemplo, considere o = (1 4 2)(5 6) € Sg temos
que o(1) =4, 0(4)=2,0(2) =1, 0(5) =6, 0(6)=5e0(3)=3.. Mas 0 = (1 4 2)(5 6) =
(56)(142)=(214)(56)+(124)(56): a escrita nao depende da ordem dos ciclos e
os ciclos permitem outras escritas, desde que a ordem ciclica seja respeitada. O grupo
simétrico ndo é comutativo para n > 3: (1 2)(1 3) = (1 3 2) enquanto (1 3)(1 2) = (1 2 3).
E, enquanto nao houver risco de confusao, continuaremos denotando as permutacoes sem

o uso de virgulas.

O comprimento de um ciclo consiste no ntimero de simbolos. O ciclo-tipo da
permutacao (denotado ct) é a sequéncia fracamente decrescente dos comprimentos dos
ciclos que compoem a permutacgao. Esta sequéncia forma uma partigao de n, ou seja,

se A =[A1, Ag, ..., \x] é uma partigdo, entao Z)‘i =n e\ 2\, sei<j, eo comprimento
5
da particao é [(\) = k. Denotamos A + n. Podemos ainda escrever A = [11,22,...,nﬁ],

onde j é o nimero de vezes que j aparece em \. Dessa forma, Z 77 = n. Dada uma

j
A = [A1, Agy .oy Ak] F nopodemos definir 2A = [2A1, 2\, ..., 2\ ], que faz com que 2\ seja
uma partigao de 2n, e ainda AU X = [A, A1, A2, Ao, .oy Ak, Ak ], que também é uma partigao
de 2n. Por exemplo, o = (1 4 2)(5 6) € Sg tem um ciclo de comprimento 3 e um ciclo de

comprimento 2, entdo seu ciclo-tipo é ct (o) =[3,2,1] ~ 6.

O ciclo-tipo das permutacoes nos permite particionar o grupo S,, em tantas classes
quantas forem as particoes de n. Mais ainda, se duas parti¢oes tiverem o mesmo ciclo-tipo,
entao elas sdo conjugadas e vice-versa. Por exemplo, (1 2)(1 3 2)(1 2)~! = (1 2 3). Dessa
forma, as classes de conjugacao de .S,, podem ser indexadas por uma particao de n, pois
todas as permutagoes ali contidas tém o mesmo ciclo-tipo, denotadas C\ com A +n. A
ordem da classe de conjugagao |Cy| corresponde, entdao, ao niimero de maneiras de impor um
dado ciclo-tipo em n simbolos. Temos n! maneiras de organizar os n simbolos. Cada ciclo de
comprimento j pode ser escrito de j maneiras diferentes, porém equivalentes, totalizando
j5 escritas. Por outro lado, os ciclos de comprimento j podem aparecer ordenados de j!

maneiras. Logo, o nimero de permutagoes na classe C é

A (1.1)

i
j=1

Em Sy,, as permutagoes que comutam com 7 = (1 2)(3 4) ... (2n -1 2n) formam
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um subgrupo. Este é chamado hiperoctaedro, denotado H,, e contém 2"n! elementos.
Por exemplo, Hy = {id, (1 2),(3 4),(12)(34),(13)(24),(14)(23),(1324),(1423)}
tem oito elementos e todos eles comutam com (1 2)(3 4). As permutagdes do hiperoctaedro
também podem ser vistas como as permutagoes que mantém invariante o seguinte conjunto
de pareamentos {{1,2},{3,4},...,{2n—1,2n}}, como na Fig. 3a. As permutacoes do
hiperoctaedro podem modificar o ordenamento dos pares e as posicoes dos niimeros, mas
nao modificam os pares propriamente ditos, Fig. 3a e 3b. Entretanto, permutagoes que

nao pertencem ao hiperoctaedro modificam tais pares, Fig. 3c e 3d.

N@-mmmmmmee--@ L
Y S e R X
@@ W
A @------------@nx

N A@-m----—-----@N
N N@-—----------Qw

3 2
it i
6 6
4 1
3 2 ) (d) o4 = (14

(a) o1=(12)(34) (b) o2 =(14)(23) (c)oa=(13 )

Figura 3 — Pareamentos gerados por quatro permutacoes: 01,09 € Hy € 03,04 ¢ Hs.

O subconjunto de permutagoes o de Ss, que satisfazem
0(2i-1)<0o(2i) e o(l)<o(3) < <o(2n-1) (1.2)

formam o conjunto M,,. Este conjunto forma um conjunto completo de representantes das
classes em Sy, /H,, [32]. As vezes os elementos de M,, sdo identificados com matchings. Mat-
ching sao partigoes do conjunto {1,...,2n} em blocos de tamanho dois. O matching trivial
ét={{1,2},{3,4},...,{2n - 1,2n}}. E podemos associar um matching com uma permuta-
¢ao da seguinte maneira: m, = {{o(1),0(2)},{0(3),0(4)},..., {o(2n—-1),0(2n)}}. Dessa
forma, permutacgoes que produzem o mesmo matching sao equivalentes. A classe da permuta-
Gio (23) 6 (23)Hy={(23),(132),(14),(124),(143), (234),(1342),(1243)}
e todas as permutagoes pertencentes a classe geram o matching {{1,3},{2,4}}. Para
n = 2, temos trés matchings: {{1,2},{3,4}},{{1,3},{2,4}}, {{1,4},{2,3}} € Ms. Eles
representam, respectivamente, as classes idHs, (2 3)Hs e (2 4 3) Hs, que formam o con-
junto quociente Sy/Hs . Os matchings também podem ser vistos como pareamentos,
{{1,2},{3,4}} corresponde ao pareamento das Figs. 3a e 3b, {{1,3},{2,4}} a Fig. 3c e
{{1,4},{2,3}} a Fig. 3d.

Assim como podemos associar um matching a uma permutagao, também podemos
associar uma permutagao a um matching. Isto pode ser feito por meio das involugoes
sem pontos fixos. Estas involug¢oes sao constituidas de n transposi¢oes, o resultado sao
permutagoes de Sy, com ciclo-tipo [2"]. Para construi-las associamos a cada bloco de

tamanho 2, em um matching, uma transposicao com os mesmos indices; e a permutacao que
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representa o matching serd o produto dessas n transposigoes. E vamos denota-la por f(m).
Por exemplo, dado M3z > my = {{1,3},{2,4},{5,6}}, temos f(m;) = (1 3)(2 4)(5 6) € Sg.

Dada uma permutacao o € Ss,, podemos definir uma propriedade chamada coset-
tipo. Para definir o coset-tipo de uma permutagao, seguimos os seguintes passos. Primei-
ramente, definimos o grafo I',, com 2n vértices enumerados e em duas fileiras. Os niimeros
impares na fileira superior e os pares na inferior. A seguir, usando o matching trivial
como relagao de incidéncia marcamos as arestas tracejadas. Por fim, usando o matching
gerado por o como relagao de incidéncia, marcamos as linhas cheias. Tomamos a sequéncia
fracamente decrescente dos graus das componentes conexas do grafo I',. O coset-tipo de
o consiste na metade dessa sequéncia (observe que cada componente conexa tem grau
par, pois cada vértice que a compoe tem grau par resultante da incidéncia de uma aresta
tracejada e uma cheia). Note, portanto, que o coset-tipo de o, denotado [¢], consiste em

uma particao de n.

Como exemplo, considere a permutacao & = (1,3,5)(8,10) € S14. O matching gerado
por £ é me = {{2,3},{4,5},{1,6},{7,10},{8,9},{11,12},{13,14}}. Assim, podemos
construir o grafo I's (Fig. 4) e concluimos que [¢] =[3,2,12] + 7.

1

3
(]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[
4

1

Figura 4 — Grafo I's gerado pela permutagao £ = (1,3,5)(8,10) € Sy4.

O coset-tipo distingue os cosets duplos de H,, em S5, mas nao os cosets. Os cosets
duplos sao definidos como H,,0 H,, = {hyohs|hi,hs € H,}, e 0 conjunto de cosets-duplos é
H,\S2,/H,, [33]. Com efeito, as permutagoes que pertencem ao coset (2 3)Hs tém coset-
tipo [2] que é o mesmo coset-tipo das permutagoes que pertencem ao coset (2 4 3)Hs.
Apesar de pertencerem a cosets diferentes, elas pertencem ao mesmo coset duplo, ou
seja, Hy(2 3)Hy = Ho(2 4 3)Hy; de fato (24 3) € (24 3)Hs e (1 3 2) € (2 3)H,, mas
(243)=(34)(132)(12) com (12),(34) € Hs, elas pertencem ao mesmo coset-duplo. E o
numero de elementos no coset-duplo da permutacao o é dado pelo niimero de permutagoes

que tém o coset-tipo [o], e vale

4nn!
|Ho| = |Co| Sllo)” (1.3)

Esta expressao pode ser obtida contabilizando o nimero maneiras de construir grafos I,
para um dado coset-tipo, de certa forma, um processo semelhante ao usado para obter a
Eq. 1.1 [33].
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1.3 Grupos de Matrizes e Espacos Simétricos

As matrizes quadradas de ordem N com determinante nao-nulo (ou seja, que
tém inversa) juntamente com o produto usual de matrizes formam grupos, os grupos
lineares gerais de ordem N, GLy(C) quando as matrizes tém entradas complexas e
GLN(R) quando as matrizes tém entradas reais. Diferentemente dos grupos encontrados
nas segoes anteriores, os grupos lineares gerais sao grupos com um nimero nao-enumeravel
de elementos, sdo grupos continuos (ou de Lie). Os grupos lineares gerais possuem varios
subgrupos, eles sao chamados grupos de matrizes. Dentre eles estao os grupos Unitario,

Ortogonal e Simplético, sendo estes grupos de Lie compactos [34].

O grupo Unitario, U(N), é o conjunto das matrizes com entradas complexas

cuja inversa é dada pela conjugada da matriz transposta, ou seja, satisfazem
Uut=1. (1.4)

Portanto, o grupo das matrizes unitarias é um subgrupo de GLy(C). Além disso, as
matrizes unitarias tem determinante de médulo 1. Tais matrizes preservam a seguinte

forma bilinear:
N
(u,v) =ulv =Y v, (1.5)
i=1
As matrizes unitarias sdo comuns na Mecanica Quantica, pois varios operadores tém forma
matricial dada por matrizes unitarias.

Quando as matrizes unitarias sao reais, elas satisfazem
00T =1, (1.6)

ou seja, a inversa constitui-se na transposta. Esse conjunto de matrizes também forma um
grupo, o grupo Ortogonal, O(N). Assim, o grupo ortogonal, além de ser subgrupo de
GLy(C) (ou GLN(R)), é também subgrupo de U(N).

As matrizes que compoem o grupo ortogonal, além de preservar a forma bilinear

na Eq. 1.5, também preservam a seguinte:
N
(u,v) =u"v =)y (1.7)
i=1

Elas estao associadas com as rotacoes em RY, ja que u e v sao reais. As matrizes ortogonais
tem determinante igual a £1. Em R?, as matrizes que rotacionam os eixos por um angulo

@ no sentido anti-horario sao da forma
) - 0
R(0) = cos (0) —sen (0) ‘ (18)
sen(0) cos(0)

Essas matrizes tém como inversa uma rota¢ao no sentido oposto: R=1(0) = R(-6). Mas

como R(-0)=R(0)T, temos R(A)R(A)T = I, portanto sdo matrizes do grupo ortogonal.
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Por fim temos o grupo Simplético, que aparece sob trés formas Sp(2N,R),
Sp(2N,C) e Sp(2N) [35]. O grupo Sp(2N, C) (respectivamente, Sp(2N,R)) é um subgrupo
de GLan(C) (respectivamente, G Loy (R)). As matrizes que compdem o grupo Sp(2N, C)
(respectivamente, Sp(2N,R)) sdo aquelas que mantém invariante a seguinte forma bilinear

em C2V (respectivamente, R2V)

N
((w, v) = Y (wiviey = uinvi) (1.9)
i=1
na forma matricial escrevemos
{(u,v)) = u" T, (1.10)
em que
0 I
J=1 7 T (1.11)
Iy Opn

Isto nos diz que as matrizes simpléticas S devem satisfazer ST.JS = J, o que pode ser
reescrito como S~! = JSTJT visto que JT = —J. A matriz SP = JSTJT é chamada matriz
dual de S. Portanto, as matrizes simpléticas satisfazem uma relacao semelhante a das
matrizes unitarias:

SSP=1. (1.12)

Em particular, observe que a Eq. 1.10 tem as seguintes propriedades, em primeiro lugar
{(u, Sv)) = (SPu,v)) e, em segundo lugar, {(u,v)) = —{(v,u)) (é6 uma forma bilinear antissimé-
trica). Os elementos da matriz SP podem ser escritos com base nos elementos da matriz
S:

Sisnian, e 1SS Nel<j<N
-Si_Niin,se 1 <1< Ne N<j<2N
~Sjini-n,se N<i<2N el<j<N
Sj_n,i-N,se N<i<2N e N <j<2N

S = (1.13)

Se escrevemos S com blocos de dimensao N, a matriz dual pode ser construida como

S:(A B):»SD:(DT _BT). (1.14)

segue:

C D -cT AT

Também é interessante notar que

SJ:(_B A)eJS:( ¢ D ) (1.15)
D C A -B

A algebra das matrizes simpléticas pode ser formulada em termos dos quatérnios
de Hamilton [36], que sdo generalizagoes dos ntimeros complexos. Um quatérnio ¢ € H é

dado por:

q = ag+ ayiy + asls + agiz, ag,ar,ds,as € R, (1.16)
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onde i1,y € 73 sao as unidades quaternidnicas e satisfazem

it = i3 = i3 = iyigig = —1. (1.17)

O conjugado de ¢ é
q* =ag — alil - a2i2 - agig. (118)
Assim como RN e CV, também podemos estudar HV: o conjunto das N — uplas de

quatérnios, § € HY com ¢ =(qq,...,qn) € ¢; € H. Dessa forma,

N
(4,0) =Y ufv;, 4,0eHY (1.19)

i=1
é 0 andlogo de HY ao produto interno de CV. E a norma de um quatérnio ¢ |i|” = (@, @).

Eles admitem uma representacao em termos de matrizes de ordem 2:

10 1 0 0 1 0 1
K = 7K = 7K = 7K = 120

onde i; » K. Dessa forma um quatérnio pode ser representado pela matriz

A:(_Z* w) (1.21)

onde z = ag+ia;, e w = ag+ias. E seu conjugado é dado por ¢* = A'. Essa representaciao pode
ser estendida para uma matriz quaternionica @ de ordem N. Ela pode ser representada

por uma matriz complexa de ordem 2/N:
Q"’Q:Q0®K0+Q1®K1+Q2®K2+Q3®K3 (122)
onde Qp, Q1,2 e (Y3 sdo matrizes reais.

Analogamente, GLy(H) é o grupo das matrizes inversiveis de ordem N cujas
entradas sdo quatérnios. E Sp(2N) = Sp(2N,C) nU(2N) é o subgrupo de GLyy(C) (note
que, devido a Eq.1.21, uma matriz quaternionica de ordem N deve ser representada por uma
matriz complexa de ordem 2N) em que as matrizes simpléticas satisfazem STS = SS8T =T.

E com o auxilio da algebra dos quatérnios, podemos mostrar que
U(N,H) ~ Sp(2N), (1.23)

ou seja, o grupo Sp(2N) é isomorfo ao grupo Unitério quaterniénico de ordem N, U (N, H)
[36]. Para visualizar o isomorfismo, devemos aplicar uma transformagao unitaria na matriz
J, apenas uma permutagao de suas linhas (observe que essa transformacao sempre pode

ser feita), a fim de obter a matriz

0 1 \
-1 0
Jy = = In ® K. (1.24)
0 1
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Essa transformacao mantém a representacao complexa da matriz S inalterada. Mas a
matriz dual de S torna-se J;STJI. Devido & algebra dos quatérnios e a representagao
complexa, nas Egs. 1.21 e 1.22, podemos concluir que SP = St. Dessa forma S é uma
matriz unitaria de ordem 2N. Para N = 2, uma matriz S em Sp(/N), na representacao

complexa, é dada por

21 w1 zZ9 W2
41 Q2 —wy oz —ws Z

S = - S = . (1.25)
q3 44 Z3 W3 Z4 W4

—wy zy —wy Z

E a matriz J é transformada pela matriz L na matriz J;:

1 000 0 1 0
0010 -1 0 0
L= =J1=LJL= (1.26)
0100 0 1
0 001 0 -1 0
E a matriz dual de S é dada por

Zi —wr z3 —ws

SP= ST = T s (1.27)
Zy5 —wg zy —Wy
wy  zy Wy 2

Visivelmente, SP = ST. Isto significa que S é uma matriz unitdria de ordem 2N.

As matrizes simpléticas aparecem de maneira natural no contexto da Mecanica Clés-
sica. Alguns métodos de estudos das equacoes de Hamilton abordam matrizes simpléticas

[37]. Por exemplo, o paréntese de Poisson de duas fungdes é calculado por

{f.g}=V/[Jvgonde V= ( Zf ) (1.28)

Em resumo, o grupo Simplético aparece sob trés conjuntos: Sp(2N,R), Sp(2N,C)
e Sp(2N). Das propriedades topoldgicas, apenas Sp(2N) é compacto, mas os trés sao
conexos. Aplicando o determinante na Eq. 1.12, vemos que det .S = £1, mas como os trés

sdo conexos, devemos ter det S =1, para os trés casos [38].
Agora passemos ao estudo dos espagos simétricos.

Geralmente, um espago simétrico é da forma G/K. Em sete casos, listados na

Tab. 1, G e K correspondem a um dos grupos de Lie: Unitario, Ortogonal e Simplético.

Nos casos aqui estudados, G é um grupo de Lie enquanto K é um subgrupo de G

consistindo do conjunto de pontos fixos de uma involugao sobre GG. De maneira formal,
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U(N)/O(N) Al Ensemble Circular Ortogonal
U(2N)/Sp(2N) ATl Ensemble Circular Simplético
U(N)] (U(a) xU(B) ATl
O(N)/(O(a) x O(b)) BDI Ensembles Quirais
Sp(2N)] (Sp(2a) x Sp(2b)) _ CII
Sp(2N)JU(N) CI  Ensembles de Bogoliubov-de Gennes
O(2N)[U(N) DIII

Tabela 1 — Espagos simétricos compactos estudados. Nos ensembles quirais, a +b= N.

seja 2 : G - G é uma involugdo (um homomorfismo que é sua prépria inversa, ou seja,
Q-1 = Q; por exemplo, a conjugacao ((A)*)>e = A) e K o conjunto de pontos fixos de €2
(Ou seja, K = {ge€G|Q2(g) = g}, no exemplo anterior, K consiste das matrizes A reais).
Um representante dos cosets a esquerda é dado por ¢g€2(g)~!. De fato, podemos verificar
que é um representante bem definido, pois é invariante por uma transformacao da forma

g— gk, com ke K:

(9k)2(gk)™ Qg)Q(k)) ™ (1.29)
Q(g)k)™ (1.30)

= g(kE™)Q(g) ™" = 9(g)™" (1.31)

= gk (
= gk (

Em 1927, Elie Cartan (1869-1951) classificou pela primeira vez os espagos simétricos
[27]. Os espagos simétricos compactos compoem-se de sete séries infinitas. As classes Al e
AlI sao ditos ensembles circulares. As classes AIIl, BDI e CII sdo os ensembles quirais. E

as classes CI e DIII, os ensembles de Bogoliubov-de Gennes.

Quando G =U(N), K =O(N) e Q(g) = g* o espaco simétrico § associado a G/K

consiste das matrizes unitarias simétricas. E um representante de coset de U e U(N) é

dado por:
V=UQU)™* (1.32)
=U(U*)™ (1.33)
=UU" (1.34)

Este ensemble também é chamado Ensemble Circular Ortogonal (COE, a sigla em inglés).

Se G=U(2N) e K =S8p(2N) e Q(g) = (¢”)!, o espago consiste no conjunto de
matrizes V' auto-duais, VP = V. E um representante de coset de U e U(2N) é da forma

V=UQU)™" (1.35)

=U((UD)_1)_1 (1.36)

=UU” (1.37)
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Este ensemble é chamado Ensemble Circular Simplético (CSE, a sigla em inglés).

Os ensembles quirais, sdo da forma G(N)/[G(a) x G(b)], com Q(g) = L.pglap-
Onde N=a+b,az2b21,e Iy =1,®(-1) (I, é a matriz identidade de ordem a). E os

representantes de coset sao da forma

V=UQU)™" (1.38)
=Ul,U Iy (1.39)

O ensemble AIII é obtido fazendo G = U e o ensemble BDI é obtido fazendo G = O.
Para obter o ensemble CII, fazemos G = Sp, N - 2N, a - 2a, b - 2b e I, — I/,, onde

I') =1, ® Iy E o representante de coset ¢ da forma V' = UIC’LbUDI(;b.

O ensemble CI é obtido fazendo G = Sp(2N), K =U(N) e Q(g) = InngIny. Na

verdade, conjunto de pontos fixos de 2 em G é dado por

(5

que é isomorfo a U(N). E os representantes de coset sao

UeM(N)}, (1.40)

V=UQU)™" (1.41)
= U (InyUIyy)™" (1.42)
:UINNU_IINNZU[NNUD[NN (143)

E o ensemble DIII é realizado fazendo G = O(2N), K = O(2N) nSp(2N) ~U(N)
e Q(g) = (¢P)~". Assim, os representantes de coset ficam dados por
vV =09Q(0)™ (1.44)
11
=o((0”)") =00, (1.45)

sao matrizes reais auto-duais.

1.4 Teoria de Representacoes

O grupos diedrais, por exemplo, que sao os grupos de simetria dos poligonos, tém
como elementos rotagdes por certos eixos e reflexoes em relagao a certos planos. Estes
elementos sao altamente visuais, o que facilita sua manipulacao. Entretanto, estes nao sao

0s Unicos casos, e existem grupos com elementos muito abstratos.

Assim, é interessante trazer esses elementos para um grupo no qual estejamos
familiarizados com sua estrutura. Isto é o que uma representacao faz. Uma representacao

consiste de um isomorfismo entre o grupo e um subgrupo do grupo Unitario. Se D é
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uma representagao do grupo G, entdo se a,b € G, temos D(a)D(b) = D(ab). Nesse caso,
a operacao abstrata no grupo original consiste em um produto de matrizes no grupo
Unitério. E, pode se mostrar que para qualquer grupo finito existe um subgrupo de U (N)
(com N suficientemente grande) que o representa [39]. A dimensao da representagio ¢ a

ordem das matrizes da representacao.

Dentre as diversas representagoes, existem aquelas para as quais uma mesma
transformagao unitdria (na verdade, uma transformagdo de similaridade) é capaz de
decompor simultaneamente todas as matrizes que compoem a representacao na forma
bloco-diagonal, D = D; @ D,. Estas sao chamadas redutiveis. Os blocos nos quais as
representacoes redutiveis sao decompostas formam representacoes que nao podem ser
decompostas, por isso sao chamadas representacoes irredutiveis. E as representacoes
que diferem apenas por uma transformacao de similaridade, D’(g) = F'D(g) F~', dizemos

que sao equivalentes.

Como exemplo, considere o subgrupo de S5 formado pelas permutacoes og = id, o =
(123)eos=(132). Podemos representar este subgrupo usando a representagao trivial,
em que D!(0) =1 Vo. Também podemos representé-lo pela representagao definidora, onde

Di(c);j=1se o(i) =j e D¥o);; =0 caso contrario:

100 010 0 01
Dioo)=l 0 1 0|, DHor)=L 0 0 1 | e D¥oz)=| 1 0 0 (1.46)
0 01 100 010
E também podemos utilizar as matrizes de rotacao da Eq. 1.8, com 6 =0, %“, %’r:

DT(O‘O)z((l) (1)), Dr‘(gl):%(\_/lg __\{3) e D’”(02)=%(__\;g \_/f) (1.47)

Temos entao trés diferentes representacoes. Entretanto, apenas D" e D! sao irredutiveis.

Além disso, a representacao D? pode ser decomposta na soma direta dessas representacoes,
D¢ =Dre Dt

Os elementos de matriz das matrizes da representacao obedecem ao Grande Teorema
da Ortogonalidade: para duas representacoes irredutiveis D® e Df de um grupo G de
dimensoes d,, e dg, respectivamente, vale

|Gl

> D*(9)i; D" (gh)km = = D" (h) jmOasin- (1.48)
geG d5

Estabelecida uma representacgao irredutivel, D® podemos definir o caractere de

um elemento naquela representacao. O caractere é o trago das matrizes da representacao:

x*(g) = Tr (D%(9)) .- (1.49)
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Com isso, a dimensao de uma representacao irredutivel, D, é dada pelo caractere da
identidade, d, = x*(id). Devido as propriedades do trago, os caracteres sdo invariantes

por permutacoes ciclicas,

X (919293) = X (929391) = X“(939192)- (1.50)

Em particular, sao invariantes por conjugagao,

x“(hgh™) = x*(9). (1.51)

Portanto, devido as suas propriedades, os caracteres podem ser especificados pela represen-

tacao irredutivel e pela classe de conjugacao do elemento. Eles também obedecem a uma

relacdo de ortogonalidade, que é consequéncia do Grande Teorema da Ortogonalidade,
|G|

> x*(9)x"(gh) = d—&wxﬂ(h), (1.52)
geG B

basta aplicar o trago na Eq. 1.48.

x| [PT[2,1] [ [3]

3] 1 1 1
1

A1 2 1 o -1
911 [ -1 [1

[
[2
[

Tabela 2 — Tabela de caracteres de S3.

As relacoes de ortogonalidade de caracteres podem ser vistas na Tab. 2, a tabela
de caracteres, para o grupo S3. Nela, as representagoes irredutiveis sao organizadas nas
linhas e as classes de conjugacao nas colunas. No caso do grupo simétrico, tanto as classes
de conjugacao quanto as representacoes irredutiveis sao indexados por parti¢oes. Podemos
ver que a representacao trivial (ou totalmente simétrica), corresponde & representagao [3];
a representagdo de matrizes, da qual as matrizes de rotacdo da Eq. 1.47 fazem parte (note
que ainda faltam trés matrizes de reflexao), corresponde a representacao [2,1] (note que
essas matrizes tém dimensao 2 e x[21([1%]) = 2); e a representagio [13] corresponde &
representagao alternada (ou totalmente antissimétrica), que pode ser encontrada aplicando

o determinante nas matrizes da representacao [2,1].

1.5 Funcoes Esféricas

Com o auxilio do hiperoctaedro e dos caracteres irredutiveis de Sy,,, podemos definir

a seguinte média
1

A _
T AP

XA (a8). (1.53)
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Elas sdo chamadas fungoes esféricas zonais. Observe que essa fungao é invariante por
acao do hiperoctaedro tanto & esquerda quanto a direita. Por isso, depende apenas do

coset-tipo de o e segue uma relagao de ortogonalidade semelhante a Eq. 1.52,

Z w/\(g)wu(m_) _ (2n)! wr(T)

oeMo, 2nn) dg,\

Oxp- (1.54)

Observe que [M,| = &2 analogo & Eq. 1.52.

2np!)

O sinal de uma permutacao € corresponde a seguinte fungao
e(o) = (-1)") g (1.55)

ou seja, depende do comprimento do ciclo-tipo da permutacao. Também pode ser formu-
lado como o nimero de transposigbes em uma fatoragao (apenas com transposigoes) da

permutagao.

Utilizando o sinal de uma permutacao, podemos definir outra média sobre o

hiperoctaedro,

- Flléij (O (0€). (1.56)

Esta ¢ chamada fungao esférica zonal torcida. Nesse caso, a acdo do hiperoctaedro

Vo)

por £ resulta em um sinal a mais, Y (c€) = €(£)y*(0), 0 mesmo ocorre para a acao a
esquerda. E, assim como as fungoes zonais esféricas, as func¢oes zonais esféricas torcidas
também obedecem a uma relacao de ortogonalidade andloga
2n)! Yr(T
S M oyyn(or) = ZNLT s (157)

v 2nn! dyox

1.6 Séries de Poténcias e Polindomios de Jack

As fungoes de Schur podem ser definidas, por exemplo, através de uma das
identidades de Jacobi-Trudi [40]. Dada A = [Ay, ..., \x] uma partigdo de n e {x1,...,xx} 0

conjunto de autovalores da matriz X, a fun¢ao de Schur é dada pelo seguinte determinante

h)\l(l’l,...,l']\/) h)\1+1(l’1,...,£€N) h)\1+k_1(.f[,'1,...,.l’N)
hag-1 (21, TN) Py (1, zn) - hogek—2(Z1, .., TN)
S/\(l‘l,...,-TN): . . . : !
h,\k—k+1($1>-~-795N) h/\k—k+2(9€17~-->56'N) h,\k(fﬁh---,lﬁN)
(1.58)

onde h,(z1,...,xx) é um polinémio homogéneo completo de grau p nas variaveis zy, ..., Ty
definido por
hy(1,...,xN) = > T, Tiy =T, (1.59)

1<i1 <1<, . <ip<N
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ou seja, hy,(xy,...,xn) é a combinacao linear de todos os monoémios de grau p que podem
ser formados com as variaveis zy, ..., xy. Caso p < 0, temos h,(z1,...,xy) =0. Para N =3,

temos os seguintes polindmios homogéneos completos:

hi (21,2, 23) = 21 + T2 + 23 (1.60)
hg(xl,ﬂfg,xg) =x%+x§+x§+x1x2+x1x3+x2x3 (161)

ha(x1, 70, T3) = T3 + 23 + 23 + 2300 + X375 + 1103 + TIw3 + 1175 + 1073 + 11073, (1.62)

Assim, para A = [1,1],[2] + 2 temos

sp1(@1, Ta, 13) = ha (21, T2, 3)° = ha (21,22, 23) = X122 + 2133 + T3 (1.63)

spa1(21, T2, x3) = ho(21, T2, 43) = T2+ 25+ T2+ 1179 + T, T3 + ToT3. (1.64)

Os polindomios homogéneos completos assim como as fun¢des de Schur formam um base
para o anel das fungoes simétricas [40]. Mas existe ainda outra base conveniente: as séries
de poténcias. Estas podem ser definidas em termos dos autovalores de uma matriz X,

I(\)

Al o, ) = [] (2 + 25 + o+ 2. (1.65)
=1

Por exemplo, considere as particoes de 3 e N = 2, temos

pray (1, 22) = 2 + 23 (1.66)
S+ ad + 221y + 1123 (1.67)

3

praa(z1, 22) = (a:f + m%) (z1+x2) =
(21 +32)° = 2% + 23 + 3022y + 31,2 (1.68)

p[13](331,1'2) =

E podem ser generalizadas de maneira natural para ter como argumento a matriz

1(N)
pa(X) = [T Tr (X). (1.69)

i=1

Podemos também escrevé-la como p,(X), em termos de 7 € S,, e elementos de X.

N n
pe(X) = Z HXikiﬂ—(k)’ com 7 €.5,. (1.70)
1k=1

i1yemin=
Se ct (m) = A, podemos verificar que p,(X) = px(X).

As funcgoes de Schur e as séries de poténcias estao relacionadas por meio das

seguintes expressoes .
M (X) = = 201G (1)pu(X), (1.71)

S pkn

e esta relagao pode ser invertida,

Pu(X) = Y X7 (1) s,(X), (1.72)

pFn
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aqui o caractere x”(u) é dado em termos de uma partigao p de n, uma vez que os caracteres

do grupo simétrico s6 dependem do ciclo-tipo da permutacao.

Func¢oes de Schur sao os caracteres irredutiveis do grupo unitario. E, assim como
no caso dos grupos finitos, seguem uma relagao de ortogonalidade, mas agora, como o

grupo € continuo, a soma ¢é substituida por uma integral

J (ATB)
Af BUT) =222 L.
me)dUS“( D)s(BUY) JI(AY) (17)

onde A e B sdo matrizes de ordem N e J} ¢ um polinémio de Jack.

Os polindmios de Jack podem ser escritos em termos das func¢oes de Schur e, por

consequéncia da Eq. 1.71, em termos das séries de poténcias

n!

! 1
JX) = T (X) = = Y (G (1) () (1.74)
A A puFn
Observe que esta soma percorre o conjunto das diferentes permutacoes que tém o mesmo
ciclo-tipo (ou seja, onde x* é invariante), e tem |C,| como termo de multiplicidade. Podemos

entao escrever .J )1\ (e, consequentemente, s)) como uma soma sobre S,

J1(X) di > ) (X). (L.75)

Para o grupo Ortogonal, temos uma relacao semelhante a Eq. 1.53,

J2(AT A)
d AO) = 22§ 5. 1.
fo(N) Osu(40) JR(N) 70

Novamente, note que a integral é o andlogo da soma. O termo d, 2x nos diz que p deve ser

uma particdo que corresponde ao dobro de outra, assim, se A - n, entao u + 2n.
O termo J3 é outro polindémio de Jack. E também pode ser escrito como combinagao
linear de séries de poténcias,

J(X) = 30 2 W O (1) (X), (1.77)

uFn

e também podemos expressar uma série de poténcias como combinagao linear de polinomios

2

J5,
2mn) 9 A
pr(X) = o) Z dax J5 (X )w™ (7). (1.78)

( TL) AN

Observe que a soma na Eq. 1.77 percorre os diferentes coset-tipo (ou seja, onde w*
¢ invariante). Dessa forma podemos converter a soma na equagao anterior para uma soma

sobre Sy, usando também o niimero de permutagdes com mesmo coset-tipo,

J(X)= o

Y, w(o)pr(X), (1.79)
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onde [o] representa o coset-tipo da permutagio o.

Para o grupo Simplético, temos uma relagao semelhante a Eq. 1.76,

J(APA)
721

onde J, vy nos diz que a partigao p deve ser a uniao de uma partigao com ela mesma.

dSs,(AS) =27 S 1.
S, 05545 = wn (1.50

Logo, se A - n, devemos ter u + 2n. Note que da mesma forma que a Eq. 1.76 é semelhante
a Eq.1.53, a Eq. 1.80 é semelhante a Eq. 1.56.

, 1/2 PV . -
Podemos também escrever .J /\/ como combinagao linear de séries de poténcias,
onde aparecem as funcoes esféricas zonais torcidas,

LX) = (1) 3 1C 0N (#F)pu(X). (1.81)

=

Onde 7 é um mapeamento de m € S, para © € S5,. O mapeamento é feito da se-
guinte maneira, para cada ciclo (iy, s, ...,7,) na decomposigao de 7 associamos o ciclo
(21 — 1,241,205 — 1, 249, ..., 20, — 1,2i,). Dessa forma, se o ciclo-tipo de 7w é A, o ciclo-tipo
de 7 sera 2\ e seu coset-tipo serd A. Entretanto o sinal de 7 é idéntico ao sinal de 7, pois

o mapeamento nao altera o comprimento do ciclo-tipo.

Até agora, escrevemos os polindomios de Jack em termos dos elementos de matriz,
nas Eqs. 1.74, 1.77 e 1.81. Mas de acordo com a Eq. 1.65, podemos escrevé-los em termos
dos autovalores da matriz. Quando todos os autovalores sao iguais a 1, a expressao é

simples [33], 00 1 (3 2i1)
[ (N + 2=
R =ar]] (N—_f)

onde I'(x) é a funcdo Gama de Euler. Para av = 1,2 e 1/2, podemos escrevé-los diretamente

com \ - n, (1.82)

LA A
JA(1V) = (N —i+37) (1.83)
i=1 j=1
A A
B =T]TT(N-i+2j-1) (1.84)
i=1 j=1
) A
INAE (2N -2i+j+1), (1.85)

<.

—_
.
1l

—_

A seguir alguns valores especiais dos polindomios de Jack,

J[ (1) =N (1.86)
(2 (1Y) =N(N -1) (1.87)
Ty (1Y) =N(N +1) (1.88)
T (1Y) =N (N +2) (1.89)

1/2(1N) =2 (2N 1), (1.90)
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1.7 Cadeias de Markov

Um processo estocastico pode ser entendido como a evolugao temporal de uma
variavel aleatéria que esta associada a uma amostra. Sendo assim, podemos classificar os
processos estocésticos de acordo com os valores que a variavel aleatéria e o tempo podem

assumir. Temos

e Processos continuos com tempo continuo. Como exemplo, podemos citar a evolucao

temporal da posicao de uma particula que se move na superficie de um liquido.

e Processos continuos com tempo discreto. Suponha que no exemplo anterior, s6
possam ser realizadas medidas da posi¢do da particula a cada cinco minutos, isto faz

com que o parametro temporal seja discreto.

e Processos discretos com tempo continuo. Como exemplo de tal processo, podemos
citar o nimero de ligacoes telefonicas que uma operadora de telemarketing recebe

ao longo do tempo.

e Processos discretos com tempo discreto. Para ilustrar esse processo, considere um
rato em um labirinto com N células. O rato pode se mover para cada uma das células
e observamos o labirinto a cada cinco minutos. Dessa forma temos estados discretos,
o rato ocupando determinada célula, e tempo discreto, uma observacao a cada cinco

minutos.

Os processos estocéasticos podem apresentar uma propriedade chamada meméria.
A assinatura de memoéria em um processo estocastico se da através da dependéncia do
estado atual de estados anteriores, isto é, se um processo apresenta memoria, os estados
futuros dependem dos estados passados. Os processos estocasticos sem memoria sao
chamados processos de Markov, assim chamados devido ao matematico russo Andrey
Andreyevich Markov (1856 — 1922) que estudou tais processos ao longo de sua carreira.
Podemos ter processos de Markov continuos ou discretos e também com tempo discreto

ou continuo.

Quando um processo de Markov apresenta um conjunto de estados discretos,
dizemos que forma uma cadeia de Markov. Mas apenas as cadeias de Markov em tempo

discreto sao de nosso interesse.

A cada conjunto de estados de uma cadeia de Markov esta associado um conjunto
de probabilidades. Sao as probabilidades de transicao, que correspondem a probabilidade
de, na passagem de tempo, k pra k+ 1, o estado ¢ passe para j, denotado PZ(]k) Note que a
probabilidade Pijk) pode depender do tempo k. Caso nao dependa, o processo ¢ chamado

estaciondrio.
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E comum esquematizarmos uma cadeia de Markov através de um grafo. Os vértices
do grafo correspondem ao conjunto de estados e as arestas do grafo sao orientadas e
possuem pesos. Os pesos correspondem as probabilidades de transicdo entre os estados
definidos pelos vértices. Uma cadeia estaciondria esta esquematizada na Fig. 5, nesse caso,

as probabilidades sao constantes ao longo do tempo.

0.25

0,75

0,47

2

1

Figura 5 - Esquema de uma cadeia de Markov estacionaria.

Podemos arranjar as probabilidades de transicio na forma de uma matriz. Tal
matriz é convenientemente chamada matriz de transigao. Nela, o elemento F;; representa
a probabilidade de ocorrer uma transicao do estado i para o estado j [41]. A matriz de

transicao associada a cadeia de Markov da Fig. 5 é dada por

0,25 0,75 0
p=l o o 1 [ (1.91)
0,53 0 0,47

Dessa forma, a evolucdo do cadeia fica codificada na matriz de transicao. Ao aplicar a
matriz de transicdo sobre um vetor, #(°), que contém o estado inicial do sistema, obtemos
um vetor com as probabilidades de o sistema se encontrar em cada um dos estados, depois
de um passo no tempo, 7). Indutivamente, ao aplicar a k - ésima poténcia de P no vetor
com o estado inicial do sistema obtemos um vetor com as probabilidades de o sistema se

encontrar em cada um dos estados no k — ésimo passo de tempo:

o) = (O pF, (1.92)

Como esperado, a soma das entradas em cada linha da matriz de transicao, P, vale 1,
devido a conservagao da probabilidade. Dizemos que P, nesse caso, é linha-normalizada.
Poderiamos também, definir P de forma que a soma das entradas em cada coluna valesse
1. Dessa forma, P seria coluna-normalizada. Além disso, também esperamos que as

poténcias de P sejam linha-normalizadas (ou coluna-normalizadas). Este fato pode ser
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facilmente verificado de maneira indutiva. Sabemos que a normaliza¢do das linhas vale

para k =1, entao, como hipdtese de indugao suponha valido para k < p, logo

Z [Pp+1]ij = Z [Pp]il Plj (1'93)

:Z[Pp]iz(zplj) (1.94)
=zlj [PP], =1. (1.95)

A normalizacao das linhas também impoe que o vetor com todas as componentes iguais a 1
é um autovetor de P e o autovalor correspondente é 1. Quando uma matriz, com entradas
nao-negativas, apresentar as linhas (ou as colunas) normalizadas, diremos que essa matriz

é estocastica.

A matriz P, na Eq. 1.91, apresenta quatro elementos nulos. Entretanto, ao tomar
a tomar sua terceira poténcia, todos os seus elementos serdo diferentes de zero. Pelo fato
de P ter essa propriedade, é dita primitiva. Rigorosamente, a matriz P é dita primitiva
quando existir um inteiro m tal que [Pm]ij > () para todo 7 e j, ou seja, existe um inteiro

m tal que todas as entradas da matriz P™ sao positivas.

As matrizes estocdsticas sdo nao-negativas e quase todas sdo primitivas. Essas
propriedades fazem com que essas matrizes obedecam ao Teorema de Perron-Frobenius.
Este teorema (para matrizes primitivas) garante que existe um tinico autovalor com médulo
estritamente maior que o dos demais e que esta associado a um autovetor com todas as

componentes positivas.

Assim, o Teorema de Perron-Frobenius garante que o autovalor 1 é tinico e maximal,
pois é o autovalor associado ao autovetor com todas as componentes iguais a 1. Logo, os
autovalores de uma matriz estocéstica residem no interior de um circulo de raio 1 no plano

complexo e apenas o autovalor 1 se encontra na borda deste circulo.

1.8 Matrizes Estocasticas, Grupos de Lie e Espacos Simétricos

Considere, por exemplo, uma impureza em uma rede cristalina. Ela atua como um
centro espalhador. Portanto, em cada centro, teremos ondas incidentes e ondas transmitidas,
Fig. 6. Com isso, podemos definir uma matriz de espalhamento, S, cujos elementos sao
amplitudes de probabilidade, e seus moédulos quadrados nos dao as probabilidades de
reflexdo e transmissao. Dessa forma, podemos construir uma matriz com as probabilidades
de transmissao e reflexao: P;; = |Sz~j|2. Como os elementos de P sao probabilidades, os
elementos em suas linhas (ou colunas) devem somar 1, portanto P é estocastica. Mais

ainda, P é uma matriz estocastica obtida a partir de uma matriz unitaria.
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Figura 6 — Representacao de um centro espalhador.

Nesse mesmo sentido, definimos as entradas de M como M;; = |Uz~j|2 para U e U(N),
como feito por Tanner [22], Zyczkowski et al. [25] e Tanner [23]. Matrizes desse tipo sao
empregadas no estudo de grafos quanticos [42, 22, 23].Podemos verificar facilmente que as

matrizes M, assim definidas, sdo estocasticas.

UUT=1=3 UyU}, = 6 (1.96)
iUijUji -1 (1.97)
ijUijU;j =1 (1.98)
i|Uz-j|2 =1 (1.99)
éMij - 1. (1.100)
J

Também podemos definir M com M;; = |UZ-]-|2 para U pertencente a um dos espacos
simétricos que sao quocientes do grupo Unitario, ou seja, para Al, AIl e AIIl. Para o
grupo Ortogonal, a definicao é automaticamente estendida, pois ¢ um subgrupo do grupo
Unitério: M;; = ij para O pertencente ao grupo Ortogonal e ao espaco simétrico BDI.
A estocasticidade dessas matrizes segue de forma andaloga a das Eqs. 1.96 a 1.100. Com
isso, podemos definir os ensembles de matrizes estocasticas Xy, X0, XAr, 2Arl, BAIIL €
Ygpr- Na verdade, para definir um ensemble de matrizes precisamos de um conjunto de
matrizes e um medida de probabilidade sobre ele. Aqui definimos os conjuntos de matrizes;

enquanto a medida de probabilidade sera discutida no préximo capitulo.

No grupo Simplético, e seus quocientes, também definimos M;; = |S¢j|2 para S €
Sp(2N). E assim construimos os ensembles Y5 e X¢y;. Lembrando que consideramos o
grupo Simplético como subgrupo do grupo Unitario, temos St = SP. Isto nos permite

escrever M;; = 5;;ST, e, assim, verificar facilmente a estocasticidade de M:

Jir
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SSP=1=7% 5;Sh =0k (1.101)
J
>SS =1 (1.102)
J
> M, =1. (1.103)
J

Note que nas Eqgs. 1.96 a 1.100 e nas Egs. 1.101 a 1.103 usamos as relagoes das
inversas das matrizes U e S, respectivamente, para verificar que as matrizes M eram,
de fato, estocasticas. Ou seja, verificamos que as matrizes M eram linha-normalizadas.
Entretanto, as matrizes U e S também possuem inversas a esquerda, UtU =T e SPS = 1.
Usando estas relacoes e seguindo um processo analogo ao descrito nas Eqgs. 1.96 a 1.100 e
nas Egs. 1.101 a 1.103, verificaremos que as matrizes M sdo, também, coluna-normalizadas.

Dessa forma, dizemos que as matrizes M sao biestocasticas.
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2 Integrais matriciais

Neste capitulo vamos complementar os conjuntos de matrizes vistos no Capitulo 1
tornando-os ensembles de matrizes. A seguir definimos a no¢ao de uma integral sobre um
ensemble. Por fim, fornecemos resultados importantes sobre algumas integrais sobre estes

ensembles.

2.1 Medida e distribuicoes de probabilidade

Para construir um ensemble de matrizes, precisamos especificar um conjunto de
matrizes juntamente com a distribuicao de probabilidade de seus elementos. No Capitulo 1,
estudamos os conjuntos de matrizes: os grupos de Lie, Unitario, Ortogonal e Simplético; e
os espacos simétricos: Al, AIl, AIII, BDI e CII. Agora vamos dar atencao a distribuicao

dos elementos das matrizes oriundas desses conjuntos.

Para ilustrar alguns conceitos, comegamos com o Ensemble de Ginibre Complexo
[16]. Este ensemble esta definido sobre o conjunto de matrizes inversiveis com entradas
complexas, o grupo GLx(C), com os elementos, Zj;, independentes e com distribuigao

normal: .
p(Ziy) = —e 12l (2.1)
T

Como os elementos sao independentes, a distribuicao de probabilidade conjunta é o produto

das distribuicoes de probabilidade individuais®

1 N
P(Z) == 1 p(Zr) (2.2)
T k=1
1 X 1z
=—= [[ e (2.3)
T k=1

W}w exp(— 5 |ij|2) (2.4)

jok=1
1 N ;
:W exXp| — Z Z]ka] (25)
T jik=1
Izt
), (2.6)
Também temos normalizagao,
fcw P(2)dZ =1, (2.7)

De maneira andloga, a distribuigdo de probabilidade conjunta do Ensemble de Ginibre Real (GRE) é

1 1
P(Z) = N e~ T(Z"Z) ¢ do Ensemble de Ginibre Quaternionico (GQE) é P(Z) = We_Tr(ZDZ)
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N
onde dZ = H dX;pdYj, com Zj, = X + 1Yy

k=1
O termo P(Z)dZ é a medida no ensemble de Ginibre. Vamos usar a seguinte
notacao para a medida
dpa(Z) = P(2)dZ, (2.8)

dug é andlogo a um volume infinitesimal em CN*V,

Se f é um mapeamento de CN*NV em CN*N ¢

dpc (f (2)) = dpa (2), (2.9)

dizemos que djug € invariante por f. Por exemplo, a medida do ensemble de Ginibre
dug(Z) é invariante pelo mapeamento Z — ZU (respectivamente, Z — UZ), ou seja,
multiplicagao pela direita (respectivamente, pela esquerda) por uma matriz unitéria. De

fato,
Tr((ZU)(2U)) =Tx ((UTZ12U) =Tx (UUTZ1Z) = Tx (27 2) (2.10)

Te((UZ2)(UZ))=Tx(ZU'UZ) =Tx(Z7Z), (2.11)

logo, P(UZ) = P(ZU) = P(Z). E o Jacobiano da transformagao é U@ U @ --® U (N
vezes), pois CV*N é isomorfo a CV ? e seu determinante tem, portanto, médulo 1. Dessa

forma, concluimos que dug(ZU) = dug(UZ) = duc(Z2).

No grupo Unitério, os elementos nao sdo independentes, devido a condicao UUT = I.
Por isso, escrever uma forma explicita para uma medida em U(N) é mais dificil que no
ensemble de Ginibre. Porém, todo grupo de Lie possui uma tnica medida (a menos de
uma constante) que é invariante por multiplicagdo a esquerda e a direita. Ela é conhecida

como medida de Haar, duy. No grupo Unitario, temos
dpug(VU) =duyg(UV) =duy(U), para V e U(N). (2.12)

Uma expressao para a medida de Haar em termos das coordenadas locais de U (N) foi
obtida por Zyczkowski e Kus [43].

A medida de Haar é uma escolha natural para medida em um grupo compacto,
pois, devido & invaridncia por multiplicacao, todas as regices de U (N) tém o mesmo peso
em uma média sobre o grupo. Essa medida é analoga a distribui¢ao uniforme em um
intervalo fechado da reta real (que também é compacto): cada parte do intervalo tem peso

igual em uma média.

O grupo Ortogonal é um subgrupo do grupo Unitario, por isso a medida de Haar
do grupo Unitéario é automaticamente induzida. Assim como no grupo Simplético que é

isomorfo ao grupo Unitario (Eq. 1.23).
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Devido a fatoragdo de um elemento do ensemble circular ortogonal (AI), dada
na Eq. 1.34, e a invaridncia por multiplicagdo, a medida de Haar do grupo Unitério é
induzida em AI. O mesmo ocorre para o ensemble circular simplético (AIl), pela Eq. 1.37.
Nos ensembles quirais (AIIL, BDI e CII), apenas cabe ressaltar que as matrizes I, e I/,
(Egs. 1.39) sao também unitarias. Dessa forma, pelo mesmo argumento, a medida de Haar

do grupo Unitario também ¢é induzida sobre os ensembles quirais.

2.2 Meédias

Varias integrais matriciais podem ser reduzidas a integrais sobre produtos de

elementos de matriz. Estas integrais sao da forma

fG dg i j1 Ginjs"" Jinjn» (2.13)

onde g;,;, ¢ uma entrada de g € G e dg ¢ a medida de Haar induzida sobre . Essa integral

serd denotada na forma de uma média:

(Girj1 Ginjo " Ginin ) = fG dg Givjr Gings™Ginjn- (2.14)

2.2.1 Integrais sobre grupos de Lie

No grupo Unitério, queremos calcular

<H axby ckdk> - (2.15)

U(N)

Para isso, utilizamos um truque com a derivada para poder expressar o produto de

elementos de matriz na expressao acima em termos de séries de poténcias:

[l = (e ) (ST ) =& (e oo 220

akbk 1, k=1 akbk

A seguir, substituimos a Eq. 2.16 numa integral sobre o grupo Unitario, e obtemos

1 (2 0 0
Un U - — f AUpin (AT pin (BUT). (217
p Kbk~ cpdy )u(N) I (H aAZkbk aBdek) LU(N) P1 ( )pl ( ) ( )

Com o auxilio da Eq. 1.72 escrevemos as séries de poténcias em termos de funcoes

de Schur. A integral resultante fica na forma da Eq. 1.73. E obtemos

; (H T aB(jd ) 2 Xk(ln)xﬂ(ln)%é“’k .

|2
n. apbg AT

Identificando a dimensdo da representacao irredutivel, dy = x*(17), e com o auxilio
da Eq. 1.75 obtemos

n'2

n 0 0
Z Jl 1N) Z /\(W) (HaA—;kbkaB—dekpﬂ'(ATB))‘ (2.19)

A1 TeSy k=1
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Observemos que

p(AB) =Y"T] (ATB),E 7 com 0= (i1 oenyin) (2.20)
7 k=1 etk
:44%:\/]71,!_[114;;]'163]‘“7"(’9)’ com j = (jla 7.]n) (221)
1,J€ =
= Z HA;kikBjkiﬂ(k)' (222)
7 el

Note que a soma na Eq. 2.19 produz muitos termos nulos. Os termos nao nulos
ocorrem quando o produto que ¢é derivado é uma permutacao das variaveis de derivacao.
Dessa forma, a lista dos primeiros indices (respectivamente, segundos indices) da matriz A
no numerador deve ser uma permutagao da lista dos primeiros indices (respectivamente,
segundos indices), ji = agry VK (respectivamente, i, = bgry Vk) para algum 6 € S,.

Analogamente, para a matriz B, temos ji = ¢,y Yk € ix) = dpry VK para algum p € S,.

Substituindo os elementos das listas 7 e 7, temos ay, = Cop-1(k) Yk € by =dyr191 VEk.
Fazendo uma mudanca de varidveis, p = 06 e 7 = pr~'0~1, 0 termo entre parénteses na
Eq. 2.19 vale

Z H 5‘116‘3,99*1(19)6bkdmflefl(k) - Z H Oage, iy Obidy ) (2.23)
p,0€Sy k=1 o,7€Sn k=1
= > 6,(d,)8,(b,d). (2.24)
o,T€Sn
onde
50’(&7 é’) = H 5akco(k) (225)
k=1

compara as listas de indices @ e ¢ e verifica se a lista d é resultado de permutar a lista ¢

conforme o.

Devido a mudanca de varidveis introduzida, podemos ver que 7 e o~'7 tém o
mesmo ciclo-tipo, pois sdo conjugados, =17 = f7710~1. Assim, podemos substituir y*(7)
por x*o~!7), e a soma sobre 7w resulta em n!. Rearranjando os termos da Eq. 2.19

juntamente com a Eq. 2.24 obtemos

nUakka;;dk) S Wel (o V)6, (.26, (6, d), (2.26)
k=1 Z/{(N) o,T€Sy

em que d, B, ¢ e d sdo as listas dos {ndices em [N]" (o conjunto das listas de comprimento
n, cujas componentes tém valor entre 1 e N); e Wg” (0717, N) é a funcio de Weingarten
unitaria, dada por [44]:

1

U = —
Wg (J7N)_n!

dy
I3 (1Y)

xX*(o). (2.27)

>

AN
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Dessa forma, podemos calcular médias no grupo Unitario utilizando essas expressoes,

por exemplo,

2 1 2 2 1
(2P, = ¢ (00l 02l )y, = N(N+1)

Para o grupo Ortogonal, temos um resultado semelhante. Dadas duas listas de

indices d = (ay,as,...,as,) € b= (b1,bg,...,b9,) em [N]?", temos

2n
<H0akbk> = Y Wg%0o i, N)A,(a)A. (D) (2.28)
k=1 O(N) o,TeEMp,
onde
2nn
Wel(0.N) = 21 3 B0 (o), (2.20)

(@) & RN
é a funcdo de Weingarten ortogonal [44]. Ela estd escrita em termos de JZ(1V) e de w* (o),

por isso depende apenas do coset-tipo de o. Observe que agora as somas percorrem o

conjunto dos matchings e surgem as funcoes A,, dadas por
A (@) = [T 00y 001y an - (2.30)
k=1

Ela verifica se a lista d satisfaz o matching gerado por o. Por depender apenas do matching

gerado por o, elas sdo invariantes por acao do hiperoctaedro:
Age(d) = Ay () para € € Hy,. (2.31)

Com isso, podemos calcular, por exemplo,

1 1
(U)o, = N ¢ ULV} oy, = N(N+2)

Para o grupo Simplético, dadas duas listas de indices @ = (aq,...,as,) € b =
(by, ..., bay) em [2N]*", temos

2n
nsakbk) - Y Welortn, N)AL(G)AL(D) (2.32)
k=1 Sp(2N) o,TeEMp,
onde
oyl
Wel(o,N) = 2 sv_har . (2.33)

| L2
(2n)! &2 0P ()
¢ a funcdo de Weingarten simplética [44]. Ela nado depende apenas do coset-tipo da
permutacao, depende também de seu sinal, e pode ser dada pela funcao de Weingarten

ortogonal,
Wg® (0, N) = (-1)"e(0)Wg° (0, -2N). (2.34)
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Assim como no caso ortogonal, as somas correm sobre o conjunto de matchings, e surgem

as fungoes A! | ligeiramente diferentes de A,, dadas por

AL(d) = [T0Cay a1y Caniom N (2.35)
k=1

em que ¢ é um vetor da base canénica de C2V, e sua k — ésima componente é [&;], = 0x.

E vale
(€, €1} = Orany = O pen- (2.36)

Nesse caso, a agdo de uma permutacao do hiperoctaedro sobre A/ produz um sinal:

Age(a) = €(§)As(a). (2.37)
Como exemplos temos,
1 1
(U12U18 248 ) 52y = N e (UnUrinaanUn2Urin 2en) spgany = NN D)

2.2.2 Integrais sobre espacos simétricos

No caso dos espacos simétricos, temos relagoes analogas as médias sobre os grupos
de Lie. Além disso, é possivel obter expressoes fechadas para as fungoes de Weingarten
dos ensembles aqui estudados, AI, AII, AIII, BDI e CII. Nos ensembles CI e DIII, nao
temos uma expressao fechada para a fun¢ao de Weingarten, mas Matsumoto [32] fornece

um expressao para calcula-las.

Para calcular uma média sobre Al,

H ‘/iQk—lviQk ‘/j;k—lijk) I (2-38)

substituimos a representacao do coset, V = UUT, na integral, e obtemos

H i2k-1,02k ]2k 1,32k> = [J(N) dUH‘/le 17121@‘/];1@ 1,J2k (239)
Al

k=1

observe que a medida de Haar do ensemble é induzida pela medida de Haar do grupo

unitario. Entéo,

n
*
(H ViQk—l 2k V;'zk—1 J2k >
k=1

Al p=1

= L(N) dU H (Z Ukp,742p 1Ukp22p) (Z Ul2j2p—1 UlZJQP) . (240)
lP

Como as somas sao simétricas, o produtorio de somas pode ser reescrito como uma

soma de produtos sobre todas as listas de indices, da seguinte maneira:

(H Vl% 1502k ]2k 1,]2k) =

Z f(N) dU H Ukp,l‘prl Ukpingl;j2p71 Ul;lép‘ (241)

Ele[N p=1
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Definindo k' = k Uk = (ky, ky, ko, ko, -+ kp, kn) € I = [ U de modo anélogo, temos:

n 2n
(]H ‘/;21@7171'% ‘/j;k—h]ék > = Z / du H Uk;)ip Ulep (2'42)

AL RNy YY) p=t

A integral pode ser convertida numa soma de fun¢des de Weingarten do grupo

Unitario:
(HVV) = > Y 66 0)0 (K, ) Weoy (07T, N).  (2.43)
k=1 Al kle[N]"0:7T€S2n
Definindo
Ar)y= > 6.(K,T) (2.44)
Ee[N]"
temos,
H‘[i2k—17i2k‘/};k—1yj2k = Z A(T)ég(;’j)Wg??n)(a_lT’N) <2'45>
k=1 Al  0,T€San

Note que A(7) contabiliza o niimero de pares de listas k e [ em que k' é resultado
de permutar os indices de I’ segundo 7. Como &’ é completamente determinada por I/ (
e vice-versa), o numero de pares corresponde ao niimero de simbolos independentes em
k’. Relembrando a defini¢do do grafo I'; a condigao ky, | = ky, (da propria defini¢ao de

4 — ]/
m(2p) -1y
devido a 7. Assim, o niimero de simbolos independentes em k' vale I’ (7), o comprimento

15’) leva a presenca do matching trivial; e quando k,, =1 leva ao matching

do coset-tipo de 7, ou seja, o niimero de componentes conexas em ['.. Assim, o nimero
. ’ 7
total de listas é N(7)

Mas sabemos que

2|

NV =
(2n)!

> dox J3 (1N )w? (1), (2.46)

A1

basta tomar X = Iy na Eq. 1.78 e perceber que pi(Iy) = NV,

E obtemos

n . + =, 2™n! _
[TViserinn Vil = D, 5U(Z7J)W > Wg?Qn)(O- L1, N)JY(N)doyw(7) |-

k=1 Al o€eSon ( ) T€S2

O termo entre colchetes pode ser trabalhado expandindo a funcao de Weingarten

como na Eq. 2.27 e utilizando a relagao de ortogonalidade entre caracteres. Olhemo-lo
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com detalhes

1 J2(1N)d
Wl (0717, N)JZ (1N ) dopa (1) = S e NG G Y
; () A ” (2n)!#§m§2n JL(AN) s

1 ddopy J2(IV) 1

Y X*N(7E)

2mn! EeHp,

X,u 0_—17_ XQ)\ 7_5
(2n) u%:n JHIN)  2nnl g;ﬂ TEZS:% ( IXH7E)
1 dudor J3(1IV) 1 (2n)!
- o
(277‘)';1,;2:71 Jl(lN) 2nn fgl:n dz)\ X2)\(U§) 122
J (1)
=), dox wM(a).
"L
Por fim, observe que
1) 2
‘]2)\ 1N H H -1 +] (247)
i=1 j=1
)T X
=1 l_! —@+2p)l_{(N—Z+2q 1) (2.48)
=1 Lp= q=
= SR (IR (N). (2.49)

Substituindo-as e rearranjando os termos encontramos

(H Viok 1o Jzk 13%) = Z 0o (E E)WgAI(U N) (2.50)
Al 0€Sop,

donde concluimos que [32]

2TL
(2n)

Z J2(6i2]3+1)w>\(0). (2.51)

AFN

Wg (0, N) =

Note que Wg (0, N) = Wg®(o, N + 1). Dessa forma Wg™/ (o, N) depende apenas do

coset-tipo de o.

Por exemplo,

9 1 2 2 2
(104 = 7 ¢ (10l Uel),,; = (N+1)(N+3)

Em Al ao invés de escolher V' = UUP, como representante de coset, como na
Eq. 1.37, escolhemos V = V'J = UJUT. Primeiramente, note que V também pertence
a este espago simétrico. Com efeito, suponha uma transformacao de U por uma matriz
S eSp(2N), para V' temos:

(US)J(US)T =USJSTUT
=USJST(JTT)UT
=U(8SP)JUT
=UJUT =V
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Em segundo lugar, podemos constatar que V' é antissimétrica.

vT

(UJuh”
uJtut
~UJUT = -V, pois JT =-J

-

Dadas duas sequéncias de indices @ = (i1, 2, i2n) € J = (j1, 2, jon) €m [2N]"

uma média sobre AIl é dada por

p:l O'ESQn

H ‘/12;,1,1217‘/}2171,@1,) = Z 60(573)WgAH(07 N), (2.52)
AT

onde
2! d)\u)\
WgAII(O', N) - 1 -
(277,)' )\Z'_% J)\/Q (1N—§)

é a funcao de Weingarten associada a All [32]. Note que WgA (o, N) = Wg® (o, N - 3),
por isso Wg™'! pode ser escrita como Wg*! (0, N) = (~1)ne(0)Wg® (0,1 - 2N).

(o) (2.53)

Por exemplo,

1

(|U11|2)AH TON-1 © (Il |U34|2>AH =

N-1
N(2N-1) (2N -3)’

Nos espagos simétricos AIIl e BDI consideraremos como representante de coset
V =UI,UT, ao invés de Ul U1, como na Eq. 1.39. Além disso, é facil ver que V' é uma
matriz hermitiana: V1= (UI,U T)T =UlI,Ut = V. Olhemos agora as entradas da matriz V:

Vi, = ;(Ulab)ik(]gj (2.54)
= ZUz‘l(fab)lkU;Ij (2.55)
= Z 1(te0i) Uy, pois Loy € diagonal, e ty, = [Lap ], = £1 (2.56)

ol
Zk: UpUs, (2.57)

Para duas sequéncias de indices ¢ = (i1,,in) € j= (j1,"*, Jn), uma média sobre
AIII é dada por

(ﬁ Vz'pjp)

Substituindo a Eq. 2.57 na integral obtemos

= AU | | Vi, 2.58
Jiowy T Vis (2.58)

AIIT p=1

/L;(N) dUH(Ztkp ipkp ]pkp) (2.59)

p=1
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Novamente, argumentando em favor das somas simétricas, podemos reescrever a

expressao por uma soma sobre todas as sequéncias em [ N]":

| . U] (Ztk " ],,kp) - Z ) | IR | (2.60)

p=1 p=1
. (Htkp)/ AU, U (2.61)
EE[N]n UN) '
> (Htkp) > 6 (k. k)6, (1, ) )Wg(r7'o, N) (2.62)
Ee[N]» \p=1 0,7€Sn
2 (2 s@Dnocimn e
o,T€Sy EG[N]n

Note que 5T(l%, lz:) verifica se k ¢ invariante por 7. Isto s6 acontece quando os k!s
correspondentes a um ciclo de 7 coincidirem. Assim, hé tantos simbolos na soma quanto o
comprimento do ciclo-tipo de 7, pu.

I{p)

S )Tt = Y [Tt (2.64)
ke[N]» p=1

T15-5T1(w) q=1

Ip)

= Z H ab 7"tﬂ"q (265)

TLyenTi(p) =1
Novamente, temos uma soma simétrica, entao podemos rearranja-la como

1(p) 1(p)

o It =T]>.1%) (2.66)

T1seT(p) 9= 1 =1 «
()
= H T ( = pr(Lap) (2.67)

Note que se p; for par, entdo Tr(I'7) = (a+b), mas se u; for impar, Tr(I}/) = (a-b). Logo,
de definimos [°(x) o niimero de ciclos em 7 com comprimento impar e [¢(x) o nimero de

ciclos em 7 com comprimento par, ficamos com:
pT(Iab) = (a+b)lﬁ(u)(a_b)10(u)‘ (268)

As séries de poténcias p,(I,) podem ser escritas como combinacao linear das

funcdes J; como segue:

pr(Lap) = dex ), (1, (-1)°). (2.69)

pl—n

Agora, podemos voltar a Eq. 2.63 e usar a relacdo de ortogonalidade de caracteres.

ﬁ%aﬁ) =2 l > 2 d dAJ (1: (;1) )X”(T)XA(T_lﬂ)]CS (t.7)  (2.70)
p=1 AIII 0€Sn : TESnApl—n J (1 )
Ji(1e,(-1)%) .
AR o ] L 2.71)
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Portanto,
(n vmp) - Y Wt (0,0,0)6,G, ) 27
p=1 AIIT €50
onde Jl Jo (-1)1)
wg (o, Z dy 1—NXA(U) (2.73)
)\I—n ‘] 1 )

é a funcao de Weingarten associada ao espago simétrico AIII [32].
Por exemplo,

_CL—b 2 _ (a_b)Z_
(Ui1) arr = N e (UIQ)AIH_ (N-1)(N+1)

Para uma sequéncia ¢ = (i1, ...,42,) de indices, uma média sobre BDI é dada por

(H Vizplizp) - Z AU (_Z:)WgBDI(U’ a, b)’ <2'74>
p=1 BDI &M
onde 2 | J2(19, (~1)?)
We?P! (5, a,b) = Z D) R A J2(1V) 2w 0) (2.75)
)\I—n

é a funcao de Weingarten associada ao espago simétrico BDI [32].
Por exemplo,

a->b 9 4ab
(U)o = = ¢ (VL) = N(N-1) (N +2)

Em CII, vamos considerar V' = SI/,S” no lugar do representante analogo da
Eq. 1.39. Este representante é auto-dual e também esta bem definido.
Para uma sequéncia ¢ = (i1 + N, i, i3+ N, iy, ..., 00,1 + N,i2,), onde a adi¢do de N

é feita de maneira modular, uma média sobre CII é dada por

]‘[wzp_1+N7i2p) = > ALG)Wg (0,a,b), (2.76)
p=1 CII O'GMn
com y
2np) J2 (19, (-1)?)
Wg“ (0, a,b) = dyor 22—y (o) 2.77
Gt & (2:77)

¢ a funcao de Weingarten associada ao espago simétrico CII [32].
Por exemplo,

a-b 4ab

(U1+N71>CII:_T € <U1+N,2U2+N,1)CII:_N(N_l) (2N+1)

Nas Egs. 2.73, 2.75 e 2.77, o polinémio J¢(1¢, (-1)%) pode ser calculado a partir
da Eq. 1.74 para o = 1; da Eq. 1.77 para a = 2 colocando I, como argumento de p,; e da
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Eq. 1.81 para a = 1/2 colocando I/, como argumento de p,. Para A = [1?],[2] temos os

seguintes polindmios

Jiy (1% (-1)") =a=b

Jhzy (1% (=1)°) =Jf2y (1%, (=1)°) = (a=b)* = (a+b)
Ty (19, (=1)%) =(a = b)2 + (a +b)

Iy (1%, (-1)°) =(a - 0)* +2(a +b)

il (17, (<1)") =4(a - b)* - 2(a +b)

TR0, (-1)") =4(a - b) + (a + ).
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3 Resultados

3.1 Resultados Numéricos

Estamos interessados no comportamento assintotico do espectro das matrizes,
N > 1. Matrizes aleatérias oriundas de grupos de Lie classicos, uniformemente distribuidas
de acordo com a medida de Haar, sdo geradas usando a decomposicao QR, como descrito

no Apéndice A.

Além disso, como mencionado na Secao 1.8, as matrizes estocasticas obedecem ao
Teorema de Perron-Frobenius e, portanto, possuem 1 como autovalor. Esse autovalor é
nao-degenerado. Por isso, definimos o espectro reduzido, £(M), como sendo o conjunto
de autovalores de M que sao diferentes de 1. Consequentemente, o trago reduzido de uma

matriz M, trM, é a soma sobre o espectro reduzido de M:

M= 3 A (3.1)
XeE(M)

Os valores singulares de M correspondem aos autovalores de M M7T. Dessa forma,
1 também é um valor singular. Por isso definimos o espectro singular como conjunto dos

valores singulares de M diferentes de 1.

EU ES

-0.1 0 0.1 -0.1 0 0.1
RN R(N)

Figura 7 — Espectros reduzidos para os ensembles de matrizes estocasticas obtidos através
do grupos de Lie classicos. As matrizes tém dimensao 100.

Na Fig. 7, temos os espectros reduzidos de matrizes estocésticas aleatérias oriundas
dos grupos de Lie cldssicos. Sorteamos 1000 matrizes 100 x 100 uniformemente distribuidas.
Observamos que os autovalores se distribuem de maneira aproximadamente uniforme (a nao
ser por uma pequena concentragao sobre o eixo real, que parece conter aproximadamente
VN autovalores, como discutido em [17] para o GRE) em um disco de raio \/52]\, , onde
B é o fator de Dyson, e vale 1 para o grupo O(N), 2 para o grupo U(N) e 4 para o
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grupo Sp(2N). De fato, os espectros reduzidos aqui obtidos nos levam a concluir que os

autovalores sdo de ordem N-1/2,

Os histogramas dos valores singulares encontram-se na Fig. 8. Novamente, as
matrizes tém dimensao 100. Os espectros apresentam boa concordancia com a distribuicao
de quarto de circulo, em consisténcia com a universalidade. O maior valor singular vale
aproximadamente o dobro do médulo do maior autovalor (no espectro reduzido), como

acontece para o ensemble real de Ginibre.

20 EU ES
8 8 8
6 6 6
O X X
a4l . o 4 \ a4
™ \ \
2 2 2 \
0 0 \ 0
0 01 02 03 0 01 02 03 0O 01 02 03
z z z

Figura 8 — Histogramas dos valores singulares para os ensembles estocasticos Yo, Xy e
Ys.

Também obtivemos o espectro reduzido de matrizes nos ensembles ¥ 47 e Y 477.
Nesses casos, como ja foi dito, as matrizes sao reais e simétricas, logo os autovalores
sao também reais. Os histogramas encontram-se na Fig. 9. Com exce¢ao de um ligeiro
deslocamento para a direita em X 4; e para a esquerda em X 47, os histogramas sao bem
descritos por uma distribuicao semicircular. Estes resultados nao sao triviais. A distribuicao
semicircular que aparece aqui é uma assinatura da universalidade. Entretanto as matrizes
nao tém elementos independentes, uma hipdtese que aparece muitas vezes em provas de

ocorréncia de universalidade.

Yas DIAIT
<2 =2

-0.2 0 0.2 -0.2 0 0.2
A A

Figura 9 — Histogramas dos espectros reduzidos das matrizes estocasticas obtidas dos
ensembles circulares.
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Por fim, na Fig. 10 encontram-se os histogramas de autovalores dos ensembles
quirais, Y4777, XBpI € Xo11, também reais. Aqui, utilizamos o parametro a como critério
de comparagao que é definido como a = “T‘b, e é proporcional a diferenca de termos
positivos e negativos em I, Eq.1.39. Usamos trés valores de a: 0, 0,4 e 0,8. Como pode
ser observado, a forma da distribuicao depende do valor de a. Se o = 0, as distribuic¢oes
sao aparentemente semicirculares; entretanto, para outros valores de a nao identificamos

as distribui¢oes. Mas, para a = 1 todos os autovalores convergem para 1.

Yarn X BpI Yo

az0,=04

A

Figura 10 — Espectros reduzidos das matrizes estocasticas obtidas dos ensembles quirais.

3.2 Momentos

Dadas as observagdes numéricas de indicios na segao anterior (por exemplo, distri-
buigdes semicirculares e quarto de circulo), gostariamos de provar algebricamente que a
universalidade esta presente. Para isso vamos utilizar o método dos momentos, que sao
dados por

M/ = f z" f(z)dz, (3.2)
para uma distribui¢ao f(z). O método dos momentos nos permite afirmar que duas
distribui¢oes sao iguais se, e somente se, possuem os mesmos momentos. Por exemplo, no

caso da distribui¢ao semicircular de raio R dada por

2
fsc(z) = ?\/ R? - 2% com x € [-R, R], (3.3)
T
seus momentos de ordem impar sao nulos e os de ordem par sao
R 2n
MSC = (5) C, (3.4)
em que C), sao os numeros de Catalan
1 (2n
Cp = . 3.5
n+ 1( n ) (35)

Os primeiros nimeros de Catalan, para n=0,1,2,3,4,5 sdo 1,1,2,5,14,42. Para a distri-
buicao quarto de circulo, dada por
4
foc(x) = ?\/ R? — 2%, com z € [0, R], (3.6)
s

x C ’ x C i
os momentos pares sao Mgn =2m5% e os momentos fmpares sao M?n = WRQ"“.
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Para uma distribuicao de autovalores p()\), temos
MC = f A p(A)dA. (3.7)

Mas devido & construcao da distribuicao de autovalores, a média M& corresponde (V) o

em que A" é a média dos autovalores de M. Como A" = %TrM " temos, portanto,

1 1 1
MG = (NTrM”)G - fG S TeM"dg = ~m. (3.8)

3.3 Grupos de Lie

Nas segOes a seguir, vamos calcular de forma exata alguns dos momentos das
densidades de valores singulares para os ensembles Y7, o € Xg € vamos compara-los aos
momentos da distribui¢do quarto de circulo. Veremos que ha concordancia. Da mesma
maneira, obteremos alguns dos momentos das densidades de autovalores para os outros

ensembles e veremos que coincidem com os momentos da distribuicao semicirculo.

3.3.1 Grupo Unitério

Estamos interessados em calcular a média de TrM™ sobre o grupo unitario. Podemos

escrever
TrM"™ = Z ivio Migis - M, i, (3.9)

:Z|Um‘2| Uty | - |Us (3.10)
F
Esta expressio estd na forma da Eq. 2.26 tomando d=¢e b=d = (@) = (i, 3, ey In, 1),

com 7y = (1 2 - n) €.S,. Entao, temos

(TrM™)y, =D > We (6717, N6y (1,2)0, (7 (2), 70 (7)) (3.11)

7 o,TeSh

Ao trocar a ordem das somas, a quantidade,

-

250(;75)5T(WU(%)77TU(i))7 (312)

contabiliza quantas listas em [N]" sdo simultaneamente invariantes sob as permutagoes
o e mp'Tmy. Se denotarmos (a,b) o grupo gerado pelas permutagoes a,be S, e {a,b) o
nimero de 6rbitas desse grupo atuando no conjunto {1,2,...,n}, entdo a quantidade na
Eq. 3.12 6 igual a Nom'mm0) Togo,

(TrM™)y, = > Wg¥ (o7 L7, N)NOom mmo) (3.13)
o,7€SK
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Ja que a funcao de Weingarten unitaria depende apenas do ciclo-tipo da permutagao,
devido aos caracteres do grupo simétrico, podemos fazer uma mudanca de varidveis na

soma e obtemos
n

(TeM)g, = 3 3 FYOLm)We! (A, N)N™, (3.14)
A-nm=1
onde
FYV(\, #{ 0,7) €S, x Spl|nito iy e Cy, Q m} (3.15)

, , , . -1 -1 . .
¢ o ntiimero de pares (0, 7) que geram um grupo com m Orbitas e 7o~y T tem ciclo-tipo

A

O termo mais simples da soma na Eq. 3.14 surge quando A = [1"] e m = n. Este
termo é o resultado de ¢ = 7 = id, assim FU(1",n) = 1. E, j& que, Wg" (id, N) oc ol
temos (TrM")s, =1+ O(N™1). As contribui¢des de ordem mais alta podem ser obtidas
resolvendo este problema combinatorio em um computador. Dessa forma, é possivel obter
tabelas para FV(\,m):

(16 112 50 144 104\
5 12 9
1 2 720 20 44 40
FY = , FY=10 6 3|, F/-= (3.16)
10 0 12 2 4 0
1 0 0
hoooo)

A soma das entradas corresponde a ordem de S, x S, n!?; e cada coluna representa uma
classe Cy, com A+ n. Nas colunas das tabelas F)V (assim como nas andlogas a seguir), as
parti¢oes estao em ordem “alfabética”. Por exemplo, para n =3, a ordem é [13],[2,1] e
[3]; e para n =4 temos: [1%],[2,12],[22],[3,1] e [4].

Usando as tabelas, podemos calcular médias dos tragos reduzidos m¥ = (trM "5,

1 1

U _ il 3.17
2 2
~ 3.18
TN )(N+2) T N (3.18)
N?2+12N +6 1
U _ ~ — 3.19
TEN(NT (N +2)(N+3) T N2 (319)
34 34

U _ ~— 3.20
T T NI ) (N+2)(N+3)(N+4) Nt (3:20)

Para os valores singulares, temos
MMT ZMllﬂMlleMmhMlsjz MinjnMiljn' (3'21>
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Aplicando a média sobre o grupo Unitario, obtemos

(TF(MMT ) Z|U11]1| |Uzzj1| |Uzzjz| |U1312| |Uinjn|2|Ui1jn|2 (3-22)

=Z S Weg(o7tr, N6, (5, 7)0, (3, ), (3.23)

1,] 0:T€S2n

com p = (7’17127227 "'alnalnazl) €eq= (]h]la]?a]?) "'7]717]71)-

Vemos que p deve ser invariante pelas permutacoes o = (2 3) (4 5) - (2n 1) e 7. Da
mesma forma, a lista ¢ deve ser invariante pelas permutagoes o e ¢y = (1 2) (3 4) -+ (2n -1 2n).

Portanto, podemos escrever as somas em func¢ao do nimero de érbitas dos grupos gerados:

25 (P, p) = N¥rev) (3.24)
25 (4,q) = NHoov), (3.25)
Portanto,
(Te(MMT)) = 3 We"(o7'r, N) Nrev)indo), (3.26)
T,0€S9,

Novamente, podemos contabilizar as permutagoes que geram um certo nimero de

6rbitas de acordo com o ciclo-tipo de =17, e obtemos,

(Tr(MMT));, =3 Z GY (N k,m)N™* Wg"(o7'7, N) (3.27)

AFn k,m=1

onde
GY (N k,m) = #{(0,7) € Sap x Sou|o™ 7 € C\, Q (7, 01) =m, Q{0, dvr) = k}, (3.28)

é o nimero de pares ordenados (o, 7) tais que o~'7 tem ciclo-tipo \ e os grupos (7,¢y) e

(0, ) tenham, respectivamente, m e k érbitas.

Resolvendo este problema combinatério em um computador, obtemos as expressoes
para os tragos reduzidos s¥ = (tr( M M7T)"):

N -1 2
U ~l-= 3.29
TTNA1 N’ (3.29)
2(N -1)(N +4 2
(N+3)(N+2)(N+1) N
N4 N3 +217TN2 -46N -2
U HBN4 +60N3 +217 6 56 5 (3.31)

BTN N+ D) (N+3)(N+2)(N+1)2 N2’

Devido a Eq. 3.8, s, esta relacionado com o n-ésimo momento da distribuicao de
autovalores de (M MT)" chamemo-los v. Por outro lado, os valores singulares correspondem
& raiz quadrada dos autovalores de (M MT)", z =+/X. Entéo, como s, = (Tr(MMT)7) =
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(X v1) temos s, = (3, 22"). Logo s, estd relacionado com os momentos de ordem par da

distribuicao de valores singulares.

Dessa forma, os nuimeros 1,2 e 5 que aparecem como coeficientes nas ordens
relevantes sdo os primeiros trés nimeros de Catalan. Este resultado é consistente com a

distribuicao dos valores singulares sendo uma distribuicao quarto de circulo.

3.3.2 Grupo Ortogonal
Para o grupo Ortogonal, ja que as matrizes sao reais, temos

TrM™ = Zom 21,007 (3.32)

inil”

Podemos aplicar a Eq. 2.28 e obter a média sobre o grupo Ortogonal,

(M), = Y Wel(o7'r, N)AL(5) A (m0(5)) (3.33)

1 o, TeEM,

onde 7o é o quadrado de um ciclo longo, 7o = (12 -+ 2n)* = (135 ) (246 ) € Sy, e a
lista p é da forma p = (i1,41, 42,92, ..., in, 95 ). A segunda condigdo pode ser implementada
impondo que a lista p deve ser invariante pela permutacao ¢y que corresponde a f(id),

onde f(o) é uma involugdo sem pontos fixos, associada ao matching o (t).
A quantidade
Z A, (P) Ay (mo(P)) = N () f(mo0).éu) (3.34)
¢é calculada em termos do nimero de orbitas do grupo gerado pelas involugoes sem pontos
fixos associadas aos matchings 7, mo e ¢y. Logo,

(TrM™)s, = Y. Z FO(\, m)Wg®(\, N)N (3.35)

A-n m=1
onde F2(A,m) é o nimero de pares (o,7) em M,, x M,, tais que (f(7), f(7o0), dy) tem

m érbitas e o~7 tem coset-tipo A.

Novamente, resolvendo este problema combinatério em um computador, podemos

obter as tabelas para F9(\,m):

14 78 108
2 6
FP = , Fg=10 12 12], (3.36)
10
1 0 0

(88 1136 1112 3072 4576}

16 100 140 272 464
FP = : (3.37)
0 24 8 16 0

(1 0 0o o0 0
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A soma das entradas é (2n — 1)!12) como esperado. E a soma das entradas em cada coluna

corresponde ao numero de pares tais que o' tem coset-tipo \.

Assim, obtemos os tragos reduzidos:

mg = N2+ 5~ % (3.38)

mg =Ny 2)8(N 1) % (3.39)

my = (N + 14)%% : 2)?%3()5()1\7 +6) " %’ (3.40)

M= TN +126)((213]i Z)Q(i\)f O (N8 % (3-41)

Para os valores singulares, temos:
(Tr(M MT)")zo Z (M, j, Miyj, ... My, 5, M ;. ) (3.42)
ij
= Z Oiri10i111041150541is -0 3 Oin i Oi 4 Oiin ) (3.43)
= Z > We (o7 7, N)AL(B) AL (G), (3.44)

-+ =

i,] O.TEMn

onde a lista p é da forma p = (iq,41,92, %2, 92,12, .-, in, bn, in, in, 11,71) € § € da forma § =
(71,01, J1, J1s =5 Jns Jns Jns> Jn) - Note que p é invariante por oo = (12 4n-14n) (345 6)--
e ¢ é invariante por ¢ = (123 4) (56 7 8)---. Assim, podemos escrever as somas sobre
as listas 7 e j como funcdo do nimero de érbitas dos grupos gerados pelas involucdes sem

pontos fixos:
ZA = NS (D)po) (3.45)

Z A, () = N (@)do), (3.46)

Podemos, entao, escrever

(Te(MMTY") = AZ kz_leg(A, k, m)N*™Wg®(\, N), (3.47)
onde G9(\, k,m) é o nimero de pares (7,0) em M, x M,, em que o coset-tipo de o7 é

A e o os grupos (f(7),p0) e (f(0), o) tém, respectivamente, m e k érbitas.

Resolvendo o problema em um computador e calculando explicitamente os tragos

reduzidos, obtemos

2N -2 6
s?=N+2 ~2- (3.48)
o_ (AN -4)(2N?+17N +12) 8

TN )(N+2)(N+ D) (N+6) N

(3.49)
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com s = (tr(MM7T)")g,.

Os coeficientes 2 e 8 sdo consistentes com a distribuicao dos valores singulares
sendo um quarto de circulo de raio 24/2/N.

3.3.3 Grupo Simplético

No ensemble simplético, Xg, temos

1211 131" i1in

TrM”:ZShiQSD Sz2Z3SD SZnHSD (35())

= Z Sivin i1+ N o+ N Sigia Sint Nyig+ N -+ Oinin Din+N,ir +N s (3.51)
I

onde a lista 7 pertence a [2N]" e a soma é médulo 2N (Por exemplo, se 4, = 2N -2, entdo
i+ N=3N-2=N-2).

Usando a relacao para médias no grupo Simplético, na Eq. 2.32, obtemos

(TeM")y, = 2, We? (o717, N)AL(B) A (0 (5)) (3.52)

onde p = (i1,01 + N,ig,io + N, ...yin,in + N) e mo = (1,2, ...,2n)2.
A quantidade Y AL(P)AL(mo(p)) é, a menos de sinal, igual a (2N )¥/(1).f(700).¢u)

(2
e é quase igual a que aparece para o grupo Ortogonal. Esse sinal depende dos coset-tipos
de 7 e mpo e também da sequéncia p. Essa dificuldade nos impediu de calcular tragos de

poténcias de ordem mais alta. Sendo possivel calcular apenas o seguinte traco reduzido:

2 1
S _ ~—
my = oY N (3.53)
Para os valores sigulares, temos
(Te(MMT)?), =Y (Miyjy Miy, . Mij, My, ) (3.54)

ij
= Z (Si1j1 SZ'1+N,j1+NSZ'2j1 S’i2+N,j1+N'"SinjnSin+N,jn+NSi1jn Si1+N,jn+N)
0.
(3.55)
=Y 2 Wet(o'm N)ALIBIA[g], (3.56)

1,] O:TEMan

ondeﬁ= (i17i+N,...,in,in+N,Z'n,in+N,Z'1,Z'1+N)€(7: (jl,jl-l-N,jl,jl+N,...,jn,jn+N,

JnyJn + V). Calculamos apenas o primeiro trago reduzido:

2N2+ N +1 1
S = ~ 14+ —. .
TEN-DEeN+) TN (3:57)
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3.4 Ensembles Circulares

3.4.1 Espaco Simétrico Al

No espaco simétrico Al, temos

TeM™ = ZUilizUizis“'UinilUf Usyis Ui, (3.58)

142 7213 ni1?
onde U é simétrica, e por consequéncia, também o é M. Usando a Eq. 2.50, segue que

(TrM™)y  => > We (0, N)6,(p,p), (3.59)

{ UGSQn

com p = (11)227227 "'77'717271721)-

Ja que a funcdo de Weingarten para o espaco simétrico Al depende apenas do

coset-tipo do argumento, podemos escrever

(TeMP)g = 305 FA O m)Wel (A, N)N™, (3.60)
AFnm=1
onde
FAY(N m) = #{0 € So|[0] = X\, Qo, op) = m} (3.61)

¢ o ntimero de permutagoes em S, que tém coset-tipo A e o grupo (o, ¢y) tem m Orbitas.

O termo com A = [1"] e m = n resulta em (TrM")y, =1+ O(N™') refletindo
o autovalor de Perron-Frobenius. Contribui¢oes de ordem mais alta podem ser obtidas
resolvendo o problema combinatério em um computador. E, com isso, podemos obter as

seguintes tabelas para as fungoes FAT(\, N):

38 234 320
6 1
FM = ., FM=19 51 60|, (3.62)
2 2
1 3 4

(306 3800 3862 10312 15608}

67 724 689 1820 2636
FA = : (3.63)
10 80 54 152 184

1 4 3 4 4

A soma das entradas vale (2n)!. E a soma das entradas em cada coluna corresponde ao

nimero de permutacoes com um dado coset-tipo.
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Usando as tabelas, podemos calcular os tragos reduzidos:

N-1 2

AT _ L1~

my =~ e (3.64)

2 T (N+1)(N+3) N2’ '
3N2+22N - 29 3 5

Al _ ~ — -

T E NTD)(N+3)(N+5) N N2’ (3.66)

ar_ 2(N*+20N3+146N2+92N -323) 2 4 (3.67)

T T NI D)(N+2)(N+3)(N+5)(N+7) N N2’

A existéncia de uma densidade continua de autovalores de ordem 1/+/ N implica que

& (trM™) ~ = e consequentemente N™/2-tmAl deve ter um valor finito quando N — oo.
Vemos que isto é verdade para os momentos pares e aparecem 0s primeiros nimeros
de Catalan, 1 e 2, em concordancia com os momentos da distribui¢ao semicircular. Os

momentos impares desaparecem no limite, o que indica uma distribuicao par.

Nao obstante, observe que o primeiro momento é positivo, para N finito. Isto
explica o ligeiro deslocamento da distribui¢ao no sentido dos niimeros reais positivos visto

na Fig. 9.

3.4.2 Espaco Simétrico All

No ensemble AIl, temos matrizes antissimétricas. Além disso,

’Ll’iz Zzig N

TrM" = Z Uil’iz Ui2i3"'Uini1 Ui, Ui, U;ﬂl : (368)

Nas condic¢oes da Eq. 2.52, podemos escrever

(TrM™),, = > Wg(a,N)6,(5,D), (3.69)

; O'ESQn
onde P = (i, 12,12, ..., in, in, 11 ). Observe que p é invariante pela acao de py. A funcao de
Weingarten Wg™! (o, N') depende do coset-tipo de o e também de seu sinal, €(o). Entéo

podemos escrever

(TrM™)y,, = (-1)" > i FAT (O, m)Wg® (X, 1-2N)N™, (3.70)

AFn m=1

YArr

onde FAI(A,m) = FAMI(N,m) - FAI(A,m) ¢é a diferenga entre os resultados de dois

problemas combinatorios,
Foil' (A m) = #{0 € So,|[0] = \, o, pu) = m, e(0) = £1}, (3.71)

isto é, o nimero de permutagoes com que tém sinal positivo (respectivamente, negativo),

com coset-tipo A tais que (o, ¢y ) tenha m érbitas.
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As tabelas geradas sao

5 o -2 6 -4
FAIT = ( ) _2) , FMT=13 -9 6|, (3.72)
-1 3 -2

-14 72 -42 -88 72
11 -44 33 44 -44

FAT - : (3.73)
2 =24 6 40 -24
1 -4 3 4 -4
Isso nos permite calcular os seguintes tragos parciais:
ml = -1, (3.74)
mytl =1, (3.75)
-3 3 3
AIl
= ~—— 3.76
M TON 1T AN T 2N (8.76)
2N +5 2 4
mAll = i - (3.77)

CGN+1)(N+1) 2N ' @N)?

Similarmente ao que ocorre com o ensemble ¥ 47, isso indica uma distribuicio
continua de autovalores de ordem 1/ V/N, simétrica, com momentos pares consistentes
com uma distribuigdo semicircular de raio 2/ V/N. Observe que para N finito, o primeiro
momento da distribuicao é negativo, o que explica o pequeno deslocamento da distribui¢cao

no sentido negativo do eixo real, como visto na Fig. 9.

3.5 Ensembles Quirais

3.5.1 Espaco Simétrico Alll

No ensemble AIII, temos matrizes hermitianas. E escrevemos

TeM™ = Z Uiliz Uizil Uizis U’531'2'“U’L'ni1 Umn (378)

Nas condigoes da Eq. 2.72, ficamos com

TrM" =Y > Weg(0,a,b)0,(, ou (D)), (3.79)

7 o0€San

onde P = (41,742,192, .., in,in,11) é invariante por .

AIII(

A funcao de Weingarten Wg o, N') depende apenas do ciclo-tipo da permutagao

o, entao
n

= ¥ ¥ EMI O m)Wg (N a, b)NT, (3.80)

AR2n m=1

(TrM™)

YArrr
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onde FATI()X m) é o nimero de permutagdes em Ss, com ciclo-tipo A tais que o grupo

(o0ou,pu) tem m érbitas.

De posse desse problema combinatério, podemos gerar para as fungoes FAI (N, m)

as seguintes tabelas:

1 6 18 4
=1 1), FMT= , 3.81
' ( ) 2 0020 2 (3.81)
e
1 15 39 11 40 96 30 84 66 120 90
FMI=10 0 6 3 0 24 9 6 21 24 27 |. (3.82)
o 0o 06 1.0 0 1 0 3 0 3
Em termos do pardmetro a = (a - b)/N de ordem 1, os primeiros tragos reduzidos
sao
N2a? -1
mMI = —~ " (N -1), (3.83)
AN3 2 2 2
arr N3+ (222 +1)N?2 - (402 -3)N-3 4 9
= ~a "N - (4a” - 20 - 1). 3.84
" (N+1)(N +3) N - (o =207 1) (3:84)

As expressoes exatas para os préximos momentos sdo bastante complicadas, no limite de

N grande, temos

1
maHl & oSN - (100 - 602 - 3) + NO‘2(O‘2 ~1)(72a% - 1) (3.85)
2
mfIH ~ OzSN _ 044(19064 _ 12042 - 6) + N(a2 - 1)(124046 - 16044 - 5052 - 1). (386)

Nés conjecturamos que mA T ~ a?? N,

Para N grande, o autovalor médio é simplesmente «?, e somos levados a crer que

]\l[im —mAHT = o Tsto sugere uma convergéncia para uma distribuicio dada pela funcao
—>0Q

d de Dirac. Assim, é interessante calcular os momentos deslocados pA! = (tr(M - ?)7).

O primeiro é

2
arrp_ @1
= 3.87
M1 N +1 ’ ( )
e os momentos de ordem mais alta tém as seguintes expansoes assintoticas
2-1)(11a? -1
W (a2~ 1) (302 + 1) + O )EV o) (3.88)
a?-1) (36a* - 4a?
/1/134111 ~ ( )(N ) (389)
2(a?-1)*(17a* + 602 + 1
Mf[[[ ~ ( ) ( ) (390)

N

Estes resultados sugerem que os autovalores escalam como 1/v/N ao redor da média.
Além disso, no ponto de simetria, a = 0, surge a distribuicao semicircular, baseado nesse
fato, pelo menos paran =1 e n =2, temos +ui!!! ~ C,/N™, onde C,, sdo os ntmeros de

Catalan.
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3.5.2 Espaco Simétrico BDI

No ensemble BDI, temos matrizes reais e simétricas. E escrevemos

1142 1213 " iniyl”

TtM" =% 07,03, ..0} (3.91)

Nas condigoes da Eq. 2.74, temos

(TeM)g,,, =3 3 WeP(0,a.0) A, (). (3.92)
2 0€M2n
onde My, = Sy, /Ha, e B = (iy1,i9,11,%9,12,13,12,13,...) que é invariante sob a acdo de
mppr = (2457)-(4k-2 4k 4k +1 4k +3)---.

BDI
(

Ja que a fun¢do de Weingarten Wg o,a,b) depende apenas do coset-tipo da

permutacao o, podemos escrever

= 3 Y EPPIOm)WePP (A, a,b)N™, (3.93)

AF2n m=1

(TrM™)

YBDI

onde FBPI(X\ m) corresponde ao nimero de matchings o em Ms, com coset-tipo \ e tal

que o grupo (o, mgps) tenha m orbitas.

As primeiras solugoes deste problema combinatério sdo dadas por

1 12 9 32 42
1 2 0 3 0 6
FBDI - e FBDI_ (3.94)
00 0 0 0 O
0 0 0 0
Em termos do pardmetro « = (a - b)/N, os primeiros tragos reduzidos sao:
N2a?+ N -2 4(a?-1)
BDI _ ~ a2 (N — il Sl
my ot = N3 a®(N-2)+1+ N (3.95)
2_1 12
mQBDIN(N—Q)a4+6a2+2+(a )550‘ +3). (3.96)
O autovalor médio é, novamente, o?2. E os primeiros momentos deslocados sao
BDI (@*-1) (N -2) 2 4(a”-1)
= - v(a?-1)+ .
uf e (02 -1)+ 2, (3.97)
2-1 2+15
WEPT 0~ (a2~ 1) (602 +2) - 2 )]E[O‘ +15). (3.98)

3.5.3 Espaco Simétrico ClI

No ensemble CII, temos matrizes auto-duais. E escrevemos

n _
TrM™ = Z UirioUigsNir N Uiy Uis e Nig N Ui i Uiy 4 N+ N s (3.99)
7
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Nas condicoes da Eq. 2.76, temos

(TrM™ )y =3 > W (0,a,b)AL (7). (3.100)
T oeMy

A partir da expressao acima, calculamos diretamente o primeiro momento

AN302-4N2-N +1 3(a2-1)
oI - ~a?(2N)+a? -2+ = 3.101
" N-DeND ¢ EN)rat-2eo g (8-101)
e o primeiro momento deslocado é
e (@-1)(AN?+N-1) ., .+ 3(a2-1)
= ~32 -1)+-= 3.102
(N-1) 2N +1) (0 -+ 575 (3.102)
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4 Conclusoes

No presente trabalho, realizamos uma revisao de alguns tépicos em Teoria de
Grupos e sobre o grupo de permutacoes. Ademais, vimos alguns conceitos sobre Teoria
das Representagoes e caracteres e fungoes simétricas. A seguir, exploramos os processos
estocasticos a fim de definir as matrizes estocasticas associadas a grupos de Lie e espacos
simétricos. Por fim, fizemos uma breve discussao sobre integrais matriciais e a produgao

de matrizes aleatorias.

Definimos ensembles de matrizes estocasticas associados ao grupo Simplético e aos
espacos simétricos Al, AIIl, AITI, BDI e CII. Além disso também estudamos os ensembles
associados aos grupos Unitédrio e Ortogonal, que ja vém sendo estudados [25]. As matrizes
estocasticas aqui estudadas podem ser divididas em dois grupos: as associadas aos grupos
de Lie, que nao sdo simétricas e possuem autovalores complexos; e as associadas aos

espagos simétricos, que sao simétricas e possuem autovalores reais.

Sorteamos conjuntos de matrizes estocasticas e observamos numericamente que
suas propriedades estatisticas macroscépicas estao de acordo com os resultados universais
esperados: aqueles do Ensemble de Ginibre Real (GRE) para os grupos de Lie e aqueles
do Ensemble Gaussiano Ortogonal (GOE) para os espagos simétricos. Entretanto, nesse
caso universalidade é apenas uma conjectura, pois os elementos de nossas matrizes nao

sao independentes.

Investigamos as médias dos invariantes, (TrM™) e (Tr(M M7T)"), através das fungoes
de Weingarten. Calculos explicitos s6 sdo possiveis para os primeiros casos e concordam
com a conjectura de universalidade. Um entendimento profundo dessas quantidades pode
levar a resultados exatos na estatistica dos espectros dessas matrizes. Porém, para obté-las
nos deparamos com problemas combinatérios envolvendo permutacoes. Tais problemas
sao dificeis, pois precisamos conhecer o niimero de 6rbitas de um grupo gerado por certos
elementos, que ja é uma questao nao-trivial, além disso adicionam-se condi¢oes envolvendo

o ciclo-tipo ou o coset-tipo dos geradores.

No regime de grandes valores de N somos levados a considerar o comportamento
assintotico das fungdes de Weingarten, que estao relacionados com fatoracoes de permutacao.
A conjectura de universalidade para a estatistica do espectro é transferida para relagoes

sutis entre esses dois tipos de problemas.
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APENDICE A — Producio de Matrizes

Aleatodrias

Neste capitulo, vamos discutir como produzir matrizes estocasticas aleatérias.
Vamos seguir os métodos expostos por Mezzadri [36], discutir e reproduzir alguns pontos.
Para produzir as matrizes estocasticas, precisamos de matrizes aleatorias com elementos
devidamente distribuidos e oriundas dos grupos de Lie. A partir dessas matrizes, podemos
construir as matrizes estocasticas M ou construir os representantes de coset e depois

construir M, no caso dos espagos simétricos.

A.1 Decomposicao QR

Sortear uma matriz de elementos com distribui¢do normal é relativamente simples.
Pois nesse caso, os elementos sdo independentes. A medida que vinculos sdo adicionados,

o sorteio se torna cada vez mais complexo.

Matrizes unitdrias satisfazem UU' = UTU = I. Em termos das entradas, temos
2 UnUsi =0y e 2 UkUse = by (A1)
e k

Observe que as relagdoes na Eq. A.1 estabelecem, respectivamente, que as linhas e as
colunas de uma matriz unitaria sao ortonormais segundo a forma bilinear da Eq. 1.5.
Assim, podemos obter uma matriz unitdria tomando N vetores de CV ortonormais entre
si.

Por outro lado, uma matriz inversivel pode ser entendida como N vetores geradores
de CN. Podemos entdo, ortogonalizar tais vetores para, assim, obter uma matriz unitdria. E
dessa forma que procede a decomposicao Q) R. Toda matriz inversivel pode ser decomposta

no produto de uma matriz unitaria () e uma matriz triangular superior R.

Dados N vetores do espago CV, ¥y, ..., Uy, podemos ortogonaliza-los segundo o
método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. O método consiste em normalizar e subtrair

as componentes nas dire¢oes dos outros vetores de maneira recursiva. Sejam iy, g, ..., Uy
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os vetores ortogonais, temos

. U1
1 |U1| ( )
N (IR
Ug = 1 (AB)
s |a
(A.4)
— 1 — —
N UN (uz UZ)%
UN == ~ (A.5)
il & Tl
Na forma matricial, temos
Uip U2 - UNL Vi1 V21 - UN1 ﬁ _(1%.2112) _(Lﬁ%';N)
U2 U2z =+ UNn2 | | Vi2 V22 - UN2 0 |1-,—12| —(Tﬁﬁv) (A.6)
UIN  UgN  t UNN UIN UaN  t UNN 0 0 |£V|
E ao considerar as colunas de Z como N vetores, Z = ( Uy Uy - Uy ), e aplicar o

processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, obtemos uma matriz unitaria ) formada
por N vetores ortonormais, () = ( Uy Uy - UN ), e uma matriz triangular superior R’.

Dessa forma, obtemos a fatoragdo Z = QR, observando que R = (R’ )_1.

A.2 Matrizes aleatérias em U(N)

As matrizes geradas pela decomposicao ()R sao de fato unitarias. Porém, queremos
que as matrizes geradas sejam distribuidas segundo a medida de Haar, e tais matrizes
nao o sao. O problema decorre do fato da fatoragdo Z = QR nao ser unica. Por exemplo,
considere a matriz unitaria diagonal

cif
A= (A.7)

etfn

Dessa forma QA~' é uma matriz unitéria e AR é uma matriz diagonal, pondo Q' = QA1 e
R’ = AR, temos também, Z = QQ’R’. Na verdade, pode ser mostrado que a fatoracao nao é

Unica realmente devido as matrizes unitarias diagonais.

Para contornar o problema da unicidade da fatoragao, devemos fixar os argumentos
dos elementos da diagonal principal de R. Isto pode ser feito escolhendo os argumentos
iguais a zero, ou seja, escolhendo os elementos da diagonal principal todos reais e positivos.

Para fazer isso, usamos a matriz

A= , (A.8)
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e fazemos ' = QA e R’ = A"'R. Note que, por construcao, os elementos na diagonal da
matriz R’ sao estritamente positivos. Dessa forma, conseguimos Z = ()’ R’ uma fatoracao

tUnica para Z, com Q' € U(N) distribuida segundo a medida de Haar.

E o algoritmo para obter matrizes unitarias distribuidas segundo a medida de Haar

¢é o seguinte

1. Sorteamos duas matrizes reais com elementos seguindo a distribuicao normal e

construimos uma matriz complexa de ordem N.

2. Alimentamos a rotina QR com a matriz anterior e obtemos (), uma matriz unitaria,

e R uma matriz triangular superior.
3. Com a matriz R construimos a matriz A.

4. Por fim, obtemos U = QA uma matriz unitaria distribuida segundo a medida de

Haar.

Como o grupo Ortogonal é subgrupo do grupo Unitario, o processo para obter
matrizes ortogonais aleatorias é automatico: basta sortear uma matriz com elementos reais
que seguem a distribuicao normal e seguir o algoritmo acima a partir do segundo passo.
Com isso, obtemos matrizes ortogonais aleatérias com elementos distribuidos segundo a

medida de Haar.

A.3 Matrizes aleatérias em Sp(2N)

Para as matrizes simpléticas, podemos seguir um caminho praticamente idéntico
ao caso unitario. Lembremos da Eq. 1.23 que estabelece a relagdo entre U(2N) e Sp(2N).
Dessa forma a medida de Haar induzida sobre U (V) pelo ensemble de Ginibre é agora

induzida sobre Sp(2/N) pelo isomorfismo da Eq. 1.23.

Para utilizar a decomposicao QR como descrito na se¢ao anterior, basta escrevermos

Z:QO®K0+Q1®K1+Q2®KQ+Q3®K3 (Ag)
com K/s dados pela Eq. 1.20.

Podemos entao sintetizar o algoritmo:

1. Sorteamos quatro matrizes reais cujos elementos seguem a distribuicado normal,

Qo, Q1,Q2 e Q3.

2. Alimentamos a rotina QR com Q = Qo ® Ko+ (1 ® K1+ Q2 ® Ko+ Q3 ® K3 e obtemos

(2, uma matriz unitaria, e R uma matriz triangular superior.
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3. Com a matriz R construimos a matriz A.

4. Por fim, obtemos S = QA uma matriz simplética (e unitaria) distribuida segundo a

medida de Haar.
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