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Resumo

Técnicas de identificação de sistemas são essenciais para o conhecimento de fenômenos
naturais e processos de diferentes origens. O principal intuito da presente pesquisa tem sido
construir, teoricamente e computacionalmente, uma abordagem para lidar com sistemas
de dados com várias entradas e uma saída. Duas etapas fuzzy distintas e bem definidas
estão presentes no processo de identificação utilizado neste estudo: clusterização dos dados
e uma inferência do tipo Takagi-Sugeno-Kang. A principal contribuição desta pesquisa é a
construção dos antecedentes e dos consequentes do sistema de inferência nos quais são
utilizados métodos inéditos. Uma forma de validar esta nova metodologia tem sido através
de simulações com diferentes bases de dados. Os experimentos envolveram comparações
com outras técnicas consolidadas como: Nonlinear Auto-Regressive with eXogenous inputs,
Hammerstein-Wiener e Multilayer-Perceptron (redes neurais artificiais). A codificação
tem sido feita sem a utilização de toolboxes, exceto para os testes que têm sido feitos
com a rotina Compare do software Matlab, a qual utiliza medida de acurácia denominada
raiz média quadrática do erro normalizada (Normalized Root Mean Square em inglês).
Ao final, e como resultado das comparações, tem havido ganho de precisão na resposta
e queda no esforço computacional. Como aplicação da nova técnica, têm sido realizados
testes de predição de dados, com resultados promissores, além de estruturar uma nova
metodologia para a interpretação de sinais provenientes de exames médicos como, por
exemplo, eletroencefalogramas. Futuros trabalhos incluem a introdução da teoria dos
conjuntos fuzzy do tipo 2, extensão da teoria dos conjuntos fuzzy, na dinâmica da inferência,
com o objetivo de tornar ainda melhor, o desempenho da metodologia proposta.

Palavras-chave: Identificação Fuzzy de sistemas MISO, Clusterização Fuzzy, Predição.





Abstract

System identification techniques are essential for the knowledge of natural phenomena
and processes from different sources. The main purpose of this research has been to
build, theoretically and computationally, an approach to deal with data systems with
multiple inputs and an output. Two distinct and well-defined steps are present in the
identification process used in this study: data clustering and a Takagi-Sugeno-Kang type
inference. The main contribution of this research is the construction of the antecedents
and the consequences of the inference system in which new methods are used. One way to
validate this new methodology has been through simulations with different databases. The
experiments involved comparisons with other consolidated techniques such as: Nonlinear
Auto-Regressive with eXogenous inputs, Hammerstein-Wiener and Multilayer-Perceptron
(artificial neural networks). The coding has been done without the use of toolboxes, except
for the tests, it has been done with the Compare routine of the Matlab software, which
uses an accuracy measure called Normalized Root Mean Square (English). As a result
of the comparisons, there has been a gain in precision in the response and a decrease
in the computational effort. As an application of the new technique, data prediction
tests have been carried out, with promising results, in addition to structuring a new
methodology for the interpretation of signals coming from medical examinations, such
as electroencephalograms. Future works include the introduction of the type-2 fuzzy set
theory, an extension of the fuzzy set theory, to the inference dynamic with the objective
of making the performance of the proposed methodology even better.

Keywords: Fuzzy identification of MISO systems, Fuzzy clustering, Prediction.
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Capítulo 1
Introdução

As técnicas de identificação fuzzy de sistemas são vastamente utilizadas e possuem
reconhecida eficácia. O objetivo inicial desta pesquisa foi construir, teoricamente e
computacionalmente, um método de identificação de sistemas do tipo múltipla-entrada
saída-única (multiple-input single-ouput em inglês, MISO, sua abreviatura). Além disso,
foram acrescentadas aplicações em várias famílias de problemas de engenharia.

Da citada proposta inicial surgiu o novo método, o qual é a junção de um procedimento
de clusterização fuzzy e um procedimento de inferência fuzzy do tipo Takagi-Sugeno-Kang
(TAKAGI; SUGENO, 1985; SUGENO; KANG, 1988), normalmente chamado de TSK.
Após a estruturação teórica foram feitas várias simulações computacionais comparativas
com outras técnicas clássicas de identificação de sistemas que comprovam, de fato, duas
vantagens da nova abordagem: ganho de precisão e maior velocidade de resposta, em
outras palavras, menor esforço computacional.

As metodologias escolhidas para comparação foram: NARX, (Nonlinear Auto-Regressive
with eXogenous inputs) (VILLARREAL-LóPEZ, 2019), Hammerstein-Wiener (WILLS
et al., 2013) e o método Multi-Layer-Perceptron, algoritmo Backpropagation de Redes
Neurais Artificiais (CASTRO; BRAGA, 2013).

Em todas as simulações, tomou-se uma parte da base de dados para treinamento e o
restante para validação. Cada base de dados teve uma percentagem de validação que é
especificada nas tabelas de comparação do desempenho das diferentes metodologias. Além
disso, utilizou-se a medida “FIT”, que é empregada pela rotina Compare do Matlab e se
refere à medida Normalized Root Mean Square (NRMSE) ou raiz média quadrática do
erro normalizada, detalhada no Capítulo 5 e também explicada no Apêndice B.

A novidade obtida nesta pesquisa é a redução da informação do sistema MISO para
a entrada temporal, detalhe substancial para alcançar menor esforço computacional do
processo e maior precisão da resposta. Esta inovação é explanada meticulosamente no
Capítulo 4.

Foram realizadas diversas simulações computacionais através de código próprio com
o objetivo de validar a metodologia. Os dados empregados são de variadas origens:
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benchmarks disponíveis em portais de grandes universidades ao redor do mundo (LEUVEN,
2017), dados de simulações próprias e dados coletados para as simulações, cedidos de
forma exclusiva por empresas como a Usina Hidrelétrica de Igarapava-SP; além de outro
grupo levantado junto a uma companhia privada local. Algumas simulações incluíram
validações com o método “cross validation” (SANTOS et al., 2009), conhecido como k-fold,
o que permite um melhor treinamento dos dados a serem identificados.

As aplicações da nova metodologia são feitas a uma família ampla de problemas
envolvendo sistemas MISO, entre cujas variáveis de entrada há a temporal acompanhada
de um número finito de atributos, como por exemplo, temperatura, umidade, entre outros.
Esta estrutura, de clusterização e inferência fuzzy, pode ser aplicada a problemas específicos
que envolvam identificação da dinâmica do modelo como controle, predição, entre outras
possibilidades. Nesse sentido, este estudo concentrou esforços na área de predição na qual
foram feitas algumas simulações com modelos reais.

Além disso, foi feito um estudo para séries temporais, entrada e saída única (single-input
single-output, SISO, sua abreviatura), abrangendo o estudo analítico dos dados produzidos
por um electroencefalograma (EEG).

Vários trabalhos foram compilados durante o desenvolvimento desta pesquisa, os quais
serão enumerados no Apêndice A, assim como aquele que justifica esta defesa, apresentado
em sua totalidade no Apêndice B.

1.1 Organização do Manuscrito da Tese de Douto-
rado

O texto está organizado da seguinte maneira: na Introdução são encontrados o contexto,
que justifica a pesquisa, e os objetivos. No Capítulo 2, Revisão Bibliográfica, encontra-se
o alicerce bibliográfico e o estado da arte da área escolhida. No Capítulo 3, Fundamentos
Teóricos, são apresentados os fundamentos teóricos matemáticos de conjuntos fuzzy,
regressão multivariada e clusterização fuzzy. O Capítulo 4, O Sistema Proposto, apresenta
o método de inferência fuzzy e outros aspectos da metodologia em questão. No Capítulo
5, Materiais e Métodos, estão detalhados os experimentos e os detalhes substanciais para
validar o novo método. O Capítulo 6, Resultados Obtidos, elenca todos os aspectos
relevantes das comparações com outras técnicas, além de apresentar a principal aplicação
do método proposto: a predição. O Capítulo 7, Conclusão, apresenta o caminho percorrido
desde o início da pesquisa, salientando os entraves e aprendizados. No Apêndice A são
enumerados artigos próprios, relacionados ao presente assunto, bem como as explanações
com as novidades propostas e seus respectivos algoritmos. Os diversos testes efetuados
resultaram no trabalho publicado e detalhado no Apêndice B, artigo principal, pré-requisito
para a conclusão do programa de doutorado desta faculdade.
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Capítulo 2
Revisão bibliográfica

2.1 Alicerce Bibliográfico e Estado da Arte

Em relação ao alicerce bibliográfico e partindo do pressuposto que a identificação fuzzy
de sistemas MISO constitui a ferramenta central para aplicações realizadas nesta pesquisa,
são enumerados os principais artigos que sustentam as conclusões alcançadas.

O processo de identificação fuzzy utilizado segue as mesmas etapas sugeridas por
Babuska (BABUSKA, 1999), no que diz respeito à clusterização seguida da inferência
fuzzy do tipo Takagi-Sugeno (TAKAGI; SUGENO, 1985). Diante das várias técnicas
fuzzy utilizadas para clusterização, o fuzzy C-means (BEZDEK, 1981) e Gustafson-Kessel
(GUSTAFSON; KESSEL, 1979), também conhecido como GK, são os mais utilizados
devido aos seus desempenhos (SERIR; RAMASSO; ZERHOUNI, 2012). O algoritmo de
clusterização utilizado no presente trabalho é o GK em consequência da sua reconhecida
qualidade baseada na distância de Mahalanobis.

Outros trabalhos contribuíram de forma decisiva para o desenvolvimento deste estudo
e são citados a seguir:

O professor Robert Babuska, da Universidade de Delft-Holanda, efetuou diversos
trabalhos na área de identificação fuzzy de sistemas. Estes trabalhos geraram numerosos
artigos (ABONIY; BABUSKA; SZEIFERT, 2002), livros (BABUSKA, 1999) e um toolbox
para Matlab (BABUSKA et al., 2018). Os citados estudos foram usados como referência
durante muitos meses, os quais trouxeram grandes ganhos e aprendizados nos primeiros
passos aqui elencados.

A área de identificação fuzzy atualmente tem focado em controle de sistemas (AGUIRRE,
2007); entretanto, neste estudo, optou-se pela comprovação da eficiência do novo método
comparando-o a técnicas clássicas de identificação de sistemas.

Encorajados pelos resultados positivos a favor da nova metodologia, em termos de
identificação de sistemas, têm sido feitos testes introdutórios na área de predição de dados,
baseando-se nas informações sobre a dinâmica do passado. Técnicas similares podem
ser encontradas na literatura (VORONIN; PARTANEN, 2013),(DOVZAN; SKRJANC,
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2016),(MACIEL; GOMIDE; BALLINI, 2015) e (PEREIRA et al., 2014). Vários autores
abordam outros métodos de predição que tem influenciado e contribuído para este estudo
e que revisar-se-á seguidamente:

Plamen Angelov, professor da Universidade de Lancaster, importante autor que tem
produzido notáveis artigos na área de clusterização on-line. Seus trabalhos foram decisivos
no desenvolvimento dos estudos aqui apresentados. Em seu artigo (ANGELOV; FILEV,
2004) é apresentada uma abordagem para aprendizado on-line a partir do modelo do tipo
TSK. Ele foi baseado em uma nova técnica que combina aprendizado supervisionado e não-
supervisionado bem como a atualização recursiva do modelo do tipo TSK; novas regras e a
revisão das regras antigas são feitas através do processo recursivo. Essa técnica é chamada
de “Evolving Takagi-Sugeno Model”. O conceito foi aplicado em situações reais e se
apresenta promissor para identificação da dinâmica de sistemas, controle (ANDONOVSKI
et al., 2017), predição, extração de conhecimento, entre outros. Segundo (ANGELOV;
FILEV, 2004) os modelos do tipo TSK se tornaram poderosos e largamente utilizados em
problemas de engenharia, principalmente para problemas relacionados a controle. Até 2004,
os modelos de predição fuzzy não eram adaptativos, o que impossibilitava sua aplicação
on-line.

O artigo de autoria de Janos Abonyi (ABONIY et al., 2001) afirma que os modelos de
identificação fuzzy de sistemas são adequados para a tarefa, entretanto podem se tornar
complexos devido às características dos dados. Para solucionar o problema do excesso de
regras, busca-se eliminar a redundância e criar um modelo mais “enxuto”. O trabalho
propõe um novo método de agrupamento por via do algoritmo de clusterização, separação
das variáveis consequentes mais relevantes do TSK por um método de mínimos quadrados
ortonormais e, por fim, uma seleção dos antecedentes com base no critério de separabilidade
de Fisher.

Murad (HARASHEH, 2016) desenvolveu um modelo que realiza a predição de preços
de energia elétrica no mercado italiano. De acordo com ele, a predição dos preços de
eletricidade se tornou um elemento crucial para a tomada de decisões públicas e privadas
em todo o mundo. Diante desta situação, Murad apresenta um arquétipo de predição
para o preço de eletricidade no mercado italiano, no qual foram utilizadas técnicas de
inteligência artificial, redes neurais e árvores de regressão ensacadas. O modelo foi feito
para prever o preço da energia no segundo semestre de 2015, entretanto, pode ser usado
para outros períodos.

Dejan Dovzan, Universidade de Ljubljana, tem desenvolvido vários trabalhos nas
seguintes áreas: sistemas fuzzy evoluídos, detecção de faltas e controle preditivo. Em
seu artigo (DOVZAN; SKRJANC, 2016) é apresentada uma técnica para predição do
consumo de energia elétrica. Destaca-se a importância desta predição devido a sua ligação
aos lucros de empresas. Em (DOVZAN; SKRJANC, 2016) afirma-se que a estrutura do
modelo Takagi-Sugeno é poderosa para lidar com dados altamente não-lineares.
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Em termos de estado da arte, a área em questão ainda está em intensa produção
acadêmica, sendo aplicada em diferentes âmbitos do conhecimento ao redor do mundo.
Para ilustrar, são citados alguns recentes exemplos:

F. H. Fernandez et al. desenvolveu uma pesquisa que investiga o comportamento
dos conjuntos fuzzy nos antecedentes durante a execução da inferência de Takagi-Sugeno
(FERNáNDEZ; KERRE; JIMéNEZ, 2016). A observação é feita durante a identificação
da dinâmica de sistemas não-lineares variantes no tempo. O ponto central do artigo é a
determinação dos parâmetros do antecedente devido às características dos dados. Por fim, o
artigo apresenta uma abordagem para gerar os parâmetros da inferência de Takagi-Sugeno,
demonstrando a possibilidade de usar conjuntos fuzzy do tipo “interval-valued”.

Outro importante artigo que utiliza o fuzzy C-means é apresentado em (ZHOU; YANGA;
SHAO, 2017), o qual expõe um processo de busca de padrões de consumo de lares que
utilizam energia elétrica.

Em (ESPITIA et al., 2019) é exposta uma nova técnica neuro-fuzzy adaptativa para
sistemas de controle fuzzy, aplicada a um ambiente de geração e consumo de energia
distribuídos. A técnica fuzzy é aplicada em duas etapas: em primeiro lugar é feita a
identificação da dinâmica do sistema e em seguida, é construída a estratégia de controle.

Mona Alghamdi e Plamen Angelov fizeram um estudo para prever a produtividade de
uma lavoura de soja (ALGHAMDI et al., 2019). Além disso, identificaram os recursos
mais impactantes nesta cultura e empregaram regras fuzzy auto-organizáveis.

Zhang Qinlia e Chen Yua, propõem um algoritmo Takagi-Sugeno para a filtragem de
partículas (QINLIA; YUA, 2019). Esta técnica utiliza uma clusterização fuzzy C-regression
e modela sistemas com ruídos não gaussianos. Um importante fator é que os parâmetros do
consequente de Takagi-Sugeno foram alcançados através de clusterização fuzzy C-regression
e pela filtragem de Kalman.

Em (BEZERRA et al., 2020) é exposto um algoritmo utilizado para detectar anomalias
em fluxos de dados. O AutoCloud, nome da técnica, é on-line, recursivo e não precisa de
treinamento ou conhecimento sobre os dados. Cada cluster é chamado de nuvem e cada
dado pode pertencer a várias nuvens devido ao uso de conceitos fuzzy.

Os artigos citados anteriormente, junto a outros relacionados à predição, trouxeram a
justificativa para este estudo. A presente abordagem comporta a influência de todos os
autores citados, especialmente de Robert Babuska e Plamen Angelov. Em seguida, são
apresentados os Fundamentos Teóricos, Capítulo 3, os quais são a sustentação do proposto
estudo.
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Capítulo 3
Fundamentos teóricos

A modelagem é uma área vista como uma associação de um completo conhecimento
da natureza, do comportamento do sistema e de um tratamento matemático apropriado
que conduz a um modelo utilizável (AGUIRRE, 1996). A identificação de sistemas aborda
a construção de modelos com base em dados experimentais; área que permite a criação
de representações que simulam a dinâmica de um determinado processo ou fenômeno.
O desenvolvimento de modelos matemáticos de sistemas reais é um tema importante
em muitas disciplinas de engenharia e ciências, sendo usados para simulações, análises e
entendimento dos mecanismos fundamentais de sistemas (AVELAR, 2012).

Nesta vasta área de estudo, os principais problemas estão ligados a modelos de fenô-
menos reais que, em sua maioria, apresentam não-linearidades. Existem várias técnicas
lineares que alcançam modelos apropriados, entretanto o seu uso industrial, por exemplo,
é restrito. Devido à presença de distúrbios, variáveis desconhecidas e complexa dinâmica
de determinados conjuntos de dados, os modelos lineares podem não ser adequados. Na
medida em que as representações lineares são substituídas em algumas aplicações por
suas correspondentes não-lineares, torna-se possível analisar e reproduzir fenômenos e
comportamentos dinâmicos mais complexos (AGUIRRE, 2007). Diversas são as técnicas
desenvolvidas para o propósito citado; cada uma possui suas vantagens, desvantagens e
peculiaridades. Diante disso, as abordagens com a teoria de conjuntos fuzzy se apresentam
como opções promissoras (ANGELOV; FILEV, 2004; ALGHAMDI et al., 2019; BEZERRA
et al., 2020).

Existem inúmeras técnicas de modelagem, que podem ser divididas em três grandes
grupos (AGUIRRE, 2007):

1. Caixa-branca: a modelagem é feita através do conhecimento pleno dos aspectos
envolvidos no fenômeno a ser estudado. A física e a matemática são utilizadas para
que, por exemplo, equações diferenciais sejam concebidas, entre outras ferramentas
que interpretam o modelo. O principal problema relacionado a esta abordagem é
que nem sempre é possível ter todas as informações necessárias.
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2. Caixa-cinza: há poucas informações além das entradas e saídas, o que permite,
por exemplo, tomar decisões mais apropriadas durante a escolha de parâmetros da
modelagem.

3. Caixa-preta: não há informações sobre as características do processo, ou seja, apenas
as entradas e as saídas são conhecidas. O desafio das técnicas caixa-preta é alcançar
um modelo aceitável na ausência de informações a priori.

Dentro desta terceira categoria têm surgido novas técnicas relacionadas ao assunto.
O fato dos humanos serem frequentemente incitados a conduzir tarefas complexas sob
considerável incerteza, tem estimulado a pesquisa de padrões alternativos de modelagem
e controle (LOTUFO; LUCENA, 2011). Por esse motivo, são introduzidas as chamadas
metodologias “inteligentes”, que empregam técnicas motivadas por sistemas biológicos
e inteligência humana para desenvolver modelos e controladores aplicados a sistemas
dinâmicos. Estas técnicas exploram métodos de representação alternativa, usando lingua-
gem natural, regras, modelos qualitativos, entre outros. Modelagem e controle fuzzy são
exemplos de técnicas que fazem uso do conhecimento humano e de processos dedutivos.

Entre sistemas inteligentes destaca-se a identificação de sistemas fuzzy. Neste contexto,
um procedimento comum é a divisão da identificação fuzzy em duas etapas distintas:
clusterização e inferência. Assim, a teoria dos conjuntos fuzzy constitui uma das principais
ferramentas deste tipo de sistema inteligente, cujos conceitos básicos serão revisados na
seguinte Seção, 3.1.

3.1 Teoria dos Conjuntos Fuzzy

No ano 1965, na Universidade da Califórnia em Berkley, Lotfali Askar-Zadeh publicou o
primeiro trabalho sobre a teoria dos conjuntos fuzzy. O objetivo era permitir a representação
de ideias vagas ou imprecisas (JAFELICE; BARROS; BASSANEZI, 2012).

Um conjunto fuzzy z do conjunto universo 𝒰 é o gráfico de uma função 𝜇, denominada
função de pertinência do conjunto z. A função 𝜇 associa a cada elemento 𝑥 de 𝒰 um
número 𝜇z(𝑥), entre zero e um. O valor 𝜇z é chamado de grau de pertinência de 𝑥 a z
(JAFELICE, 2003). Assim, o conjunto fuzzy z pode ser escrito matematicamente como

z = {(𝑥, 𝜇z(𝑥)), 𝑥 ∈ 𝒰 , 𝜇(𝑥) ∈ [0, 1]}

Os valores 𝜇z(𝑥) = 1 e 𝜇z(𝑥) = 0 indicam, respectivamente, a pertinência plena e a não
pertinência do elemento 𝑥 a z.

Um conjunto clássico 𝐴 de 𝒰 pode ser associado a um conjunto fuzzy através da função
característica de 𝐴, como função de pertinência, isto é,

𝜇𝐴(𝑥) = 1, se 𝑥 ∈ 𝐴; 𝜇𝐴(𝑥) = 0, se 𝑥 /∈ 𝐴;
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Quando o conjunto 𝐴 é unitário, é chamado de conjunto crisp, que também pode ser
associado a um número real (JAFELICE, 2003). Outras definições necessárias são:

1. Para o número real 𝛼 ∈ (0, 1], define-se o 𝛼-nível do conjunto fuzzy 𝐴 como

[𝐴]𝛼 = {𝑥 ∈ 𝒰 : 𝜇𝐴(𝑥) ≥ 𝛼}.

2. O suporte de um conjunto fuzzy 𝐴 é formado por todos os elementos de 𝒰 que têm
grau de pertinência diferente de zero em 𝐴 e denota-se por supp(𝐴). O nível zero do
conjunto 𝐴 é o fecho topológico do suporte de 𝐴.

3. Um conjunto fuzzy 𝑁 é chamado número fuzzy quando o conjunto universo 𝒰 , em
que 𝑁 está definido, é o conjunto dos números reais R e verifica-se que existe 𝑥 ∈ 𝒰
tal que 𝜇𝑁(𝑥) = 1, [𝑁 ]𝛼 é um intervalo fechado, para todo 𝛼 ∈ (0, 1] e o suporte de
𝑁 é limitado.

Outro conceito importante da teoria dos conjuntos fuzzy é a norma triangular (t-
norma) (JAFELICE; BARROS; BASSANEZI, 2012). Uma t-norma é uma operação
binária : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] tal que, para todo 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ [0, 1], as seguintes propriedades
são satisfeitas:

1. Comutatividade: 𝑥 * 𝑦 = 𝑦 * 𝑥.

2. Associatividade: (𝑥 * 𝑦) * 𝑧 = 𝑥 * (𝑦 * 𝑧).

3. Monotonicidade: se 𝑥 ≤ 𝑦, 𝑤 ≤ 𝑧, então 𝑥 * 𝑤 ≤ 𝑦 * 𝑧.

4. Condições de contorno: 𝑥 * 0 = 0 e 𝑥 * 1 = 𝑥.

Em continuação, descreve-se sucintamente o conceito de sistema de inferência fuzzy
(Fuzzy Inference System - FIS em inglês). A literatura descreve vários tipos de sistemas de
inferência, sendo os mais utilizados nas engenharias, o método de Mamdani (JAFELICE;
BARROS; BASSANEZI, 2012) e o método de Sugeno. A primeira proposta de uma
estrutura de inferência baseada na teoria de conjuntos fuzzy deste tipo, foi feita por Takagi
e Sugeno em 1985 (TAKAGI; SUGENO, 1985) e, seguidamente, por Sugeno e Kang em
1988 (SUGENO; KANG, 1988). Esta estrutura é denominada sistema de inferência de
Sugeno ou simplesmente modelo TSK. Estes modelos funcionam como bons aproximadores
para sistemas representados através de suas relações de entrada e saída (black-box). Os
dois modelos fuzzy são baseados na utilização de uma base de regras condicionais de
inferência. A diferença está na relação das entradas e as saídas do processo.

Em geral, a estrutura de um modelo de inferência é composta pelos seguintes elementos:

1. Fuzzificação, na qual entradas precisas são transformadas em conjuntos fuzzy de
entrada.
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2. Regras, elaboradas por meio da opinião de um especialista (Método de Mamdani)
ou por métodos numéricos, como no caso do modelo TSK.

3. Máquina de Inferência Fuzzy, a qual, no modelo Mamdani, retorna conjuntos fuzzy
de saída, enquanto o modelo TSK utiliza funções afins.

4. Defuzzificação, que é o processo de obter-se uma saída precisa, a partir da entrada
precisa do processo.

A Figura 1 apresenta o processo geral de construção de uma inferência fuzzy. Na

Figura 1 – Elementos presentes em um sistema de inferência fuzzy.

Fonte: Autores, 2020.

saída da inferência temos um conjunto fuzzy para o qual se escolhe um método para
defuzzificar, obtendo assim uma saída precisa, que pode ser um número real ou um vetor
que a represente. O método mais comum de defuzzificação é conhecido como Centro de
Gravidade ou Centroide. Este método é a média ponderada pelos pesos 𝜇𝐴(𝑧𝑖), que indica
o grau de compatibilidade do valor 𝑧𝑖 com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy 𝐴.
Assim, o centroide de 𝐴 tem como fórmula

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑖𝑑𝑒 𝑑𝑒 𝐴 =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑧𝑖𝜇𝐴(𝑧𝑖)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜇𝐴(𝑧𝑖)
(1)

Nota-se que, particularmente para o modelo TSK, uma regra genérica, 𝑅𝑘, vem dada
pela expressão

Se 𝑥1 ∈ 𝐴𝑘
1 e 𝑥2 ∈ 𝐴𝑘

2 . . . e 𝑥𝑚 ∈ 𝐴𝑘
𝑚 então 𝑦𝑘 = 𝜑𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), (2)
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em que 𝐴𝑘
𝑖 são os conjuntos fuzzy antecedentes da regra 𝑅𝑘 e 𝜑𝑘 uma função afim.

A partir da definição das regras, a defuzzificação é realizada através de uma 𝑡−𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎,
*, que consolida o número

𝜔𝑘 = 𝜇𝐴𝑘
1
* 𝜇𝐴𝑘

2
* . . . * 𝜇𝐴𝑘

𝑚
,

o qual representa o peso da regra no sistema. De fato, supondo que 𝑟 representa o número
de regras, o valor defuzzificado obtido pelo método TSK, vem dado por

̂︀𝑦 =

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘𝜑𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)
𝑟∑︁

𝑘=1
𝜔𝑘

. (3)

Uma maneira de obter-se uma expressão da função 𝜑𝑘 é utilizando método de regressão
linear multivariado. A seguir, na Seção 3.2, far-se-á uma sucinta explanação deste método.

3.2 Modelo de Regressão Multivariada

Na regressão linear múltipla (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987) assume-se que existe
uma relação linear entre uma variável 𝑌 (a variável dependente) e 𝑘 variáveis independentes,
𝑥𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝑘. Um conjunto de dados pode ser escrito na seguinte forma:

𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑘 𝑌

𝑥11 𝑥12 · · · 𝑥1𝑘 𝑦1

𝑥21 𝑥22 · · · 𝑥2𝑘 𝑦2
... ... ... ... ...

𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 · · · 𝑥𝑛𝑘 𝑦𝑛

Estão representados, na tabela, os valores de 𝑘 variáveis independentes e os valores da
variável resposta, depois de efetuada uma determinada experiência para uma amostra de
tamanho 𝑛.

Um modelo de regressão linear múltipla descreve uma relação entre as 𝑌 variáveis
independentes, 𝑥𝑗, e a variável dependente, 𝑌 , da seguinte maneira

𝑌 = 𝜃0u + 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 + · · ·+ 𝜃𝑘𝑥𝑘 + 𝜀, (4)

em que, u = (1, 1, . . . , 1) representa os parâmetros reais 𝜃𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 𝑘, os quais são os
coeficientes de regressão e 𝜀 o erro de ajuste. Supõe-se que o modelo (4) permite descrever
a 𝑖-ésima resposta 𝑦𝑖, valendo a igualdade

𝑦𝑖 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥𝑖1 + 𝜃2𝑥𝑖2 + · · ·+ 𝜃𝑘𝑥𝑖𝑘 + 𝜀𝑖 = 𝜃0 +
𝑘∑︁

𝑗=1
𝜃𝑗𝑥𝑖𝑗 + 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (5)
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ou seja, cada observação (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, . . . , 𝑥𝑖𝑘, 𝑦𝑖) satisfaz a equação (5). Para que o ajuste
deste modelo de regressão proceda, utiliza-se a notação matricial já que o modelo (4) é
um sistema de 𝑛 equações que pode ser representado da seguinte forma

Y = X𝜃 + 𝜀 (6)

em que

Y =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , X =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 𝑥11 𝑥12 · · · 𝑥1𝑘

1 𝑥21 𝑥22 · · · 𝑥2𝑘

... ... ... ... ...
1 𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 · · · 𝑥𝑛𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝜃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜃0

𝜃1
...

𝜃𝑘,

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ e 𝜀 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜀1

𝜀2
...

𝜀𝑛,

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
O intuito seguinte é encontrar o vector ̂︀𝜃 que minimize a soma de quadrados do erro, para
o qual reescreve-se a equação (6) da forma

𝜀 = Y −X𝜃.

Observando que Y𝑇 X𝜃 é um número real, então o seu transposto é também um número
real com o mesmo valor, ou seja,

Y𝑇 X𝜃 = (Y𝑇 X𝜃)𝑇 = 𝜃𝑇 X𝑇 Y.

Assim, obtém-se

|𝜀|2 =
𝑛∑︁

𝑖=1
𝜀2

𝑖 = 𝜀𝑇 𝜀

= (Y −X𝜃)𝑇 (Y −X𝜃)
= (Y𝑇 − (X𝜃)𝑇 )(Y −X𝜃)
= Y𝑇 Y −Y𝑇 X𝜃 − (X𝜃)𝑇 Y + (X𝜃)𝑇 (X𝜃)
= Y𝑇 Y −Y𝑇 X𝜃 − 𝜃𝑇 X𝑇 Y + 𝜃𝑇 X𝑇 X𝜃

= Y𝑇 Y − 2𝜃𝑇 X𝑇 Y + 𝜃𝑇 X𝑇 X𝜃

Dessa forma, o vetor solução da equação (6) será o que resolve a equação

𝜕|𝜀|2

𝜕𝜃
= 0,

que é equivalente a
−2X𝑇 Y + 2X𝑇 X𝜃 = 0,

ou ainda equivalente a
X𝑇 X𝜃 = X𝑇 Y

de onde obtém-se a solução para o ajuste da tabela de dados

̂︀𝜃 = (X𝑇 X)+X𝑇 Y, (7)



3.3. Clusterização Fuzzy de Dados 31

na qual a notação 𝐴+ denota a matriz de Penrose da matriz 𝐴.
De fato, e completando esta explanação relacionada ao importante conceito de matriz

pseudo-inversa, considera-se um sistema linear 𝐴 𝛾 = 𝑦, em que 𝐴 é uma matriz 𝑚×(2𝑘+1),
com 𝑚 > 2𝑘 + 1, e em que 𝛾 e 𝑦 são vetores-colunas de comprimento 𝑚. Supondo que
o sistema é compatível, é possível ter tanto uma única solução e, como consequência, a
matriz 𝐴 é inversível; ou é possível existir infinitos vetores 𝛾 que satisfazem o sistema
linear 𝐴 𝛾 = 𝑦. Desse conjunto solução, é preferida a escolha daquele que tenha a menor
norma euclidiana, ou seja, o desejo é o de resolver o problema de minimização

̂︀𝛾 = min{‖𝛾‖, 𝐶 solução de 𝐴 𝛾 = 𝑦} (8)

em que ‖ · ‖ é a norma euclidiana de R𝑚. Moore (MOORE, 1920) e Penrose (PENROSE,
1955) mostraram que o problema de minimização (8) tem uma única solução obtida através
da aplicação da pseudo-inversa da matriz 𝐴, denominada 𝐴+, sendo portanto a solução
𝛾 = 𝐴+ 𝑌 . Nos casos em que a matriz 𝐴 é inversível, tem-se que 𝐴−1 = 𝐴+. Estas
afirmações são as utilizadas na abordagem de regressão apresentada anteriormente.

Outro importante aspecto na modelagem desta pesquisa é que a inferência TSK está
relacionada com a construção dos seus antecedentes que é realizada, na metodologia
proposta, via clusterização fuzzy. Uma revisão deste conceito é feita a seguir na Seção 3.3.

3.3 Clusterização Fuzzy de Dados

Técnicas de clusterização são, em sua maioria, métodos não supervisionados que podem
ser usados para organizar grupos a partir de um critério de similaridade matemática. Os
algoritmos de clusterização possuem a capacidade de revelar estruturas subjacentes e
suas aplicações são várias, como: processamento de imagens, reconhecimento de padrões,
identificação de sistemas, entre outros. Do ponto de vista da teoria fuzzy, há, entre outras
categorias, dois critérios mais utilizados de classificação dos elementos de um conjunto
(BEZDEK, 1981):

1. O clustering crisp, no qual cada elemento pertence somente a um cluster.

2. O clustering fuzzy, o qual permite que um elemento pertença a vários clusters
simultaneamente, com diferentes graus de pertinência.

Na Figura 2 há dois conjuntos de elementos: 𝑄 = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹} e
𝑊 = {𝐺, 𝐻, 𝐼, 𝐽, 𝐾, 𝐿, 𝑀} que têm suas pertinências apresentadas na Tabela 1.

Dada uma clusterização 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑐 do conjunto 𝑍, as características do clustering
crisp são:

1. A união de todos os clusters é igual ao conjunto de todos os dados, ou seja, ⋃︀𝑐
𝑖=1 𝐴𝑖 =

Z.
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Figura 2 – Representação de um clustering crisp referente aos conjuntos Q e W.

Fonte: Autores, 2020.

Tabela 1 – Pertinência dos dados da Figura 2 referentes aos conjuntos Q e W.

A B C D E F G H I J K L M
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

2. A intersecção de dois clusters quaisquer é vazia, ou seja, 𝐴𝑖∩𝐴𝑗 = ∅, 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑐.

3. Não se pode ter um cluster sem pelo menos um elemento, ou seja, 𝐴𝑖 ̸= ∅, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑐.

A Figura 3 ilustra os mesmos elementos da Figura 2; entretanto é representada uma
gradatividade das pertinências, desde as cores mais escuras até as cores mais claras nos
elementos de cada conjunto, indicando o grau de pertinência ao cluster. Os respectivos
graus de pertinência são detalhados na Tabela 2.

Figura 3 – Representação de um clustering fuzzy referente aos conjuntos Q e W.

Fonte: Autores, 2020.

Tabela 2 – Pertinência dos dados da Figura 3 referentes aos conjuntos Q e W.

A B C D E F G H I J K L M
1 0.8 0.8 0.8 0.7 0.7 0.3 0.2 0 0.2 0.6 0.6 0.3
0 0.2 0.2 0.2 0.3 0.3 0.7 0.8 1 0.8 0.4 0.4 0.7

O diferencial da clusterização fuzzy é o modo como os dados são particionados: cada
elemento possui certo grau de pertinência em relação a cada cluster, isto é, valores entre 0
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e 1 definem “o quanto” cada elemento se relaciona a determinado cluster. Tal conceito
faz com que cada elemento pertença a todos os conjuntos, entretanto a “intensidade” de
sua relação é definida pelo grau de pertinência. De fato, sendo 𝑍 = {𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑖, . . . , 𝑧𝑁}
um conjunto de dados pertencente ao universo 𝑈 dos conjuntos fuzzy 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑐,
denominados clusters da clusterização fuzzy, denota-se por 𝜇𝑖𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 e 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑐, a
pertinência do elemento 𝑧𝑖 ao cluster 𝐶𝑗. Assim, as características da clusterização fuzzy
são:

1. Cada elemento 𝑧𝑖 tem uma pertinência 0 ≤ 𝜇𝑖𝑗 ≤ 1 referida a cada cluster 𝐶𝑗;

2. O somatório de todas as pertinências de um elemento em relação a cada cluster deve
ser igual a 1, ou seja,

𝑐∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗 = 1 para cada 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 ;

3. A soma das pertinências de todos os 𝑧𝑖 de um cluster 𝐶𝑗 não pode ser nula, ou seja,
𝑁∑︁

𝑖=1
𝜇𝑖𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑐.

No caso, 𝑍 ⊂ R𝑛, 𝑛 ∈ N é um conjunto dados

𝑧𝑖 = (𝑖, 𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, . . . , 𝑥𝑖(𝑛−1), 𝑧𝑖𝑛),

em que 𝑧𝑖𝑛 representa a saída dos dados que depende dos atributos (entradas) 𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, . . . , 𝑥𝑖(𝑛−1)

e do indexador 𝑖 ∈ N, no qual será aplicado o método de clusterização de vetores de
R𝑛, contendo 𝑁 amostras de uma observação. Quando o sistema analisado é dinâmico-
autônomo (leva implícita a variável temporal) então o primeiro atributo 𝑥𝑖1 assume o
papel de controlador do sistema. Sem perda de generalidade, assumimos que a primeira
entrada 𝑖 ∈ N é o controlador do sistema na metodologia.

Associada a 𝑍 há, no processo de clusterização, a chamada matriz de pertinência dada
por

𝑈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜇11 . . . 𝜇1𝑗 . . . 𝜇1𝑐

𝜇21 . . . 𝜇2𝑗 . . . 𝜇2𝑐

... ... . . . ...
𝜇𝑁1 . . . 𝜇𝑁𝑗 . . . 𝜇𝑁𝑐,

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (9)

em que 𝜇𝑖𝑗 é a pertinência do ponto 𝑧𝑖 ao cluster 𝐶𝑗.
Uma forma de similaridade muito usada, que atende aos objetivos geométricos, é a

distância definida por

𝑑2
𝑖𝑗,M𝑗

= (z𝑖 − v𝑗)𝑇 Mj (z𝑖 − v𝑗) , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑐, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, (10)

em que 𝑀𝑗 é uma matriz simétrica definida positiva e v𝑗 ∈ R𝑛 são os chamados centros
de clusters 𝐶𝑗. Quanto menor a distância do elemento ao centro de cluster, o grau de
pertinência é maior, sendo 1 quando ambos coincidem.
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De acordo com a álgebra linear, dada uma matriz 𝑀𝑛×𝑛 simétrica e definida positiva,
pode-se definir em R𝑛 um produto interno (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987) pela
fórmula

< 𝑣, 𝑤 >= 𝑣 ·𝑀 · 𝑤𝑇 , (11)

em que 𝑣, 𝑤 ∈ R𝑛. A norma ao quadrado induzida por (11) é, consequentemente, da forma

‖𝑣‖2 =< 𝑣, 𝑣 >,

e, por conseguinte, a distância induzida em R𝑛 por essa norma é dada por

𝑑(𝑣, 𝑤) = ‖𝑣 − 𝑤‖ = (𝑣 − 𝑤) ·𝑀 · (𝑣 − 𝑤)𝑇 . (12)

Nota-se que a distância euclidiana corresponde à matriz identidade em R𝑛, ou seja 𝑀 = 𝐼.
Voltando à clusterização fuzzy, várias metodologias são bem conhecidas e utilizadas

na área das engenharias. Um dos primeiros métodos se tornou conhecido como Fuzzy
C-means, o qual foi desenvolvido por James Dunn (DUNN, 1974) e aprimorado por James
Bezdek (BEZDEK, 1981).

Após o surgimento do algoritmo fuzzy C-means, emerge uma numerosa família de algo-
ritmos de clusterização que empregam novos meios de realizar o processo de agrupamento
(clustering). O algoritmo de Gustafson-Kessel (GUSTAFSON; KESSEL, 1979) (GK) faz
parte do conjunto de melhorias realizadas a partir do fuzzy C-means. Este algoritmo é
uma poderosa técnica com uma vasta gama de aplicações. Sua principal característica é a
adaptação geométrica do formato do cluster estimado a partir da matriz 𝑀 que se baseia
na distância de Mahalanobis (MAESSCHALCK, 2000). Dessa forma, a cada iteração, 𝑘,
a estrutura geométrica dos clusters muda, enquanto o algoritmo C-means usa a mesma
distância em todas iterações.

O algoritmo GK tem duas alternativas de início:

1. Construir uma matriz de pertinência, em geral escolhida em forma randômica
(ABONIY; BABUSKA; SZEIFERT, 2002).

2. Escolher os centros de clusters entre os dados 𝑍, também em forma randômica.

Neste estudo notou-se que a primeira opção pode levar a um esforço computacional
maior, particularmente quando há um número grande de dados. Assim, foi adotada a
segunda opção como início do algoritmo.

Procura-se, a seguir, uma relação entre a distância de Mahalanobis e o grau de
pertinência dos pontos amostrados, formulando-se assim um problema de otimização

Mínimo
𝑐∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇2
𝑖𝑗𝑑

2
𝑖𝑗,Mj , (13)
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para alguma matriz Mj simétrica definida positiva e restrita às condições:

R1 :0 ≤ 𝜇𝑖𝑗 ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑐, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁

R2 :
𝑁∑︁

𝑗=1
𝜇𝑖𝑗 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑐;

R3 :
𝑐∑︁

𝑖=1
𝜇𝑖𝑗 = 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁.

(14)

que são as características de uma clusterização fuzzy.
Resolvendo o problema (13)-(14) através do método dos multiplicadores de Lagrange,

encontra-se:
𝜇𝑖𝑗 = 1

𝑐∑︁
𝑘=1

(︃
𝑑2

𝑖𝑗,𝑀𝑗

𝑑2
𝑖𝑘,𝑀𝑗

)︃ , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑐 (15)

ou seja, determina-se uma relação entre a distância 𝑑𝑖𝑗,𝑀𝑗
e os graus de pertinência. A Eq.

(15) será utilizada para construir a matriz 𝑈 nas diferentes iterações. No passo seguinte,
calcula-se a chamada matriz de covariância:

F𝑗 =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜇2
𝑖𝑗(z𝑖 − v𝑗)(z𝑖 − v𝑗)𝑇

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜇2
𝑖𝑗

,

a qual permite uma atualização da matriz Mj por meio da fórmula

M𝑗 = det(F𝑗)
1
𝑛 F−1

𝑗 ,

sendo F−1
𝑗 a matriz inversa de F𝑗, definindo assim uma nova distância para cada iteração.

Finalmente, os centros dos clusters são calculados da forma

𝑣𝑗 =

𝑁∑︀
𝑖=1

𝜇𝑚
𝑗𝑖𝑧𝑖

𝑁∑︀
𝑖=1

𝜇𝑚
𝑗𝑖

. (16)

É checado o valor do erro na iteração, o qual é calculado a partir da norma do máximo
da diferença entre a matrizes de pertinências antes e após a alteração de M𝑗, ou seja

erro = max
𝑖 ∈ [1, 𝑁 ],
𝑗 ∈ [1, 𝑐]

⃒⃒⃒
𝑈𝑘

𝑖𝑗 − 𝑈𝑘+1
𝑖𝑗

⃒⃒⃒
.

Define-se um critério de parada do algoritmo dado por erro ≤ 𝜀, 𝜀 é um número pre-
determinado.

Resumindo, um pseudocódigo do algoritmo de clusterização é apresentado no Algo-
ritmo 1, considerando a base de dados denominada Energy.
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Algoritmo 1 Clusterização
1: 𝑍 ← 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦
2: 𝑛← 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎𝑠(𝑍) // 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎𝑠(𝑍) é o número de colunas de 𝑍
3: 𝑡← 𝑍(:, 1) // 𝑍(:, 1) significa todas as linhas de 𝑍

Require: 𝑐 // valor obtido por uma rotina de otimização
4: 𝑚← 2
5: 𝑡𝑜𝑙← 1
6: 𝑁 ← 𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠(𝑍) // 𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠(𝑍) é o número de linhas de 𝑍
7: 𝑁1← 𝑢𝑛𝑠(𝑁, 1) // 𝑢𝑛𝑠 significa vetor de entradas iguais a 1
8: 𝑛1← 𝑢𝑛𝑠(𝑛, 1)
9: 𝑐1← 𝑢𝑛𝑠(1, 𝑐)

10: 𝑈 ← 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑁, 𝑐) // 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠 significa vetor de entradas iguais a 0
11: 𝑑← 𝑈
12: 𝑣 ← [ ] // [ ] é um arranjo de elementos (vetores, matrizes, funções)
13: 𝑒1← 𝑎𝑟𝑟𝑒𝑑𝑜𝑛𝑑𝑎(𝑁/𝑐)
14: for 𝑗 = 1 to 𝑐 do
15: for 𝑖 = 1 to 𝑛 do
16: 𝑉 (𝑗, 𝑖)← 𝑍(𝑒1 * 𝑗, 𝑖)
17: end for
18: end for
19: for 𝑗 = 1 to 𝑐 do
20: 𝑍𝑉 ← 𝑍 −𝑁1 * 𝑉 (𝑗, :)
21: 𝑑(:, 𝑗)← 𝑠𝑜𝑚𝑎((𝑍𝑉 ·̂ 2)𝑇 )𝑇 // ·^significa elevar cada entrada ao expoente dado
22: end for
23: 𝑑← (𝑑)·(−1/(𝑚−1))

24: 𝑈0← (𝑑 · /(𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑑𝑇 )𝑇 * 𝑐1)) // · / significa dividir cada entrada ao expoente dado
25: while max(max(U0-U)) > tol do
26: 𝑈 ← 𝑈0
27: 𝑈𝑚← 𝑈 ·^𝑚
28: 𝑆𝑜𝑚𝑎𝑈 ← 𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑈𝑚)
29: 𝑉 ← (𝑈𝑚𝑇 * 𝑍) · /(𝑛1 * 𝑆𝑜𝑚𝑎𝑈)𝑇

30: for 𝑗 = 1 to 𝑐 do
31: 𝑍𝑉 ← 𝑍 −𝑁1 * 𝑉 (𝑗, :)
32: 𝑓 ← 𝑛1 * 𝑈𝑚(:, 𝑗)𝑇 ·* 𝑍𝑉 𝑇 * 𝑍𝑉/𝑆𝑜𝑚𝑎𝑈(1, 𝑗) // · * significa multiplicar

cada entrada ao expoente dado
33: 𝑑(:, 𝑗)← 𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑍𝑉 * (𝑑𝑒𝑡(𝑓 )̂(1/𝑛) * 𝑃𝑒𝑛𝑟𝑜𝑠𝑒(𝑓)) ·* 𝑍𝑉, 2) // 𝑃𝑒𝑛𝑟𝑜𝑠𝑒(𝐴)

é a pseudo-inversa de A
34: end for
35: 𝑑← (𝑑) · ^(−1/(𝑚− 1))
36: 𝑈0← (𝑑 · /(𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑑𝑇 )𝑇 * 𝑐1))
37: end while
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Na metodologia apresentada neste estudo, após a etapa de clusterização descrita nesta
seção, segue a construção de um sistema de inferência fuzzy que difere do tradicional
por seus elementos inovadores. Os citados elementos são retratados detalhadamente no
Capítulo 4. Além disso, são apresentados conceitos que sustentam os possíveis trabalhos
futuros para o estudo em voga. Diante desta necessidade apresenta-se a Seção 3.4.
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3.4 Ferramentas para Trabalhos Futuros

Os parâmetros 𝛼 e 𝛽 são escolhidos através de um algoritmo de otimização, no qual
são estabelecidos vários valores e busca-se aquele que minimiza o erro. Uma outra forma
mais consistente para a escolha destes parâmetros é considerá-los como números fuzzy do
tipo 2 intervalares.

De fato, em 1975, Zadeh introduziu os conjuntos fuzzy tipo 2 (ZADEH, 1975), o que
fez com que conjuntos fuzzy, como descritos na Seção 3.1, se tornassem conhecidos como
conjuntos Fuzzy do tipo 1. Após algumas décadas, os trabalhos de Karnik e Mendel
(KARNIK; MENDEL, 1998; MENDEL, 2007) aparecem como os primeiros a apresentar
a teoria completa do SBRF (sistema baseado em regras fuzzy) do tipo 2, incluindo as
operações, o redutor de tipo e métodos de defuzzificação. O desempenho do SBRF do tipo
2 mostrou uma maior capacidade de trabalhar com incertezas e seu auge atual é devido a
essa importante característica.

Alguns dos conceitos básicos desta extensão da teoria fuzzy serão expostos a seguir:
dado um conjunto universo 𝑋, um conjunto fuzzy 𝐴 do tipo 2 em 𝑋 é o gráfico da função
𝜇𝐴 definida em 𝑋 × [0, 1] em que 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢) ∈ [0, 1], denominada função de pertinência de
𝐴. Em outras palavras, o conjunto fuzzy do tipo 2 de 𝑋 (𝐴) é dado por:

𝐴 = {((𝑥, 𝑢), 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢))|(𝑥, 𝑢) ∈ 𝑋 × [0, 1], 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢) ∈ [0, 1]} .

Quando a função de pertinência é constante e igual a 1, ou seja, 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢) = 1 então o
conjunto chama-se conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar. Na Figura 4 é apresentado um
exemplo de conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar.

Figura 4 – Conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar.

Fonte: Autores, 2020.
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A seguir, são apresentadas funções de pertinência primárias do tipo 1 superior e inferior
do conjunto fuzzy tipo 2 intervalar, denotadas por 𝜇̃︀𝐴(𝑥), 𝜇̃︀𝐴(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋, respectivamente,
sendo definidas por:

𝜇̃︀𝐴(𝑥) = sup{𝑢|𝑢 ∈ [0, 1], 𝜇̃︀𝐴(𝑥, 𝑢) > 0}, (17)

𝜇̃︀𝐴(𝑥) = inf{𝑢|𝑢 ∈ [0, 1], 𝜇̃︀𝐴(𝑥, 𝑢) > 0}. (18)

O conjunto 𝐽𝑥 é, por definição, o conjunto dos pares (𝑥, 𝑢) do domínio de ̃︀𝐴 de
pertinência positiva, ou seja,

𝐽𝑥 = {(𝑥, 𝑢)|𝑢 ∈ [𝜇̃︀𝐴(𝑥), 𝜇̃︀𝐴(𝑥)]}.

A região, limitada pelas funções de pertinência primárias inferior e superior, é conhecida
como a “pegada da incerteza” (Footprint Of Uncertain, FOU), ou seja

𝐹𝑂𝑈(𝐴) = {(𝑥, 𝑢)| 𝑥 ∈ 𝑋 𝑒 𝑢 ∈ [𝜇̃︀𝐴(𝑥), 𝜇̃︀𝐴(𝑥)]}, (19)

em que 𝜇̃︀𝐴(𝑥) e 𝜇̃︀𝐴(𝑥) são definidas em (17) e (18), respectivamente. Nota-se que um
conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar está totalmente definido pela FOU. Assim, o gráfico
utilizado é de duas dimensões; a Figura 5 ilustra um conjunto fuzzy do tipo 2 intervalar
gaussiano, definido completamente pela FOU.
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Figura 5 – Exemplo de conjunto gaussiano fuzzy do tipo 2 intervalar.

Fonte: Autores, 2020.

O esquema de um SBRF do tipo 2 intervalar é apresentado na Figura 6. O SBRF do
tipo 2 é composto por cinco componentes: fuzzificador, inferência, base de regras, redutor
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Figura 6 – Sistema baseado em regras fuzzy do tipo 2.

Fonte: Autores, 2020.

do tipo e defuzzificador. Este sistema é composto por, no mínimo, um conjunto fuzzy
do tipo 2 presente em um dos antecedentes que compõe uma das regras que formam o
sistema.

Karnik e Mendel mostraram que existe o mínimo, 𝑐𝑚, e o máximo, 𝑐𝑀 , dos centroides,
equação (1), dos conjuntos fuzzy do tipo 1 incluídos na FOU. Assim, criou-se o algoritmo
de Karnik-Mendel que é o processo conhecido como Redutor de Tipo dentro do SBRF do
tipo 2. Desta etapa pode-se obter um conjunto fuzzy do tipo 1 como saída do sistema
ou uma saída defuzzificada dada pela média de 𝑐𝑚 e 𝑐𝑀 . Mediante os citados conceitos,
apresenta-se o Capítulo 4 que detalha a inferência TSK proposta.
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Capítulo 4
O sistema proposto

4.1 A Inferência TSK Proposta

Nesta etapa é que reside a inovação da metodologia proposta nesta pesquisa, na qual
é construído um sistema de inferência fuzzy do tipo Sugeno. A primeira proposta de
uma estrutura de inferência baseada na teoria de conjuntos fuzzy, desse tipo, foi feita
por Takagi e Sugeno em 1985 (TAKAGI; SUGENO, 1985) e, em seguida, por Sugeno e
Kang em 1988 (SUGENO; KANG, 1988). Esse tipo de inferência fuzzy é conhecido, na
atualidade, como Takagi-Sugeno-Kang (TSK).

Como consequência da clusterização, são obtidos quatro elementos fundamentais para
a construção da inferência TSK:

1. Os centros v𝑗 de clusters que serão os centros das funções de pertinências do tipo
gaussiana, correspondentes aos antecedentes da inferência.

2. Matriz de pertinências 𝑈 .

3. As projeções dos 𝛼-níveis sobre o primeiro eixo 𝑖 (controlador da indexação) corres-
pondente aos antecedentes, 𝐴𝑗, dados por

[𝐴𝑗]𝛼 = {𝑖 ∈ N, 𝜇𝑖𝑗(𝑧𝑖) ≥ 𝛼} , 𝑗 = 1, . . . , 𝑐,

em que o 𝛼 é determinado por um processo de otimização.

4. O desvio padrão da função do tipo gaussiana é dado por 𝜎𝑗 = 𝛽(max 𝐴𝑗 −min 𝐴𝑗),
𝛽 determinado pelo mesmo processo de otimização.

Nota-se que os conjuntos 𝐴𝑗 representam uma projeção dos valores de pertinência mais
altos sobre o primeiro eixo 𝑖 de coordenadas correspondente a

o Uma variável temporal (𝑡) caso o modelo seja evolutivo no tempo.
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o Uma variável de controle escolhida dentro de uma faixa adequada para cada modelo.
Esta variável é fornecida em modelos nos quais a saída do fenômeno é conhecida ou
controlada.

o Um eixo de valores inteiros que representa a posição (𝑖) do vetor 𝑧𝑖 na lista de dados
𝑍 para modelos não-evolutivos sem informação de controle de saída.

Na Figura 7 apresenta-se o processo de “projetar” as pertinências maiores da matriz
de pertinências 𝑈 sobre o primeiro eixo 𝑡.

Figura 7 – Projeção do 𝛼-nível da matriz de pertinências sobre o eixo 𝑖.

Fonte: Autores, 2020.

Assim, ficam definidos os antecedentes da inferência sendo

𝜚𝑗(𝑥) = exp
(︃
−(𝑥− v𝑗)2

2𝜎2
𝑗

)︃
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑐, (20)

Consequentes da inferência: regressão multivariada local incorporando os atributos.

𝑧𝑖𝑛 = 𝜃𝑗0 + 𝜃𝑗1𝑖 +
𝑛∑︁

𝑘=2
𝜃𝑗𝑘𝑥𝑖(𝑘−1) + 𝛿𝑗𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . 𝑁,
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em que 𝜃𝑗 = (𝜃𝑗0, 𝜃𝑗1, . . . , 𝜃𝑗𝑛), são as incógnitas e 𝛿𝑗 = (𝛿𝑗1, 𝛿𝑗2, . . . , 𝛿𝑗𝑁), é o erro 𝛿𝑗 a
minimizar. Salienta-se que a regressão linear multivariada permite a representação de
todos atributos no processo de defuzzificação.

Representando o primeiro eixo de coordenadas por 𝑖, as regras fuzzy são então estabe-
lecidas por: Obtido o vector 𝜃𝑗 = (𝜃𝑗0, 𝜃𝑗1, . . . , 𝜃𝑗𝑛) são estabelecidas as regras, em número
igual ao número de clusters. De fato, (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1), 𝑥0 ∈ [1, 𝑁 ], é definido

Regra𝑗: Se 𝑥0 é 𝐴𝑗 então 𝑌 𝑗(𝑥0) = 𝜃𝑗0 + 𝜃𝑗1𝑥0 +
𝑛∑︁

𝑘=2
𝜃𝑗𝑘𝑥𝑘−1.

O número de regras é definido pelo número de clusters, o qual é alcançado através do
mesmo processo de otimização citado para 𝛼 e 𝛽.

Por último, é feita a defuzzificação, da forma clássica, calculando a média ponderada
como segue

𝑦(𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2, . . . , 𝑧𝑖(𝑛−1)) =

𝑐∑︁
𝑗=1

𝜚𝑗(𝑖) · f(𝑖)

𝑐∑︁
𝑗=1

𝜚𝑗(𝑖)
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁. (21)

Nota-se que expressão (21) é uma fórmula explícita contínua que ajusta os dados
experimentais. Finalmente, o pseudocódigo (Algoritmo 2), e o fluxograma de identificação
(Figura 8) são apresentados.
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Algoritmo 2 Identificação
1: 𝑍 ← 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦
2: 𝑛← 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎𝑠(𝑍)
3: 𝑡← 𝑍(:, 1)

Require: 𝐶𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑖𝑧𝑎çã𝑜(𝑍) // sub-rotina como a do Algoritmo 1
4: 𝑢← 𝑈0
5: 𝑢𝑛𝑖𝑣 ← [ ]
6: for 𝑗 = 1 to 𝑐 do
7: 𝑢𝑛𝑖𝑣(𝑗)← 𝑈(:, 𝑗) > 𝛼 // 𝛼 é determinado por uma sub-rotina de otimização
8: end for
9: 𝑒𝑚𝑝𝑡𝑖𝑒𝑠← 𝑢𝑛𝑖𝑣 = ∅

10: 𝑢𝑛𝑖𝑣(𝑒𝑚𝑝𝑡𝑖𝑒𝑠)← [ ]
11: 𝑐← 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜(𝑢𝑛𝑖𝑣)
12: 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎← [ ]
13: for 𝑗 = 1 to 𝑐 do
14: 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎(1, 𝑗)← 𝛽 * (𝑚𝑎𝑥(𝑢𝑛𝑖𝑣𝑗)−𝑚𝑖𝑛(𝑢𝑛𝑖𝑣𝑗)) // 𝛽 é determinado pela mesma

sub-rotina de otimização que 𝛼
15: end for
16: 𝑌 ← [ ]
17: for 𝑗 = 1 to 𝑐 do
18: 𝑦(𝑗, :)← 𝑔𝑎𝑢𝑠𝑠𝑖𝑎𝑛𝑎(𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎(1, 𝑗), 𝑉 (𝑗)) // gaussiana de centro 𝑣𝑗 e desvio padrão

𝜎
19: end for
20: 𝑋 ← [𝑍(:, 1 : 𝑛− 1), 𝑁1] // [𝐴, 𝐵] é a concatenação das matrizes 𝐴 e 𝐵
21: 𝑛2← 𝑢𝑛𝑠(𝑛, 1)
22: 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑒𝑚𝑏← [ ]
23: 𝑡𝑘𝑜𝑢𝑡← [ ]
24: for 𝑗 = 1 to 𝑐 do
25: 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑒𝑚𝑏(𝑗, :)← 𝑦(𝑗, :) · /𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑦(𝑗, :))
26: 𝑡𝑘𝑜𝑢𝑡𝑗 ← 𝑃𝑒𝑛𝑟𝑜𝑠𝑒((𝑋𝑇 ·* (𝑛2 * 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑒𝑚𝑏(𝑗, :))) *𝑋) * (𝑋𝑇 ·* (𝑛2 * 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑒𝑚𝑏(𝑗, :

))) * 𝑍(:, 𝑛)
27: end for
28: 𝑛𝑢𝑚← [ ]
29: for 𝑗 = 1 to 𝑐 do
30: 𝑛𝑢𝑚(𝑗, :)← (𝑡𝑘𝑜𝑢𝑡(𝑗, 1) * 𝑡 + 𝑡𝑘𝑜𝑢𝑡(𝑗, 2) ·* 𝑦(𝑗, :)𝑇 // 𝑡𝑘𝑜𝑢𝑡(𝑗, 𝑘) é a entrada 𝑘 do

arranjo 𝑡𝑘𝑜𝑢𝑡
31: end for
32: 𝑑𝑒𝑓𝑢← 𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑛𝑢𝑚) · /𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑦)
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Figura 8 – Fluxograma do processo de identificação fuzzy de sistemas proposto.

Fonte: Autores, 2020.

Como etapa intermediária entre o desfecho da parte teórica da nova metodologia e
validação da mesma, houve uma análise cuidadosa dos softwares computacionais que iriam
ser mais eficientes na implementação da mesma. A investigação resultou na formulação de
um código próprio que é descrita na Seção 4.2, continuação do assunto abordado.

4.2 A Busca de um Código Próprio

Nos testes de identificação com uma célula de combustível a hidrogênio (AVELAR,
2012), surgiu a necessidade de aprofundamento no processo de clusterização que apresenta
como o cerne: o algoritmo de Gustafson-Kessel. A sua capacidade foi testada e apresentada
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através do trabalho apresentado no IV Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy 2016 (CBSF)
(BERTONE; CUNHA; MARTINS, 2016). A principal contribuição desse estudo foi entender
a importância da obtenção de gráficos de qualidade para o entendimento da geometria dos
clusters e seus distintos níveis de pertinência.

Como apresentado nesse trabalho, várias plataformas foram testadas e comparadas;
alguns testes foram realizados através da linguagem de programação Python, a qual
permite certas facilidades devido a sua grande quantidade de bibliotecas. Além disso, a
qualidade gráfica das figuras foi um diferencial como apresentado no trabalho apresentado
no IV CBSF-2016 (artigo exposto na sua totalidade no Apêndice A).

Outrossim, salienta-se que nesse período foi feito o desenvolvimento completo de um
código de clusterização, no qual não foram utilizados toolboxes ou quaisquer elementos que
possam “encapsular” e obscurecer o procedimento. Após os testes com as linguagens Python
(BANIN, 2018), C (SCHILDT, 1997), Octave (OCTAVE, 2016) e Matlab (MATLAB,
2016), optou-se pelo Matlab.

Em busca de aplicar esta nova metodologia foram escolhidos os tipos de problemas a
serem analisados por esta técnica, cujas características são elencadas na Seção 4.3.

4.3 Família de Modelos Apropriados para a Aborda-
gem Proposta

Os modelos apropriados para a abordagem proposta são:

o Gerais

1. A saída do modelo depende de vários “atributos” {𝑥𝑖}𝑖=𝑛−1
𝑖=1 𝑛 ≥ 2. Atributos

são elementos que identificam a dinâmica em determinado instante, ou que
contribui para o valor de saída do modelo. Por exemplo, para um modelo de
energia, a temperatura, a umidade ambiente, podem ser considerados como
atributos.

2. A saída responde com um comportamento “similar” frente à mesma combinação
de atributos; ou seja, a saída pode ser descrita por uma função explícita contínua
𝑓 :

𝑠𝑎í𝑑𝑎𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘1, . . . , 𝑥𝑘(𝑛−1)).

o Particulares:

1. Série temporal, entrada temporal acrescida de atributos ou SISO: o modelo
depende de uma variável de entrada 𝑡, escolhida uma medida de tempo (minutos,
horas, dias). Nesse caso o indexador 𝑖 = 𝑡 é o eixo de projeção. Ou uma única
entrada que é o eixo de projeção.
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2. Não sendo SISO ou controlado pelo tempo, a projeção dos valores superiores
de pertinência aos cluster é considerada sobre os valores de um dos atributos.
Por exemplo, daquele atributo que funcione como controlador do modelo.

Modelos de engenharia que apresentam essas propriedades são bem reconhecidos pela
função 𝑓 . Caso contrário, falhas evidentes devem ocorrer na validação.

Uma vez achada a família de problemas, estabelecida uma codificação confiável e
um software mais apropriado para os objetivos da metodologia, foram feitas inúmeras
simulações com o intuito de validá-la. O Capítulo 5 apresenta e explica algumas das
simulações efetuadas.
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Capítulo 5
Materiais e métodos

5.1 Estudo Comparativo de Validação

As simulações começaram com a célula de combustível a hidrogênio (AVELAR, 2012)
que deram as primeiras dicas da acurácia e menor esforço computacional da nova metodo-
logia; principal contribuição deste estudo. Estes resultados bem sucedidos incentivaram
a buscar, em benchmarks mundiais (LEUVEN, 2017), novos conjuntos de dados, en-
tre os quais foram escolhidos dados do tipo MISO, alguns com fortes características de
“linearidade por partes” e outros, com muito “ruído”.

Os testes foram feitos através da rotina Compare do Matlab, a qual recebe dois grupos
por parâmetro: o modelo e os dados medidos. Esta ferramenta simula o resultado de um
arquétipo de sistema dinâmico e sobrepõe essa resposta aos dados medidos. Tal fato torna
a rotina Compare um referencial em testes para que uma nova técnica seja avaliada, pois
uma comparação é feita com outras técnicas consagradas. O gráfico também apresenta a
medida raiz média quadrática do erro normalizada (normalized root mean square error -
NRMSE, sua sigla em inglês) entre a resposta simulada e os dados medidos. Esta rotina
deve ser utilizada quando se deseja validar um modelo selecionado, sendo possível empregar
a comparação com modelos e dados no domínio do tempo ou no domínio da frequência. A
citada ferramenta também pode ser usada para predições, de forma que as entradas são
usadas para projetar a resposta futura. A Equação do NRMSE é apresentada na sequência,
na qual 𝑑𝑎𝑑𝑜𝑠 é um elemento de 𝑍, 𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥 é o resultado da identificação, 𝑚é𝑑𝑖𝑎 é a média
aritmética dos dados amostrados e ‖ · ‖ é a norma Euclidiana do espaço real.

𝑁𝑅𝑀𝑆𝐸 = 100 ·
(︃

1− ‖𝑑𝑎𝑑𝑜𝑠− 𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥‖2

‖𝑑𝑎𝑑𝑜𝑠−𝑚é𝑑𝑖𝑎(𝑑𝑎𝑑𝑜𝑠)‖2

)︃
(22)

As técnicas Nonlinear Auto-Regressive with eXogenous inputs (VILLARREAL-LóPEZ,
2019), Hammerstein-Wiener (FERREIRA, 2017) e Multilayer Perceptron (CASTRO;
BRAGA, 2013) foram utilizadas para comparação, pois estão fortemente presentes na
literatura. A primeira citada, também conhecida como NARX, é uma representação
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caixa-preta não-linear, largamente utilizada para identificação de sistemas (VILLARREAL-
LóPEZ, 2019). Estruturas dinâmicas de modelos não-lineares diferem entre si a partir do
vetor de regressores, 𝜙(𝑘), empregado; os modelos NARX se apresentam conforme:

𝜙(𝑘) = [𝜙1(𝑘)𝜙2(𝑘) · · ·𝜙𝜖(𝑘)]𝑇

= [𝑦(𝑘 − 1) · · · 𝑦 (𝑘 − 𝑛𝑦) 𝑢 (𝑘 − 𝜏d − 1) · · ·𝑢 (𝑘 − 𝜏d − 𝑛𝑢)]𝑇

onde 𝑢(𝑘 − 𝑖) e 𝑦(𝑘 − 𝑗) representam a entrada e a saída medidas no processo nos
instantes amostrados 𝑘 − 𝑖 e 𝑘 − 𝑗; 𝜖 é o número de regressores utilizados no modelo
𝜖 = 𝑛𝑦 + 𝑛𝑢 e 𝜏d representa o tempo morto.

O modelo de Hammerstein-Wiener é uma estrutura de aproximação de sistemas com
atuadores não-lineares, ou que possuam outros efeitos não-lineares, que podem ocorrer
à entrada do sistema (FERREIRA, 2017); a Figura 9 apresenta a sua estrutura. O
sinal de entrada, 𝑢𝑘, é aplicado ao bloco não-linear 𝐹 (.); em seguida obtém-se um sinal
intermediário, 𝑣𝑘, que é 𝑢𝑘 alterado pela não-linearidade estática. Por fim, o sinal passa
pelo bloco 𝐺𝑞, com um modelo dinâmico linear e é alcançada a saída 𝑦𝑘.

Figura 9 – Estrutura geral de um modelo Hammerstein-Wiener.

Fonte: Ferreira, 2017.

O sistema de equações que descreve este modelo é:

𝑣(𝑘) = 𝑓(𝑢(𝑘))
𝑦(𝑘) = 𝐺(𝑞)𝑣(𝑘)

O Multilayer Perceptron (MLP) é uma das vertentes das Redes Neurais Artificiais
(RNA), as quais têm sido muito utilizadas na identificação de sistemas dinâmicos nos
últimos 30 anos (CASTRO; BRAGA, 2013; MANZAN, 2016). As Redes Neurais Artificiais
foram criadas, a priori, para aproximação funcional e reconhecimento de padrões. Com
a evolução desta técnica foram surgindo novas aplicações, sendo as suas duas principais
características: a arquitetura e o algoritmo de treinamento (PAIVA, 1999). A principal
peculiaridade das redes MLP é a presença de uma ou várias camadas intermediárias
de neurônios, localizadas entre as entradas e as saídas (SILVA; SPATTI; FLAUZINO,
2010). Além das duas aplicações já citadas, as redes Perceptron de múltiplas camadas são
utilizadas para:

o Identificação e controle de processos.

o Previsão de séries temporais.
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o Otimização de sistemas.

As redes MLP são treinadas de maneira supervisionadas e possuem arquitetura feed-
forward, ou seja, os dados são inseridos na camada de entrada e propagam em direção à(s)
camada(s) escondida(s) e saída. A Figura 10 apresenta o diagrama geral de uma Rede
Neural Artificial, na qual 𝑋1, 𝑋2 e 𝑋𝑛 representam as entradas; 𝐹1 e 𝐹𝑚 representam a
camada intermediária, também conhecida como escondida, e 𝑌 (𝑘) a saída.

Os detalhes referentes aos testes efetuados são apresentados no Capítulo 6, Resultados
Obtidos, o qual discute as peculiaridades de cada base de dados e de cada técnica
empregada.

Figura 10 – Diagrama geral de uma Rede Neural Artificial.

Fonte: Autores, 2020.
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Capítulo 6
Resultados Obtidos

As comparações efetuadas revelam que a técnica proposta apresenta a melhor medida
FIT em todos os testes apresentados. Além disso, o esforço computacional, medido em
tempo de processamento, nem sempre é o menor, entretanto é o mais viável. Há métodos
que apresentaram tempo de processamento inferior em alguns testes, entretanto o seu FIT
também foi mais baixo.

Dito isso, são apresentadas as simulações selecionadas para esta seção, cada uma com
um nome simbólico para a base de dados. Os testes de redes neurais artificiais foram
feitos com o auxílio do professor José Ricardo Gonçalvez Manzan, especialista no assunto.
Salienta-se que o tempo medido foi obtido na etapa de construção do modelo (treinamento).

Simulação “Thermic” : base de dados disponibilizada por Favoreel K. U. Leuven,
departamento de engenharia elétrica da ESAT/SISTA na Bélgica. Os dados representam
a densidade do fluxo de calor através de uma parede. As entradas são o instante e a
temperatura interna da parede. A saída é o fluxo de calor através da parede. São 1680
dados (MISO) com características ruidosas, o que foi a motivação para o emprego neste
trabalho; fato que pode ser confirmado através da Figura 11.

A Tabela 3 compara os desempenhos da identificação pelas diferentes metodologias
e o tempo de execução da identificação. O maior FIT foi obtido através do emprego da
metodologia proposta neste trabalho, 95,53%.

Tabela 3 – Tabela comparativa do desempenho dos dados Thermic.

Metodologia FIT tempo de execução Validação
(em segundos) 20%

Identificação fuzzy 95,53% 12,224
NARX 45,58% 1,234

Redes Neurais Artificiais 17,21% 175,766
Hammerstein-Wiener 15,5% 5,631

A Figura 11 apresenta o resultado comparativo da identificação. A metodologia
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proposta neste trabalho é identificada como defudata, Narx como narxdata, Multilayer
Percetron como nnetdata e Hammerstein-Wiener como hammweidata. O modelo nnetdata
foi gerado a partir dos seguintes parâmetros:

o 80% dos dados foram usados para treinamento e 20% para validação.

o As entradas foram normalizadas.

o A rotina empregada foi newff, a qual utilizou uma função de ativação tangente hiper-
bólica com gradiente descendente (SILVA; SPATTI; FLAUZINO, 2010), momentum
(0.9) e aprendizado adaptativo.

o Taxa de aprendizagem igual a 0.01.

o O erro máximo tolerado foi igual a 0.001.

A função idnlarx foi empregada para os testes referentes à técnica Narx, a qual cria um
modelo ARX não-linear junto ao seu vetor de regressores. A função idnlhw foi empregada
para os testes referentes à técnica Hammerstein-Wiener, a qual cria um modelo HW com
as ordens especificadas (Nb, Nf e Nk) e usa funções lineares por partes como estimadores
de não-linearidade de entrada e saída. Onde Nb é o número de zeros mais 1, Nf é o número
de polos e Nk é o atraso.

Simulação “Exchanger” : base de dados disponibilizada por Sergio Bittanti, do Politec-
nico di Milano, Dipartimento di Elettronica e Informazione. O processo é formado por
um trocador de calor de vapor saturado de líquido, em que a água é aquecida por vapor
saturado pressurizado através de um tubo de cobre. A variável de saída é a temperatura
do líquido de saída, sendo 4000 dados (MISO)com características ruidosas, o que foi a
motivação para o emprego neste trabalho; fato que pode ser confirmado através da Figura
12.

A Tabela 4 compara os desempenhos da identificação pelas diferentes metodologias
e o tempo de execução da identificação. O maior FIT foi obtido através do emprego da
metodologia proposta neste trabalho, 80,61%.

Tabela 4 – Tabela comparativa do desempenho dos dados Exchanger.

Metodologia FIT tempo de execução Validação
(em segundos) 15%

Identificação fuzzy 80,61% 5,364
Redes Neurais Artificiais 45,7% 48,82

Hammerstein-Wiener 30,7% 5,553
NARX 26,46% 1,206
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Figura 11 – Comparação do desempenho da identificação dos dados Thermic.

Fonte: Autores, 2020.

A Figura 12 apresenta o resultado comparativo da identificação. A metodologia
proposta neste trabalho é identificada como defudata, Narx como narxdata, Multilayer
Percetron como nnetdata e Hammerstein-Wiener como hammweidata.

O modelo nnetdata foi gerado a partir dos seguintes parâmetros:

o 85% dos dados foram usados para treinamento e 15% para validação.

o As entradas foram normalizadas.

o A rotina empregada foi newff, a qual utilizou uma função de ativação tangente
hiperbólica com gradiente descendente, momentum (0.9) e aprendizado adaptativo.

o Taxa de aprendizagem igual a 0.01.

o O erro máximo tolerado foi igual a 0.00087.

A função idnlarx foi empregada para os testes referentes à técnica Narx, a qual cria um
modelo ARX não-linear junto ao seu vetor de regressores. A função idnlhw foi empregada
para os testes referentes à técnica Hammerstein-Wiener, a qual cria um modelo HW com
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Figura 12 – Comparação do desempenho da identificação dos dados Exchanger.

Fonte: Autores, 2020.

as ordens especificadas (Nb, Nf e Nk) e usa funções lineares por partes como estimadores
de não-linearidade de entrada e saída.

Simulação “Glassfurnace” : base de dados disponibilizada por Peter Van Overschee,
K. U. Leuven ESAT - SISTA. Os dados foram retirados de um forno de vidro (Philips)
com 1247 amostras. O sistema é (MISO), em que as entradas representam o instante e
aquecimento e a saída, a temperatura medida pelo sensor. Esta base de dados possui
características ruidosas, o que foi a motivação para o emprego neste trabalho; fato que
pode ser confirmado através da Figura 13.

A Tabela 5 compara os desempenhos da identificação pelas diferentes metodologias
e o tempo de execução da identificação. O maior FIT foi obtido através do emprego da
metodologia proposta neste trabalho, 91,01%.

A Figura 13 apresenta o resultado comparativo da identificação. A metodologia
proposta neste trabalho é identificada como defudata, Narx como narxdata, Multilayer
Percetron como nnetdata e Hammerstein-Wiener como hammweidata.

No que diz respeito à comparação, o modelo nnetdata foi gerado a partir dos seguintes
parâmetros:



57

Tabela 5 – Tabela comparativa do desempenho dos dados Glassfurnace.

Metodologia FIT tempo de execução Validação
(em segundos) 20%

Identificação fuzzy 91,01% 6,723
Redes Neurais Artificiais 39,74% 117,363

NARX 32,48% 1,957
Hammerstein-Wiener 20,37% 6,079

Figura 13 – Comparação do desempenho da identificação dos dados Glassfurnace.

Fonte: Autores, 2020.

o 80% dos dados foram usados para treinamento e 20% para validação.

o As entradas foram normalizadas.

o A rotina empregada foi newff, a qual utilizou uma função de ativação tangente
hiperbólica com gradiente descendente, momentum (0.9) e aprendizado adaptativo.

o Taxa de aprendizagem igual a 0.001.

o O erro máximo tolerado foi igual a 0.000364.
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A função idnlarx foi empregada para os testes referentes à técnica Narx, a qual cria um
modelo ARX não-linear junto ao seu vetor de regressores. A função idnlhw foi empregada
para os testes referentes à técnica Hammerstein-Wiener, a qual cria um modelo HW com
as ordens especificadas (Nb, Nf e Nk) e usa funções lineares por partes como estimadores
de não-linearidade de entrada e saída.

Simulação “Hidiga” : base de dados cedida pela Usina Hidrelétrica de Igarapava (MISO).
A Tabela 6 compara os desempenhos da identificação pelas diferentes metodologias

e o tempo de execução da identificação. O maior FIT foi obtido através do emprego da
metodologia proposta neste trabalho, 96,81%.

Tabela 6 – Tabela comparativa do desempenho dos dados Hidiga.

Metodologia FIT tempo de execução Validação
(em segundos) 15%

Identificação fuzzy 96,81% 5,330
Redes Neurais Artificiais 82,32% 192,735

NARX 36,12% 1,227
Hammerstein-Wiener 32,39% 1,827

A Figura 14 apresenta o resultado comparativo da identificação. A metodologia
proposta neste trabalho é identificada como defudata, Narx como narxdata, Multilayer
Percetron como nnetdata e Hammerstein-Wiener como hammweidata.

No que diz respeito à comparação, o modelo nnetdata foi gerado a partir dos seguintes
parâmetros:

o 85% dos dados foram usados para treinamento e 15% para validação.

o As entradas foram normalizadas.

o A rotina empregada foi newff, a qual utilizou uma função de ativação tangente
hiperbólica com gradiente descendente, momentum (0.9) e aprendizado adaptativo.

o Taxa de aprendizagem igual a 0.001.

o O erro máximo tolerado foi igual a 0.0001.

A função idnlarx foi empregada para os testes referentes à técnica Narx, a qual cria um
modelo ARX não-linear junto ao seu vetor de regressores. A função idnlhw foi empregada
para os testes referentes à técnica Hammerstein-Wiener, a qual cria um modelo HW com
as ordens especificadas (Nb, Nf e Nk) e usa funções lineares por partes como estimadores
de não-linearidade de entrada e saída.

Os dados coletados na Usina Hidrelétrica de Igarapava-SP apresentam características
altamente desafiadoras. O levantamento foi feito através de um visita técnica “in loco”,
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Figura 14 – Comparação do desempenho da identificação dos dados Hidiga.

Fonte: Autores, 2020.

onde todos os atributos envolvidos foram explicados detalhadamente pelo engenheiro
eletricista responsável.

Simulações “Hydrocell”: Esta base de dados foi gentilmente cedida por Avelar (AVELAR,
2012). São 38300 dados (MISO) com característica “linear por partes”, o que foi a
motivação para o emprego neste trabalho. O funcionamento de uma célula a combustível
de hidrogênio com um conversor elevador full-brigde e um inversor monofásico PWM
senoidal é apresentado neste trabalho que, além de criar um software, simula o sistema
real. O modelo proposto foi desenvolvido para uma célula de 1,2 KW e o processo de
identificação de sistemas utilizado é dos mínimos quadrados. O supracitado trabalho
(AVELAR, 2012) desenvolveu um modelo para simular a célula a combustível de hidrogênio
ligada à rede elétrica, levando em consideração o efeito da temperatura gerado internamente.
As principais características do software simulador são:

o A célula é capaz de gerar tensão entre 20 V e 50 V (contínua).

o A tensão varia com a corrente drenada em seus terminais, sendo elevada a 380V
antes de ser aplicada no módulo inversor.
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o Todos os dados são armazenados em um microcomputador.

o As características da planta são diferentes para subida e descida de temperatura,
pois o aquecimento é mais rápido que o resfriamento.

o A célula a combustível de hidrogênio de membrana polimérica (PEMFC Nexa,
fabricada pela Ballard) é testada em laboratório para levantamento estático e
dinâmico para levantamento do seu modelo.

o Toda a estrutura da célula a combustível é simulada através do software PSIM.

o O modelo encontrado representa a dinâmica da planta (corrente-temperatura).

Esta base de dados foi a primeira a ser utilizada nos testes. Sua característica não
é essencialmente desafiadora, entretanto foi importante para a maturação da técnica
inovadora proposta neste trabalho.

No que diz respeito à comparação, o modelo nnetdata foi gerado a partir dos seguintes
parâmetros:

o 70% dos dados foram usados para treinamento e 30% para validação.

o As entradas foram normalizadas.

o A rotina empregada foi newff, a qual utilizou uma função de ativação tangente
hiperbólica com gradiente descendente, momentum (0.9) e aprendizado adaptativo.

o Taxa de aprendizagem igual a 0.001.

o O erro máximo tolerado foi igual a 0.0001.

A função idnlarx foi empregada para os testes referentes à técnica Narx, a qual cria um
modelo ARX não-linear junto ao seu vetor de regressores. A função idnlhw foi empregada
para os testes referentes à técnica Hammerstein-Wiener, a qual cria um modelo HW com
as ordens especificadas (Nb, Nf e Nk) e usa funções lineares por partes como estimadores
de não-linearidade de entrada e saída.

Simulações “energy”: base de dados que retrata uma série temporal na qual a entrada
representa o instante em meses; a saída representa a energia gerada na região sudeste e
centro-oeste do Brasil de 2000 a 2016. São 204 valores medidos em GWh e disponibilizados
no site do Operador Nacional do Sistema Elétrico (ELéTRICO, 2015). Estes dados
foram utilizados para testar a capacidade da técnica proposta neste estudo frente a séries
temporais.

Salienta-se que a maturidade atingida no desenvolvimento da experimentação que
deu como fruto o trabalho (BERTONE; MARTINS, 2017b), assim como os estudos
comparativos com medida de acurácia da rotina Compare, foram decisivos para a concepção
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e melhoramento do processo de predição posteriormente desenvolvido. A citada predição
foi a principal aplicação resultante do novo método de identificação de sistemas proposto
neste estudo, sendo explicada na Seção 6.1.

6.1 Predição Fuzzy de Sistemas MISO

A predição fuzzy de sistemas de várias entradas e uma saída foi uma vertente que surgiu
e se consolidou durante o desenvolvimento do presente trabalho. Novamente, uma família
adequada de processos preditivos pode ser manejada através da técnica de identificação de
sistemas proposta. De fato, os fenômenos a serem previstos estão condicionados à presença
de um comportamento repetido ou similar em resposta a certos atributos que produzem o
valor de saída. Fenômenos aleatórios podem não ser bons candidatos para a aplicação do
método.

Para que a predição ocorra é necessário realizar a identificação fuzzy de dados 𝑍,
do passado, do fenômeno a ser predito, ou seja, recolher as observações até o instante
𝑡 anterior à predição. Nessa pré-análise é obtida uma função explícita contínua 𝑓 que
relaciona o instante 𝑡 e os atributos com a saída correspondente, de forma que

𝑠𝑎í𝑑𝑎(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑎𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑜𝑠(𝑡)).

No instante 𝑡 + 1, o conjunto de dados 𝑍 é atualizado com um novo dado coletado 𝑧𝑡+1.
Assim, é obtido o conjunto 𝑍 = [𝑍, 𝑧𝑡+1] para o qual se repete a dinâmica da predição.
Uma "janela"é construída para que apenas parte dos dados sejam utilizados na criação do
modelo. Dados "muito antigos"podem piorar a qualidade do processo; a cada iteração a
"janela"caminha e mantém somente dados mais recentes para a construção do arquétipo.

Um pseudocódigo do algoritmo de predição é apresentado no Algoritmo 3:
A base de dados energy (ELéTRICO, 2015) tem sido utilizada para validar a predição

como aplicação da metodologia. Para efetuar a simulação, dividiu-se o conjunto amostrado
em duas categorias: uma que representa o passado, 𝑃 , e outra que seria predita, 𝐹 . Para
que a dinâmica seja assimilada, 𝐹 é utilizada. O conjunto de dados 𝑃 constitui os primeiros
104 valores do conjunto energy. O processo de identificação de sistemas ocorre no intervalo
[𝑡1, 𝑡𝑃 ], no qual 𝑡1 é o primeiro mês coletado e 𝑡𝑃 é o último mês coletado. A predição do
instante 𝑡𝑃 +1 ocorre segundo descrito no algoritmo 3. A medida de acurácia utilizada para
esta simulação é dada por

P = 1−
⃒⃒⃒⃒
⃒ valor real -valor predito

valor real

⃒⃒⃒⃒
⃒

A Tabela 6.1 apresenta a acurácia para trinta meses de predição simuladas.
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Algoritmo 3 Predição
1: 𝑍 ← 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦 // dados provenientes de informações do passado
2: 𝑛← 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎𝑠(𝑍)

Require: 𝑝
3: while 𝑘 ≤ 𝑝 do
4: 𝑁 ← 𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑠(𝑍)

Require: 𝐶𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟𝑖𝑧𝑎çã𝑜(𝑍), 𝐼𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎çã𝑜(𝑍) // sub-rotina como no Algoritmo 2
5: 𝑡← [1, 2, . . . , 𝑖]
6: 𝑛𝑢𝑚← [ ]
7: for 𝑗 = 1 to 𝑐 do
8: 𝑛𝑢𝑚(𝑗, :)← (𝑡𝑘𝑜𝑢𝑡(𝑗, 1) * 𝑡𝑇 + 𝑡𝑘𝑜𝑢𝑡(𝑗, 2) ·* 𝑦(𝑗, :)𝑇

9: end for
10: 𝑑𝑒𝑓𝑢← 𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑛𝑢𝑚) · /𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑦) // fórmula explícita contínua da predição
11: 𝑝𝑟𝑒𝑑𝑖𝑡𝑜← 𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑛𝑢𝑚) · /𝑠𝑜𝑚𝑎(𝑦(:, 𝑁 + 1))
Require: 𝑧𝑁+1 // observação atualizada do experimento
12: 𝑍 ← [𝑍, 𝑧𝑁+1]
13: 𝑘 ← 𝑘 + 1
14: end while

Resultado da acurácia (P)
para 30 meses de predição simulada
Mês P Mês P

1 0,95 2 0,9
3 0,95 4 0,99
5 0,97 6 0,97
7 0,95 8 0,97
9 0,96 10 0,99
11 0,96 12 0,97
13 0,96 14 0,86
15 0,97 16 0,99
17 0,96 18 0,97
19 0,95 20 0,98
21 0,93 22 0,98
23 0,96 24 0,98
25 0,96 26 0,92
27 0,99 28 0,99
29 0,99 30 0,95

A Figura 15 apresenta o resultado de 30 meses de predição. Os pontos azuis são os 30
valores reais dos meses e os pontos em cor magenta são os valores previstos. As bandas
verdes representam os limites de 0,90 da medida 𝑚, o FIT total alcançado foi 0,99081.

As bases energy e hydrocell são também descritas detalhadamente no Apêndice B, o
qual apresenta o principal trabalho publicado.
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Figura 15 – Gráfico de trinta meses de predição da base de dados de energy.

Fonte: Autores, 2020.

As principais análises levantadas são:

o Thermic é uma base de dados de complexa modelagem e a técnica proposta neste
trabalho alcançou FIT igual a 95,53% em 12,22 segundos, o melhor desempenho. A
técnica nnetdata, a qual se saiu melhor nos demais testes, apresentou FIT igual a
17,21% e tempo necessário para gerar o modelo igual a 175,76 segundos. A técnica
HW completou sua tarefa em apenas 5,63 segundos, entretanto seu FIT é igual a
5,63%, baixo. Para esta base de dados, a técnica naxdata (FIT igual a 45,58% e
tempo de processamento igual a 1,23 segundos) apresentou resultado melhor que
HW e nnetdata.

o Exchanger é uma base de dados “ruidosa” e a técnica proposta neste trabalho
alcançou FIT 80,61% em 5,36 segundos, o melhor desempenho. Todas as outras
técnicas apresentaram FIT abaixo de 46%.

o Glasfurnace é uma base de dados de difícil modelagem e a técnica proposta neste
trabalho alcançou FIT 91,01% em 6,72 segundos, o melhor desempenho. Todas as
outras técnicas apresentaram FIT abaixo de 40%, além disso, a técnica nnetdata
necessitou 117,36 segundos para completar sua execução.

o Hidiga é um base de dados com muitos atributos (entradas), o que provoca grande
esforço computacional para alcançar um modelo. A técnica com menor tempo
de processamento foi narxdata, entretanto seu FIT foi baixo (36,12%). A técnica
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nnetdata apresentou um FIT alto, 82,32%, entretanto seu tempo de processamento
foi alto 192,73 segundos. A técnica proposta neste trabalho alcançou o FIT 96,81%
em 5,33 segundos, o melhor desempenho.

Por fim, o Capítulo 7, Conclusão, apresenta os entraves, os desafios superados e as
propostas para trabalhos futuros.
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Capítulo 7
Conclusão

O caminho percorrido permitiu a aquisição de salutar experiência. O seu desenvol-
vimento cronológico destaca o primeiro artigo (BERTONE et al., 2016) que mostrou o
quanto a identificação fuzzy de sistemas é robusta para lidar com sistemas não-lineares e
do tipo black-box. O software Fuzzy Modeling and Identification Toolbox de (BABUSKA
et al., 2018) foi essencial para o início da pesquisa. Porém, uma averiguação bibliográfica
cuidadosa, proporcionou ideias norteadoras que auxiliaram e influenciaram a escolha de
ferramentas mais adequadas. No trabalho (BERTONE; CUNHA; MARTINS, 2016) foram
obtidas conclusões que explanaram, especificamente, o processo de clusterização através
do algoritmo de Gustafson-Kessel. A clusterização é parte importante do procedimento de
identificação de sistemas fuzzy e, consequentemente, da predição, campo em que se preten-
dia aplicar a nova metodologia. Passos relevantes no esclarecimento teórico e tomadas de
decisões na área computacional foram dados durante o período de desenvolvimento deste
estudo.

Em (BERTONE; MARTINS, 2017a) foi utilizada a simulação de uma célula de combus-
tível a hidrogênio, em termos de identificação e validação do tipo 𝑘−fold; estudo que fez
com que as dificuldades da abordagem fuzzy se tornassem claras e, principalmente, a falta
de documentação adequada para o desenvolvimento da mesma. Nesta etapa efetuou-se
a entrega de uma fórmula explícita contínua e foi obtida a compreensão do processo de
clusterização sob o ponto de vista geométrico.

O artigo (MARTINS; BERTONE, 2018) apresenta uma aplicação do método estudado
para a clusterização de sinais de eletroencefalograma (EEG); passo inicial, mas satisfatório
em uma área ligada ao estudo de várias doenças como: epilepsia, distúrbios do sono,
tumores cerebrais, entre outros. Através deste trabalho, aplicado a séries temporais,
notou-se que com uma clusterização de poucos clusters, a curva obtida continha uma
informação valiosa para uma pré-análise do EEG, elemento crucial para estudos desta
natureza.

O sucesso na identificação de uma série temporal incentivou a aplicação da metodologia
a benchmarks. Foi nessa etapa do estudo que entendeu-se que a técnica poderia ser
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usada com promissores resultados para sistemas de múltiplas entradas e uma saída e,
como consequência, para predição de dados on-line, âmbito novo e de grande impacto
nas aplicações de engenharia. Neste propósito, buscou-se a cessão de dados da Usina
Hidrelétrica de Igarapava-SP, os quais foram testados com o objetivo de predizer a geração
diária de energia. Os resultados foram avaliados em termos de acerto estatístico e aplicados
para outros dados provenientes de benchmarks do consumo de energia brasileiro.

Dessa fase surge a inovadora técnica de identificação fuzzy com dois aspectos relevantes:
baixo esforço computacional e considerável taxa de acerto a partir de medidas exigentes
de acurácia. Como consequência da teoria desenvolvida, o código foi feito sem o uso de
qualquer toolbox. A aplicação mais aprofundada desta nova metodologia foi na área de
predição on-line, campo de grande atividade em todo o mundo.

Por fim, foi aceito o artigo (BERTONE; YAMANAKA; MARTINS, 2019) que apresenta
a técnica de identificação fuzzy de sistemas de maneira completa e aplicada à predição;
o que abre possibilidades para diferentes trabalhos futuros. Diante disso, o objetivo da
pesquisa foi alcançado: apresentar um novo método fuzzy para identificação de sistemas
com várias entradas e uma saída.

7.1 Contribuições

A principal contribuição desta pesquisa é a apresentação de um novo método de
identificação de sistemas com comprovada eficiência, tanto na precisão, quanto no baixo
esforço computacional. Para checar estas vantagens foram feitas numerosas simulações
com dados provenientes de fontes próprias, benchmarks mundiais, dados cedidos de forma
exclusiva (UHE Igarapava-SP) e uma empresa local de Uberlândia. Neste estudo, as
aplicações da metodologia se reduziram a simulações iniciais na área de predição. Quando
o modelo apresenta um certo padrão de comportamento, a aplicação da metodologia
mostrou resultados promissores.

Diante disso, cita-se os trabalhos apresentados em congressos e em revistas qualificadas
nas áreas de matemática e engenharias IV:

Apresentações em congressos:

1. Identificação Fuzzy da Dinâmica de um Sistema de uma Célula a Combustível de
Hidrogênio. Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics, Vol 5, Número 1, Gramado 2016. DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0189

Link: Proceeding of SBMAC - Gramado - 2016.

2. Algoritmo de Gustafson-Kessel na Clusterização de Dados de uma Célula a Combus-
tível de Hidrogênio. Proceedings do Quarto Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy

https://proceedings.sbmac.org.br/sbmac/article/view/1369/1383
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(IV CBSF), Campinas, p. 21-32, Campinas 2016.

Link: Book of Abstracts IV CBSF - 2016.

3. Novel method based in fuzzy clustering for EEG signal analysis. Boletim Digital do
II Encontro de Biomatemática, p. 71-74, Unicamp 2018.

Link: II Encontro de Biomatemática - ENCBIOMAT - 2018.

4. Novel Fuzzy System Identification: Comparative Study and Application for Data
Forecasting. Apresentação na Universidade de Colorado, Denver, Colorado, Estados
Unidos da América, 2018.

Artigos publicados:

1. Black-Box Fuzzy Identification of a Nonlinear Hydrogen Fuel Cell Model. Trends in
Applied and Computational Mathematics, Brazilian Society of Computational and
Applied Mathematics, p. 405-418, 2017. Doi: 10.5540/tema.2017.018.03.0405

Link: TEMA - 2017.

2. Novel Fuzzy System Identification: Comparative Study and Application for Data
Forecasting, IEEE Latin America Transactions, Vol. 17, p. 1793-1799, 2019.

Link: IEEE Latin America Transactions - 2019.

7.2 Trabalhos futuros

A nova metodologia, desenvolvida neste estudo, ainda possui fatores em sua estrutura
que podem ser melhorados. Entre os aspectos teóricos e computacionais está a construção
dos antecedentes da inferência de Sugeno que são funções do tipo gaussiana (veja Capítulo
4) que dependem de dois parâmetros, 𝛼 (nível considerado para a projeção) e 𝛽, associado
ao desvio padrão 𝜎 da função gaussiana. Esses parâmetros são determinados através de
um processo de otimização que devolve o valor “preferido” da modelagem. O código que
estabelece essa preferência repete a dinâmica da projeção, tentando encontrar o mínimo
do máximo absoluto da distância dos pontos 𝑧𝑖 projetados e a função gaussiana construída
com os valores dos parâmetros 𝛼 ∈ [𝛼0, 𝛼1] e 𝛽 ∈ [𝛽0, 𝛽1].

O código próprio é eficiente a partir das conclusões das simulações efetuadas, mas ainda
existem aspectos que podem ser melhorados relacionados ao esforço computacional. Para o
artigo publicado na revista IEEE Latin América, utilizou-se também uma modificação do
algoritmo de Guo (GUO, 2011), que, em seu desempenho, ofereceu praticamente os mesmos
resultados dos adquiridos com a codificação própria. Notou-se, porém, que pensando os
parâmetros 𝛼 e 𝛽 como números fuzzy do tipo 2 intervalares como definidos na Seção 3.4;
o resultado pode ser consideravelmente superior como tem sido comprovado através de

https://www.ime.unicamp.br/~cbsf4/Papers_IVCBSF/BookOfAbstractsIVCBSF.pdf
https://48802734-95b4-4efd-a2bc-f3dfc00d4776.filesusr.com/ugd 2aebb8_656ff363369042c18fcd9c8e6b9a4794.pdf
https://tema.sbmac.org.br/tema/article/view/968/752
https://www.inaoep.mx/~IEEElat/index.php/transactions/article/view/1147/327
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simulações de modelos estudados recentemente. Como consequência, o sistema de inferência
seria do tipo 2 intervalar, com antecedentes constituídos por funções gaussianas do tipo 2
intervalares. Essa modificação substituirá o algoritmo de otimização que determina 𝛼 e 𝛽

e apresenta promissor potencial para melhoria na metodologia. Outrossim, há o interesse
teórico que pode chamar a atenção da comunidade matemática.

Outro aspecto desta investigação a ser melhorado é a sua aplicação a outros processos
de engenharia. Como já destacado, foi iniciado um estudo na área da engenharia biomédica
com resultados também auspiciosos. Assim sendo, há o intuito de reiniciar o projeto, assim
como sua extensão para processos que clamam por métodos de identificação de dinâmica
de dados.

Em recentes modelagens feitas através do emprego da técnica proposta nesse trabalho,
tem-se incorporado mais uma família de modelos. O modelo tem como característica possuir
alguma informação de controle da saída, por exemplo, seu domínio ser 𝐷. Neste caso o
indexador-controlador pode ser um vetor randômico do domínio 𝐷 onde são projetados os
altos valores de pertinência. As primeiras simulações com um modelo do tipo parecem
promissoras.
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Os trabalhos próprios relacionados ao presente estudo são detalhados neste capítulo.
Eles incluem trabalhos apresentados em congressos e publicados em revistas, expostos na
sua forma original e de maneira cronológica:

1 Identificação Fuzzy da Dinâmica de um Sistema de uma Célula a Combustível de
Hidrogênio. Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied
Mathematics, Vol 5, Número 1, Gramado 2016.

2 Algoritmo de Gustafson-Kessel na Clusterização de Dados de uma Célula a Combus-
tível de Hidrogênio. Proceedings do Quarto Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy
(IV CBSF), Campinas, p. 21-32, Campinas 2016.

3 Black-Box Fuzzy Identification of a Nonlinear Hydrogen Fuel Cell Model. Trends in
Applied and Computational Mathematics, Brazilian Society of Computational and
Applied Mathematics, p. 405-418, 2017.

4 Novel method based in fuzzy clustering for EEG signalanalysis. Boletim Digital do
II Encontro de Biomatemática, p. 71-74, Unicamp 2018.

5 Novel Fuzzy System Identification: Comparative Study and Application for Data
Forecasting. Apresentação na Universidade de Colorado, Denver, Colorado, Estados
Unidos da América, 2018.
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O supracitado trabalho [1] desenvolveu um modelo para simular a célula a combust́ıvel
de hidrogênio ligada à rede elétrica, levando em consideração o efeito da temperatura
gerado internamente. O software gerado por esta pesquisa foi utilizado no nosso traba-
lhado, simulando a planta real. Citando algumas das principais caracteŕısticas do software
simulador, temos que, a célula é capaz de gerar tensão entre 20 V e 50 V (cont́ınua) e
a tensão varia com a corrente drenada em seus terminais, sendo elevada a 380V antes
de ser aplicada no módulo inversor. Coletados os dados estes são armazenados em um
microcomputador. Salienta-se que as caracteŕısticas da planta são diferentes para subida
e descida de temperatura, pois o aquecimento é mais rápido que o resfriamento. A célula
a combust́ıvel de membrana polimérica (PEMFC Nexa, fabricada pela Ballard) foi tes-
tada em laboratório para levantamento estático e dinâmico, sendo que toda a estrutura
da célula a combust́ıvel é simulada através do software PSIM. Destaca-se que o modelo
encontrado representa, de forma excelente, a dinâmica da planta (corrente-temperatura).
Um esquema do processo aplicado por Avelar [1] é mostrado na Figura 1.

Figura 1: Fonte alternativa de energia baseada em célula a combust́ıvel (hidrogênio) [1].

Uma foto da montagem do laboratório onde é feito o recolhimento dos dados é mostrada
na Figura 2.

Figura 2: O laboratório para levantamento do comportamento estático e dinâmico da
célula a combust́ıvel [1].

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.
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Os dados empregados na nossa proposta são gerados através do simulador descrito [1].
A estrutura de dados é do tipo SISO single input - single output, ou seja, apenas uma
entrada e uma sáıda. São 38.300 dados de entrada (corrente) com seus 38.300 dados de
sáıda (temperatura) correspondentes. Os valores de corrente variam entre 24,9034A e
1,24136A; os valores de temperatura variam entre 54,835◦C e 0◦C. Os dados de entrada
são gerados com o intuito de percorrer o maior espectro de frequência posśıvel, sendo a
taxa de amostragem de 0,2 segundos.

2 Metodologia

A identificação de sistemas é o estudo de técnicas matemáticas que permitem buscar
um modelo que reproduza, em parte, um sistema dinâmico real [2]. Os sistemas são, ba-
sicamente, divididos em lineares e não-lineares, e os métodos de análise são conhecidos
como caixa-branca (modelagem pela f́ısica), caixa-cinza (modelagem com entradas, sáıdas
e informações adicionais sobre o sistema) e modelagem caixa-preta (apenas entradas e
sáıdas, sem nenhuma informação adicional). A identificação caixa-cinza é um estudo rela-
tivamente novo e se apresenta como um campo para novas abordagens. Esta modelagem
foi utilizada na pesquisa que deu origem ao software simulador [1]. Os testes provaram
uma excelente eficácia do programa como mostrado na Figura 3.

Figura 3: Comparação entre a temperatura da célula medida (Stack T) e a simulada
(T cell) com modelo digitalizado, utilizando os parâmetros variáveis com a subida e descida
da corrente, após otimizações do modelo. Fonte [1]

Existem várias maneiras de efetuar a aproximação de sistemas não-lineares. A principal
diferença entre eles é a caracteŕıstica de tratar o sistema em forma global ou local [3]. Os
globais descrevem o sistema através de funções que relacionam as variáveis de forma não-
linear. Exemplos desse tipo de identificação é o método de estrutura Narx (Nonlinear
AutoRegressive with eXougenous input) [2]. As aproximações locais tentam dividir o
sistema em subsistemas mais simples, em geral de tipo linear [4].
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A lógica fuzzy tem demonstrado bom desempenho diante de dif́ıceis tarefas de iden-
tificação e controle presentes, por exemplo, na indústria. Recomendada para a sistemas
complexos, com múltiplas entradas e sáıdas, não-lineares e quando há poucas informações
sobre o processo, tem sido utilizada em todo o mundo através da norma IEC 61131-7, se
consolidando no mercado, por exemplo, nos controladores industriais [5].

As técnicas de modelagem fuzzy podem ser classificadas como de aproximação local,
pois particionam o processo em diversas regiões fuzzy. Para cada região no espaço de
entrada, uma regra é definida e esta determina, pela sua vez, a sáıda do modelo. Uma
estrutura de regras é estabelecida e depende do mecanismo de inferência utilizado. Uns
dos mais usados para identificação de sistemas, com grande complexidade e de natureza
fortemente não- linear, é o do Takagi e Sugeno (TS) [6].

Na identificação do sistema deste trabalho, o modelo é constrúıdo a partir dos dados
numéricos através do uso da técnica de clustering fuzzy, ou seja, a formação de grupos de
dados de entrada por um certo critério de proximidade. Reunidos os dados em subsistemas
locais, se aplica a inferência de TS.

Matematicamente, a formulação do fuzzy clustering procede, dado um banco de dados

zk = [z1k, z2k, . . . , znk]
T ∈ Rn, k = 1, ..., N

a encontrar uma matriz de partição fuzzy

U =



µ11 . . . µ1k . . . µ1N
... . . .

... . . .
...

µc1 . . . µck . . . µcN




e os centros de cada cluster V = {v1, v2, ..., vc}, vi ∈ Rn, usando um método de otimização.
O número c, números de clusters, é muito importante aos efeitos da identificação fuzzy
dos sistemas não-lineares. Esta escolha é validada dependendo dos dados e do algoritmo
utilizado.

O problema de otimização é resolvido dependendo da distância, d, entre os pontos do
banco de dados e os pontos de V . Assim, a função objetivo do problema de otimização
vem dada por

J(Z, V, U,A) =
c∑

i=1

N∑

j=1

µm
i,jd

2(zj , vi), (1)

sujeita às restrições

0 ≤ µi,j ≤ 1, i = 1, . . . , c, j = 1, . . . , N (restrição no grau de pertinência);

0 <

N∑

j=1

µi,j < 1, i = 1, . . . , c (restrição do cluster não vazio);

c∑

i=1

µi,j = 1, j = 1, ..., N (restrição do grau de pertinência total)

(2)

onde m é conhecido como o parâmetro de fuzzificação e em geral é tomado igual a 2 [3],
como é o caso do presente estudo.
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5

Existem vários algoritmos para resolver o problema de otimização (1)-(2). Na presente
análise é utilizado o algoritmo de Gustafson e Kessel (GK) [7], onde a distância é entre
pontos é a induzida pela norma

d2i,k,Ai
= (zk − vi)

TAi(zk − vi)

Esta distância é ajustada a cada iteração do algoritmo, o que representa uma adaptação
topológica local da estrutura dos dados. A validação da escolha do número de clusters e do
parâmetro de fuzzificação escolhido é feito através de uma medida de validação. Também
existem várias medidas desse tipo sendo que, a utilizada neste trabalho, é a do Coeficiente
de Partição (CP) e Entropia da Partição (EP) [8]. A validação positiva do clustering vem
dada quando o ı́ndice de validade CP está perto de 1 e EP perto de 0.

O modelo fuzzy afim de TS consiste em regras, Ri, i = 1, 2, . . . K, associadas a deter-
minadas K variáveis, com a seguinte estrutura:

Ri : Se x é Ai︸ ︷︷ ︸
antecedente

então yi = aTi x+ bi︸ ︷︷ ︸
consequente

,

onde x ∈ Rp, para algum p ∈ N, Ai é um conjunto fuzzy caracterizado pela sua função
de pertinência µA(x) ∈ [0, 1], yi ∈ R é a sáıda da regra i-ésima do sistema, ai é um vetor
paramétrico e bi ∈ R. Assim, dadas as sáıdas yi se obtem a sáıda global do modelo TS

utilizando a média fuzzy com peso y =
∑K

i=1 βi(x)yi

e
∑K

i=1 βi(x)
, com βi(x) = µAi(x), sendo que o grau

de pertinência do antecedente é calculado por uma operação fuzzy, por exemplo o produto,
dos componentes de x. Portanto, denotando γi(x) =

βi(x)∑K
i=1 βi(x)

, a sáıda global do sistema

de inferência TS vem dado por

y =

(
K∑

i=1

γi(x)a
T
i

)
x+

K∑

i=1

γi(x)bi.

Reunidas as metodologias fuzzy (de clustering e inferência), após a aquisição dos dados,
entradas e sáıdas são selecionadas. O algoritmo usado para a obtenção do modelo fuzzy
segue as etapas mostradas na Figura 4

Figura 4: Algoritmo de identificação usando o clustering e TS.

O desempenho do modelo é avaliado pela medida de proximidade estat́ıstica da variância
VAF (Variance Accounted For), que é dada pela expressão

1− variância(sáıda real)-variância(sáıda do modelo)

variância(sáıda real)
× 100.
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6

Quanto mais próximo estiver o resultado dos 100%, melhor será a qualidade do modelo.

3 Simulações numéricas

No primeiro passo do algoritmo da Figura 4 o número de clusters selecionado é de 23,
validado pelos ı́ndices CP=0.9436 e EP=0.1293. O clustering dos dados de entrada obtido
mediante o algoritmo GK é mostrado na Figura 5. Os pontos em azul representam os
dados de entrada do modelo agrupados em clusters com formato elipsoidal e, as diferentes
cores, representando os graus de pertinência.

Figura 5: Clustering dos dados de entrada.

Para iniciar o processo de modelagem são selecionados os 25.000 primeiros valores de
entrada e sáıda, com a finalidade de identificação (busca do modelo) e os 13.300 últimos
valores são utilizados para validação (confirmação da eficiência do modelo). A Figura 6
mostra o gráfico gerado pelo modelo fuzzy de clusterização TS com todos os dados Figura
6(a) e no peŕıodo de validação Figura 6(b) e seus respectivos VAF.

(a) Processo completo do modelo fuzzy TS. (b) Validação do modelo (aprendizado com
os últimos 13.300 dados de sáıda)

Figura 6: O modelo fuzzy TS em versão completa (a) e no trecho de validação (b).
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4 Conclusão

A técnica nebulosa (fuzzy) é utilizada com excelente desempenho na identificação da
dinâmica de um sistema não-linear proposto com dados reais. Com os resultados apresen-
tados comprova-se a eficiência da técnica, abrindo inúmeras possibilidades de aplicação a
diversos outros problemas reais. O desempenho da identificação via a lógica difusa, que
combina o clustering, também difuso, dos dados de entrada com o método de inferência
difuso de Takagi e Sugeno, alcançou 99,75% quando o mesmo grupo de dados é utili-
zado para a identificação e validação. Ao separar dois grupos de dados a porcentagem
alcançada é de 94%, sendo os primeiros 25.000 dados para a identificação e 13.300 dados
para validação. Diante do magńıfico resultado é notório que o aprendizado da dinâmica
do sistema ocorre de forma efetiva.

Referências

[1] H.J. Avelar. Estudo e desenvolvimento de um sistema de energia baseado em célula
a combust́ıvel para injeção de potência na rede elétrica. PhD thesis, Faculdade de
Engenharia Elétrica, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia, Brasil, 2012.
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Ltda/FAPESP, 2 edition, 2007.

[6] T. Takagi e M. Sugeno. Fuzzy identification of systems and its applications to modeling
and control. IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, 15(1):116 – 132,
1985.

[7] D. Gustafson e W. Kessel. Fuzzy clustering with a fuzzy covariance matrix. In Proc.
IEEE CDC, pages 761 – 766, San Diego, CA, USA, 1979.

[8] M-W. Lee e K-C Kwak. Context-based Gustafson and Kessel clustering with informa-
tion granules. International Journal of Emerging Technology and Advanced Enginee-
ring, 4(11):76 – 80, 2014.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 5, N. 1, 2017.

DOI: 10.5540/03.2017.005.01.0189 010189-7 © 2017 SBMAC



A.2. Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy 2016 85

A.2 Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy 2016



fuzzy de C-Means [3]. Em [4], Alves et al., os cento e sessenta bairros da ci-
dade de Rio de Janeiro são agrupados pelo algoritmo fuzzy C-means, para obter
importantes informações para a gestão municipal. Finalmente, citando apenas
trabalhos recentes feitos a ńıvel nacional, [5] Veras et al. propõem um algoritmo
que detecta os exsudatos (depósitos de gordura) através do tratamento de ima-
gens. O estudo utiliza fuzzy clustering e técnicas de morfologia matemática.

Em 1979 Donald E. Gustafson e William C. Kessel publicaram o artigo [6]
apresentando um algoritmo modificado do tradicional fuzzy C-Means [7]. Foi a
partir dessa data que o algoritmo passou a ser conhecido como Gustafson-Kessel
(GK). A principal diferença em relação ao fuzzy C-Means é a substituição da
distância euclidiana, de forma que a matriz de covariância detecta as formas
geométricas com mais precisão, independentes de cada cluster, isto a cada passo
do algoritmo.

Em [8], Avelar apresenta o projeto de uma fonte alternativa de energia, com
o funcionamento de uma célula a combust́ıvel de hidrogênio, através de um con-
versor elevador full-brigde e um inversor monofásico PWM senoidal. O modelo
proposto em [8] foi implementado para uma célula de 1,2 KW e o processo de
identificação da dinâmica de sistemas é o método dos mı́nimos quadrados or-
dinários. Uma das principais contribuições do trabalho de Avelar foi representar
a dinâmica da temperatura interna da célula em função da corrente pois, outros
simuladores, normalmente, não o fazem. Devido sua alta confiabilidade, o traba-
lho de [8] foi empregado para gerar os dados utilizados neste estudo. Por meio
deste método de clusterização fuzzy, um grande número de dados numéricos
gerados são agrupados [3]. Como ponto de partida, é desenvolvido o algoritmo
de GK na plataforma Anaconda (Continuum Analytics) que usa a linguagem
Python, a qual permite o uso de inúmeras bibliotecas por meio da importação
de rotinas. Esta linguagem de desenvolvimento é livre, de fácil obtenção e com
grande suporte de fóruns e sites da área.

O Spyder (Python) é um ambiente que facilita a programação devido a sua
interface e quantidade de bibliotecas. De alta inteligibilidade, ele possui robusto
debugger que torna mais rápido o trabalho do programador, testando, em tempo
de execução, de forma muito parecida com o Matlab. Junto ao Anaconda Python,
o Spyder se torna muito útil para programação cient́ıfica. O cálculo de matrizes
transpostas, multiplicação entre matrizes e geração de figuras são apenas algu-
mas das facilidades apresentadas por essa linguagem de programação e ambiente
de desenvolvimento integrados. O Spyder é uma IDE compat́ıvel com diferentes
plataformas como MS Windows e Linux, possuindo simples instalação e grande
número de informações a seu respeito (suporte amplo e facilitado).

Um importante aspecto a ser ressaltado é a escolha do número de clusters
para o uso do algoritmo GK. Neste trabalho foram considerados simultanea-
mente os ı́ndices de partição e de entropia, que calculam a nebulosidade da
clusterização.

Este trabalho é organizado em cinco seções. A Seção 1 é a introdução a este
estudo. A seção 2 explica a origem dos dados utilizados neste estudo (parti-
cularidades da célula a combust́ıvel de hidrogênio). Na seção 3 é explicado o
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conceito de clusterização fuzzy e suas propriedades. A seção 4 mostra os passos
do algoritmo de Gustafson-Kessel no ambiente Python, as simulações realizadas,
elucidando os resultados. A seção 5 são feitas as conclusões e são traçadas futuras
ideias a ser desenvolvidas, ligadas a este estudo.

2 Simulador de células a combust́ıvel de hidrogênio

Existem várias fontes de energia, todavia as alternativas são buscadas devido
ao impacto que as tradicionais (carvão e petróleo) geram no meio ambiente.
Uma das possibilidades em estudo a ńıvel mundial é o hidrogênio; já existem
aplicações em funcionamento, entretanto os principais problemas de implantação
se relacionam ao seu caráter explosivo e alto custo de pesquisas. O funcionamento
de uma célula a combust́ıvel de hidrogênio com um conversor elevador “full-
brigde” e um inversor monofásico PWM senoidal é mostrado no trabalho de
Avelar [8] que, além de criar um software, simula o sistema real com fidelidade.
O modelo proposto foi desenvolvido para uma célula de 1,2 KW e o processo de
identificação de sistemas utilizado é dos mı́nimos quadrado ordinários.

O supracitado trabalho [8] desenvolveu um modelo para simular a célula a
combust́ıvel de hidrogênio ligada à rede elétrica, levando em consideração o efeito
da temperatura gerado internamente. O software gerado por esta pesquisa foi
utilizado no nosso trabalhado, simulando a planta real. Ao citar algumas das
principais caracteŕısticas do software simulador, observa-se que a célula é capaz
de gerar tensão entre 20 V e 50 V (cont́ınua) e a tensão varia com a corrente
drenada em seus terminais, sendo elevada a 380V antes de ser aplicada no módulo
inversor. Todos os dados coletados são armazenados em um microcomputador.
Salienta-se que as caracteŕısticas da planta são diferentes para subida e descida
de temperatura, pois o resfriamento é mais lento que o aquecimento. A célula
a combust́ıvel de membrana polimérica (PEMFC Nexa, fabricada pela Ballard)
foi testada em laboratório para levantamento estático e dinâmico, sendo toda
a estrutura da célula a combust́ıvel, simulada através do software PSIM. Um
esquema do processo aplicado por Avelar [8] é mostrado na Figura 1

Figura 1. Fonte alternativa de energia baseada em célula a combust́ıvel (hidrogênio)
[8].
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Destaca-se que o modelo encontrado representa, de forma excelente, a dinâmica
da planta (corrente-temperatura). Uma foto da montagem do laboratório[8] onde
é feito o recolhimento dos dados é mostrada na Figura 2.

Figura 2. Laboratório para levantamento do comportamento estático e dinâmico da
célula a combust́ıvel [8].

Os dados empregados na nossa proposta são gerados através do simulador
descrito [8]. A estrutura de dados é do tipo SISO (single input - single output em
inglês), ou seja, apenas uma entrada e uma sáıda. São 38.300 dados de entrada
(corrente) com seus 38.300 dados de sáıda (temperatura) correspondentes. Os
dados de entrada são gerados com o intuito de percorrer o maior espectro de
frequência posśıvel, sendo a taxa de amostragem de 0,2 segundos, os dados de
sáıda são gerados através do modelo de Avelar[8].

3 Clusterização Fuzzy

Clusterização é a classificação não-supervisionada de dados, formando agrupa-
mentos ou clusters. Esta metodologia representa uma das principais etapas de
processos de análise de dados. A análise de clusters tem como objetivo a orga-
nização de padrões, representados matematicamente na forma de vetores ou pon-
tos em um espaço multidimensional em clusters, de acordo com alguma medida
de similaridade. A principal caracteŕıstica da classificação não-supervisionada, é
agrupar um conjunto de padrões não-rotulados em clusters que possuam alguma
propriedade em comum.

Distinguimos em um processo de clusterização as seguintes componentes:

1. representação dos valores que envolvem as definições do número, tipo e modo
de apresentação das caracteŕısticas de cada padrão;
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2. definição de uma medida de similaridade, que é uma função de distância
definida entre pares de dados ou padrões.

3. clusterização de acordo com a medida escolhida; se a função é determińıstica
ou binária, ou seja, um padrão pertence ou não-pertence a um dado grupo,
sendo uma clusterização crisp ou hard. Caso a medida seja uma função de
pertinência fuzzy, então um padrão pode apresentar graus de pertinência em
relação aos grupos.

4. validação do resultado que geralmente se recorre a critérios de otimalidade,
muitas vezes definidos de forma subjetiva [10].

O método de clusterização fuzzy clustering permite que os elementos do banco
de dados pertençam a vários grupos simultaneamente com diferentes graus de
pertinências. Assim, o conjunto de dados é particionado em um número c de
conjuntos fuzzy, onde c é o número total de clusters.

As principais caracteŕısticas da clusterização fuzzy são:

– Cada elemento deve ter um conjunto de pertinências que expressa o “quanto
ele pertence” a cada cluster.

– O somatório de todas as pertinências de um elemento é igual a um.

Concretamente, a formulação do fuzzy clustering a partir de um banco de
dados de uma única entrada com n elementos é

z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn,

sendo necessário encontrar uma matriz de pertinência fuzzy

U =




µ11 . . . µ1k . . . µ1n

µ21 . . . µ1k . . . µ2n

...
...

. . .
...

µ1c . . . µ1k . . . µcn




e os centros de cada cluster

V = {v1, v2, ..., vc}, vi ∈ R,

usando um método de otimização.
O algoritmo de GK estende a clássica clusterização fuzzy C-Means utilizando

uma atualização da distância, com o objetivo de detetar clusters com diferentes
estruturas geométricas [6]. Cada cluster possui sua própria geometria induzida
por uma matriz M i, determinando a distância ao centro do cluster como sendo

d2i,j,Mi
= (zj − vi)M i(zj − vi)T , i = 1, . . . , c, j = 1, . . . , n. (1)

Sendo M = (M1, . . . ,M c) a c−upla de matrizes correspondente a cada cluster,
o funcional objetivo do algoritmo de GK [6] é dado por

J(X,U, V,M) =
c∑

i=1

n∑

j=1

µm
i,jd

2(zj , vi),
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sujeito às restrições

0 ≤ µi,j ≤ 1, i = 1, . . . , c, j = 1, . . . , n (restrição do grau de pertinência);

0 <
n∑

j=1

µi,j < 1, i = 1, . . . , c (restrição do cluster não vazio);

c∑

i=1

µi,j = 1, j = 1, ..., n (restrição do grau de pertinência total),

(2)

em que m é conhecido como o parâmetro de fuzzificação e, em geral, é tomado
igual a 2 [3], como é o caso do presente estudo. Além disso, cada matriz Mi tem
como restrição

det(Mi) = determinate de Ai < ρi, ρi > 0, para todo i.

Assim, Mi é obtida usando o método dos multiplicadores de Lagrange dado pela
seguinte equação

Mi = ρidet(Fi)
1
N F−1i , (3)

em que N é a dimensão do espaço do cluster e Fi é a matriz de covariância do
i-ésimo cluster, definida por

Fi =

N∑
j=1

µm
ij (zj − vi)(zj − vi)T

N∑
j=1

µm
ij

. (4)

Finalmente, os centros dos clusters são calculados através da forma [3]

vi =

N∑
j=1

µm
ij zj

N∑
j=1

µm
ij

. (5)

A validação da escolha do número de clusters é equivalente a encontrar o
número ideal de clusters a partir de determinado conjunto de dados. Vários
ı́ndices de validade têm sido estudados para determinar o número ótimo de
clusters. Bezdek [7] propõe dois ı́ndices:

1. Coeficiente de Partição (CP) que mede o número de superposições entre
clusters e definido por

CP (c) =
1

N

c∑

i=c

n∑

j=1

µ2
ij .
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Temos que 1
c ≤ CP (c) ≤ 1 e o valor ótimo c0 encontrado em um intervalo

de escolha I = [cmin, cmax]∩Z, Z conjunto dos número inteiros positivos, se
calcula como

c0 = max
c∈I

CP (c).

2. Índice de Classificação de Entropia (CE) que mede a “nebulosidade” (fuzzy-
ness em inglês) do cluster pela fórmula

CE(c) = − 1

N

c∑

i=c

n∑

j=1

µij log(µij).

O valor ótimo c0 é encontrado em um conjunto de escolha I = [cmin, cmax]
como sendo

cP = max
c∈I

PC(c).

O número de clusters, c, é muito importante devido aos efeitos, por exemplo,
da identificação fuzzy dos sistemas não-lineares. No nosso estudo é escolhido o
número ótimo combinando os ı́ndices CP e CE simultaneamente em dois casos:
para valores de c no de escolha I = [2, 6] ∩ Z, para mostrar em forma clara, no
gráfico obtido,a estrutura geométrica dos clusters. O outro valor foi escolhido
em I = [20, 25] ∩ Z, com o objetivo de ser utilizado na identificação do sistema
dinâmico que relaciona os dados da célula de oxigênio.

4 O algoritmo de Gustafson-Kessel na interface Python
Spyder

Descrevemos nesta seção o passo-a-passo do algoritmo de GK, mostrando em
cada passo os resultados da programação no Python para o caso de c = 2.

Passo 1: Toma-se como valor de fuzzificação m = 2. Seja Z o conjunto
de dados e {cini i = 1, . . . , c} ⊂ Z. A forma de escolher os centros não foi
aleatória, com o objetivo de comparar a perfomance do algoritmo em termos
dos ı́ndices PC e CE. Assim, foram escolhidos dois elementos dos dados de
forma “espalhada”, como mostra a tabela da Figura 3

Figura 3. Coordenadas dos centros de cluster escolhidos: a primeira coluna são as
abscissas.
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Passo 2. Calcula-se a matriz de partição U0 = (µij), que contém as per-
tinências de cada dado ao clusters. Parte da matriz é mostrada na tabela da
Figura 4

Figura 4. Matriz de partição U0.

Passo 3. Calcula-se a matriz de covariança Covi de cada cluster, dado pela
fórmula (4). As primeiras matrizes de covariança obtidas pelo algoritmo é
mostrada na Figura 5.

Figura 5. As duas matrizes de covariância de cada cluster. Cada “array” corresponde
à matriz de um cluster, 0 ou 1, ou seja, primeiro e segundo cluster da liguagem Python.

Passo 4. Calcula-se o centro, vi, de cada cluster, através do cálculo da
fórmula (5).
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Obtém-se dois primeiros centros de cluster cujas coordenadas são mostradas
na tabela da Figura 6

Figura 6. Coordenadas dos novos centros de cluster: a primeira coluna são as abscissas.

Passo 5. Calcula-se a matriz Mi que induz a distância e a geometria de
cada cluster, usando a fórmula (3). No primeiro loop do algoritmo obtém-se
a matriz Mi mostrado na Figura 7.

Figura 7. As matrizes Mi que induzem a norma de cada cluster. Cada “array” corres-
ponde a um cluster, 0 ou 1.

Passo 6. Calcula-se a distância de cada centro de cluster em relação a cada
elemento, utilizando a distância induzida pela matriz Mi, obtendo a matriz
das distâncias, d1, algumas de cujas entradas são ilustradas na tabela da
Figura 8

Figura 8. Algumas das entradas da nova matriz das distâncias d1.
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Passo 7. Actualiza-se a matriz de pertinência U0 pela matriz U , calculando

µ2
ij =

1

c∑
k=1

(
(d2

ij)
2

(d2
kj)

2

) 1
m−1

, i = 1, . . . , c, j = 1 . . . n.

Passo 8. Calcula-se o erro e o primeiro ciclo é terminado. No nosso estudo
calculamos o erro por meio da norma do máximo, ou seja,

erro = max
∥∥µ1

ij − µ2
ij

∥∥ ,

em que µk
ij representam as entradas das matrizes de partição em voltas de

loop de ordem k e seguinte. Neste passo 8 do primeiro loop do algoritmo, o
erro obtido é de 0,639188829.
Passo 9. Caso o erro seja maior que o pré-estabelecido, se deve voltar ao

Passo 2. Neste caso a meta pre-estabelecida, como teste, é do erro ser menor
que 0,05.

Uma vez terminado o algoritmo, foram calculados os ı́ndices de validação CP
e CE, que tornaram os valores descritos na Tabela 1.

2 3 4 5 6

CP 0.8078 0.7433 0.6822 0.6380 0.6385

CE 0.3201 0.4659 0.6057 0.7314 0.7447

20 21 22 23 24 25

CP 0.6520 0.7226 0.66331 0.6798 0.7407 0.6721

CE 0.8264 0.6715 0.8194 0.7877 0.6225 0.8124

Tabela 1. Tabela de valores dos ı́ndices CP e CE retornados após a finalização de cada
algoritmo com erro de sáıda 0,01 e mesmo centros inicias de clusters da tabela da Figura
3. Em destaques os maiores valores de CP e os menores valores de CE simultâneos.

Com a finalidade de construir o gráfico das duas clusterizações escolhidas, são
calculados os autovalores e autovetores das matrizes de covariança, que informam
sobre a estrutura geométrica do cluster. De fato, o eixo principal da elipse de
ńıvel 1 do cluster, tem a direção do autovetor da matriz de covariança do cluster,
correspondente ao maior autovalor, sendo a ráız quadrada desse autovalor a
medida do semieixo maior. A direção perpendicular é dado pelo outro autovetor
e a medida do eixo menor é a ráız quadrada do autovalor correspondente.

Na Figura 9 é mostrado a clusterização de dois clusters e na Figura 10 a de
24 clusters.
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Figura 9. Partição fuzzy dos dados da célula de oxigênio. Os pontos em cor verde
representam os pares de atributos (entrada, sáıda). As elipses preenchidas de cor ma-
genta representam a geometria do cluster de, exatamente, ńıvel 1. As outras regiões
representam ńıveis de pertinência menor a 1, como indica a escala ao lado.

Figura 10. A partição fuzzy dos dados da célula de oxigênio, em cor verde, por 24
clusters com as regiões de ńıvel coloridas de acordo com a escala ao lado.
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5 Conclusões

O algoritmo de clusterização de Gustafson e Kessel funciona com sucesso para o
grupo de dados utilizados na presente pesquisa. Isto motiva essa primeira etapa
de um projeto maior, cujo objetivo é construir, utilizando um software livre,
um aplicativo de propósito geral. A complexidade desse aplicativo iria abranger
identificação de sistemas não lineares do tipo single input - single output (só uma
sáıda e uma entrada), até multiple input - multiple output, ou seja, múltiplas
entradas e múltiplas sáıdas. Para testar este algoritmo Gustafsson Kessel são
utilizados, neste estudo, apenas uma entrada, com 38300 valores, e seus corres-
pondentes dados de sáıda, obtidos em laboratório em peŕıodos amostrais de 0,2
segundos.

Os desafios são grandes, mas possibilidades também são. Clusterizar, iden-
tificar e validar modelos através de métodos caixa-preta, como identificação de
sistemas através de lógica fuzzy, é um promissor campo de pesquisa, sendo este
o foco dos autores do presente artigo.
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have encouraged Avelar [2] to study the functioning of a hydrogen fuel cell with a full-bridge
elevator converter, and a single-phase inverter sinusoidal Pulse Width Modulation, manipulation
of the pulse width of a square wave to control the power of a particular device. The high reliability
of Avelar’s software, allows us to recreate the data, used for identification in this study. The
details of Avelar’s simulation software is done in Section 2.

A system identification is a mathematical technique that seeks a model that reproduces, in part,
the real dynamic of the data [1]. Among the analysis of linear and nonlinear systems can be
included: White box, for physics modeling; gray box, for models with inputs, outputs, and ad-
ditional information about the system; and black box, only composed by inputs and outputs,
without any additional information. This study refers to the latest type, having as only knowl-
edge the input and output data depending on time, besides its nonlinear behavior. There are
several methods for the approach of nonlinear systems, among which could be highlighted: neu-
ral networks [21], and functional analysis [10], initially conceived by Wiener [22]. The main
difference between these methods is the way that the system is considered: global or local [4].
An example of such identification method is the structure NARX (Nonlinear AutoRegressive
with eXougenous input) [1, 13]. Local approaches attempt to divide the system into simpler
subsystems, generally of the linear type. Fuzzy modeling techniques can be classified as local
approximation.

The fuzzy identification used in this research is based in the fuzzy clustering of the data, com-
bined with a Takagi and Sugeno fuzzy inference method. In 1979 Donald E. Gustafson and
William C. Kessel published the article [9] presenting a modified Fuzzy C-Means traditional al-
gorithm [5]. Nowadays this algorithm has become known as Gustafson-Kessel (GK), being the
basis of a family of fuzzy clustering algorithms as described in [4,7,11,14,16,18].

From the mathematical point of view, at the clustering stage of identification, this study has ex-
plored the geometry of the clustering qualitatively, performing graphics that are not common in
the literature. At the identification’s stage of fuzzy inference, the main objective is to obtain an
analytic formula that is faithful to the dynamics of the hydrogen fuel cell. Besides, it applies the
rigorous k-fold method to test the accuracy of the raised model. These two stages, besides their
novelties, show the interdisciplinary aspect of this research, which is one of the main contribu-
tions. Another innovation is the fuzzy approach for the hydrogen fuel cell model identification.
The procedure of these two stages are sketched in Section 3.

The cross-validation method known as k-fold is used for k = 4. This method yields 80.35% of
accuracy, based in the Variance Accounted For (VAF) index, a result that demonstrates the ability
of the analytic formula obtained to describe the hydrogen fuel cell system dynamic. The codifi-
cation of the fuzzy clustering and fuzzy identification is developed in C language. The graphics
are obtained through the connection between C and the Spyder-Python platform, open source
integrated development environment. The graphics can be checked in Section 3 To complete the
description of the organization of the work, in section 3, the concept of fuzzy clustering and the
Takagi-Sugeno fuzzy inference method are delineated.

The organization of the study finishes with the conclusion expounded in Section 4.

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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2 HYDROGEN FUEL CELL SIMULATOR

The functioning of a hydrogen fuel cell with an elevator converter full-bridge, and a single-phase
inverter sinusoidal PWM, is shown in the Avelar’s work [2] that has created an efficient tool for
the study of this type of model. The proposed model was developed for a cell of 1.2 kW and the
system identification process used is least squares.

Avelar [2] has developed a model to simulate the hydrogen fuel cell connected to the grid, taking
into account the effect of internal temperature. This software is used in to provide the system
output, simulating the real plant operation. The main features of the simulator software are:

• the cell is capable to generate voltage between 20V and 50V (continuous).

• the voltage varies with the current drawn at its terminals being raised to 380V before being
applied to the inverter module.

• all data is stored in a microcomputer.

• the plant characteristics are different to rise and drop as the heating is faster than cooling.

• a cell polymeric membrane fuel (PEMFC Nexa, manufactured by Ballard) is tested in the
laboratory for static and dynamic survey to survey the model.

• all the fuel cell structure is simulated using PSIM R© software, an electronic circuit simula-
tion software package, designed specifically for use in power electronics, and motor drive
simulations.

• the model presents reasonable performance to represent the plant’s dynamics (current-
temperature).

A process scheme applied by Avelar [2] is shown in Figure 1, and the data from this study are
generated by the simulator described in [2].

Figure 1: Alternative energy source based on fuel cell (hydrogen). Source: [2].

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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The type structure is SISO (single input/single output), or only one input and one output. 38,300
are input data (current) with their 38,300 output data (temperature) matching. The current values
range from 24.9034A to 1.24136A, which A stands for Ampère unit; temperature values ranging
from 0◦C to 54.835◦C. Input data has been generated in order to traverse the largest possible
frequency range, with sampling rate equal 0.2 seconds. The laboratory where the collection is
made [2] is shown in Figure 2.

Figure 2: The laboratory where has been obtained the fuel cell hydrogen data. Source: [2].

The gray-box identification studies seek to show important information at the moment of perform
the estimation parameters; this modeling is used in this research using data software simulator
[2]. It is important to emphasize the efficiency of the simulator demonstrated by tests which, in
comparative performances, is shown in Figure 3.

3 RESULTS OF THE FUZZY IDENTIFICATION METHOD FOR THE HYDROGEN
FUEL CELL DYNAMIC SYSTEM MODEL

As part of the fuzzy identification technique, the clustering of the data is performed. In general,
clustering is a classification of non-supervised of data, forming groups of elements called clus-
ters. The objective of this technique is the organization of the patterns represented by vector,
or points, in the multidimensional space, according with a similarity measure. In the process of
clustering we have the following components:

1. definition of a similarity between elements. In this case a distance induced by a symmetric
matrix, positive is defined to the center of the cluster;

2. defining the criteria for the element belonging or not to the cluster. This measure could be
either crisp (classic partition) or fuzzy. In the former case, the measure is a membership
function and the pattern is defined by the degree of membership of the element to the
cluster.

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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Figure 3: Comparison between the cell temperature measurement (Stack T), and simulated
(T cell) with digitalized model. Variable parameters are used with the rise and fall of the current
after the optimization model. Source: [2].

The fuzzy clustering allows that the elements of the data belong to different groups simultane-

ously with different membership degrees. Finally, a number c of fuzzy sets is obtained. Other
requirements of the clustering process are

• Each element has to have a membership degree of each cluster;

• The sum of all membership degrees of the element to each cluster is exactly one.

Mathematically describing the process of our study, consider the vector

z j = (z j1, z j2, z j3) ∈ R3, j = 1, . . . , N ,

where z j1 represents the input of the system, with z j2 corresponding to the output at the time z j3,

and N = 38.300. In the first step of clustering through the GK algorithm, consider the following
elements:

• The Euclidean distance as a measure of similarity;

• A set, V ini, of center of cluster which are chosen from the set {z j }38.300
j=1 in a way that the

centers are well distributed among the data.

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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With those elements as a starting point, the next purpose of the clustering process is to find the

entries of the matrix

U =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

μ11 . . . μ1k . . . μ1N

μ21 . . . μ2k . . . μ2N
...

...
. . .

...

μc1 . . . μck . . . μcN

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .

For this end, it is formulate an optimization problem given by

minimize
c∑

i=1

N∑
j=1

μm
i, j d2

i, j (3.1)

where vi is an element of V ini for i = 1, . . . , c,

d2
i, j = d2(z j , vi ) = (z j − vi )I (z j − vi )

T , i = 1, . . . , c, j = 1, . . . , N , (3.2)

and I is the identity matrix. The optimization problem has the following constrains:

0 ≤ μi, j ≤ 1, i = 1, . . . , c, j = 1, . . . , N (degree of membership);
N∑

j=1

μi, j > 0, i = 1, . . . , c (non emptiness of the cluster);
c∑

i=1

μi, j = 1, j = 1, . . . , N (total degree of membership),

(3.3)

where m is known as the fuzzy parameter of the clustering [4]. The number m determines how
much fuzziness is wanted for the clustering. It has been taken for this study m = 2.

Once the optimization problem (3.1) is solved using the Lagrange Multipliers, the membership

function μi is obtained for each cluster, which, at each element of the data zk, is given by

μi (zk) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

d2
i,k

c∑
j=1

d2
j,k

⎞
⎟⎟⎟⎠

− 1
m

, i = 1, . . . , c, k = 1, . . . , N . (3.4)

As a convenient choice, the new clusters’ centers are chosen as the center of mass of the mem-
bership function μm

i j given by

vi =

N∑
j=1

μm
i j z j

N∑
j=1

μm
i j

. (3.5)

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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Therefore, a set V = {v1, v2, . . . , vc}, has been constructed vi ∈ R
3, that represents the new

clusters’ centers. Next, considering for each i = 1, . . . , c the matrix Ai , 3 × N and Bi , N × 3,
given by

Ai = μm
i j

N∑
j=1

μm
i j

(z j − vi )
T , Bi = (z j − vi ),

we define the matrix 3 × 3 given by Fi = Ai · Bi , where · is operator product of matrix. The
matrix Fi is a 3 × 3 which entries represent the variance of the memberships of the elements of

the cluster i through μm
i j . This matrix is known as the covariance matrix of the cluster i. Finally,

the matrix that induces the new distance in the GK process is defined by

Mi = det(Fi )
1
3 F−1

i , (3.6)

that determines the new geometry features of the cluster with center vi . From the matrix Mi , the
updated distance measure is defined as

d2
i, j = (z j − vi )Mi (z j − vi )

T , i = 1, . . . , c, j = 1, . . . , N . (3.7)

The procedure can be repeated, ending when an established criteria for stop, s, is set, and the
error

error = max
∥∥∥U k

i j − U k+1
i j

∥∥∥ ,

is less than s, where U k
i j represents the entries of the memberships degrees of the data z j to the

cluster i at the step k of the GK algorithm.

After the fuzzy clustering process is finished, the fuzzy inference of Takagi and Sugeno (TS) [20].
An example of the fuzzy identification method is shown in Figure 4, supposing two clusters, C1

and C2, obtained by the clustering process.

Figure 4: Identification algorithm using clustering and TS for two clusters. Source: by the au-
thors.

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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Projecting the entries of the matrix U in a plane with the values of the entry as elements in

the edge x , a membership function is obtained for each cluster, which is named μ1 and μ2

respectively for C1 and C2. x ′ is an input element, associated to the values μ1(x ′) = ω1 and
μ2(x ′) = ω2. On the other hand, the clustering process is determined by the edge in the direction

of the entry data for each cluster, for instance y1 = a1x + b1 for cluster C1, and y2 = a2x + b2

for cluster C2. The rules established by the Takagi-Sugeno inference method are for this example

if (x ′, μi (x ′) then yi (x ′) = ai x ′ + bi , i = 1, 2.

Finally, the defuzzificated output is giving by the sum giving by
∑2

i=1 ωi yi (x ′), which is a convex
combination of the values yi(x ′) by the total degree of membership restriction in (3.3).

The model performance is evaluated by the value in percentage of variance (VAF, Variance
Accounted For) which is given by the expression

(
1 − variance(real output)-variance(model output)

variance(real output)

)
× 100. (3.8)

The closer the value (3.8) is to 100%, the better is the performance of the approximation. The
decision of the best number of clusters to perform the GK algorithm, is based on the best overall
VAF. Once the decision of the number of clusters is made, and a dynamic formula is obtained,

next step is to test the efficiency of the approach, through the cross-validation, so call k-fold
method [6]. The main objective of this method is to verify the model behavior on multiple data
groups, to be used for training and testing. In this work a 4-fold is applied for the validation of

the data. The procedure is given as follows:

• The data group is divided into four parts, group A, B, C, and D, composing by 9,575 inputs
each, from the total of 38,300 data inputs;

• In the first step, the data groups B, C, and D are together for training, and the group A for
validation. The VAF rate is calculated corresponding to this simulation. This number is
calculated VAF1;

• A new arranging of the groups A,B,C, and D is obtained, making the circulate arrange of
the letters, so that, in the second step, the group D is the validation data and the groups A,
B, and C are the training data. The calculated validation rate is VAF2;

• By repeating the rearranging of the groups by circulation, the the validation rates VAF3
and VAF4 are obtained;

• The arithmetic average
VAF1 + VAF2 + VAF3 + VAF4

4
is the validation rate for the

model.

An illustration of the method is shown in Figure 5.

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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Figure 5: The procedure of the 4-fold validation. Source: by the authors.

Figure 6: Complete process involving fuzzy clustering and Takagi-Sugeno inference. Source: by

the authors.

Summarizing the process, the entire algorithm to obtain the fuzzy identification of the model,
as has been detailed in this section, follows the steps shown in Figure 6.

The fuzzy clustering, through the GK algorithm is performed for 20 clusters, numbers are chosen
in the range [3,30], due to the higher overall VAF=85.87%. It is shown in Figure 7 the three-

dimensional graphic of the data (input,output, time), and the centers of the 20 clusters.

One of the clusters and its level of membership degree is shown in Figure 8. Each layer is a
surface correspond to a degree of membership. For instance, the outside darkest surface is the
level 0.2; the darkest surface in the center is the level 1.

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)



�
�

“main” — 2017/11/23 — 13:59 — page 414 — #10 �
�

�
�

�
�

414 DYNAMIC IDENTIFICATION SYSTEM OF A HYDROGEN FUEL CELL THROUGH FUZZY LOGIC

Figure 7: The graphic of the data (input, output, time) together with the centers of the 20 clusters.
Source: by the authors.

Figure 8: The graphic of first cluster constructed with the GK algorithm. The minor ellipsoid in
black corresponds to the membership degree 1. The scale on the right side specifies the corre-

sponding membership degree of the ellipsoid surface. Source: by the authors.

The 20 clusters projection on the plane (input,output) is shown in Figure 9. The different gray
colors indicate the membership degree of the points to the cluster.

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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Figure 9: The result of the fuzzy clustering of the (input, output) data obtained through the GK

algorithm with 20 clusters. Source: by the authors.

Once made the system identification through the algorithm, developed in C, a cross validation
technique is applied. The results of the 4-fold validation technique is shown in Table 1.

Table 1: The results of the 4-fold validation technique. Source: by the authors.

V AF1 V AF2 V AF3 V AF4

85.87% 84.15% 70.68% 80.69%

The accuracy rate for the fuzzy identification procedures is the arithmetic average

VAF1 + VAF2 + VAF3 + VAF4

4
= 80.35%.

The fuzzy identification result compared with the real data is shown in Figure 10.

4 CONCLUSION

In order to identify simulated data of a hydrogen fuel cell dynamics, a fuzzy technique is applied.
Through a fuzzy clustering, followed by a Takagi and Sugeno inference method, is generated a

model that recreates the dynamics of the single input/singleoutput system, and returns an analytic
expression for the relationship between the entries of the data.

It is important to notice that in this type of system identification, black box type, there is no
previous information about the model. Furthermore, the behavior that the data show is strongly

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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Figure 10: The graphic of the real data and the identification data corresponding to the same
time. Source: by the authors.

nonlinear. Fuzzy technique has the proper pliability for these type of models, which allows to

reach faithful formulas, and with capacity to describe the real phenomenon. The identification
process that has been applied in this work is divided into three main parts: the fuzzy clustering,
a Takagi and Sugeno inference method, and a cross validation of the type k-fold. The chosen

validation, with k = 4, allows the elimination of over training, which reached the value VAF up
to 80.35%.

It is important to highlight, as a mathematical contribution of this work, the three-dimensional
graphic, which is an interpretation of the geometry of the data clustering. The engineering rele-

vance of the study rests in the use of fuzzy identification in data from a hydrogen fuel cell. The
two novel aspects of this proposal are, to the best of our knowledge, uncommon in the literature.

Fuzzy methodology has shown good performance for identification tasks, validated by the k-
fold technique, specially in cases when there is little information about the process, as is the

case of this study. The improvement on the codification, for better performance in accuracy and
computer speed, is a research currently is progress. Furthermore, a future survey is among the
purposes, involving a comparative study with other techniques and its combinations applied to

same and different data.

RESUMO. Uma identificação fuzzy da dinâmica de um sistema é desenvolvida com dados

gerados por um simulador de uma célula de combustı́vel de hidrogênio. Os dados obtidos

são do tipo de entrada única – saı́da única, sem conhecimento prévio do modelo do sistema,

e mostrando um comportamento não-linear. A escolha do método fuzzy para identificação

baseia-se nessas caracterı́sticas especı́ficas dos dados e na maleabilidade da técnica mate-

Tend. Mat. Apl. Comput., 18, N. 3 (2017)
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mática fuzzy. O objetivo da identificação fuzzy é chegar a uma fórmula analı́tica para uma

melhor compreensão do relacionamento causa – efeito dos dados, seguido de sua validação.

O processo dinâmico de identificação do sistema é realizado usando clusterização fuzzy

através do algoritmo Gustafson e Kessel, seguido por um método de inferência fuzzy de

Takagi e Sugeno. A técnica k-fold, é a ferramenta de validação cruzada, usada para evi-

tar o excesso de treinamento dos dados. A novidade da abordagem proposta abrange carac-

terı́sticas matemáticas e de engenharia que faz este estudo de caracter interdisciplinar. Como

contribuição matemática, existe uma interpretação gráfica tridimensional da geometria de

agrupamento de dados, obtida através de simulações com codificação própria. Relativo ao

contexto de engenharia, a novidade é baseada no uso da abordagem fuzzy para a simulação

da célula de combustı́vel de hidrogênio. Ambas as contribuições não têm precedentes na

literatura. Os resultados da identificação fuzzy mostram alta confiabilidade em termos de

validação cruzada, tornando a abordagem fuzzy uma ferramenta promissora para identifica-

ção de modelos de caixa preta. Combinar esta técnica com outras já estabelecidas irá fornecer

um instrumento poderoso para problemas industriais.

Palavras-chave: Célula de Hidrogênio, clusterização fuzzy, identificação de sistemas dinâ-

micos, método de Takagi Sugeno.
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Novel method based in fuzzy clustering for EEG signal
analysis
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Introduction

The signals from an ElectroEncephaloGram, EEG for short, are well
known for being highly subjective and may appear at random in the time
scale. These are the main reasons for extracting and analyzing EEG signal
parameters using computers as more efficient in diagnostics. With this
motivation, nonlinear methods have been proposed to extract parameters for
analysis and classification of time series signals. The Higuchi fractal dimen-
sion (HFD) parameter [2] measures the complexity, and the chaotic nature
of the time series signals. The sample entropy (SampEn) is a statistical
parameter to quantify its predictability [4].

New methods have been proposed for the analysis and simplification of
the original time series captured, for instance, by the electroencephalogra-
phy procedure. Among others, the Empirical Mode Decomposition (EMD),
developed by Huang et al. [1], has been applied to nonlinear and non
stationary signal analysis. The EMD method objective to break down the
signal in Intrinsic Mode Functions (IMF), without leaving the time domain.

A novel method is proposed in this study with the objective of extracting
a single IMF function from the Original Times Series (OTS). This function,
that we denote as ESF (extracted simplifyed function), matches the HFD
and the SampEn parameters of the OTS, with a small absolute difference
error as a validation of the method. A fuzzy clustering based in Gusftason
and Kessel algorithm [3] is applied to the time series interpreted as a time-
output system, that divides the temporal universe in subsets containing the
highest degree of memberships information, obtained from the clustering
procedure. From there, and using the Hilbert –Huang transform (HHT),
the amplitude modulation bandwidth (BAM) and frequency modulation
bandwidth (BFM) are extracted from analytic representation of the single
IMF. Furthermore, a new procedure of fuzzy clustering is perform with the

2amabertone@ufu.br
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parameters obtained to conclude an effective classification of EEG signals
in three types: normal, not normal or unknown.

Methods and results

The OTS used to apply the new method is a real data extracted from [5].
The results of the computational elapsed time (CET) for the fuzzy clustering
process (FCP), for the calculation of the HDF and SampEn parameters of
each data (OTS and ESF), the final results of this calculations, and the
validation absolute error (VAE), are described in Table 1.

Table 6.2: Informative table of the results in simulations.

CET (sec) HFD SampEn VAE

FCP 2.052

Original time series 0.053 1.41617 1.41616 0.00001

Simplify time series 2.720 0.6215 0.6217 0.0002

The graphic of the OTS together with the ESF obtained by the fuzzy
clustering method, are shown at the top of Figure 1, and in the same Figure
1, both curves are shown in different plots.
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Figure 6.6: Top: OTS (red output) and ESF (blue output); middle plot: OTS; bottom plot: ESF.

Next step is to apply the HHT transform follows by the new application
of the FCP for the classification of the EGG signal. This second step of the
research is already complete. Due to the small space of this abstract it will
be presented at the congress communication.

Conclusions

Promising results encourage to improve the technique of extracting a
single intrinsic mode function from fuzzy unsupervised learning technique,
in order to analyze and submit to the whole procedure of classification of
EEG signals through the Hilbert - Huang transform. A new procedure of
fuzzy clustering, is finally perform with the parameters obtained concluding
in an effective classification of EEG signals in normal, not normal or
unknown.

Referências

[1] N. E., Huang, Z. Shen, S. R. Long, M. C. Wu,H. H. Shih, Q. Zheng,
Yen, N. C.; Tung, C. C.; Liu, H. H. (1998). The Empirical Mode
Decomposition and the Hilbert Spectrum for Nonlinear and Nonsta-
tionary Time Series Analysis. In Proceedings of the Royal Society of
London A. 454: 903– 995, 1998.



74 Capítulo 6. Comunicações Orais

[2] T. Higuchi. Relationship between the fractal dimension and the power
law index for a time series: A numerical investigation. Physica D, 46,
254-264, 1990.

[3] D. E. Gustafson and W. C. Kessel, Fuzzy clustering with fuzzy co-
variance matrix. In Proceedings of the IEEE Control and Decision
Conference, San Diego, USA, 1979.

[4] J. S. Richman, J. R. Moorman. Physiological time-series analysis
using approximate entropy and sample entropy. American Journal of
Physiology. Heart and Circulatory Physiology. 278 (6): 2039–2049,
2000.

[5] R. Q. Quiroga, M. Schuermann. EEG, ERP and single cell recordings
database. Available in: http://https://vis.caltech.edu/ rodri/data.htm.
Access in: March 11, 2017.



A.5. Apresentação na Universidade of Colorado at Denver - USA 117

A.5 Apresentação na Universidade of Colorado at
Denver - USA



118 APÊNDICE A. Trabalhos próprios relacionados



119

APÊNDICE B
Principal Resultado Publicado: IEEE

Latin America - 2019



120 APÊNDICE B. Principal Resultado Publicado: IEEE Latin America - 2019



1794                                                               IEEE LATIN AMERICA TRANSACTIONS, VOL. 17, NO. 11, NOVEMBER 2019 

dados extraídos de benchmarks, com o objetivo de validar a 
técnica em diferentes tipos de sistemas, desde séries temporais 
até sistemas de várias entradas e várias saídas.  
   Como meio de comparação utiliza-se o toolbox de 
identificação de sistemas do Matlab® [18], o qual possui a 
rotina compare, que emprega a raiz quadrada do erro médio 
quadrático normalizado (normalized root mean square error em 
inglês) (NRMSE) como medida de acurácia. A escolha da 
ferramenta compare foi feita com o ideal de consolidar um 
único meio de comparação.  
   Apesar do uso do Matlab, todo o processo do método 
proposto é desenvolvido com código próprio que proporciona 
independência e permite melhorias futuras. Como pesquisa 
ainda em curso, a nova ferramenta foi aplicada na área de 
predição, com o objetivo de empregar a técnica proposta e testar 
sua eficiência na área. De fato, recentemente alguns métodos 
presentes na literatura [2,8,9,20,21], se baseiam em técnicas de 
redes neurais ou fuzzy para fazer previsões em diversas áreas, 
como: preço de ações, clima, energia, entre outros. Por 
exemplo, Voronim [27] apresenta um método que prevê preços 
e picos normais no mercado de eletricidade; Dovzan [9] propõe 
um modelo fuzzy para empresas que fornecem eletricidade. O 
método apresentado neste trabalho é aplicado a um processo de 
predição de energia [19]. 

De maneira sucinta, as principais contribuições desta 
pesquisa são a inovação na construção do modelo de 
antecedentes e consequentes de T-S, ganho no esforço 
computacional do procedimento completo, código próprio que 
permite evolução da técnica e a possibilidade comprovada de 
ser aplicada à predição, entre outras áreas. Além dessas 
vantagens, a metodologia está sendo utilizada como ferramenta 
de predição em projetos multidisciplinares, envolvendo 
companhias brasileiras privadas especializadas em venda on-
line.  

A organização do trabalho segue a seguinte estrutura: após 
uma breve revisão sobre clusterização fuzzy e os fundamentos 
de inferência T-S, apresenta-se o algoritmo para construir o 
conjunto de regras “se-então”, assunto desenvolvido na Seção 
2. Simulações de comparação com dois métodos de 
identificação de sistemas são apresentadas na Seção 3. Uma 
aplicação do método à predição é desenvolvida na Seção 4. Na 
Seção 5 conclui-se o artigo e sugere-se questões para pesquisas 
futuras. 

II. ALICERCE MATEMÁTICO 

Esta seção fornece uma breve revisão sobre as ferramentas 
necessárias para respaldar a nova metodologia elaborada neste 
estudo. 

A. Algoritmo de Clusterização de G-K 

    Seja um conjunto Z  de dados amostrados cujos elementos 
são os vetores linha 𝑧𝒊 da forma:   

𝑧𝒊 ൌ ሺ𝒊, 𝑥௜ଵ, 𝑥௜ଶ, … , 𝑥௜௡; 𝑜𝑢𝑡𝑝𝑢𝑡𝒊ሻ்,                                             (1) 
 

𝒊 ൌ 1,2, … , 𝑁, 𝑁 é o número total de dados amostrados. O 
procedimento de clusterização inicia-se resolvendo um 
problema de otimização cuja função objetivo é dada por: 
 
𝐾ሺ𝑍; 𝑈, 𝑉, 𝑀ሻ ൌ ∑௖

௝ୀଵ ∑ே
௜ୀଵ 𝜇௝௜

௠𝑑௝௜,ெ೔
ଶ ሺ𝑧௜, 𝑣௝ሻ,                           (2) 

 
em que 𝑚 é conhecido como o parâmetro de fuzificação [4]; 
acompanhada das restrições relativas ao agrupamento fuzzy:  
 

0 ൑ 𝜇௝௜ ൑ 1, 𝑗 ൌ 1, … , 𝑐, 𝑖 ൌ 1, … , 𝑁
     

∑௖
௝ୀଵ 𝜇௝௜ ൌ 1, 𝑖 ൌ 1, . . . , 𝑁,

                                       (3) 

 
em que 𝜇௜௝ é o grau de pertinência de 𝑧𝒊 em relação ao cluster  
𝐶௝ e c é o número de clusters. Observa-se que a primeira 
restrição está relacionada ao grau de pertinência do ponto em 
relação a cada cluster e a última restrição é a soma total de todos 
os graus de pertinência relacionados a um mesmo ponto. Na 
função objetivo,  𝑈 representa a matriz de pertinência: 
 

𝑈 ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜇ଵଵ … 𝜇ଵ௜ … 𝜇ଵே
𝜇ଶଵ … 𝜇ଶ௜ … 𝜇ଶே

⋮ ⋮ ⋮
𝜇௝ଵ … 𝜇௝௜ … 𝜇௝ே

⋮ ⋮ ⋮
𝜇௖ଵ … 𝜇௖௜ … 𝜇௖ே,⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 ,                                                            (4) 

 
V representa o conjunto de centros de clusters  e M  representa 
a geometria do cluster, definindo a distância entre os pontos de 
Z e os elementos de V da maneira subsequente: 
 
𝑑௝௜

ଶ ൌ ሺ𝑧௜ െ 𝑣௝ሻ𝑀௝ሺ𝑧௜ െ 𝑣௝ሻ், 𝑗 ൌ 1, … , 𝑐, 𝑖 ൌ 1, … , 𝑁.                   ሺ5ሻ      
(4) 

 
    Os pontos estacionários da função objetivo da Eq. (2) sob as 
restrições (3) podem ser encontrados usando o método dos 
multiplicadores de Lagrange. Efetivamente, em [1] mostra-se 
que se 𝑚 ൐ 1, então 𝑈 é um extremo de 𝐾 se e somente se:  
 

𝜇௝௜ ൌ ൬
ௗ೔ೕ

మ

∑೎
ೕసభ ௗ೔ೕ

మ ൰
ି

భ
೘

, 𝑗 ൌ 1, … , 𝑐, i ൌ 1, … , 𝑁,                       (6) 

 
 e a fórmula para os centros de cluster é: 
 

𝑣௝ ൌ
∑ಿ

೔సభ ఓೕ೔
೘௭೔

∑ಿ
೔సభ ఓೕ೔

೘ .                                                                         (7) 

     
Os multiplicadores de Lagrange proveem mais informações 
como a expressão de 𝑀௝  sendo: 
 

𝑀௝ ൌ  𝑑𝑒𝑡 ሺ𝐹௝ሻ
భ
೙𝐹௝

ିଵ, 𝑗 ൌ  1, . . . , 𝑐,       (8) 
 
em que 𝐹௝ é a matriz de covariância do 𝑗-ésimo cluster, definida 
por:  
 
𝐹௝ ൌ ൫∑ே

௜ୀଵ 𝜇௝௜
௠൯

ିଵ
⋅ ∑ே

௜ୀଵ 𝜇௝௜
௠ሺ𝑧௜ െ 𝑣௝ሻ ⋅ ሺ𝑧௜ െ 𝑣௝ሻ்.        (9) 
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Para iniciar o algoritmo de G-K, considera-se m=2 [1] e um 
erro de parada e. A seguir é construído o conjunto 𝑉, de centros 
iniciais de clusters, tomando valores do própio conjunto de 
dados Z, igualmente espaçados. Na sequência, é realizado o 
cálculo das distâncias entre o conjunto de dados e o centro de 
cada cluster,  através da distância Euclidiana, ou seja M j  é a 
matriz identidade I, para todo j. Da Eq. (6), obtém-se a matriz 
𝑈଴ e, como consequência, os novos centros de clusters definidos 
pela fórmula da Eq. (7). A partir daí, obtém-se a nova geometria 
do cluster determinado pela matriz M j da Eq. (8) – Eq. (9).  Ao 
finalizar, é obtida a nova matriz de pertinências U voltando à 
Eq. (4). As etapas do algoritmo G-K são retomadas no 
fluxograma mostrado na Figura 3. 

B. Modelo Fuzzy T-S 

    O sistema de inferência T-S é baseado em regras “se-então”, 
em que o antecedente é um conjunto fuzzy e o consequente é 
uma função afim. Das informações das entradas da matriz 𝑈 da 
Eq. (4) são construídos os antecedentes do sistema de inferência 
T-S, 𝐴௝, considerando o seguinte conjunto: 

𝑂௝ ൌ ሼሺ𝑖, 𝜇௝௜ሻሽ௜ୀଵ
ே , 𝑗 ൌ 1, . . . , 𝑐                                             (10) 

 
o qual é ajustado por uma função do tipo Gaussiana. É salutar 
observar que 𝑂௝ é composto por pares, cujo primeiro 
componente, 𝑖, é o lugar que ocupa o ponto 𝑧௜ no conjunto Z 
(ordinal). O segundo componente do par é o grau de pertinência 
de 𝑧௜ em relação ao cluster 𝑗. Considerando o universo 𝐼 ൌ
ሼ1,2, … , 𝑁ሽ e o número 𝛼, é construído o nível-𝛼  do conjunto 
fuzzy 𝐴௝, ou seja, o conjunto definido por: 
 
ൣ𝐴௝൧

ఈ
ൌ ሼ𝑖 ∈ 𝐼, 𝜇௝௜ሺ𝑧௜ሻ ൒ 𝛼ሽ,    para  0 ൏ 𝛼 ൑ 1,                        (11) 

 
e para 𝛼 ൌ 0 o fecho topológico do conjunto suporte de 
𝐴௝  definido por ሼ𝑖 ∈ 𝐼, 𝜇௝௜ሺ𝑧௜ሻ ൐ 0ሽ. 
    Para melhor entendimento geométrico do processo de 
obtenção dos antecedentes do sistema de inferência, visualiza-
se na  Fig. 1 a construção de um plano à altura 𝛼 que determina 
a projeção do nível 𝛼 da função de pertinência multivariada no 
plano vertical, determinado pelo eixo ordinal e o eixo das 
pertinências.  
 

 
Fig. 1.  O plano, à altura  𝛼, corta a função de pertinência e é feita a projeção 
sobre o plano vertical determinado pelo eixo temportal e o eixo das pertinências. 

Essa projeção é feita em forma computacional reunindo no 
conjunto 𝑂௝ as primeiras coordenadas dos vetores 𝑧௜ que 
possuem pertinência maior ou igual a um número 𝛼 no 
corresponde cluster j. Esse conjunto está representado pelo 
segmento azul no plano 𝑖𝜇௝௜, que será a base para a construção 
da função gaussiana antecedente. O valor de 𝛼 é deteminado  
através de um algoritmo (modificado) de ajuste dos dados a 
uma função do tipo Gaussiana [10] 𝑂௝ a uma curva gaussiana 
[10], obtendo a fórmula analítica: 
    

𝜇஺ೕ
ሺ𝑥ሻ ൌ exp ൬െ

ሺ௫ି௩ೕሻమ

ଶఙమ ൰ , 𝑗 ൌ  1, . . . , 𝑐, 𝑥 ∈ ℝ        (12) 

 
    Na Fig. 2 é mostrado o ajuste de um dos conjuntos 𝑂௝, em 
uma das simulações da Seção 3.  
 

 
Fig. 2. Conjunto de dados 𝑂ଷ representado pelos pontos de cor azul para o 
exemplo 2 da Seção 3, ajustado pela função Gaussiana dada na Eq. (12). 

 
    As regras fuzzy são estabelecidas a seguir: 

 𝑅𝑒𝑔𝑟𝑎௝: Se  𝑖  é  𝐴௝  então  
 
 𝑦௝ሺ𝑖ሻ   ൌ   𝑎௜଴ ൅ 𝑎௜ଵ𝑖 ൅ 𝑎௜ଶ  𝑥௡ଵ ൅ ⋯ ൅ 𝑎௜ሺ௡ାଵሻ𝑥௡௜, 𝑖 ∈ 𝐼,            (13) 

 
em que 𝑥௜ଵ, 𝑥௜ଶ, … , 𝑥௜௡ são os atributos dos dados amostrados, 
𝑅𝑒𝑔𝑟𝑎௝, 𝑗 ൌ 1, … , 𝑐 é a 𝑗-ésima regra fuzzy, 𝑐 é o número de 
regras, 𝑦௝  a saída do 𝑗-ésimo sistema linear do modelo fuzzy. 
Para calcular ሾ1  𝑎௜଴  𝑎௜ଵ   …  𝑎௜ሺ௡ାଵሻሿ், é utilizado o método 
dos mínimos quadrados para minimizar:  
 

𝐸 ൌ min
௜

ቄଵ

ଶ
∥ 𝑦ොሺ𝑖ሻ െ 𝑠𝑎í𝑑𝑎ሺ𝑖ሻ ∥ଶቅ                                      (14) 

 
no qual:  
 

𝑦ොሺ𝑖ሻ ൌ
∑௖

௝ୀଵ 𝜇஺ೕ
ሺ𝑖ሻ ⋅ 𝑦௝ሺ𝑖ሻ

∑௖
௝ୀଵ 𝜇஺ೕ

ሺ𝑖ሻ
, 𝑖 ∈ 𝐼.                                    ሺ15ሻ 

 
     O resultado final do modelo fuzzy é alcançado pela fórmula 
analítica:  
 

𝑦ොሺ𝑥ሻ ൌ
∑೎

ೕసభ ఓಲೕ
ሺ௫ሻ⋅௬ොሺ௫ሻ

∑೎
೔సభ ఓಲೕ

ሺ௫ሻ
, 𝑥 ∈ ℝ.     (16) 
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     Em resumo, o algoritmo é descrito no fluxograma da Fig. 3. 
 

 
Fig.  3. Fluxograma do método de identificação proposto. 

III. COMPARAÇÃO COM OUTRAS METODOLOGIAS 

Nesta seção são mostrados os resultados das simulações 
feitas no Matlab em que se comparam a nova técnica com as 
estruturas de representação de modelos NARMAX e de 
Hammerstein-Wiener.  

A. Simulações 

    A simulação é efetuada empregando a rotina compare, que 
retorna a resposta simulada de um modelo de sistema dinâmico. 
A rotina também exibe o gráfico da identificação e a medida de 
acurácia NRMSE. A tabela de comparação é formulada em dois 
viéses: a NRMSE  e o Tempo de Execução Computacional 
(TEC). As comparações foram feitas através de código próprio, 
alcançado em uma máquina única de comparação e tempo 
medido em segundos. O NRMSE é definido como: 
 

𝑁𝑅𝑀𝑆𝐸 ൌ 100 ⋅ ቀ1 െ
∥ௗ௔ௗ௢௦ିୟ୮୰୭୶∥మ

∥ௗ௔ௗ௢௦ି௠éௗ௜௔ሺௗ௔ௗ௢௦ሻ∥మቁ,                    (17) 

em que dados é um elemento de Z, aprox é o resultado da 
identificação, média é a média aritmética dos dados amostrados 

e ∥⋅∥ é a norma Euclidiana do espaço real. O valor do NRMSE 
obtido representa a percentagem de acerto na identificação.   
   Dois tipos de base de dados são utilizados para comparar a 
técnica  apresentada com as duas outras metodologias: 
 
(1) Uma série temporal, chamada neste estudo de energy, com 
informações reais de geração de energia do Brasil [19]; 
(2) dados MISO coletados a partir de uma célula a combustível 
de hidrogênio simulada [4]. 
 
   Para a construção do modelo Auto-Regressivo utilizou-se as 
funções idnlarx e nlarx. Para o modelo Hammerstein-Wiener 
utilizou-se as funções idnlhw e nlhw. Como o desempenho das 
três técnicas depende do número de parâmetros utilizados na 
modelagem, escolheu-se o mesmo número para todas as 
técnicas. No caso (1) o número de parâmetros é de 34 e no caso 
(2) o número de parâmetros é de 41. 

(1) O banco de dados energy apresenta uma série temporal, 
na qual a entrada é representada pelo mês e a saída é a energia 
gerada nas regiões sudeste e centro-oeste do Brasil de 2000 a 
2016. O Operador Nacional do Sistema Elétrico, entidade 
vinculada ao governo brasileiro, fornece, neste conjunto de 
dados, 204 valores medidos em GWh [19]. 
   Na Tabela I são destacadas a acurácia na medida NRMSE e o 
TEC dos testes comparativos. O gráfico com o resultado 
alcançado através do método NARMAX é mostrado na Fig. 4. 
Na Fig. 5 é exibido a resposta do método de Hammerstein e 
Wiener e na Fig. 6 a da metodologia fuzzy.  

 
 

TABELA I 
TABELA COMPARATIVA PARA O BANCO DE DADOS ENERGY 

NARMAX HW CFTS 

NRMSE TEC NRMSE TEC NRMSE TEC
67,129% 0,974 s 64,143% 4,122 s 75,715% 0,0225 s

 

 
Fig.  4. Gráfico e desempenho do NRMSE demonstrados através da rotina 
compare, referente ao banco de dados energy sob a ação da metodologia 
NARMAX, de nome narxdata  expresso na figura. No quadro superior à direita, 
com o nome Fit % é mostrado o NRMSE da simulação. 
 

(2) O banco de dados que, neste estudo foi chamado de 
hydrocell, surgiu a partir do trabalho de Avelar [4]. O hydrocell, 
simula uma célula de combustível a hidrogênio que considera o 
efeito da temperatura interna. Toda a estrutura da célula de 
combustível foi simulada no software PSIM® [4]. Neste 
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ambiente  a célula é capaz de gerar tensão contínua entre 20V e 
50V;  a tensão varia conforme a corrente consumida nos seus 
terminais, sendo elevada para 380V antes de ser aplicada ao 
módulo inversor.  As características da planta são diferentes 
diante do aumento e da queda de temperatura, pois o 
aquecimento é mais rápido que o resfriamento. A célula é do 
tipo PEMFC Nexa, fabricada pela Ballard, sendo testada em 
laboratório para levantamento estático e dinâmico, propiciando 
assim o modelo obtido [4]. 
 

 
Fig. 5.  Gráfico construído no compare, referente ao energy utilizando o método 
de Hammerstein e Wiener, de nome hammweidata expresso na figura.  

 

 
Fig. 6.  Gráfico construído no compare, referente ao energy utilizando a técnica 
proposta, de nome defudata expresso na figura. 

  
    A modelagem clássica foi explorada com o toolbox de 
identificação fuzzy de Babuska [5], resultando em um trabalho 
de identificação primária publicado em [6]. A partir desse 
trabalho, que incluiu simulações com a técnica n-fold [6], foi 
proposto como objetivo a melhora do toolbox de identificação 
de Babuska, principalmente em termos do esforço 
computacional, ganhando também em acurácia. 
    Na Tabela II são destacadas as médias fit e tc, como descritas 
anteriormente, dos testes comparativos. Os gráficos com os 
resultados alcançados através do toolbox de identificação do 
Matlab para o método NARMAX são mostrados na Fig. 7. Na 
Fig. 8 é mostrado o resultado do método de Hammerstein e 
Wiener e na Fig. 9 o da metodologia proposta neste estudo.  

 

TABELA II 
TABELA COMPARATIVA PARA O BANCO DE DADOS 

HYDROCELL – EXTRAÍDA DO MATLAB 

NARMAX HW CFTS 

NRMSE TEC NRMSE TEC NRMSE TEC
11,113% 3,858 s 53,382% 12,79 s 92,346% 0,8289 s

 

 
Fig.  7. Gráfico e desempenho do NRMSE demonstrados através da rotina 
compare, referente ao banco de dados hydrocell sob a ação da metodologia 
NARMAX, de nome narxdata  expresso na figura. No quadro superior à direita, 
com o nome Fit % é mostrado o NRMSE da simulação. 

 

 
Fig.  8.  Gráfico construído no compare, referente ao hydrocell, utilizando o 
método de Hammerstein e Wiener, de nome hammweidata expresso na figura.  

 

 
Figura  9.  Gráfico construído no compare, referente ao hydrocell, utilizando o 
método de Hammerstein e Wiener, de nome hammweidata expresso na figura.  
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    Destaca-se que, em termos de qualidade, baseando-se nas 
medidas NRMSE e TEC, a metodologia proposta neste trabalho 
apresentou o melhor desempenho em todos os casos. 

IV. APLICAÇÃO PARA PREDIÇÃO 

    O banco de dados energy é utilizado para predição como 
aplicação do novo método proposto neste estudo. Os dados são 
divididos em passado, compostos pelos primeiros 104 dados, e 
o restante dos dados é considerado futuro, a fim de validar os 
dados previstos em confronto com os dados reais. Para que a 
predição ocorra é necessário realizar a identificação fuzzy dos 
dados do passado, com o objetivo de detectar o padrão a ser 
previsto. De fato, a partir dos dados do passado e usando a 
fórmula analítica da Equação (18), 𝑓ሺ𝑡ሻ é definido como padrão 
do intervalo ሾ𝑡ଵ, 𝑡௉ሿ, em que  𝑡ଵ é a primeira semana e 𝑡௉ a 
última semana coletada. A predição no instante 𝑡௉ାଵ, é o valor 
de 𝑓ሺ𝑡௉ାଵሻ.  A seguinte predição é feita incorporando o dado 
real da semana 𝑡௉ାଵ, a fim de realimentar o processo com um 
novo passado e continuar a iteração. A medida de acurácia da 
predição utilizada neste experimento [18] é dada por: 
 

P ൌ 1 െ ቚ
୴ୟ୪୭୰ ୰ୣୟ୪  ି୴ୟ୪୭୰ ୮୰ୣୢ୧୲୭

୴ୟ୪୭୰ ୰ୣୟ୪
ቚ.                                       (18) 

 
 A Fig. 10 mostra o resultado de 30 semanas de previsão, com 
os detalhes na Tabela III. 
 

 
Fig.  10. Gráfico de trinta semanas de previsão do banco de dados de energy. 
Os pontos azuis são os 30 valores reais das semanas e os pontos em cor magenta 
são os valores previstos. As bandas verdes representam os limites de 0,90 da 
medida P da fórmula (18). 
 
 

TABELA III 
RESULTADOS DA ACURÁCIA (P) PARA 30 SEMANAS DE 

PREVISÃO SEMANAL 
Semana P Semana P

1 0,95 2 0,9
3 0,95 4 0,99
5 0,97 6 0,97
7 0,95 8 0,97
9 0,96 10 0,99
11 0,96 12 0,97
13 0,96 14 0,86
15 0,97 16 0,99
17 0,96 18 0,97
19 0,95 20 0,98
21 0,93 22 0,98
23 0,96 24 0,98
25 0,96 26 0,92
27 0,99 28 0,99
29 0,99 30 0,95

    Nota-se que a precisão, em geral, da tabela em que, em 30 
semanas, só aparece um dado abaixo de 0,90 de acerto no 
sentido da medida P. Semanas seguidas de alto acerto na 
medida P correspondem a semanas de dados estáveis do energy. 
Salienta-se que este não tem sido o único experimento de 
previsão efetuado ao longo desta pesquisa, sendo testado em 
outros bancos de dados coletados pelos autores e provenientes 
de benchmarks. 

V. CONCLUSÃO 

    A estrutura da identificação de sistemas através de modelos 
do tipo Takagi-Sugeno é discutida nesta pesquisa, todavia há a 
introdução de um novo método para a construção dos 
antecedentes e dos consequentes das regras fuzzy.  
    A partir do método fuzzy de clusterização de Gustafson e 
Kessel, extrai-se a informação da amplitude de um α-nível 
correspondente a cada cluster. Diante disso, uma função 
Gaussiana unidimensional é definida como antecedente da 
regra, como projeção da correspondente Gaussiana 
multivariável. O consequente é uma função afim que incorpora 
os atributos dos dados amostrados, recuperando a informação 
qualitativa da modelagem na saída do sistema de inferência. 
Produto da defuzificação do modelo de Takagi-Sugeno, surge a 
fórmula analítica que interpreta quantitativamente o fenômeno 
estudado.  
    A nova abordagem tem sido  testada por meio de dados 
coletados pelos autores e por dados extraídos de uma 
companhia brasileira pública do setor de energia, comparada 
com duas estruturas de representação de modelos que também 
fornecem fórmulas analíticas.  
     Como resultado da comparação, a técnica demostrou melhor 
desempenho em todos os experimentos, em função de duas 
medidas comparativas: a raiz quadrada do erro médio 
quadrático normalizado e o esforço computacional.  
    Além disso, o método fuzzy concebido nesta pesquisa é 
atraente para outras áreas como, por exemplo, predição de 
dados. A experimentação com resultados convincentes abre 
ramificações para trabalhos futuros na área de predição; assim 
como em outras em que a ferramenta de identificação de 
sistemas é imprescindível.  
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