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Pivello, M. R., 2001, “Geragao e Otimizacdo de Malhas Estruturadas Sobre Dominios
Bidimensionais Arbitrarios”, Dissertagdo de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia, MG.

RESUMO

Este trabalho apresenta uma metodologia para geracéo e otimizagdo de malhas estruturadas
sobre dominios bidimensionais arbitrarios. O metodo consiste em dividir o dominio em areas ou
subdominios quadrilaterais e discretiza-los individualmente para depois conectar a malha entre
areas vizinhas. Uma formulagéo paramétrica da interpolagdo por spline clbica foi empregada
tanto na caracterizagéo do dominio como na aplicagéo das condices de contorno, e a geragéo
da malha foi feita através de um sistema acoplado de equagdes elipticas de Laplace. O
processo de otimizagdo consiste em realocar os nés de fronteira de modo a se obter elementos
quadrados, tendo como variaveis de projeto as coordenadas paramétricas destes nos. Estas
servem como condigdes de contorno de Dirichlet para o sistema gerador de malhas, qué
realocara os nos internos ao dominio. Para garantir a continuidade da malha, impde-se ©
mesmo conjunto de condi¢es de contorno a faces comuns a areas adjacentes. Quando 2
forma dos subdominios ndo deve ser modificada, aplicam-se condi¢gdes de Dirichlet. Quando
permite-se esta alteragao, condicbes de Neumann sdo usadas para garantir uma transigéo
mais suave da malha entre os subdominios adjacentes e melhor adaptada ao dominio. Est@
opgdo mostrou-se particularmente interessante quando aplicada a geometrias tipicas de CFD,
possibilitando a concentragdo da malha em certas regides, e mantendo ainda as propriedades
de malha estruturada. Foram testados dois métodos de busca, um por Algoritmos Genéticos €
outro por gradiente, sendo que somente este Gltimo mostrou-se viavel do ponto de vista do
custo computacional. Os resultados confirmam a rapidez do método, permitindo que seja
empregado em problemas que exigem remalhagem durante o processo iterativo.

Palavras chave: Malhas estruturadas, otimizagdo, dominios bidimensionais arbitrarios.



Pivello, M. R., 2001, “Generation and Optimization of Structured Meshes on Generic Two

Dimensional Domains”, M. Sc. Dissertation, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia,

MG.

ABSTRACT

The aim of this work is to develop an algorithm for optimizing structured meshes generated over
generic two dimensional domains, by splitting complex shapes into a collection of quadrilateral
sub domains, which are then meshed by a Laplacian elliptic mesh generator, and the mesh
smoothness between adjacent areas is imposed later. A parametric formulation for cubic spline
interpolation is used both to define the domain and apply the boundary conditions. In order to
get square elements, a nodal repositioning algorithm is used, and two search methods are
tested: a genetic algorithm and a gradient based method. The algorithm reallocates the
boundary nodes and uses their parametric coordinates as Dirichlet boundary conditions to solve
the Laplacian generator system and update the interior nodes coordinates. To get a continuous
mesh between adjacent areas, the user gives the same boundary conditions to the nodes
located on the common boundaries. If the original geometry of the areas is important to the
problem, and must remain unchanged, Dirichlet conditions are applied. Otherwise, the shape of
the subdomains is changed so that a smoother mesh is obtained. To ensure this smoothness,
Neumann conditions are aplied to the modified boundaries. This method has shown very
interesting results when applied to domains that are often found in CFD problems. Because of
the large number of design variables, the genetic algorithm had a poor time performance, and
could be applied only to simple quadrilateral domains. On the other hand, the gradient based
method proved to be fast enough to be applied to problem where remeshing during the iterative
process is necessary. The results also show that this method may be adapted to work as a

shape optimization algorithm.

Keywords: structured meshes, optimization, general shape two dimensional domains




Capitulo 1

Introducéao

O método dos elementos finitos € um dos métodos de discretizagdo mais usados na
resolugéo de problemas de engenharia, valendo-se geralmente de malhas nado estruturadas. A
preferéncia por este tipo de malha vem de sua melhor adaptacdo a geometrias complexas,
fazendo com que sejam empregadas até mesmo em campos onde os problemas s&o
predominantemente analisados com malhas estruturadas, como CFD, por exemplo. A principal
diferenca entre malhas estruturadas e ndo estruturadas é que nas primeiras qualquer no
interior ao dominio deve ser compartilhado sempre pelo mesmo numero de elementos, o que
ndo ocorre com malhas néo estruturadas, permitindo-lhes melhor adaptagéo a geometrias
complexas. Apesar disso, s&0 mais onerosas na resolugéo do problema fisico subjacente.

Uma condicdo necessdria, embora ndo suficiente para que a condicdo de malha
estruturada seja satisfeita € que a geometria seja quadrilateral e apresente 0 mesmo nimero
de elementos em faces opostas, o que & dificil de se conseguir para dominios complexos. Para
resolver este problema, este trabalho propde uma metodologia para geragao e otimizagéo de
malhas estruturadas em dominios bidimensionais arbitrarios através da decomposigdo do
dominio em subdominios quadrilaterais. Sobre cada subdominio gera-se uma malha
estruturada usando-se um sistema de equagdes elipticas de Laplace e depois impde-se a
continuidade da malha entre areas adjacentes.

Os métodos de otimizagéo de malhas podem ser divididos em dois grandes grupos, um
que mantém constante o niumero de elementos do modelo € outro que altera este numero. Sao
chamados de métodos h quando alteram a quantidade de elementos no modelo e métodos r
quando realocam 0S nos da malha.

Os métodos h sdo normalmente aplicados a malhas n&o estruturadas. Steve Owen
(Owen, 1997) faz uma rapida revisdo sobre alguns destes métodos, relacionando as técnicas
de refinamento & forma dos elementos empregados na malha. Para elementos triangulares, o
procedimento basico consiste em gerar novos elementos pela bisse¢do de suas faces ou
simplesmente pela introdugdo de novos nos no interior dos elementos. Para elementos
quadrilaterais, os métodos podem ser indiretos, se estes elementos forem obtidos a partir de
uma malha triangular, ou diretos, se forem gerados diretamente na forma quadrilateral.
Shimada, Liao e ltoh (Shimada et al., 1998) partem de uma triéngularizagéo de Delaunay
construida a partir de células quadradas alocadas sobre o dominio, segundo um vetor de
direcionalidade definido pelo usuério. A malha triangular é convertida para uma malha
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predominante ou totalmente quadrangular que satisfaga a direcionalidade original. Bern e
Epstein (Bern e Epstein, 1997) usam empacotamento por circulos para gerar malhas
quadrilaterais para dominios poligonais. A idéia do método &, antes da geragdo da malha,
preencher o dominio com circulos alocados proximos uns dos outros, de modo que as regides
vazias estejam cercadas por 3 ou 4 circulos. A malha é entéo construida fixando-se os vértices
dos elementos nos centros dos circulos, nos pontos de tangéncia e no interior das regides
vazias.

Ao contrario dos métodos h, os métodos r tém como caracteristica principal ndo alterar
a quantidade de elementos do modelo. Seu objetivo é realocar os nés da malha de modo a
minimizar a distorgdo dos elementos. Um exemplo simples consiste em realocar um né fazendo
com que sua posi¢ao seja a média das posigdes dos nos vizinhos. Outros métodos baseiam-se
em simular propriedades fisicas tais como forgas de atragdo e repulsao entre nos para buscar a
posicao otima. Cheng, por exemplo, associa a distorgdo do elemento ao seu peso e simula
forgas de atragdo gravitacional de modo que elementos distorcidos tendem a atrair os nos
vizinhos para o seu centréide (Cheng, 1993). Em (Lohner et al.,1986), os autores simulam a
forga entre nds vizinhos como sistemas de molas interagindo entre si. Shimada (Shimada,1997)
trata os nos como centros de esferas que se reposicionam para manter o equilibrio. Samareh
apresenta um resumo dos principais avangos e problemas para geracdo de malhas em
problemas de ofimizagdo multidisciplinar, onde alguns métodos de realocacéo nodal sao
analisados. Sao destacados os trabalhos de Batina (Batina, 1989) e Crumpton e Giles
(Crumpton e Giles, 1997). O primeiro propde que as arestas dos elementos sejam modeladas
como molas, cuja rigidez é inversamente proporcional ao seuy comprimento. O segundo
trabalho se concentra em problemas com grandes perturbagdes na malha, e propde uma
formulagdo baseada na equagdo da condugdo de calor, onde a condutividade térmica é
inversamente proporcional a area (ou volume, em 3D) do elemento.

Estes métodos s@o normalmente aplicados a malhas nao estruturadas, embora a
principio também possam ser aplicados a malhas estruturadas. Porém, a conectividade regular
deste tipo de malha permite que outros algoritmos sejam aplicados, diminuindo o esforgo
computacional. Alguns destes métodos utilizam métodos de geragado elipticos para otimizar

malhas geradas algebricamente, usando as coordenadas dos nés como ponto de partida

(Shanmugasundaram et al., 1997). Para diminuir o esforgo computacional, pode-se utilizar um

esquema de multigrelha, onde o sistema gerador é resolvido na malha grosseira e a solugdo é
entdo interpolada para a malha fina (Mastin, 1995).

Um ponto tdo importante quanto o método de otimizag&o utilizado, é a definicdo do
critério de malha 6tima. Estes critérios geralmente nao dependem do método de geragdo ou

otimizag&o empregados, mas sim do problema fisico a ser estudado. Em problemas estruturais,
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por exemplo, & comum estimar-se 0 erro pela energia de distorgéio ou energia total da malha
(Cheng, 1993), enquanto em problemas transientes pode-se levar em conta também o
movimento dos nos durante 0 processo para se analisar a deformagao da malha.

Percebe-se entéo a dificuldade de se desenvolver um critério genérico de malha 6tima,
que fornega resultados satisfatorios para problemas de diferentes areas. Porém, segundo 0s

trabalhos de Ribeiro (Ribeiro, 2000) e Berle (Berle, 1998), um bom ponto de partida seria a

regularidade geométrica
subjacente tende a Ser mais preci
(Zhou et al., 2000), embora trabalhando com malhas ndo estruturadas, também buscam a
regularidade da ma

O critério empreg

utilizar malhas estruturadas, a O
gerador eliptico possa ser empregado, dominios complexos, ou seja, de forma nao

dos elementos, uma Ve€zZ que a solugéo numérica do problema

sa se empregada uma malha uniforme. Zhou e Shimada

iha por realocagao nodal segundo critérios puramente geométricos.
ado neste trabalho também & puramente geométrico. Porém, por

timizacdo da malha é restrita ao reposicionamento dos noés.

Para que o

quadrilateral, devem ser decompostos pelo usudrio em subdominios quadrilaterais, que serao

discretizados independentemente.
Para garantir a continuidade da malha no caso de dominios complexos, o usuario tem

as opcbes de alterar ou nao a form
ados de entrada durante o processo de otimizagdo, quando estas n&o

a das faces comuns dos subdominios fornecidos ao

programa como d
participarem da defini¢do d
inalterada, impoem-sé condigbe

segundo, que trata as faces internas ao
btida impondo-se condicdes de Neumann as faces comuns, garantindo

a fronteira do dominio. Para 0 ¢aso de manter a geometria inicial
s de Dirichlet. Este método via de regra € mais rapido que o
dominio como isotermas. Neste caso, a continuidade

nas faces comuns éo

uma transigéo suave entre subdominios vizinhos. Este método, se mal empregado, pode recair

sobre a principal limitagdo quanto a
o de linhas equipotenciais proximas as quinas, afastando-as dos cantos.

o uso de equagdes de Laplace na geragdo de malhas, que

& a concentraga
Porém, configurando 0
conseguir efeitos de concentra

refinamento normalmente aplicado
o de n6s. Do mesmo modo que se concentram elementos triangulares nas

s subdominios de modo adequado, pode-se contornar esta limitagcdo e
cao de malha tais como os conseguidos pelo método de
a malhas ndo estruturadas, sem que seja necessario

aumentar o numer

malhas nao estruturadas, pode-se concentrar subdominios em regibes que precisam de

refinamento.
O baix

complexos sugere a @

0 processo iterativo seja nece

algumas iteragoes seja possivel aprov
e modificada do dominio, ja que, para um dominio com partes méveis, a

o tempo de célculo necessario para gerar maihas 4timas sobre dominios
plicag@o do método a problemas onde a remalhagem do dominio durante
gsaria. Uma vez gerada a malha otima, espera-se que durante

eitar sua configuragdo para realocar somente 0s nos

referentes a part
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mudanca de posig&o entre duas iteragbes sucessivas deve ser menor que o comprimento de
um elemento. Assim, definindo-se algum critério de tolerancia é possivel reduzir o ndmero de
otimizagbes de malha durante a resolug&o do problema, o que reduziria consideravelmente o
tempo de calculo.

A apresentagéo do trabalho segue a ordem de construciio de uma malha para um
dominio genérico. O capitulo 2 mostra a formulagéo paramétrica do algoritmo de interpolagéo
por splines clbicas, usado tanto na definicdo do dominio como na aplicagdo das condigdes de
contorno. O capitulo 3 trata da gerag&o de malhas estruturadas sobre dominios de forma
irregular usando-se sistemas de equagdes diferenciais elipticas de Laplace através da técnica
de mudanca de dominio. O capitulo 4 apresenta a descricdo do algoritmo, desde a
caracterizagdo parameétrica do dominio até a obtencdc da malha 6tima. Os resultados
apresentados no capitulo 5 mostram alguns dominios discretizados, a configuraggo original e
final dos subdominios, bem como o tempo de calculo necessario para cada caso. Os resultados
obtidos pelos dois métodos de continuidade da malha szo comparados, analisando-se
principalmente suavidade na transi¢cdo entre subdominios e o tempo de calculo. As conclusées

a que se chegaram ao final do trabalho sdo apresentadas no capitulo 6, e as referéncias
bibliograficas utilizadas s&o listadas no capitulo 7.



Capitulo 2

Interpolagéo por Spline Cubica

2.1 Parametrizagdo de Curvas através de Interpolagdo por Spline Cubica

O uso de curvas definidas parametricamente na representacéo de dominios arbitrarios &

preferivel em relagdo a formulagdo nao paramétrica devido a independéncia dos eixos

coordenados, uma vez que a variavel independente esta localizada sobre a curva a ser

representada. Esta formulagdo também facilita 2 utilizacdo de sistemas de coordenadas

coincidentes com a fronteira, 0 qué sera necessario neste trabalho. Além disso, a formulagao

paramétrica reduz 0 namero de vari
acional. O dominio da variavel é dado pelo comprimento da curva, mas pode ser

aveis independentes do problema, diminuindo assim seu

custo comput

normalizado para intervalos de comprimentos constantes, definidos pelo usuario, de modo a

diminuir o esforgo computac
independéncia em relacdo ao sistema referencial facilita a aplicagdo de transformagdes

mo rotag&o, escalonamento, reflexdo entre outros, geralmente presentes em

ional necessario para a caracterizagdo da geometria. Além disso, a

algébricas co

algoritmos de computagao grafica.
O modo mais simples de se representar uma curva definida por um conjunto de pontos

é por segmentos de reta, embora na
s com pequenos raios de curvatura necessitariam de um grande nuamero de

maioria das vezes ndo seja o modo mais indicado, uma

vez que curva
segmentos para representéd-
é a pratica mais usual na representagdo grafica de curvas. Estas, porém, n&o podem ter grau

muito elevado para evitar o overfitting,
proximas aos pontos definidos pelo usuario, mas seja altamente oscilatéria

las. Por isso, 0 uso de curvas n3o lineares, geralmente polindmios,

que faz com que a curva represente perfeitamente a

curva nas regioes

nos intervalos entre estes pontos. Para minimizar estes problemas, geralmente séo utilizados

polindmios interpoladores de terceiro grau, pois € 0 polindmio de menor grau a permitir pontos

. H H 2 ’ . .
de inflexdo no dominio, além de ser uma curva de continuidade C?, o que é suficiente para a

maioria das aplicagd
formulacdes mais conhecida

diferenga entre 0S dois métodos € qu
a spline usa um polinomio para cada intervalo definido entre dois pontos

es em problemas de engenharia, e neste caso em particular. Duas das
s sdo o polinémio interpolador de Lagrange e as splines. A grande
e o primeiro utiliza um nico polindmio para representar a
curva, enquanto

om que represente melhor o dominio.
a colegdo den pontos que servem de suporte para a construgdo

consecutivos, 0 qué fazc

A figura 2.1a mostra um
da curva da figura 2.1b. Para gerar esta curva através de uma spline clbica, geram-se (n-1)

polindmios de 3° grau, cada um definido entre 2 pontos consecutivos P; e Pi.;. Sua formulagio
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matematica, baseada na equacio da deflexgo da viga de Euler — Bernoulli, ¢ desenvolvida de

tal forma que Ihe garante algumas caracteristicas importantes como curva interpoladora

(Rogers, 1990):

1. Tem continuidade C? entre intervalos adjacentes;

2. Reduz instabilidade numeérica decorrente do uso de cu

rvas de interpolacdo de grau
elevado;

O polinémio de 3° grau é o minimo necessario para que haja pontos de inflexao no dominio.

" — M(X)

V=g

2.1)

pode ser escrita como

,,MA-x+B_
Y=g

(2.2)

linémio de 3° grau que descrevers a curva em
- 180 j& garante as caracteristicas 2 e 3. Além
ida por mais de 2 pontos, como geralmente ocorre, como a
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viga esta no regime elastico por hipotese, havera continuidade no raio de curvatura nos pontos

de apoio, 0 que garante a 12 caracteristica.

Um ponto genérico P(t) pertencente ao intervalo t; <t <t; , pode ser descrito entdo pela

equacao 2.3:

P(t)=B1+Bz-t+Ba-t2+B4-t3, t<t<ty (2.3)

Logo, para determinar as coordenadas do ponto P é necessario determinar os

coeficientes B; da equagao acima. Note que, para o0 caso bidimensional, P(tf) tem componentes
xt) e y() e, consequentemente, B tem dimensdes (n x 2), uma vez que a coordenada
paramétrica t & escalar.

Para determinar 0S coeficientes B

obviamente obtidas pela aplicagéo da eq. (2.3)
o valor de P(t). As outras s&0 obtidas pelas derivadas destas aplicadas aos mesmos pontos.

sA0 necessarias 4 equagdes. As duas primeiras sao

nas extremidades do intervalo, onde se conhece

P(ti):Pi:B1+Bz'ti+Bs'ti2+B4'ti3 (2.4a)

P(t.,)=P. =B +B; ti+Bs t2,+ B, thy (2.4b)
P'(t,):/:,':52+2-53-t,+3-B4-t,2 (2.4c)
(2.4d)

P'(ts) =Pl =B, +2-B; i +3:By -t

Como os polinémios s&0 definidos em cada intervalo, pode-se fazer t=0 sem que haja

perda na precisdo dos resultados. Desta forma, 0S valores de {B} sdo dados por:

B, =P, (2.5a)
B,=P (2.5b)
B P, Pl
By =3 bi—l-2. - (2.50)
i+1 i+1 I
p-P, P F
B 2.5 » *’?I’f?f (2.5d)
j+1 i+ I+

Esta equagdo € usada para descrever um Gnico intervalo. Porém, a curva € descrita

pela unigo de todos 0S intervalos, apresentando, portanto, pontos internos, como no caso da

figura 2.2.
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1

08F
06F
04k 1(i+2)
02F

ol
02f
04}
06 o

t(i+1) 1

‘DB - 4\‘*—»-_

4 ;‘&—-—ﬂ__‘\_,ﬁ‘_l“_
A o Ry T

<ol 4 45 &

Figura 2.2 Spline formada por 3 pontos ndo co-lineares.

Tomando-se 0s 3 pontos t; tus e tu, e lembrando-se da condigio de continuidade dé

curvatura entre intervalos, obtém-se o raio de Curvatura para o ponto t;,, a partir da eq. (2.6)-

P'(t)=2-B;+6-B, -t (2.6)

Avaliando-se esta equaco nos intervalos [titi1] € [tus..tiuz] em torno do ponto tier, MM
se:

P'(t;4)=2-B;+6-B,-t,,, O<t<t, (2.72)

P0}=2-8,, O0stzt,, (2.7b)

Substituindo-se (2.5¢c) e (2.5d)

nas equagdes (2.7) e lembrando-se da condiga0 as
continuidade de 2°

derivada entre intervalos adjacentes obtém-se g eq. (2.8) apds alguma®
manipulagdes algébricas.

' ' ' 3
b 2l b Bt Bl = P -Poe iy py) @9)

A aplicagdo da equacao (

a
2.8) ao longo de todos 0s segmentos que definem a curv
fornece um sistema de equacoe

. s
S que permite calcular syg inclinagdo em todos 0 ponto

internos, o que resulta em (n-2) equacgées para n pontos. Fixando-se as inclinagées e
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(2.9)

onde
1 0 0 0 0 O 0 0]
£ 2-(t2+t3) L, 0
Q £, 2-(t3+t4) t, 0
e : : : !
(') tijr1 2'(ti'+ti+1) tl 0
0 t ., 2-(t+t) oy
10 1
P,I
pr 3
P; };E[tzz'(Ps‘Pz)+t§'(Pz”P1)]
3
P ?—t—[tsz-(P4—P3)+tf-(P3—P2)]
. 34
Blizet e e R= :
P =i
E m[ti '(Pi+1“Pi)+ti2+1'(Pi‘Pi—1)]
Pi 3 [ |
P:; m[t,H ( n 'Pn~1)+t§ '(Pn—1 —PnAZ)]
Fa

O vetor P’, que contém as inclinagdes de todos os pontos que definem a curva é ent3
a0

obtido através da eq (2.1 0).

(2.10)

(Py=[MI" - {R}

O resultado obtido €m (2.10) permite agora resolver a eq. (2.5), que pode ser escrita

matricialmente de acordo com a €eq. (2.11)

7 o 0 0]
) |o 1 o olfl*
B, |<q =2 2 ZL|
By [ |t Tl ti; tkf P, 2.11)
o) |2 12kl
L tk+1 tk+7 tk+1 tk+1
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Uma vez determinado o vetor B pode-se generalizar a equagéo (2.3) para determinar as
coordenadas dos pontos Pi(f) sobre a curva:

Pi(t) =By + By -t + By 2 4By -7
ou, em notagéo matricial,

B1i
B..
py=f t 2 £]{7
BSi
By;

(2.12)

(2.13)

entdo, substituindo (2.11) em (2.13) e rearranjando, obtém-se

onde
t ,
f:t——, OST<1, 1<ISn-—1
i+1
e

(2.14)

(2.15)

Pir P }T
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Pode-se escrever

(2.16)

P ()= {F}- {6}

do com a equagéo (2.16), a coordenada de cada ponto P(t) no interior de um

De acor
intervalo & dada pela soma ponderada das coordenadas dos pontos nas extremidades do

intervalo e da inclinagédo da curva nestes dois pontos, sendo que 0 vetor {F} da eq. (2.15) age
como fungao de ponderagéo. Além disso, esta equagdo também mostra que P(t) depende dos
pontos de suporte. Esta parece uma observagao 6bvia, mas enfatiza que a escolha dos pontos

de suporte para a coordenada param
pela continuidade C? entre intervalos. Para isso, & necessario

étrica determina a suavidade da curva, que ndo €

garantida simplesmente

determinar o espagamento apropriado en

e estes coeficientes séo 0S respo
e conseguir uma curva suave € usar pontos

tre os pontos de suporte de modo a minimizar Bz e By

uma vez qu nsaveis pela n&o linearidade da curva

ora. Uma maneira eficaz de s

interpolad
rvas. Outro cuidado a se tomar é com o esforgo

equiespagados na definico das cu
computacional, ja que @ determinagéo
normalizagdo de todos 05 intervalos para
faz com que [M] fique constante, sendo necessaria entdo somente uma inversdo. Porém, se 0s
pontos de suporte ndo estiverem equies

interpolados em torno de intervalos menores.
Se ¢ for normalizado para o intervalo [0..1], 2 €. (2.15) fica

dos coeficientes B; envolve a inverséo da matriz [M]. A
um dominio de mesmo comprimento, por exemplo

pagados issoO pode gerar concentragéo de pontos

F1(t)=2-t3 _3-t2 +1

Ft)=-2-t°+3-t°
Ff)=t"-2-t2 +1 (2.17)
F,(t)=t° -t

ou, matricialmente,

o -2 1 1
3 3 -2 -1

Fl={r)- V=1 £ My o 1 o 2.48)
i 0 0 O

e a equagao (2.16) agora $€ tornou
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P(t)={T}-IN]- {6} (2.19)

A equacéo (2.9) agora é escrita da seguinte forma:

1 0 ’Pﬂ i |
L 41 0 P; >((B~B)-(r-1))
014 1 0 P 3((R-P)-(R,-P))
. f | o2
f-’i 3'((Pi+1_Pi)_(Pi—Pi*1))
1 4 1 . 3 '((Pn—l - Pn-z)_ (Pn—Z - Pﬂ‘3))
_ 0 1] (P P!

7

Embora reduza consideravelmente o tempo de calculo em problemas de grande porte; @
normalizagéo das coordenadas paramétricas pode causar alguns inconvenientes se os pontos
de suporte néo estiverem uniformemente distribuidos. Neste caso, se estes pontos fore™
simplesmente numerados sequencialmente, a curva resultante pode ndo representd’
adequadamente a curva. Uma alternativa Que apresenta bons resultados, e sera empregada
neste trabalho, é a numerag&o dos pontos de acordo com sua posig&o sobre a curva. Assim:

para a curva genérica apresentada na fig. 2.3, supondo que seu comprimento seja 1.0, 05 3
pontos que a definem seriam numerados da seguinte forma:

» Numerag&o seqiiencial: t; = 1, t, = 2,t3=3.

» Numerag&o pelo comprimento da curva: t1=0.0,t,=0.35t,=10.

Isto faz com que a curva resultante seja mais suave, representando melhor a geometra

do problema (Rogers, 1990). Ou seja, 0 modo como as coordenadas paramétricas dos pontos
de suporte s&o numeradas definira a suavidade da curva resultante.
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t3=3

t2'=0.35
_

Figura 2.3: Dois modos de ntos de suporte para a definicdo de uma spline

se numerar 0s po
e da curva, outra grande diferenca relacionada a numeragéo dos
tracéo de pontos em intervalos menores no caso de distribuigao
al. Este fato é de grande importancia neste trabalho, ja que
nte na definigdo da geometria, mas também na

Além da suavidad
pontos de suporte € a concen

n&o uniforme e numeragao seqlienci
erdo empregadas ndo some
¢oes de contorno para o ge
hlet, estas serdo as proprias coo
o sequencial pode ser usada para concentrar elementos em
o-se a quantidade de pontos de suporte nestas regides.
recomendada, uma vez que o usuario fomecera as

as splines s
aplicagao das condi rador eliptico de malhas. Uma vez que serao
usadas condigdes de Diric
dominio. Assim, a numeragd

regides de interesse, aumentand

Entretanto, esta abordagem ndo é a mais
rte e ndo as coordenadas paramétricas, e seu

nas dos pontos de supo
de da malha néo serd preciso. Recomenda-se, nestes casos, a
i)

s nas regioes de interesse, € este assunto sera discutido em

rdenadas dos nés na fronteira do

coordenadas cartesia
controle sobre a densida
concentragdo de subdominio

detalhes no capitulo 4.



Capitulo 3

Gerador Eliptico de Malhas Estruturadas Bidimensionais

3.1 Introdugao

Tendo em vista que @ otimizagéo da malha sera feita puramente por reposicionament
ento

dos nés do modelo buscando @ regularidade geométrica dos elementos, a escolha de
1 um

gerador eliptico em vez de um algébrico foi feita buscando diminuir o nimero de variaveis d
is de

a. Considerando uma mal
1) variaveis de projeto, qu
ominio. Ja o método elipt

ha quadrada de m X m elementos, um método

projeto no problem
e seriam os nés do modelo, exceto 0s ndés que

algébrico teria m(m-
definem os vértices do d

que compodem as fronteir

ico empregado analisa apenas 0s elementos

as do dominio & usa somente as coordenadas dos nos de fronteira

o de Dirichlet, totalizando 4
a nas fronteiras nio se pro

as coordenadas de uma me
Ja para 0 método algébrico, esta garantia poderia elevar o

as fungoes de interpolagdo ndo possuem esta propriedade

CorT.10 condigbes de contorn (m-1) variaveis de projeto. Além disso
variagdes bruscas de derivad pagam para o interior do dominio o’
que também garante que as linh '
(Thompson, 1985), (Milioli, 1985).
custo computacional, uma vez que

e testes adicionais deveriam ser imple
0, 0 USO de sistemas

s, apesar de apresen
tacional s€ certos cui
e a resolugdo de siste

sma familia nunca se interceptarao

mentados.
de equagdes diferenciais parciais para geragao de

tar resultados bastante interessantes, pode ter um
dados ndo forem tomados. Isto porque o metodo

Entretant
malhas estruturada

elevado custo compu
mas de equagdes sobre dominios arbitrarios, o

exige, obrigatoriament
a de equagdes em si COMO pela aplicag&o das

que é inviavel tanto pela resolugdo do sistem

condigdes de contorno.

Para evitar estes probl ¢ao empregado neste trabalho faz uma

emas, O método de gera

ancas de variaveis — de
gular e a resolugdo ja fornega as coordenadas dos nods de

mudanca de dominios —ou mud modo que o sistema de equagdes seja
resolvido sobre um dominio retan
discretiza¢ao diretamente para 0 do

A mudanga de dominios € feit

sobre um sistema de coordenada

transformagéo de coordenadas qué map
esolugéo do sistem

dominio retangular. A T

minio original ou dominio fisico.

a considerando que O dominio fisico seja estabelecido
s curvilineas. Estabelecem-se entdo relagdes de
eam um dominio bidimensional arbitrario para um

a de equagdes neste dominio passa a ter men
or
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custo computacional e o resultado é uma malha estruturada coincidente com a fronteira do
dominio original.

O dominio circular da figura 3.1, por exemplo, pode ser representado tanto no sistema
cartesiano como no sistema polar, que € obviamente o mais adequado. Enquanto para este

sistema basta especificar pares (r@)comO0<r<R e 0<@ < 27, no sistema cartesiano 0
dominio seria representado pela equacao implicita

(X—X0)2+(y—y0)2 =r?

0<r<R

(3.1)
Xog =T SX<Xy+T

Yo=F<SX<y,+r

Um modo mais simples de se caracterizar este dominio seria estabelecer relagées entre
os sistemas de coordenadas, obtendo as equacdes (3.2)

e (3.3):
A
y GA
2n
==
(an) (0,0) R r

Figura 3.1 Representagéo de um dominio em dois sistemas de coordenadas.

X =Xq +r-cos(9) (3.2)
Y =Yo+r-sin(g) (3.3)
ou, inversamente,

F=K=xo) +(y -y} (34)

X =X
0 = atan 0
(y—yoj (3.5)
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Ou seja, & possivel determinar uma relag&o entre 0S sistemas de coordenadas de modo

ente representado no sistema polar, seja representado no
tre as bases dos dois sistemas. Agora, para

que o dominio circular, mais facilm
sistema cartesiano determinando-se relagdes en
gerar uma malha estruturada sobre O dominio basta especificar pares (r.8), gerando uma malha

retangular sobre este dominio, e aplicar as equagoes 3.2 e 3.3 para se obter as coordenadas

(x,y) dos nos.
Esta idéia sera ago
condicdo de que sejam quadril

mudanca de variaveis nao sera feita
sistema de equagdes elipticas que mod

ra expandida para dominios bidimensionais arbitrarios, com a
aterais. Ao contrario do exemplo descrito acima, porém, a
para as equacgdes que definem o dominio, mas para um
elam um problema genérico de campo de potenciais.

3.2 Desenvolvimento das Equagées Geradoras

nsiste de um sistema de equagoes elipticas de Laplace formulado

O sistema gerador €O
as curvilineas coincidentes com a fronteira do dominio. Se, no

para um sistema de coordenad
dominio T da figura 3.2a (x.y) fore
dependentes, as equagdes de geragao serdo dadas por:

m as coordenadas independentes & (En) as variaveis

V2£(x,y) = 0 (3.6)

Vin(x,y) =0

(3.7)

0]0.0

£

11

OEG

GO

OEG

Lid

Figura 3.2: Malha estruturada sobre dominio arbitrario

determinar exatamente O oposto, ou seja: expressar as coordenadas

O objetivo aqui é
ominio I' em fungd

(xy) dos pontos interiores a0 d o de (£,n). As equagoes 3.6 e 3.7 entao serdo

escritas como
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Vix(&,m)=0

%2}/(5, 77) =0

(3.8)
(3.9)

. . . H ineo
V2 si i siano (x,y) e curvil
onde V? e V? s#do os operadores laplacianos nos referenciais carte x,y)

(£,m), respectivamente.

A aplicacao de (3.6) ou (3.7) a uma fung&o genérica f resulta em

VA E(x.y)nlx.y))=0

(3.10)
As derivadas parciais de segunda ordem f,, e fyy s&o dadas por
fix = Telux + Tyl + &3F +1E8, + 28, 1, 3.11)
fy =0y + T,y +&58,, + My + 28,n,f, (3.12)

: . -, N s no
Sendo f(&,n) a fungdo que relaciona as coordenadas no sistema curvilineo as coordenada
sistema cartesiano, deseja-se entso:

) (3.13)
=y

Ent&o, fazendo f = x e f = y no dominio na equacdo 3.11, obtém-se:

X;‘ixx + Xr;nxx +E1 =0

(3.14)

15

y.fgxx+yr]77xx+’:1=0 (3 )
onde

6

E1 = gfxrff +775X7m + 2§XI7XX{;] (31 )

. ; 7

F1 = éfy;: + ,’fym] + 2éx'lxy§;] (31 )

Procedimento analogo para a €quagdo 3.12 resulta em



X:Eyy + X1, +E2 =0

Ve + Yyl +F2 =0
onde

Ez = g)fx«ff + 775}’,7,, + 2§y77y}’;,,

F2 = ff.Vg + niyrm +2§y77yy§'/

i O
Reescrevendo-se os sistemas das equag

obtém-se

_Xf X’I— . é:xx} - _{E1}
_y'f yl]_ 77xx F1
—X; XTIT fyy}_—__{E2}
Lyf yr]_ nyy F2

A resolugdo dos sistemas dados p

clas equagoes 3.22 e 3.23 fornece

(E1§x + F1§y)
(E177x + F‘l”y)
(E2§x + Fzé:y)

Ty = "(Ezﬂx +F277y)

fxxz_
TIXX =
Sy ==

7) obtém-se
Substituindo-se (3.24) a (3.27) em 38 € © )
Eid+Fg, ‘(Ezfx +F2§y)=0
E177x + F177y - (Eznx + any)= 0
(E+E,)& - +Fy)-¢ =0
(E1 +E2)'77x ”(F1 +F2)'77y =0

-se rea
Fazendo E=E+E2, F = F,+F, pode-se €

(3.18)
(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
(3.25)
(3.26)
(3.27)

(3.28)
(3.29)
(3.30)

(3.31)

grupar estas 4 equagoes na forma matricial

26

es 3.14 - 3.15 ¢ 318 — 3.19 na forma matricial,
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B RHEH 0

que so admite a solu¢o trivial

E=0

(3.33)
F=0

(3.34)

Substituindo-se entéo os valores de E; e E,, F, e F2 nas equagdes 3.33 e 3.34, obtém-se:

a-Xe: +b-X,, +2c-X, =0

(3.35)
a-Yg+b-y, +2c-y, =0 (3.36)
onde
a=E&E+¢&; (3.37)
b=ni+n? (3.38)
¢ =&+ &, (3.39)

Como as equagbdes (3.35) e (3.36) possuem variaveis representadas nos dois dominios:
o Ultimo passo para obtengo das equagdes de geragao para o sistema curvilineo ¢ entad

efetuar uma mudanga de variaveis nas expressées 3.37 a 3.39, de modo que apresentem &m
como variaveis independentes. Dados

£=E(x.y) (3:40)
17=1(X,y) (341
Os diferenciais dt e dn s&o obtidos pela aplicagéo da regra da cadeia:

dg =& dx +¢,dy (3.42)
dn = n,dx + n,dy (3.43)

Escrevendo na forma matricial,



- el

0 que é equivalente a escrever

(dr)=[A]-(dF)

onde dr e dr s@0, respectivamente, 08 difer
Analogamente, 08 diferenciais dx e dy, paré

forma matricial por

{dx}{xf x,,il.{dg}
dy| |ve vyl \dn

ou

{d¢}=[B]- o}

Comparando-se (3.47) € (3.45) chega-se @ relacao

e

onde

1 1

-

J = _
det(B)  Xp¥y ~ XV

A lei de transformagao do dominio fisico P

fx = Jy’? fy = JX,7
nx :_Jyf I’]y =—JX§

ara o dominio transformado €

28

(3.44)

(3.45)

enciais no dominio transformado e dominio fisico.

(x,y) como variaveis dependentes, séo dados na

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

dada entdo por

(3.50)
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Aplicando-se a equagido 3.50 as equagdes 3.37 a 3.39, obtém-se o sistema gerador formulado
para o sistema curvilineo:

a-x§:+,3-x,m —2-7-x¢,, =0

(3.51)
a-y{§+ﬂ-y,],,—2-7-y§,7=0 (3-52)
onde
a=(x2+y2) J? (3.53)
B= +yE)-? @54
7=y +yey, )07 (3.55)

ou, na forma matricial,

Xeg Xun | {a}:{x&z} 56)
l:yff yrmjl p Yey ©

O sistema gerador descrito pela equagzo 3.56 pode ser analisado de duas formas:
1. Foi feita uma mudanca de variaveis de modo a expressar o Laplaciano num sistem@ d
coordenadas curvilineas genérico, coincidente com a fronteira do dominio, o que tambeér”
facilita a aplicagao das condigSes de contorno. Isto porque, uma vez que as coofdenadas
sao definidas por uma variave parameétrica, pode-se associa-la a valores de () que
definem as coordenadas dos nos de fronteira, que sao as variaveis de projeto.

Foi feita uma mudanga de dominio através de uma lei de mapeamento de modo e
qualquer dominio bidimensional quadrilateral seja representado por um dominio fetangular

- . 0
no dominio transformado. Assim como as equages 3.2 a 3.5 fazem as mudangas "

. -~ ) 0
exemplo apresentado na introducio deste capitulo, a equacéo 3.56 faz para o mapeament
neste caso.

3.3 Discretizagdo do Sistema Gerador
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A equagdo 3.57 é uma generalizagao do sistema gerador descrito pelas equacgdes 3.51

e 3.52, utilizando-se a variavel dependente genérica u, sendo 08 coeficientes a, p e y dados

pelas equacdes 3.53 a 3.55.

aUg§+ﬂu,m_27u§”=O (357) ;

Para resolver este sistema por diferengas finitas centrais para o ponto genérico p da fig.

3.3, as equagdes discretizadas S40: :

u. =Yt Uy —2Up (3.58)
& Z
Aé \
u,, = st -2t (3.59)
m = A772
y. = Ysw *Une — Uy —Use (3.60)
o 4A0AE
2A&
u. = EN_?_LLS_ (3.62)
! 2An
A
n
g
Figura 3.3. Esquema grafico de discretizagao em diferengas finitas.

m 3.57 chegam-sé as equagbes 3.63 e 3.64 apods algumas

Substituindo 3.58 a 362 e

manipulagoes algébricas.
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A, = Agl + Ayl + Ayly + Aglis + Ayellye + Aselse + Ayl + Agylicy (3.63)

AE=AW:a

Ap =2-(a+y) (3.64)

Neste trabalho, as equagBes 3.58 a 3.64 a0 resolvidas por um algoritmo SOR
associado a um algoritmo multi grelha, para acelerar a convergéncia do método.

3.3.1 Fundamentos do método SOR

Para resolver o sistema linear

A-u=f (3.65)

o método SOR modifica 0 método iterativo classico de Gauss-Seidel, ponderando a atualizaga®

ergéncia do método. A formula dé

do vetor u por um fator de relaxagéo w para acelerar a cony
Gauss-Seidel na forma matricial para a iteragéo k & dada por (Press et al., 1992)

L+D)-uy =-U-u s +b (3.66)

onde D € a diagonal de A, L e U sap os tridngulos inferior e
Resolvendo-se (3.66) para Uk,
obtém-se

superior de A, respectivamente:
adicionando-se e subtraindo-se Ut N0 lado direito da equaga®

Ue =ty ~(L+D)" [L+D+U). Uys ~ b] (3.67)

O termo entre colchetes em (3.67) representa o residuo I da iteragdo k, e sera chamado aqu!

de r. Entdo, pode-se rescrever esta equagao como

U=ty ~(L+D)" -1, (3.68)
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Aplicando or de
o fa 3
tor relaxagdo W na equagdo acima, obtém-se a iteragdo SOR n
a forma

matricial

(3.69)

(3.69) a partir de um sistema originado de uma discretizacé
do em

Pa
ra se escrever a equagao
¢&o para um ponto genérico P

diferencas finitas parte-se da equa

U+ A A+ Age e +
(3.70)

ALKk
-u k
k
Ap b=t

+ Ay - UK k
. Kk
aw -Unw + Ase “Use T Aswk U ~
proximagao u e a solugéo f:

e oresi i
duo em cada iteragéo sera a diferenca entre @ @

Uy +As U +ANEk ‘Une +
3.71)

k

T =AK . K K ok k
k K k k k
Uy — Ae ‘up — o

+ Ay - U k
NwW uNW+ASE 'u§E+ASW

a-se primeiro u a partir de 3.72

P
ara obter-se a iteragao SOR, calcul

-u;{, + ASk -u§ +
(3.72)

Akt Kok k
" uE+AW u,,,+AN

k Kok k
Ugg: + Agy Usw —fr

uk=

1
"
» + k gk kK k,
Ay <ty + A Y + Ay

e a iteraca
a iteragio SOR ¢ entéo definida pela equagéo 3.73

K+1
Ut =k
P - Up + W- rpk
(3.73)
lugdo de sistemas lineares

todo padréo para reso

0, este era 0 me
OR, apresentavam a indesejada caracteristica

0S, inclusive 0 S

ais do process
que procuram

is do processos q
mitido.

o Até a década de 197
orém, todos os métodos iterativ

de anci
convergéncia lenta nas etapas fin
s de multi grelha.

as etapas jnicia
el acima do per

o. Para contornar este problema, surgiram
recriar as condigoes que implicam na

nesta é
poca os método
uando o residuo do processo se

alt

a taxa de convergéncia N

esta i i
gnar em um determmado niv
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3.3.2 Fundamentos da técnica Multi Grelha

O desenvolvimento dos métodos de multi grelha teve inicio quando se constatou que 05
métodos iterativos de solugdo de problemas lineares reduziam apenas o0s componef"‘es
oscilatorios do erro, no inicio do processo de solugdo (Wagner, 1998). Entéo, ap6s algumas
iteragdes, quando ja havia ocorrido uma suavizagdo do residuo, era preciso introdUZir
novamente oscilagbes no processo de convergéncia, de modo que o algoritmo de solugao
recuperasse seu bom desempenho inicial. Os métodos de multi grelha fazem isso transferindo
o processo estagnado para uma malha mais grosseira, de modo que a curva do erro, suave
para a malha fina, passe a apresentar oscilacdes na nova malha, recriando o ambiente no qual
os métodos tradicionais apresentam bons desempenhos. Efetuam-se entdo mais alguma®
iteracbes na malha grosseira até o processo se estagnar novamente. Pode-se entéo retornar a
malha fina ou transferir os resultados para malhas ainda mais grosseiras, recursivamente, até

se chegar a ultima malha, sempre relaxando o sistema a cada nova malha empregada- A
transferéncia das malhas grosseiras para as mais fi

nas pode ser feita diretamente POf
interpolagao linear, sem perda de precis&o no processo (Lebron, 2000)

Considere, por exemplo, a resolugso do sistema Au=f dado pela equaggo 3.68 na se¢a0

anterior. Como a solugéo exata u ndo é conhecida, parte-se de uma aproximaggo i tal a4
u~ . Entdo o erro cometido na aproximacao é simplesmente

g=u-1 (3.74)

Porém, se a solucdo exata do processo nao & conhecida, o erro também nao pode sef

calculado. Utiliza-se entdo o residuo r, Que determina a diferenca entre f ¢ A-a cad?
iteracao:

I‘=f—-A-L7 (3'75)
ou
A-u=f-r (3.76)

Subtraindo-se a Eq. (3.76) da Eq. (3.65) obtém-se

A-lu-0)=r @3.77)
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ou

A'E:[‘
(3.78)
er o sistema da Eg. (3.65), como

esidual. Assim, resolv
(3.78). Esta equag8o residual

que é chamada de equagdo T
e resolver o sistema da Eq.

origi
riginalmente proposto, € 0 mesmo qu
i Grelha porque @ vari

malhas distintas.
ado para duas malhas genéricas ' e ", com

o seguinte modo (Briggs, 1987), (Wagner

é ut. .
ilizada nos esquemas Mult 4vel dependente £ oscila em torno de zero

facili .
cilitando a transferéncia de valores entre

O algoritmo Multi Grelha pode ser formul

di % - .
imensdes caracteristicas h e 2h: respectivamente, d

1998):
1. Relaxar o sistema Ay = £ na malha ¢ durante algumas iteragdes, obtendo uma
aproximagao inicial 7";
2. Calcular o residuo 1" = (f”—A"U");
mais grossa (#" , para obter r*" por

3. Transferir os valores do residuo / para a maiha

interpolag&o;
4. Relaxar algumas vezes 2 equagio residual A& = /" na malha ", obtendo-se &

para a malha mais fina (7, para obter g através de

5. Transferir os valores do €ro &

funcées interpolantes;
TR

.. h
6. Corrigira aproximagao da malha fina comu «

ara malhas mais finas, chamada de prolongagao ou

A transferéncia dos resultados p
feita da seguinte forma:

interpolagao, & denotada por [ ) e pode ser
Igh =g
€50y = €00
ggin,zj = %(51211 + 5i2+j1,j) (3.79)
&12jn = (7T + &)
+ 5:'2+h1,j+1)

h
g A p2h g2t 2h
241.2j+1 T4 (&7 + & + & j1

1eMéo numero de pontos ém xey.

onde 0 <i<4-1,0</<2

B




35

Ou seja, o termo central é simplesmente copiado para a malha fina, enquanto 08
adjacentes séo determinados por médias dos vizinhos.

Este procedimento, ilustrado para duas malhas, pode ser estendido recursivamente até
se atingir a malha mais grosseira possivel, a de 3 pontos, e dai retornando-se a mais fina, onde
reside a solucdo do problema original. O percurso de descida e subida pode ser realizado de
formas diferentes, surgindo dai os diversos tipos de ciclos Multi Grelha. Uma descida simples

até o fundo com retorno imediato a superficie & chamada de ciclo V. O ciclo W, como 0 Préprio

nome o sugere, desce da malha mais fina para a mais grosseira, como no ciclo V, porém

durante o retorno interrompe a subida em uma malha intermediaria, voltando novamente 2°
fundo, para s entdo retornar definitivamente a superficie. A convergéncia do problema em
questao indica o tipo de ciclo adequado e 0 ndmero de sub-malhas necessarias



Capitulo 4

O algoritmo de Otimizagao

4.1 Introdugéo. O problema de otimizagdo de malhas.

m a base para @ construgdo de um dominio arbitrario

por spline cuibica definidas parametricamente e sua
través de um gerador eliptico com equagdes de

Os capitulos 2 € 3 fornecera

através de curvas de interpolagao
s obtidas a
imentos serao empregado
de malhas estruturadas em dominios bidimensionais

d- . ~
iscretizacéo por malhas estruturada
s em conjunto na construcéo de

Laplace. Neste capitulo, estes proced
zagao
3o consiste em estabele
se a regularidade geométrica dos elementos.

um algoritmo para geragéo € otimi
arbitrarios. O processo de otimiza¢

contorno para o gerador eliptico, visando obter-

Como o emprego do gerador eliptico pressupde Aue od
zados diretamente, a0 passo que dominios complexos isto &

drilateral, devem ser
utilizado. A figura 4.1 mostra exemplos

cer um conjunto de condicdes de

ominio seja quadrilateral, dominios

quadrilaterais simples s&0 discreti
qua
rador eliptico possa ser

plexos (4.1be 4.1c).

que nio apresentem forma decompostos em  subdominios

quadrilaterais, de modo qué oge
de dominios simples (4.13) € com

(13 s t 16 2 26 3 38 4 48

T g
‘»oos||52zsautw

(a) (0)

Figura 4.1: Exemplos de dominios simples € complexos

e uma malha gerada sobre um dominio simples e um

tre a otimizagao d
ontinuidade da malha sobre as

ue, NO segundo €as

pelos subdominios adjace
dem C°, onde $€ garante apenas a coin
mas condicoes de Dirichlet para 0S subdominios

lem da continuidad
ra. Nesta abordagem impoem-se

A diferenga en

dominio complexo € d o, deve-se garantir a ¢

ntes. Esta continuidade pode ser construida de

faces compartilhadas
cidéncia da malha na fronteira

duas maneiras:De Of
pbem-se as mes
onde, a
Iha ao cruzar @ frontei

Nesta abordagem im
adjacentes (fig.4.2b);De ordem C', e da malha exige-se também a

continuidade da primeira derivada da ma
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s AN
- " vl ; icdo €
condigdes de Neumann para os subdominios adjacentes. A consequéncia desta imposi¢

tilizar
reposicionamento da face que divide os subdominios (fig. 4.2c). Portanto, nao se deve U

esta abordagem quando a manutengdo da forma dos subdo

2 ra @
minios for importante pa
discretizac@o e andlise subsequente.

12 a5
.
3
08
06 25 i Y
04 (
2
02 \ )
2 74
0 . i5 X gL Eea
. .
vd \
02 " >
| 1 =
o 05 1 5 2 T T

4.2c: Discretizagéo por condigées de Neumann
iferentes discretiza
nas faces comuns aos subdominios adjacentes

man”’
dos com condigges ge Dirichlet e de Neu

A discretizaco de um dominio genérico € realizada em 3 fases:

* Caracterizagéo do Dominio
* Geragdo da malha inicial

* Otimizago da malha
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cada uma destas fases sera feita primeiramente para um dominio

A descrigao de
r do qual o método sera genera|izado.

quadrilateral simples, @ parti

o da malha o6tima para um dominio quadrilateral

4.20 caso fundamental: geraga
simples

« é modelado como um objeto computacional (fig. 4.3)

Neste caso, O dominio

composto pelas seguintes propriedades:

quatro curvas splines cubicas (s, Te, Iy Ty €M referéncia a sul

o chamadas de faces;

erior do dominio;

cada face do dominio (m);

camente sobre I pelo vetor {t} = {t1,

 Fronteira I, composta por
leste, norte e oeste), qué seré
 Conjunto de nos internos (x,y) no int
¢ Quantidade de elementos presentes em
orno definidas parametri

« Conjunto de condigdes de cont

to, ts, . . - tam);
que quantifica a d entos localizados na fronteira I".

e Um valor de mérito €, istorgao dos elem

5

R
RRRBRN

25
5

g

Figura 4.3: Dominio quadrilateral simples-
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As faces ou fronteiras do dominio também s&o objetos computacionais, chamadozgzz
objetos face, definidos pelos coeficientes B; do polindmio interpoladot, ca[culados pelarz::adas
(2.11) a partir dos pontos fornecidos pelo usuario. A determinagéo ’d:':\s C?Of -
cartesianas dos pontos da fronteira a partir de suas coordenadas paramétricas e fel
equagagff:jltos face também séo utilizados para aplicar as condi¢gbes de contorn.ovzz
problema. Tendo em vista a redug&o do esforco computacional, serso empregadas c’:o'ndflg:’e .
do tipo Dirichlet a n&o ser quando, na otimizag&o da malha, as faces internas ao dominio fo

strica te €
modificadas. Para um n6 generico de fronteira k (1 <k < 4m), sua coordenada paramétrica
dada por

@.1)
tk :k+gk

onde k representa a parte inteira da coordenada e g, sua parte decimal. Por exemplo, pard t ;
3.8, k=3 eg=038. Ou seja, apés a normalizagio das distancias, o ponto em questéo esta ]
uma distancia de 0.8 unidades de comprimento do né 3. Como a malha inicial é gerada C('J"" 'c;'
nods igualmente espagados na fronteira, na primeira iteragdo adota-se g« = 0. A partir dai, |T1|c1 i
se um processo de busca pelo conjunto 6timo de condicdes de contorno que minimize
distorcdo geométrica dos elementos de fronteira, alterando o valor de g.

Formula-se ent&o o seguinte problema de otimizago:

Dados:

Um dominio bidimensional Q, limitado pela fronteira I = IsUleUl WLy (fig. 4.3);
e Uma Malha M, caracterizada por:

— Um conjunto de nés internos (x,y) no interior do dominio,

A quantidade de elementos presentes em cada face do dominio (m),
Um conjunto de parametros {th = {t,, t;, t,,
contorno sobre a fronteira,

e de
-+ . tam} que definem as condigd€s

Um valor de mérito g, que quantifi

ira
. . ()nte|r
ca a distorgao dos elementos localizados na fr
L,

Obter:

Um conjunto de condigdes de contorno {t*} que minimize .
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em medir a deformagéo dos elementos localizados

O processo de otimizagao consiste
locar os nos da fronteira, ou seja: redefinir as

na fronteira do dominio, € @ partir deste valor, rea
condigdes de contorno para 0 gerador eliptico, que en

dominio. Este processo s€ repete até que sé atinja um ndmero maximo de iteragdes ou a

média do erro se estabilize por duas iteracbes consecutivas. P
de condigées de contorno foram utilizados dois métodos de busca, sendo um de busca

genética e o outro de busca gradiente- Na seqiiéncia de descrigao do algoritmo, apresenta-se

o do critério de otimiza¢éo,

ta0 reposicionara 0s nos do interior do

ara determinar o conjunto otimo

primeiramente a formulaga e depois os métodos de busca.

4.2.1 O critério de otimizagao: céalculo da reqularidade geométrica dos elementos.

e todos 0S elementos 80 quadrilaterais, o critério adotado consiste em

nteira em
es. Parao elemento da figura 4.4, a tabela 4.1

3 forma ideal, bem como as

Uma vez qu
medir a distorgéo de cada elemento da fro
da malha sera medido pela soma destas distor¢0
mostra as condigdes que determinam O desvio em relagéo

relagdo a um quadrado, € 0 desempenho

equagdes que quantificam este desvio.

satisfeitas por um elemento quadrangular geneérico

Tabela 4.1 Condigdes a serem
Condig&o Equagéo
1.A=F a=(xo—X1)-(Xz'X3)=O (4.2)
2.D= R Dl #.3)
3.D=F C__:(y1_y3)-(x2-x3)=0 (4.4)
4Cc=6 Tk w0 ¥a Y2 = (4.5)

O erro associado ao elemento sera dado entao por:

(4.6)

—n2
g=a’ +b? +c2 +d’
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4.2.2 Métodos de Busca

4.2.2.1 Algoritmos Genéticos
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se al un . .y .
guns individuos aleatoriamente para que sejam modificados por operadores genéticos

e cruzamento. Mutago
pstitui-los  por novos
m substituir dois individuos sorteados por

te Ch i

espago de busca aleatoriamente € SU
aleatoriamente. Cruzamentos consistem €
onderadas por peso
guem uma diregao

os a exploragéo do es
mero de pontos @ serem analisados a cada

pontos também gerados

s também gerados aleatoriamente.
de busca definida, seus principais
paco de busca, que sd0 0

combinacses li
mbinagées lineares dos dois, p
Como estes algoritmos néo s€
para % ;
metros de controle estao relacionad

Famanho da populagéo, responsavel pelo nd
iteracdo, e o numero de iteracoes a serem executadas, aqui normalmente chamadas de
geragdes. Como este geraimente € 0 critério de parada,
entre o tamanho da populagéo & 0 namero de geragdes, a fim
ue, para um determinado namero de gerages, quanto maior a
se aproximar do 6timo global, porém maior

a e a chancé de
Os outros parémetros de controle, que s3o as taxas de

eterminarédo 0 nu
r serem definidos em termos percentuais, €

xas e o tamanho da populagao.
o0, a implementagéo das seguintes

é importante estabelecer uma relagéo
de se evitar que 0 processo se

torne muito lento. E claro d
populagdo, maior 0 €spago de busc
sera o custo computacional envolvido.
es genéticos, d
a iterag@o. Po
sa entre estas ta
tado com sucess

ocorréncia dos operador mero de pontos que serdo
efetivamente analisados 2 cad
costume estabelecer uma razao inver

Para que um AG sej implemen

e
tapas deve ser observada.

e Codificagao das solugdes potenciais-

. -4 . .
Formulagao da fungéo objetivo.
[ ] . ~
Mecanismo de selegao para as geragoes futuras.
[ ] Ly
Implementagéo dos operadores genéticos do programa.

* Parametros de Controle:
~ Tamanho da populagao;
- Critério de Parada;
—  Taxas de ocorréncia decr

uzamentos e mutagdes-

a, eas variaveis de projeto, que sd0 as
de contorno, representam 0S genes. A funcgao

dada pelas equacdes 41a4.5.
50 por torneio. Este critério consiste em

individuos para a proxima geragao

Neste caso, cada in
coordenadas paramétricas da
utilizada & a medida da deformaga

O critério de selecao adotado

selecionar o melhor individuo dentro de U
petido até que S forme um

s condi¢des
oda malha,

foi 0 de sele¢
m conjunto den
a nova populagéo do tamanho da anterior. Um

Este processo & re
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valor tipico indicado na literatura (Michalewickz, 1994) e utilizado aqui é n = 2. Ou seja,

comparam-se 0s individuos dois a dois, selecionando o que apresentar maior aptidao.

O Unico operador genético utilizado foi o de mutagdo; como os genes estdo
representados em ponto flutuante, este operador consiste simplesmente em sortear o individuo;
a posic&o da variavel a ser alterada e depois altera-la também aleatoriamente.

Leitores interessados em mais detalhes sobre este método tém a sua disposicéo vasta
bibliografia sobre o assunto. Os trabalhos de Teixeira (TEIXEIRA, 2001) e Whitley (WITLEY’
1993) apresentam uma discuss3o breve e objetiva sobre o método, e s&o recomendados comM?
leitura introdutéria. Os livros de Michalewicz (Michalewicz, 1994), Goldberg (Goldberg, 1989) €

Koza ((Koza, 1992) e (Koza, 1994)) tratam de diferentes enfoques sobre o assunto, mOStrando
a aplicabilidade do método n%o s6 como ferramenta de otimj

« . a
zagao, mas em diversos ramos d
ciéncia e engenharia.

4.2.2.2 Busca por gradiente

, intere 3 °
' . ! SSa agora obter yma relagao entre a variagédo do POSiCionament
destesnése a distorcao destes elementos q

Uantificada pelag €gs.4.2a45
Por analogia com a equacao 4.7, a atualiza s

¢d0 de t na iteragao i sera dada por

Considerando que (ver €quagao 4.1) t, =k +0y,ondek & constante, tem-se

At = Ag
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eaeq. 4.8 fica
0) (i-1)
O =[gk — Aty (ﬁi
oty (4.9)
Portanto,

(i) (i—1)
g = (gk ~ Agy - _af_
oty (4.10)

paramétrica e ¢ é a distorgao ou erro de todos

on A
de g, é a perturbagéo imposta 4 coordenada
o valor da fungéo objetivo calculada para a

alisada, ou seja, é
a fungdo objetivo, isto €, caminha-se

0s

. elementos da fronteira an

iteracdo i i i i minimi
agdo i. O sinal negativo oIS procura-se inimizar

sem : = L .
pre na diregdo contraria a0 gradiente.

sico da maxima de
a se estagnar nas itera

scida, 0 passo Alk deve ser atualizado a cada

No método clas

m 0 proce sso tende coes finais, tornando-o lento

iteracdo, e mesmo assi
m valor constante de

terminado experimentalmente de Agg= 0.05.

r isso, foi utilizado u
scrita aqui:

pela equagao 4.6, ree

O desvio em cada elemento € dado

—n2
e=a® b +o +d’ (4.6)

mentos genérica representada na fig. 4.5 é ent&o dado

tes a fronteira s30 indicados por (X1, Y1), (%2, ¥2)
ra levam O super-escrito ().

do a linha de ele
ertencen

adjacentes 3 frontei

O erro associa

e )

pela eq. 4.11. Nesta figura, 05 nés p
e . .

0s nos localizados na linha de nos

4.11)

&=

):Sa+Sb+Sc+Sd

m
2 2 2

(ae +b, + ¢t +de

e=

pry

onde
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o

i I

Figura 4.5. Elementos na fronteira de um dominio genérico.

Expandindo-se Sa, Sb, Sc e 8d 3
grandezas a, b, ¢, d, Chega-se a eq. (4.12).

Sa=[x;-x,)- (x; - x)F #loa 20006 -x)F 4 s |

. a
[(Xi-1 'Xi)'(X;-1 - X; )]2 + [(Xi 'Xi+1)'(xi* "Xi*+1)]2 + (4.12
[(Xi+1 = Xip2) - (Xi.+1 - Xi'+2)]2 EREE [(Xm-1 - Xm)-()(:n_1 - X:n)]z

Sb=[y,-y,)- ] -vo)f +[, X)) (3 -y 4y )
-0~ 2y + [y Vi) (77 -y F + @12
Vi -vi)- 07, - Vil +tfy-y)- Vs -yi)f

So=ly,-y2)-6-x;)P + [y, Xy )

X;-X;)]2+...+ C)
v V-0 + kv, - Yie) = () -x;,)f + (4.12
[(yi+1 Vi) = (Xjyy - X

99} [(vm “Ym) = (g - x5

sa:[(x2 -X3)- (¥, -y'z)]2 +[(x2 "X3)~(y, -y;)]2 teet
0450~ (754 -y + [, “Xiu)- ;] -yi)f + 120
032~ 0y )F e (- x0)- (47, -y)f

o _ stejam
A variagéo do erro € calculada considerando-
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podem ser representad adas pela eq.(4.13).

i 50 calcul
componentes do gradiente do efro seréo

(4.13)
oy ot ot Ok oty
onde
. OXy
. ~ ) -X‘_ _X)]}(z__—]

_aSi._aS_ai&z{I(x -‘Xk+1j)'(x;-1_xk+1)]——[(xk-1,j Xk:J) ( k-1 k atk
ot ox, A k) '

(4.14a)
0Sa X,
2. 2o, -a)
at, at, { k ~ Ak

. Y
- _ _ '_ _y )]}(2..——-)

@_'aib"é'y_k’={[(yk'YK+1)‘(Y|:'YK+1)]‘[(YK'1 Vi)~ Wit ™ ot
atk ayk atk

(4.14b)
oSb Y,
—=2.25P, b
ot 2 ot { k ~ Pk 1}

) ?,YL)
e = é‘S”(i‘a_y'k’:[(y 'Yk+1)'(xk'xk+1 oty
- o (4.14c¢)
Be 5 Mg
ot oty «
OX

&sd o (2/]
at\kz (Xk-xk+1)-(yk YK+1)] atk (4'14d)
05d_, d
ot )

6 a4.b.
dados pelas equagoes 4.2

onde a,, by, cx € dk S50
2 entao por
sera dado

do erro para cada elemento
O gradiente do
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e 4.15)
V«s‘k=2'{W:'[ak“ak—1+dk]+%:'[bk“bk1+Ck]} (

. OX - doé?
O calculo de (?t‘k e % € feito derivando-se 3 €q. 2.17 em relagéo a t. O result?
k K

equacéo 4.16 abaixo.

) (4.16)
Fit)=3-t2 - 4.t41
Filt)=38-12 = 2.1

no
; ) ase
A realocaggo dos nés que definem as condigdes de contorno sera feita com P

30
5 e\/Oqu
nto que define g fronteira do dominio, ou seja, @
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04r
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0.1
12

0
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u
6s de fronteira.

a apos perturbagéo nos n

Fi .
igura 4.7: Posigao dos nos e malh

Figura 4.8: Malha final.

mo exemplo do método. Numa geometria
| seria aproximadamente 6tima, e as
uras 4.7 e 4.8.

entado apenas €O
malha inicia
omo mostrado nas fig

O caso acima foi apres

sim
ples como esta, provavelmente a

condi .
ndigdes de contorno néo variariam tanto ¢
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4.3 Discreti 5
retizagdo de Dominios Complexos: Decomposi¢do da Geometria em

Sub ini
dominios Quadrilaterais Simples

s sdo modelados como @ unido de subdominios quadrilaterais

tizados independen
a nas faces comun
ondicoes de contorn
cadaum composto

Dominios complexo
temente pelo algoritmo descrito na segéo

defini
idos pelo usuario € discre

anterior. A o0t
continuidade da malh s aos subdominios adjacentes é obtida

o as duas faces. A figura 4.10 mostra

aplic
ando-se o mesmo conjunto de ¢
por dois subdominios.

dois
exemplos de dominios complexos,

14 18 18

0
02 o4 08 08 ! 1:2

@)

| ()
Fi ;
gura 4.10: Dois casos de dominios complexos

tizagao destes dominios aplicando-se condicdes de

4.11b) as faces C
tou resultados P
a guavidade na tra
4 pastante indicado q

A figura 4.11 apresentd @ discre

Dirichlet (fig. 4.11a) e de N

m
odelo 1 a continuidade por Di

eumann (fig. omuns. Note que, enquanto para o
richlet apresen

jores, para o modelo 2 ocorreu o
nsi¢éo da malha oferece 0s

uando ha fronteiras curvas

no i i
problema, como sera visto no capit
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1
06
04}
a2} A
1
of L ¢ L]
4%
%
02 /// -
|~ L1 L~
04} g ///// |
06} ///////
08} =l j,,d—f”"
g 0 05 ;jj s 2
(1) (2)
4.10a Discretizagéo por Dirichlet
1
s L 08|
1 06+
08 : 041
02+
06F
0
e 02}
02r 04}
ol 08}
08|
D24
0 02 04 085 98 T e il
(1) )
4.10b: Discretizacao por Neumann
FLe . es
Figura 4.10: Malhas geradas sobre os dominios apresentados ng figura 4.9, com diferent
condicées de continuidade.

Quando a forma das fages N30 & importante parg a analise do problema, séo tratadas
como isolinhas, permitindo que o algoritmo ag modifique, oy Seja, reposicione livremente 0s n0=j=
localizados sobre elag, minimizando assim g distorcao dos elementos vizinhos. O resultado €
mostrado na figura 4.10b, para og dois casos; Para isto ¢ Necessario associar os NoS
localizados sobre a fronteira e seys vizinhos

: s
a0s pontos N, g, E, W, NE, Nw, SE, SW ilustrado
na fig. (3.3), para que se possa resolver g
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da malha. A condicdo para que um

s faces na otimizagéo
casos da figura 4.11, onde as

rea
locados durante a alteragéo da
vérti i i

ice seja interno ao dominio & express

linhas fi o
s finas indicam 0s subdominios, € a$ linhas
m vértice compartilh

4.11 s s 5 na fi
a, esta condigdo ndo € suficiente como $€ vé na fig.

nota- ——_—
se que o veértice so é interno se, dado

a observando-se 0S 3
grossas as fronteiras do dominio. Embora o

ado por 4 areas, como ilustrado na figura

ca i g
so mais comum seja o de U
4.11b. Comparando-sé 0S dois casos

o conjunto de &reas que o compartilham, cada uma

ura 4.11c mostra @ generalizacéo da condigao:

elas tiver duas vizinhas nesté conjunto. A fig
r compartilhado por um conjunto de pelo

e interno s€ ele fo

um v
ponto do dominio &€ um vertic
zinhas neste conjunto.

men ; i
os 3 4areas e cada uma tiver duas Vi

08

08

04 S =

02

0.2

4.12a

4.12¢

Figura 4.12: Critério para identificacd0 de um vértice interno a0 dominio.
Cada vértice interno & modelado como um objeto ComPUtacional, caracterizado pelas

seguintes propriedades:

* |dentificagéo dos subdominios que 0 compartilham:

* |dentificagao das faces que 0 o™
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® Coordenadas locais do vértice e de seus vizinhos imediatos.

O reposicionamento do vértice interno é feito usando-se a equagao 4.17. Ela pondera @
posicao deste ponto pela posicdo dos vizinhos, atribuindo peso 3 para os nos localizados S00re
as faces que o compartilham (x,") e x,{") e peso 1 para os nés vizinhos imediatos interiores @0
dominio (x5'").

n_fas [3 - (X1(i) 2 xz(a))+ X3(i)]
= =1

X, =

7-n_areas

(4.17)

B0y 9)y )
=1

o= 7-n_areas

onde n_areas € o nimero de areas que compartilham o vértice interno.
A figura 4.13 mostra a identifi

vértice & compartilhado por 4 areas

. 0
cacéo dos pontos 1,2 e 3 para um caso genérico no qual
(n_areas = 4),
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a malha sobre um dominio bidimensional

O N
algoritmo para geragéo € otimizagdo de um

arbitrari
rario pode ser assim resumido:

pontos de suporte fornecidos pelo usuario

metricamente @ partir dos
do as areas vizinhas, faces internas e

1 . i
Definir a fronteira para
ntifican

3 Al
nalisar a conectividade dos subdominios, ide

nés internos ao dominio.

Apli '
plicar um método de continuidade dé malha.

Res i
olver o sistema de equagdes geradoras.

Real Arti i
ocar os vértices internos, se houverem.

Atribuir mérito a malha.
Vol
tar ao passo 3 até a convergéncia.

N oo &

pelo método, considere a figura 4.13. Nela, os

8 elementos em ca
s malhas obtidas aplicando-se

4.13b mostra 0 resultado da

dos resultados obtidos
s com

gura 4.13a mostra a

nquanto a fig.
s. A figura 4.13¢ mostra a forma

Como
exemplo
da face, utilizando-se 0s

caso .
s a e c da figura 4.11 s80 discretizado

uidade da malha- Afi
ma, €
s coincidente
minio da figura 4.11a, 0 algoritmo

¢éo de menor energia, buscando

doi .
ois métodos de contin
e Dirichlet ao proble
onteira

que no caso do do

somente condigdes d
aplic [
plicagao de condicdes de Neumann il

final
dos subdominios neste caso- Observe
ramente a configura

caso da figura 4.11c isto n@o foi possivel, devido a

i0S. Entretanto, not
mais da forma qua
ma transi¢éo mai

levo
u 5 ini
a configuragdo dos subdominios cla

a 0s mMesmos: No
a-se que apos a modificagao dos

a
forma retangular par

ica dos subdomin
drada, como se observa

co .
nfiguracdo n&o simetr

subdomini [
dominios, os elementos S€ aproxim
s4.133e4.13b,

com
parando-se as figura além de s€ obter u s suave da malha

jacentes no segu

entr o
e os subdominios ad ndo caso-
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subdominios. dade sobre a malha e a forma findl

Afigura 4. ,
ura 4.15 apresenta o algoritmo geral para o caso de um dominio composto-



Caracterizagéo do
Dominio

ITER=1

Aplicagéo das
Condigdes de
Contorno

Imposigéo da
Continuidade por
Condigdes de
Contorno

Resolugéo do
Sistema Gerador

—

Figura 4.15: Fluxograma para

Avaliaggo da
Malha

SOR

continuiddade

cC

o caso geral.
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Capitulo 5

Resultados

5.1 Int
rodugéo
nforme O método de busca

pitulo estao divididos ¢O
nalisados, pois devido ao

Utilizad:,)sp;esu"ados ‘.apresentados neste ca estae ‘
seu alto .cus:a o algorltm.o genético, apenas df)mimos simples serao a e
método de o computacional, esté método fol abandonado nas etapas inici
nalisado busca por gradiente, Que apresentou alto dt?sempenho computacional, sera

anto do ponto de vista da complexidade do dominio quanto do tipo de continuidade

dam
al . o ~
ha através dos subdominios. Como 0 objetivo € obter um método eficiente a um baixo
ois casos © tempo de calculo sera analisado em funcdo da

multigretha na resolugdo do sistema gerador. As
ectivamente para o algoritmo genético e para a

ados.

ais do projeto. Ja o

::?‘t;dzzmputacional, nos d
Sectes 5e2da malha e do emprego ou ngo de
busca po.r e 5-.3 apresentam 0S resultados resp'

gradiente. A segao 54 contém a andlise destes result

5.2 <qi
Resultados Obtidos pelo Algoritm® Genético

ra 2 exemplos € @ tabela 5.1 mostra o

das dimensdes de cada malha e do
em forma de gréafico. Os

alhas geradas pa
em fungéo
ra estes resultados

dos A figura 5.1 apresenta as m
e -
mpenho do programa em cada situagao,

em
Prego ou ndo de multigrelha. A figura 5.2 most

para
metros empregados foram 0S seguintes:

taxa de mutagéo de 0.02;

1000 geragoes;

duas populagdes de tamanhos diferentes:

~ 50 malhas;
- 100 malhas.
128 Mb RAM.

Recursos Computacionais: pentium Il 450 MHZ,
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06

0.4

02

06

caso 1

)

8

Tempo de Execugdo

888$

o

Caso 1

(=)

Figura 5.2:

caso 2
Figura 5.1: Malhas resultantes para os dois casos resolvidos pelo algoritmo genético

Caso 2
— ,
180}
50 malhas 140} 50 malhas
sem Multi Grelha:o sem Multi Grelha:o
com Multi Grelha; + o 120 com Multi Grelha; +
100 malhas ‘% 100 malhas
sem Multi Grelha:* 2100+ sem Multi Grelha:*
com Multi Grelha;, '-‘: com Multi Grelha:.
5 o}
£
~ BOL
o}
20 -
i i —— . . 0
200 400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 L
Namero de elementos Nimero de elementos
Desempenho do algoritmo genético na otimizag&o das malhas.
Tabela 5.1: Desempenho do algoritmo genético na otimizag&o das malhas.
P = _\\,\
NUumero de elementos Multi Grelha Tempo em segundos .
S0 individuos | 100 individuos
Caso1 |64 Néao 23 25
e e
Sim 2.6 2.9
\\
256 Né&o 18.2 21.2
e
Sim 14.0 18.0
\\
1024 Nao 133.7 177.9
e R
Sim 66.2 89.1
Caso2 |64 Néo 2.3 26
\‘ —
Sim 2.7 2.9
\\\\
256 N&o 20.0 213
e |
Sim 16.6 18.1
\.—_\
1024 Nao 165.2 177.8
e
Sim 83.1 89.5
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5.
3 Resultados Obtidos pelo Método do Gradiente

ategorias: dominios multiplamente CoONexos,

configuragdo dos
vidade da malha na

Os casos estudados dividem-se €m 3¢
orcidos € influéncia da

domini

inios decompostos em subdominios dist

Sub P . .
dominios no resultado da malha. Na primeira,

des geométricas. Na se
raca

dominios. Na terceira, a

pdominios NO resultado
nios e as malhas

procura-seé analisar a sua

gunda, s4o analisados dominios que foram

pacidade do algoritmo de minimizar a
presentam-se dois

Presenca de descontinuida

di .« g
vididos em subdominios distorcidos, para testa
a realocagéo dos sub

ada configuragao dos su

ustrados O dominio, sua
continuidade- o] desempenho do algoritmo éa

di
storcdo dos elementos pel
da malha.

cas ; .
0s para analisar a influénci
divisédo em subdomi

Para cada caso esto |l
presentado sob a

?eradas para cada condigéo de
orma de tabelas e graficos.

5. e . s
3.1 Dominios com descontinuldades geometrlcas

s 5.3 ab5.%6) de dominios multiplamente

asos tipicos (fig
eita mostram a

Serdo apresentados quatro C
conexos. As figuras da esquerda mostram 0 dominio & as figuras da dir

i
onfiguragéo dos subdominios.

5 0 5
primeiro caso de dominios com

Figura 5.3: Dominio e configuragao dos subd

descontinuidades.
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Figura 5.4: Dominio e configuragéo dos subdominiog para o segundo caso de dominios cOM
descontinuidades.
4
351
3K
251 \
2t i
18—
1 r
osf
|
05 0 05 1 15
Figura 5.5: Dominio e configuragso dos Subdominios para o terceirg caso de dominios €O
descontinuidades.
10 [ T 10 SR
/ 9
8 N 8} T ———— & -
7t ( /\
7k
B v i
- !
6
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51
s PSS
; () i S~
) 1O
2
! 2r S N
- — ] I
; ) 4 3 LS ; R T e
Figura 5.6: Dominio e confj 5 i
: nfigur. eo
- guragdo dos subdominios Para o quarto caso de dominios
descontinuidades,



As figuras 5.7 a 5.10 apresen

analis .
ado. As figuras superiores mostram
s figuras inferiores

n .
as fronteiras comuns, € a

condicd
icées de Neumann e permite-sé ao

tam dois exemplos d

algoritmo alterar

a malha obtida impon
mostram O resultado qu

ios multiplam

61

e malhas geradas sobre cada dominio

do-se condigdes de Dirichlet
ando se aplicam

0s subdominios.

ente conexos
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Figura 5.10: Discretizacéo do quarto caso de dominios multiplamente conexos

. 40
As figuras 5.11 e 5.12 mostram o desempenho do algoritmo para cada caso em fure

do ndmero o
de elementos. Para cada caso sao analisados o tempo de exeougd® (
segundos), o numero de iteragdes e o erro maximo obtido



Figur.
a 5.11: Desempenho do algoritmo
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. oA cada
As tabelas 5.2 a 5.5 mostram 0 desempenho do algoritmo na discretizaggo de

caso analisado. Como o nimero de elemento
modelos apresentam diferentes quantidades ¢

representa a quantidade de elementos nas faces de

Tabela 5.2 Dados resultantes

da discretizg

e

cada subdominio.

. ‘e F S, 0S

S € especificado para os subdominio )
. éntese

elementos. O namero entre paren

¢éo do caso 1 —]
Elementos | Malha Inicial Condigdes de Neumann Condicdes de Dirichlet mo
<men Tempo Tempo Nimero de Erro Maximo Tempo Numero de|Er %
(segundos) | (segundos lteragdes (segundos) | iteracdes (vag
1472(8) | 0.05 0.281 6 335 0.09 4 36'8
3312(12) _[0.09 0.851 8 2.9 0.2 4 24-7
5888(16) |0.16 1.382 10 176 0.4 4 18'0
9200(20) [0.44 3.165 11 145 07 4 1
13248(24) |0.99 6.9 13 12.4 15 4 -
18032(28) [1.9 13.0 15 10.9 26 2 108
23552(32) |3.2 21.35 16 98 4.4 4 95 —
Tabela 5.3 Dados resultantes da discretizacao do caso 2 ]
Elementos | Malha inicial Condicdes de Neumann Condicées de Dirichlet imo
Tempo Tempo Nimero  de [Errg Maximo | Tempo Numero de [ Erro Maxi
(segundos J§§9§ﬂ§9§l__JE§EE§§§____ (segundos) | lteragpes
832(8) _ 10.03 0.511 17 1385 o070 T4 20.89
3172(12) 0.05 1.222 23 10.45 0.130 4 14.35
3328(16) _10.10 2.363 28 8.70 0.211 4 10.9
5200(20)  [0.26 5.197 33 7.80 0.48 ) 8.86
7488(24) | 0.561 10996 (35 7.05 0.947 4 7.44
10192(28) |1.062 20.599 43 (648 1.703 4 6.42
13312(32) [1.833 35.081 48 6.04 2.85 2 563 _—
Tabela 5.4 Dados resultantes da discretizacao go caso 3 —
Elementos | Malha Inicial | Cong; W Condigdes de Dirichiet |
Tempo Tempo Nimero  ge Erto Maxime | Ter?mlo = em Erro Maxim
(segundos | (Segundos) | lteracses Segundos) | lteracdes
640(8 _002\ 0.11 8 29 0.05 14 4.0
1440(12)  [0.041 0.271 11 2.11 0.09 4 2.83
2560(16) _[0.07 0.281 11 211 0.15 4 2.18
4000(20) _[0.18 0.511 13 173 0.45 4 1.78
5760(24)  [0.411 2.534 17 137 0677 y) 1.5
7840(28) | 0.781 4.496 19 127 i85 y [1.30__—
\‘ . .
322 7. (1953 Tp—— 14
10240(32) |1.32 25 21 118 75 4 114
Tabela 5.5 Dados resultantes da discretizagéo do caso 4 —]
Elementos  [Malha Inicial Condicdes de Neumann [Condi des de Dirichiet "o
me% Tmm% Nimero gg EmM&Mo'@&%ese“&wm de | Erro Maxim
Segundos) (segun 0s) neragées Oes
1984(8 0.05 2452 18 %\MM 30.412
e = .56 0.101 4
4464(12) [0.13 3.335 25 20.82 0.23 4 20.44
7936(16) _ [0.221 6.38 31 17.63 0.547 ) 15.42
12400(20) [0.59 14.982 35 15,54 0.861 2 12.38
17856(24) [1.502 31465 |47 14.07 1783 2 10.36
24304(28) |2.574 2233 147 oo 3555 2 889
31744(32) 12437 101115 |57 12.15 5448 4 78—
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el casos 1¢e 2

Tabela 5
.6 Desempenho do algoritmo com multi grelha de 1 niv
Caso 2

Caso 1

Elementos | Tempo Elementos Tempo

Neumann Dirichlet Neumann Dirichlet
1.943 0.08

1472(8) __|0.371 1026 832(8
10755 017

iz |zor (045 [I20A

. R O
0.571 3328(16) 26.698 0.41
S3g020) [4251 (07

7488(24

10192(28)

5888(16) [2.714

9200(20) | 5.859 | 1.302 42.151__0.771
13248(24) | 10.245 _L&,,A,L—MLL%Z___
18032(28) | 17606 |3144 68698 [2.273
23552(32) | 28.271 | 8167 13312(32

168.090 1=~
144177 |4.506

| p——

Tabela
5. .
7 Desempenho do algoritmo com multi gretha de 1 nivel, casos 3 € 4
Caso 4

[Casos
Elementos | Tempo Elementos Tempo
Neumann Dirichlet

B
Neumann Dirichlet
084(8 1.913 0.120

0.16 0.091
5.407 0.300

640(8

1440012 0.53 0.261 4464(12

2560(16 0.991 0.271 936(16 12.538 0.701

4000(20 2.073 0.501 2400(20 27.369 1,502
2073 {050 —onep(on) [1.794 235

5760(24 3.635 .
24304(28 98.011 3.815

7840(28) |6.319 .
10240(32)_[10.375 . 31744(32 168.703_|6.48

|

|

e

5.3,
2 Subdominios Distorcidos

4 testar a capacidade do algoritmo

S, apresentados nas figuras 5.13 @

da maiha gerada aplicando-se
¢éo do erro da

foram usados par

Os casos estudados nesta secdo
ominio. Os resultado

e final dos subdominios,
sso de otimizagéo € do grafico da evolu
As malhas apresentadas tem 8 elementos em cada
s da evolugao do erro em fungéo do

om 8 elementos por face, outra com 20

ealocacs
5.17 ocacdo das faces internas @0 d
) ! Co ~ 0 - .
condi nstam das configuragdes inicial
IO
ges de Neumann durante 0 Proce

malh
an . .
o decorrer do processo iterativo.

d .
os subdominios. Sao apresentados
iferentes. Uma ¢

o de iteragdes para trés malhas d

os grafico

€ oy
tra com 32 elementos.
em fungéo do numero

A tabela 5.8 apresenta o temP° de execugéo

de
elementos e do emprego ou N&° de multi gré
ada face dos subdo

elementos emG

para cada modelo
Iha. Mais uma vez, 0S nameros entre
minios.

parg ;
&nteses indicam a quantidade d8



Tabela 5.8. Desempenho do algoritmo na otimizagéo das faces internas dos dominios.

Caso Ndmero de elementos Tempo de execucao
Com multi grelha Sem multi grelha
12288(32) 72 |
1 4800200 138 16
12808) 1o 0.4 e
9216(9) 17.0 13.0
: B0 3y ]
5760 53 0.2
[11264(32) ] 15.1 114
3 WNT—_’/
70468) o3 0.1
6144(32) e e 6
4 2400(20) 20 11
WMO.\OJ*_‘/
WM\ 20.339
5 200020)  Tisgp——— 3205
3208 m——— 0.441
|

iterativo.

REBE AR

et
.
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lementos Lees
(32)12288 & o o fac (prmel
lemen
® - ne32e
4800(20) elemento ] subdomimos —
[ 5 erro par
Figura 5.14: Evolugao do
Caso).
r W
181
|
161+
14}
1.2
1t \\_\
UB- \\\\\
\«—/
- P ..
041
02} /”3’-’
GL‘U——TE_’-—’T”—TE
I 28
18} g
161 - A (|
! -1
14+ f_i_ L / -
12+ =1 Ll
1} B 7 W
= =25,
081 3
086 (22 x
04F '
Lo i al dos
_ = 5 - 10 inicial e fin
02 15 2 Conflguraga _—
sy 05 ! ‘ s distorcidos: no decorrer do proc
= 5 erro
do caso dé i face € evolugao do
Figura 5.15: Segundo fa

Subdominios, malha com
iterativo.
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3600(20)
Figura 5.16: Evolugédo do erro para subdominios

caso).

o

Figura 5.17: Terceiro caso de subdominios distorcidos. Configuragao
subdominios, malha com 8 elementos por face e evol

iterativo.

9216(32)

0
com 20 e 32 elementos por face (segund

s

-

| dos

inicial e fina

» 250
ucéo do erro no decorrer do proc
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11264(32)
e 32 elementos PO

4400(20)
r face (Terceiro

Figura
5.18: %
N Evolugdo do erro para subd

ominios com 20

Basans
Bensie

06}

041

02}

0
nal dos

ragao inicial € fi
processo

05 0

idos. configu

inios distorc
o do erro no

voluga decorrer do

l:iQUr
a X
5.19: Quarto caso de subdom

por face € €

Subd

omini

Hera os, malha com 8 elementos
rativo.



Figura 5.20: Evolug&o do erro para subdominios com 20 e 3

caso).
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5120(32)

32 elementos por face (Quinto caso).

2000(20)

Figura
5.22: X
2: Evolugao do erro para subdominios com20e

5.3.31
.3 Influénci .

éncia da configuragdo dos subdominios na malha final
cia da conﬁguragéo dos subdominios na

nte conexo mode
ada caso.

uir mostra a influén
lado segundo duas

malh f‘O caso apresentado a s€d
a fin
al. A figura 5.23 mostra um dominio multiplame
tra 0S dados referentes @ c

confi = :
guragdes diferentes. A tabela 5.9 MoS

pdominios

Tabela 5.9
5'W‘)jtmo em cada configuragéo de su
Tempo (8)

Configuragdo
( no. De elementos)
1(576)

2 (1152)

05

AN
_#_______‘__,_A’——J"’J”;)
i)} \\ L/)
< i 4

.Ds
T B B pR b




A figura 5.24 mostra a malha obtida em cada configuragso, impondo-se condi¢des de
Dirichlet (malhas superiores) e de Neumann (malhas inferiores)

para cada caso.
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Subme
rsos
no ﬂu|d Z -
0. ESteS tOpICOS serao analisadOS agora Separadamente e depOiS

com
parados entre si

5.4.1
TR
obustez na Discretizagao

uma técnica de discretizagéo coincidente com
dos 0s €asos. Entretanto,

geragao de malhas

unciados, © que em

C L

! frOnteir:m: :I:hetodo de geragao empregado €

' a se adaptou bem aos dominios ém
o uso de equagd
cao de canto
esultando em fo
s0, via de regr
a malha, embO
otado tanto no

praticamente to
es de Laplace na
g e quinas pron
rmas quase trian
a, nas proximidad
ra geralmente t
s algoritmos gené
intrinseca a0 m

dev'
ido
a L
es.truturaduma limitagéo inerente @
as. ha
, ha o problema da discretiza

a@u
NS ca
SO
s gera elementos distorcidos, T

alongados gulares ou muito
, com = y

alta razéo de aspecto. POr S es de cantos 05

enham forma

ticos cOMO

étodo de

elem
entos
sa :
o bem maiores que no interior d

aproxi
mada
mente retangular. Este fato pode ser

no
algorit
mo
de busca por gradiente, por ser uma

9eracdo da malha
Quanto 3 !
0 & continuidade da maiha entre areas adjace
ta um custo computaciona

0
métOdo
d o
as condigdes de Dirichlet apresen
Neumann, nao altera @ c
inicao dos sub

pectos @ considerar.

ha dois a8
I signiﬂcativamente
onﬁguragéo dos

men
or qu
e 0 mé
método das condi¢oes de
dominios nem

Subdomin

Sem;:"::::_’ rfiquer maior cuidado por

Problemas dl:lcza a distorgdo da malha, |

Método, porém FfD' por exemplo, pois forn a melhor aju
 falta generalizag@o suficiente

se o
Caliza
m . .
sobre a fronteira externa mas nao contribuem P2
ini e automatica-

diSs
) n
a interessante que @ geragdo dos su

Neste
estruturc:ds:s seria a utilizagdo de "
Clementos 7 paré gerar 08 subdominios
Slementos C?)“"’dfllaterais. O algoritmo Sera entdo P
mo subdominios.
terCeiroO(';:rso agpacio @ 88 analisar € tia de sim
totaimente O.s de andlise de subdomin
simétrica apds a aplicacéo d
a configuragao

Purg
Mente

geométrico, O algoritmo busca
m custo meno

jos distorcidos,

Subq

omini

. inios, provavelmente a U
alha,
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apenas redistribua-as, por falta de liberdad
fronteira externa.

5.4.2 Custo Computacional

Este parametro foi o que eliminoy o algoritm
ar d

pois apes © genético nas etapas iniciais do trabal®

€ sua robustez, mostrouy-se
caracteristica intrinseca dos métodos de busc
avaliagbes da fungso objetivo nesteg algoritmos. Por outro lado, como uma das grandes
vantagens destes métodos & que eles execyt ’

. ¢ a

Muito lento. Egtq lentiddo, entretanto, € UM
gt ’ e

a pseudo-randomlcos, devido ao alto numero g

P . que qu i istorczo inicial
subdominios, maior o tempo para converg Quanto maior g distor¢géo In

€ncia. Parg Continuidade por condigdes de Dirichlet,

0S Casos convergiram com 4
> U Sugere que, se o5 subdominios forem D"

. ancia-
Mostra-se de grande importa” e
abalho, que & a aplica®
S jam
significativas, de modo que se possg n Ocorridag entre  algumas iteragGes néo sejado
; erar Uma noy : izan
apenas a regido que tev ; 4 Malha a partir da atual, ofim
q € sua formg Modificadg. Além disso se f ivel o empredo de
, or possive

alh e
% 0 custo Computacional sera ainda meno
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ntos do sistema tenham efeitos localizados sobre a

ecessaria ndo apds cada it
m isso seria possivel resol
adas ou malhas de quimera, qué
ade de implementagao.

aixo desempenho na
e sua principal
goritmo

seja, es
- pera-se que pequenos movime
malha, f
W azendo com que a remalhagem sejan
sam inai m
alha atingir certos niveis de defor acéo. Co

de frontei
onteir o
as méveis sem o emprego de malhas nao estrutur
a, bem como sua dificuld

fator determinante do b
da adotado, uma vez qu
to ndo acontece neste al
stante nas duas ultimas
a, esta convergéncia
coes presentes

eracdo, mas apenas
ver problemas

elevam
0 custo computacional do program

Quanto ao desempenho do multigrelha, 0

busca .
por gradiente talvez tenha sido 0 critério de para
gnagéo do erro-

proximadamente con
plicagéo do multigrelh
re-introduzir as oscila
algoritmo genetico éo
do o namero de variaveis
ariaveis de projeto
a resolugéo

aplicagzo ¢
¢30 & nos casos onde ocorre esta Is

pPorque
que quando o valor da fungéo objetivo € @

iteraQ~
0es . . ; ;
, 0 processo iterativo e terminado. Com @ @

fica prej
prejudi —l e
judicada, uma vez que seu objetivo € justament
nlimero

ritério de parada no
ante eficiente quan
lemas de poucas Vv
|, uma veZ que requer

n T
m:Sx;:Z“:'eris etaE)as da soluggo. Como 0 C
- - a'efacoes, o multigrelha tornou-s€ bast
S umentou. Seu baixo desempenho pard prob
provavelmente ao seu proprio custo computaciona

do
Problema em diferentes malhas.
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Conclusoes

o uma metodologia para
ndo em vista sua futura
gerador eliptico de

cao foi proposto com
alhas estruturadas, te

e sentido, 0 USO de um

ou-s€ adequado ao tema, embora tenha

gerir 0 UsO de equagdes de Poisson em
¢do dos termos

O algori
discretiza ~go”tm° apresentado nesta disserta
aplicacéogao de dominios arbitrarios através de m
em problemas de fronteira movel. Nest

Malhg
S, gov

ernado por equagoes de Laplace, mostr
las, pode-se Su

SUas .
préprias limi

prias limitag6es. Para contorna-
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do de
Fo da
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mo usuario.

urvas genéricas,
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Além dissO, pode-
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tfansig~ a geragao. Espera-se qué: au
30 mai
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Compartilhaqq POr um conjyn

ma
v ada u

to de no minimo 3 areas e ¢

S O conjuntyo,

deve ter duas Vizinhg

que

jigoritmos
: : algort
Para as proximas etapas deste trabalho sugere-se desenvolvimento de AD
flexibilizem g int

I
erf
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