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RESUMO

Em medicina, existe um interesse crescente nas técnicas de exames médicos sem
intervencdo cirirgica que auxiliam no estudo de uma estrutura anatomica. Entre esses
métodos pode-se citar a Ressonancia Magnética (MRI), a Tomografia por Emissdo de
Positrons (PET) e a Tomografia Computadorizada (CT). Todos esses métodos sdio baseados
em um mesmo principio: sob um determinado nimero de angulos, um conjunto de integrais
de linha em um plano ¢ medido resultando em um conjunto de perfis. Este conjunto de perfis
¢ chamado de transformada de Radon do objeto. O problema agora ¢ reconstruir a imagem
bidimensional a partir da transformada de Radon.

E possivel desenvolver algoritmos de reconstrugdo a partir do teorema de Fourier
slice. Este teorema estabelece uma ligagdo entre a transformada unidimensional de Fourier de
um perfil e a transformada bidimensional de Fourier do objeto a ser reconstruido. Os trés
métodos diferentes de reconstrugao, baseados nesse teorema, s30 analisados nesta disserta¢do:
Retroprojeco filtrada, filtragem utilizando a convoluggo €a filtragem apds a Retroprojeg@o.

Neste trabalho ¢ realizada a comparagio dos métodos de reconstrugio de
transformada, quanto a precisdo € o tempo de reconstrugio. E feita também uma andlise de
trés métodos de interpolagio necessirios na Retroprojegdo: linear, spline e vizinho mais
proximo.

Nesta dissertagdio conclui-se que o método da Retroprojegio filtrada, dentre os
métodos analisados quanto ao tempo de reconstrugdo € a precisio, ¢ o mais conveniente para

aplicagdo em reconstrugdo de imagens a partir de projegdes.
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ABSTRACT

In medicine, there is a still growing interest in non-invasive examination techniques,
that can depict anatomical structures. Among these methods, there are Magnetic Resonance
Imaging (MRI), Positron Emission Tomography (PET) and Computerized Tomography (CT).
All these methods are based on the same principle: for a choice of angles, one measures the
line integrals in a plane. This procedure produces a set of profiles, which is called the
Radon transform of the object. The next step is to reconstruct a two-dimensional image
from its Radon transform.

It is possible to obtain reconstruction algorithms from the so-called Fourier slice
theorem. This theorem relates the one-dimensional Fourier transform of a given profile to the
two-dimensional Fourier transform of the object which is to be reconstructed. In this work,
one considers three different reconstruction methods based on this theorem. The first one is
the filtered Backprojection method. The second one is the convolution Backprojection, and
the last one is filtering after Backprojection.

This work compares the aforesaid transform reconstruction methods concerning
accuracy and time. One analyzes three interpolation methods as well: linear, spline and the
nearest neighbor required for the Backprojection.

One concludes that the filtered Backprojection method be more suitable to the
application in image reconstruction from projections concerning reconstruction time and

accuracy among the three methods analyzed in this work.



RESUME

En médecine, un intérét toujours croissant est accordé aux techniques non invasives
d'études des structures anatomiques. Parmi ces méthodes on peut citer limagerie par
Résonanace Magnétique (MRI), La Tomographie par Emission de Positrons (PET) et la
Tomographie Assisté par Ordinateur (CT). Ces méthodes sont basées toutes sur le méme
principe: sous certains angles, une série d'intégrales curvilignes sont mesurées dans un plan;
le résultat est une série de profils. Cette série de profils est appelée la transformée de Radon
de T'objet. Le probleéme & résoudre devient alors la reconstruction de I'image bidimensionnelle
a partir de la transformée de Radon.

11 est possible de développer des algorithmes de reconstruction a partir du théoreme de
Fourier slice. Ce théoreme établit un lien entre la transformée unidimensionnelle de Fourier
d'u profil et la transformée bidimensionnelle de Fourier de l'objet & reconstruire. Trois
différentes méthodes de reconstruction, basées sur ce théoréme de Fourier sont analysées
dans le présent travail: l'algorithme de rétroprojection filtrée, la rétroprojection de
convolution et la rétroprojection aprés filtrage.

Dans ce travail nous comparons les méthodes de reconstruction de la transformée, que
nous venons d'évoquer, quant a la précision et le temps de reconstruction. Nous analysons
également trois méthodes d'interpolation nécessaires a la rétroprojection: interpolations
linéaire, spline et de voisinage immédiat.

Nous concluons que la méthode rétroprojection filtrée est plus convenable pour des
applications en reconstruction des images a partir de projections quant & le temps de

reconstruction ¢ la précision parmi les trois méthodes analisées dans ce travail.
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CAPITULO1

INTRODUCAO

A tomografia computadorizada (CT) € um dos grandes avangos tecnologicos utilizado em
medicina no diagnéstico de doengas, embora seja uma técnica de uso em varias outras areas tais
como quimica, aeroespacial, radioastronomia, etc. Basicamente em CT existem dois tipos diferentes
de problemas que devem ser abordados. Um deles ¢ a aquisicdo das proje¢des do objeto por meio
de dispositivos tais como uma fonte de raios X e detectores. O outro problema € a obtengéo da
imagem tomografica a partir de suas projecdes.

Embora a CT seja uma técnica de uso geral, seu historico esta estreitamente relacionado

com a histéria da obtengio de imagens em medicina por meio de raios X. Abaixo ¢ descrito um

resumo deste historico:

1895 William K. Réntgen descobre a emissdo de raios X.
1901 Réntgen recebe o prémio Nobel em fisica pela sua descoberta.
1917 Radon desenvolve uma transformada bidimensional - transformada de Radon.

1914-1932  Desenvolvimento da tomografia classica (sem utilizagio de computador).

1972 Hounsfield registra uma patente do primeiro equipamento de tomografia
computadorizada usando o método de reconstrugdo algébrico.

1974 O método da Retroprojeciio filtrada é desenvolvido como um substituto do método

de reconstru¢iio em tomografos comerciais.



1978 Aparece a terceira geragdo de tomografos com geometria de feixe de raios X em
Jeque e utilizando o método da Retroprojecdo filtrada.
1979 Hounsfield e Comark recebem o prémio Nobel de medicina pelo desenvolvimento

do equipamento de tomografia computadorizada.

O histérico descrito acima é um resumo do desenvolvimento da CT, sem nenhum detalhe
do estudo do problema bésico que & a reconstrugéo de imagens tomograficas.

Fundamentalmente, a reconstrugio tomografica trata da reconstrugfio de uma imagem a
partir de suas projegdes. Basicamente, uma proje¢io em um dado angulo é um conjunto de integrais
de linha nesta direcao. A Figura 1.1 ilustra duas projegdes obtidas de um objeto constituido de um

par de cilindros.

Figura 1.1 - Obtenc#io de Projeges.

A solugio matematica para o problema da reconstrugfo foi descoberta em 1917 pelo
matematico Johann Radon, como mencionado no histérico acima. A solugho do problema ¢ a

trmula de inversio de Radon. A dificuldade com a formula de inversdo de Radon € que a mesma



nio fornece uma solugio Obvia do problema de reconstrugdo como um algoritmo a ser

implementado em computadores.

Todos os métodos de reconstrugdo propostos, até€ a presente data, sdo implementagdes
para calcular a formula de inversio de Radon. Eles podem ser divididos em dois grupos principais:
algoritmos de transformada e algoritmos algébricos. Antes de ser descrito o historico do

desenvolvimento desses métodos, uma definicio geral dos mesmos € dada abaixo:

o Os métodos de transformada propdem uma solugéo para o problema de
inversio de Radon baseada no teorema da projegdo (teorema Fourier
"slice™"). Exemplos desses métodos: método da Retroprojecéo filtrada e o
método de Fourier direto. O método do linograma ¢ também um método
de transformada. O processamento de sinais multidimensionais €
fundamental para o desenvolvimento desses algoritmos. Um excelente
resumo dos métodos de transformada pode ser encontrado no artigo de

Lewitt (Lewitt, 1983).

e Os métodos algébricos sio também conhecidos como métodos iterativos.
A solugfio é obtida a partir de uma aproximagdo inicial ¢ o calculo ¢
realizado iterativamente até ser atingida a precisio desejada. Embora
estes métodos sejam conceitualmente mais simples que os métodos de
transformada, esta abordagem é normalmente menos eficiente do ponto

de vista computacional.

A primeira implementagdo de uma solugiio para a formula de inversdo de Radon para ser



usada na prética foi realizada em 1956 por Ronald Bracewell no campo da radioastronomia. Foi
reconstruida a distribuicdo de radiagio do disco solar a partir das integrais de linha. Este método ¢
conhecido como método de Fourier direto.

B.1.Korenblyum, S.I. Tetelbaum, ¢ A.A. Tyutin, em 1958, escreveram um artigo em Russo
onde a solugio da inversio de Radon foi encontrada e uma sugestéo foi dada para aplicagfio em
CT. Infelizmente, este artigo permaneceu desconhecido & comunidade dos pesquisadores ocidentais
até a década de oitenta.

Allan Cormak, em 1963, publicou o método para ser implementado em CT, conhecido
como método algébrico. Naquela época nenhuma atengéo foi dada a este artigo.

Bracewell e Riddle, em 1967, introduziram o método chamado Retroprojecgo filtrada.

Hounsfield, em 1969, registrou a primeira patente de um tomografo baseado em CT. Este
equipamento representou um grande impacto em diagnostico radiolégico. O método utilizado neste
tomoégrafo foi o método algébrico proposto por Cormak.

Ramanchandran e Lakshminarayanan, em 1971, propuseram o método da Retroprojegio
filtrada com alguns melhoramentos € também o método da Retroprojecéio filirada utilizando a
convolugfio. Neste mesmo ano, Gordon e Herman realizaram um estudo detalhado dos métodos
algébricos.

Shepp e Logan, em 1974, mostraram a superioridade do método da Retroprojecdo filtrada
sobre 0 método algébrico.

Crawford e Kak, em 1979, publicaram um artigo no qual fizeram um estudo sobre os
artefatos produzidos por "aliasing” em CT.

A partir de 1980 poucos trabalhos foram publicados neste campo e basicamente todos
propuseram apenas melhorias nos métodos ja existentes.

Edholm e Herman, em 1988, publicaram um trabatho onde foi proposto o método do



finograma. Este método pode ser considerado como um método de Fourier direto. Ele utiliza a
amostragem do linograma em vez da amostragem do sinograma no espago de Radon e de Fourier,
evitando assim os problemas decorrentes da interpolagdio no dominio de Fourier caracteristicos do
método de Fourier direto.

Maria Magnusson, em 1993, estudou a viabilidade dos métodos de Fourier em reconstrucdo
de imagens. Foi realizada uma comparagdo entre 0 método do linograma e o método da
Retroprojecdo filtrada, os quais produziram praticamente 0 mMesSmMo resultado. Foi proposto neste
trabalho uma nova classe de fungdes de interpolagdo para ser utilizada no método de Fourier direto.

Em 1996, Peter Toft estudou detalhadamente a transformada de Radon e de Hough e suas
aplicacdes em CT. Foi realizada uma andlise comparativa dos métodos de transformada: método de
Fourier direto, Retroprojegdo filtrada e filtragem ap6s a Retroproje¢do € também foi realizada uma
analise comparativa dos métodos algébricos. Este trabalho concluiu que 0 método da Retroprojegdo
Glirada é normalmente preciso mas de certa forma lento e 0 método de Fourier direto oferece um
algoritmo répido, porém com problemas de estabilidade numérica devido & interpolagdo
bidimensional.

Michel Westemberg, em 1996, implementou a paralelizagéo dos métodos de transformada e
o método de multiresoluciio baseado na transformada Wavelet em uma maquina CM5 de memoria
distribuida. Foi mostrado que o método da transformada pode ser facilmente paralelizado na
méquina CMS5 e que a implementagdo do método de multiresolugfio usando a transformada Wavelet
fornece um algoritmo eficiente.

Caroline Jacobson, em 1996, avaliou a performance dos métodos de Fourier em
reconstru¢do 3D a partir de projegdes "Cone-Beam". Este trabalho concluiu que o método de
LINCON, baseado no método do linograma, produz imagens de alta qualidade quando comparadas

com dados reais.




Diante desse historico, esta dissertagdo tem como objetivo realizar um estudo ¢
apresentagio dos fundamentos de reconstrugiio de imagens a partir de projegdes € sua aplica¢do em
tomografia computadorizada. Os métodos de reconstrugfio: Retroprojegdo, Retroproje¢ao filtrada
(filtragem antes da Retroprojegio no dominio de Fourier € no dominio de Radon), filtragem apés a
Retroprojesdo e a sua implementagdo em um computador digital sdo apresentados. Um estudo
comparativo desses métodos, quanto a qualidade e tempo de reconstrugdo, é realizado. Além disso,
& também realizada uma comparagio dos trés métodos de interpolagfio: linear, spline e vizinho mais
proximo, os quais sdo necessarios na operacao de Retroprojegdo.

Os capitulos desta dissertacdo estao organizados como desctito abaixo:

O Capitulo II descreve a transformada de Radon e suas propriedades bdsicas. N
mostradas duas formas para calcular a transformada de Radon através do método analitico e da
aproximagdo discreta. E realizada uma andlise comparativa dos métodos de calculo da transformada
de Radon. O modelo de Shepp-Logan ¢ apresentado como um modelo basico para a andlise da
precisiio dos métodos de reconstru¢do apresentados neste trabalho.

O Capitulo I1I mostra a classificagdo dos algoritmos de reconstrugio de imagens mais
utilizados. E descrito o método da Retroprojeciio e sdo realizados testes para verificar o
desempenho desse método. Finalmente sio feitas as conclusoes a respeito dos testes realizados.

O Capitulo IV descreve os fundamentos e a implementagéo do método de reconstrugdo da
Retroprojegao filtrada (filtragem no dominio de Fourier) e do método da filtragem no dominio de
Radon (convolugdo). O teorema da Retroprojeciio é também apresentado como uma base para
todos os métodos de reconstrugdo de transformada e sdo mostrados varios resultados para
diferentes tipos de imagens € as concluses obtidas a partir desses resultados.

O Capitulo V  descreve um método de reconstruco onde a filtragem € realizada apds a




sultados obtidos nos varios testes realizados. Finalmente sdo

Retroprojegio e sdo mostrados 0s re

realizadas conclusdes a respeito desses resultados.
uma andlise comparativa dos métodos descritos neste trabalho

O Capitulo VI apresenta
dois aspectos: qualidade e tempo de reconstrugfio para varios tamanhos de imagem.Os métodos

sob
de interpolagio necessarios na Retroprojegio sdo também avaliados devido a sua influéncia nos
resultados dos métodos de reconstrugdo descritos nesta dissertag#o.

E finalmente, no Capitulo VIIL, sdo apresentadas as conclusdes sobre os métodos de
analisados, as contribuicdes desta

reconstru¢do de imagens a partir de projegdes paralelas
trabalhos futuros que podem ser realizados.

dissertagdo e sio propostos alguns
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CAPITULO I

TRANSFORMADA DE RADON

Este capitulo descreve a transformada de Radon e suas propriedades basicas. S&o
mostradas duas formas para calcular a transformada de Radon através do método analitico e da
aproximagfio discreta e ¢ realizada uma anlise comparativa dos dois métodos.

O modelo de Shepp-Logan ¢ apresentado como um modelo basico para a andlise da

precisdo dos métodos de reconstrucdo apresentados neste trabalho.

2.1 — Introducao

Antes de apresentar o histérico da tomografia computadorizada (CT), a qual esta
estreitamente ligada 3 medicina, uma breve histéria sobre o descobrimento dos raios X €
apresentada com o objetivo de comparar os dois métodos radiolégicos (Fanton, 1990).

Na tarde de 8 de novembro de 1895, apés o trabalho, o fisico Wilheim Conrad Roengten
(1845-1923), reitor da Universidade de Wurzburg, na Alemanha, resolveu continuar alguns
experimentos que fazia no laboratério de sua casa. Ele estava com sorte. Antes de cair a noite, um

acaso o ajudaria a descobrir 0s raios X.




Como muitos fisicos da época, Roengten pesquisava o tubo de raios catodicos, inventado
pelo inglés William Crookes (1832-1919) anos antes. Era um tubo de vidro, dentro do qual um
condutor metalico aquecido emitia elétron, entfio chamados raios cat6dicos, em dire¢do a outro
condutor.

Quando R&engten ligou o tubo, algo muito estranho aconteceu, perto do tubo, um objeto
constituido de material fluorescente chamado platino cianeto de bario brilhou. Ele desligou o tubo e
o brilho sumiu. Ligou de novo e 14 estava ele. O brilho persistiu mesmo quando Rdengten colocou
um livio e uma folha de aluminio entre o tubo ¢ a placa. Alguma coisa safa do tubo, atravessava
barreiras e atingia o platino cianeto. Por seis semanas, 0 fisico ficou estudando intensamente no
laboratério, tentando entender o que era aquele fendmeno. No dia 22 de dezembro, fez a radiagdo
atravessar durante 15 minutos a mao da sua mulher Bertha (Figura 2.2), atingindo, o outro lado
uma chapa fotografica. Revelada a chapa, viam-se nela sombras dos ossos de Bertha, na primeira
radiografia da histéria, fascinado, mas mais confiiso, Roengten decidiu chamar de “X”, simbolo do
desconhecido usado na ciéncia.

A Figura 2.1 ilustra a criag8o dos raios X.

POLO NEGATIVO

{CATODO) }F ILME

FOTOGRAFICO

Figura 2.1 — Obtengfo de uma imagem através do uso de raios X




Os passos para a obtengo dos raios X sdo:

1. Aquecido, o pdlo negativo emite elétrons em dire¢éo ao polo positivo, liberando os raios X.

2. Os raios atravessam a mdo e sdo absorvidos por ela de formas diferentes. Os 0ssos, por

exemplo, barram grande quantidade de radiacéo, enquanto a pele deixa passar quase tudo.

3. Filtrada, a radiacio atinge o filme fotografico que, depois de revelado, mostra sombras em tons
de cinza. Quanto mais clara a marca, mais denso o tecido atravessado. Por isso os ossos

aparecem brancos na radio grafia.

No esquema ilustrado pela Figura 2.2, ¢ mostrado o fendmeno fisico capaz de dar origem a

poderosa radiagio e a imagem da primeira radiografia da méo da esposa de Wilheim Conrad

Roengten.

Elétron do pdlo negativo
Elétron do pdlo positivo

0 elétron que sai do pélo negativo,
atinge um elétron de um atomo
do pélo positivo

S

) . :
To%) No choque, o elétion atingido ganha 1
=Y energia e muda de drbita :

ap? .
(XX Depois, ele volta para onde estava
CxJ e libera energia, na forma de raios X

X Wi
S frea

Primeira imagem produzida
pelo método de raios X, da mao
da esposa do Prof. Wihelm

Figura 2.2 — Criagfo de raios X e primeira radiografia com raios X
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Os inventores do “scanner” foram A. M. Comark, fisico norte americano, ¢ G. M.
Hounsfield, engenheiro inglés.

A partir do descobrimento dos raios X, em 8 de novembro de 1895, foram desenvolvidas
vérias pesquisas em torno do mesmo.

Em 1963, A. M. Comark demonstrou que se podia determinar os coeficientes de absor¢do
de uma estrutura plana e medir, desde um determinado nimero de direcdes, as variagdes de
intensidade dos raios transmitidos.

Em 1967, Hounsfield iniciou suas investigagdes sobre o reconhecimento de imagens €
técnicas de armazenagem de dados em um computador. Como engenheiro, ele dirigia uma segéo
médica do laboratorio central da companhia EMI, utilizou seus conhecimentos para desenvolver
alguns projetos partindo de uma idéia principal.

A idéia principal do programa de investigagio da EMI, era as medidas de transmissdo dos
raios X através de um corpo, a partir de todas as diregdes possiveis, que contém a totalidade de
informagdes sobre os constituintes desse corpo. Baseado nesta idéia, foram elaborados os célculos
necessérios para se obter os dados deste corpo (transformada de Fourier), os quais necessitavam de
um computador para serem efetuados. Hounsfield teve a idéia genial de detectar os raios X
mediante um cristal emissor de luz visivel quando se expde aos raios X.

Em primeiro de outubro de 1971 foi obtido o primeiro “scanner” de um cranio em um
hospital de Londres. Em 1973, nos EUA, foram instalados os primeiros “scanners” de cranio, mais
tarde conhecidos como tomografos. Em 1974, os primeiros equipamentos para exame de corpo ja
estavam em funcionamento.

Em 1979, os dois cientistas, Cormak e Housfield, receberam o prémio Nobel pois o seu
invento tem importincia comparado & descoberta dos raios X.

Os tomografos podem ser definidos como um equipamento de medida das densidades

2

) -
st

o
o

ey
iy
(54
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radiologicas dos volumes de um corte. Esse método radiologico precisa ser auxiliado por uma
imagem radiolégica convencional.

Os tomografos estudam as atenuagdes que 0s raios X sofrem ao passar pelo corpo. Os
estudos das atenuagdes se realizam sobre um feixe de raios X fino, definido por uma colimag@o
aplicada nos raios X que vai até um detector de raios X.

Os detectores sio constituidos de cristais de centilagio e cémaras de ionizagdo que
permitem quantificar as medidas. Sua sensibilidade € extremamente maior que a pelicula do filme
radiografico. Os detectores € a fonte de raios X estio situados em um equipamento fixo, que define
um plano para detectar as ondas de raios X. Quando o objeto a ser estudado € colocado na diregdo
do raio, o dispositivo proporciona uma medida da atenuagio radiante desse objeto.

Mediante os detectores é obtida uma série de medidas de atenuagdes resultantes dos raios X
que atravessam o corpo. Uma soma dessas projecdes nfio é suficiente para a reconstrucio do corte.
S#o necessarias infimeras projegoes.

Através de um movimento de rotagfio do conjunto em torno do eixo do objeto examinado,
é possivel registrar uma série de proje¢des de atenuagdes (perfil) que resultam do raio que atravessa

o mesmo corte em direcSes distintas. A Figura 2.3 jlustra um esquema simplificado de tomografia

computadorizada.
-
( r”ﬂ\
o~ .
Fonte de T 2 e Monlto\r‘&
raios X / -

Colimador

Det%dor

Instrumento
Eletrdnico -~
de Medida Computador

Figura 2.3 — Sistema simplificado de tomografia computadorizada
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Em um modelo simplificado, a trajetoria dos raios X € considerada como sendo uma reta, €
0 seu feixe ¢ atenuado ao longo de uma linha com cocficiente de atenuago 4 . Apds a varredura,
este coeficiente pode ser encontrado em cada ponto do plano.

Considerando um tomégrafo 2D com somente uma se¢io transversal do cérebro medido, o
sistema de coordenadas pode ser escolhido de maneira tal que a segfio transversal seja o plano z= 0,
como ilustrado na Figura 2.4. Cada linha passando através do objeto a ser analisado ¢
parametrizada com dois parametros : distincia normal s de (0,0) alinha e o &ngulo relativo ao

primeiro €ixo.

Figura 2.4 — Sistema de coordenadas ondez=0

Considerando que o objeto a ser analisado nfio ¢ homogéneo, 0 coeficiente de atenuagdo ¢
fungdio de x e y, isto é, u(x,y). A Figura 2.5 ilustra trés objetos de diferentes coeficientes de

atenuacdio vistos ao longo de uma linha.

LMY uw,u,u, u; Ug

Figura 2.5 - Coeficiente de atenuagdo para trés objetos diferentes
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A Figura 2.5(a) mostra que a intensidade recebida segue a lei de decaimento exponencial:

I(s,0)=1,e"" 2.1)

Se dois meios homogéneos diferentes sdo atravessados como mostrado na Figura 2.5(b), a

intensidade recebida é:

I(s,0) =1, e"""" 2.2)

Se varios meios homogéneos estdo presentes, cOmMo ilustrado na Figura 2.2(c), o resultado €

simplesmente a soma dos fatores exponenciais de cada camada:

Is,0)=1, ;" 2.3)

De maneira geral, a soma na Equagfio 2.3 torna-se uma integral e u torna-se o elemento de

linha du , onde o coeficiente de atenuagdio & fingdio da trajetoria da linha:

I(s,0)=1 o (2.4)

onde :

I, - intensidade do emissor.

1 - coeficiente de atenuagio.
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A projegdio g(s,0) ¢ definida como:

]()
g(s,0)=In 165.0) (2.5)

Assim da Equagdo 2.4, tem-se que:
2(s,0) = jﬂ(x’ y) du = Iy(s cos® —usend, ssen6 +u cosf) du (2.6)

A fingdo g(s,0) é chamada de transformada de Radon de u(x,y) . A letra maiGscula é
usada para denotar 0s operadores. Assim, % & usado para denotar a transformada de Radon. Se
f € uma fungfio, a sua transformada de Radon ¢ denotada por Z&f . O valor de Zf no ponto

(s,0) em seu dominio é denotado por Zf (s, ). Portanto, a transformada de Radon de u(x,y) €

Fop(s,0) .

2.2 — A Transformada de Radon

Basicamente uma operagdo de transformagfio converte uma expressao matematica definida
em um sistema de coordenadas para um outro sisterna de coordenadas diferente. Quando as
coordenadas sio diferentes, o espago definido pelo sistema de coordenadas € também diferente. No
caso da transformada de Radon, ela transforma as coordenadas do dominio espacial para o dominio

de Radon, conforme ilustrado na Figura 2.6.
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Dominio espacial Dominio de Radon

Figura 2.6 — Transformada de Radon

Uma integral de linba, como o pr(’)pﬁo nome indica, representa a integral de algum
parametro de um objeto ao longo de uma linha. Um exemplo tipico ¢ a atenuagdo de raios X ao se
propagarem através do tecido biologico como citado na Segdo 2.1. Neste caso, 0 objeto ¢
modelado como uma distribuicio bidimensional de atenuagdo constante de raio X e a integral de
linha representa a atenuago total sofrida pelo feixe de raios X a medida que eles passam em linha
reta através do objeto.

O sistema de coordenadas definido na Figura 2.7 € adotado para descrever as integrais de
linha e as projegBes. Neste exemplo, o objeto ¢ representado por uma fun¢io bidimensional

f(x,y) ecada integral de linha pelos pardmetros (s,8 )

A equagdio da linha na Figura 2.7 é xcos @+ y sent —s=0 e desse modo a integral de

linha g(s,0) € definida como :

g(s,0)= [f(xy) du, -w<s<o 0<6<m, Q.7

linha(s.8)
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£(s,0) s

1%, ¥)

Figura 2.7 — Sistema de coordenadas (s, u)

Usando a fungfio delta de Dirac, definida no Anexo I, a Equagdo 2.7 pode ser reescrita

como:

2.0)= | [/(r,y) S(xcos0+ ysen0-s) ds dy . &)= [Gey) du 29)

— o= linha(s,0)

Pode-se verificar que (s,6) nfio sdo as coordenadas polares de (x, y ).
A fungfio g(s,0), definida pelo alemfo Johan Radon em 1917, ¢ conhecida como a
transformada de Radon da fungio f(x,y).

Adotando o sistema de coordenadas (s, ), a Equacdo 2.8 pode ser expressa como:
g(s,0)= jf(s cos@ —usen @, ssenf +ucosd) du (2.9)

onde: s=xcosf+ ysend ou x=scos@ —usend (2.10)
u=—x sen @+ ycosd y=ssen @ +ucosf
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A projeciio é formada pela combinagdo de um conjunto de integrais de linha. A projegéo
mais simples é uma colecdo de integrais de raios paralelos dada por g,(s) para um 6 constante,
conhecida como proje¢do paralela conforme ilustra a Figura 2.8. No caso do tomégrafo, as
projecdes podem ser obtidas movendo-se uma fonte de raio X e detetores em lados opostos com

feixes de raios paralelos atravessando o objeto.

Figura 2.8 — Projegfio Paralela

A quantidade g(s,d) ¢ também chamada de raio-soma, desde que ela representa a
somatéria de f(x,y) ao longo de um raio a uma distancia s em um angulo 6.

Pode-se verificar que (s,6) no sdo as coordenadas polares de (x, ). Assim, se (r,9)

sio as coordenadas polares de (x, ), isto €,
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X =r cos¢ y=rseng (2.11)

entdo da Figura 2.9 tem-se que:

s =rcos(d —¢) (2.12)
s=rcos(@—¢)
ﬁy

o
\ !

4+

y f ;
ALE - o
x \4 _r ——
\ -y
(a) Dominio espacial (b) O ponto P é mapeado em uma sendide no plano (s,0)

Figura 2.9 — Dominio espacial e dominio de Radon

O conjunto de projegdes paralelas é chamado de sinograma. O sinograma da fungdo f
contém exatamente os mesmos dados que a transformada de Radon de f, porém no sistema de
coordenadas (s, ). Na Figura 2.10(a) um ponto especifico (x;,y,) contribui para a transformada
de Radon sobre uma circunferéncia e esta circunferéncia corresponde a uma sendide no sinograma.

A Figura 2.10(b) ilustra a origem do nome sinograma.



> s s =x,cosf +y senl
% Sy /
(X, 31)
5, H— 71>
0, \ 6, { / 27
B x
a) Espaco de Radon b) Sinograma

Figura 2.10 — Espago de Radon € Sinograma

Um outro tipo de projegfio possivel ¢ quando a fonte ¢ colocada em uma posicdo fixa
relativa a uma linha de detetores, conforme ilustra a Figura 2.11, conhecida como projecdo

leque (“Fan beam”) pois as integrais de linha sdo calculadas com uma geometria que se assemelha a

um leque.

(s ﬁz)

g,B,) Q
Yy

f(x,y)

(

By

Sy

0

2

Figura 2.11 — Projego Leque (“Fan beam”)
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2.3 — Propriedades Basicas da Transformada de Radon

Nesta seqdo ¢ mostrada algumas propriedades fundamentais da transformada de Radon que
sdo derivadas a partir da Equagfio 2.8. O procedimento para a dedugdo das propriedades de
linearidade, deslocamento e rotagéio é apresentado a seguir. Para as demais propriedades, pode ser

aplicado um procedimento analogo.

2.3.1 - Linearidade

g2(s,0) = O]oj(a1 [ )+ a, f(x,¥))0(x cos@+ ysenf —s) dx dy (2.13)

—00—00

g(s,0) = jjal fi(x,¥)8(xcos + ysen @ —s) dx dy +

—00—00

+ T]az (%, ) 6(x cos&'+ysen0—s) dx dy (2.14)

2.3.2 — Deslocamento
Assumindo que a fungdo f{x,y) € deslocada , isto &, h(x, y)=f(x =%,y = ¥,)

h(s,0)= def(x—xo,y—yo) S(xcosf+ysend—s) dxdy (2.15)

—on—00
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Seja:

w=Xx-1X, dx=dw

z=y—Y, dz=dy

h(s,0)= cl_)[()]f(w,z) S((w+x,)co80+(z+y,)sen0~s) dwdz

——0

= I If(w,z) S(wcos@+zsen @ — (s —x, cosd—y, send)) dwdz

h(s,0)=g(s—x,cosf -y, send,0)

Pode-se verificar pela Equagio 2.18 que somente a coordenada s mudou.

2.3.3 - Rotagiio

Expressando f(x,y) na forma polar, isto &, f(x,¥)=f,(r:$)

h(r.¢)=f(r.¢—¢,)

h(s,8)= dji].f(r,(z}—@) O(rcos¢ cos@+rsengsend —s) |r| de¢ dr

~on0

= T[r.0-8) 56costp-0)-5) Il dg ar

-0 0

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

2.21)
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Seja:

a=p-4, ¢  dp=da

h(s,0)= wjj f(r,@)8(rcos(a—(0—4,)~5) |r| da dr (2.22)

h(s,0)=g(s,0-¢,) . (2.23)

Se o sisterna de coordenadas (%, y) ¢ rotacionado de 4,, 2 transformada de Radon softe

uma translacfo na varidvel & .

2.3.4 — Outras propriedades

A Tabela 2.1 ilustra as propriedades da transformada de Radon.

Tabela 2.1 — Propriedades da Transformada de Radon

Propriedade Fungiio Transformada de Radon
Simetria f(x,y) 2(s,0)=g(—s,0 )
Escalamento f(ax,ay) Lg (as,0)
\al
Conservagdo de Massa © © °°
M = ij(x,y)dxdy M= Ig(s,@) ds
Limitac#o de Espaco D D
mtagio CCEED | S =0.W> 5 W> T | gs.0)=0, s‘>D;[2_
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2.4 — Transformada de Radon Analitica de Figuras Primitivas

Nas subsecSes seguintes é mostrada a transformada de Radon analitica de trés figuras
denominadas neste trabalho de primitivas pela sua simplicidade: circulo unitario, quadrado e

tridngulo.

2.4.1 - Circulo unitario

Um circulo unitério € definido como:

1, x* +y*<1

S y)= { 2.24)

0, outros

Neste caso, conforme ilustra a Figura 2.12, a fungdo f(x,y) ¢ invariante a rotagdo em

relaciio & origem do sistema de coordenadas, assim a transformada de Radon néio depende de 6 .

2y

fix,y)=0

—X

fixy)=1

Figura 2.12 — Circulo unitario
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A transformada de Radon pode ser calculada, por exemplo, para =0 rad, como mostra a

Figura 2.13. A transformada de Radon ¢ simplesmente o comprimento da reta que cruza o circulo.
A y

~

\ME

Figura 2.13 — Transformada de Radon para 0 =0 rad

A Figura 2.14(a) mostra a fungfo circulo unitério ¢ a Figura 2.14(b) ilustra o seu sinograma

correspondente. Devido a simetria de rotagdo, a transformada de Radon néo depende de 6 .

a) Circulo unitdrio b) Sinograma

Figura 2.14 — Circulo unitario e o seu sinograma correspondente
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2.4.2 — Quadrado

Uma outra primitiva util é o quadrado, ilustrado na Figura 2.15.

Y — — — — =

Figura 2.15 - Quadrado
A fungdio da primitiva quadrado pode ser escrita como:
F @)=y (1= 2y (A=) (2.25)

onde:

1, () é afungio degrau de Hamilton definida pela Equagio 2.26:

I, x>0
={" 2.26
J@) {O, x<0 (2.26)

A fungfio do quadrado apresenta simetria em relagdo ao eixo dos x € a0 eixo dos y:

fGxey) = f(x ) (2.27)
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A transformada de Radon da fungdo primitiva do quadrado também apresenta simetria

rotacional de /2 e seus cOngruos:

2(s,0) = g(s, 0+ k%) (2.28)

g(s,0) = g(s,% - 9) (2.29)

onde k ¢ inteiro.

A Equagfio 2.28 indica que somente ¢ necessario calcular a transformada de Radon no
intervalo de 0 a 7/2. A Equagio 2.29 diminui o intervalo para 0 a z/4. Sabendo que

g(s,0) = g(—s,0 + ), isto implica juntamente com a Equagao 2.28 que somente para valores de
s > 0 ¢ que a transformada deve ser calculada. Nao ¢ dificil verificar que:

g(s5,0)=0 se s > V2 (2.30)

Para s < \/5 ¢ facil verificar que g(s,0)#0 em virtude da geometria simples e das

intersecSes entre a linha de integragdo s = x cos@ + y sen @ e os lados do quadrado :

S

y=-1 =>x=x,= +1g0 (2.31)

cosd

y=l=>x=x=

—1g6 (2.32)
cosd
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x=l=D>y=y =
Y=n sen @

onde:

x_, : intersegdo da reta de integragdo e areta y = -1.
x, : interse¢fio da reta de integragio eareta y = 1.

y, . interse¢fio da reta de integragdo e areta x =1.

Existem trés casos de intersec#o:

x, > 0= g(s,6) =2(J§—s)

x <lex, <13g(s’0)=0059

x1<1ex_,>1:>g(s,0)=_2._ <o 20

—cotgl

1 s —cosf —send

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Usando as Equagdes 2.34 a 2.36, a transformada de Radon pode ser calculada para as

respectivas regioes de validade. A primitiva quadrado ¢ ilustrada na Figura 2.16(a) € o seu

sinograma correspondente ¢ mostrado na figura 2.16(b).
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teta

a) Quadrado b) Sinograma

Figura 2.16 — O quadrado e o seu sinograma correspondente

2.4.3 — Tridngulo

A primitiva tridngulo equildtero € ilustrada na Figura 2.17. A transformada de Radon
desta primitiva pode também ser calculada analiticamente.

A primitiva tridngulo apresenta simetria rotacional:

g(s,0) = g(s,~0) = g(s, 0+ sz”j (2.37)

onde k & inteiro.

As relages do tridngulo combinadas com g(s,0) = g(—s,0 + ) implicam que somente ¢

necessério calcular a transformada de Radon para s 20 e 0<6< /3. Neste caso existem trés

linhas a considerar :



o

30

A
1
— TN ]
| \ |
| I
i |
{ |
| S |
[ 0 5
~1|l 1 "x
| | '
l |
| |
| V | s=xcosO+ty send
——r I |
-1

Figura 2.17 - Tridngulo

Linha inclinada superior do triingulo

I 3)’=—:/—%(x—1)

Linha inclinada inferior do tridngulo

1
l : = — -
RN A

Linha de integracdo (transformacdo)
[:s=xcosf+ysent

A primeira intersegéo a considerar ¢ a interse¢do entre lel.:

_ sen0+«/§s
* sen0+\/§cosﬁ

X

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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i _
y, = -?(er -1) (2.42)
e a intersegdo entre [ e [, :
X = sen & — \/gs (243)
sen @ —+/3 cosd
y o=—Lx -1 (2.44)
— J’3" —_— -

. . ) . 1 )
Uma outra intersecdio interessante & entre a linha vertical x = 5 e a linha de

integracdio. Essa intersegdo €:

2s5+cosl
y, = 2.45
: 2send ( )

Pode-se concluir que se X, >0 a linha de integracdio ndo cruza o tridngulo, isto &,

g2(s,0)=0.

Todos os casos restantes implicam que a linha de integragio intercepta a linha inclinada

inferior /, :

) <§@g(s,9> = Ja, +1/2) + (3 - 0.) (2.46)

3
> —2{®g(s, 0) = J(Te +x) +(y, -y (2.47)



32

As Equagdes 2.46 ¢ 2.47 sdo usadas para calcular a transformada de Radon em suas
respectivas regides de validade. A Figura 2.18(a) ilustrada a primitiva tridngulo e a

Figura 2.18(b) mostra o seu sinograma correspondente.

a) Tridngulo b) Sinograma

Figura 2.18 -0 tridngulo e o seu sinograma correspondente

2.5 — Modelo de Shepp-Logan (“Head Phantom”)

Como citado por Kak (Kak, 1989), o cérebro pode ser considerado como uma das
imagens que mais exigem precisdo, flexibilidade © complexidade de um algoritmo de
reconstrucdo. O modelo de um cérebro foi idealizado por Shepp-Logan (Shepp e Logan, 1974) e
é fregiientemente utilizado para testar a precisdo dos algoritmos de reconstrugdo. Esse modelo ¢
baseado em um conjunto de 10 elipses. Os parémetros dessas elipses sdo descritos na
Tabela 2.2. O pardmetro A das elipses nfo equivale exatamente aquele do modelo original. Esta
escolha foi realizada com o objetivo de obter um melhor contraste na imagem (Toft, 1996). O

termo “phantom” designa uma imagem sintética.
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Tabela 2.2 — Pardmetros para o modelo de Shepp-Logan

A a b x, Y, a
1.0 0.69 0.92 0.0 0.0 0°
-0.8 0.6624 0.874 0.0 -0.0184 0°
-0.2 0.11 0.31 0.22 0.0 -18°
-0.2 0.16 041 -0.22 0.0 18°
0.1 0.21 0.25 0.0 0.35 0°
0.1 0.046 0.046 0.0 0.1 0°
0.1 0.046 0.046 0.0 -0.1 0°
0.1 0.046 0.023 -0.08 -0.605 0°
0.1 0.023 0.023 0.0 -0.606 0°
0.1 0.023 0.046 0.06 -0.605 0°

Uma vantagem de se usar uma imagem como 2 do modelo de Shepp-Logan para
simulagio em computador é que pode-se ter expressoes analiticas para a proje¢do ou
transformada de Radon (Kak, 1989). A projecio da imagem composta por um niimero de elipses
é simplesmente a soma das projegdes de cada uma das elipses. Isto ¢ devido a linearidade da
transformada de Radon. A seguir € apresentada a expressdo analitica para as proje¢des de uma
elipse.

Seja f(x, y) como mostrado na Figura 2.19:

‘}’

Figura 2.19 — Elipse e seus pardmetros relevantes
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x Y .

A, = +=—=<1 dentro da elipse
fn=1"d b ( pse) (2.48) ‘
0, outros (forada elipse) |

Para calcular a transformada de Radon da elipse descrita acima, basta calcular a integral

de linha para o segmento d na Figura 2.19.

A equagio da reta na Figura 2.7 ¢:

xcos@+ysen@—s=0 (2.49)
A equagdo da elipse €:
xZ y2
—— 2:50)
ou
b x*+a?y>=a’*b’ (2.51)
Da Equagio 2.49, tem-se:
- 6
_s—xcos 2.52)
sen @
Substituindo a Equagdo 2.50 na Equagdo 2.49, tem-se que:
B %2 a’ o) 242
x +Sen20(s—xcos Y'=a'b (2.53)
x% (b sen® @+a* cos’ §)—2a* scosd x=a’ b’ sen” 0 —a’s’ (2.54)
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Chamando b2 sen® 0 +a° cos” =K , tem-se que:

K3 -2a* scosOx—(a*b’sen’ —a’ s*)=0 (2.55)

Resolvendo a Equacg@io 2.55 para x , tem-s€ que:

x=a2 s cosf + \Ja* s> cos® O+ Ka’ b*sen’ 0-Ka’ s’ (2.56)
K
£3.4 VW el
x= % ;X = I X, = X (257)

onde :

W =.a* s* cos’ 0+Ka*b*sen’ 0—K a* s> =absend \/52 sen’ @ +a’cosf  (2.58)

V+W

Para x, =

Substituindo x, na Equagdo 2.52, tem-se que:

_s—x,co80 _s—(V+W)/Kcosd (2.59)

sen & sen @

Vi

V-w

Para x, =



36

Substituindo x, na Equagdo 2.53, tem-se que:

yzzs—xzcosﬁ _ s—(V—-W)/Kcos@ (2.60)
sen @ sen @

Cilculo dos pontos de intersecio da reta com a elipse (u2eul)

Lembrado que: u=ycosf—xsenf.

Assim:
~ /4
U =2 ¢ +SZ’n)éKcose cosd — V;; send (2.61)
-V - -W
u, =5 SV:);K"OSQ cosd — = —sen 2.62)
n

Integrando para os limites %, € U,

L) u2
g(5,0)= [ f(scos@—usend, ssen0+u cos6) du= [Adu=a@-uw) 6

ul

2 Wcos’@ 2Wsenf) _ 2W (cos’6
,0) =4 = .
g(s,6) ( Ksenf i K K \ send +send (2.64)
A2 W
g(s,0)= (2.65)

K sen@
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Mas W=ab sen6 \EZ sen O+a’cos’ s’

K =b?sen’ @+a’ cos’ 0 (2.66)

2A
(b sen” @ +a’ cos’ ) sen &

g2(s,0)= absend \/b72 sen’ @ +a’ cos” O —s (2.67)

2 o2 2 20—
g(sjg)zzAab\/m 068

B2 sen’ @ +a’cos’ 0

2ab.s’ -5’

g(s,0)= . (2.69)
Sabendo-se que : s; ~2>0=> %< s,f, = \s| < s, ,tem-se:
24abys’ -5’ |sl<s
g(s,0)= s2 P (2.70)
0 5|z s,

onde:

2 =h2sen’ O +a’cos’ 0.

m

Quando a elipse com centro em (x,,¥,) é rotacionada de um angulo a, conforme ilustra

a Figura 2.20, as propriedades de deslocamento e rotagfio sio utilizadas, e a transformada Radon
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da nova elipse, deslocada e rotacionada, ¢ descrita por :

2 Aab+sk —(s—x,cos8 -y sen 8
: |5 —x cos6 -y send|<s,, 011

g(s,0)= s,
0 ,OUlros

onde :

s, =a’cos’(@—a)+ b’ sen’(0-a).

Figura 2.20 — Elipse com centro em (x,,,) € O eixo maior rotacionado de o

A Figura 2.21(a) ilustra a imagem do modelo de Shepp-Logan e a Figura 2.21(b) mostra

o seu correspondente sinograma .
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a) Modelo de Shepp-Logan b) Sinograma

Figura 2.21 — Modelo de Shepp-Logan e 0 sei sinograma correspondente

2.6 — Aproximagio Discreta da Transformada de Radon

O célculo analitico da transformada de Radon de uma fungdo f , geralmente ndo € facil
de ser realizado e nem sempre a forma analitica de f ¢ conhecida.

Basicamente, o namero de projecdes (T) deveria ser aproximadamente igual ao
ntimero de raios (R) em cada projegdo. Porém na pratica isto ndo acontece levando a uma
insuficiéncia de dados, devido a subamostragem da proje¢do ou devido ter tomado um
nimero muito pequeno de projegdes. Esta insuficiéncia de dados, provoca artefatos “aliasing”
tais como o fendmeno de Gibbs, raias (T muito pequeno) e figuras de Moiré (resolugéo muito

pequena). A relagio ideal entre T e R pode ser dada por (Kak & Slaney, 1988):

R 2.72)

onde:

T : nimero de projegdes.
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R : namero de amostras por proje¢do.

A Equagdo 2.72 sugere que 0 nUmMero de projecdes deveria ser aproximadamente igual
ao nimero de raios por proje¢do .

O tipo de aproximagiio discreta considera uma amostragem linear de todos os
parimetros, conforme ilustra a Figura 2.22. As Equagdes 2.73, 2.74, 2.75 e 2.76, descrevem

os parimetros amostrados linearmente:

T

Figura 2.22 ~ Aproximagéo discreta

X=X, =X, +mAx, m= 0,1,..M -1 (2.73)
y=Y,=Vya T Ay, B= 01,..,N -1 (2.74)
0=0,=0_ +t AD, t=0,...,T~1 (2.75)
s=s,=8, +5As, §= 0,Ll,..,.R—-1 (2.76)

onde:

M - Numero de amostras na dire¢do x.
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N - Numero de amostras na dire¢@o ) .
T - Ntimero de amostras do angulo 8.

R - Namero de amostras na dire¢do s .

Considerando que a imagem seja quadrada:

Ax = Ay 2.77)
M=N (2.78)
Desse modo, os parimetros sdo simétricos em relagdo a zero:
fy = g =~ D A @79
2
Viin = Fmin = " Vinax = —9—4—;—9 Ax (2.80)
Smin = "Smax =—'-(—R’2:”12 As (2.81)

O segundo tipo de aproximagdo, considera uma amostragem angular, o angulo inicial

pode ser escolhido como:

=0 (2.82)

min
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e o intervalo de amostragem deve considerar um faixa igual a 7, isto ¢,

Vs
A =— 2.83
T (2.83)
A transformada de Radon discreta pode ser aproximada pela Equagéo 2.9:
g(s,,0,)= jf(s, cosd, —u send,,s, sen 0, +u cos6,) du (2.84)

J-1
8(s,0)~ Au Zf(sr cos®, ~u, sen®,, s, sen®, +u; cosb,)
=0

onde:

£(5,0) : aproximagdo de g(s,6)-

2 a 2.76.

u, : amostragem linear da variavel u como realizado nas Equagdes 2.7

Jo

A seguir é descrito dois modos de realizar o calculo das projegoes:

Primeiro Modo

para todos pontos (x,¥)
do (s,0) tal que x cos@+y senf = §

af (5,0) = Ff (5,0) + f(x, )

para to

fim
fim
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Sesundo Modo

para todos pontos (s,0)
para todo (x,y) tal que x cos@+ysenld = s

Tf (5,0) = Ff (5,0) + f (x,)

A diferenca entre o primeiro modo e 0 segundo modo estd na ordem de indexagéo. De

acordo com o segundo modo, no lago mais interno todos pontos de contribuigdo em f sdo
somados a & (s,0) . Por outro lado, no lago mais interno do primeiro modo para cada ponto
f(x,y) todos pontos em Ff sdo considerados e incrementados a f(x,¥) .

A matriz de projegdo tem suas colunas como a proje¢do para um dado angulo 6 como

ilustra a Figura 2.23:

Figura 2.23 - Matriz de projegoes

Comparando qualitativamente o calculo da transformada de Radon analitica,
utilizando as Figuras 2.14(b), 2.16(b), 2.18(b) e 2.21(b), com a aproximaggio discreta da
transformada de Radon, utilizando as Figuras 2.24 a 2.27, pode-se verificar que sdo

aproximadamente iguais.

As Figuras 2.24, 2.25,2.26 € 2.27 mostram a aproximagdo discreta da transformada de

Radon para o circulo, quadrado, tridngulo e Shepp-Logan, respectivamente.
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Figura 2.24 — Aproximagio discreta da transformada de Radon do Circulo

Figura 2.25 - Aproximagdo discreta da transformada de Radon do Quadrado

teta

Figura 2.26 - Aproximagio discreta da transformada de Radon do Tridngulo
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teta

Figura 2.27 — Aproximag#o discreta da transformada do modelo de Shepp-Logan

2.7 — Conclusoes

Neste capitulo foi apresentado uma descrig@o matematica da transformada de Radon ¢
suas propriedades basicas. Foram mostrados o método analitico e a aproximagéo discreta da
transformada de Radon. Uma andlise comparativa desses métodos mostrou que ambos sdo
equivalentes.

O modelo de Shepp-Logan foi apresentado para ser utilizada como um modelo basico

para a andlise da preciso dos algoritmos de reconstru¢do de imagens em capitulos posteriores

deste trabalho.




CAPITULO 111

METODO DA RETROPROJECAO

O objetivo deste capitulo € responder a pergunta “A Retroprojecdo pode ser usada como
um método para reconstruir imagens a partir de suas projegoes?”.

Este capitulo mostra a classificacio dos algoritmos de reconstrugio de imagens mais
utilizados. T descrito o método da Retroprojegdo e 530 realizados testes para verificar o

desempenho desse método. Finalmente sdo feitas as conclusoes a respeito dos testes realizados.

3.1 - Introduciio

Os primeiros métodos de reconstrugiio de imagem foram desenvolvidos inicialmente, por

Bracewell em 1956, para uso em radioastronomia com 0 proposito de identificar regides do sol que

emitiam radiagbes na faixa de microondas. Posteriormente, outros métodos continuaram a ser

aplicados em radioastronomia. Outros métodos de reconstrugo foram também desenvolvidos

independentemente para aplicagBes em Otica (Brooks & Di Chiro, 1976).
Em aplicagdes médicas, as primeiras tentativas em reconstrugdo de imagem usavam

variagdes de Retroprojegdo (“Backprojection”) e produziam imagens de baixa nitidez (embagadas).

Um passo significante foi dado por Cormak em 1964 (Cormak, 1964) que desenvolveu uma técnica
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para reconstruir com boa precisdo imagens a partir de projegdes obtidas com raios X. Os primeiros
estudos de Cormak foram realizados na Universidade de Cape Town na Africa do Sul em 1957.
Outros pesquisadores desenvolveram métodos para tomografia reconstrutiva, antes do tomografo
da empresa EMI em 1972, dentre esses pesquisadores pode-se citar: Tretiak, Eden e Simon em

1969 e Bates e Peters em 1971 (Brooks & Di Chiro, 1976).

3.2 — Classificacio dos Métodos de Reconstrucio

Varias abordagens matematicas tém sido utilizadas na reconstrugio de imagem. Neste
trabalho serdo descritos somente 0S métodos utilizados em aplicagdes médicas. Abaixo descreve-se

cada um desses métodos :

Método da Retroprojeciio

A Retroprojegdo (“BackprOjeCtion”) ¢ o método de reconstrugdo mais simples
conceitualmente porém produz imagens de baixa qualidade. Este método ¢é abordado neste trabalho,
nfio somente devido 4 sua importancia histérica, mas devido 2 sua importancia no entendimento dos
demais métodos de reconstrugdo. Neste trabalho considera-se que a palavra retroprojegdo escrita
comm a letra r mindscula como um processo de retroprojetar e a palavra escrita com a letra R

maitiscula como um método de reconstrugao.

Método da Reconstrugdo Iterativa
Neste método é empregado um processo iterativo para a obtengfio da imagem. Ele foi

empregado por Hounsfield no tomografo original da EMI.
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M¢étodo da Reconstrugio Analitica
Os métodos analiticos sdo baseados nas solugdes exatas das equagdes da imagem. Um
deles, a Retroprojego filtrada (“Filtered Backprojection”), € utilizado atualmente na maior parte

dos equipamentos de tomografia computadorizada comerciais.

3.3 — Método da Retroprojecio

3.3.1 — Introdugio

O método da Retroprojegdo ¢ também conhecido como Moiré ou algoritmo do somatorio.
Ele é 0 mais simples e também 0 mais impreciso dos métodos de reconstrugfio. Esta técnica foi
utilizada pela primeira vez pelo Dr. Kuhl (Brooks & Di Chiro, 1976), 10 inicio dos anos 60, para
produzir as primeiras imagens de uma se¢do transversal de um objeto. Um entendimento dos
principios basicos da Retroproje¢do ¢ essencial para entender todos os outros métodos de
reconstrucdo.

O algoritmo inicia com uma matriz de reconstrugio nula, ou seja, todos os elementos dessa
matriz sio iguais a zero. A primeira projegio ¢ obtida da matriz de projeciio e cada valor €
retroprojetado na matriz de reconstrugo. Isto ¢, cada pixel (elemento da matriz) na matriz de
reconstrugiio que fica ao longo de um dado raio recebe um valor igual ao valor do raio-soma. Em
seguida, todas as outras projecdes sdo lidas uma de cada vez, retroprojetadas, e somadas aos
valores que ja estdo na matriz de reconstrugdo. Cada projegdo € retroprojetada no mesmo angulo
no qual o dado original foi obtido.

A Figura 3.1 ilustra o principio basico do método da Retroprojegio para um objeto
muito simples, um ponto, sendo sua densidade igual a 1 e a Retroproje¢do para 2 proje¢des do

objeto original.
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duas projecdes do objeto original ~ primeira Retroprojecio segunda Retroprojecdo

1

1
11211

1

1

e et e ||

k. o ok ok

101 0]11010

Figura 3.1 — Método da Retroproje¢do para um ponto

3.3.2 - Descrigio do Método

A Figura 3.2 mostra um objeto retangular utilizado como exemplo para explicar o método
da Retroprojecéo. A reconstrucdo ¢ realizada retroprojetando cada perfil (projegdo) no plano da

imagem, isto é, a intensidade de cada raio-soma é aplicada sobre todos os pontos por onde

passa o raio..

duas projecoes do objeto original  primeira Retroprojeciio  segunda Retroprojeciio

33

[\ B A N
b kY
WU ns

1
1
1

=|N\N|N|=
(9 (9 (9 (e
(9 (w9 9 (9
(ot i Ul
S J (8

1
1
1
1010131310

Figura 3.2 — Método da Retroprojegéo
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Como um outro exemplo do processo de obtengdo das projegdes e em seguida a sua

reconstrucdo, ¢ utilizada a imagem ilustrada na Figura 3.3 e a sua primeira projecdo.

Projecéo

Figura 3.3 — Obtengfio de uma proje¢do

Sendo a projegio um perfil unidimensional da atenuagdo do feixe de raios X passando

através do objeto, vérias projegdes podem ser obtidas a partir de diferentes angulos ao redor

do objeto. A Figura 3.4 ilustra um conjunto de projegdes para oito angulos diferentes.

Figura 3.4 — 8 proje¢des de um objeto

A Figura 3.5 mostra a correspondéncia entre a projegdo € o sinograma para 3 angulos

diferentes.
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Sinograma Projegdes correspondentes

Figura 3.5 — Sinograma e as trés projegdes correspondentes

Uma vez que as projegdes foram obtidas, a tarefa agora ¢ reconstruir a imagem que

originou essas projegdes. O processo da Retroprojegao ¢ ilustrado na Figura 3.6 para uma

projegdo.

Retroproje¢do

Figura 3.6 — Retroprojegdo usando uma projegdo

Se a Retroprojegdo ¢ realizada usando duas projegdes, noventa graus de diferenga,

obtém-se a imagem reconstruida ilustrada na Figura 3.7. Pode-se verificar com isso que a

reconstrugiio do objeto inicia-se.
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Retroprojecio
S R (N

M

A

Proje¢oes

Figura 3.7 — Retroprojegfio de duas projegdes

A Figura 3.8 mostra a reconstruio para quatro retroprojegoes. Pode-se verificar que a

imagem est4 comegando a se aproximar da original.

.
",
-
.
N .
\\

w\
o f/"

o~

z
<
)

TImagem retroprojetada e Proje¢des

Figura 3.8 — Imagem reconstruida usando 8 projegdes

O processo de reconstrugdo pode ser descrito pela equacdo:
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F(xy)=3 g(x cos®,+y send,, 6) A0 3.1)

=

onde:
6, . j-¢simo angulo de projecéo.

A@ : distancia angular entre as projegdes (A8 =7z /m ).

O somat6rio é realizado para todas m’s projegdes. O simbolo f (x,y) ¢ usado para

enfatizar que os valores encontrados pela Equacdo 3.1 ndo sdo equivalentes a f(x, ), sendo

f (x,y) apenas uma estimativa (aproximagfo) para f(x, )

Pode-se verificar que o termo x cos¢, +y sen 0, seleciona os raios (linhas) que
passam pelo ponto (x,Y), conforme a Equagfio 2.7 do Capitulo II deste trabalho, de tal modo
que a intensidade retroprojetada em cada ponto seja simplesmente a soma de todo raio-soma
passando pelo ponto. Por essa razdo, 0 método da Retroprojegdo € conhecido como o método
do somatério.

Deve-se observar que 0S valores de x cos®, +y sen 6, na Equagéo 3.1, podem nfo

corresponder a um dos valores de s para o qual g(x cos0,+y sent;,0) ¢é determinado.

Entretanto, o g paratal s pode ser aproximado por uma interpolagéo.

A Retroproje¢io no produz uma imagem reconstruida com boa precisdo porque cada
raio-soma é aplicado ndio somente aos pontos com alta intensidade, mas em todos os pontos ao
longo do raio, conforme ilustra a Figura 3.9(a). Este problema ¢ mais acentuado em areas discretas
de baixa intensidade produzindo um objeto em forma de estrela na imagem reconstruida como

mostra a Figura 3.9(b).

Se muitas projegdes sdo utilizadas, raios individuais da estrela tendem a desaparecer, porém
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provocando um clareamento generalizado do fundo da imagem. Vérias modificagSes no intuito de
atenuar ou eliminar essas dificuldades foram realizadas, por éxemplo, Muehllehner € Wetzel (1971)
diminufram parcialmente a forma de estrela, procurando os pontos de baixa intensidade, €

caleulando a forma de estrela correspondente e subtraindo sua forma da imagem.

> X
(a) (b)

Figura 3.9 — Retroprojecio de um circulo

3.3.3 - Modelagem matematica

O operador Retroprojecdo %, associado com a transformada de Radon, € definido como:
b(x,y)=RBg = Ig(x cosf + y send, ) do (3.2)
0

onde b(x,y) éa retroprojegdo de g(s,0). Em coordenadas polares, a equagdio 3.2 pode ser escrita

como:
b(x,y) = b,(r.$) = [g(r cos(6 ), 6) dO (3.3)

A Retroprojegdo representa o somatorio dos raios-soma de todos os raios que passam pelo
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ponto (x,y) ou (r,4) . Por exemplo, se:

2(s,0) = g,(s) (0 —0,) + 8,(s)5(6 - 6,)

Entdio, tem-se somente duas projegdes, como mostrado na Figura 3.10, ou:

b,(r,¢) = gi(s)+ 2,(55)

onde:

s, =r cos(6, — @)

s, =r cos(d, —§)

A0
£
Sy
i}
g 1(sl) \\
g(® SINOY Y
) A
\
\ (r,®)
(RN \
A \ Sy
~ - \ N S
~ ~ \ ¢ 2 ¢2
= X

Figura 3.10 - Retroprojecdio de g,(s) € g,(s) em coordenadas polares (7, )

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Em geral, para um ponto (¥, ) ou (r,4) , o valor da retroprojegdo g € calculado pela
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integragiio de g(s,6) em 6 para todas linhas que passam através deste ponto. Das Equagdes 2.13
¢ 3.3 deste trabalho, a Retroprojegiio em coordenadas (r,4) ¢ também a integral de g(s,0) da
sendide s =r cos(8 —$) no plano (s,8) , conforme mostrado na Figura 2.5 do Capitulo II deste
trabalho.

A transformada de Radon retroprojetada ¢ dada por:

f(x,y)= g = BAf 3.7)

A transformada de Radon pode ser entendida como sendo a imagem de f(x,y) embacada

pela fungdo PSF (“Point Spread Function™) (x> + y*)'* (Jain, 1 989), ou seja,

Fxey)=f(xy)® (*+y )" (3.8)

onde ® ¢ a convolugdo bidimensional em coordenadas cartesianas. Em coordenadas polares tem-se

que:

Fo(r4)=1,(r) ®|—,1,—| (3.9)

Portanto, o operador Retroprojecio 7 ndo € a inversa de % mas a adjunta de #

(Jain, 1989).

A transformada inversa de Radon ¢ definida como:

1 %t 0g(s,0)/0s
V) = 3.10
f@ =5 (;[_j[xcos¢9+ysen0——s ds do (3:10)
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Da Equagiio 3.10 pode-se afirmar que é possivel obter a fungdo original f(x,y) se todas

as suas projecdes g(s,0) sdo conhecidas. Uma implementagio em computador digital da

Equagio 3.10 encontra dificuldades desde que 0 denominador é zero para s = xcos@ + ysen6.

A transformada inversa de Radon 9%, de uma funcfio g de duas variaveis pode ser

calculada pela seqiiéncia de operagdes descritas a seguir (FHerman, 1980):

a) Calcular a derivada parcial da fungdo g em relagéo 3 sua primeira variavel obt

fungdo;

endo uma nova

b) Calcular a transformada de Hilbert &# da nova funcgio obtida em (a) em relagfo a sua primeira

variavel obtendo uma outra func@o;

¢) Retroprojetar a fungio obtida em (b);

d) Normalizar a fungfio resultante, isto &, multiplica-la por ———-

27

Matematicamente tem-se:

onde:

% : operador Retroproje¢do.
2 - transformada de Hilbert.

@ : derivada parcial.

(3.11)
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L . fator de normalizagdo.
27

Utilizar somente a Retroprojecdo para reconstru¢iio tem pouca aplicagdo uma vez que a

formula inversa de Radon nfo & obedecida, produzindo imagens embagadas.
A operagio j’ = RBRf ¢ o algoritmo do somatoério, conforme ilustra a Figura 3.11. Para

um conjunto de pequenos objetos isolados com um NUMEro pequeno de projecdes, este método
produz imagens reconstruidas com objetos em forma de estrela o que degrada a qualidade da

imagem, como ilustrado na Figura 3.9(b) (Jain, 1989).

Pode-se concluir que as duas operagdes proje¢do € Retroprojegdo realizadas em seqiiéncia

nfio resultam na fung@o original f mas em uma outra fungdo f de modo que:

f=BRf e BER" (3.12)

°>
[ X

o0

Figura 3.11 — Algoritmo do somat6rio
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3.3.4 — Implementagdo do algoritmo da Retroprojecio

O algoritmo da Retroprojegéio pode ser resumido como segue:

Para todo ponto (X,Y)
Para todo (s,0) tal que x cos@ + y senf =s
F(xy)=F(xy)+(5.6)
Fim

Fim

Ou

Para todo ponto (S ) 0 )

Para todo (x,y) tal que X cosd + ysenf=s

F(xy)=F(xy)+F(s,8)
Fim

Fim
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3.4 — Resultados Obtidos

As Figuras 3.12 a 3.15 mostram a jmagem original e as imagens reconstruidas para 10, 30
60 projecdes, para quatro imagens diferentes: um circulo, um tridngulo, o logotipo da UFU
(Universidade Federal de Uberlandia) e o modelo de Shepp-Logan. Para o circulo ¢ o tridingulo,
mostrados nas Figuras 3.12 ¢ 3.13 respectivamente, s30 figuras geométricas simples, com apenas 10
projegdes ja é possivel obter uma aproximaggo razodvel da imagem original. Para essas 2 imagens, a
variagdo da densidade na imagem original nfo existe, possuindo ambas as figuras apenas uma
densidade, mesmo assim, pode-se verificar o aparecimento do clareamento de fundo nas imagens a

medida que se aumenta o niimero de pr ojecdes.

Circulo 10 Projecdes
‘n ',’

30 Projegfes

)

Figura 3.12 — Reconstrugdes do Circulo para 10, 30 e 60 projecoes
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Triangulo 10 Projegfes

Figura 3.13 - Reconstrugdes do Triangulo para 10, 30 e 60 projecdes

As Figuras 3.14 ¢ 3.15 mostram as reconstrugdes do modelo de Shepp-Logan e do

logotipo da UFU. Pode-se verificar que com o aumento do numero de projegdes, ndo existe

um melhoramento qualitativo 1o processo de reconstrugio. Pode-se concluir desses testes que

0 algoritmo da Retroproje¢do no é capaz de reconstruir imagens com relativa complexidade.
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10 Projecbes

k7
H
K

i

Figura 3.14 - Reconstrugdes do Logotipo da UFU para 10, 30 e 60 projecdes

A imagem original do logotipo da UFU, ilustrada na Figura 3.14, tem uma variagdo um
pouco maior que a imagem original do circulo e do tridngulo, o que leva a uma imagem
reconstruida de méa qualidade, mesmo utilizando-se 60 projecoes,.

A imagem do modelo de Shepp-Logan, mostrada na Figura 3.15, possui uma grande
variagio de densidade, neste caso, 0 método de Retroprojegdo € extremamente ineficiente para se
obter uma imagem reconstruida do ponto de vista qualitativo e de qualidade razoavel. O problema
do clareamento do fundo da imagem, inerente ao método, leva a uma imagem reconstruida bem

diferente da imagem original
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Shepp-Logan 10 Projegtes

Figura 3.15 - Reconstrugdes do modelo de Shepp-Logan para 10, 30 € 60 projegdes

A projeciio seguida de uma Retroproje¢do ¢ uma operagdo que realiza algum tipo de

filtragem passa-baixa da imagem, cOmo pode ser observado pelos resultados obtidos na

reconstrucéio de imagens utilizando o método da Retroproje¢do.

Lembrando que a fungo original é denotada por f(x,y) ¢ a imagem reconstruida com

embagamento por £ (x,). Desde que o objeto seja um ponto, ¢ ficil ver que f(x,) ndo &

idénticaa f(x,y) mas sim convoluida com a fungfo de ponto de espalhamento (“PSF — Point

1 o . . .
Spread Function”) que € onde || € a distAncia radial. Assim, pode-se escrever:

Ir

Fy) = ® £(59) (3.13)

4
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. 1 .
A transformada de Fourier de % ¢ —. Aplicandop a transformada de Fourier na

el

Equagdo 3.13, tem-se que:

FEE,) = FEnd,) (3.14)

4

Assim, para compensar o embagamento ocasionado pelo filtro 1/ |§], inerente ao
método da Retroprojegdo, deve-se multiplicar F(£,,¢,) Ppor €], o inverso de 1/|¢|. Uma
possibilidade para reconstruir £'(£,,&,) € dada por:

FEL)=E FE.£) (3.15)

As funcdes 1/[r , 1/|§] e |§‘ s30 mostradas na Figura 3.16.

Dominio de Fourier

]

1 Dominio Espacial

Lg|=

1.

08 e i e : 08
LI = e S 06

04 T

Figura 3.16 — Representagdo espacial de 1/]r|, 1/|¢] e €]
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Ao invés de fazer a compensagdo pela filtragem no dominio de Fourier 2D como

indicado pela Equagdo 3.15, pode-se obter o mesmo resultado pela filtragem de cada projegéo

pelo filtro |§| no dominio de Fourier ou pela convolugdio no dominio de Radon. As varias

maneiras de filtrar serdo assuntos dos proximos trés capitulos.

3.5 - Conclusdes

Este capitulo mostra a classificagiio dos algoritmos de reconstrugdo de imagens mais
utilizados. E descrito o método da Retroprojecdo e sho realizados testes para verificar o
desempenho desse método. Finalmente sio feitas as concluses a respeito dos testes realizados.

O objetivo deste capitulo foi tentar responder a pergunta “Q algoritmo da Retroprojecdo
pode ser usado para reconstruir imagens a partir de suas projegdes?”. A resposta a essa pergunta
seria que a Retroprojegdo pode ser usada para reconstruir uma aproximagio da imagem original,
apesar da formula inversa de Radon nfio ser obedecida, porém apenas como um ponto de partida. O
problema do clareamento do fundo de imagem (embagamento) mesmo COm o aumento do nimero
de projegbes, praticamente inviabiliza a reconstrugio de imagens que possuem alta variago de
densidade (rica em altas freqiiéneias), uma vez que a operagio de Retroprojegdo realiza

inerentemente uma filtragem passa-baixa.



CAPITULO IV

METODO DA RETROPROJECAO FILTRADA

O método de reconstrugdo utilizando a Retroprojegdo filtrada (“Filtered Backprojection”) €

atualmente o método de reconstrugao de imagens usado em equipamentos de tomografia

computadorizada.

Este capitulo descreve trés variagdes do método de reconstrugdo Retroprojecéo filtrada,

mostra os resultados obtidos para varios testes realizados para duas das trés variagBes e as

conclusdes obtidas a partir desses resultados.

4.1 — Introducao

A transformada de Fourier ¢ um método de andlise de curvas em termos de suas
formas de ondas de freqiiéncias individuais. Embora a maior parte das pessoas ndo esteja
acostumada a pensar em objetos solidos ou mesmo em imagens bidimensionais em termos de
formas de onda, isto é perfeitamente vélido e freqiientemente utilizado. Pode ser demonstrado

matematicamente que qualquer curva pode ser sintetizada por um somatério de uma quantidade
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apropriada de ondas senoidais ¢ cossenoidais de freqiiéncias diferentes. Se a expressdo matematica
para uma dada curva é conhecida, as ondas senoidais e cossenoidais necessdrias para sintetizar esta
curva, podem ser determinadas pela transformada de Fourier dessa expressdo matematica. Se a
curva de um objeto, como por exemplo uma imagem, € conhecida, a transformada de Fourier dessa
imagem pode ser obtida sem a necessidade de conhecer a expressdo analitica para o objeto. Se a
transformada de Fourier de um objeto € conhecida, € possivel reconstruir o objeto através de uma

operacio conhecida como a transformada inversa de Fourier.

4.2 — Teorema da Projecao

O ponto de partida para derivagiio do algoritmo de reconstrugéo no dominio de

Fourier é a representagio da funcdo densidade como uma integral de Fourier 2D (bidimensional):

Fn = | [Fe,.e) "0 dg de, 4.1

=000

Na Equagio 4.1, f(x, y) & expressa por uma superposigio de ondas senoidais,
representada pela exponencial complexa cujas partes real € imaginaria sfo fungdes cosseno e seno,

respectivamente. Os parmetros &, e &, sdo os numeros de ondas nas diregdes x e y,
respectivamente. Os coeficientes de Fourier F(,,&,) sdo caleulados pela transformada de Fourier,

da seguinte forma:
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o o0

FELE)= [ [y e?7E05 dx dy (42)

—00—00

A Equagio 4.2 pode ser simplificada se os eixos (x,y) sdo rotacionados para novos

cixos (s,u), como ilustrado na Figura 2.7 do Capitulo II deste trabalho, onde o angulo de rotagio

é dado por:

0 =arctg(&, /<€) 4.3)

Através de uma simples transformago geométrica, definida como:
e=(e+e2)” (44)

obtém-se:

F(&,.6,)= °]Q]f(x,y) e 7% ds du 4.5)

—0-a0

Finalmente, mudando a ordem de integracfio, pode-se verificar que a integral em relagdo a

u ¢ exatamente o raio de projecdo g(s,8), como dado pela Equacfio 2.7 no Capitulo II deste

trabalho, assim:

FELE)= [g(s,0) €™ ds=G(E.6) “6)

onde;

G(&,6) - transformada unidimensional de Fourier (TF 1D) de g(s,6) em relagdoa s.
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A Equagdo 4.6 ¢ de fundamental importéncia no método de reconstrugdo utilizando a
transformada inversa de Fourier bidimensional. Ela expressa que cada coeficiente de Fourier,
ou amplitude da onda da fungdo densidade ¢ igual ao coeficiente de Fourier correspondente da
projecdo tomada no mesmo angulo que a onda de Fourier. A Equagio 4.6 ¢ conhecida

como feorema da projecio (Herman, 1980; Jain, 1989; Toft, 1996, Jacobson, 1996):

g(s,0)—3— G(£,0) 4.7)

Da propriedade de simetria da Tabela 2.1 do Capitulo II deste trabalho, nota-se que a

transformada de Fourier das projesdes G(&,6) também satisfaz uma propriedade similar:

G(~¢£,0+7)=G(£,0) (4.8)

Se f(x,y) possui banda limitada, entdo as projegdes também o sdo. Isto vem do teorema
da projegfio, o qual é ilustrado na Figura 4.1.

Para uma fungiio f , pode-se escrever:

Zf=%F"f=F 4.9

O teorema da projecdo pode ser descrito como uma equagio de operador:

8
I
«
S

(4.10)
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Em outras palavras, calcular a transformada bidimensional de Fourier € o mesmo que

calcular a transformada de Radon e em seguida calcular a transformada de Fourier em relagdo

a primeira variavel.

86.0,) G (E:0,)

A

—1:()—6’—}—’)—» xR 1 SO

feep [a |1 FGEE)

(x,y)

Figura 4.1 — Teorema da projeciio G(&,0) = F,(£,0)

Das Equagdes 4.6 € 4.8, pode-se observar que para uma fungZo, f ¢é calculada por:

f=%" FAf 4.11)

A Equagdo 4.11 leva a uma idealizagio matematica do método de reconstrugdo utilizando a

transformada de Fourier. Para qualquer fungiio g, representando as projegdes de uma imagem,

pode-se estimar esta imagem por:

%g (4.12)
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Do exposto acima, o teorema da projegdo pode ser enunciado (Kak & Slaney, 1996) como:

“4 transformada de Fourier de uma proje¢do paralela de uma imagem f(x,y)
calculada em um dado dngulo @ resulta em um “slice“ da transformada de Fourier 2D,

F(5€), subentendido um dngulo 6 com o eixo & . Em outras palavras, a transformada de
Fourier de g,(s) produz os valores de F(,,&,) a0 longo da linha BB, como ilustrado na

Figura 4.2”.
A definicio dada no pardgrafo anterior & conhecida como teorema “Fourier slice” ou

teorema da Projecio.

Dominio Espacial Dominio da Frequéncia

Figura 4.2 — Teorema Fourier Slice

A Equagio 4.11 sugere que a retroproje¢do pode ser realizada se as projecdes sdo
convenientemente modificadas, ou filtradas, antes de serem retroprojetadas. Tal abordagem ¢
chamada de Retroprojecdo filtrada (“Filtered Backprojection”), a Figura 4.3 ilustra a
Retroprojegdio filtrada de um objeto circular. Nesta figura pode-se verificar que as projegdes

fliradas contém componentes negativas e positivas que se cancelam quando retroprojetadas para
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pontos que se encontram fora do objeto original, eliminando assim o artefato em forma de uma
estrela.

Na Figura 4.3, as projegdes filtradas g sdo retroprojetadas para reconstruir o objeto
circular original e um ponto fora do circulo recebe contribuigBes positivas das projegdes filiradas de

A e B e negativas de C e D, que se cancelam.

- T

";DO

*f—x

Figura 4.3 — Retroprojegdo filtrada

Pode-se derivar trés variagdes da Retroprojegdo filtrada (Brooks & Di Chiro, 1976),
dependendo da formula de filtragem utilizada. Estas variagdes so: filtragem de Fourier, filtragem

de Radon e filtragem utilizando a convolugdo. A seguir descreve-se cada uma dessas variagdes.

4.3 - Filtragem no Dominio de Fourier

A expressdo integral de Fourier da Equagdo 4.2 pode ser escrita em coordenadas polares:
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fx,p)= HF (£,,&,) 7ot |5 dE do (4.13)

onde @ e & sdo encontrados pelas Equagdes 4.3 ¢ 4.4. A faixa de & esta no intervalo de — a

o de maneira que a integral mais interna ¢ a transformada de Fourier 1D e os limites de integraggo

para € sio Oe 7. Substituindo  F(&,,&,) por G(&,0) e utilizando-se a Equagdo 4.6, tem-

se:

fxy)= J.g"(x cos@ + y sen6,0) do (4.14)
0

onde:
£(s,0)= wﬂﬂ G(£.0) e d& (4.15)

Escrevendo a Equagao 4.14 como uma equagio de operadores, tem-se:
Jx,y)=BH g (4.16)

onde o ¢ um filtro unidimensional cuja resposta de freqiiéncia € |§

, Isto €,

§65.0)= g = [ElGE0)e” ds = {|¢] 1% ]} “.17)
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Portanto:

= a5 g% ]} (4.18)

A Equagio 4.18 pode ser implementada filtrando as proje¢des no dominio de Fourier e

retroprojetando a transformada inversa de Fourier do resultado. A Figura 4.4 mostra como esta

equagdo pode ser obtida.

Transformada Filtro Transformada |
g(s,8) 4 ] Inversa g(s,8) |Retroprojecio |f(x,y)
3 deFourier de Fourier 2 —
5 %
1€
Figura 4.4 — Filtragem no dominio de Fourier
O filtro |£| mostrado na Figura 4.4 pode ser implementado na pratica. Alguns desses filtros

encontrados na literatura (Jain, 1989) sdo descritos na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1 — Filtros 1D de reconstrugdo

Resposta de Fregiiéncia Resposta impulsiva Resposta impulsiva discreta
Filtro H(&) h(s) h(m) = w h(mw)
H,, = &|rect(Ew) | hw(s)=8,[2sinc(25,s)= sin®(£,9)] 4L m=0
_ W
Ram-Lak P () = —sen’(am/2) M0
7l'2m2W ’
2[1+sen(27E,,5)] 2
Log: sinc rect(éw) o S S
steppLogan | | &15i(5) 72 (d* —4s*) w w(l —4m*)
Cosseno 1 w w 1 1 1
| £ |cos(éw) rect(cW) 2] P | § == |+hy |5+ b '2‘[’%(”’— -z'j”lm(m +Eﬂ
passa-baixa 2
Hammi |£|la +(1—a) cos(2mw)] B h + l-a h -1
ng rect(éw) ahRL (S) + 1__2£[hRL (S _ W) + hRL (S + W)] (27 RL(m) ) [ R],(m ) +
generalizada 0<a<l hy (m+1)]

Na pratica, os valores tipicos de & sdo 05-0.54 (Toft, 1996).

O resultado da Equagdo 4.14

Na pratica, a Equagdo

seguir:

f(x,y)=> 8(x cos, +y send,,0,) AO

onde:

m - numero de projegdes.

A - intervalo entre as proje¢oes.

J=1

¢ essencialmente o mesmo que o resultado da Equagdo 4.11.

4.14 ¢ discretizada através do somatorio, como mostra a Equacéo 4.19 a

(4.19)

A Equagdio 4.19 € similar a Equagdo 3.1 do Capitulo III deste trabalho, exceto que & ¢

retroprojetada ao invés de g. A mudanca de g para ¢ ¢ uma conseqiiéncia da operagio de
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filtragem das componentes de alta freqiiéneia. A forma de & para um objeto circular ¢ ilustrada na

Figura 4.3.

Uma versio simplificada do método ¢ dada abaixo:

Passo 1 — Calcular a transformada de Fourier de uma projecdo usando a

Equagio 4.7.

Passo 2 — Multiplicar cada coeficiente de G(&,0) por |§| e calcular a transformada

inversa usando a Equacdo 4.15.

Passo 3 — Retroprojetar no plano da imagem usando interpolagdo linear conforme a

Equagéo 4.19.

Passo 4 — Repetir 0s passos acima para todas as projegdes.

Contudo, existe uma complicagdo, pois &, ao contrrio de g, ndo ¢ espacialmente
limitado, e assim ndio pode ser eXpresso como uma série de Fourier. Essa dificuldade pode ser
superada, modificando £ de modo que ela seja zero fora do dominio de reconstrugéo. Isso requer
que o dominio espacial seja dobrado.

Existemn duas aproximagdes envolvidas quando a Retroprojegdo filtrada € implementada de
maneira usual. A substituicdo da integral por uma soma discreta, é uma das aproximagdes. A outra
aproximagdio surge quando, para um dado angulo de projecdo, g ¢é calculado somente em n

pontos discretos, entdo €sses valores nfio estfio disponiveis em valores arbitrarios de s, como
b



77

exigido pela Equagdo 4.19. Enquanto a interpolaciio exata poderia ser feita usando o teorema
da amostragem (Jain, 1989), métodos aproximados geralmente sdo usados. Estes métodos sdo: a

escolha de um valor mais proximo de £ ou interpolaggo linear entre dois valores mais proximos.

5 da Retroprojeciio filtrada ¢ conhecida na literatura como “Filtered

A aproximag

Backprojection” (Herman, 1980; Jain, 1989; Kak & Slaney, 1989);
2
v
g—‘!
Favd
@

4.4 - Filtragem no Dominio de Radon |

enta a transformada de Fourier do produto de duas fungdes, & e

A Equagdo 4.15 repres

G(&,0). O teorema da convolugdo afirma que a transformada de Fourier do produto de duas

fungSes & igual a convolugdo das transformadas inversas de Fourier individuais das fungdes

(Bracewell, 1965). A transformada inversa de Fourier de G(£,0) é g(s,0) e a transformada

inversa de Fourier de ‘§| & —1/27°s* (Brooks & Di Chiro, 1976). Escrevendo | & | G(&,6)

como £G(&,0)sgn(&) € aplicando o teorema da convolugfio na Equagdo 4.15, obtém-se:

s6.0) =g g6, )] ® lg™ ben®) (4.20)

A 1 )o -1
£(s,0)= K}EZJE%(S’H)} ® (J—m] (4.21)

T e epERARIT

Ry

15

&
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n 1 0g(s',0)/0s
,0) = '
g(S ) 27[2 _l s __Sv dS (422)
onde:
® : operagio de convolugéo.
L&E>0
sgn(£) =40, 6 =0 (4.23)
-1, £<0
1 0g(s,0)
— =4 G(&,0 )
o a0 GG (4.24)
—— =g fsen(&)} (4.25)
2ns :

As questdes de precisdo como: a) a singularidade em s = s', b) aproximagio das
derivadas e ¢) substituigdo da integral por um somatorio, surgem quando a Equagdo 4.22 ¢
implementada em computadores digitais. Respostas a cssas questdes ndo s3o encontradas
facilmente na literatura, embora Beattie (Beattie, 1975) tenha utilizado um “somatério por partes”
durante sua implementagdo, ele propds o método da convolugdo descrito na proxima sego deste
capitulo.

As Equagdes. 4.14 ¢ 4.22 foram derivadas por Radon em 1917 para a solugdo de equagdes
gravitacionais (Jain, 1989). Na década de 70 o método foi redescoberto e aplicado na obtengfio de

imagens utilizando raios X por Cormack em 1973 e Beattie em 1975 (Brooks & Di Chiro, 1972).
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4.5 — Filtragem Utilizando a Convolugao

A divergéncia da Equagdo 4.22 ¢ causada pelo fator |£| na Equagdo 4.15, cuja
transformada de Fourier contém um termo no elevado ao quadrado no denominador (—1/27” s*).
A divergéncia pode ser evitada se |¢] for substituido por uma fungio igual a || para |£|< ¢, mas

onde &, €a maior freqiiéncia espacial no objeto. Esta substitui¢dio nfo afetard a

m?

Zero para |§l> &
Equagdo 4.15 porque G(&,6) ¢ zero para ‘§|>§m , gragas A hipétese de limitagdo em faixa. A
transformada de Fourier desta versio limitada por [£] é:
- sen’ (7,,5)
.ﬂﬂ 2% ds = 2 sen(27E,8) 33 (4.26)
- s s
Portanto, se |§| for substituido na Equagfio 4.15 por sua versao limitada, e aplicando o

teorema da convolugdo como antes, obtém-se:

& sen(2n&, (s—s")) sen’ (7€, (s —s'))

7(s—s") zi(s—-s")’

g(s,0)= wfg(sté’)( ]ds’ (4.27)

A Equagiio 4.27 pode ser simplificada. O primeiro termo, exceto pelo fator 2£ , € a

conhecida fungdo sinc que tem O efeito de remover as componentes de freqiiéncia superior a &,

(Bracewell, 1965), na integral de convolugdo. Desde que ndo existem tais componentes em

g(s,0), a projegio nio ¢ modificada, e tem-se que:
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sen’(n&, (s—s"))
etk (4.28)

8(s,0)=¢, g(5.0)— [g(s.0)

A Equaggio 4.28 ¢ de facil implementago. Desde que o integrando ndo contém freqiiéncias

maiores do que &,,, @ integral pode ser substituida por um somatério com pontos espagados em

intervalos w =1/(2&,) (Bracewell, 1956). Além disso, 0 valor de sen?(7&, (s —s')) é0ou 1,

dependendo se s —s' € um multiplo par ou impar de w .

Assim, a Equagdo 4.27 torna-se:

. g(s) 1 nog(s,)
g(s;)="—""~— ot 4.29
4w ﬂzw Jj=\,impar (l - ])2 ( )

onde o somatdrio ¢ calculado para todo j para o qual [ — j & impar.

O processo de reconstrugo utilizando a convolugio pode ser descrito como:
Passo 1 — Filtrar uma projeéio usando a Equagéo 4.29.

Passo 2 — Retroprojetar usando a Equagdo 4.19.

Passo 3 — Repetir os passos 1 ¢ 2 para todas as projegdes.
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A Figura 4.5 ilustra a filtragem utilizando a convoluggo.

C olucio n
onva.Le 35,8

2(s,8) Retroproje¢io fix,p)

&

kis)

Figura 4.5 — Filtragem utilizando a convolucéo

O método da filtragem utilizando a convolugfio é similar ao método de Radon, exceto que a
derivada niio & necessaria ¢ as questoes de imprecisdo ndo aparecem. O método da filtragem
utilizando a convolugdo foi derivado por Bracewell e Riddle em 1967, e foi largamente usado em
radiografia (Ramachandran € Lakshminarayanan em 1971; Cho, Ahn, Bohm e Huth em 1974;
Lees, Keyes e Simon em 1974; Shepp ¢ Logan em 1974). O método foi usado primeiro em um
equipamento de tomografia por Leddley, Di Chiro, Luessenhop e Twigg em 1974 ¢ agora ¢ usado
em equipamentos de tomografia utilizando raios X (Brooks & Di Chiro, 1972).

A operagdo de filtragem neste método ¢é realizada no dominio de Radon, isto €, no

dominio s .
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4.6 — Implementacio dos Métodos: Filtragem Utilizando a Convolugéo e

Filtragem no Dominio de Fourier

4.6.1 — Considera¢des de Amostragem

Na prética, as proje¢des sfio disponiveis em um nimero finito, isto é, tem-se disponivel:

g,(m) =g(s,.6,) =% (s,,9,) (4.30)

onde:

<m<Z -1 e 0<ns<N-1 (4.31)

MM
2 2

M : ntimero de amostras por projecdo. N :numero de projegdes.

Tipicamente:

s =mw 0 =nA A=rn/N (4.32)

m n

Assim tem-se N projegdes consideradas em 4ngulos igualmente espacados, cada uma

amostrada uniformemente com intervalo de amostragem w . Se &,, é a maior freqiiéncia espacial no

objeto, entdo w ndo deve exceder o intervalo de Nyquist, isto é, w<1/(2¢£,). Se o objeto €

limitado no espago, isto &, f5( ,$)=0,1r | > D/2,entdo D= M w, e o nimero de amostras por

projecéio deve satisfazer:

M22¢,D (4.33)

m
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4.6.2 — Escolha dos Filtros de Reconstruciao

A fungdo do filtro || enfatiza as altas freqiiéncias. Desde que a maior parte das imagens

praticas tem uma baixa relagfio sinal-ruido (SNR) nas altas freqiiéncias, o uso desta fungéo do filtro

resulta na amplificagéio de ruido. Para limitar a natureza ilimitada da resposta em freqiiéncia de |§

>

um filtro limitado em faixa foi proposto, chamado filtro de Ram-Lak (Jain, 1989):

HE)=Hy @)= rect(ng @34
onde:
i ,25 <1
rect[; j=< n (4.35)
&)l el
L 26}"

Na pratica, a maior parte dos objetos séo limitados no espaco e um filtro limitado em faixa

com uma freqiiéncia de corte £ nio € conveniente, especialmente na presenca de ruido. Um valor

pequeno de &, resulta em uma resolugdo pobre e um valor grande amplifica o ruido. Uma

generalizagio da Equagdo 4.34 é a seguinte classe de filtros:

H(E) =g W (&) (4.36)

W (&) é uma janela limitada em faixa onde é escolhida para moderar a resposta de alta freqii€éncia

de modo a obter um melhor compromisso entre o filtro passa-faixa (isto €, resposta de alta-




freqiiéncia) e a supressdo de ruido. A Tabela 4.1 descreve varios filtros que sdo normalmente

usados. A Figura 4.6 mostra a resposta de freqiiéncia e a Figura 4.7 ilustra a resposta impulsiva

desses filtros, considerando w =1.

Ram-Lak Shepp-Logan
ISP ey s S .

0.5t 0.5}
o 04 o 04F
E 3
'—‘é 0.3 E_ 0.3 s
< 0.2 < 0.2

0.1 0.1

0 0
04 02 0 0.2 0.4 0.6 04 02 0 0.2 0.4 0.6
Frequéncia Freqliéncia
Cosseno passa-baixa Hamming (alfa=0.5)
W S S T T

0.5t 0.5}

0.4} 0.4}
@
g g
g 0.3} s 0.3
<02} : <o0.2}

0 0 L .
0.6 0.4 -02 0 0.2 0.4 0.6

04 02 0 02 04

Frequéncia Frequéncia

Figura 4.6 Resposta de freqiiéneia H (&) dos filtros de reconstrucdo
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Figura 4.7 — Resposta impulsiva h(s) dos filtros de reconstru¢do
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A tinica caracteristica que esses filtros tém em comum € que eles se aproximam de |.§| em
baixas freqiiéncias, ¢ a diferenca se pronuncia a medida que a freqiiéncia & se aproxima da metade

da freqiiéncia de amostragem, dado por:

S 1 (4.37)

A Figura 4.8 mostra a amplitude dos filtros da Tabela 4.1, sendo « = 0.5, e todos eles

normalizados pela freqiiéncia superior &, -

H(t..) 1 T T T T
09} - i
—+—  Filtro Ram-Lak

~ .- Filtro Shepp-Logan |

08F | —« —  Filtro Cosseno PB

" Filtro Hamming (alfa=0.5)
07} i
06} .
05} -
041 i ESEE T 4
03 il -
02t ﬂ -
01 a
07 0.8 09 Y
0 01 0 2 0.4 056 06
BIE

Figura 4.8 — Freqiiéncia normalizada pelo limite de freqliéncia superior &, (|&/&,)
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Uma vez que o filtro foi escolhido, 0 algoritmo pratico de reconstrugdo tem dois passos

importantes:

Passo 1: Para cada @, filtrar as projegdes g(s,8) por um filtro unidimensional cuja resposta em

freqiiéncia ¢ H(&) ouresposta impulsiva é A(s) -
Passo 2 : Retroprojetar as projeg0es filtradas, £(s,0)-

Dependendo do método de implementagdo da filtragem, pode-se obter dois algoritmos

distintos. Em ambos o0s casos, & integral da Retroproje¢do ¢ implementada por uma aproximag&o de

diferengas finitas conveniente. Os passos necessarios para implementar os dois algoritmos s&o

apresentados nas Se¢oes 4.6.3 e 4.6.4 a scguir.

4.6.3 — Filtragem utilizando a Convolucio

As equag0es implementadas 10 algoritmo de filtragem utilizando a convolugdo sdo:

§(559) = g(s=9)®h(S) (438)
Convolugo:

fey)=88 (4.39)
Retroprojegdo:

Passos para implementagéo digital s3o:
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Passo 1: Calcular a convolugfo discreta como uma aproximago dos valores amostrados das

projegdes filtradas:

M/2-1 R
gmw,nd) = &,(m) = 2,8,(6) him =) (4.40)
k=—M /2
onde:
— M M n y '
= S _1 e h(m)=wh(mw) sdo obtidos por amostragem e escalamento de

h(s). A Tabela 4.1 mostra h(m) para varios filtros. A convolugdo pode ser implementada

diretamente ou utilizando a transformada réapida de Fourier (FFT).

Passo 2: Interpolar linearmente &, (m) para obter uma aproximaggo continua de £(s,nA) como:

s(s,nA) = 8,(m)+ (% - m)[,én (m+1)-g,(m)] (4.41)
onde:
mw<s <(m+Dhw (4.42)
Passo 3: Aproximar a integral de retroprojegdo por:
R N1
ey fE) =5 g=A Y 8(x cosnA+y sennA, nA) (4.43)
n=0

onde 9, ¢ o operador Retroproje¢do discreto.
Devido & operag@o de Retroprojec;ﬁo & necessario interpolar as projegdes filtradas g, (m) .
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4.6.4 — Filtragem no Dominio de Fourier

A operagdio de filtragem ¢ realizada no dominio da freqiiéncia de acordo com a seguinte

equagio:
§(,6) =7 [G(&0)H(©)] (4.44)

Dado H(&), a resposta de freqiiéncia do filtro ¢ implementada aproximadamente usando

uma aproximagio amostrada de G(&,0) e uma FFT conveniente para substituir a transformada

inversa de Fourier. Os passos deste algoritmo sdo:

Passo 1: Estender a seqiiéncia g, (m), -M/2<m<(M /2) -1 acrescentando zeros e obtendo

a seqiiéncia g, (m),, 0sm < K —1. Calcular a FFT desta seqiiéncia para obter G, (K),

0<k<K-1.A escolha de K determina a resolugdio de amostragem no dominio da

freqiiéncia. Tipicamente K =2M se M é grande, por exemplo, K =512 se M =256.

Passo 2: Amostrar H (&) para obter H(k)= H(kAS), ﬁ(K—k)=H*(k), 0<k<K/2,onde

* representa o conjugado complexo.

Passo 3: Multlphcar as SeqﬁénCiaS én (k) e Ifl(k) . 0=< k< K-1¢e¢ calcular a FFT inversa do

produto. Uma extensdo periodica do resultado produz g, (m), ~K/2<m<(K/2)~1.

A imagem reconstruida & obtida usando as Equagdes 4.41 e 4.43.
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A Figura 4.9 ilustra a implementagdo discreta do método da Retroprojecéo filtrada.

m.n) B
so8d Y X PR
LA y oeso — amee
se00 eoee . Spuan
sono 'Y XX Py
8 x — @‘ o
41l Fr rrrip T T T 7T
G(m,n) He)  _,  Gimn)
so00 o N XXX
ELeane X o g Raee
o6 g O — eesss
cobe o SN seoes
Ey £
Figura 4.9 — Retroprojegdo filtrada (discreta)
Na Figura 4.9, partindo de cima a esquerda para baixo, 0 espectro discreto € calculado. Em

seguida, cada coluna da matriz do espectro € multiplicada por um filtro discreto unidimensional. E

em seguida, a transformada inversa de Fourier discreta unidimensional € calculada, e finalmente, €
realizada a Retroprojegfo discreta para se obter a imagem discreta reconstruida.

A Figura 4.10 mostra uma linha da imagem reconstruida do modelo de Shepp-Logan para

svel, com o filtro de Ram-Lak, usando a relagdo ideal, 127 amostras por

y=0 e a posigio X varid

projegdio e 127 projegoes.
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08|
i Qriginal
e Reconstrugéo

06

f(x0)

041

Figura 4.10 — Linha da imagem reconstruida X linha da imagem original

Pode-se notar a existéncia de artefatos: o deslocamento da linha reconstruida em relagfo a

linha da imagem original € as oscilagoes. O primeiro ¢ devido ao comportamento ciclico da DFT, e

o Gltimo ¢é devido ao fenOmeno de Gibbs (Toft, 1996).
A Figura 4.11, na parte inferior, mostra a resposta impulsiva do filtro de Ram-Lak com 51

amostras, e, na parte superior, & resposta de freqiiéncia. Nota-se que a resposta impulsiva tem

longas oscilagdes 0 que implica em um grande numero de zeros. Em principio este nimero ¢
infinito, e deve ser acrescentado a0 sinal para evitar que O comportamento ciclico da DFT influencie

no sinal filtrado (Toff, 1996)-
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Figura 4.11 — Resposta de freqiiéncia e resposta impulsiva do filtro de Ram-Lak

A Figura 4.12 mostra a mesma linha da imagem da Figura 4.11, porém com o acréscimo de

zeros as projegdes. Pode-se verificar a diminuigiio do deslocamento da linha devido ao nivel DC na

lahi Qe Goengeis reconstruida. Porém, as oscilagdes devido a0 fendbmeno de Gibbs ndo

desaparecem.
— ! T B H
1r 4
Original
08t Reconstrugéo _
06}
g
oA
0 —a ;v-.'.**w“ \\\?'“" Lf‘.r - o
20 40 60 a0 1[11] 20
X

Figura 4.12 — Linha da jmagem reconstruida pelo acréscimo de zeros as projegdes
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O filtro de Ram-Lak apresenta em sua resposta de freqgiiéncia uma descontinuidade na

freqiiéncia de corte. Esta descontinuidade tem como conseqiiéncia as oscilagdes apresentadas nas

Figuras 4.11 e 4.12. Para minimizar o artefato devido a essa caracteristica do filtro, multiplica-se o

filtro por uma janela para que a resposta de freqiéncia do filtro seja suavizada. A Tabela 4.1 deste

capitulo apresenta algumas janelas. A Figura 4.13 mostra a mesma linha da imagem reconstruida da

r‘ Figura 4.10, mas desta vez com 0 uso de uma janela de Hamming.

— T T
1Lk 4
s Original
08 —— Regunstruqéo "
061 h
e
o
04} T
021 il
\
0 v 7l g
1 1
20 40 80 100 120

Figura 4.13 — Linha da imagem reconstruida utilizando janela de Hamming

Pode-se verificar que os artefatos citados anteriormente diminuiram consideravelmente.

devido a0 acréscimo de Zzeros as projegdes e a multiplicagdo do filtro

Essa diminuicdio foi possivel

pela janela de Hamming.
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4.7 — Resultados Obtidos

4.7.1 - Filtragem Utilizando a Convolugao

As Figuras 4.14 a 4.29 mostram a imagem original e as imagens reconstruidas usando

quatro filtros diferentes: Ram-Lak, Shepp-Logan, Cosseno passa-baixa ¢ Hamming generalizado,

conforme a Tabela 4.1 deste capitulo. As imagens originais consideradas sdo: um circulo, um

tridngulo, o logotipo da UFU (Universidade Federal de Uberlandia) e o modelo de Shepp-Logan.

10 Projecfies
D

Circulo {1 27x127)

127 Projecdes

B0 Projegdes

Figura 4.14 — Reconstrugdo do Circulo usando o filtro de Ram-Lak
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Trigngulo (127x127) 10 Projegfes
80 Projegdes 127 Projegdes

Figura 4.15 - Reconstrugio do Triangulo usando o filtro de Ram-Lak

UFU (224x224) 10 Projeces

i

60 Projeges 224 Projectes

Figura 4.16 - Reconstrugdo do Logotipo da UFU usando o filtro de Ram-Lak
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Figura 4.1

Shepp-Logan (255x255)

100 Projegdes

7 - Reconstrugdo do modelo de Shepp-

Circulo (1 27x127)

0

50 Projegdes

Figura 4.1

8- Reconstrugao

9

10 Proje¢tes

255 Projecées

Logan usando o filtro de Ram-Lak

10 Projegdes

st

127 Projecdes

do Circulo usando o filtro de Shepp-Logan
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Trigngulo (1 27x127) 10 Projecfes

80 Projegdes 127 Projegdes

Figura 4.19 - Reconstrugéo do TriAngulo usando 0 filtro de Shepp-Logan

UFU (224%224)

224 Projecfes

B0 Projegdes

Figura 4.20 - Reconstrugdo do Logotipo da UFU usando o filtro de Shep-Logan
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E
|
t Shepp-Logan (255%x255) 10 Projegﬁgs N
f

. . i
| 100 Projecées 255 Projecdes

Figura 4.21 - Reconstrugdo do Modelo de Shepp-Logan usando o filtro de Shepp-Logan

i
i
:
E
g
;
if
:
]
]
!~
]

10 projegdes
Circulo (127x127) projeg

T T———

127 projegfes
60 projegdes

4.22 Reconstrugdo do Circulo usando o filtro Cosseno
Figura 4.44 ~
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Trigngulo (127x127) 10 projegdes

B0 projegdes 127 projecdes

Figura 4.23 - Reconstrugio do Tridngulo usando o filtro Cosseno

Logotipo UFU (224x224) 10 projegdes

224 projeges

&0 projegdes

Figura 4.24 - Reconstrugdo do Logotipo da UFU usando o filtro Cosseno
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Modelo Shepp-Logan (255x%255) 10 projegdes

127 projegdes

100 projecées

Figura 4.25 - Reconstrugdo do Modelo Shepp-Logan usando o filtro Cosseno

10 Projegbes

Circulo (127x127)

127 Projecdes

60 Projegdes

¢iio do Circulo usando o filtro de Hamming

Figura 4.26 - Reconstrt



Figura 4.27 - Reconstrugio do Tridngulo u

Figura

100

Trisngulo (127x127) 10 Projecfes

80 Projegfes

127 Projegdes

sando o filtro de Hamming

UFU Q24x224) 10 Projecées

B0 Projet;ﬁes

¢do do Logotipo da UFU usando o filtro de Hamming

224 Projecées

4.28 - Reconstri
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Shepp-Logan (255%265) 10 Projegdes

255 Projegdes

100 Projecdes

Figura 4.29 - Reconstrugdo do Modelo Shepp-Logan usando o filtro de Hamming

4.6.2 — Filtragem no Dominio de Fourier

As Figuras de 4.30 a 4.45 mostram a imagem original e as imagens reconstruidas usando

quatro filtros diferentes: Ram-Lak, Shepp-Logan, Cosseno passa-baixa ¢ Hamming generalizado,

conforme a Tabela 4.1 deste capitulo. As imagens originais consideradas sdo: um circulo, um

tridngulo, o logotipo da UFU €0 modelo de Shepp-Logan.
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10 Projegdes
i ill ot et B 4

Circulo (127x127)

127 Projegdes

60 Projegdes

Figura 4.30 — Reconstrugdo do Circulo usando 0 filtro de Ram-Lak

Trisngulo (127x127) 10 Projegdes

127 Projegdes

B0 Projecdes

Figura 4.31 - Reconstrugao do Triangulo usando o filtro de Ram-Lak
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10 Projecfes

UFU (224x224)

224 Projecbes

60 Projegfes

Figura 4.32 - Reconstrugdo do Logotipo da UFU usando o filtro de Ram-Lak

Shepp-Logan 255x255) ' - roje;ﬁe

100 Projegdes

4.33 - Reconstrugdo do modelo de Shepp-Logan usando o filtro de Ram-Lak

265 Projecées

Figura
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Circulo (127x127)

o

60 Projegfes

do o filtro de Shepp-Logan

a4.34 - Reconstrugdo do Circulo usan

10 Projegfes

127 Projecdes

Figur

Trigngulo (1271 27) 10 F'Ojed;oes

127 Projegdes

g0 Projegdes

Fi 4.35 Reconstrugao do Triangulo usando o filtro de Shepp-Logan
igura 4.35 -
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UFU (224x224) 1Fl Projegﬁes_

60 Projegdes 224 Projeces

Figura 4.36 - Reconstrugdo do Logotipo da UFU usando o filtro de Shepp-Logan

Shepp-Logan (255%255) ) 10 F’mjeeﬁé

100 Projecées

Figura 4.37 - Reconstruc;ﬁo do mode

255 Projegdes

lo de Shepp-Logan usando o filiro de Shepp-Logan



106

10 Projecdes

Tl

Circulo (127x127)

127 Projegdes

80 Projecdes

Figura 4.38 - Reconstrugdo do Circulo usando o filtro Cosseno

10 Projecdes

Tringulo (1 27x127)

127 Projegdes

60 Projegdes

_ Reconstrugdo do Triangulo usando o filtro Cosseno

Figura 4.39
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UFU (224x224) ——

224 Projeces

60 Projegdes

gotipo da UFU usando o filtro Cosseno

Figura 4.40 - Reconstrugdo do Lo

Shepp-Logan (255%255)

100 Projegdes

modelo de Shepp-Logan usando o filtro Cosseno

255 Projectes

Figura 4.41 - Reconstruqéo do
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Circulo {127x127)

O

60 Projecdes

o

7 - Reconstrugdo do Circulo u

127 Projegdes

Figura 4.4 sando o filtro de Hamming

Tringulo {1 27x127) 10 Projecdes

50 Projegdes

>

nstrugdo do Tr

127 Projegdes

Figura 4 43 - Reco iangulo usando o filtro de Hamming
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10 Projegtes

UFU (224x224)
224 Projecdes

60 Projegfes

Figura 4.44 - Reconstrugdo do Logotipo da UFU usando o filtro de Hamming

Shepp-Logan (255%255) 1 Projegfies
100 Projegdes 255 Projecbes

50 do modelo de Shepp-Logan usando o filtro de Hamming

Figura 4.45 - Reconstru¢
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4.8 — Analise Qualitativa dos Resultados Obtidos

Nas Figuras 4.46 ¢ 4.47 ¢ mostrado uma comparagdo dos varios filtros utilizados neste
trabalho, definidos na Tabela 4.1, para 0 modelo de Shepp-Logan com 127 x 127 pixels, usando a
relago ideal 127 amostras/projecio e 127 projecdes de acordo com a Equagdo 2.72 do Capitulo 11
deste trabalho, tanto para a filtragem de Fourier como para a convolugdo. O grafico ¢ plotado para

f(x,0) versus X, isto €, os niveis de cinza, f(x,y), para y = 0 ¢ a posicao x varidvel.

. . , ]

not

———  Original |
0B} — —-  Ram-Lak

——  Shepp-Logan |
L Cosseno

“““ Hamming |
06l

Figura 4.46 — Comparagio dos filtros de reconstruggo (Filtragem no Dominio de Fourier)
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09t
———  Original |
< - — Ram-Lak 1
——-—  Shepp-Logan
o | — e Cosseno g
.......... Hamming
06} — ?

Figura 4.47 — Comparagdo dos filtros de reconstruggo (Filtragem utilizando a Convolugio)

rvado, as reconstrugdes tém uma aproximagio razodvel da imagem

Como pode ser obse

ndo minimiza o artefato provocado pelo fendmeno de Gibbs, como ja

original. O filtro de Ram-Lak

foi analisado na Segdo 4.6 deste capitulo.

a a comparagdo entre a filtragem no dominio de Fourier (filtragem de

A Figura 4.48 mostr

minio espacial (filtragem utilizando a convolugdo) para a reconstrucdo

Fourier) ¢ a filtragem no do

da imagem do modelo de Shepp-Logan, utilizando o filtro de Hamming.

Na reconstrugdo de imagens pr ofere-se utilizar a filtragem no dominio de Fourier do que a

pois se consegue uma maior eficiéncia usando a FFT (Transformada

filtragem no dominio espacial

Répida de Fourier) ao invés d¢ calcular diretamente 2 convolugio.
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Filtro Hamming

———  Original
< Convolugéo |
= Fourler |

Figura 4.48 — Filtragem no dominio de Fourier X Filtragem utilizando a Convolugdo

Para o calculo dos resultados apresentados na Figura 4.48, a reconstrucdo utilizando a

convolucdo foi realizada em 120 segundos, enquanto que 2 reconstrugdo utilizando a filtragem no

s de reconstrugio foram realizados

dominio de Fourier fol realizada em 108 segundos. Os dois teste

em um microcomputador Pentium 166 MHZz.

A Figura 4.49 mostra o tempo de processamento em cada fase do método da Retroprojecdo

filtrada (= Filtragem Retroprojesdo) para vérias projeg0es utilizando o filtro de Hamming.

500

Fittragem ( Hamming)
450F | e Retroprojegao

400} g

3501 7

Tempo (s)
N
(]
o

e -

= - e
0 L_M’ 250 300 350 400 450
100 e Tamanho da imagem (pixe)

ocessamento em cada fase do método da Retroprojegdo filtrada

Figura 4.49 — Tempo de Pr
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Pode-se concluir, analisando a Figura 4.50, que a fase de Retroprojegdo representa em

média 96% do tempo total de reconstrugdo do método da Retroprojegdo filtrada.

W= 1

90

80}

Filtragem (Hamming)
= 70 [ ————— Retro%ro]e(;&o ¢
£
= 60
2
g 501
% a0}

g

W
I T L I n 2 1
?00 150 200 250 300 350 400 450
Tamanto da Imagem (pixel)

Figura 4.50 — Tempo de processamento em cada fase do método da Retroprojegdo filtrada

relativo ao tempo total de reconstru¢io

4.9 — Conclusoes

Neste capitulo foi mostrado 0 método de reconstrugo utilizando a Retroprojegdo Filtrada,

de as projegdes sao filtradas antes da Retroprojecdio. A filtragem pode ser realizada no dominio
onde as

d Ametro, fazendo a convolugdo da resposta impulsiva do filtro com as projecdes, ou pode
o pardmetro,

bé {lomle £l dominio de Fourier. Neste caso, a filtragem ¢ realizada fazendo o produto
também ser realiza

da resposta de freqiiéncia do filtr com cada proje¢io.

: . ¢ os artefatos decorrentes do comportamento ciclico da DFT e o
Foi mostrado também q!

inimi Ssci s projegd Itiplicando o
) . inimizados pelo acréscimo de zeros as projegdes ¢ mu
fenomeno de Gibbs podem ser M

filtro por uma janela para suavizar a sua curva de resposta de freqiiéncia.

g _— o "
; sJculo para o método da Retroprojegdo filtrada, verificou-se que
Ao analisar o tempo de ¢4

. ; ¢ representa a maior parcela do tempo de reconstrugao.
Retroprojecio ¢ a fase do método AU



CAPITULO V

METODO DA FILTRAGEM

APOS A RETROPROJECAO

Este capitulo descreve o método de reconstrugdo onde a retroprojecdio & filtrada e mostra

os resultados obtidos nos varios testes realizados. Finalmente so realizadas conclusges respeito

desses resultados.

3.1 — Introducéo

O método de reconstrugdo utilizando a Retroprojecdo filtrada (“Filtered Backa'Ojecti()n”)

mostrado no Capitulo IV deste trabalho, deveria ser chamado de mérodo g reconstrugdo

utilizando filtragem antes da Retroprojegdo, uma vez que na verdade as projeces ¢ que sdo

filtradas e nfio as retroproje¢des.
Este capitulo apresenta um método em que a filtragem & realizada apés a Rettoprojecdo,

Portanto, o método de reconsiru¢do da filtragem apos a Retroprojecdo.
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O método pode ser resumido na seguinte equagdo de operadores:

fe,y) =% %, F[5g] (5.1)

onde:

& : Transformada de Radon. % : Transformada bidimensional de Fourier.

%,  Filtro bidimensional. %" : Transformada inversa bidimensional de Fourier.

% : Operador Retroprojecao.

A Figura 5.1 ilustra o diagrama de blocos da Equagdo 5.1:

. Filtro 2D | pe £ f(x)

k

Figura 5.1 - Filtragem ap6s a Retroprojecdo

32~ Descrig:ﬁo matematica

dj de Radon antes d
Pode-se também fazer a Retroprojesao, isto &, a transformada adjunta de es da

fiy
"8 (Jain, 1989),
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Antes de explicar a transformada de Radon adjunta € necessario introduzir o conceito de

Jonte pontual que ¢ utilizado neste capitulo.

Uma fonte pontual é modelada (Toff, 1996) como o produto de duas fungdes Delta. B

Inicialmente a fonte pontual é posicionada na origem do sistema de coordenadas:
f(x,y)=6(x) 6(). (5.2)
A fonte pontual pode ser colocada em qualquer posigdo, isto é:
fp)=8(x~x) (=) (5.3)

Isto ¢ bastante interessante, porque qualquer fungfio pode ser escrita como uma integral

ponderada das fontes pontuais: |

f(xp)= ij(x',y') S(x—x)6(y-)')ax' dy (5.4)

!
Aplicando a transformada de Radon em £ (x,y) , na Equagio 5.3, tem-se: ‘ I
!

o B

g(s,0)= [ [6(x=x) (=) S(xcosf +ysent —s) dx dy (5.5)

— 0000

Da definico da fungdo Delta, conclui-se que:
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I, x=x'
o(x—x") ={ (5.6)
0, outros
Sr-yy=i2 =Y .7)
0, outros
Assim, calcula-se g(s,6) na Equagfio 5.5:
2(5,0) =6(x' cosf + y' sen @ —s) (5.8)

A Figura 5.2 ilustra uma fonte pontual € a sua transformada de Radon.

5

A

Figura 5.2 — Fonte pontual e a sua transformada de Radon

Da Equagio 5.8 e da Equacio 5.4, pode-se dizer que para qualquer fungfio f(x, ¥), a

transformada de Radon é dada por:

g(s,0)= cI_r]'f(x’,y’) 5(x' cos@ + y' send —s) dx' dy' (5.9

~00—00
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Obtém-se da Figura 5.2 que:

x'=s' cosf' y'=s'"send' (5.10)

Substituindo a Equagéo 5.10 na Equagéo 5.9, tem-se que:

o

g(s.0)= [ [f(x,y) 8(s' cos(@-0)-s) dx' dy (.11)

~-00—00

A Equagdo 5.11 mostra que um ponto € transformado em uma sendide no dominio do

parimetro, e a transformada de Radon de uma fonte pontual é confinada em um dominio do

pardmetro limitado:
fEN=0, Jx’+3>5 (5.12)
g(5,0)=0, s> 5,4 (5.13)

A Equaggo 5.9 mostra que cada ponto (x',y") é transformado em uma curva senoidal no

dominio de Radon. A transformada de Radon de f(x,y) ¢ a soma (integral) de todas as curvas

senoidais no dominio de Radon.

Resolvendo a Equagdo 5.9 para f(x,y )=8(x—x')d(y—y') e lembrando que

j5 (x) dx =1, tem-se:

g(s,0) = 6(x' cosf + y' sen 6 —s) (5.14)
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Observa-se que as integragdes sobre x’ € y' foram omitidas. Isto se deve a linearidade das

transformagdes usadas.
Para uma fonte pontual, a transformada de Radon adjunta (operador Retroprojeciio) &

aplicada antes da filtragem, isto é:
f(x,y) = [g(x cos6+y sen, 6) do (5.15)
0

Substituindo g(s,d) da Equac8o 5.14 na Equagfo 5.15, tem-se:

f(x,y) = J'é'(x' cos@+ ' senf —x cosf—y senl) do (5.16)
0
Fxy) = [6((x—x) cosd +(y'-y) senb) do (5.17)
0

Resolvendo a Equagio 5.17 utilizando a propriedade da fungfio Delta, Equacgo 1.3 no

Anexo I deste trabalho, tem-se:

. 1
fxy) = I(x_x') sen @ _(y_y')cosﬁ|

(5.18)

(x~x")ycos O+(y~y")sen 9=0

x—x
(—x—x')cos@+(y—Y ysenf =0 = 0= arctg(y_y') (5.19)
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Substituindo a Equag#io 5.19 na Equagéo 5.18, tem-se que:

1

(5.20)

1

X—X 4
—(x—x") sen arctg(————') ~(y=y") cos arctg(x__x_)

f(x,) =
\ y—=y

Fazendo arctg(gc—_—_i) = , obtém-se a Figura 5.3:

y=y

Figura 5.3 — Trifingulo retAngulo com um éngulo de y

Reescrevendo a Equagdo 5.20, teme-se:

o 1
f(x:y)z !(x—x') senl//+(y—y’) COSWI

(5.21)

Da Figura 5.3, pode-se escrever:

(X“”]
y=)y

seny = =
x—Xx

1+[ ']

\/T

(5.22)
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cosy = (5.23)

Substituindo as Equagbes 5.22 e 5.23 na Equagfio 5.21 e simplificando, tem-se:

' 2
1+(x—xj
y=y 1

fx,y) = , = (5.24)
=)+ =)’ Ja-x) -y
y=y'
Por defini¢do, a convolugdo bidimensional continua é dada por:
fEN@hxy)= [ [fx-x',y=-y") h(x.y) ' dy' (5.25)
A Equagfo 5.24 pode ser reconhecida como a convolugdo bidimensional. Assim:
Fxp) = f(x,p)®h(x,y) (5.26)
onde:
1
h(x,y) =~ (5.27)

X +y
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Aplicando o teorema da convolugdo a Equagdio 5.26, tem-se:

F(E,E,)=F(E,8,) H(E,E,) (5.28)
F&,.¢)
— (5.29)

F(rfx»é‘y)':h,(g 2)

Das tabelas de transformada de Fourier bidimensional, pode-se encontrar que:

1 1
h(x,y) === < H(fxaiy)=‘;2—:§7 (5.30)

x°+y

Isto significa que f(x,y) pode ser calculada como:

Fx, )= ’]g(x cos@ +y send, 8) do (5.31)
Bene)= | [Tl 5" db ds, 532
(5.33)

)= | WETE Fuge ™ s

—o0—00

O método de reconstrugio apresentado aqui, para calcular £ (x,y), pode ser visto como
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uma seqiiéncia de operagdes de Retroproje¢do, seguido de uma transformac¢fio de Fourier
bidimensional, em seguida por uma filtragem bidimensional e finalmente por uma transformaggo

inversa de Fourier bidimensional. Isto vem de encontro a Equagfio 5.1, escrita como uma equagio

de operadores no inicio deste capitulo.

5.3 — Implementagio da Filtragem Apés a Retroprojegio

A implementagfio do método da filtragem apés a Retroprojegdo requer a implementagfo

discreta do operador Retroprojegfo, como mostrado no Capitulo II deste trabalho. Apos a
Retroprojecio, a matriz f (m,n) deve ser filtrada por um filtro passa-alta conforme a Equag8io
5.33. A implementagfio é parecida com a da Sego 5.5 do Capitulo V deste trabalho, mas estendida

4 duas dimensdes.
O espectro da imagem pode ser obtido de duas maneira. A primeira seria usando o

algoritmo da FFT bidimensional, € a segunda seria usando a FFT unidimensional sobre todas as

linhas ¢ em seguida sobre todas as colunas da imagem (propriedade da separabilidade), isto €

Possivel porque o espectro pode ser escrito como:

F(gx’gy) — Afgf(m’ I’l) e—2nj(m€x/M+n§y/N) (534)
m=0 n=0
F(E.8,)= MZI[NZIf (m,n) e‘z"””é*/M] e (5.35)
m=0|_n=
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Pode-se notar que a imagem ¢é considerada periédica e o espectro tem um conjugado

complexo simétrico para um sinal real:

f(mn)=f(m+M,n)=f(mn+N) (5.36)

F(E,,E,)=F(m+M,N)=F(mn+N) (5.37)

F(mn)=f(mn) = F6,8,)=F(£,~8,) =F(M-£,N-§,)  (538)

A filtragem bidimensional é muito ficil de se realizar se o espectro for devidamente

calculado. O espectro complexo ¢ multiplicado por uma versdo discreta do filtro [E2+E]

€,
MAx’

Sy
M Ax

E: (5.39)

&y >

m*\/bﬁm) +(K%EJ (5.40)

Levando-se em consideragdo as fregiiéncias negativas, &, <0, na Equagfio 5.37,

€, deve ser substituida por &, — Mese§, <0,8, deve ser substituida por &, — N . A simetria

Pode ser usada de modo que aproximadamente metade do espectro complexo seja multiplicada pelo

filtro € 3 outra metade seja multiplicada a partir da primeira metade devido a simetria do conjugado

Complexo, Apés a multiplicagio pelo filtro, a DFT inversa bidimensional (ou preferivelmente FFT)

e R R A
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¢ utilizada, onde a parte real do resultado é extraida, e a parte imagindria deve ser zero, ou melhor,
deve ser desconsiderada.

A implementacfio da DFT bidimensional do filtro passa alta deve ser multiplicada por uma
janela, de modo a reduzir os efeitos de borda, devido ao comportamento periddico do espectro.
Existe na literatura vdrias janelas disponiveis, mas para este trabalho, as janelas utilizadas sdo as
mesmas do Capitulo IV deste trabalho (Jain, 1989).

A Figura 5.4 ilustra o que foi explicado nesta se¢do.

glm,n) J(mn)
ecew oD
2008 y Bsaa0
cBo0 soR0
eoae XYY
) x
A ¥FT2D T T T 7T
Femn) wrap F(EGE)  HESE) F(808,)
coon — oBO8 000 oceoo
ysasoe cD00 R L X soee
soo8 — %aq¢0:XE?ooao - Sanve
se0e — coes GO0 so00
X E, E, E,

Figura 5.4 — Filtragem apés a Retroprojegdo (discreta)

Na Figura 5.4, partindo-se de cima a esquerda para baixo. A Retroprojecdo discreta &

Calculada, Em seguida, 0 espectro discreto bidimensional € calculado, e ap6s ele € multiplicado pela

Versdo discreta do filtro. Finalmente, a transformada discreta inversa bidimensional € calculada para
¢ obter a imagem discreta reconstruida.

O sinograma retroprojetado Bg , possui valores diferentes proximos as bordas da imagem

(Jain, 1989), como pode ser visto na Figura 5.5, isso ocorre devido & convolugdo conforme a -
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Equagiio 5.26. Isto implica que a filtragem no dominio da imagem encontra problemas com o
comportamento ciclico da DFT (ou FFT). Esses problemas podem ser resolvidos se a
Retroprojegdio for realizada resultando em uma imagem maior que as dimensdes necessarias, se isso
ocorrer é necessario filtrar a imagem expandida, e em seguida truncar a imagem para o seu tamanho

normal, como pode ser mostrado na Figura 5.6.

09

Original
07k s Raconstrugdo

f(x.0)
o
(5, ]

o =)
w 'S
e LI NE—

|
02F 1
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\
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\
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ol
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09

08}
—_— Qriginal
o7k - Rgg:mslml;én -
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05F 1 7

04} E

o2t Sioney Ium\ e ]

o1} ‘ 1
| ‘ x

f(x.0)

0 ;;xmm.:.—.:""“""""‘"’"
/J_—_’____’L___——-——‘—i 1 1
0.1 20 20 80 80 100 120
X

Figura 5.6 — Reconstrugdo com a expansdo € o truncamento
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Comparando as Figuras 5.6 € 5.5, pode-se comprovar que o tempo de reconstrugfio com a

expansio foi 4 vezes maior do que o tempo de reconstrugio sem a expansio € o truncamento.

3.4 — Filtros de Reconstrucéo

Os filtros de reconstrugdo sio os mesmos apresentados no Capitulo 4, exceto que, agora,

eles siio bidimensionais. A Tabela 5.1 apresenta a resposta de freqii€ncia dos filtros 2D.

Tabela 5.1 — Filtros 2D de reconstrucdo

Filtro

Resposta de Freqiiéncia H (6 e 5 v )

Ram-Lak H(E &) = JEL+E) rect(JE2 +&2w)

Shepp-Logan w/éﬁ +§; sinc( é:xz +‘§3 W)reCt(\/é:f +§; w)

Passa-baixa

Cosseno mcos(ﬂmw)rect(1’§3 +§; w)

Hamming generalizado

JE 1 &+ (1-a) cos(27£ +E W] rect(|J& + £7w)

O0<a<l

——

onde:

1
28,
r 2 2
1 _________M <1
2,
£+ &

>1

(5.41)

(5.42)
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¢, : Fregiiéncia de corte

A Figura 5.7 mostra os graficos da resposta de freqiiéncia dos filtros 2D de reconstru¢do

listados na Tabela 5.1.
Ram-Lak Shepp-Logan
H(gx'gj) é ................. .................. : H(gx,g.’) ’\2\ ................... :

Figura 5.7 — Resposta de freqiiéncia dos filtros 2D de reconstrugéio
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3.5 — Resultados obtidos

As Figuras 5.8 a 5.23 mostram a imagem e as imagens reconstruidas usando os quatros
filtros 2D: Ram-Lak, Shepp-Logan, Cosseno passa-baixa ¢ Hamming generalizado, cujas respostas
em freqiiéncia foram mostradas na Tabela 5.1, para as quatro imagens originais: um circulo, um

trigngulo, o logotipo da UFU (Universidade Federal de Uberlandia) e o modelo de Shepp-Logan

Circulo (127x127)

0 projecdes 127 projegies

Figura 5.8 - Reconstrugdo do Circulo usando o filtro de Ram-Lak
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Triangulo (127x127) 10 proj
projegdes

127 projecées

60 projecdes

Figura 5.9 - Reconstrugdo do Triangulo usando o filtro de Ram-Lak

Logotipo UFU (224x224) 10 projegdes

&0 projecdes

o Logotipo da UFU u

224 projegdes

Figura 5.10 - Reconstrugo d sando o filtro de Ram-Lak
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Shepp-Logan (255x255) 10 projegdes

100 projecdes 265 projecdes

Figura 5.11 - Reconstrugéo do modelo de Shepp-Logan usando o filtro de Ram-I ak

Ges
l‘ A

Circulo (127x127) 10 projeg

o

60 ijegﬁes 127 projegfes

o

- Reconstrucdo do Circulo usando o filtro de Shepp-Logan

Figura 5.12
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Triingulo (127x127) 10 projegdes

60 projegdes 127 projecfes

Figura 5.13 - Reconstrugao do Triéngulo usando o filtro de Shepp-Logan

Logotipo UFU (224x224) 10 projegdes

224 projegées

60 projegdes

construgdo do Logotipo da UFU usando o filtro de Shepp-Logan

Figura 5.14 - Re
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Shepp-Logan {(255x255) 10 projecdes

s

100 projegdes 255 projegdes

Figura 5.15 - Reconstrugéo do modelo de Shepp-Logan usando o filtro de Shepp-Logan

Circulo (127x127) 10 projegdes

60 projegdes 127 projecdes

Figura 5.16 - Reconstrugio do Circulo usando o filtro Cosseno



Figura 5.18 - Reconstrut

l
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Triangulo (127x127) 10 projegbes

60 projecdes 127 projegies

Figura 5.17 - Reconstrugdo do Triangulo usando o filtro Cosseno

Logotipe UFU (224x224) 10 projegdes

B0 projegtes 224 projegies

cio do Logotipo da UFU usando o filtro Cosseno
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Modelo Shepp-Logan (255x255) 10 projegdes

100 projecdes 255 projegdes

Figura 5.19 - Reconstrugdo do modelo de Shepp-Logan usando o filtro Cosseno

Circulo (127x127) 10 projegdes

[

60 projegdes

O

construgio do Circulo usando o filtro de Hamming

127 projeges

Figura 5.20 - Re
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Triangulo (127x127)
10 projecdes

B0 projecies
127 projecdes

ri "
igura 5.21 - Reconstrugdo do Tridngulo usando o filtro de H
ammin;
g

Logotipo UFU (224x224) 10 proj
rojegdes

224 projecies

&0 pmjag.ﬁes

do Logotipo da UFU usando o filtro de H
ammin
4

Figura 522 = Reconstrugdo



137

Modelo Shepp-Logan (255x255) 10 projecées

100 projegdes

Figura 5.23 - Reconstrugéo do modelo de Shepp-Logan usando o filtro de Hamming

5.6 — Analise Qualitativa dos Resultados Obtidos

Na Figura 5.24 ¢ mostrado uma comparacdo dos varios filtros utilizados neste trabalho,
definidos na Tabela 5.1, para o modelo de Shepp-Logan com 127 x 127 pixels, usando a relagdo
ideal de 127 amostras/projecsio e 127 projegdes de acordo com a Equaggio 2.72 do Capitulo II deste
trabalho. O gréfico ¢ mostrado para f{x,0) versus x, isto &, os niveis de cinza, f(x,y), paray =0 e x

variavel.
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09

08

———  Original
g Ram-Lak
———  Shepp-Logan
Cosseno
""""""" Hamming

07

06

05 ¢

f(x.0)

04

03}

02

01

o

01

Figura 5.24 — Comparagao dos filtros de reconstrugio

Como pode ser observado na Figura 5.24, as reconstru¢des apresentam uma aproximagio

Tazodve] da imagem original. Por uma avaliagdo visual, a reconstrugdo utilizando o filtro de

Shepp'LOgan, como mostra a Figura 5.15, se aproximou menos da imagem original, enquanto a

feconstrugio utilizando o filtro de Hamming, como mostra & Figura 5.23, apresentou a melhor

Qualidade de reconstrugdo.

87 Conclusées

Neste capitulo foi mostrado 0 método de reconstru¢do utilizando a Filtragem apés a
RetroprQI'eQdo. Foi mostrado também que 08 artefatos decorrentes do comportamento ciclico
s podem ser reduzidos retroprojetando em uma imagem bem maior que as dimensdes
"Mt ¢ ap6s a filtragem realizando um truncamento para as dimensdes originais da
espendido na reconstrugdo €

‘ i od
e, Ao retroprojetar em uma imagem bem maior, 0 (P

berm s
Maior que o tempo sem a expansao-



CAPITULO VI

ANALISE COMPARATIVA DOS

METODOS DE RECONSTRUCAO

Este capitulo realiza uma comparagéo dos métodos: Retroprojecdo filtrada, filtragem apds a

Retroprojeg:ﬁo, filtragem utilizando a convolugdo apresentados neste trabalho, do ponto de vista do

Médulo do erro relativo e do tempo de reconstrugdo de cada método. Outro ponto analisado é qual

Otipo de interpolagfio a ser utilizado na operagdo de Retroprojegdo.

6.1 - Introdugdo

e reconstrugio: Retroprojegdo filtrada, filtragem apds

A anglise comparativa dos métodos d
ados neste trabalho, ¢ realizada de

2 Retroprojecdo, filtragem utilizando a convolugdo, apresent
o 4 i norma do erro relati

formg quantitativa neste capitulo- A comparagdo © feita analisando a elativo
. . analisando também o tempo d
Calculado entre a imagem reconstruida € @ imagem original € po de
&es livres de ruido e em seguida é

. ~ - far roje
reconstmgﬁo_ Inicialmente €ssas analises sa0 feitas com as P 12Y

adici . .
onado ruido as projegdes.
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Na Secdio 6.5 é realizada uma andlise da influéncia do tipo de interpolagdo, usada na
operagio de Retroprojecfio que aparece nos trés métodos apresentados neste trabalho, na preciséo e

0 tempo despendido na reconstrugdo dos métodos de reconstrugao.

A comparagio da qualidade de reconstrugdo de cada método é realizada considerando a

norma do erro relativo. A norma do erro relativo é dada por:

S|o(xy)-R(x,3)|
Yoy’

6.1)

onde:

O(x,y) : representa a imagem original.

Rix,y) representa a imagem reconstruida.
O erro relativo deve ser sempre considerado juntamente com uma avaliagio visual, porque

Somente ele niio ¢ uma boa medida para avaliagio da reconstrugdo (Westemberg, 1996).

62- Sinograma Sem Ruido

A imagem utilizada para comparagdo entre OS métodos de reconstrugdo é o modelo de

sinograma sem ruido correspondente a 1magem

Shepp~Logan_ Na Figura 6.1 € mostrado o

Mostrada na Figura 6.2.
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Figura 6.1 — Sinograma do modelo de Shepp-Logan

A Figura 6.3 mostra a reconstrugdo de Shepp-Logan utilizando o método da Retroprojegdo
filtrada, onde a filtragem & realizada antes da Retroprojegdo no dominio de Fourier (utilizando o

filtro de reconstrucéio unidimensional).

Figura 6.2 — Imagem Original Figura 6.3 — Método da Retroprojecdo filtrada

A Figura 6.4 mostra a reconstru¢io do modelo de Shepp-Logan pelo método da filtragem

utilizando a convolugfio, onde a filtragem € realizada antes da Retroprojegdo mas no dominio do

pardmetro s .
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Figura 6.4 — Filtragem utilizando a convolugdo

A Figura 6.5 mostra a reconstru¢fo do modelo de Shepp-Logan utilizando o método da

filtragem apds a Retroprojegdo, onde a filtragem ¢ realizada no dominio de Fourier (filtro de

reconstrugdo 2D).

Figura 6.5 ~ Filtragem apos a Retroprojegéo

As reconstrugdes mostradas nas Figuras 6.3 a 6.5 foram realizadas a partir de um sinograma com

301 projegdes e 301 amostras/projecio (relaggio ideal).

A Figura 6.6 ilustra a comparagdo dos métodos mostrando o erro relativo para varias

reconstrucdes variando o nimero de projecoes.
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Figura 6.6 — Erro relativo dos métodos para varios tamanhos de imagens

6.3 — Sinograma Com Ruido

A Figura 6.7 mostra o sinograma, do modelo de Shepp-Logan, com ruido branco gaussiano

com media igual a zero e varidncia igual a 0.01.

Figura 6.7 — Sinograma do modelo de Shepp-Logan com ruido
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A Figura 6.8 mostra a imagem original do modelo de Shepp-Logan ¢ a Figura 6.9 mostra a
reconstrucio do modelo de Shepp-Logan usando o método da Retroprojecdo filtrada, onde a
filtragem ¢é realizada antes da Retroprojegdo no dominio de Fourier (filtro de reconstrugdo 1D).

A Figura 6.10 mostra a reconstruciio do modelo de Shepp-Logan pelo método da filtragem

utilizando a convolugdo, onde a filiragem ¢ realizada antes da Retroproje¢io mas no dominio do

parametro s .

Figura 6.8 — Imagem Original Figura 6.9 — Retroprojegéo filtrada

Figura 6.10 — Filtragem utilizando a convolug&o Figura 6.11 — Filtragem ap0s a Retroprojeco
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A Figura 6.11 mostra a reconstruao do modelo de Shepp-Logan utilizando o método da
filtragem apés a Retroproje¢éo, onde a filtragem é realizada no dominio de Fourier (filtro de
reconstrugéio 2D) .

As reconstrugdes mostradas nas Figuras 6.9 a 6.11 foram realizadas a partir de um
sinograma com 301 projegdes e 301 amostras/projegéo (relagdo ideal).

A Figura 6.12 ilustra a comparagio dos métodos do ponto de vista do médulo do erro

relativo para varias reconstrugoes variando o tamanho da imagem.

-

—+—  Retroprojegéo fillrada
1N —4—  Filtragem apos Retroprojecéo | -
N\

—&—  Filtragem Convolugéo

ol \ |

Erro relativo

t/‘.&
T
\
\
/

015 ™S

014}

0.13 + 1 e

50 100 150 200 250 300
Tamanho da imagem (pixel)

Figura 6.12 — Erro relativo dos métodos para varios tamanhos de imagem

As Figuras 6.13 a 6.15 mostram a comparagdo do erro relativo com e sem ruido para os
métodos de reconstrugio utilizando a Retroprojecio filtrada, a filtragem utilizando a Convolugdo e

filtragem ap6s a Retroprojegdo, respectivamente, para vérios tamanhos de imagens.
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Figura 6.14 — Filtragem utilizando a convolugéo com e sem ruido
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Figura 6.15 — Filtragem apos a Retroproje¢do com € sem ruido
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A Figura 6.16 mostra a relagio entre o erro relativo sem ruido € o erro relativo com ruido
para os métodos da Retroprojegdo filtrada, filtragem utilizando a convolugio e filtragem apés a

Retroprojecsio para varios tamanhos de imagens. Nesta figura, o eixo vertical representa a relagio
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entre os erros relativo: sem ruido e com ruido.

Os trés métodos apresentados neste trabalho, Retroprojeéo filtrada, filtragem utilizando a
convolugdio e filtragem apos a Retroprojegio, apresentam aproximadamente 0 mesmo erro relativo
para a reconstrugfio a partir de proje¢des com e sem ruido para varios tamanhos de imagens. Pode-
se observar que o erro relativo diminui com o aumento do tamanho da imagem, mesmo para a
relagdio ideal entre o mimero de projegdes e niimero de amostras por projecao.

A Figura 6.17 mostra quatro reconstrugdes do modelo de Shepp-Logan com tamanho 255
x 255 pixels utilizando o método da Retroprojegdo filtrada com variagdo da freqiiéncia de corte

relativa do filtro de Hamming. A variagdo da freqiiéncia de corte relativa foi de 0.6, 0.5, 0.4 ¢ 0.3.

Freqdéncia de corte relativa= 0.6 Freqaéncia de corte relativa =08

Freqiéncia de corte relativa= 0.4 Frequéncia de corte relati =03

Figura 6.17 — Reconstrugdes utilizando a Retroprojeco filirada para varios valores de

freqiiéncia de corte relativa do filtro de Hamming

Pode-se verificar na Figura 6.17 que um decréscimo da freqiiéncia de corte diminui a

presenca de ruido, mas em conseqiiéncia ocorre um embagamento da imagem. Portanto, existe um
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compromisso entre a diminui¢@o de ruido e a perda de resolugdo da imagem reconstruida.

Na Figura 6.18 € mostrada uma comparagéo do erro relativo versus a freqiiéncia de corte
relativa da reconstrucdo do modelo de Shepp-Logan para os filtros de Ram-Lak, Cosseno,
Shepp-Logan e Hamming. O erro relativo foi calculado para freqiiéncias de corte relativa na faixa
de 0.1 a 1.0. Pode-se verificar nesta figura que existe um ponto de minimo do erro relativo para um

dado valor de freqiiéncia de corte relativa.
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Figura 6.18 — Erro relativo x freqiiéncia de corte relativa para varios filtros

Apbs o caleulo do erro relativo em fungfio da variagao da freqiiéncia de corte relativa para
varias distribuicdes de ruido, com a mesma média e varifincia citadas anteriormente, nota-se que o

ponto de minimo do erro relativo ocorre na faixa de 20% a 50% da freqiiéncia maxima existente na

imagem para os filtros considerados neste trabalho.
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6.4 — Analise do Tempo de Reconstrucio

A Figura 6.19 mostra a comparagio do tempo de reconstrugdo dos métodos :
Retroprojegdio filtrada, filtragem utilizando a convolugiio e filtragem apos a Retroprojecdo para
vérios tamanhos de imagem. Pode-se verificar que o tempo de reconstrugdo para o método de
filtragem apos a Retroprojegdo ¢ maior do que o tempo de reconstrugdio para os outros métodos.
Para a imagem de tamanho 301 x 301 pixels, o tempo de reconstrugdo utilizando a filtragem apds
Retroprojecdo € aproximadamente 3 vezes maior que 0 tempo de reconstrugdo para 0s outros

métodos. Isto se deve a necessidade de retroprojetar em uma imagem bem maior, conforme

discutido na Secfio 5.3 do Capitulo V deste trabalho.
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Figura 6.19 — Tempo de reconstrugéo normalizado



131

6.5 — Métodos de Interpolagio utilizados na Retroprojecio

Os trés métodos de reconstrugdo apresentados neste trabalho, tém a operagdo de
Retroprojegio como uma das fases do método. Na operagao de Retroprojeéo, € necessario usar a
interpolagdio em virtude da Equagdio 3.1 do Capitulo III deste trabalho. Nesta dissertago foi
utilizado trés métodos de interpolagdo: linear, vizinho mais proximo e spline. Nesta segfo €
mostrado a influéncia da interpolagfio quanto ao tempo de reconstrugdo e a precisdo. O método de
reconstrugo usado para analisar a interpolagdo é o método da Retroprojecéo filtrada.

A Figura 6.20 mostra o erro relativo normalizado para varios tamanhos de imagens para

cada um dos tipos de interpolagéo citados no paragrafo anterior.
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Figura 6.20 - Erro relativo normalizado para os trés tipos de interpolagio
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Pode-se observar da Figura 6.20 que a diferenga do erro relativo referente a cada tipo de
interpolagfio se mantem aproximadamente constante diminuindo o erro relativo a medida que
aumenta o tamanho da imagem. Sendo que a interpolagdo spline, 0 método que apresenta 0 menor
erro relativo para cada tamanho de imagem, ¢ a interpolac@io pelo vizinho mais préximo apresenta o
maior erro relativo para cada tamanho de imagem.

A Figura 6.21 mostra o tempo de reconstrugdo do método da Retroprojecdo filtrada para

varios tamanhos de imagens para cada um dos métodos de interpolagdo.
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Figura 6.21 — Tempo de reconstruggo normalizado para os trés tipos de interpola¢do

Na Figura 6.21 pode-se observar que o tempo de reconstru¢fio aumenta com o aumento do
tamanho da imagem a ser reconstruida e dentre os trés métodos de interpolagdo, a interpolagéo

Vizinho mais proximo € o que despende o menor tempo de reconstrugdo. Sendo a interpolacéo
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spline a que despende o maior tempo de reconstrucfo. Para uma imagem de tamanho de 255 x 255
pixels, utilizando a interpolagéio spline, o tempo de reconstrucio da imagem ¢ 10 vezes maior que o
tempo de reconstrugéo dos outros dois métodos de interpolago.

Analisando as Figura 6.20 e 6.21, pode-se concluir que a escolha da interpolagio linear em
relagio as outras duas interpolagdes ndo € a pior escolha. Por um lado, tem-se um erro relativo
proximo dos outros métodos, da ordem de 1,2 vezes. Do outro lado, tem-se um ganho consideravel
no tempo de reconstrugdo, da ordem de 5 vezes para uma imagem de tamanho 200 x 200 pixels.
Portanto, a escolha do método de interpolagio a ser usado na operagdo de Retroprojecéio € um
compromisso entre a precisdo € o tempo de reconstrugfio. Neste trabalho, pode-se concluir que a

melhor op¢do de escolha € a interpolagdo linear.

6.6 — Conclusoes

Neste capitulo foi realizada uma anlise comparativa dos trés métodos de reconstrugo :
Retroprojecdo filtrada, filtragem utilizando a convolugdio e filtragem apés a Retroprojecio,
apresentados neste trabatho, bem como uma anlise do método de interpolagdo usado na
Retroprojegdio ¢ a sua influéncia no tempo de reconstrugdo € precisdo do método de reconstrugdo.

Pode-se concluir deste capitulo que os trés métodos de reconstru¢do apresentam pequenas
diferengas na precisdo da reconstrucdo, mas uma grande diferenca aparece no tempo de
reconstrugfio e implementagio do método. O método que apresenta um pequeno tempo de
reconstrugdo relativo e facilidade de implementagdo foi 0 método da Retroprojegdo filtrada.

Comprovando dessa maneira a utilizagdo deste método nos tomégrafos comerciais.




CAPITULO VII

CONCLUSOES, CONTRIBUICOES E SUGESTOES PARA

FUTUROS TRABALHOS

Neste trabalho foi investigado, trés métodos analiticos para reconstrucdo de imagens a
partir de proje¢Ges, tais como: Retroprojecio filtrada, filtragem utilizando a convolugdo e filtragem
apods a Retroprojecdo. Foi verificado o desempenho para cada um dos métodos quanto & precisio e
quanto ao tempo de reconstrucfo. Este trabalho procurou responder a seguinte pergunta: “Qual o
método mais indicado para aplica¢io em reconstrugdo de imagens a partir de projecoes?”

O célculo da transformada analitica de Radon foi mostrado como um exemplo para ilustrar
0 conceito matematico da transformada e a sug relacio com a tomografia. A transformada direta de
Radon 22 ndio possui nenhuma utilizagio prética em reconstrugo de imagens, uma vez que niio se

dispde da fungdo f(x,y) para o seu céleulo e o objetivo da reconstrugio é justamente obter a
fungdo f(x,y) a partir de um conjunto de projegdes, g('s,0), da se¢fio transversal de um objeto.
Todos os métodos de reconstrugfio de imagens sdo implementacBes de 92, isto €, a inversa de

2 . A reconstrugdio € um problema de inversdo.
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A Retroprojegdo pode ser usada para reconstruir uma aproximagfio da imagem original,
apesar da formula inversa de Radon néo ser obedecida, porém ela é apenas um ponto de partida. Os
métodos de reconstrugiio utilizando transformada, apresentados neste trabalho, tém a
Retroproje¢do como uma de suas etapas.

Dentre os métodos de reconstrugio utilizando transformada, os trés mostrados e analisados
neste trabatho, apresentam aproximadamente a mesma qualidade de reconstruc¢fio. A diferenca entre
os trés métodos € o tempo de reconstrugio e a facilidade de implementagfio em um computador
digital. A Retroprojeco filtrada possui comparativamente os trés fatores citados: pequeno tempo
de reconstrucdo, boa qualidade de reconstrugio e facilidade de implementagfio. O que vem de
encontro com o que ocorre na pratica, atualmente a Retroprojecdo filtrada € o método escolhido
para ser utilizado nos tomografos comerciais.

A filtragem ap6s a Retroprojegio apresenta o inconveniente da necessidade de retroprojetar
em uma dimensdo bem maior que a dimenssio original da imagem, conforme analisado no
Capitulo 5 deste trabalho, e também o inconveniente do calculo da resposta em freqiiéncia do filtro
2D.

A filtragem no dominio do parimetro s, domfnio de Radon, é realizada pela convolugfio da
resposta impulsiva do filtro com as proje¢des. Para evitar o calculo da convolugfo, a filtragem pode
ser realizada no dominio da freqiiéncia, pela multiplicagfio da resposta em freqtiéncia do filtro 1D
com as projegdes (teorema da convolugdo). A Retroprojecdo filtrada faz exatamente essa filtragem.

Os métodos apresentados neste trabalho utilizam a operagao Retroprojecfio, e nesta
Operagio faz-se necessario realizar uma interpolagfio. Foi observado que a interpolagfo linear ¢ a
mais indicada, uma vez que a mesma apresentou o melhor compromisso entre o tempo e a
qualidade de reconstru¢do com o aumento do tamanho da imagem reconstruida.

Pode-se concluir que entre os trés métodos apresentados, a Retroprojegdo filtrada apresenta
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0 melhor compromisso entre a qualidade e o tempo de reconstrugdo em relagdo aos outros dois

métodos.

Os métodos utilizando transformada sofrem do problema do tempo despendido na
reconstrugdo, devido a etapa de Retroprojecdio. Em sistemas modernos de tomografia
computadorizada, a Retroproje¢do € implementada diretamente em hardware, sendo seu custo entre
20% e 40% do custo total do tomdgrafo (Magnusson, 1993). Esta porcentagem ¢ significativa e
deve ser levada em consideragdo quando uma nova geragdio de sistemas de tomografia forem
projetados.

A questdo do tempo de reconstrucfo continua a ser um fator importante, sendo necessério
continuar a investigacdo para desenvolver novos métodos ou melhorar os ja existentes. Para tanto,
ndo se deve abandonar outros métodos de reconstrugsio, tais como: o método de Fourier direto e o
método algébrico, uma vez que esses métodos ndo fazem uso da Retroprojegdo, mas apresentam
problemas na qualidade da imagem reconstruida (Magnusson, 1993).

Desse modo, as principais contribuigdes deste trabalho s3o: proporcionar um maior
esclarecimento dos métodos de reconstrucio de imagens a partir de projegdes paralelas, visto que
nem sempre € fécil e claro entender os principios nog quais os métodos sfo baseados. E , também,
foi realizado uma andlise comparativa dos métodos Retroprojegdo filtrada, filtragem utilizando a
convolugdo e filiragem apos a Retroprojecio, o que nfio esta disponivel na literatura de forma
explicita.

As sugestdes para futuros trabalhos a serem desenvolvidos sio:

¢ Implementagfo e comparago dos métodos que utililizam a transformada de Fourier, tais como:

método de Fourier direto, linograma e Retroprojecéo filtrada ;
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Estudo dos métodos de reconstrugio paralelizados e comparagfio desses métodos com 0s

métodos de reconstrugfio ndo paralelizados ;

Utilizagsio da transformada wavelet em problemas de reconstrugdo tomogréafica. Um dos
tépicos atualmente estudados € a tomografia local, onde o objetivo € reconstruir somente uma

parte da imagem de tal modo que a exposicdio A radiagdo seja reduzida significativamente;

Estudo dos problemas fisicos e matematicos envolvidos na aquisicio de projegdes e a
conseqliencia desses problemas na reconstrugio de imagens aplicadas a tomografia

computadorizada ;

Implementagfio dos métodos algébricos (iterativos) em reconstrugio de imagens e comparagao

quantitativa/qualitativa com o método da Retroprojecio filtrada .

Realizar um estudo estatistico das imagens reconsturidas.
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ANEXO I

A FUNCAO DELTA DE DIRAC

A fungfo delta & foi introduzida por Dirac (Butkov, 1983). Esta fungéo faz parte de uma
nova classe de fungdes conhecida como fungdes generalizadas.

A funcgfo delta é definida como:

3(x)=0, x=0 (1.1
j5(x)dx=1, x=0 (1.2)

A propriedade mais importante da fungfo delta é dada por:

[70x) 6(ax+b)dx=|%?f(x;b)5(x)dx:ﬁf(:a—bj (13)

,-w

A Equagdo 1.3 mostra que a fungdo delta € uma fungfio par, 8(x) = §(-x).
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Se a funcio delta tem uma fungfo geral como seu argumento, ela pode ser reescrita como

(Butkov, 1983):

5(f(x)) =3 XX

27170, (14

onde x, sfo os zeros da fungéio f(x). Assim:

jh(x)a(f(x)) d’“i,ﬁ((ié.)), (1.5)
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A IMAGEM DO LOGOTIPO DA UFU QUE SE ENCONTRA NA FOLHA DE ROSTO
DESTA DISSERTACAO, FOI RECONSTRUIDA COM O METODO DA
RETROPROJECAO FILTRADA (FILTRAGEM NO DOMINIO DE FOURIER),
UTILIZANDO FILTRO DE HAMMING.
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