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MÉTODOS DE ACOPLAMENTO PARA PROBLEMAS COM
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UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLÂNDIA
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poderá acompanhar a concretização dessa importante etapa da minha vida, mas tenho

certeza que onde ela estiver, ela estará me guiando e olhando por mim.
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À minha noiva Maria Paula, companheira para a vida, que sempre buscou me motivar

e me manter focado nos meus/nossos objetivos, mesmo nos momentos mais desanimadores.

Por fim, agradeço também ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cient́ıfico e

Tecnológico (CNPq) pelo suporte financeiro e à Faculdade de Engenharia Mecânica da
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NABBOUT, K. O. Métodos de acoplamento para problemas com interação

térmica entre fluido e sólido. 2020. 105 f. Dissertação de Mestrado, Universidade

Federal de Uberlândia, Uberlândia.

RESUMO

A análise de problemas de interação térmica entre fluido e sólido de maneira acoplada

representou um grande avanço para o desenvolvimento de equipamentos e de sistemas

térmicos presentes na vida cotidiana de pessoas e empresas. Muitos avanços foram feitos

desde que os primeiros trabalhos surgiram na década de 1960, em que soluções anaĺıticas

para problemas com geometrias simples surgiram. Com o avanço na capacidade de

processamento dos computadores e com o desenvolvimento de novos métodos numéricos,

soluções cada vez mais precisas para problemas de CHT (Conjugate Heat Transfer) são

alcançadas, o que resulta no desenvolvimento de processos cada vez mais eficientes. O

objetivo principal do autor do presente trabalho é estudar as principais maneiras de

se fazer o acoplamento térmico entre diferentes subdomı́nios e implementar um código

computacional com o qual resolvem-se problemas de transferência térmica de forma

conjugada. O problema escolhido foi o escoamento sobre uma placa plana, para o qual

é posśıvel encontrar na literatura solução anaĺıtica a qual será utilizada para validação

dos métodos numérico e computacional utilizados no presente trabalho. Os resultados

obtidos com o código desenvolvido pelo autor do presente trabalho foram comparados com

o modelo anaĺıtico apresentado por Shah e Jain (2015).

Palavras-Chave: CHT, Conjugate Heat Transfer, Acoplamento térmico, Sistemas

Lineares e não-Lineares.
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NABBOUT, K. O. Coupling methods for problems with thermal interaction

between fluid and solid. 2020. 105 p. Master Dissertation, Federal University of

Uberlândia, Uberlândia.

ABSTRACT

The analyzis of problems of thermal interaction between fluid and solid in a coupled

manner represented a major advance for the development of equipment and thermal

systems present in the daily lives of people and companies. Many advances have been

made since the first works presented in the 1960s, in which analytical solutions to problems

with simple geometries emerged. With the advance of the processing capacity of computers

and the development of new numerical methods, increasingly accurate solutions to CHT

problems (Conjugate Heat Transfer) are achieved, which results in the development of

increasingly efficient processes . The main objective of the present work is to study

ways to make the thermal coupling between different subdomains and to implement a

computational code capable of solving a thermal transfer problem in a conjugated manner.

The chosen problem was the flow over a flat plate, which has an analytical solution that

will be used to validate the numerical and computational methods used. The results

obtained were compared with the analytical model presented by Shah e Jain (2015).

Keywords: CHT, Conjugate Heat Transfer, Thermal Coupling, Linear and Non-Linear

Systems.
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3.1 Acoplamento monoĺıtico e particionado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.2 Troca de informação na interface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

4 Métodos iterativos para solução de sistemas lineares 18

4.1 Separação de Matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4.2 Métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e Relaxação . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.3 Métodos do subespaço de Krylov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.3.1 Método do Gradiente Conjugado (CG) . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.3.2 Método do Gradiente bi-Conjugado (BiCG) . . . . . . . . . . . . . 29

4.3.3 Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (BiCGSTAB) . . . 31

5 Métodos para solução de sistemas não-lineares 32

5.1 Método de Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5.2 Métodos quase-Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5.2.1 Método das secantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5.2.2 Método de Broyden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6 Metodologia 36

6.1 Modelo F́ısico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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6.6 Esboço ilustrativo da técnica dos volumes fict́ıcios para aplicação das

condições de contorno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.7 Esboço ilustrativo da segunda malha utilizada para discretizar o fluido para

o modelo transiente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6.8 Esboço ilustrativo da segunda malha utilizada para discretizar o sólido para
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Prática B. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

7.1 Solução obtida por Cengel e Cimbala (2015) para a equação de Blasius para

camada limite laminar sobre uma placa plana. . . . . . . . . . . . . . . . . 65

7.2 Solução para a equação de Blasius para camada limite laminar sobre uma

placa plana (presente trabalho). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

7.3 Comparação entre os resultados obtidos por Cengel e Cimbala (2015) e

aqueles obtidos com o presente trabalho. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

xi





na combinação das condições de contorno de primeiro e de segundo tipo (Dirichilet e

Neumann).

Hahn e Özisik (2012) apresentam alguns tipos de condições de contorno para problemas

de transferência de energia térmica. Nesses tipos de problema, três abordagens são

comumente utilizadas: temperatura prescrita (condição de primeiro tipo, ou Dirichilet),

fluxo prescrito (condição de segundo tipo, ou Neumann) ou balanço de energia térmica

(condição de terceiro tipo, ou Robin). Essas condições são representadas, respectivamente,

pelas equações a seguir:

Tsurface = T0 ou Tsurface = f1(r, t). (1.1)

− k
∂T

∂n

∣

∣

∣

∣

surface

= q′′0 ou − k
∂T

∂n

∣

∣

∣

∣

surface

= f2(r, t). (1.2)

− k
∂T

∂n

∣

∣

∣

∣

surface

= h(Tsurface − T∞(r, t)). (1.3)

Nas equações acima, r é a posição, k representa o coeficiente de condutividade térmica

do material, com unidades de
W

mK
e h é o coeficiente de convecção térmica, com unidades

de
W

m2K
. Na Eq. 1.1, T0 é uma temperatura prescrita constante e f1(r, t) é uma distribuição

de temperaturas prescrita, função da posição e do tempo. Na Eq. 1.2, q′′0 representa um

fluxo prescrito constante e f2(r, t) é uma distribuição prescrita de fluxo de energia térmica

função da posição e do tempo. Na Eq. 1.3, T∞(r, t) representa a temperatura ambiente do

fluido, que pode ser constante ou variar em função da posição e do tempo.

Do ponto de vista matemático, os tipos de condição de contorno utilizados tanto

em problemas fluidodinâmicos quanto em problemas de transferência de energia térmica

cumprem o mesmo objetivo, fornecer informações para a solução, na fronteira, da EDO

ou EDP que modela o problema de interesse. Entretanto, muitas vezes as condições

de contorno de Dirichilet e de Neumann não representam tão bem a f́ısica da grande

maioria dos problemas de engenharia que envolvem transferência térmica na forma de

calor, diferentemente daqueles problemas de natureza puramente fluidodinâmica, como o

exemplo já citado anteriormente.
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Imagine o mesmo exemplo do escoamento no interior de um canal, como mostrado na

Fig. 1.1, mas desta vez modelando-se o balanço de energia entre as paredes do canal e

o fluido que passa em seu interior. Utilizar Dirichilet como condição de contorno para

as paredes significaria dizer que elas manteriam a mesma temperatura (ou distribuição

de temperaturas) ao longo de todo o canal. Tal condição é um tanto quanto dif́ıcil de

ser modelada na prática, seria necessária a montagem de um experimento extremamente

bem controlado para conseguir tais condições. Considerando-se a realidade cotidiana de

indústrias e engenheiros, isso não é algo comum, ou seja, a distribuição de temperatura

teria que ser conhecida para ser imposta na simulação. Condições de contorno térmicas de

primeiro tipo são fisicamente representativas na maioria dos casos, mas necessita-se conhecer

a distribuição espaço-temporal para ser imposta na modelagem. Elas são, no entanto, as

mais fáceis de serem aplicadas. Nada impede que elas sejam utilizadas como forma de se

obter resultados aproximados para problemas desse tipo, o que é viável, a depender do

ńıvel de acurácia desejado. Situações em que as condições de contorno com temperatura

prescrita podem ser aplicadas com boa conformidade com a realidade são problemas nos

quais ocorrem mudanças de fase como, por exemplo, um spray de resfriamento em que a

superf́ıcie permanecerá constantemente na temperatura de evaporação do fluido, desde

que seja aplicado fluido o bastante para manter a superf́ıcie molhada e que o fluxo térmico

na forma de calor seja suficiente para manter o processo.

Condições de contorno de segundo tipo podem ser representadas fisicamente por

aquecedores, por exemplo, uma fina fita elétrica que, com uma baixa resistência de contato

e o devido controle pode fornecer um fluxo de energia térmico prescrito. Contudo, assim

como ocorre para a temperatura prescrita, muitas vezes o controle para que se tenha

um fluxo prescrito é muito complexo e acaba não sendo algo representativo de muitos

problemas de interesse na engenharia.

Condições de contorno de terceiro tipo, ou de balanço de energia térmica, são diferentes

das condições de primeiro tipo (temperatura prescrita) e de segundo tipo (fluxo térmico

prescrito), uma vez que nem a temperatura e nem o fluxo são conhecidos, mas sim uma

combinação entre os dois. Do ponto de vista matemático, condições de contorno de balanço

de energia térmica são as que fornecem maior complexidade, entretanto, do ponto de vista

f́ısico, elas são as mais fáceis de serem reproduzidas. Esse tipo de condição de contorno

fornece boa coerência com a grande maioria dos problemas de engenharia. O grande desafio
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2 Introdução aos problemas térmicos conjugados

No começo da década de 1960, iniciou-se a solução de problemas de transferência

de energia térmica utilizando-se métodos chamados conjugados ou acoplados. Dáı o

termo Conjugate Heat Transfer (CHT), que se refere a uma classe de problemas que

envolve variação de temperatura entre sólido e fluido devido à interação térmica entre eles.

Em outras palavras, são problemas contendo dois ou mais subdomı́nios com fenômenos

modelados com diferentes equações diferenciais. Ao se resolver o problema em cada

subdomı́nio, as soluções devem, então, ser conjugadas/acopladas. O mesmo procedimento

pode ser utilizado se o problema é modelado com uma única equação diferencial, mas os

subdomı́nios apresentam diferentes propriedades f́ısicas e geométricas.

Em um problema conjugado, a distribuição de temperatura e fluxo de energia térmica

ao longo da interface entre um fluido e um sólido é desconhecida. Então, as soluções

anaĺıticas de problemas conjugados dependem de métodos que determinam a transferência

de energia térmica de superf́ıcies não isotérmicas arbitrárias. Resolvendo-se o sistema de

equações para camada limite para uma superf́ıcie não isotérmica arbitrária, obtém-se a

equação qw1 = f1[Tw(x)]. A outra relação entre as mesmas variáveis, qw2 = f2[Tw(x)], pode

ser obtida resolvendo-se a equação de condução para o sólido. Em seguida, utilizando-se

a condição conjugada, qw1 = qw2, encontra-se o campo de temperaturas, f1[Tw(x)] =

f2[Tw(x)].

Por exemplo, o fluxo térmico entre um corpo e um fluido passando por ele é um

problema conjugado, pois a transferência de energia térmica dentro do corpo é modelada

com a equação de condução, enquanto que a transferência de energia térmica no fluido

é modelada com a equação de Navier-Stokes/energia térmica ou com uma equação para

camada limite.

A transferência de energia térmica conjugada corresponde à combinação da transferência

em sólidos e em fluidos, sendo que em sólidos o modo de transferência térmica dominante é

a condução, enquanto que em fluidos a convecção é frequentemente dominante. Combinar

de maneira eficiente os fenômenos de transferência térmica entre sólidos e fluidos é a chave

para o desenvolvimento de melhores projetos de, por exemplo, resfriadores, aquecedores

e/ou trocadores térmicos, como pode ser visto na Fig. 2.1. A interação térmica entre

fluido e sólido é algo muito comum e está presente na maioria dos problemas de engenharia,
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parâmetro da transformada senoidal de Fourier generalizada do perfil de temperaturas do

escoamento sobre uma superf́ıcie.

Dorfman e Renner (2009) faz um apanhado de quase duzentas publicações sobre o tema

e mostra, também, soluções anaĺıticas de problemas de CHT. As técnicas para estudar estes

tipos de problemas foram evoluindo com o tempo e hoje é posśıvel substituir a maioria

das abordagens emṕıricas baseadas na obtenção do coeficiente convectivo (h), abordagens

essas que datam desde a época de Newton, como mostrado por Besson (2012).

A seguir, alguns métodos para abordar e resolver problemas de CHT serão apresentados.
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3 Acoplamento em problemas térmicos conjugados

A abordagem para se resolver problemas de CHT consiste em resolver simultaneamente

a equação de condução de energia térmica para o sólido e Navier-Stokes e energia térmica

para o fluido, de modo que o campo de temperaturas e o fluxo térmico na interface entre os

subdomı́nios sejam encontrados com a solução do problema acoplado. Segundo Verstraete

e Scholl (2016), desde a segunda metade do século passado, muitos métodos anaĺıticos para

lidar com problemas de CHT foram propostos. Duas estratégias principais são utilizadas,

dependendo de como a continuidade de temperatura e fluxo térmico é imposta na superf́ıcie

comum entre sólido e fluido.

3.1 Acoplamento monoĺıtico e particionado

A primeira estratégia integra as equações do fluido e do sólido em um único sistema

e trata a continuidade de temperatura e fluxo térmico implicitamente. Esta abordagem,

esquematizada na Fig. 3.1, é chamada monoĺıtica e, segundo Verstraete e Scholl (2016),

é computacionalmente eficiente, mas requer que todos os subdomı́nios (sólidos e fluidos)

sejam resolvidos de maneira unificada. Nesta abordagem, nenhuma outra restrição é

adicionada à solução numérica além daquelas inerentes aos métodos numéricos utilizados

em cada subsistema, garantindo robustez numérica.

Figura 3.1: Esquema ilustrativo do método monoĺıtico.
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Na segunda estratégia, calcula-se separadamente o fluxo e o campo térmicos dos

subdomı́nios sólidos e fluidos fazendo-se um acoplamento através das condições de contorno

na interface entre eles. Neste método, esquematizado na Fig. 3.2, comumente chamado de

método particionado, pode-se necessitar de iterações sequenciais para obter a continuidade

do campo de temperaturas e de fluxo térmico entre os subdomı́nios, o que pode gerar

instabilidades. Verstraete e Scholl (2016) acrescenta ainda que ,em muitos casos, os

subdomı́nios podem apresentar diferenças entre as malhas e as discretizações espaciais,

fazendo-se necessárias interpolações nas condições de contorno entre as malhas.

Figura 3.2: Esquema ilustrativo do método particionado.

Fonte: Autoria própria.

Com a abordagem monoĺıtica, garante-se, intrinsecamente, a continuidade de tempe-

ratura e fluxo térmico na interface, não necessitando o uso de condições de interface e

interpolações que podem resultar em problemas de estabilidade. Contudo, a abordagem

monoĺıtica se torna impraticável em configurações industriais mais complexas, ao contrário

do método particionado que, com as estratégias adequadas para problemas multi-f́ısicos,

pode ser uma abordagem viável. Isto se deve ao fato de que o acoplamento monoĺıtico

necessita de um código constrúıdo especificamente para um dado problema, enquanto

que com o acoplamento particionado pode-se utilizar códigos e/ou métodos altamente
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adequados e eficientes para resolver cada subdomı́nio.

Dentro do método particionado, existem ainda duas maneiras diferentes, comumente

utilizadas na literatura, de se fazer o acoplamento entre os subdomı́nios. Ribeiro Neto

(2016) apresenta as ideias principais nessas formas de acoplamentos.

O primeiro subgrupo do método particionado é chamado de acoplamento fraco. Nesse

método, as informação na interface são passadas de um subdomı́nio para o outro uma única

vez a cada passo de tempo. Este método também é conhecido como CSS (Conventional

Sequential Staggered), que traduzindo significa sequência atrasada convencional, e está

representado esquematicamente na Fig. 3.3.

Figura 3.3: Esquema ilustrativo para o acoplamento fraco.

Fonte: Adaptado de Ribeiro Neto (2016)

Nesta figura é apresentada uma maneira de se fazer a troca de informações na in-

terface (com fluxo térmico e temperatura), outras formas de troca de informações serão

apresentadas na seção seguinte. A seguir é apresentada uma sequência explicativa para o

acoplamento apresentado na Fig. 3.3.

1. Fornece-se as condições iniciais e de contorno para o sólido.

2. Efetua-se o cálculo da equação da energia térmica para o sólido com as informações

fornecidas.

3. Com os resultados obtidos para o sólido, calcula-se o fluxo térmico na interface.

4. Fornece-se o fluxo térmico calculado anteriormente como condição de contorno para

o fluido.

5. Efetua-se o cálculo das equações de Navier-Stokes e energia térmica para o fluido

com as informações fornecidas.
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6. Obtém-se um novo campo de temperaturas para o fluido. A distribuição de tempe-

ratura na interface é fornecida como condição de contorno para iniciar os cálculos do

passo de tempo seguinte relativos ao sólido.

7. O processo é repetido até o fim da simulação.

O segundo subgrupo do método particionado é chamado de acoplamento forte. Nele,

as informação na interface são passadas de um subdomı́nio para o outro até que se alcance

a continuidade das condições de contorno ou até um número máximo de iterações para

cada passo de tempo. O acoplamento forte pode ser visto como uma tentativa de se obter

uma solução monoĺıtica utilizando-se um código particionado, uma vez que ele tende à

solução do acoplamento monoĺıtico à medida que mais iterações são feitas. Existem vários

métodos para se fazer o acoplamento forte, alguns deles serão apresentados adiante neste

trabalho. Na Fig. 3.4 pode-se observar um desses métodos, o método Bloco-Gauss-Seidel

não linear, cujo funcionamento é explicado a seguir:

1. Fornece-se as condições iniciais e de contorno para o sólido.

2. Efetua-se a solução da equação da energia térmica para o sólido com as informações

fornecidas.

3. Com os resultados obtidos para o sólido, calcula-se o fluxo térmico na interface.

4. Fornece-se o fluxo térmico calculado anteriormente como condição de contorno para

o fluido.

5. Efetua-se o cálculo das equações de Navier-Stokes e energia térmica para o fluido

com as informações fornecidas.

6. Obtém-se um novo campo de temperaturas para o fluido. A distribuição de tempe-

raturas na interface é fornecida como condição de contorno para o sólido reiniciar os

cálculos, no mesmo passo de tempo.

7. Repete-se o processo até o número máximo de iterações ou até que haja convergência,

ou seja, continuidade de temperatura e fluxo térmico na interface.

8. Uma vez obtida a convergência, a distribuição de temperaturas do fluido na interface

é fornecida como condição de contorno para iniciar os cálculos do passo de tempo

seguinte relativos ao sólido.
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9. O processo é repetido até o fim da simulação.

Figura 3.4: Esquema ilustrativo para o acoplamento forte utilizando-se o método Bloco-
Gauss-Seidel.

Fonte: Adaptado de Ribeiro Neto (2016)

3.2 Troca de informação na interface

A escolha adequada das condições de interface em termos de estabilidade e velocidade

de convergência é um dos principais problemas do método particionado. Entretanto, alguns

estudos tem sido desenvolvidos para analisar as condições de interface em problemas de

CHT. Verstraete e Scholl (2016) faz uma análise de estabilidade para o método particionado

e apresenta algumas maneiras de se fazer o acoplamento, como pode ser visto na Fig. 3.5,

e que serão explicados a seguir.

A primeira maneira de se fazer o acoplamento é através do método FFTB (Flux Forward

Temperature Back). Neste método, a distribuição de temperatura na parede é fornecida

como condição de contorno para o fluido. Após resolver-se a equação da energia térmica

para o fluido, encontra-se o fluxo térmico resultante na interface. Esse fluxo térmico

encontrado é, então, utilizado como condição de contorno para o sólido. Após a equação

de energia térmica ser resolvida para o sólido com a nova condição de contorno, devolve-se

uma nova distribuição de temperatura para o fluido. Este procedimento é repetido até

que seja obtida convergência, ou seja, temperatura e fluxo térmico serão cont́ınuos entre

os subdomı́nios sólido e fluido. A estimativa inicial não precisa estar completamente

desenvolvida, uma vez que as condições de contorno serão atualizadas iterativamente.

Dessa forma, pode-se usar uma distribuição de temperaturas qualquer como condição

de contorno inicial na interface, mas quanto mais próxima da condição real, a qual é
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Tabela 3.1: Condições de contorno para a i-ésima iteração do método FFTB.

Sem sub-relaxação Com sub-relaxação

qisw = qifw qisw = βqq
i−1
sw + (1 − βq)q

i
fw

T i+1
fw = T i

sw T i+1
fw = βTT

i
fw + (1 − βT )T i

sw

Fonte: Autoria própria.

eĺıptica caracteŕıstica do problema não apresentará a propriedade de unicidade, ou seja,

existem várias soluções para o mesmo problema. Neste caso, em que apenas condições

de contorno de Neumann foram impostas, a equação da energia para o sólido pode ser

resolvida em regime transiente. Dessa forma, ambos os domı́nios serão resolvidos com

métodos de marcha no tempo e com troca de informações na interface em passos de tempos

regulares.

Uma alternativa para o método FFTB seria impor como condição de contorno ao

fluido não mais a temperatura, mas sim o fluxo térmico, e este, por sua vez, retornaria

uma distribuição de temperaturas para o sólido, que após resolvido retornaria um fluxo

térmico atualizado para o fluido e esse processo se repetiria até a convergência. Este

método é chamado TFFB, do inglês, Temperature Forward Flux Back. O esquema deste

método pode ser visto no canto superior direito da Fig. 3.5. Com esse método, parte-se

de uma estimativa inicial da distribuição de temperatura na parede para a solução da

equação da energia térmica para o sólido que iniciará o ciclo de acoplamento. Assim como

para o método FFTB, a estimativa inicial pode ser qualquer, uma vez que, caso haja

convergência, o método convergirá para a condição de contorno correta iterativamente.

Pode-se utilizar o mesmo critério de convergência daquele utilizado para o método FFTB,

ficando a critério do usuário/programador de acordo com a sua intenção. Com isso, a

continuidade da temperatura e do fluxo é então obtida, uma vez que a distribuição de

temperaturas utilizada pelo sólido resultará em um fluxo térmico que ao ser imposto

ao fluido irá retornar a mesma distribuição de temperaturas para o sólido. Caso haja

problemas de convergência, o método pode ser estabilizado usando-se sub-relaxação, como

mostrado na Tab. 3.2.

Com o terceiro método, utiliza-se o conceito de convecção térmica, como mostrado na

Eq. 3.1, para atualizar as condições de contorno para o subdomı́nio sólido, o qual, após
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Tabela 3.2: Condições de contorno para a i-ésima iteração do método TFFB.

Sem sub-relaxação Com sub-relaxação

qifw = qisw qifw = βqq
i−1
fw + (1 − βq)q

i
sw

T i+1
sw = T i

fw T i+1
sw = βTT

i
sw + (1 − βT )T i

fw

Fonte: Autoria própria.

os cálculos, retornará um campo de temperaturas para o fluido. Este método é chamado

Heat Transfer Coefficient Forward Temperature Back (hFTB) e está mostrado na parte

inferior esquerda da Fig. 3.5. Com esse método, começa-se com uma distribuição de

temperatura inicial na interface para se resolver o subdomı́nio fluido, que após resolvido,

fornecerá informações necessárias para o cálculo do coeficiente de convecção térmica h e

da temperatura ambiente do fluido Tfl. Os valores de h e de Tfl são então substitúıdos na

Eq. 3.1, resultando em uma relação entre Tw e qw que pode ser usada como condição de

contorno para o subdomı́nio sólido:

qw = h(Tw − Tfl). (3.1)

A vantagem em se usar o conceito expresso com a equação anterior como condição de

contorno consiste no fato de que qw estará, automaticamente, em função do novo valor de

Tw, o qual retornará como condição de contorno para o fluido, de modo que o loop será

repetido até a convergência. O grande desafio consiste no cálculo de h e de Tfl através da

solução da equação da energia. Tanto h quanto Tfl devem satisfazer a Eq. 3.1, em que

Tw é a condição de contorno imposta e qw é o fluxo térmico encontrado após se resolver o

fluido. Entretanto, existem duas variáveis para apenas uma equação.

Existem algumas formas de se contornar este problema, a mais simples delas talvez

seja, simplesmente, impor um valor positivo constante para h. Será mostrado a seguir que,

mesmo não havendo fluxo térmico entre as interfaces, o método resulta na continuidade de

temperatura e fluxo entre os subdomı́nios. O valor de h apenas tem influencia na taxa de

convergência do problema e não afeta o resultado final. As condições de contorno para a

i-ésima iteração deste método são apresentadas a seguir:
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qifw = h(T i
fw − T i

fl). (3.2)

qisw = h(T i
sw − T i

fl). (3.3)

T i+1
fw = T i

sw. (3.4)

A Eq. 3.2 é usada para calcular o valor de Tfl, em função do valor de Tsw e qfw obtidos

pela solução do subdomı́nio fluido. A Eq. 3.3 é a condição de contorno para o sólido. A

Eq. 3.4 é a condição de contorno para a próxima iteração do fluido. Subtraindo-se a Eq.

3.2 da Eq. 3.3, obtém-se:

qisw − qifw = h(T i
sw − T i

fw). (3.5)

Substituindo-se a Eq. 3.4 na Eq. 3.5, tem-se:

qisw − qifw = h(T i+1
fw − T i

fw). (3.6)

É posśıvel observar através das Eq. 3.5 e 3.6 que, para h > 0, se | T i+1
fw − T i

fw |−→ 0,

então | qisw − qifw |−→ 0 e | T i
sw − T i

fw |−→ 0. Isso mostra que, se a temperatura do fluido

não muda de uma iteração para a outra, a continuidade de temperatura e do fluxo térmico

através da interface é obtida e o valor de h não tem influência na solução final, afetando

apenas a taxa de convergência. Valores de h pequenos resultam em grandes diferenças de

temperatura entre duas iterações consecutivas, para uma dada diferença de fluxo térmico.

O valor escolhido para h pode tanto acelerar a convergência do método como levá-lo

a divergir, sendo necessária uma relação de compromisso entre tempo computacional e

estabilidade. Uma vez que o valor de h pode ser escolhido livremente e não corresponde,

necessariamente, ao valor real do coeficiente convecção térmica do problema, ele é chamado

de coeficiente convectivo virtual.

O quarto método, postulado por Verstraete e Scholl (2016) como hFFT, do ingês Heat

Transfer Coefficient Forward Flux Back, é uma alternativa ao hFTB anteriormente visto.

A diferença entre os dois é que, o hFFT retorna fluxo térmico como condição de contorno

para o fluido, ao contrário do hFTB que retorna uma distribuição de temperaturas.

Assim como no hFTB, o valor de h não afeta o resultado final, apenas a taxa de

convergência. As condições de contorno para a i-ésima iteração do método hFFT podem
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ser descritas como:

qifw = h(T i
fw − T i

fl). (3.7)

qisw = h(T i
sw − T i

fl). (3.8)

qi+1
fw = qisw (3.9)

A Eq. 3.7 é usada para calcular, com um valor fixo de h, o valor de Tfl em função do

valor de Tfw e qfw definidos pela solução da equação da energia térmica para o fluido. A

Eq. 3.8 é a condição de contorno para o cálculo da equação da difusão no sólido e resultará

em uma nova distribuição de temperaturas Tsw e um novo fluxo térmico qsw na interface.

Com a Eq. 3.9, atualiza-se a condição de contorno utilizada para o fluido na próxima

iteração. Subtraindo-se a Eq. 3.7 da Eq. 3.8 e em seguida substituindo-se a Eq. 3.9 no

resultado, obtém-se a seguinte equação como resultado:

T i
sw − T i

fw =
1

h
(qi+1

fw − qifw). (3.10)

A Eq. 3.10 implica que, para h > 0, se | qi+1
fw − qifw |−→ 0, então | T i

sw − T i
fw |−→ 0

e | qisw − qifw |−→ 0. Logo, assim como para o método hFTB, o valor de h não afeta a

solução final do problema, uma vez que a continuidade de temperatura e de fluxo térmico

entre os subdomı́nios é satisfeita.
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4 Métodos iterativos para solução de sistemas linea-

res

Métodos iterativos para solução de sistema lineares são uma alternativa para os

chamados métodos diretos, com os quais busca-se a solução de um problema através de

métodos matemáticos como, por exemplo, eliminação de Gauss e decomposição LU. Já

os métodos iterativos buscam a solução de um sistema linear resolvendo-o iterativamente

com aproximações para o vetor solução do sistema. Neste caṕıtulo, o sistema de equações

a se resolver é do tipo:

Ax = b. (4.1)

Em que A é a matriz dos coeficientes, x é o vetor solução e b é o vetor resultado,

também chamado de rhs, do inglês, right hand side.

Métodos iterativos levam à solução x de um sistema linear após infinitos passos e em

cada passo é necessário o cálculo do reśıduo do sistema. Raviart et al. (1998) menciona que

para o caso de uma matriz completa, o custo computacional de métodos iterativos é da

ordem de n2 operações para cada iteração, ao passo que o custo total para métodos diretos

é da ordem de 2
3
n3 operações, em que n é o tamanho do sistema. Por isso, métodos diretos

se tornam proibitivos quando se trata de tempo computacional a medida que n aumenta.

Outra fraqueza em métodos diretos, como a eliminação de Gauss por exemplo, é que

normalmente eles requerem o armazenamento de todos os componente da matriz A. Isso

se torna uma desvantagem, uma vez que em muitas aplicações reais, a matriz A é esparsa,

ou seja, a maioria dos elementos são zeros, o que torna desnecessário o armazenamento

desses valores.

4.1 Separação de Matriz

Segundo Raviart et al. (1998), uma técnica geral para conceber métodos iterativos

lineares consistentes é baseada na separação da matriz A na diferença entre duas novas

matrizes S e T, como mostrado na Eq. 4.2:

A = S − T. (4.2)
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Substituindo-se a Eq. 4.2 na Eq. 4.1, obtém-se:

Sx = Tx + b. (4.3)

Através da Eq. 4.3, pode-se aplicar o método iterativo:

Sx(k+1) = Tx(k) + b. (4.4)

Se este procedimento convergir, ou seja, x(k) → x a medida que k → ∞, então x é

solução do problema original Ax = b. Entretanto, nem sempre é claro se o método dado

pela Eq. 4.4 converge ou não.

Existem várias maneiras posśıveis para separar a matriz A. Algumas opções poderiam

levar em consideração dois fatores:

� o novo vetor x(k+1) deve ser fácil de calcular, ou seja, S deve ser facilmente inverśıvel

(por exemplo S pode ser diagonal ou triangular);

� o esquema deve convergir o mais rápido posśıvel para a solução.

Estas duas opções são conflitantes, pois a escolha de uma separação que seja fácil

de inverter pode não convergir tão rapidamente, ou até mesmo nem convirja. No outro

extremo, poderia-se convergir para a solução em apenas um passo, fazendo-se S = A e

T = 0, mas isso tiraria todo o sentido do método de separação.

A Eq. 4.4 pode ser reescrita da seguinte forma:

x(k+1) = Bx(k) + f. (4.5)

Na Eq. 4.5, B é uma matriz quadrada n× n chamada de matriz de iteração e f é o

vetor obtido através de b (ou rhs, right hand side). Dessa forma, a matriz de iteração da

Eq. 4.3 é dada por B = S−1T , enquanto que f = S−1b. Alternativamente, a Eq. 4.4 pode

ser escrita na forma:

x(k+1) = x(k) + S−1r(k). (4.6)

Na Eq. 4.6, r(k) representa o vetor reśıduo no passo k e pode ser calculado da seguinte

maneira:
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r(k) = b− Ax(k). (4.7)

Vale ressaltar que a matriz S, além de ser não-singular, deve ser facilmente inverśıvel

para que se mantenha baixo custo computacional e que se S for igual a A e T = 0, o

método da Eq. 4.6 convergirá em uma única interação, mas ao mesmo custo de um método

método direto. Raviart et al. (1998) menciona ainda duas propriedades que garantem a

convergência da Eq. 4.6, caso sejam cumpridas condições adequadas para a divisão de A:

� Seja A = S − T , com A e S simétricos e positivos definidos. Se a matriz 2S − A for

positiva definida, então o método iterativo da Eq. 4.6 é convergente para qualquer

estimativa inicial de x(0) e ρ(B) = ‖B‖A = ‖B‖S < 1, onde ρ(B) representa o raio

espectral de B.

� Seja A = S − T com A sendo simétrica e positiva definida. Se a matriz S +

ST − A é positiva definida, então S é inverśıvel e o método iterativo da Eq. 4.6 é

monotonicamente convergente em relação às normas ‖ · ‖S e ‖ · ‖A.

Antes de continuar a análise, vale introduzir a seguinte notação:

A = L + D + U = S − T. (4.8)

Na equação acima, L é a matriz triangular inferior formada pelos elementos abaixo da

diagonal principal de A, D é a matriz formada pelos elementos da diagonal principal de A

e U é a matriz triangular superior formada pelos elementos acima da diagonal principal de

A.

A seguir, são consideradas três formas de separação, as quais definem os métodos

iterativos classicamente utilizados na literatura para se introduzir métodos de solução para

sistemas lineares.

1. Método de Jacobi

2. Método de Gauss-Seidel

3. Método de sobre-relaxação sucessiva (SOR)
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4.2 Métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e Relaxação

Os métodos mencionados anteriormente são métodos clássicos para solução de sistemas

lineares e é imposśıvel não introduzi-los quando se fala do assunto.

Se a diagonal principal da matriz A não possuir nenhum termo nulo, pode-se, então,

colocar em evidência a variável correspondente de cada equação, obtendo-se o seguinte

sistema linear:

xi =
1

aii









bi −
n
∑

j=1
j 6=i

aijxj









, i = 1, ..., n. (4.9)

No método de Jacobi, parte-se de uma estimativa inicial para x(0) e então calcula-se

x(k+1) a partir da seguinte equação:

x
(k+1)
i =

1

aii









bi −
n
∑

j=1
j 6=i

aijx
(k)
j









, i = 1, ..., n. (4.10)

Com a Eq. 4.10, estabelece-se que a matriz A foi separada de modo que S = D e

T = D − A = L + U . Então, a matriz de iteração para o método de Jacobi é dada por:

BJ = D−1(L + U) = I −D−1A. (4.11)

Uma maneira mais geral de se escrever o método de Jacobi é utilizando-se um parâmetro

de relaxação ω, em que a Eq. 4.10 é substitúıda pela seguinte equação:

x
(k+1)
i =

ω

aii









bi −
n
∑

j=1
j 6=i

aijx
(k)
j









+ (1 − ω)x
(k)
i , i = 1, ..., n. (4.12)

Este método é chamado de JOR (Jacobi Over-Relaxation) e sua matriz de iteração

pode ser reescrita como mostrado na Eq. 4.13 a seguir:

BJω = ωBJ + (1 − ω)I. (4.13)

Da mesma forma, a Eq. 4.6 corresponde a:

21



x(k+1) = x(k) + ωD−1r(k). (4.14)

O método apresentado pela Eq. 4.14 é consistente para qualquer ω 6= 0 e se ω = 1 ele

coincide com o método de Jacobi.

O método de Gauss-Seidel difere do método de Jacobi pelo fato de que, ao invés de se

usarem apenas os valores do passo anterior, x
(k)
i , usam-se os valores já dispońıveis do no

passo atual, x
(k+1)
i . Sendo assim, o método de Gauss-Seidel é pode ser escrito da seguinte

maneira:

x
(k+1)
i =

1

aii

[

bi −
i−1
∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n
∑

j=i+1

aijx
(k)
j

]

, i = 1, ..., n. (4.15)

Este método equivale a dividir A da seguinte maneira: S = D − L e T = U . Dessa

forma, a matriz de iteração para o método de Gauss-Seidel pode ser escrita como:

BGS = (D − E)−1U. (4.16)

Analogamente ao que foi feito para o método de Jacobi, é posśıvel aplicar um coeficiente

de relaxação ao método de Gauss-Seidel, o que resultará no seguinte método:

x
(k+1)
i =

ω

aii

[

bi −
i−1
∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n
∑

j=i+1

aijx
(k)
j

]

+ (1 − ω)x
(k)
i , i = 1, ..., n. (4.17)

Este método é chamado de SOR (Successive Over-Relaxation) e sua matriz de iteração

é dada por:

BSOR = (I − ωD−1L)−1
[

(1 − ω)I + ωD−1U
]

. (4.18)

Da mesma forma, a Eq. 4.6 assume a seguinte forma para o método SOR:

x(k+1) = x(k) +

(

1

ω
D − L

)−1

r(k). (4.19)

O método apresentado com a Eq. 4.19 é consistente para qualquer ω 6= 0 e se ω = 1

ele coincide com o método de Gauss-Seidel. Em particular, se ω ∈ (0, 1) o método é dito

de sob-relaxação, enquanto que se ω > 1 ele é dito de sobre-relaxação.
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Uma vez apresentados os métodos, é importante apresentar, mesmo que brevemente,

alguns critérios de convergência para eles. Existem algumas classes especiais de matrizes

para as quais é posśıvel estabelecer a priori algumas condições de convergência para os

métodos de Jacobi e Gauss-Seidel. A seguir, são mostrados alguns teoremas, caso o leitor

tenha interesse, Raviart et al. (1998) apresenta a prova de cada um deles:

� Se A é uma matriz estritamente diagonal dominante por linhas, então os métodos de

Jacobi e Gauss-Seidel são convergentes.

� Se A e 2D − A são matrizes simétricas e positivas definidas, então o método de

Jacobi é convergente e ρ(Bj) = ‖BJ‖A = ‖BJ‖D, em que ρ(BJ) é o raio espectral da

matriz de iteração para o método de Jacobi.

� Se A é simétrica positiva definida, então o método JOR é convergente se 0 < ω <

2
ρ(D−1A)

.

� Se A é simétrica positiva definida, então o método de Gauss-Seidel é monotonicamente

convergente.

� Se o método de Jacobi é convergente, então o método JOR também converge para

0 < ω ≤ 1.

Tendo sido apresentados alguns teoremas acima sobre a convergência dos métodos de

Jacobi e de Gauss-Seidel (com e sem relaxação), vale ressaltar duas coisas. A primeira

é que, normalmente, o método de Gauss-Seidel é caracterizado por uma melhor taxa de

convergência que o método de Jacobi, com a grande vantagem de não necessitar de um

vetor para armazenar os valores do passo anterior, x(k). A segunda é que, quando se trata

de matrizes gerais, nenhuma conclusão prévia pode ser tirada sobre as propriedades de

convergência desses métodos.

4.3 Métodos do subespaço de Krylov

Segundo Dongarra e Sullivan (2000), no que diz respeito à influência no desenvolvimento

e prática da ciência e engenharia no século XX, os métodos do subespaço de Krylov

configuram entre as classes mais importantes de métodos numéricos.

O método foi apresentado por Krylov (1931) e sua base pode ser encontrada no teorema

de Cayley-Hamilton, que diz que a inversa de uma matriz A é expressa em termos de
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combinações lineares de potências de A. Os métodos do subespaço de Krylov compartilham

a caracteŕıstica de que a matriz A é apenas um operador, dessa forma ela não precisa ser

armazenada ou formada, apenas uma rotina para o produto matriz-vetor Ax é necessária.

Por essa razão, esses métodos são conhecidos como “matrix-free methods”.

Antes de mais nada, vale apresentar o subespaço de Kyrlov, o qual é definido pela Eq.

4.20, em que o vetor v ∈ RN e n 5 N .

Kn = Kn(A, v) = span(v, Av,A2v, ..., An−1v). (4.20)

Segundo Vorst (2003), os métodos do subespaço de Krylov podem ser classificados em

quatro diferentes classes:

1. Abordagem de Ritz-Galerkin: constrói o vetor rk para o qual o reśıduo é ortogonal

ao subespaço atual, ou seja, b− Axk ⊥ Kk(A, r0).

2. Abordagem do mı́nimo reśıduo: identifica o xk para o qual a norma Euclidiana

‖b− Axk‖2 é mı́nima em Kk(A; r0).

3. Abordagem de Petrov-Galerkin: encontra um xk de modo que o reśıduo b− Axk é

ortogonal a algum outro subespaço adequado de dimensão k.

4. Abordagem do mı́nimo erro: determina xk em ATKk(A
T ; r0) para o qual a norma

Euclidiana ‖xk − x‖2 é mı́nima.

A abordagem de Ritz-Galerkin leva a métodos bastante conhecidos como os de Gradi-

entes Conjugados, método de Lanczos, FOM e GENCG. A abordagem do mı́nimo reśıduo

leva a métodos como GMRES, MINRES e o ORTHODIR. A principal desvantagem desses

dois métodos é que, para a maioria dos sistemas assimétricos, eles levam a longas relações

de recorrência para a solução aproximada. Isso pode ser amenizado selecionando-se outros

subespaços para a condição de ortogonalidade (condição de Galerkin). Fazendo-se isso,

obtém-se a terceira abordagem (Petrov-Galerkin), a qual leva a métodos como o Bi-CG(Bi-

Conjugate Gradient) e o QMR, os quais, trabalham com recorrências pequenas. A quarta

abordagem leva aos métodos SYMMLQ e GMERR. Métodos h́ıbridos também já foram

propostos, como por exemplo, CGS, Bi-CGSTAB, Bi-CGSTAB(l), TFQMR, FGMRES e

GMRESR.
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A escolha de um método entre os vários citados é um problema muito delicado. Se

a matriz A é simétrica positiva definida, então a escolha é fácil: Gradientes Conjugados.

Caso contrário, para outros tipos de matrizes, a situação se torna um pouco mais complexa.

Tendo em vista a grande variedade de métodos, será apresentada a seguir uma breve

introdução aos principais métodos encontrados pelo autor do presente trabalho. Mas antes,

vale relembrar algumas propriedades e definições vistas em Álgebra Linear.

1. O produto interno entre dois vetores x e y é escrito como xTy e representa a soma

escalar
∑n

i=1 xiyi. Note que xTy = yTx.

2. Se x e y são ortogonais, então o produto interno entre eles é zero, ou seja, xTy = 0.

3. A matriz dos coeficientes A é dita positiva definida se, para qualquer vetor não nulo

x, xTAx > 0.

4. A matriz dos coeficientes A é dita simétrica se AT = A.

5. A matriz dos coeficientes A é dita singular se ela não admitir uma inversa, ou seja,

ela não é inverśıvel.

6. (AB)T = BTAT e (AB)−1 = B−1A−1

7. Dois vetores x e y são A-ortogonais, ou conjugados, se xTAy = 0.

4.3.1 Método do Gradiente Conjugado (CG)

O método do Gradiente Conjugado (CG) foi formalmente apresentado por Hestenes et

al. (1952) e é, provavelmente, um dos melhores métodos para resolver sistemas lineares

nos quais a matriz dos coeficientes A é simétrica positiva definida (SPD). A comunidade

matemática da época não deu muita atenção para o método uma vez que erros de

arredondamento podem levar o reśıduo a perder acurácia gradativamente e também podem

fazer com que os vetores de busca percam a propriedade de ortogonalidade em relação à

matriz dos coeficientes A. O interesse pelo método voltou apenas na década de 1970 em

que foram publicadas evidências de sua eficácia como método iterativo.

Para entender o método dos Gradientes Conjugados, serão apresentados a seguir,

resumidamente, o métodos das Direções Conjugadas (Conjugate Directions method) e o

método da Máxima Descida (Steepest Descent method). Para uma explicação matemática
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mais completa, mas ainda sim de fácil entendimento, com representações gráficas de cada

método, recomenda-se a leitura do trabalho de Shewchuk et al. (1994).

Buscar-se-á explicar o método da Máxima Descida de forma gráfica e o mais didático

posśıvel, evitando todas as formalidades matemáticas, as quais são facilmente encontradas

em artigos e livros de métodos numéricos e de otimização. Com base nisso, toma-se a Fig.

4.1 como referência. Nela, pode-se ver, as curvas representativas de uma função f(x, y)

em que a solução encontra-se na posição marcada pelo śımbolo ×.

O método da Máxima Descida busca uma solução a partir de um ponto inicial,

representado por P0 na Fig. 4.1. Mas existem infinitas maneiras de se “caminhar”até essa

solução, então como escolher qual direção seguir? O conceito por trás desse método é

seguir a direção na qual a função f(x, y) decresce o mais rápido posśıvel. Voltando às

bases do cálculo, pode-se associar essa direção ao gradiente da função aplicada no ponto.

Entretanto, o gradiente é um vetor perpendicular à reta tangente naquele ponto e que

aponta para fora da curva, como pode ser visto pelo vetor azul saindo do ponto P0 na Fig.

4.1. Em outras palavras, o vetor gradiente aponta para a direção na qual a função cresce

mais rapidamente, e o objetivo é justamente o contrário. Logo, o que se deseja é a direção

oposta ao gradiente, ou seja, −∇f .

Figura 4.1: Esboço gráfico representando o método da Máxima Descida.

Fonte: Autoria própria.

Uma vez escolhida a direção de busca (vetor verde que sai de P0 e chega em P1), outra

pergunta deve ser respondida: até onde “andar”nessa direção. Essa distância é chamada

de passo e é normalmente representada na literatura pela letra grega α. A resposta para
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essa pergunta é simples: até encontrar um ponto em uma curva de isovalores de f(x, y)

no qual reta guia da direção de busca seja tangente (estas curvas foram desenhadas em

vermelho na Fig. 4.1 para melhor visualização do método). No caso do exemplo dado aqui,

este ponto está representado por P1. Agora, repete-se o método, mas partindo desta vez

de P1, até encontrar pontos cada vez mais próximos da solução.

Para maior clareza de como este método se aplica à solução do sistema linear do tipo

Ax = b, apresenta-se a seguir o passo-a-passo do método:

1. Escolher uma estimativa inicial para x: xi=x0.

2. Calcular o reśıduo gerado por xi: ri = b− Axi.

3. Calcular o passo: αi =
rTi ri
rTi Ari

.

4. Calcular o novo valor de x: xi+1 = xi + αiri.

5. Repetir os procedimentos de 2 a 4 até convergência, por exemplo,
√

[rk]T [rk] < εtol.

No método da Máxima Descida, as direções de busca dos novos passos sempre repetem

as direções dos passos anteriores, como mostrado na Fig. 4.1. Com isso, a ideia por trás

do método das Direções Conjugadas é a seguinte: e se as direções de busca ao invés de

serem ortogonais, fossem A-ortogonais, ou conjugadas entre si, ou seja, dTi Adj = 0, em que

d é o vetor das direções de busca. O método em si, não impõe nenhuma outra restrição,

o que o torna não muito preciso, já que nenhuma equação é fornecida para calcular as

direções de busca. Apesar disso, o método possui algumas propriedades importantes:

� Os vetores das direções de busca são mutualmente conjugados. O reśıduo ri é

ortogonal a d0, d1, ..., di−1. Devido a isso, o produto interno de di com cada vetor de

reśıduos r0, r1, ..., ri é o mesmo, zero.

� O método das Direções Conjugadas é dito um método de m passos, em que m ≤ n,

ou seja, para cálculos exatos (sem erros de aproximação), o método converge em no

máximo n passos, em que n é quantidade de equações.

Inspirado no método das Direções Conjugadas, surge então o método dos Gradientes

Conjugados, em que as direções de busca são constrúıdas através da conjugação dos

reśıduos. Segundo Shewchuk et al. (1994), essa escolha faz sentido por alguns motivos.
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Primeiro, os reśıduos funcionaram para o método da Máxima Descida, então por que

não funcionariam para o métodos dos Gradientes Conjugados? Segundo, o reśıduo tem a

conveniente propriedade de ser ortogonal às direções de busca anteriores, então é garantido

que sempre serão produzidas direções de busca linearmente independentes, a menos que o

reśıduo seja zero, para o qual significaria que o problema já estaria resolvido.

A direção de busca inicial do método dos Gradientes Conjugados é a mesma que para

o método da Máxima Descida, ou seja, −∇f . É a partir da segunda direção de busca

que o método CG se diferencia. O método CG pode ser entendido como uma combinação

linear entre os vetores dos reśıduos atuais e da direção de busca do passo anterior, como

mostrado pela Eq. 4.21.

dk+1 = rk+1 + βkdk. (4.21)

Tomando como referência os vetores d0 e d1 da Fig. 4.1, tem-se que o reśıduo r1 aponta

na mesma direção de d1 do método da máxima descida e é portanto perpendicular a d0.

Dessa forma, a Fig. 4.2 representa graficamente o que está escrito na Eq. 4.21.

Figura 4.2: Esboço gráfico representando a combinação linear feita pelo método CG para
encontrar a nova direção de busca.

Fonte: Autoria própria.

O fator de combinação βk deve ser escolhido de forma a fazer com que as direções

de busca di sejam A-ortogonais. Diferentes escolhas de βk levam a diferentes métodos.

O método CG faz uso do chamado processo de conjugação de Gram-Schmidt, o qual é

uma maneira simples de gerar vetores que satisfaçam a condição de A-ortogonalidade.
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Pulando-se toda a demonstração matemática, com a aplicação do método de Gram-Schmidt

para o método dos Grandientes conjugados, encontra-se:

βi =
rTi+1ri+1

rTi ri
. (4.22)

Assim sendo, o algoritmo do método dos Gradientes Conjugados é dado a seguir. Vale

notar que, como já foi dito, o primeiro passo do método CG coincide com o método da

Máxima Descida uma vez que d0 = r0 para o cálculo de α0.

1. Escolher uma estimativa inicial para x: xi=x0.

2. Calcular o reśıduo gerado por xi: ri = b− Axi.

3. Fazer a direção de busca inicial igual ao reśıduo: di=d0=r0.

4. Calcular o passo: αi =
rTi ri
dTi Adi

.

5. Calcular o novo valor de x: xi+1 = xi + αidi.

6. Calcular o novo reśıduo gerado por xi+1: ri+1 = ri − αiAdi

7. Calcular o fator de combinação linear: βi =
rTi+1

ri+1

rTi ri

8. Atualizar a direção de busca: di+1 = ri+1 + βidi.

9. Repetir os procedimentos de 4 a 8 até convergência, por exemplo,
√

[rk]T [rk] < εtol.

4.3.2 Método do Gradiente bi-Conjugado (BiCG)

O método do Gradiente Conjugado foi pensando para resolver sistemas lineares em

que a matriz dos coeficientes A é simétrica e positiva-definida. Nesse caso o método CG

cumpre muito bem o seu propósito e seja talvez o método iterativo mais rápido para essa

situação. Entretanto, ele não é muito adequado para sistemas não simétricos. Seria ótimo

encontrar um método iterativo com propriedades similares para matrizes indefinidas ou

não-simétricas. Foi nesse contexto que surgiu o método do Gradiente bi-conjugado (BiCG).

Oc loń,  Lopata e Nowak (2013) mostram que a ideia principal desse método é que ao

invés de se gerar apenas uma sequência ortogonal de vetores reśıduo como no método CG,

geram-se duas sequências mutualmente ortogonais de vetores reśıduo. Em outras palavras,

além de gerar a sequência dada pela Eq. 4.20 baseada na matriz dos coeficientes original A,
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ele também gera uma outra sequência baseada em AT e ao invés de fazer cada uma dessas

sequências ortogonais, elas são feitas mutualmente ortogonais entre si, ou bi-ortogonais.

O algoritmo para o método BiCG é dado a seguir:

1. Escolher uma estimativa inicial para x: xi=x0.

2. Escolher uma estimativa inicial para x: xi=x0.

3. Calcular o reśıduo gerado por xi: ri = b− Axi.

4. Calcular o reśıduo gerado por xi: ri = b− Axi.

5. Fazer a direção de busca inicial igual ao reśıduo: di=d0=r0 e di=d0=r0.

6. Calcular o passo: αi =
rTi ri

d
T

i Adi
.

7. Calcular o novo valor de x: xi+1 = xi + αidi.

8. Calcular o novo valor de x: xi+1 = xi + αidi.

9. Calcular o novo reśıduo gerado por xi+1: ri+1 = ri − αiAdi

10. Calcular o novo reśıduo gerado por xi+1: ri+1 = ri − αiAdi

11. Calcular o fator de combinação linear: βi =
rTi+1

ri+1

rTi ri

12. Atualizar a direção de busca: di+1 = ri+1 + βidi.

13. Atualizar a direção de busca: di+1 = ri+1 + βidi.

14. Repetir os procedimentos de 6 a 13 até convergência, por exemplo,
√

[rk]T [rk] < εtol.

Analogamente ao método CG, o escalar α deve ser escolhido de modo a satisfazer a

condição de bi-ortogonalidade entre os vetores reśıduo, ou seja, rTi+1ri = rTi+1ri = 0 e β é

escolhido de modo a satisfazer a condição de bi-conjugação, ou seja, d
T

i+1Adi = dTi+1A
Tdi = 0.

É uma caracteŕıstica do algoritmo apresentado que as condições de bi-ortogonalidade e bi-

conjugação são válidas para qualquer par de vetores escolhidos, sem que seja explicitamente

forçadas. A prova disso pode ser vista em Fletcher (1976).
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4.3.3 Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (BiCGSTAB)

O método do Gradiente bi-Conjugado Estabilizado foi apresentado por Vorst (1992)

e é uma variante do método CGS (Conjugaaate Gradient Squared) que por sua vez é

uma variante do método BiCG. Devido à semelhança com o método CGS, à relação

com o método BiCG e às propriedades de estabilidade, o método foi então chamado de

BiCGSTAB.

A ideia do método é pegar um polinômio da forma

Qi(x) = (1 − ω1x)(1 − ω2x)...(1 − ωix) (4.23)

e selecionar um valor adequado para a constante ωj. Uma possibilidade obvia para a

escolha de ωj na j-ésima iteração é um valor que minimize o reśıduo rj . Esse procedimento

leva ao método BiCGSTAB, cujo algoritmo é dado a seguir:

1. Escolher uma estimativa inicial para x: xi=x0.

2. Calcular o reśıduo gerado por xi: ri = b− Axi.

3. Escolher um vetor arbitrário r̂0 de modo que (r̂0, r0) 6= 0, por exemplo, r̂0 = r0.

4. Atribuir os valores iniciais às contantes ρ0 = α = ω0 = 1.

5. Atribuir os valores iniciais aos vetores v0 = p0 = 0.

6. Calcular: ρi = (ρ̂0, ri−1).

7. Calcular: β =
(

ρi
ρi−1

)(

α
ωi−1

)

.

8. Calcular: pi = ri−1 + β (pi−1 − ωi−1vi−1).

9. Calcular: α = ρi
(r̂0,vi)

.

10. Calcular: s = ri−1 − αvi

11. Calcular: t = As

12. Calcular: ωi = (t,s)
(t,t)

.

13. Atualizar: xi = xi−1 + αpi + ωis.

14. Repetir os procedimentos de 6 a 13 até convergência, por exemplo,
√

[rk]T [rk] < εtol.
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5 Métodos para solução de sistemas não-lineares

Quando, em um sistema de equações, a variação do valor da sáıda (”output”) não é

proporcional à variação do valor da entrada (”input”), diz-se que esse sistema é não-linear.

Em outras palavras, em um sistema não-linear de equações, as equações a serem resolvidas

não podem ser escritas como uma combinação linear das variáveis do problema. O estudo

de sistemas não-lineares está presente em muitas áreas da ciência, uma vez que a grande

maioria dos fenômenos são não-lineares em sua natureza. Neste caṕıtulo, será apresentado

um resumo de alguns dos métodos mais comuns encontrados pelo autor para solução de

sistemas não-lineares.

5.1 Método de Newton

A ideia do método de Newton, também conhecido como método de Newton-Raphson, é

encontrar aproximações cada vez melhores para as ráızes de uma função. Para um sistema

do tipo Ax = b, tem-se que a solução é dada por:

xk+1 = xk − [f ′(xk)]−1f(xk). (5.1)

Na equação acima, a função de interesse é dada por f(x) = Ax−b e [f ′(xk)]−1 representa

a matriz Jacobiana da função f(xk).

Na Fig. 5.1 é apresentada de maneira gráfica a ideia por trás do método de Newton

para uma única variável. Parte-se de uma estimativa inicial x0. A derivada da função

neste ponto permite encontrar a reta tangente ao ponto. A interseção da reta tangente

com o eixo das abscissas resulta, normalmente, em uma melhor aproximação para a raiz

da função em relação ao ponto anterior. Então repete-se o procedimento até se encontrar

um valor para x suficientemente próximo da resposta.

A grande desvantagem do método de Newton consiste na dificuldade de se encontrar

aa matriz Jacobiana, uma vez que na grande maioria dos problemas de engenharia,

encontrar analiticamente a matriz Jacobiana é uma tarefa extremamente dif́ıcil e custosa.

Para contornar esse problema, métodos para a obtenção de aproximações para a matriz

Jacobiana foram propostos ao longo do tempo. Esses métodos são chamados de métodos

quase-Newton e alguns deles serão apresentados a seguir.
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Figura 5.1: Representação gráfica do método de Newton para uma função de um variável.

Fonte: Autoria própria.

5.2 Métodos quase-Newton

Quando não é posśıvel calcular a matriz Jacobiana de uma função ou este cálculo é

muito dif́ıcil de ser feito, é posśıvel então substitui-la por uma aproximação, resultando

nos chamados métodos quase-Newton.

Os métodos quase-Newton podem ser vistos duas maneiras distintas, a primeira é:

xk+1 = xk −
(

f̂ ′
k

)−1

f(xk). (5.2)

Na equação acima, f̂ ′
k é uma sequência de aproximações para f ′(xk). A segunda maneira

maneira é:

xk+1 = xk −
(

F̂ ′
k

)

f(xk). (5.3)

Na Eq. 5.3, F̂ ′
k representa a sequência de aproximações para [f ′(xk)]−1. A segunda

maneira de se analisar apresenta a vantagem de não necessitar calcular a inversa da

aproximação para a matriz Jacobiana, o que não é nada trivial e representa um ganho

em tempo computacional, visto que a solução do sistema linear resultante pode ser caro

computacionalmente.
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5.2.1 Método das secantes

O método das secantes pode ser classificado como um método quase-Newton, como

pode ser visto no trabalho de Haelterman (2009), uma vez que a ideia por trás do método

é de se aproximar a derivada anaĺıtica de f(x) utilizando-se a razão fundamental:

f ′(x) ≈ f(x) − f(x0)

x− x0

, x ≈ x0. (5.4)

Utilizando-se a aproximação dada pela Eq. 5.4 com x = xk e x0 = xk−1 e substituindo-se

no método de Newton dado pela Eq. 5.1, obtém-se o chamado método da secante:

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f(xk) − f(xk−1)
f(xk), k ≥ 1. (5.5)

Enquanto o método de Newton está relacionado às retas tangentes ao gráfico da função

f(x), o método das secantes, como o próprio nome indica, está relacionado às retas secantes,

como pode ser visto na Fig. 5.2. Inicia-se o método com duas estimativas iniciais x0 e x1

próximas uma da outra. Espera-se que a reta que passa por f(x0) e f(x1) intercepte o

eixo das abscissas em um ponto x2 mais próximo da solução desejada. E então o processo

é repetido até que se encontre um valor de x próximo o suficiente do solução.

Figura 5.2: Representação gráfica do método das secantes para uma função de uma
variável.

Fonte: Autoria própria.
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5.2.2 Método de Broyden

O método de Broyden foi primeiramente apresentado por Broyden (1965) e a ideia

principal por trás do método é substituir a matriz Jacobiana do método de Newton por

uma matriz Jacobiana aproximada que seja facilmente atualizada a cada iteração. Segundo

Burden e Faires (2004), esse método pode ser visto como uma generalização do método

das secantes.

Uma desvantagem desse método, e de todos os outros métodos quase-Newton, é a

perda da convergência quadrática. Para o caso do método de Broyden, a convergência é,

normalmente, superlinear. Entretanto, a redução da taxa de convergência é compensada

pela diminuição da quantidade de cálculos necessários. Enquanto que o método de Newton

necessita de pelo menos n2 + n avaliações de funções além de O(n3) operações aritméticas,

onde n é a ordem da matriz dos coeficientes, o método de Broyden necessita de O(n2)

operações aritméticas.

Na Eq. 5.6 é apresentado o chamado método “bom”de Broyden:

f̂ ′
k+1 = f̂ ′

k +

(

yk − f̂ ′
k

)

(sk)T

(sk)T (sk)
. (5.6)

Na equação acima, yk = f(xk+1 − f(xk)) e sk = xk+1 − xk.

No entanto, normalmente se dá preferência pela aproximação da inversa da matriz

Jacobiana F̂ ′
k. Outra maneira de se atualizar da matriz Jacobiana é o chamado de método

“mau”de Broyden, o qual é apresentado com a Eq. 5.7:

F̂ ′
k+1 = F̂ ′

k +

(

sk − F̂ ′
kyk

)

sTk F̂
′
k

sTk F̂
′
kyk

. (5.7)

Apesar da nomenclatura atribúıdas aos métodos, não há evidências de que o método

“bom”seja melhor do que o método “mau”.
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6 Metodologia

A análise de problemas de transferência de energia térmica na forma de calor entre

dois ou mais domı́nios de maneira conjugada, ou seja, os domı́nios exercem influência uns

sobre os outros, representou um grande avanço para essa área de estudo e para projetos

mais eficazes e otimizados nas mais diversas aplicações de engenharia.

O principal objetivo do presente trabalho é adquirir e ampliar a compreensão sobre

problemas de CHT. Objetiva-se neste caṕıtulo apresentar os modelos f́ısico, matemático

numérico e computacional utilizados para simular o problema de interesse: escoamento

laminar sobre uma placa plana.

6.1 Modelo F́ısico

Com o modelo f́ısico, avalia-se o problema de interesse e faz-se suposições f́ısicas

como forma de simplificar o problema para que sua solução seja viável. Na Fig. 6.1

está representado um esboço para o modelo f́ısico do problema em questão. Como o

problema de interesse envolve a interação entre dois subsistemas (um fluido e um sólido),

as suposições para cada subsistema serão feitas separadamente como forma de facilitar o

entendimento.

Figura 6.1: Esboço do modelo f́ısico para o problema de interesse (escoamento laminar
sobre uma placa plana)

Fonte: Autoria própria.
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6.1.1 Modelo f́ısico para o sólido

A seguir são mostradas as suposições feitas para o subdomı́nio sólido quanto às

propriedades f́ısicas e à geometria.

� Placa plana bidimensional.

� Propriedades f́ısicas constantes.

� O comprimento é Ls = 0, 103m.

� A altura é Hs = 0, 03m.

� Dois materiais com propriedades f́ısicas constantes serão analisados:

Material 01: Gesso Acartonado (Drywall)

Massa espećıfica: ρs1 = 1680, 0 W
m3 .

Condutividade térmica: ks1 = 0, 2 W
mK

.

Calor espećıfico: cps1 = 708 J
kgK

Material 02: Alumı́nio puro

Massa espećıfica: ρs2 = 2702, 0 W
m3 .

Condutividade térmica: ks2 = 237 W
mK

.

Calor espećıfico: cps2 = 903 J
kgK

6.1.2 Modelo f́ısico para o fluido

A seguir são mostradas as suposições feitas para o subdomı́nio fluido:

� Fluido newtoniano.

� Escoamento laminar bidimensional.

� Escoamento incompresśıvel.

� Desconsiderar os efeitos devido ao empuxo.

� Desconsiderar o termo de transformação de energia cinética em energia térmica

devido aos efeitos viscosos.
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� O comprimento é Lf = 0, 103m.

� A altura é Hf = 0, 15m.

� O fluido utilizado é o ar e suas propriedades f́ısicas foram consideradas constantes:

Massa espećıfica: ρf = 1, 1614 W
m3 .

Condutividade térmica: kf = 26, 3.10−3 W
mK

.

Calor espećıfico: cpf = 1007, 0 J
kgK

Viscosidade dinâmica: µf = 18, 46.10−6N.s
m2 .

Viscosidade cinemática: νf = 15, 89.10−6m2

s
.

6.2 Modelo matemático diferencial

Com o modelo matemático diferencial são apresentadas as equações diferenciais com

as quais modela-se o problema em estudo levando-se em consideração as simplificações

discutidas no modelo f́ısico. A seguir são apresentados os modelos matemáticos utilizados

para os subsistemas fluido e sólido.

6.2.1 Modelo matemático diferencial para o sólido

Com o modelo matemático diferencial, apresentam-se as equações diferenciais parciais

com as quais modela-se o problema em estudo. Para que o modelo possa ser considerado

completo, faz-se necessário acrescentar as condições de contorno e as condições iniciais (se

o problema for em regime transiente).

Para o subsistema sólido, apenas a equação de balanço de energia térmica foi utilizada.

A Eq. 6.1 é a equação diferencial utilizada para modelar uma placa plana bidimensional

com propriedades f́ısicas constantes, em regime transiente e com processos transformadores

de energia (como, por exemplo, efeito Joule):

∂Ts

∂t
= αs

(

∂2Ts

∂x2
+

∂2Ts

∂y2

)

+
Q̇

ρscps
. (6.1)

Na equação acima, αs = ks
ρscps

é a difusividade térmica dada em m2

s
.

38



Para validação do método de acoplamento utilizado para fazer a comunicação entre

os dois subsistemas, sólido e fluido, simulou-se um problema modelado com a equação

diferencial 6.2:

∂2Ts

∂x2
+

∂2Ts

∂y2
+

Q̇

ks
= 0. (6.2)

Com a Equação 6.2, modela-se uma placa plana bidimensional com propriedades f́ısicas

constantes em regime permanente e com processos transformadores de energia (como, por

exemplo, o efeito Joule). Solução anaĺıtica para essa equação é posśıvel, a qual pode ser

vista no Apêndice A, utilizando-se os adimensionais propostos por Shah e Jain (2015).

Foram feitas quatro simulações diferentes, duas utilizando-se o material 1 e duas

utilizando-se o material 2. Com a Tab. 6.1(a), pode-se ver as condições de contorno

utilizadas para o caso de validação (material 1), modelado com a Eq. 6.2. Em seguida,

utilizou-se as mesmas condições de contorno e o mesmo material, mas para o modelo

transiente, apresentado com a Eq. 6.1, como pode ser visto na Tab. 6.1(b). Nas Tab. 6.1(c)

e 6.1(d) podem ser vistas as condições de contorno utilizadas para o modelo transiente

para o material 2. Os valores de cada condição de contorno serão apresentados no próximo

caṕıtulo ao se apresentarem os resultados.

6.2.2 Modelos matemáticos diferenciais para o fluido

Para o subsistema fluido, utilizou-se a equação do balanço de massa, simplificada para

escoamentos incompresśıveis, a equação do balanço da quantidade de movimento linear,

ou segunda lei de Newton, simplificada para escoamentos de fluidos com propriedades

f́ısicas constantes e incompresśıveis e também a equação para o balanço de energia

térmica, simplificada para propriedades f́ısicas constantes e desconsiderando-se o termo de

transformação de energia cinética em energia térmica devido aos efeitos viscosos.

A Eq. 6.3 é a equação do balanço de massa simplificada para o caso de escoamentos

bidimensionais, incompresśıveis e em coordenadas cartesianas:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0. (6.3)
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Tabela 6.1: Condições de contorno utilizadas para o subdomı́nio sólido.

Fonte: Autoria própria.

Na equação acima, u e v são as componentes da velocidade nas direções x e y,

respectivamente.

Com a Eq. 6.4 e a Eq. 6.5, representam-se os balanços de quantidade de movimento

linear na direção x e na direção y, respectivamente, de problemas bidimensionais para

fluidos newtonianos, escritas em coordenadas cartesianas, simplificada para o caso de

propriedades f́ısicas constantes, sem efeitos de campo e em regime transiente:

∂u

∂t
+

∂(uu)

∂x
+

∂(vu)

∂y
= − 1

ρf

∂p

∂x
+ νf

∂2u

∂x2
+ νf

∂2u

∂y2
, (6.4)

∂v

∂t
+

∂(uv)

∂x
+

∂(vv)

∂y
= − 1

ρf

∂p

∂y
+ νf

∂2v

∂x2
+ νf

∂2v

∂y2
. (6.5)
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Nas Equações 6.4 e 6.5, p é a pressão, t é a variável temporal, ρf é a massa espećıfica

do fluido e νf é a viscosidade cinemática do fluido.

Na Tab. 6.2 estão representadas as condições de contorno utilizadas para a solução

das Equações 6.4 e 6.5. O valor para a velocidade de entrada na direção x, uin, será

mencionada quando forem mostrados os resultados, pois foram usados valores diferentes

de uin nas simulações. Já os valores das velocidades vin, uplaca e vplaca foram mantidos

sempre zero.

Tabela 6.2: Condições de contorno para a equação de balanço de quantidade de movimento
linear.

Fonte: Autoria própria.

Com a solução das equações de balanço de movimento linear, obtém-se o campo de

velocidade para o fluido, o qual será utilizado no balanço de energia térmica, simplificado

para propriedades f́ısicas constantes e desconsiderando-se o termo de transformação de

energia cinética em energia térmica devido aos efeitos viscosos, como pode ser visto na Eq.

6.6 a seguir:

∂Tf

∂t
+

∂(uTf )

∂x
+

∂vTf

∂y
= α

(

∂2Tf

∂x2
+

∂2Tf

∂y2

)

. (6.6)

Para validação, comparou-se os resultados obtidos através do acoplamento térmico

utilizado no presente trabalho, com os resultados anaĺıticos mostrados por Shah e Jain

(2015). Para isso, a equação utilizada para o balanço de quantidade de movimento linear
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foi a equação de Blasius para a camada limite sobre uma placa plana, a qual modela um

escoamento sobre uma placa plana semi-infinita em regime permanente, sem turbulência,

com propriedades f́ısicas e velocidade de corrente-livre constantes.

A equação de Blasius é apresentada com a Eq. 6.7:

ξ
′′′

+
1

2
ξξ

′′

= 0. (6.7)

A equação de Blasius é uma equação diferencial ordinária de terceira ordem para a

qual três condições de contorno devem ser utilizadas:

ξ
′′′

(0) = 0, (6.8)

ξ
′

(0) = 0, (6.9)

ξ(0) = 0. (6.10)

Para melhor compreensão da equação e das suas condições, recomenda-se a leitura do

Apêndice B.

Com a solução da equação de Blasius é posśıvel então determinar o campo de velocidades

para u e para v, os quais podem ser calculados com as seguintes relações:

u(x, y) = u∞ξ′(η), (6.11)

v(x, y) =
1

2
u∞Re

− 1

2
x (ηξ′(η) − ξ(η)) . (6.12)

A equação para o balanço de energia térmica utilizada para a validação é apresentada

como segue:

∂2Tf

∂y2
=

1

αf

(

u
∂Tf

∂x
+ v

∂Tf

∂y

)

. (6.13)

Com a Eq. 6.13, modela-se o balanço de energia em uma part́ıcula de fluido em regime

permanente bidimensional, com efeitos advectivos nas direções x e y e difusão apenas na

direção y e sem transformação de energia devido aos efeitos viscosos. A solução anaĺıtica
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para essa equação, na forma adimensional proposta por Shah e Jain (2015), também pode

ser vista no Apêndice A. As condições de contorno térmicas utilizadas para o fluido podem

ser vistas na Tab. 6.3.

Tabela 6.3: Condições de contorno térmicas para o subdomı́nio fluido.

Fonte: Autoria própria.

6.3 Modelo matemático numérico

Com o modelo matemático numérico, apresentam-se as formulações numéricas do

problema em estudo, levando-se em consideração as simplificações discutidas no modelo

f́ısico e no modelo matemático diferencial. A seguir serão apresentados os métodos

numéricos utilizados para se obter as equações discretizadas para ambos os subsistemas,

fluido e sólido.

6.3.1 Modelo utilizado para validação

Primeiramente, serão mostrados os modelos numéricos para o caso utilizado para

validação. Neles serão mostradas as discretizações tanto do domı́nio fluido, quanto do

sólido, bem como as equações diferenciais discretizadas com o método dos volumes finitos.

6.3.1.1 Discretização do domı́nio

Das várias maneiras posśıveis de se discretizar um domı́nio em coordenadas cartesianas,

duas práticas são, comumente, mais utilizadas na literatura, segundo Patankar (2018).

Elas serão daqui em diante chamadas de Prática A e Prática B, e podem ser vistas na Fig.

6.2.
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Figura 6.2: Esboço das Práticas A e B utilizadas para discretização dos domı́nios.

Fonte: Autoria própria.

Com a Prática A, posicionam-se os pontos da malha no centro dos volumes de controle

de modo que as arestas dos volume de controle coincidam com a fronteira do domı́nio.

Com a Prática B, os pontos da malha são posicionados nos vértices do volume de controle.

Dessa forma, os pontos da malha serão coincidentes com as fronteiras do domı́nio, e não

mais as arestas.

Uma atenção extra deve ser dada ao se utilizar a Prática B no que se diz respeito às

condições de contorno, uma vez que volumes das laterais terão apenas metade do tamanho

dos volumes no interior e os do canto terão um quarto do volume, como pode ser visto na

Fig. 6.2 pelas linhas mais finas.

As Prática A e B podem ser utilizadas tanto para o subdomı́nio do fluido quanto para

o do sólido. Entretanto, para o subdomı́nio do fluido é preciso escolher também se a malha

será do tipo co-localizada (”collocated grid”) ou do tipo deslocada (”staggered grid”).

Com a malha co-localizada, todas as informações/variáveis (pressão, velocidades,

temperatura, etc.) são analisadas em um único lugar, o ponto central da malha. Segundo

Nefedov, Mattheij et al. (1999),este tipo de malha é mais conveniente do ponto de vista

de programação, entretanto, necessita um processo de discretização especial para garantir

a não-singularidade do sistema, além do inconveniente de necessitar de interpolações para

a pressão e para a velocidade, o que na prática, pode levar à perda de acurácia da solução.

Patankar (2018) menciona, também, que a malha co-localizada necessita de inter-

polações para a pressão e para a velocidade, o que na prática pode levar à perda de

acurácia da solução. Por isso, ele sugere o uso da malha deslocada, apresentada por Harlow
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e Welch (1965). Nela, as componentes da velocidade são calculadas nas faces do volume

de controle, de modo que a componente u da velocidade é calculada nas faces normais à

direção x e a componente v nas faces normais à direção y.

Para a validação, utilizou-se a Prática A para o posicionamento dos pontos centrais

da malha tanto para o subsistema sólido quanto para o fluido. Neste último, utilizou-se

também a malha deslocada. Os esboços ilustrativos das malhas utilizadas para o fluido e

para o sólido podem ser vistos nas Figuras 6.3 e 6.4, respectivamente.

Figura 6.3: Esboço ilustrativo da malha utilizada para discretizar o fluido para o caso de
validação.

Fonte: Autoria própria.

6.3.1.2 Solução da equação de Blasius

A equação de Blasius, dada pela Eq. 6.7, pode ser resolvida através de vários métodos

numéricos, como mostrado por Karabulut e Kılıç (2018). No presente trabalho, o método

escolhido para essa finalidade foi o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Para facilitar

o entendimento do método, fazem-se as seguintes mudanças de notação:

y1 = ξ(η),

y2 = ξ′(η),

y3 = ξ′′(η).

(6.14)

Com as mudanças de variáveis mostradas acima, forma-se o seguinte sistema de
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Figura 6.4: Esboço ilustrativo da malha utilizada para discretizar o sólido para o caso de
validação.

Fonte: Autoria própria.

equações:



























































dy1
dη

= y2

dy2
dη

= y3

dy3
dη

= −1
2
y1y3

. (6.15)

Cujas condições de contorno são dadas por:

y1(0) = 0,

y2(0) = 0,

y2(∞) = 1,

y3(0) ≈ 0, 332.

(6.16)

A obtenção da última condição de contorno y3(0) ≈ 0, 332 é obtida através de um

processo iterativo, uma vez que y3(0) não é previamente conhecido. O que se faz, basi-
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camente, é partir de uma estimativa inicial para o valor de y3(0) e comparar o resultado

para y2(∞). Assim que a processo iterativo encontrar um valor para y3(0) que satisfaça a

condição y2(∞) = 1, este valor será então usado como condição de contorno. Como este

valor já é bem conhecido e é facilmente encontrado na literatura, no presente trabalho não

utilizou-se do processo iterativo para encontrá-lo.

Para iniciar o método de Runge-Kutta, constrói-se o vetor Y com as variáveis de

interesse, representando o lado esquerdo da Eq. 6.15 e o vetor de resultados, f(η, Y ),

representando o lado direito:

Y =











y1

y2

y3











. (6.17)

f(η, Y ) =























y2

y3

−1

2
y1y3























. (6.18)

Agora, calculam-se os coeficientes k1, k2, k3 e k4 caracteŕısticos do método de Runge-

Kutta de quarta ordem:

k1 = f(ηi, Yi) =























y2

y3

−1

2
y1y3























. (6.19)
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k2 = f

(

ηi +
∆η

2
, Yi + k1

∆η

2

)

=



























y2 + k1[2]
∆η

2

y3 + k1[3]
∆η

2

−1

2

(

y1 + k1[1]
∆η

2

)(

y3 + k1[3]
∆η

2

)



























. (6.20)

k3 = f

(

ηi +
∆η

2
, Yi + k2

∆η

2

)

=



























y2 + k2[2]
∆η

2

y3 + k2[3]
∆η

2

−1

2

(

y1 + k2[1]
∆η

2

)(

y3 + k2[3]
∆η

2

)



























. (6.21)

k4 = f

(

ηi +
∆η

2
, Yi + k3

∆η

2

)

=



























y2 + k3[2]
∆η

2

y3 + k3[3]
∆η

2

−1

2

(

y1 + k3[1]
∆η

2

)(

y3 + k3[3]
∆η

2

)



























. (6.22)

Nas equações acima, ∆η = ηi+1 − ηi. O coeficiente K resultante, é obtido através de

uma média entre os quatro coeficientes, em que maior peso é dado aos coeficientes k2 e k3,

como pode ser visto a seguir:

K =
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6
. (6.23)

Com o coeficiente K, finaliza-se o método calculando:

Yi+1 = Yi + K∆η. (6.24)
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Obtido o vetor Y , tem-se então os valores para ξ, ξ′ e ξ′′, com os quais é posśıvel obter

o campo de velocidade através das Equações 6.11 e 6.12.

6.3.1.3 Discretização da equação de balanço de energia térmica para o sub-

domı́nio fluido

Nessa seção será mostrada a discretização através do método dos volumes finitos, o

qual pode ser visto em mais detalhes em Maliska (2017), da equação de balanço de energia

para o caso utilizado para a validação. Antes, toma-se como referência as notações para

identificar os volumes de controle conforme mostrado na Fig. 6.5.

Figura 6.5: Representação da notação utilizada para identificar os volumes de controle.

Fonte: Autoria própria.

A equação responsável por modelar o problema será repetida a seguir, em sua forma

chamada divergente, para facilidade de leitura:

∂2Tf

∂y2
=

1

αf

(

∂(uTf )

∂x
+

∂(vTf )

∂y

)

. (6.25)

Com o método dos volumes finitos, integra-se a Eq. 6.25 no volume de controle dado

por P :

∫ n

s

∫ e

w

∂2Tf

∂y2
dxdy =

1

αf

∫ n

s

∫ e

w

(

∂(uTf )

∂x
+

∂(vTf )

∂y

)

dxdy. (6.26)
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A discretização resultante da integral acima, utilizando-se o esquema centrado para

interpolação da temperatura, é dada por:

α
TfN − 2TfP + TfS

∆y2
=

ue (TfE + TfP ) − uw (TfW + TfP )

2∆x
+

+
vn (TfN + TfP ) − vs (TfS + TfP )

2∆y
.

(6.27)

Com algumas manipulações, percebe-se que a Eq. 6.27 pode ser reescrita, retirando-se

o subscrito f que mostra que se trata do fluido, na forma:

APTP + AETE + AWTW + ANTN + ASTS = B. (6.28)

Então, como pode ser visto na Eq. 6.28, a discretização da Eq. 6.25 resulta em um

sistema linear cuja matriz dos coeficientes é penta-diagonal e as suas diagonais são dadas

pelos termos AP , AE, AW , AN e AS. O termo B é o vetor resultado do sistema linear.

O fato de a matriz dos coeficientes ser penta-diagonal não é uma coincidência, mas sim

uma consequência de se trabalhar com um problema bidimensional. Caso o problema

fosse unidimensional ou tridimensional, a matriz seria, respectivamente, tri-diagonal e

hepta-diagonal.

Quando a malha é uniforme e as propriedades f́ısicas são constantes em todo o domı́nio,

os valores de AP , AE, AW , AN , AS e B são os mesmos para todos volumes internos e

podem ser vistos na Eq. 6.29. Atenção especial deve ser dada para os volumes que estão

nas fronteiras, especialmente os volumes dos cantos, pois com as condições de contorno

alteraram-se os valores dos termos da matriz dos coeficientes e também dos termos do

vetor resultado.
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AP =
ue − uw

2∆x
+

vn − vs
2∆y

+
2α

∆y2

AE =
ue

2∆x

AW = − uw

2∆x

AN =
vn

2∆y
− α

∆y2

AS = − vs
2∆y

− α

∆y2

B = 0

. (6.29)

Com a equação acima fica clara a principal vantagem de se usar a malha deslocada para

este caso, uma vez que as velocidades resultantes da integração pelo método dos volumes

finitos são justamente as velocidades nas faces, as quais já foram calculadas, tornando-se

desnecessárias as interpolações.

Existem várias técnicas para se aplicarem as condições de contorno a um domı́nio de

interesse, uma delas é através da utilização de volumes fict́ıcios, também conhecidos por

ghost. Esta foi a técnica utilizada no presente trabalho e um esquema ilustrativo dela

é apresentado na Fig. 6.6. A criação desses volumes se deve ao fato de que quando se

está analisando um volume da malha nas fronteiras do domı́nio, um ou mais volumes não

estarão fisicamente presentes, por exemplo, um volume na fronteira esquerda não possui o

volume W real para se “comunicar”, por isso é criado um volume W fict́ıcio, para o qual

as condições de contorno naquele local ficam atendidas.

Os diversos tipos de condições de contorno fornecerão diferentes coeficientes para a Eq.

6.28. A seguir, é feita uma análise utilizando-se as condições de contorno de Dirichilet e de

Neumann para um volume de controle na fronteira esquerda. As análises para as demais

fronteiras seguem um procedimento análogo e, portanto, não serão apresentadas. Para

condição de Dirichilet, ou seja, temperatura prescrita, a temperatura da fronteira, Tfront,

é conhecida e pode ser escrita como:

Tfront =
TP + TW

2
. (6.30)
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Figura 6.6: Esboço ilustrativo da técnica dos volumes fict́ıcios para aplicação das condições
de contorno.

Fonte: Autoria própria.

É importante ressaltar que a Eq. 6.28 é válida para todo e qualquer volume de controle

do domı́nio. Entretanto, um volume de controle na fronteira esquerda, não possui um

volume vizinho W , logo necessita-se de uma equação que relacione a temperatura TW com

alguma(s) das outras temperaturas. Essa equação é justamente a Eq. 6.30 obtida através

da condição de contorno, uma vez que TW é facilmente isolado:

TW = 2Tfront − TP . (6.31)

Substituindo-se a relação acima na Eq. 6.28, obtém-se um novo coeficiente AP e um

novo valor de B para esse volume de controle. Nota-se ainda que o termo em W desaparece

da equação, portanto AW passa a ser zero.

Para uma condição de contorno do tipo Neumann, o fluxo térmico, q′′front é fornecido

na fronteira, levando à seguinte relação:

q′′front = −k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

front

= −k
TP − TW

∆x
. (6.32)
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Repete-se o procedimento mostrado para o caso de condição de contorno de Dirichilet,

ou seja, primeiro isola-se TW conforme pode ser visto pela Eq. 6.33, e em seguida

substitui-se na Eq. 6.28:

TW = TP +
q′′front∆x

k
. (6.33)

Uma vez entendido o procedimento para a condição de contorno em uma das fronteiras,

a obtenção das condições para as outras fronteiras podem ser obtidas de forma análoga. As

condições de contorno de Dirichilet e Neumann para todas as fronteiras podem ser vistas

na Tab. 6.4. Nela não estão representados os volumes de controle localizados nos cantos

do domı́nio, pois as condições de contorno para esses pontos consistem em combinações

das condições apresentadas.

Tabela 6.4: Discretização das condições de contorno de Dirichilet e de Neumman para o
caso de validação.

Condição Dirichilet Neumman

Fronteira esquerda TW = 2Tfront,esq − TP TW = TP +
q′′front,esq∆x

k

Fronteira direita TE = 2Tfront,dir − TP TE = TP +
q′′front,dir∆x

k

Fronteira superior TN = 2Tfront,sup − TP TN = TP +
q′′front,sup∆y

k

Fronteira inferior TS = 2Tfront,inf − TP TS = TP +
q′′front,inf∆y

k

Fonte: Autoria própria.
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6.3.1.4 Discretização da equação de balanço de energia térmica para o sub-

domı́nio sólido

Nesta seção será feita a discretização da equação de balanço de energia térmica com a

qual se modela o sólido para o caso da validação. Essa equação é frequentemente chamada

na literatura de equação da difusão em regime permanente. O procedimento é bastante

similar àquele feito para o fluido, integrando-se para um volume de controle:

∫ n

s

∫ e

w

(

∂2Ts

∂x2
+

∂2Ts

∂y2
+

Q̇

ks

)

dxdy = 0. (6.34)

A discretização resultante da integral acima, utilizando-se o esquema centrado para

interpolação da temperatura é dada por:

TsE − 2TsP + TsW

∆x2
+

TsN − 2TsP + TsS

∆y2
+

Q̇

ks
= 0. (6.35)

Assim como para o fluido, quando a malha é uniforme e as propriedades f́ısicas são

constantes em todo o domı́nio, os valores de AP , AE, AW , AN , AS e B são os mesmos

para todos volumes internos e podem ser vistos na Eq. 6.36. Atenção especial deve ser

dada para os volumes que estão nas fronteiras, especialmente os volumes dos cantos, pois

com as condições de contorno alteram-se os valores dos termos da matriz dos coeficientes e

também dos termos do vetor resultado.
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AP =
2

∆x2
+

2

∆y2

AE = − 1

∆x2

AW = − 1

∆x2

AN = − 1

∆y2

AS = − 1

∆y2

B =
Q̇

ks

. (6.36)

A discretização das condições de contorno de Dirichilet e de Neumann utilizadas para

o sólido é idêntica à discretização utilizada para o fluido, e pode ser vista na Tab. 6.4.

A única diferença entre sólido e fluido é que para o sólido também se utiliza condições

de contorno de terceiro tipo, ou de balanço de energia térmica. A seguir, é feita uma

análise utilizando-se esse tipo de condição de contorno para um volume de controle na

fronteira esquerda. As análises para as demais fronteiras seguem um procedimento análogo

e, portanto, não serão apresentadas.

Com a condição de contorno de terceiro tipo, faz-se um balanço de energia térmica

na fronteira, igualando-se o fluxo térmico advectivo com o difusivo, levando à seguinte

relação:

h (T∞ − Tfront,esq) = −k
∂T

∂x

∣

∣

∣

∣

front

h

(

T∞ − TP + TW

2

)

= −k
TP − TW

∆x
.

(6.37)

Isolando-se a variável TW , tem-se:

TW =
2k − h∆x

2k + h∆x
TP +

2h∆x

2k + h∆x
T∞. (6.38)
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Uma vez encontrado o valor para TW , basta substitúı-lo na Eq. 6.35. Fazendo-se isso,

obtém-se valores diferentes, naquela posição, para os coeficientes e para o vetor resultado

B. Com a Tab. 6.5, pode-se ver as discretizações para todas as fronteiras, sendo que para

os volumes nos cantos, basta utilizar as condições para as respectivas fronteiras.

Tabela 6.5: Discretização das condições de contorno de terceiro tipo para o caso de
validação.

Condição Balanço de energia térmica

Fronteira esquerda TW =
2k − h∆x

2k + h∆x
TP +

2h∆x

2k + h∆x
T∞

Fronteira direita TE =
2k − h∆x

2k + h∆x
TP +

2h∆x

2k + h∆x
T∞

Fronteira superior TN =
2k − h∆y

2k + h∆y
TP +

2h∆x

2k + h∆y
T∞

Fronteira inferior TS =
2k − h∆y

2k + h∆y
TP +

2h∆x

2k + h∆y
T∞

Fonte: Autoria própria.

6.3.2 Modelo em regime transiente

Uma vez apresentados os modelos matemáticos numéricos para o caso utilizado para a

validação dos métodos de acoplamento, agora serão apresentados os modelos matemáticos

numéricos utilizados para o caso mais geral em regime transiente.

6.3.2.1 Discretização do domı́nio

Para o modelo em regime transiente, o domı́nio fluido foi, inicialmente, discretizado

utilizando-se a Prática A, na qual os pontos da malha são posicionados no centro dos

volumes de controle, juntamente com a malha deslocada, exatamente como foi feito para

o caso utilizado para validação. Logo, a malha pode ser visualizada segundo o mesmo

esquema ilustrativo apresentado na Fig. 6.3.
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Entretanto, por motivos que serão melhor explicados na próxima seção quando forem

apresentados os resultados, decidiu-se utilizar uma segunda configuração de malha tanto

para o domı́nio fluido quanto para o sólido. A nova discretização do domı́nio fluido está

representada pela Fig. 6.7 a seguir.

Figura 6.7: Esboço ilustrativo da segunda malha utilizada para discretizar o fluido para o
modelo transiente.

Fonte: Autoria própria.

Como pode ser visto na figura acima, passou-se a avaliar a temperatura nos vértices

dos volumes de controle, como descrito com a Prática B. É importante notar que apenas a

temperatura é analisada nos vértices, a pressão continua posicionada no centro dos volumes

de controle. Isso pode ser feito, pois a pressão e a temperatura não estão matematicamente

acopladas para o caso analisado. Esse procedimento foi adotado devido à facilidade de

desenvolvimento do modelo computacional para resolver as equações de Navier-Stokes.

No entanto, talvez o mais indicado seria mover, também, a pressão para os vértices e,

consequentemente, as componentes das velocidades. Dessa forma, não seria necessário

fazer interpolações para as velocidades.

Para o subdomı́nio sólido também foi utilizada a Prática B para uma segunda malha,

conforme pode ser visto com a Fig. 6.8. É importante ressaltar que a Prática B resulta

em tamanhos de volumes diferentes nas fronteiras (tanto para o subdomı́nio sólido quanto

para o fluido), sendo que os volumes internos são inteiros, os volumes das fronteiras são

meio volume e os dos cantos são um quarto de volume (isso para o caso bidimensional).

Tal caracteŕıstica deve ser levada em consideração cuidadosamente no momento de se

57



aplicarem as condições de contorno.

Figura 6.8: Esboço ilustrativo da segunda malha utilizada para discretizar o sólido para o
modelo transiente.

Fonte: Autoria própria.

6.3.2.2 Solução das equações de Navier-Stokes simplificadas

Com as equações de Navier-Stokes, juntamente com a equação da continuidade,

consegue-se modelar qualquer tipo de escoamento, seja ele turbulento ou laminar. Nesta

seção será apresentado um método, entre os vários existentes, para se resolver as equações

da continuidade e de balanço de quantidade de movimento linear para um problema

bidimensional com propriedades f́ısicas constantes, sem efeitos de campo e em regime

transiente. Essas equações já foram apresentadas (Eq. 6.3, 6.4 e 6.5) e serão aqui repetidas

por comodidade de leitura:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0, (6.39)

∂u

∂t
+

∂(uu)

∂x
+

∂(vu)

∂y
= − 1

ρf

∂P

∂x
+ νf

∂2u

∂x2
+ νf

∂2u

∂y2
, (6.40)

∂v

∂t
+

∂(uv)

∂x
+

∂(vv)

∂y
= − 1

ρf

∂P

∂y
+ νf

∂2v

∂x2
+ νf

∂2v

∂y2
. (6.41)
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Nota-se que existem três incógnitas (u, v e P ) e três equações. Entretanto, a equação da

continuidade, Eq. 6.39, não possui a variável P expĺıcita, o que levou ao desenvolvimento

de vários métodos de acoplamento entre pressão e velocidades. Entre esses vários métodos

vale destacar dois:

� SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations), apresentado por

Caretto et al. (1973).

� Método do Passo Fracionado, apresentado por Chorin (1968).

Figura 6.9: Fluxograma para o método do passo fracionado.

Fonte: Autoria própria.

Com o método SIMPLE, originaram-se vários outros métodos (SIMPLEC, SIMPLER,

PISO, etc.) com caracteŕısticas semelhantes e que trazem modificações a fim de melhorar

o método original. No presente trabalho foi utilizado o método do passo fracionado com

aproximação de primeira ordem para o termo temporal, cuja ideia principal é apresentada

com o fluxograma da Fig. 6.9 e o passo-a-passo do equacionamento é apresentado a seguir.

1. Resolvem-se as equações do passo preditor para u∗ e v∗, em que os termos H engloba

os termos difusivos e advectivos para as variáveis u e v:



























u∗ − un

∆t
= H(un) − 1

ρ

∂pn

∂x

v∗ − vn

∆t
= H(vn) − 1

ρ

∂pn

∂y

. (6.42)
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2. Com a solução de u∗ e v∗, calcula-se p′ através da equação de Poisson:

∂2p′

∂x2
+

∂2p′

∂y2
=

ρ

∆t

(

∂u∗

∂x
+

∂v∗

∂y

)

. (6.43)

3. Com a solução de u∗, v∗ e p′, é posśıvel encontrar un+1 e vn+1:



























un+1 = u∗ − ∆t

ρ

∂p′

∂x

vn+1 = v∗ − ∆t

ρ

∂p′

∂y

. (6.44)

4. Atualiza-se o campo de pressão:

pn+1 = pn + p′. (6.45)

5. Verifica-se o balanço de massa através da equação da continuidade para o novo

campo de velocidade obtido.

6.3.2.3 Discretização do balanço de energia térmica para o subdomı́nio fluido

Assim como foi feito para o modelo usado para validação, aplica-se o método dos

volumes finitos para discretizar a equação com a qual modela-se o balanço de energia

térmica para um fluido em regime transiente, Eq. 6.6, como apresentado a seguir:

∫ n

s

∫ e

w

(

∂2Tf

∂x2
+

∂2Tf

∂y2

)

dxdy =
1

αf

∫ n

s

∫ e

w

(

∂Tf

∂t
+

∂(uTf )

∂x
+

∂(vTf )

∂y

)

dxdy. (6.46)

O resultado dessa integral, aplicando-se média para interpolar as temperaturas nas

faces dos volumes de controle, juntamente com o método de Euler de primeira ordem para

discretizar o termo temporal, resulta nos seguintes coeficientes:
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AP =
1

∆t
+

ue − uw

2∆x
+

vn − vs
2∆y

+
2α

∆x2
+

2α

∆y2

AE =
ue

2∆x
− α

∆x2

AW = − uw

2∆x
− α

∆x2

AN =
vn

2∆y
− α

∆y2

AS = − vs
2∆y

− α

∆y2

B =
T n
P

∆t

. (6.47)

Os valores mostrados na Eq. 6.47 são válidos para todos os volumes internos do

subdomı́nio fluido, tanto para a malha com os pontos no centro do volume de controle

(Prática A) quanto para a malha com os pontos centrados nos vértices do volume de

controle (Prática B).

Para o caso de se utilizar a malha da Prática A, o procedimento mostrado para o

modelo de validação pode ser utilizado sem problemas, inclusive a discretização para as

condições de contorno são as mesmas daquelas mostradas pela Tab. 6.4. Por outro lado,

para a malha da Prática B, um pouco mais de atenção e trabalho extra são necessários,

uma vez que com a Eq. 6.46, integra-se a equação diferencial em um volume de controle

inteiro, mas a malha da Prática B possui metade de um volume de controle nas fronteiras

e apenas um quarto de volume nos cantos. Logo, para a discretização via volumes finitos

nessas regiões deve-se levar isso em consideração.

Outra diferença que surge ao se utilizar a malha da Prática B é quanto às condições

de contorno. Para o caso em que a temperatura na fronteira é conhecida, condição de

Dirichilet, não é necessário desenvolver uma equação para a fronteira. Segundo Maliska

(2017), a aparente vantagem em não ser necessário criar uma equação para o volume de

fronteira, já que a temperatura é conhecida, traduz-se na não-observância dos balanços

para os volumes das fronteiras.

As condições de contorno de Neumann para todas as fronteiras e cantos, para a malha

da prática B, podem ser vistas na Tab. 6.6. As condições de contorno de Dirichilet não

são mostradas uma vez que para esse caso elas são triviais. Observa-se que para os cantos,
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as condições de contorno são um pouco diferentes em relação às fronteiras.

Tabela 6.6: Discretização das condições de contorno de Neumann para a malha da Prática
B.

Condição Neumann Neumann (canto)

Fronteira esquerda TW = TE +
2q′′front,esq∆x

k
TW = TE +

4q′′front,esq∆x

k

Fronteira direita TE = TW +
2q′′front,dir∆x

k
TE = TW +

4q′′front,dir∆x

k

Fronteira superior TN = TS +
2q′′front,sup∆y

k
TN = TS +

4q′′front,sup∆y

k

Fronteira inferior TS = TN +
2q′′front,inf∆y

k
TS = TN +

4q′′front,inf∆y

k

Fonte: Autoria própria.

6.3.2.4 Discretização da equação de balanço da energia térmica para o sub-

domı́nio sólido

Aplicando-se o método dos volumes finitos para discretizar a equação diferencial dada

pela Eq. 6.1, tem-se:

∫ n

s

∫ e

w

∂Ts

∂t
dxdy = αs

∫ n

s

∫ e

w

[

(

∂2Ts

∂x2
+

∂2Ts

∂y2

)

+
Q̇

ρscps

]

dxdy. (6.48)

O resultado da integral acima, aplicando-se média para determinar as temperaturas

nas faces dos volumes de controle, juntamente com o método de Euler de primeira ordem

para discretizar o termo temporal, resulta nos seguintes coeficientes:
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AP =
1

∆t
+

2α

∆x2
+

2α

∆y2

AE = − α

∆x2

AW = − α

∆x2

AN = − α

∆y2

AS = − α

∆y2

B =
T n
P

∆t
+

Q̇

ρcp

. (6.49)

Os valores apresentados na Eq. 6.47 são válidos para todos os volumes internos do

subdomı́nio fluido, tanto para a malha com os pontos no centro do volume de controle

(Prática A) quanto para a malha com os pontos centrados nos vértices do volume de

controle (Prática B).

Tabela 6.7: Discretização das condições de contorno de terceiro tipo para a malha da
Prática B.

Condição Balanço de energia térmica

Fronteira esquerda TW = TE +
2h∆x

k
(T∞ − TP )

Fronteira direita TE = TW +
2h∆x

k
(T∞ − TP )

Fronteira superior TN = TS +
2h∆y

k
(T∞ − TP )

Fronteira inferior TS = TN +
2h∆y

k
(T∞ − TP )

Fonte: Autoria própria.

Para o caso de se utilizar a malha da Prática A, o procedimento apresentado para o

modelo de validação para o subdomı́nio sólido pode ser utilizado sem problemas, inclusive

a discretização para as condições de contorno são as mesmas daquelas mostradas pela Tab.
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6.5. Já para a malha da Prática B, as condições de contorno do tipo Dirichilet são triviais,

uma vez que a temperatura no ponto da fronteira já é conhecido e, portanto, não precisa

ser calculado. Para as condições de contorno de Neumann, as equações apresentadas na

Tab. 6.6 são válidas para o subdomı́nio sólido.

O subdomı́nio sólido pode também ser modelado com condições de contorno de terceiro

tipo, ou de balanço de energia térmica. Essas condições podem ser vistas na Tab. 6.7.
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que o código desenvolvido para solução de sistemas lineares utilizando-se o método

BiCGSTAB não converge para o sistema linear resultante da Eq. 6.13, após feita as

discretizações via método dos volumes finitos. Como alternativa, utilizou-se a função do

MatLab chamada mldivide. Com essa função analisam-se as caracteŕısticas da matriz dos

coeficientes e escolhe, entre os vários métodos dispońıveis para solução de sistemas lineares,

o mais adequado. A utilização dessa função trouxe grande comodidade quanto à não

necessidade de se procurar e implementar um método para resolver o sistema linear, por

outro lado, impossibilitou o uso de malhas mais refinadas, devido ao consumo de memória

decorrente do uso desse software.

7.2 Modelos transientes

Nesta seção serão apresentados os resultados obtidos através da simulação do mesmo

tipo de problema (escoamento sobre uma placa plana), mas desta vez em regime transiente

e, também, para diferentes tipos de condição de contorno para a placa. O objetivo é avaliar

a coerência dos resultados, obtidos com o código desenvolvido para problemas transientes,

com aquilo que se espera fisicamente.

Para começar, o escoamento será modelado não mais com a equação de Blasius, mas sim

com as equações de Navier-Stokes para regime transiente e propriedades f́ısicas constantes,

como pode ser visto com a Eq. 6.3 (equação da continuidade), Eq. 6.4 (balanço da

quantidade de movimento linear na direção x) e Eq. 6.5 (balanço da quantidade de

movimento linear na direção y).

Resolvendo-se as equações de Navier-Stokes, percebe-se uma região do perfil de veloci-

dades em que o fluido apresenta velocidade maior do que a velocidade de entrada e depois

tende a ela. Segundo Dou, Xu e Khoo (2018), esse fenômeno é chamado de overshoot

e pode ser visto na Fig. 7.9. A velocidade de entrada utilizada foi uin = 0, 01m/s e as

posições mostradas são x+ = 0, 25, x+ = 0, 50, x+ = 0, 75 e x+ = 1, 00, em que x+ = x
L

.

Esse comportamento não é observado através da teoria da camada limite de Blasius e

pode ser fisicamente explicado. Uma vez que o fluido é repentinamente freado pela placa,

as camadas de fluido logo acima da placa sofrem uma aceleração, e consequentemente

aumento de velocidade, devido à necessidade de se respeitar o balanço de quantidade de

movimento linear.

Esse fenômeno é observado ao longo de toda a camada limite, como pode ser observado
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� A malha for suficientemente fina a ponto de permitir que que a temperatura na

interface seja calculada corretamente utilizando-se métodos de extrapolação de baixa

ordem.

� Forem utilizados métodos de extrapolação mais robustos que consigam estimar

adequadamente a temperatura na interface, mesmo para malhas menos refinadas.

� Utiliza-se a condição de contorno já fornecida pelo outro subdomı́nio, evitando-se a

necessidade de extrapolações.

A terceira opção foi a opção utilizada no presente trabalho uma vez que ela é a mais

fácil de ser implementada. O que foi dito anteriormente pode ser melhor compreendido

analisando-se os resultados mostrados na Fig. 7.11. Nela são mostrados os perfis de

temperatura para quatro diferentes malhas em um mesmo instante, no começo da simulação,

decorridos apenas 0, 05s (5 iterações). Esses resultados foram obtidos através da simulação

da placa sujeita à condição inicial de temperatura constante, Tsini
= 700K e o fluido com

temperaturas inicial e de entrada também constantes, Tfini
= Tin = 300K.

As malhas utilizadas para a comparação foram:

� Malha A:

Sólido: 50×15

Fluido: 50×75

� Malha B:

Sólido: 50×30

Fluido: 50×150

� Malha C:

Sólido: 50×40

Fluido: 50×200

� Malha D:

Sólido: 50×50

Fluido: 50×250
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Figura 7.11: Perfil de temperaturas na interface para o fluido e para o sólido para quatro
diferentes malhas: (a) malha A, (b) malha B, (c) malha C e (d) malha D.

Fonte: Autoria própria.

Esses tipos de erros ocorrem, principalmente, no começo da simulação devido aos

elevados gradientes. À medida que a simulação avança, os gradientes de temperatura

vão sendo suavizados devido às trocas térmicas na interface e a descontinuidade das

temperaturas não é mais observada, uma vez que os erros de extrapolação gerados pela
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má qualidade da malha não são tão acentuados devido aos valores menores dos gradientes.

Para o caso analisado, o erro no cálculo dos fluxos devidos às extrapolações e/ou à falta

de refinamento da malha pode passar despercebido, uma vez que os elevados gradientes

desaparecem rapidamente devido às trocas térmicas. Entretanto, em problemas altamente

transientes e com variações grandes nas condições de contorno, a propagação desses erros

se torna notável e compromete fortemente os resultados.

Como forma de se buscar uma outra abordagem para o problema, utilizou-se uma malha

com os pontos da malha para as temperaturas posicionados nas fronteiras dos subdomı́nios

(Prática B), conforme apresentado nas Figuras 6.5 e 6.6. Com essa abordagem, esperava-se

conseguir uma melhora no cálculo dos fluxos térmicos na interface, porém, como pode ser

visto na Fig. 7.12, não houve grandes mudanças.

7.2.2 Verificação do modelo transiente

Analisando-se os resultados apresentados na Fig. 7.12, optou-se por utilizar a malha

da Prática A, uma vez que ela foi a malha inicialmente utilizada e a Prática B não trouxe

ganhos relevantes que justificasse o seu uso.

Uma das maneiras para se verificar os resultados obtidos com o código geral implemen-

tado é comparar os resultados obtidos através de uma simulação em regime transiente,

tão longa quanto necessário para que se atinja o regime permanente, com os resultados

obtidos com o modelo anaĺıtico já apresentado.

Para se fazer a verificação, foi utilizada a malha B, que apresenta um bom custo

benef́ıcio entre o tempo computacional e a acurácia da solução. O tempo simulado para

que se atingisse o regime permanente foi de aproximadamente 15000 segundos, a partir

das condições iniciais de Tsini
= 700K e Tfini

= 300K. O resultado obtido para o perfil de

temperatura na interface é apresentado na Fig. 7.13.

É importante salientar uma diferença importante entre os modelos: para o modelo

anaĺıtico, como ele é baseado na equação de balanço de energia térmica em regime

permanente, a única propriedade f́ısica utilizada para o subdomı́nio sólido é a condutividade

térmica, ks, já para o modelo em regime transiente são necessários, também, a massa

espećıfica ρs e o calor espećıfico cps do sólido. Essas duas últimas propriedades não foram

fornecidas no trabalho utilizado como referência para validação. O que foi feito, então,

foi procurar na literatura um material com o calor espećıfico ks o mais próximo posśıvel
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Figura 7.12: Fluxo térmico calculado no subdomı́nio fluido para três instantes de tempo
diferentes: (a) 2s , (b) 20s e (c) 200s.

Fonte: Autoria própria.

81





Figura 7.14: Distribuição de temperaturas para o subdomı́nio fluido.

Fonte: Autoria própria.

Figura 7.15: Distribuição de temperaturas para o subdomı́nio sólido.

Fonte: Autoria própria.

(em azul claro) ao final da camada limite térmica.

7.2.3 Modelos extras para o caso transiente geral

O código utilizado para resolver o modelo transiente foi implementado de modo a

permitir que os três tipos de condições de contorno (Dirichilet, Neumann e balanço de

energia térmica) sejam utilizadas nas fronteiras esquerda, direita e inferior do subdomı́nio

83



sólido. Além disso, é posśıvel, também, informar se há ou não difusão e/ou advecção

nas direções x e y. Assim sendo, serão mostrados a seguir dois casos para analisar as

condições de contorno para as fronteiras do subdomı́nio sólido que ainda não foram

analisadas, ou seja, Dirichilet e Neumann. Os resultados aqui mostrados servem apenas

para mostrar/testar a versatilidade do código, necessitando estudos complementares para

verificação da confiabilidade como, por exemplo, um estudo de independência de malha e

do passo de tempo.

7.2.3.1 Modelo extra com condição de contorno do tipo Dirichilet

A seguir serão apresentados os resultados de uma simulação teste utilizando condições

de contorno de primeiro tipo, ou Dirichilet, para as três faces do subdomı́nio sólido que não

estão em contato com o subdomı́nio fluido. Nas simulações a seguir, o material utilizado

agora é o alumı́nio (material 02) o qual possui condutividade térmica aproximadamente

1000 vezes maior do que o material 01.

As condições de contorno utilizadas foram Tleft = 500K para a fronteira esquerda,

Tright = 300K para a fronteira direita e Tbottom = 1000K para a fronteira inferior. As

condições iniciais foram as mesmas daquelas utilizadas anteriormente, Tsini
= 700K e

Tfini
= 300K. A malha escolhida, novamente, foi a malha B.

Na Fig. 7.16 é apresentado o perfil de temperaturas para o tempo t = 30s.

Nas Figuras 7.17 e 7.18 são apresentadas as distribuições de temperatura para os

subdomı́nios fluido e sólido, respectivamente.

Devido à condutividade térmica elevada e ao tipo de condições de contorno utilizadas,

mesmo para um tempo f́ısico relativamente baixo, de 30 segundos, os resultados já podem

ser considerados em regime permanente. Maiores testes para validação são importantes,

porém os resultados, à primeira vista, apresentam boa coerência com a f́ısica do problema.

Além disso, o balanço de energia está na ordem de 10−8, o que já é um bom indicativo.

7.2.3.2 Modelo extra com condição de contorno do tipo Neumann

A seguir serão apresentados os resultados de uma simulação teste utilizando condições

de contorno de segundo tipo, ou Neumann, para as três faces do subdomı́nio sólido que não

estão em contato com o subdomı́nio fluido. Nas simulações a seguir, o material utilizado

também foi o alumı́nio (material 02).
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Figura 7.16: Perfil de temperatura na interface.

Fonte: Autoria própria.

Figura 7.17: Distribuição de temperaturas para o subdomı́nio fluido.

Fonte: Autoria própria.
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Nas Figuras 7.20 e 7.21 são apresentadas as distribuições de temperatura para os

subdomı́nios fluido e sólido, respectivamente.

Figura 7.20: Distribuição de temperaturas para o subdomı́nio fluido.

Fonte: Autoria própria.

Figura 7.21: Distribuição de temperaturas para o subdomı́nio sólido.

Fonte: Autoria própria.

Como pode-se perceber pelos valores de temperatura apresentados na Fig. 7.21, os

resultados estão coerentes com a f́ısica transiente do problema, uma vez que na região de

entrada as temperaturas são menores. Isso ocorre pois à medida que o fluido avança ao
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longo da placa, mais energia térmica é trocada na interface, de modo que ao chegar ao

final da placa, o fluido estará mais quente em relação à sua temperatura de entrada. O

balanço de energia térmica da ordem de 10−8 também pode ser considerado como um bom

indicativo para a confiabilidade da solução.

O resultado foi obtido para uma simulação de 1000 segundos. Percebe-se que nesse

tempo, a temperatura do sólido saiu dos 700K iniciais e foi para cerca de 690K. Caso o

tempo de simulação fosse longo o suficiente, o resultado esperado para o regime permanente

seria toda placa com o mesmo valor de temperatura Tin de entrada do fluido. Entretanto,

esse não seria um resultado interessante de ser apresentado, diferentemente do resultado

em regime transiente visto anteriormente.
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8 Conclusões e trabalhos futuros

8.1 Conclusões

O presente trabalho foi proposto com o intuito de inserir uma nova linha de pesquisa

no Laboratório de Mecânica dos Fluidos (MFLab) da Universidade Federal de Uberlândia,

passando a analisar problemas térmicos através de uma perspectiva diferente, tratando os

problemas de forma acoplada. O autor dessa dissertação, encara o trabalho feito como um

primeiro passo (ou uma primeira contribuição) em direção à implementação de sub-rotinas

a serem utilizadas no código MFSim desenvolvido pelo próprio laboratório.

O código MFSim vem sendo constrúıdo e aprimorado ao longo dos anos pelos alunos,

pesquisadores e professores do MFLab e já possibilita, atualmente, simular problemas de

engenharia de alta complexidade.

Com base nisso, objetivou-se com o presente trabalho, contribuir sobretudo em dois

aspectos:

� Com a revisão bibliográfica dos métodos utilizados na solução de problemas de CHT.

� Com a solução de um problema que possibilitou introduzir na prática a implementação

de um dos vários métodos de acoplamento existentes.

Foi obtida boa concordância com os modelos anaĺıticos utilizados para validação. Além

disso, com o código implementado resolvem-se problemas relativamente gerais no que diz

respeito às condições de contorno e às caracteŕısticas da equação com a qual modela-se o

problema (regime transiente/permanente, difusão e advecção nas direções x e y).

Os resultados mostrados com as simulações extras para o modelo transiente geral,

também apresentaram coerência com o que era esperado da f́ısica do problema e com bons

valores para o balanço de energia térmica, na ordem de 10−8, o que não valida a simulação,

mas é um indicativo.

Com tudo o que foi exposto, acredita-se que a principal contribuição feita com o

presente trabalho foi a abertura de uma nova linha de pesquisa no MFLab.
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8.2 Trabalhos futuros

Apesar dos bons resultados obtidos, ainda há muito a se explorar e também a ser

melhorado. Algumas sugestões para trabalhos futuros são:

� Comparação entre os resultados obtidos utilizando-se os acoplamentos fraco e forte.

� Comparação entre diferentes métodos de acoplamento como, por exemplo, os métodos

quase-Newton.

� Levar em consideração a variação das propriedades f́ısicas com a temperatura.

� Implementação do refinamento de malha adaptativo.

� Implementação de modelos de turbulência, uma vez que a turbulência é um fenômeno

extremamente importante em processos de transferência de energia térmica.

� Extensão para problemas em que ambos subdomı́nios sejam fluidos, de modo que

a interface não mais seria estática, havendo a necessidade de rastreá-la, o que

aumentaria consideravelmente a complexidade do problema.

� Solução de problemas tridimensionais.

� Solução de problemas com sólidos imersos em movimento trocando energia com o

fluido.
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〈https://doi.org/10.2478/aoter-2013-0013〉.

PATANKAR, S. Numerical heat transfer and fluid flow. Taylor & Francis, 2018. Dispońıvel
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A Solução anaĺıtica do caso de validação

Shah e Jain (2015) apresentam a solução anaĺıtica para a Eq. 6.2 e para a Eq. 6.25 em

suas formas adimensionais. Os adimensionais propostos por eles são:

T+
f =

Tf

QL2

ks

, (A.1)

T+
s =

Ts − T∞

QL2

ks

, (A.2)

x+ =
x

L
, (A.3)

y+ =
y

H
, (A.4)

L+ =
H

L
. (A.5)

O procedimento para resolver o problema conjugado começa pela solução da equação

diferencial para o subdomı́nio fluido, que em sua forma adimensional é dada por:

∂2T+
f

∂y+2
= u+

∂T+
f

∂x+
+ v+

∂T+
f

∂y+
. (A.6)

As condições de contorno para a Eq. A.6 são:

T+
f = T+

in, em x+ = 0. (A.7)

∂T+
f

∂x+
= 0, em x+ = 1. (A.8)

T+
f = T+

wall, em y+ = 0. (A.9)

∂T+
f

∂y+
= 0, em y+ = 1. (A.10)

Nas Eq. A.7 e Eq. A.9, T+
in e T+

wall são, respectivamente, as temperaturas de entrada
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do fluido e a distribuição de temperaturas na interface fluido-sólido em suas formas

adimensionais. Elas são dadas por:

T+
wall =

Twall

QL2

ks

, (A.11)

T+
in =

Tin

QL2

ks

. (A.12)

A solução da Eq. A.6 para as condições de contorno descritas acima é dada por:

T+
f (x+, y+) − T+

in =

∫ x+

0

[

1 − θ(ξ+, x+, y+)
] dT+

wall

dξ+
dξ++

+
k
∑

i=1

[

1 − θ(ξ+i , x
+, y+)

] (

T+
wall(i) − T+

in

)

.

(A.13)

Na equação acima, θ(ξ+, x+, y+) é dado por:

θ(ξ+, x+, y+) =
0, 331Pr1/3Re

1/2
x y+H

x+L

[

1 −
(

ξ+

x+

)3/4
]1/3

− 0, 005405PrRe
3/2
x y+

3

H3

x+3L3

[

1 −
(

ξ+

x+

)3/4
] . (A.14)

Com a solução do subdomı́nio fluido, pode-se calcular o fluxo térmico que será usado

como condição de contorno para o sólido na interface:

q+wall(x
+) =

qwall(x
+)

QL2

H

= −K
∂T+

f

∂y+

∣

∣

∣

∣

y+=0

= K

[

∫ x+

0

θy+(ξ+, x+, 0)
dT+

wall

dξ+
dξ+ +

k
∑

i=1

θy+(ξ+i , x
+, 0)

(

T+
wall(i) − T+

in

)

]

.

(A.15)

Na Eq. A.15, θy+ é a derivada em relação a y+ de θ(ξ+, x+, y+) dado pela Eq. A.14 e

K =
kf
ks

.

A equação diferencial para uma placa plana bidimensional com propriedades f́ısicas

constantes, em regime transiente e com processos transformadores de energia em sua forma

adimensional é dada por:
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∂2T+
s

∂x+2
+ L+2 ∂2T+

s

∂y+2
+ 1 = 0. (A.16)

As condições de contorno para a Eq. A.16 são:

∂T+
s

∂x+
= BiLT

+
s , em x+ = 0. (A.17)

∂T+
s

∂x+
= −BiLT

+
s , em x+ = 1. (A.18)

∂T+
s

∂y+
= BiHT

+
s , em y+ = −1. (A.19)

∂T+
s

∂y+
= −q+wall(x

+), em y+ = 0. (A.20)

A solução da Eq. A.16 pode ser encontrada separando T+
s (x+, y+) em duas componentes,

como mostrado a seguir:

T+
s (x+, y+) = A+(x+) + B+(x+, y+). (A.21)

As duas componentes da distribuição de temperatura são dadas por:

A+(x+) =
1

2

[

x+
(

1 − x+
)

+
1

BiL

]

. (A.22)

B+ =
∞
∑

n=1

[

C+
n cosh(µnHy+) + D+

n

(

βncosh(µnHy+)
)

+ sinh(µnHy+)
]

·

[

µnLcosh(µnLx
+) + BiLsin(µnLx

+)
]

.

(A.23)

Os coeficientes C+
n , D+

n e β+
n na Eq. A.23 são dados por:

C+
n =

−BiH
∫ 1

0
A+(x+) · [µnLcos(µnLx

+) + BiLsin(µnLx
+)] dx+

1
2
·
[

(µ2
nLH + BiHBiL)

(

1 + BiL
(µnL)

2+Bi2
L

)

+ BiH

]

· [µnLsinh(µnH) + Bi + Lcosh(µnH)]
.

(A.24)
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D+
n =

∫ 1

0
q+wall(x

+) · [µnLcost(µnLx
+) + BiLsin(µnLx

+)] dx+

1
2
· (µnL)

[

(µ2
nLH + BiHBiL)

(

1 + BiL
(µnL)2+Bi2

L

)

+ BiH

] . (A.25)

βn =
(µnL)cosh(µnH) − BiL · sinh(µnH)

(µnL)sinh(µnH) + BiL · cosh(µnH)
. (A.26)

Os autovalores µn podem ser obtidos através das ráızes da equação transcendental:

tan(µL) =
2BiL · (µL)

(µL)2 − Bi2L
. (A.27)

Nas equações acima, BiH = hH
k

e BiL = hL
k

.

Com essa metodologia, pode-se encontrar a solução para o problema. Basta repetir o

processo iterativamente até a convergência.
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B Equação de Blasius para camada limite sobre uma

placa plana

Analisando-se um escoamento em regime permanente sem turbulência sobre uma

placa plana semi-infinita alinhada com o escoamento. A velocidade de corrente livre

u∞ é constante, bem como as propriedades do fluido. Ao se utilizar condição de não

deslizamento na superf́ıcie da placa, ou seja, a velocidade do fluido é a mesma da velocidade

da placa, diga-se nula para simplificar a de análise. A equação de balanço de quantidade

de movimento linear para esse caso, juntamente com a equação da continuidade, são dadas

por:

ν
∂2u

∂y2
= u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
, (B.1)

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0. (B.2)

Posicionando os eixos de referência como mostrado na Fig. 6.1, tem-se que as condições

de contorno para a Eq. B.1 são:

u = v = 0, em y = 0. (B.3)

u → u∞, em y → ∞. (B.4)

u = u∞, em x = 0. (B.5)

A seguir, faz-se a seguinte suposição:

u = f(η), onde η = y · g(x). (B.6)

Adotando-se a nomenclatura f ′ = df
dη

e g′ = dg
dx

, tem-se:

∂u

∂x
=

∂f

∂x
=

∂f

∂η

∂η

∂x
= f ′yg′. (B.7)

∂u

∂y
=

∂f

∂y
=

∂f

∂η

∂η

∂y
= f ′g. (B.8)
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∂2u

∂y2
=

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(

∂f

∂y

)

=
∂

∂η

(

∂f

∂y

)

∂η

∂y
= f ′′g2. (B.9)

Agora, substituindo-se os resultados acima na equação para camada limite, Eq. B.1, e

na equação da continuidade, Eq. B.2, obtém-se, respectivamente:

νf ′′g2 = ff ′yg′ + vf ′g. (B.10)

f ′yg′ +
∂v

∂y
= 0. (B.11)

Combinando-se as Equações B.10 e B.11 de modo a eliminar v, e rearranjando as

variáveis, obtém-se:

1

f

d

dη

(

f ′′

f ′

)

=
1

ν

g′

g3
. (B.12)

Nota-se que o lado esquerdo da Eq. B.12 é função apenas de η e que o lado direito é

função apenas de x. Como x e η são independentes, então cada lado deve ser igual a uma

constante, ou seja, o problema foi reduzido para a solução de duas equações diferenciais

ordinárias.

Fazendo-se o lado direito da equação igual a uma constante qualquer −k, tem-se:

dg

g3
= −kνdx. (B.13)

Integrando a Eq. B.13, tem-se:

− 1

2g2
= −kνx + C (B.14)

Aplicando-se as condições de contorno dadas pelas Equações B.4 e B.5, tem-se que

g(0) → ∞, logo C = 0. Assim sendo, tem-se:

g =
1√

2kνx
, η = yg =

y√
2kνx

. (B.15)

Agora, analisando-se o lado esquerdo da Eq. B.12:

1

f

d

dη

(

f ′′

f ′

)

= −k. (B.16)
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d

(

f ′′

f ′

)

= −kfdη. (B.17)

f ′′

f ′
= −k

∫

fdη + C. (B.18)

Como, em y = 0, tem-se que η = u = v = f = 0, então é posśıvel encontrar a constante

de integração com aux́ılio da Eq. B.1:

∂2u

∂y2
= 0 =

∂2f

∂η2
= f ′′. (B.19)

Logo, C = 0 e:

f ′′

f ′
= −k

∫ η

0

fdη. (B.20)

Agora, a fim de se eliminar a integral na equação acima, define-se uma velocidade

adimensional como sendo a derivada de uma função de η:

ξ′(η) =
u

u∞

=
f

u∞

. (B.21)

Então:

f = u∞ξ′

f ′ = u∞ξ′′

f ′′ = u∞ξ′′′

(B.22)

Substituindo-se as Eq. B.22 na Eq. B.20, tem-se:

ξ′′′

ξ′′
= −k

∫ η

0

u∞

dξ

dη
dη = −ku∞ξ. (B.23)

Reescrevendo-se:

ξ′′′ + ku∞ξξ′′ = 0. (B.24)

Como k é uma constante qualquer, mas ku∞ deve ser adimensional, pode-se fazer então

ku∞ = 1
2
. Logo:
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ξ′′′ +
1

2
ξξ′′ = 0 (B.25)

A Eq. B.25 é a equação de Blasius, uma equação diferencial ordinária com as seguintes

condições de contorno:

ξ(0) = 0. (B.26)

ξ′(0) = 0. (B.27)

ξ′(∞) = 1. (B.28)

ξ′′′(0) = 0. (B.29)
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