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NABBOUT, K. O. Métodos de acoplamento para problemas com interacao
térmica entre fluido e sélido. 2020. 105 f. Dissertacao de Mestrado, Universidade

Federal de Uberlandia, Uberlandia.
RESUMO

A andlise de problemas de interacao térmica entre fluido e sélido de maneira acoplada
representou um grande avanco para o desenvolvimento de equipamentos e de sistemas
térmicos presentes na vida cotidiana de pessoas e empresas. Muitos avancos foram feitos
desde que os primeiros trabalhos surgiram na década de 1960, em que solugoes analiticas
para problemas com geometrias simples surgiram. Com o avanc¢o na capacidade de
processamento dos computadores e com o desenvolvimento de novos métodos numéricos,
solugoes cada vez mais precisas para problemas de CHT (Conjugate Heat Transfer) sao
alcancadas, o que resulta no desenvolvimento de processos cada vez mais eficientes. O
objetivo principal do autor do presente trabalho é estudar as principais maneiras de
se fazer o acoplamento térmico entre diferentes subdominios e implementar um cédigo
computacional com o qual resolvem-se problemas de transferéncia térmica de forma
conjugada. O problema escolhido foi o escoamento sobre uma placa plana, para o qual
¢é possivel encontrar na literatura solucao analitica a qual sera utilizada para validacao
dos métodos numérico e computacional utilizados no presente trabalho. Os resultados
obtidos com o codigo desenvolvido pelo autor do presente trabalho foram comparados com
o modelo analitico apresentado por Shah e Jain (2015).

Palavras-Chave: CHT, Conjugate Heat Transfer, Acoplamento térmico, Sistemas

Lineares e nao-Lineares.
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NABBOUT, K. O. Coupling methods for problems with thermal interaction
between fluid and solid. 2020. 105 p. Master Dissertation, Federal University of
Uberlandia, Uberlandia.

ABSTRACT

The analyzis of problems of thermal interaction between fluid and solid in a coupled
manner represented a major advance for the development of equipment and thermal
systems present in the daily lives of people and companies. Many advances have been
made since the first works presented in the 1960s, in which analytical solutions to problems
with simple geometries emerged. With the advance of the processing capacity of computers
and the development of new numerical methods, increasingly accurate solutions to CHT
problems (Conjugate Heat Transfer) are achieved, which results in the development of
increasingly efficient processes . The main objective of the present work is to study
ways to make the thermal coupling between different subdomains and to implement a
computational code capable of solving a thermal transfer problem in a conjugated manner.
The chosen problem was the flow over a flat plate, which has an analytical solution that
will be used to validate the numerical and computational methods used. The results
obtained were compared with the analytical model presented by Shah e Jain (2015).

Keywords: CHT, Conjugate Heat Transfer, Thermal Coupling, Linear and Non-Linear
Systems.



Sumario

Sumario
Lista de Figuras

Lista de Tabelas

—

Motivagao e objetivo
2 Introducao aos problemas térmicos conjugados

3 Acoplamento em problemas térmicos conjugados
3.1 Acoplamento monolitico e particionado . . . . . . ... .00

3.2 Troca de informacao na interface . . . . . . . .. ... L.

4 Meétodos iterativos para solucao de sistemas lineares
4.1 Separacao de Matriz . . . . . . .. ..
4.2 Métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e Relaxacao . . . . . ... .. ... ...
4.3 Métodos do subespaco de Krylov . . . . . ... .. ... ...
4.3.1 Método do Gradiente Conjugado (CG) . . . . ... ... ... ...
4.3.2 Método do Gradiente bi-Conjugado (BiCG) . . .. ... ... ...
4.3.3 Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (BiCGSTAB) . . .

5 Meétodos para solucao de sistemas nao-lineares
5.1 Método de Newton . . . . . .. .. ..
5.2 Métodos quase-Newton . . . . . . . .. ..o
5.2.1 Método das secantes . . . . . . ...
5.2.2 Métodode Broyden . . . . . . ... Lo

6 Metodologia
6.1 Modelo Fisico . . . . . . . . .
6.1.1 Modelo fisico para osdlido . . . . . . . ... ... ... ... ...,
6.1.2 Modelo fisico para o fluido . . . . . . . ... ... ... ... . ...

6.2 Modelo matematico diferencial . . . . . . . . ...

vi

vi

viii

xi

12

18
18
21
23
25
29
31

32
32
33
34
35



6.2.1 Modelo matematico diferencial para o sélido . . . . . .. . ... ..

6.2.2 Modelos matematicos diferenciais para o fluido. . . . . . . . .. ..

6.3 Modelo matematico numérico . . . . . . . ...

6.3.1 Modelo utilizado para validagao . . . . . . ... ... ... ... ..

6.3.2 Modelo em regime transiente . . . . . ... ...

7 Resultados
7.1 Validagao

7.1.1 Comentarios gerais sobre a validacao . . . . .. .. ... ... ...

7.2 Modelos transientes . . . . . .. L

7.2.1 Cuidados com o processo transiente . . . . . . . . .. ... .. ...

7.2.2  Verificagdo do modelo transiente . . . . . . . ... ...

7.2.3 Modelos extras para o caso transiente geral . . . . . . .. .. .. ..

8 Conclusoes e trabalhos futuros

8.1 Conclusoes

8.2 Trabalhos futuros . . . . . . . . ...

Referéncias

A Solugao analitica do caso de validacao

B Equacao de Blasius para camada limite sobre uma placa plana

vil

65
65
73
5
76
80
83

89
89
90

91

94

98



Lista de Figuras

1.1
2.1

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

4.1

4.2

5.1
5.2

6.1

6.2
6.3

6.4

6.5
6.6

6.7

6.8

6.9

Desenvolvimento do perfil de velocidade de um fluido em um canal . . . . . 1

Analise do perfil de temperaturas do fluxo no interior de um trocador de

calor. . . .. 6
Esquema ilustrativo do método monolitico. . . . . . . .. ... .. ... .. 8
Esquema ilustrativo do método particionado. . . . . . . .. ... 9
Esquema ilustrativo para o acoplamento fraco. . . . . . . .. ... .. ... 10

Esquema ilustrativo para o acoplamento forte utilizando-se o método Bloco-

Gauss-Seidel. . . . .. 12
Diferentes métodos de acoplamento. . . . . . . . .. ... 13
Esbogo grafico representando o método da Maxima Descida. . . . . . . .. 26

Esboco grafico representando a combinacao linear feita pelo método CG
para encontrar a nova direcao de busca. . . . . . . ... ..., 28
Representacgao grafica do método de Newton para uma funcao de um variavel. 33
Representagao grafica do método das secantes para uma fung¢ao de uma
variavel. . . .. L 34
Esboco do modelo fisico para o problema de interesse (escoamento laminar
sobre uma placa plana) . . . . . ... 36
Esboco das Praticas A e B utilizadas para discretizacao dos dominios. . . . 44
Esboco ilustrativo da malha utilizada para discretizar o fluido para o caso
de validacao. . . . . . . . .. 45
Esboco ilustrativo da malha utilizada para discretizar o sélido para o caso
de validacao. . . . . . . . .. L 46
Representacao da notacao utilizada para identificar os volumes de controle. 49
Esboco ilustrativo da técnica dos volumes ficticios para aplicacao das
condigoes de contorno. . . . ... ..o 52
Esbogo ilustrativo da segunda malha utilizada para discretizar o fluido para
o modelo transiente. . . . . . . . ... 57
Esbogo ilustrativo da segunda malha utilizada para discretizar o solido para
o modelo transiente. . . . . .. .. L 58

Fluxograma para o método do passo fracionado. . . . . . ... .. .. ... 59

viil



7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

7.13

7.14

7.15

7.16

717

7.18
7.19

Perfis de velocidade, para diferentes posicoes da placa obtidos através da
solugao da equacao de Blasius. . . . . . . .. . ... oL 67
Representagao das condigoes de contorno utilizadas para o modelo de
validagao do fluido. . . . . . . . ..o 68
Representacao das condicoes de contorno utilizadas para o modelo de
validagao do sélido. . . . . . . .. .o 69
Perfil de temperaturas na interface fluido-sélido para uma velocidade de
entrada w;, = 0,0lm/s . . . . . .. 70
Perfil de temperaturas na interface fluido-sélido para uma velocidade de
entrada u;, = 0,05m/s . . . . ... 71
Perfil de temperaturas na interface fluido-sélido para uma velocidade de
entrada w;, = 0,1m/s. . . . . .. 72
Perfil de temperaturas na interface fluido-sélido para uma velocidade de
entrada u, = 0,2m/s. . . . . .. 73
Fluxo térmico enviado do sélido para o fluido ao longo da interface fluido-
sélido para uma velocidade de entrada u;,, = 0,1m/s . . . . .. ... ... 74
Perfis de velocidade, para diferentes posicoes da placa obtidos através da
solucao das equagoes de Navier-Stokes. . . . . . . . . . . . ... ... ... 76
Camada limite fluidodinamica laminar sobre uma placa plana, obtida através
da solugao das equagoes de Navier-Stokes. A velocidade u é dada em m/s. 77
Perfil de temperaturas na interface para o fluido e para o sélido para quatro
diferentes malhas: (a) malha A, (b) malha B, (¢) malha C e (d) malha D. . 79

Fluxo térmico calculado no subdominio fluido para trés instantes de tempo

diferentes: (a) 2s, (b) 20s e (c) 200s. . . . . . . ... 81
Comparagao entre os perfis de temperatura obtidos através do modelo

analitico e da simulacao com o modelo geral transiente. . . . . . . . .. .. 82
Distribuicao de temperaturas para o subdominio fluido. . . . . . . . .. .. 83
Distribuicao de temperaturas para o subdominio sélido. . . . . . . . .. .. 83
Perfil de temperatura na interface. . . . . . . ... ... ... ... .. .. 85
Distribuicao de temperaturas para o subdominio fluido. . . . . . . . .. .. 85
Distribuicao de temperaturas para o subdominio sélido. . . . . . . . . . .. 86
Perfil de temperatura na interface. . . . . . . ... .. ... ... ... .. 86

X



7.20 Distribuicao de temperaturas para o subdominio fluido

7.21 Distribuigao de temperaturas para o subdominio sélido



Lista de Tabelas

1.1
3.1
3.2
6.1
6.2

6.3
6.4

6.5

6.6

6.7

7.1

7.2

7.3

Valores tipicos do coeficiente de troca de energia térmica por convecgao. . .
Condicoes de contorno para a i-ésima iteracao do método FFTB. . . . . . .
Condicoes de contorno para a i-ésima iteracao do método TFFB. . . . . . .
Condigoes de contorno utilizadas para o subdominio sélido. . . . . . . . ..
Condigoes de contorno para a equacgao de balanco de quantidade de movi-
mento linear. . . . . . . . ...
Condigoes de contorno térmicas para o subdominio fluido. . . . . . . . ..
Discretizacao das condicoes de contorno de Dirichilet e de Neumman para
ocaso de validagao. . . . . . . .. ...
Discretizacao das condicoes de contorno de terceiro tipo para o caso de
validacao. . . . . . . .
Discretizacao das condicoes de contorno de Neumann para a malha da
Pratica B. . . . . . . .
Discretizacao das condigoes de contorno de terceiro tipo para a malha da
Pratica B. . . . . . . ..
Solucao obtida por Cengel e Cimbala (2015) para a equacao de Blasius para
camada limite laminar sobre uma placa plana. . . . . . . . .. .. ... ..
Solucao para a equacao de Blasius para camada limite laminar sobre uma
placa plana (presente trabalho). . . . . . . . ... . ... L.
Comparagao entre os resultados obtidos por Cengel e Cimbala (2015) e

aqueles obtidos com o presente trabalho. . . . . . . ... ... ... .. ..

X1

65

66



1 Motivacao e objetivo

Ao se analisar um escoamento (tanto interno quanto externo) de um fluido, percebe-se
que, do ponto de vista fluidodinamico, as condi¢oes de contorno utilizadas sao coerentes
e representam bem a fisica do problema. Tomando-se como exemplo o escoamento de
um fluido no interior de um canal, como mostrado na Fig. 1.1, tem-se, nas paredes,
condicao de nao deslizamento, ou seja, a velocidade do fluido é a mesma da parede.
Essa é uma condigao dita de primeiro tipo, ou de Dirichilet, em que a fung¢ao (no caso
a velocidade) assume um valor prescrito. Neste mesmo exemplo, é comum se utilizar
condic¢ao de Dirichilet na entrada do canal, ao se impor o perfil de velocidades. Na regiao
completamente desenvolvida do escoamento nao hé mais variacao de velocidade na direcao
x (horizontal). Dessa forma, utiliza-se, na saida do canal, uma condi¢ao dita de segundo
tipo, ou de Neumann, em que a derivada da fungdo (no caso a velocidade) assume um
valor prescrito. Matematicamente, essas condi¢oes de contorno podem ser expressas, para
um canal de comprimento L, altura H e em regime permanente, da seguinte maneira:
U(O,y) = ¢l7 u(:v,+%) = ¢t7 U(l‘,—%) = gbb S % = ¢T' Em que ¢, ¢, ¢y € gbr sao

fungoes quaisquer.

Figura 1.1: Desenvolvimento do perfil de velocidade de um fluido em um canal

Camada limite Perfil de velocidade Perfil de velocidade
Regido irrotacional fluidodinamica em desenvolvimento  completamente desenvolvido

—
xl
|
|
|
4 4
|
|
y
\ \
Y
\v v
.
|
\r \
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|

«+————Regido de desenvolvimento fluidodindmico ~—————+ «———— Regido completamente desenvolvida =

Fonte: Adaptado de https://en.wikipedia.org/wiki/Entrance_length.

As condigoes de contorno sdo impostas as Equacoes Diferenciais Ordindrias ou Parciais
de modo a especificar os valores que a fungao e a derivada da func¢ao, respectivamente,
assumem nas fronteiras do dominio. Outras formas de condicao de contorno podem ser
empregadas, como, por exemplo, as condigoes de Cauchy (Riley, Hobson e Bence (2006)) e

as condigoes de contorno de Robin (Gustafson e Abe (1998)), que consistem, basicamente,



na combinagdo das condi¢oes de contorno de primeiro e de segundo tipo (Dirichilet e
Neumann).

Hahn e Ozisik (2012) apresentam alguns tipos de condigoes de contorno para problemas
de transferéncia de energia térmica. Nesses tipos de problema, trés abordagens sao
comumente utilizadas: temperatura prescrita (condi¢ao de primeiro tipo, ou Dirichilet),
fluxo prescrito (condi¢ao de segundo tipo, ou Neumann) ou balango de energia térmica
(condicao de terceiro tipo, ou Robin). Essas condiges sdo representadas, respectivamente,

pelas equacgoes a seguir:

Tsurface = TO ou Tsurface = fl (T7 t) (11)
oT oT
B k(‘?_n sur face N qg o k% sur face - fQ(T’ t) (12)
aoT
— k— = WM Tsurface — Too(1,1)). 1.3
. =T = Tolr0) (1.3

Nas equacgoes acima, r é a posicao, k representa o coeficiente de condutividade térmica

: : w . . : .
do material, com unidades de e e h é o coeficiente de conveccgao térmica, com unidades
m

de

Y Na Eq. 1.1, Ty é uma temperatura prescrita constante e fi(r, t) é uma distribuigao
de temperaturas prescrita, fungao da posi¢ao e do tempo. Na Eq. 1.2, ¢ representa um
fluxo prescrito constante e fo(r,t) é uma distribuigao prescrita de fluxo de energia térmica
funcao da posigao e do tempo. Na Eq. 1.3, T (r, t) representa a temperatura ambiente do
fluido, que pode ser constante ou variar em funcao da posicao e do tempo.

Do ponto de vista matemaético, os tipos de condi¢cao de contorno utilizados tanto
em problemas fluidodinamicos quanto em problemas de transferéncia de energia térmica
cumprem o mesmo objetivo, fornecer informagoes para a solucao, na fronteira, da EDO
ou EDP que modela o problema de interesse. Entretanto, muitas vezes as condigoes
de contorno de Dirichilet e de Neumann nao representam tao bem a fisica da grande
maioria dos problemas de engenharia que envolvem transferéncia térmica na forma de

calor, diferentemente daqueles problemas de natureza puramente fluidodinamica, como o

exemplo ja citado anteriormente.



Imagine o mesmo exemplo do escoamento no interior de um canal, como mostrado na
Fig. 1.1, mas desta vez modelando-se o balanco de energia entre as paredes do canal e
o fluido que passa em seu interior. Utilizar Dirichilet como condi¢ao de contorno para
as paredes significaria dizer que elas manteriam a mesma temperatura (ou distribuigao
de temperaturas) ao longo de todo o canal. Tal condi¢do é um tanto quanto dificil de
ser modelada na pratica, seria necessaria a montagem de um experimento extremamente
bem controlado para conseguir tais condi¢oes. Considerando-se a realidade cotidiana de
industrias e engenheiros, isso nao é algo comum, ou seja, a distribuicao de temperatura
teria que ser conhecida para ser imposta na simulagao. Condigoes de contorno térmicas de
primeiro tipo sao fisicamente representativas na maioria dos casos, mas necessita-se conhecer
a distribuicao espaco-temporal para ser imposta na modelagem. Elas sao, no entanto, as
mais faceis de serem aplicadas. Nada impede que elas sejam utilizadas como forma de se
obter resultados aproximados para problemas desse tipo, o que é viavel, a depender do
nivel de acuracia desejado. Situagoes em que as condicoes de contorno com temperatura
prescrita podem ser aplicadas com boa conformidade com a realidade sao problemas nos
quais ocorrem mudancas de fase como, por exemplo, um spray de resfriamento em que a
superficie permanecera constantemente na temperatura de evaporacao do fluido, desde
que seja aplicado fluido o bastante para manter a superficie molhada e que o fluxo térmico
na forma de calor seja suficiente para manter o processo.

Condicoes de contorno de segundo tipo podem ser representadas fisicamente por
aquecedores, por exemplo, uma fina fita elétrica que, com uma baixa resisténcia de contato
e o devido controle pode fornecer um fluxo de energia térmico prescrito. Contudo, assim
como ocorre para a temperatura prescrita, muitas vezes o controle para que se tenha
um fluxo prescrito é muito complexo e acaba nao sendo algo representativo de muitos
problemas de interesse na engenharia.

Condigoes de contorno de terceiro tipo, ou de balango de energia térmica, sao diferentes
das condigoes de primeiro tipo (temperatura prescrita) e de segundo tipo (fluxo térmico
prescrito), uma vez que nem a temperatura e nem o fluxo sd@o conhecidos, mas sim uma
combinacao entre os dois. Do ponto de vista matematico, condi¢oes de contorno de balanco
de energia térmica sao as que fornecem maior complexidade, entretanto, do ponto de vista
fisico, elas sao as mais faceis de serem reproduzidas. Esse tipo de condi¢ao de contorno

fornece boa coeréncia com a grande maioria dos problemas de engenharia. O grande desafio



para utilizd-las, consiste em encontrar o coeficiente de calor por convecgao térmica (h),
uma vez que ele é funcao de varias varidveis, algumas delas podendo ser bem complexas,
como a geometria e as condi¢oes do escoamento. Hahn e Ozisik (2012) apresentam alguns
valores tipicos de h para algumas aplicacoes, como pode ser visto na Tab. 1.1.

Percebe-se que o valor de h ¢é extremamente sensivel as condicoes do escoamento e a
geometria. Varios experimentos e estudos foram feitos ao longo do tempo e é possivel utilizar
valores de h tabelados em varias aplicagoes de engenharia, bem como varias correlagoes
matematicas para problemas especificos. Entretanto, para aplicagoes que exigem um nivel
maior de acurdcia e representatividade, outros métodos devem ser aplicados.

O foco principal do presente trabalho ¢ apresentar formas de como implementar as
condigoes de contorno de primeiro, segundo e terceiro tipo em problemas conjugados de
transferéncia de energia térmica (CHT), do inglés, Conjugate Heat Transfer e, em seguida,
apresentar resultados de simulacoes feitas em cddigo préprio utilizando-se alguns dos

métodos apresentados.

Tabela 1.1: Valores tipicos do coeficiente de troca de energia térmica por conveccao.

Type of Flow* h, W/(m? - K)

Free Convection, AT =25 K
(0.25-m vertical plate in:

Atmospheric air 5
Engine oil 40
Water 440
0.02-m (OD) horizontal cylinder in:
Atmospheric air 10
Engine oil 60
Water 740
Forced Convection

Atmospheric air at 25K with U
flat plate
Flow at 5 m/s across 1-cm (OD) cylinder of:

~ = 10 m/s over L = 0.1-m 40

Atmospheric air 90
Engine oil 1.800
Water flow at 1 kg/s inside 2.5-cm (ID) tube 10,500
Boiling of Water at 1 atm
Pool boiling in a container 3.000
Pool boiling at peak heat flux 35.000
Film boiling 300
Condensation of Steam at 1 atm
Film condensation on horizontal tubes 9.000-25.000
Film condensation on vertical surfaces 4.000-11.000
Dropwise condensation 60,000-120,000

40D = outer diameter and ID = inner diameter.

Fonte: Hahn e Ozisik (2012)



2 Introducao aos problemas térmicos conjugados

No comeco da década de 1960, iniciou-se a solugao de problemas de transferéncia
de energia térmica utilizando-se métodos chamados conjugados ou acoplados. Dai o
termo Conjugate Heat Transfer (CHT), que se refere a uma classe de problemas que
envolve variacao de temperatura entre sélido e fluido devido a interacao térmica entre eles.
Em outras palavras, sao problemas contendo dois ou mais subdominios com fenomenos
modelados com diferentes equacoes diferenciais. Ao se resolver o problema em cada
subdominio, as solugbes devem, entdo, ser conjugadas/acopladas. O mesmo procedimento
pode ser utilizado se o problema é modelado com uma tnica equacgao diferencial, mas os
subdominios apresentam diferentes propriedades fisicas e geométricas.

Em um problema conjugado, a distribuicao de temperatura e fluxo de energia térmica
ao longo da interface entre um fluido e um soélido é desconhecida. Entao, as solugoes
analiticas de problemas conjugados dependem de métodos que determinam a transferéncia
de energia térmica de superficies nao isotérmicas arbitrarias. Resolvendo-se o sistema de
equacoes para camada limite para uma superficie nao isotérmica arbitraria, obtém-se a
equagao q,1 = f1|Tw(x)]. A outra relacao entre as mesmas variaveis, g2 = fo[Tw ()], pode
ser obtida resolvendo-se a equacao de condugao para o sélido. Em seguida, utilizando-se
a condigdo conjugada, ¢, = Gu2, encontra-se o campo de temperaturas, fi[T,(z)] =
folTw(z)].

Por exemplo, o fluxo térmico entre um corpo e um fluido passando por ele é um
problema conjugado, pois a transferéncia de energia térmica dentro do corpo é modelada
com a equacao de conducao, enquanto que a transferéncia de energia térmica no fluido
¢ modelada com a equacao de Navier-Stokes/energia térmica ou com uma equagao para
camada limite.

A transferéncia de energia térmica conjugada corresponde a combinacao da transferéncia
em soélidos e em fluidos, sendo que em sélidos o0 modo de transferéncia térmica dominante é
a conducao, enquanto que em fluidos a conveccao é frequentemente dominante. Combinar
de maneira eficiente os fenomenos de transferéncia térmica entre sélidos e fluidos é a chave
para o desenvolvimento de melhores projetos de, por exemplo, resfriadores, aquecedores
e/ou trocadores térmicos, como pode ser visto na Fig. 2.1. A interagdo térmica entre

fluido e sélido é algo muito comum e esta presente na maioria dos problemas de engenharia,



uma vez que em muitos casos ha o escoamento de um fluido ao redor de um sélido, ou até

mesmo solidos imersos em um fluido.

Figura 2.1: Analise do perfil de temperaturas do fluxo no interior de um trocador de calor.

Fonte: https://www.comsol.pt/heat-transfer-module

No comego da década de 1960, Perelman (1961) iniciou a anélise de problemas térmicos
conjugados em problemas como o escoamento laminar ao redor de uma placa plana sujeita
a processos transformadores de energia, por exemplo o efeito Joule. Em seu trabalho,
foi utilizado o método de Lighthil, apresentado por Lighthill (1950), o qual é baseado
na distribuicao linear de velocidades na camada limite térmica. Segundo Dorfman e
Renner (2009), a validade dessa suposi¢ao melhora conforme o nimero de Prandtl do
fluido aumenta. Para o caso em que o valor de Pr é pequeno, a velocidade através da
camada limite pode ser considerada igual a velocidade do escoamento externo.

Desde entao, novos métodos para solugao de problemas de CHT tém sido apresentados,
possibilitando a modelagem e a investigacao em véarias aplicagoes nas mais diversas areas da
ciéncia, como, por exemplo, nos setores aeroespacial e nuclear, em componentes eletronicos
e em interacoes térmicas meteorolégicas. Luikov et al. (1970) apresentam a solu¢ao na
forma de séries de poténcia para um problema térmico conjugado de um escoamento sobre
uma placa plana. No ano seguinte, Luikov, Aleksashenko e Aleksashenko (1971) apresentam
métodos para resolver problemas de calor conjugado tanto em escoamentos internos quanto
externos. O método desenvolvido para problemas térmicos conjugados internos é baseado
na reducao do problema em uma tnica equacao integral para a temperatura na superficie.
O método permite solucao exata para regimes transiente e permanente. Em problemas

térmicos conjugados externos, o método é baseado na expansao em séries de poténcias do



parametro da transformada senoidal de Fourier generalizada do perfil de temperaturas do
escoamento sobre uma superficie.

Dorfman e Renner (2009) faz um apanhado de quase duzentas publicages sobre o tema
e mostra, também, solucoes analiticas de problemas de CHT. As técnicas para estudar estes
tipos de problemas foram evoluindo com o tempo e hoje é possivel substituir a maioria
das abordagens empiricas baseadas na obtengao do coeficiente convectivo (h), abordagens
essas que datam desde a época de Newton, como mostrado por Besson (2012).

A seguir, alguns métodos para abordar e resolver problemas de CHT serao apresentados.



3 Acoplamento em problemas térmicos conjugados

A abordagem para se resolver problemas de CHT consiste em resolver simultaneamente
a equacgao de conducao de energia térmica para o solido e Navier-Stokes e energia térmica
para o fluido, de modo que o campo de temperaturas e o fluxo térmico na interface entre os
subdominios sejam encontrados com a solucao do problema acoplado. Segundo Verstraete
e Scholl (2016), desde a segunda metade do século passado, muitos métodos analiticos para
lidar com problemas de CHT foram propostos. Duas estratégias principais sao utilizadas,
dependendo de como a continuidade de temperatura e fluxo térmico é imposta na superficie

comum entre sélido e fluido.

3.1 Acoplamento monolitico e particionado

A primeira estratégia integra as equagoes do fluido e do sélido em um tnico sistema
e trata a continuidade de temperatura e fluxo térmico implicitamente. Esta abordagem,
esquematizada na Fig. 3.1, é chamada monolitica e, segundo Verstraete e Scholl (2016),
¢ computacionalmente eficiente, mas requer que todos os subdominios (sélidos e fluidos)
sejam resolvidos de maneira unificada. Nesta abordagem, nenhuma outra restricao é
adicionada a solugao numérica além daquelas inerentes aos métodos numéricos utilizados

em cada subsistema, garantindo robustez numérica.

4 Sistema nao-linear )

Y

Fluido

< rerece >

Sélido

o~

Figura 3.1: Esquema ilustrativo do método monolitico.




Na segunda estratégia, calcula-se separadamente o fluxo e o campo térmicos dos
subdominios sélidos e fluidos fazendo-se um acoplamento através das condicoes de contorno
na interface entre eles. Neste método, esquematizado na Fig. 3.2, comumente chamado de
método particionado, pode-se necessitar de iteragoes sequenciais para obter a continuidade
do campo de temperaturas e de fluxo térmico entre os subdominios, o que pode gerar
instabilidades. Verstraete e Scholl (2016) acrescenta ainda que ,em muitos casos, 0s
subdominios podem apresentar diferencas entre as malhas e as discretizacoes espaciais,

fazendo-se necessarias interpolagoes nas condigoes de contorno entre as malhas.

Figura 3.2: Esquema ilustrativo do método particionado.
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Fonte: Autoria prépria.

Com a abordagem monolitica, garante-se, intrinsecamente, a continuidade de tempe-
ratura e fluxo térmico na interface, nao necessitando o uso de condigoes de interface e
interpolacoes que podem resultar em problemas de estabilidade. Contudo, a abordagem
monolitica se torna impraticavel em configuracoes industriais mais complexas, ao contrario
do método particionado que, com as estratégias adequadas para problemas multi-fisicos,
pode ser uma abordagem viavel. Isto se deve ao fato de que o acoplamento monolitico
necessita de um codigo construido especificamente para um dado problema, enquanto

que com o acoplamento particionado pode-se utilizar c6digos e/ou métodos altamente



adequados e eficientes para resolver cada subdominio.

Dentro do método particionado, existem ainda duas maneiras diferentes, comumente
utilizadas na literatura, de se fazer o acoplamento entre os subdominios. Ribeiro Neto
(2016) apresenta as ideias principais nessas formas de acoplamentos.

O primeiro subgrupo do método particionado é chamado de acoplamento fraco. Nesse
método, as informacao na interface sao passadas de um subdominio para o outro uma tnica
vez a cada passo de tempo. Este método também é conhecido como CSS (Conventional
Sequential Staggered), que traduzindo significa sequéncia atrasada convencional, e esté

representado esquematicamente na Fig. 3.3.

Figura 3.3: Esquema ilustrativo para o acoplamento fraco.
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Fonte: Adaptado de Ribeiro Neto (2016)

Nesta figura é apresentada uma maneira de se fazer a troca de informacoes na in-
terface (com fluxo térmico e temperatura), outras formas de troca de informacgoes serao
apresentadas na secao seguinte. A seguir é apresentada uma sequéncia explicativa para o

acoplamento apresentado na Fig. 3.3.

1. Fornece-se as condigoes iniciais e de contorno para o sélido.

2. Efetua-se o calculo da equacao da energia térmica para o sélido com as informagoes

fornecidas.
3. Com os resultados obtidos para o soélido, calcula-se o fluxo térmico na interface.

4. Fornece-se o fluxo térmico calculado anteriormente como condi¢ao de contorno para

o fluido.

5. Efetua-se o calculo das equacoes de Navier-Stokes e energia térmica para o fluido

com as informagoes fornecidas.
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6. Obtém-se um novo campo de temperaturas para o fluido. A distribuicao de tempe-
ratura na interface é fornecida como condigao de contorno para iniciar os calculos do

passo de tempo seguinte relativos ao sélido.

7. O processo é repetido até o fim da simulacao.

O segundo subgrupo do método particionado é chamado de acoplamento forte. Nele,
as informacao na interface sao passadas de um subdominio para o outro até que se alcance
a continuidade das condi¢oes de contorno ou até um nimero maximo de iteracoes para
cada passo de tempo. O acoplamento forte pode ser visto como uma tentativa de se obter
uma solucao monolitica utilizando-se um cédigo particionado, uma vez que ele tende a
solucao do acoplamento monolitico a medida que mais iteragoes sao feitas. Existem varios
métodos para se fazer o acoplamento forte, alguns deles serao apresentados adiante neste
trabalho. Na Fig. 3.4 pode-se observar um desses métodos, o método Bloco-Gauss-Seidel

nao linear, cujo funcionamento ¢é explicado a seguir:

1. Fornece-se as condigoes iniciais e de contorno para o sélido.

2. Efetua-se a solucao da equacao da energia térmica para o sélido com as informagoes

fornecidas.
3. Com os resultados obtidos para o sélido, calcula-se o fluxo térmico na interface.

4. Fornece-se o fluxo térmico calculado anteriormente como condi¢ao de contorno para

o fluido.

5. Efetua-se o calculo das equacoes de Navier-Stokes e energia térmica para o fluido

com as informagoes fornecidas.

6. Obtém-se um novo campo de temperaturas para o fluido. A distribuicao de tempe-
raturas na interface é fornecida como condi¢ao de contorno para o sélido reiniciar os

calculos, no mesmo passo de tempo.

7. Repete-se o processo até o nimero maximo de iteracoes ou até que haja convergéencia,

ou seja, continuidade de temperatura e fluxo térmico na interface.

8. Uma vez obtida a convergéncia, a distribui¢ao de temperaturas do fluido na interface
¢é fornecida como condicao de contorno para iniciar os cdlculos do passo de tempo

seguinte relativos ao soélido.
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9. O processo ¢ repetido até o fim da simulacao.

Figura 3.4: Esquema ilustrativo para o acoplamento forte utilizando-se o método Bloco-
Gauss-Seidel.
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Fonte: Adaptado de Ribeiro Neto (2016)

3.2 Troca de informacao na interface

A escolha adequada das condicoes de interface em termos de estabilidade e velocidade
de convergéncia é um dos principais problemas do método particionado. Entretanto, alguns
estudos tem sido desenvolvidos para analisar as condi¢oes de interface em problemas de
CHT. Verstraete e Scholl (2016) faz uma andlise de estabilidade para o método particionado
e apresenta algumas maneiras de se fazer o acoplamento, como pode ser visto na Fig. 3.5,
e que serao explicados a seguir.

A primeira maneira de se fazer o acoplamento é através do método FFTB (Flux Forward
Temperature Back). Neste método, a distribuicao de temperatura na parede é fornecida
como condicao de contorno para o fluido. Apds resolver-se a equacao da energia térmica
para o fluido, encontra-se o fluxo térmico resultante na interface. Esse fluxo térmico
encontrado é, entao, utilizado como condicao de contorno para o sélido. Apds a equagao
de energia térmica ser resolvida para o sélido com a nova condigao de contorno, devolve-se
uma nova distribuicao de temperatura para o fluido. Este procedimento é repetido até
que seja obtida convergéncia, ou seja, temperatura e fluxo térmico serao continuos entre
os subdominios sélido e fluido. A estimativa inicial nao precisa estar completamente
desenvolvida, uma vez que as condigoes de contorno serao atualizadas iterativamente.
Dessa forma, pode-se usar uma distribuicao de temperaturas qualquer como condi¢ao

de contorno inicial na interface, mas quanto mais proxima da condicao real, a qual é

12



Figura 3.5: Diferentes métodos de acoplamento.
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Fonte: Verstraete e Scholl (2016)

desconhecida, mais rapida sera a convergéncia. Vale ressaltar que a malha para o fluido
pode ser diferente da malha para o sélido, fazendo-se necesséario interpolagao.

A convergéncia entre os subdominios é obtida quando a temperatura e o fluxo térmico
na interface sofre alteragdes menores que uma tolerancia (definida pelo usudrio) entre duas
iteracoes sucessivas. A continuidade da temperatura e do fluxo é entao obtida, uma vez
que a distribuicao de temperatura utilizada para fluido resultarda em um fluxo térmico
que, ao ser imposto ao solido, ird retornar a mesma distribuicao de temperaturas para o
fluido. Caso haja problemas de convergéncia, o método pode ser estabilizado usando-se
sub-relaxagao, como mostrado por Verstraete e Scholl (2016). Sao apresentadas na Tab.
3.1 as condigoes de contorno para o método FFTB com e sem sub-relaxacdao. Com os
coeficientes de relaxacao fr e 3, determina-se o peso dado a nova temperatura e fluxo
térmico, respectivamente, em relagao a condigao de contorno anterior. Se fr =0e 3, =0,
entao nao ha relaxagao e as equagoes se tornam iguais as do método original.

Com o método FFTB apresentam-se algumas restricoes, como por exemplo para o
caso de um sélido completamente imerso em um fluido em que todas as condigoes de
contorno térmicas sao de segundo tipo (Neumann), entdo o problema de CHT estara mal

condicionado e nao podera ser resolvido em regime permanente, pois a solucao da EDP
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Tabela 3.1: Condigoes de contorno para a i-ésima iteragao do método FFTB.

Sem sub-relaxacao Com sub-relaxacao
qgw = q}w q;w = qu;;1 + (1 - 5Q)Q}w
Tij_ul = Tslw TZZI = 5TTiw + (1 - /BT)TS’LU]

Fonte: Autoria propria.

eliptica caracteristica do problema nao apresentard a propriedade de unicidade, ou seja,
existem varias solugoes para o mesmo problema. Neste caso, em que apenas condig¢oes
de contorno de Neumann foram impostas, a equagao da energia para o sélido pode ser
resolvida em regime transiente. Dessa forma, ambos os dominios serao resolvidos com
métodos de marcha no tempo e com troca de informagoes na interface em passos de tempos
regulares.

Uma alternativa para o método FFTB seria impor como condi¢ao de contorno ao
fluido nao mais a temperatura, mas sim o fluxo térmico, e este, por sua vez, retornaria
uma distribuicao de temperaturas para o sélido, que apés resolvido retornaria um fluxo
térmico atualizado para o fluido e esse processo se repetiria até a convergéncia. Este
método é chamado TFFB, do inglés, Temperature Forward Flur Back. O esquema deste
método pode ser visto no canto superior direito da Fig. 3.5. Com esse método, parte-se
de uma estimativa inicial da distribuicao de temperatura na parede para a solucao da
equacao da energia térmica para o solido que iniciard o ciclo de acoplamento. Assim como
para o método FFTB, a estimativa inicial pode ser qualquer, uma vez que, caso haja
convergéencia, o método convergira para a condicao de contorno correta iterativamente.
Pode-se utilizar o mesmo critério de convergéncia daquele utilizado para o método FFTB,
ficando a critério do usudrio/programador de acordo com a sua inteng¢do. Com isso, a
continuidade da temperatura e do fluxo é entao obtida, uma vez que a distribuicao de
temperaturas utilizada pelo sélido resultard em um fluxo térmico que ao ser imposto
ao fluido ird retornar a mesma distribuicao de temperaturas para o sélido. Caso haja
problemas de convergéncia, o método pode ser estabilizado usando-se sub-relaxagao, como
mostrado na Tab. 3.2.

Com o terceiro método, utiliza-se o conceito de convecgao térmica, como mostrado na

Eq. 3.1, para atualizar as condicoes de contorno para o subdominio sélido, o qual, apds
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Tabela 3.2: Condigoes de contorno para a i-ésima iteragao do método TFFB.

Sem sub-relaxacao Com sub-relaxagao
i i i _ o il i
qfw - qsw qfw - ﬁqqf’w + (1 - ﬁq)qsw
Tslt_u‘—l = Z'w Tslt_u‘—l = BTTsiw + (1 - 5T)T}w

Fonte: Autoria propria.

os calculos, retornara um campo de temperaturas para o fluido. Este método é chamado
Heat Transfer Coefficient Forward Temperature Back (hFTB) e estd mostrado na parte
inferior esquerda da Fig. 3.5. Com esse método, comeca-se com uma distribuicao de
temperatura inicial na interface para se resolver o subdominio fluido, que apds resolvido,
fornecera informacoes necessarias para o calculo do coeficiente de convecgao térmica h e
da temperatura ambiente do fluido T;. Os valores de h e de T sao entao substituidos na
Eq. 3.1, resultando em uma relacao entre 7T}, e ¢, que pode ser usada como condicao de

contorno para o subdominio sélido:

do = h(Tw — Tp). (3.1)

A vantagem em se usar o conceito expresso com a equacao anterior como condicao de
contorno consiste no fato de que ¢, estara, automaticamente, em funcao do novo valor de
T, o qual retornara como condicao de contorno para o fluido, de modo que o loop sera
repetido até a convergéncia. O grande desafio consiste no cdlculo de h e de T}; através da
solugao da equacao da energia. Tanto h quanto T devem satisfazer a Eq. 3.1, em que
T, é a condicao de contorno imposta e ¢, é o fluxo térmico encontrado apds se resolver o
fluido. Entretanto, existem duas varidveis para apenas uma equagao.

Existem algumas formas de se contornar este problema, a mais simples delas talvez
seja, simplesmente, impor um valor positivo constante para h. Serd mostrado a seguir que,
mesmo nao havendo fluxo térmico entre as interfaces, o método resulta na continuidade de
temperatura e fluxo entre os subdominios. O valor de h apenas tem influencia na taxa de
convergencia do problema e nao afeta o resultado final. As condi¢oes de contorno para a

i-ésima iteracao deste método sao apresentadas a seguir:
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Qo = MLy — Th)- (3.3)
Tih =T, (3.4)

A Eq. 3.2 é usada para calcular o valor de T;, em funcao do valor de Ty, e ¢y, obtidos
pela solucao do subdominio fluido. A Eq. 3.3 é a condicao de contorno para o sélido. A
Eq. 3.4 é a condicao de contorno para a proxima iteracao do fluido. Subtraindo-se a Eq.

3.2 da Eq. 3.3, obtém-se:

Substituindo-se a Eq. 3.4 na Eq. 3.5, tem-se:

E possivel observar através das Eq. 3.5 e 3.6 que, para h > 0, se | T};l — T}w |— 0,
entao | ¢l, — g4, |— 0 e | T%, — T}, |— 0. Isso mostra que, se a temperatura do fluido
nao muda de uma iteragao para a outra, a continuidade de temperatura e do fluxo térmico
através da interface é obtida e o valor de h nao tem influéncia na solucao final, afetando
apenas a taxa de convergéncia. Valores de h pequenos resultam em grandes diferengas de
temperatura entre duas iteragoes consecutivas, para uma dada diferenca de fluxo térmico.
O valor escolhido para h pode tanto acelerar a convergéncia do método como leva-lo
a divergir, sendo necessaria uma relagao de compromisso entre tempo computacional e
estabilidade. Uma vez que o valor de h pode ser escolhido livremente e nao corresponde,
necessariamente, ao valor real do coeficiente conveccao térmica do problema, ele é chamado
de coeficiente convectivo virtual.

O quarto método, postulado por Verstraete e Scholl (2016) como hFFT, do ingés Heat
Transfer Coefficient Forward Flux Back, é uma alternativa ao hFTB anteriormente visto.
A diferenca entre os dois é que, o hFFT retorna fluxo térmico como condigao de contorno
para o fluido, ao contrario do hFTB que retorna uma distribuicao de temperaturas.

Assim como no hFTB, o valor de h nao afeta o resultado final, apenas a taxa de

convergencia. As condigbes de contorno para a i-ésima iteracao do método hFFT podem
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ser descritas como:

A Eq. 3.7 é usada para calcular, com um valor fixo de h, o valor de Ty; em fungao do
valor de T',, e qy,, definidos pela solucao da equagao da energia térmica para o fluido. A
Eq. 3.8 é a condicao de contorno para o calculo da equagao da difusao no sélido e resultara
em uma nova distribuicao de temperaturas T}, e um novo fluxo térmico ¢s, na interface.
Com a Eq. 3.9, atualiza-se a condicao de contorno utilizada para o fluido na préxima
iteracao. Subtraindo-se a Eq. 3.7 da Eq. 3.8 e em seguida substituindo-se a Eq. 3.9 no

resultado, obtém-se a seguinte equagao como resultado:

Tsw - wa = E(qfirul - wa) (310)

A Eq. 3.10 implica que, para h > 0, se | q;:;l — q}y |— 0, entdo | T, — T}, [— 0
el q, — q;}w |— 0. Logo, assim como para o método hFTB, o valor de h néo afeta a

solucao final do problema, uma vez que a continuidade de temperatura e de fluxo térmico

entre os subdominios é satisfeita.
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4 Meétodos iterativos para solucao de sistemas linea-
res

Métodos iterativos para solugao de sistema lineares sao uma alternativa para os
chamados métodos diretos, com os quais busca-se a solucao de um problema através de
métodos matematicos como, por exemplo, eliminacao de Gauss e decomposicao LU. Ja
os métodos iterativos buscam a solucao de um sistema linear resolvendo-o iterativamente
com aproximagoes para o vetor solucao do sistema. Neste capitulo, o sistema de equagoes

a se resolver é do tipo:

Az =b. (4.1)

Em que A é a matriz dos coeficientes, x é o vetor solucao e b é o vetor resultado,
também chamado de rhs, do inglés, right hand side.

Métodos iterativos levam a solugao x de um sistema linear apés infinitos passos e em
cada passo é necessério o cdlculo do residuo do sistema. Raviart et al. (1998) menciona que
para o caso de uma matriz completa, o custo computacional de métodos iterativos é da
ordem de n? operacoes para cada iteracao, ao passo que o custo total para métodos diretos
¢ da ordem de %n?’ operacoes, em que n é o tamanho do sistema. Por isso, métodos diretos
se tornam proibitivos quando se trata de tempo computacional a medida que n aumenta.
Outra fraqueza em métodos diretos, como a eliminagao de Gauss por exemplo, é que
normalmente eles requerem o armazenamento de todos os componente da matriz A. Isso
se torna uma desvantagem, uma vez que em muitas aplicagoes reais, a matriz A é esparsa,
ou seja, a maioria dos elementos sao zeros, o que torna desnecessario o armazenamento

desses valores.

4.1 Separacao de Matriz

Segundo Raviart et al. (1998), uma técnica geral para conceber métodos iterativos
lineares consistentes é baseada na separacao da matriz A na diferenca entre duas novas

matrizes S e T, como mostrado na Eq. 4.2:

A=S—T. (4.2)
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Substituindo-se a Eq. 4.2 na Eq. 4.1, obtém-se:

Sz =Tx+Db. (4.3)

Através da Eq. 4.3, pode-se aplicar o método iterativo:

Sa*H) = Tz® 4 p, (4.4)

Se este procedimento convergir, ou seja, (k) — = a medida que kK — oo, entao = é
solucao do problema original Az = b. Entretanto, nem sempre ¢é claro se o método dado
pela Eq. 4.4 converge ou nao.

Existem varias maneiras possiveis para separar a matriz A. Algumas opgoes poderiam

levar em consideracao dois fatores:

e 0 novo vetor z**t1) deve ser ficil de calcular, ou seja, S deve ser facilmente inversivel

(por exemplo S pode ser diagonal ou triangular);

e 0 esquema deve convergir o mais rapido possivel para a solugao.

Estas duas opc¢oes sao conflitantes, pois a escolha de uma separacao que seja facil
de inverter pode nao convergir tao rapidamente, ou até mesmo nem convirja. No outro
extremo, poderia-se convergir para a solu¢ao em apenas um passo, fazendo-se S = A e
T = 0, mas isso tiraria todo o sentido do método de separacao.

A Eq. 4.4 pode ser reescrita da seguinte forma:

g® ) = Ba® o f. (4.5)

Na Eq. 4.5, B é uma matriz quadrada n x n chamada de matriz de iteragao e f é o
vetor obtido através de b (ou rhs, right hand side). Dessa forma, a matriz de itera¢ao da
Eq. 4.3 é dada por B = S7'T, enquanto que f = S~'b. Alternativamente, a Eq. 4.4 pode

ser escrita na forma:

26D — k) g1,k (4.6)

Na Eq. 4.6, ®) representa o vetor residuo no passo k e pode ser calculado da seguinte

maneira:
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r®) = b — Az®). (4.7)

Vale ressaltar que a matriz S, além de ser nao-singular, deve ser facilmente inversivel
para que se mantenha baixo custo computacional e que se S for igual a Ae T =0, o
método da Eq. 4.6 convergird em uma tunica interacao, mas ao mesmo custo de um método
método direto. Raviart et al. (1998) menciona ainda duas propriedades que garantem a

convergéncia da Eq. 4.6, caso sejam cumpridas condigoes adequadas para a divisao de A:

e Seja A=S5—T, com A e S simétricos e positivos definidos. Se a matriz 25 — A for
positiva definida, entao o método iterativo da Eq. 4.6 é convergente para qualquer
estimativa inicial de x(g) e p(B) = || B||a = || Bl|s < 1, onde p(B) representa o raio

espectral de B.

e Seja A = S — T com A sendo simétrica e positiva definida. Se a matriz S +
ST — A é positiva definida, entao S é inversivel e o método iterativo da Eq. 4.6 é

monotonicamente convergente em relagao as normas || - ||s e || - || a-

Antes de continuar a analise, vale introduzir a seguinte notacao:

A=L+D+U=5-T. (4.8)

Na equacao acima, L é a matriz triangular inferior formada pelos elementos abaixo da
diagonal principal de A, D é a matriz formada pelos elementos da diagonal principal de A

e U é a matriz triangular superior formada pelos elementos acima da diagonal principal de
A.

A seguir, sao consideradas trés formas de separacao, as quais definem os métodos
iterativos classicamente utilizados na literatura para se introduzir métodos de solugao para

sistemas lineares.

1. Método de Jacobi
2. Método de Gauss-Seidel

3. Método de sobre-relaxagao sucessiva (SOR)

20



4.2 Meétodos de Jacobi, Gauss-Seidel e Relaxacao

Os métodos mencionados anteriormente sao métodos classicos para solucao de sistemas
lineares e é impossivel nao introduzi-los quando se fala do assunto.

Se a diagonal principal da matriz A nao possuir nenhum termo nulo, pode-se, entao,
colocar em evideéncia a variavel correspondente de cada equagao, obtendo-se o seguinte

sistema linear:

1
= |0 =Y ayay =1,...,n. :
T; ol a;;T;| i=1,...,n (4.9)
]:1
JFi

No método de Jacobi, parte-se de uma estimativa inicial para z(0) e entao calcula-se

z*+1) g partir da seguinte equacio:

n

(k1) _ 1 (k) _
x; = b; — E aijr; | i=1,..,n. (4.10)
J=1
J#i

Com a Eq. 4.10, estabelece-se que a matriz A foi separada de modo que S = D e

T=D—A=L+U. Entao, a matriz de iteracao para o método de Jacobi é dada por:

By=D YL+U)=1-D"A (4.11)

Uma maneira mais geral de se escrever o método de Jacobi é utilizando-se um parametro

de relaxagao w, em que a Eq. 4.10 é substituida pela seguinte equagao:

n

(k+1) _ W § : (k) (k) C_
CCZ- = a—“ bl— : laijxj —|-(1—(,¢.))£L'Z s 1 = 1,...,71,. (412)
J:
J#i

Este método é chamado de JOR (Jacobi Over-Relazation) e sua matriz de iteracao

pode ser reescrita como mostrado na Eq. 4.13 a seguir:

BJW :LUBJ—l-(l—LU)[ (413)

Da mesma forma, a Eq. 4.6 corresponde a:
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261 — () | D=1, (4.14)

O método apresentado pela Eq. 4.14 é consistente para qualquer w # 0 e se w =1 ele
coincide com o método de Jacobi.

O método de Gauss-Seidel difere do método de Jacobi pelo fato de que, ao invés de se
(k)

%

usarem apenas os valores do passo anterior, x
(k

i

, usam-se os valores ja disponiveis do no
+1 . , . , . .
asso atual, x ). Sendo assim, o método de Gauss-Seidel é pode ser escrito da seguinte
) )

maneira:

i—1

(k1) _ 1 ) N (k) -
Z; = a—“ bl - Zaijxj — Z ai]-xj y 1= 1, ., n. (415)

j=1 j=it1
Este método equivale a dividir A da seguinte maneira: S = D — L e T = U. Dessa

forma, a matriz de iteracao para o método de Gauss-Seidel pode ser escrita como:

Bgs = (D — E)7'U. (4.16)

Analogamente ao que foi feito para o método de Jacobi, é possivel aplicar um coeficiente

de relaxagao ao método de Gauss-Seidel, o que resultara no seguinte método:

i—1

(k+1) _ W (k+1) = (k) (k) o
YT bi = Z;%'xj - AZ% agr; | +(1—w)z”,  i=1..,n (417
J= J=

Este método é chamado de SOR (Successive Over-Relazation) e sua matriz de iteragao
¢ dada por:
Bsor= (I —wD'L)"' [(1 —w)I +wD™'U]J. (4.18)

Da mesma forma, a Eq. 4.6 assume a seguinte forma para o método SOR:

-1
S _ ) (1 D L) ) (4.19)
w

O método apresentado com a Eq. 4.19 é consistente para qualquer w # 0 e se w =1
ele coincide com o método de Gauss-Seidel. Em particular, se w € (0,1) o método é dito

de sob-relaxacao, enquanto que se w > 1 ele é dito de sobre-relaxacao.
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Uma vez apresentados os métodos, é importante apresentar, mesmo que brevemente,
alguns critérios de convergéncia para eles. Existem algumas classes especiais de matrizes
para as quais é possivel estabelecer a priori algumas condigoes de convergéncia para os
métodos de Jacobi e Gauss-Seidel. A seguir, sao mostrados alguns teoremas, caso o leitor

tenha interesse, Raviart et al. (1998) apresenta a prova de cada um deles:

e Se A ¢é uma matriz estritamente diagonal dominante por linhas, entdao os métodos de

Jacobi e Gauss-Seidel sao convergentes.

e Se A e 2D — A sao matrizes simétricas e positivas definidas, entao o método de
Jacobi é convergente e p(B;) = ||By|la = ||Bs||p, em que p(By) é o raio espectral da

matriz de iteracao para o método de Jacobi.

e Se A é simétrica positiva definida, entao o método JOR é convergente se 0 < w <

2
p(D~tA)"

e Se A é simétrica positiva definida, entao o método de Gauss-Seidel é monotonicamente

convergente.

e Se o método de Jacobi é convergente, entao o método JOR também converge para

O<w<1.

Tendo sido apresentados alguns teoremas acima sobre a convergéncia dos métodos de
Jacobi e de Gauss-Seidel (com e sem relaxagao), vale ressaltar duas coisas. A primeira
é que, normalmente, o método de Gauss-Seidel é caracterizado por uma melhor taxa de
convergencia que o método de Jacobi, com a grande vantagem de nao necessitar de um

lores d ior, 2. A da é d
vetor para armazenar os valores do passo anterior, z\*). A segunda é que, quando se trata
de matrizes gerais, nenhuma conclusao prévia pode ser tirada sobre as propriedades de

convergéencia desses métodos.

4.3 Meétodos do subespaco de Krylov

Segundo Dongarra e Sullivan (2000), no que diz respeito a influéncia no desenvolvimento
e pratica da ciéncia e engenharia no século XX, os métodos do subespaco de Krylov
configuram entre as classes mais importantes de métodos numéricos.

O método foi apresentado por Krylov (1931) e sua base pode ser encontrada no teorema

de Cayley-Hamilton, que diz que a inversa de uma matriz A é expressa em termos de
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combinacoes lineares de poténcias de A. Os métodos do subespago de Krylov compartilham
a caracteristica de que a matriz A é apenas um operador, dessa forma ela nao precisa ser
armazenada ou formada, apenas uma rotina para o produto matriz-vetor Ax é necessaria.
Por essa razao, esses métodos sao conhecidos como “matrix-free methods”.

Antes de mais nada, vale apresentar o subespaco de Kyrlov, o qual é definido pela Eq.

4.20, em que o vetor v € RY e n < N.

K, = Kn(A,v) = span(v, Av, A%v, ..., A" o). (4.20)

Segundo Vorst (2003), os métodos do subespago de Krylov podem ser classificados em

quatro diferentes classes:

1. Abordagem de Ritz-Galerkin: constréi o vetor ry para o qual o residuo é ortogonal

ao subespaco atual, ou seja, b — Az, L KC(A,10).

2. Abordagem do minimo residuo: identifica o x; para o qual a norma Euclidiana

|b — Azg||2 ¢ minima em Cx(A; 7).

3. Abordagem de Petrov-Galerkin: encontra um z; de modo que o residuo b — Axy, é

ortogonal a algum outro subespaco adequado de dimensao k.

4. Abordagem do minimo erro: determina x;, em ATK,(AT;ry) para o qual a norma

Euclidiana ||z — || ¢ minima.

A abordagem de Ritz-Galerkin leva a métodos bastante conhecidos como os de Gradi-
entes Conjugados, método de Lanczos, FOM e GENCG. A abordagem do minimo residuo
leva a métodos como GMRES, MINRES e o ORTHODIR. A principal desvantagem desses
dois métodos é que, para a maioria dos sistemas assimétricos, eles levam a longas relagoes
de recorréncia para a solugao aproximada. Isso pode ser amenizado selecionando-se outros
subespagos para a condi¢ao de ortogonalidade (condi¢ao de Galerkin). Fazendo-se isso,
obtém-se a terceira abordagem (Petrov-Galerkin), a qual leva a métodos como o Bi-CG(Bi-
Congugate Gradient) e o QMR, os quais, trabalham com recorréncias pequenas. A quarta
abordagem leva aos métodos SYMMLQ e GMERR. Métodos hibridos também ja foram
propostos, como por exemplo, CGS, Bi-CGSTAB, Bi-CGSTAB(l), TFQMR, FGMRES e
GMRESR.
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A escolha de um método entre os varios citados é um problema muito delicado. Se
a matriz A é simétrica positiva definida, entao a escolha é facil: Gradientes Conjugados.
Caso contrario, para outros tipos de matrizes, a situagao se torna um pouco mais complexa.
Tendo em vista a grande variedade de métodos, sera apresentada a seguir uma breve
introducao aos principais métodos encontrados pelo autor do presente trabalho. Mas antes,

vale relembrar algumas propriedades e defini¢oes vistas em Algebra Linear.

1. O produto interno entre dois vetores x e y é escrito como 27y e representa a soma

escalar Y 1" | x;y;. Note que 27y = y'z.
2. Se x e y sao ortogonais, entdo o produto interno entre eles é zero, ou seja, 27y = 0.

3. A matriz dos coeficientes A é dita positiva definida se, para qualquer vetor nao nulo

z, T Az > 0.
4. A matriz dos coeficientes A é dita simétrica se AT = A.

5. A matriz dos coeficientes A é dita singular se ela nao admitir uma inversa, ou seja,

ela nao é inversivel.
6. (AB)T = BTAT ¢ (AB)_l =B 147!

7. Dois vetores e y sao A-ortogonais, ou conjugados, se 27 Ay = 0.

4.3.1 Método do Gradiente Conjugado (CGQG)

O método do Gradiente Conjugado (CG) foi formalmente apresentado por Hestenes et
al. (1952) e é, provavelmente, um dos melhores métodos para resolver sistemas lineares
nos quais a matriz dos coeficientes A é simétrica positiva definida (SPD). A comunidade
matematica da época nao deu muita atencao para o método uma vez que erros de
arredondamento podem levar o residuo a perder acuracia gradativamente e também podem
fazer com que os vetores de busca percam a propriedade de ortogonalidade em relagao a
matriz dos coeficientes A. O interesse pelo método voltou apenas na década de 1970 em
que foram publicadas evidéncias de sua eficacia como método iterativo.

Para entender o método dos Gradientes Conjugados, serao apresentados a seguir,
resumidamente, o métodos das Dire¢oes Conjugadas (Conjugate Directions method) e o

método da Méxima Descida (Steepest Descent method). Para uma explicacdo matematica
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mais completa, mas ainda sim de facil entendimento, com representacoes graficas de cada
método, recomenda-se a leitura do trabalho de Shewchuk et al. (1994).

Buscar-se-a explicar o método da Maxima Descida de forma grafica e o mais didatico
possivel, evitando todas as formalidades matematicas, as quais sao facilmente encontradas
em artigos e livros de métodos numéricos e de otimizagao. Com base nisso, toma-se a Fig.
4.1 como referéncia. Nela, pode-se ver, as curvas representativas de uma funcao f(x,y)
em que a solucao encontra-se na posi¢ao marcada pelo simbolo x.

O método da Maxima Descida busca uma solucao a partir de um ponto inicial,
representado por Fy na Fig. 4.1. Mas existem infinitas maneiras de se “caminhar”até essa
solugao, entao como escolher qual dire¢ao seguir? O conceito por tras desse método é
seguir a dire¢do na qual a fungdo f(z,y) decresce o mais réapido possivel. Voltando as
bases do cédlculo, pode-se associar essa dire¢ao ao gradiente da funcao aplicada no ponto.
Entretanto, o gradiente é um vetor perpendicular a reta tangente naquele ponto e que
aponta para fora da curva, como pode ser visto pelo vetor azul saindo do ponto Fy na Fig.
4.1. Em outras palavras, o vetor gradiente aponta para a direcao na qual a funcao cresce
mais rapidamente, e o objetivo é justamente o contrario. Logo, o que se deseja é a direcao
oposta ao gradiente, ou seja, —V f.

Figura 4.1: Esbogo gréafico representando o método da Maxima Descida.
)

& \
C %)
Solucédo Ps

¥

Fonte: Autoria prépria.

Uma vez escolhida a direcao de busca (vetor verde que sai de Fy e chega em P;), outra
)
pergunta deve ser respondida: até onde “andar”nessa direcao. Essa distancia é chamada

de passo e é normalmente representada na literatura pela letra grega a. A resposta para

26



essa pergunta é simples: até encontrar um ponto em uma curva de isovalores de f(x,y)
no qual reta guia da diregdo de busca seja tangente (estas curvas foram desenhadas em
vermelho na Fig. 4.1 para melhor visualizagao do método). No caso do exemplo dado aqui,
este ponto esta representado por P;. Agora, repete-se o método, mas partindo desta vez
de P;, até encontrar pontos cada vez mais préoximos da solucao.

Para maior clareza de como este método se aplica a solucao do sistema linear do tipo

Ax = b, apresenta-se a seguir o passo-a-passo do método:

1. Escolher uma estimativa inicial para x: z;=x.

2. Calcular o residuo gerado por x;: r; = b — Ax;.

T, .
3. Calcular o passo: a; = .
T, Ar;

4. Calcular o novo valor de x: x;11 = x; + a;7;.

5. Repetir os procedimentos de 2 a 4 até convergéncia, por exemplo, \/[r]”[rk] < &to1-

No método da Maxima Descida, as diregoes de busca dos novos passos sempre repetem
as direcoes dos passos anteriores, como mostrado na Fig. 4.1. Com isso, a ideia por tras
do método das Direcoes Conjugadas ¢é a seguinte: e se as direcoes de busca ao invés de
serem ortogonais, fossem A-ortogonais, ou conjugadas entre si, ou seja, diTAdj =0, em que
d ¢ o vetor das direcoes de busca. O método em si, nao impoe nenhuma outra restrigao,
0 que o torna nao muito preciso, ja que nenhuma equacao é fornecida para calcular as

diregoes de busca. Apesar disso, o método possui algumas propriedades importantes:

e Os vetores das diregoes de busca sao mutualmente conjugados. O residuo r; é
ortogonal a dy, dy, ...,d;_1. Devido a isso, o produto interno de d; com cada vetor de

residuos rg, 71, ...,7; € 0 mesmo, zero.

e O método das Direcoes Conjugadas ¢ dito um método de m passos, em que m < n,
ou seja, para cédlculos exatos (sem erros de aproximagao), o método converge em no

maximo n passos, em que n ¢ quantidade de equacoes.

Inspirado no método das Diregoes Conjugadas, surge entao o método dos Gradientes
Conjugados, em que as direcoes de busca sao construidas através da conjugacao dos

residuos. Segundo Shewchuk et al. (1994), essa escolha faz sentido por alguns motivos.
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Primeiro, os residuos funcionaram para o método da Maxima Descida, entao por que
nao funcionariam para o métodos dos Gradientes Conjugados? Segundo, o residuo tem a
conveniente propriedade de ser ortogonal as dire¢oes de busca anteriores, entao é garantido
que sempre serao produzidas direcoes de busca linearmente independentes, a menos que o
residuo seja zero, para o qual significaria que o problema ja estaria resolvido.

A diregao de busca inicial do método dos Gradientes Conjugados é a mesma que para
o método da Maxima Descida, ou seja, —V f. E a partir da segunda direcao de busca
que o método CG se diferencia. O método CG pode ser entendido como uma combinagao
linear entre os vetores dos residuos atuais e da direcao de busca do passo anterior, como

mostrado pela Eq. 4.21.

dys1 = Try1 + Brdy. (4.21)

Tomando como referéncia os vetores dy e d; da Fig. 4.1, tem-se que o residuo r; aponta
na mesma direcao de d; do método da maxima descida e é portanto perpendicular a d.

Dessa forma, a Fig. 4.2 representa graficamente o que esta escrito na Eq. 4.21.

Figura 4.2: Esboco grafico representando a combinagao linear feita pelo método CG para
encontrar a nova direcao de busca.

Fonte: Autoria prépria.

O fator de combinacao [y deve ser escolhido de forma a fazer com que as direcoes
de busca d; sejam A-ortogonais. Diferentes escolhas de [ levam a diferentes métodos.
O método CG faz uso do chamado processo de conjugacao de Gram-Schmidt, o qual é

uma maneira simples de gerar vetores que satisfacam a condicao de A-ortogonalidade.
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Pulando-se toda a demonstracao matematica, com a aplicacao do método de Gram-Schmidt

para o método dos Grandientes conjugados, encontra-se:

T
Tit1Ti+1

- Tkt 4.22

b rTr; (4.22)

Assim sendo, o algoritmo do método dos Gradientes Conjugados é dado a seguir. Vale
notar que, como ja foi dito, o primeiro passo do método CG coincide com o método da

Maxima Descida uma vez que dy = ry para o calculo de ay.

1. Escolher uma estimativa inicial para x: z;=x.
2. Calcular o residuo gerado por x;: r; = b — Ax;.

3. Fazer a direcao de busca inicial igual ao residuo: d;=dy=ry.

T'TT'i
4. Calcular o passo: a; = 7.
7 1

5. Calcular o novo valor de x: x; 11 = x; + «a;d;.

6. Calcular o novo residuo gerado por z;,1: 741 = 1r; — a; Ad;

. ~ N T'T T
7. Calcular o fator de combinacao linear: 3; = L~

7"7:1"7;

8. Atualizar a diregao de busca: d;11 = ;41 + Bid;.

9. Repetir os procedimentos de 4 a 8 até convergéncia, por exemplo, \/[ri|T[rx] < €tor-

4.3.2 Método do Gradiente bi-Conjugado (BiCG)

O método do Gradiente Conjugado foi pensando para resolver sistemas lineares em
que a matriz dos coeficientes A é simétrica e positiva-definida. Nesse caso o método CG
cumpre muito bem o seu propdsito e seja talvez o método iterativo mais rapido para essa
situacao. Entretanto, ele nao é muito adequado para sistemas nao simétricos. Seria 6timo
encontrar um método iterativo com propriedades similares para matrizes indefinidas ou
nao-simétricas. Foi nesse contexto que surgiu o método do Gradiente bi-conjugado (BiCG).

Octoni, Lopata e Nowak (2013) mostram que a ideia principal desse método é que ao
invés de se gerar apenas uma sequéncia ortogonal de vetores residuo como no método CG,
geram-se duas sequéncias mutualmente ortogonais de vetores residuo. Em outras palavras,

além de gerar a sequéncia dada pela Eq. 4.20 baseada na matriz dos coeficientes original A,

29



ele também gera uma outra sequéncia baseada em AT e ao invés de fazer cada uma dessas
sequéncias ortogonais, elas sao feitas mutualmente ortogonais entre si, ou bi-ortogonais.

O algoritmo para o método BiCG ¢é dado a seguir:

1. Escolher uma estimativa inicial para x: z;=x.
2. Escolher uma estimativa inicial para =: Z;=T.
3. Calcular o residuo gerado por x;: r; = b — Ax;.
4. Calcular o residuo gerado por x;: 7; = b — AT;.

5. Fazer a direcao de busca inicial igual ao residuo: d;=dy=rq e d;=dy=Ty.

=T
T T

d Ad;’

6. Calcular o passo: a; =

7. Calcular o novo valor de x: x;11 = x; + o;d;.

8. Calcular o novo valor de T: T; 11 = T; + «a;d;.
9. Calcular o novo residuo gerado por x;,1: 141 = 1r; — a; Ad;

10. Calcular o novo residuo gerado por T;q: Tiy1 =T; — ; Ad;

. ~ . 7L 1
11. Calcular o fator de combinacao linear: 3; = “£-——

Fi T4

12. Atualizar a diregao de busca: d;y1 = ;11 + Bid;.
13. Atualizar a direcao de busca: Ei+1 =71+ Bd;.

14. Repetir os procedimentos de 6 a 13 até convergéncia, por exemplo, \/[rk]T[rk] < €ror-

Analogamente ao método CG, o escalar a deve ser escolhido de modo a satisfazer a
condigao de bi-ortogonalidade entre os vetores residuo, ou seja, r} ;7 =7 r; =0e (3 é
escolhido de modo a satisfazer a condicao de bi-conjugacao, ou seja, E;TFHAdi = d;ﬂrlATEi =0.
E uma caracteristica do algoritmo apresentado que as condicoes de bi-ortogonalidade e bi-
conjugacao sao validas para qualquer par de vetores escolhidos, sem que seja explicitamente

forgadas. A prova disso pode ser vista em Fletcher (1976).
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4.3.3 Método do Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (BiCGSTAB)

O método do Gradiente bi-Conjugado Estabilizado foi apresentado por Vorst (1992)

e é uma variante do método CGS (Conjugaaate Gradient Squared) que por sua vez é

uma variante do método BiCG. Devido a semelhan¢a com o método CGS, a relagao

com o método BiCG e as propriedades de estabilidade, o método foi entao chamado de

BiCGSTAB.

A ideia do método é pegar um polinomio da forma

Qi(z) = (1 —wiz)(1 — wex)...(1 — wix) (4.23)

e selecionar um valor adequado para a constante w;. Uma possibilidade obvia para a

escolha de w; na j-ésima iteragao é um valor que minimize o residuo r;. Esse procedimento

leva ao método BiCGSTAB, cujo algoritmo é dado a seguir:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Escolher uma estimativa inicial para z: x;=x.

. Calcular o residuo gerado por x;: r; = b — Ax;.

. Escolher um vetor arbitrario 7y de modo que (7, r9) # 0, por exemplo, 7o = ry.
. Atribuir os valores iniciais as contantes py = o = wy = 1.

. Atribuir os valores iniciais aos vetores vg = py = 0.

. Calcular: p; = (po,7i-1)-

Calcular: 8 = (ﬁ) (%)

Calcular: Pi = Ti—1 + B (pz'—l — wi_ﬂ)z’_l).

Calcular: o = 2.
(T07vl)

Calcular: s = r;_1 — av;

Calcular: t = As

Calcular: w; = (
Atualizar: x; = x;,_1 + ap; + w;s.

Repetir os procedimentos de 6 a 13 até convergéncia, por exemplo, \/[1]7[1k] < &to1-
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5 Métodos para solucao de sistemas nao-lineares

Quando, em um sistema de equagbes, a variacao do valor da saida (” output”) nao é
proporcional a variagdo do valor da entrada (”input”), diz-se que esse sistema é nao-linear.
Em outras palavras, em um sistema nao-linear de equagoes, as equacoes a serem resolvidas
nao podem ser escritas como uma combinacao linear das variaveis do problema. O estudo
de sistemas nao-lineares estd presente em muitas areas da ciéncia, uma vez que a grande
maioria dos fenomenos sao nao-lineares em sua natureza. Neste capitulo, sera apresentado
um resumo de alguns dos métodos mais comuns encontrados pelo autor para solucao de

sistemas nao-lineares.

5.1 Meétodo de Newton

A ideia do método de Newton, também conhecido como método de Newton-Raphson, é
encontrar aproximacoes cada vez melhores para as raizes de uma fungao. Para um sistema

do tipo Az = b, tem-se que a solucao é dada por:

T = o — [ ()| 7 f (22). (5.1)

Na equagao acima, a fungao de interesse é dada por f(z) = Az—be [f'(z;)] ! representa
a matriz Jacobiana da funcao f(xy).

Na Fig. 5.1 é apresentada de maneira grafica a ideia por tras do método de Newton
para uma Unica variavel. Parte-se de uma estimativa inicial zy. A derivada da funcao
neste ponto permite encontrar a reta tangente ao ponto. A intersecao da reta tangente
com o eixo das abscissas resulta, normalmente, em uma melhor aproximacao para a raiz
da funcao em relagao ao ponto anterior. Entao repete-se o procedimento até se encontrar
um valor para z suficientemente proximo da resposta.

A grande desvantagem do método de Newton consiste na dificuldade de se encontrar
aa matriz Jacobiana, uma vez que na grande maioria dos problemas de engenharia,
encontrar analiticamente a matriz Jacobiana é uma tarefa extremamente dificil e custosa.
Para contornar esse problema, métodos para a obtencao de aproximacoes para a matriz
Jacobiana foram propostos ao longo do tempo. Esses métodos sao chamados de métodos

quase-Newton e alguns deles serao apresentados a seguir.
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Figura 5.1: Representacao grafica do método de Newton para uma funcao de um variavel.

Ya

f(x)

f'(xo)

/

Fonte: Autoria propria.

5.2 Meétodos quase-Newton

Quando nao é possivel calcular a matriz Jacobiana de uma funcao ou este calculo é
muito dificil de ser feito, é possivel entao substitui-la por uma aproximacao, resultando
nos chamados métodos quase-Newton.

Os métodos quase-Newton podem ser vistos duas maneiras distintas, a primeira é:

Thy1 = T — <J31Ig)_1 f(zr). (5.2)

Na equagdo acima, f; é uma sequéncia de aproximagcoes para f'(xy). A segunda maneira

maneira é:

Tiop1 = Tp — (Fk> Flan). (5.3)

Na Eq. 5.3, Fé representa a sequéncia de aproximacdes para [f'(z;)]”'. A segunda
maneira de se analisar apresenta a vantagem de nao necessitar calcular a inversa da
aproximacao para a matriz Jacobiana, o que nao ¢é nada trivial e representa um ganho
em tempo computacional, visto que a solucao do sistema linear resultante pode ser caro

computacionalmente.
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5.2.1 Meétodo das secantes

O método das secantes pode ser classificado como um método quase-Newton, como
pode ser visto no trabalho de Haelterman (2009), uma vez que a ideia por tras do método
é de se aproximar a derivada analitica de f(z) utilizando-se a razao fundamental:

x)— f(x
F(a) ~ M’x ~ 0. (5.4)

T — Zo
Utilizando-se a aproximagao dada pela Eq. 5.4 com x = z e x¢g = x,_1 e substituindo-se

no método de Newton dado pela Eq. 5.1, obtém-se o chamado método da secante:

Ty — Tg—1
f(ffk) - f(xk:—l)

Enquanto o método de Newton esta relacionado as retas tangentes ao grafico da funcao

flzy),  k>1 (5.5)

Tpr1 = Tk —

f(z), o método das secantes, como o préprio nome indica, esta relacionado as retas secantes,
como pode ser visto na Fig. 5.2. Inicia-se o0 método com duas estimativas iniciais xg e x;
préximas uma da outra. Espera-se que a reta que passa por f(xg) e f(z1) intercepte o
eixo das abscissas em um ponto xy mais proximo da solucao desejada. E entao o processo

é repetido até que se encontre um valor de x préximo o suficiente do solucao.

Figura 5.2: Representacao grafica do método das secantes para uma fung¢ao de uma
variavel.

yll

f(x)

Fonte: Autoria propria.
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5.2.2 Meétodo de Broyden

O método de Broyden foi primeiramente apresentado por Broyden (1965) e a ideia
principal por tras do método ¢é substituir a matriz Jacobiana do método de Newton por
uma matriz Jacobiana aproximada que seja facilmente atualizada a cada iteracao. Segundo
Burden e Faires (2004), esse método pode ser visto como uma generalizagao do método
das secantes.

Uma desvantagem desse método, e de todos os outros métodos quase-Newton, ¢é a
perda da convergéncia quadratica. Para o caso do método de Broyden, a convergeéncia é,
normalmente, superlinear. Entretanto, a redugao da taxa de convergéncia é compensada
pela diminuicao da quantidade de calculos necessarios. Enquanto que o método de Newton
necessita de pelo menos n? + n avaliagoes de fungdes além de O(n?®) operagoes aritméticas,
onde n é a ordem da matriz dos coeficientes, o0 método de Broyden necessita de O(n?)
operacoes aritméticas.

Na Eq. 5.6 é apresentado o chamado método “bom”de Broyden:

Y (yk - fi;) (Sk)T
Jepr =Jr + (50 (50)

Na equagao acima, yy = f(xpr1 — f(ak)) € s = Tpy1 — Tk

(5.6)

No entanto, normalmente se da preferéncia pela aproximacao da inversa da matriz
Jacobiana Fj. Outra maneira de se atualizar da matriz Jacobiana é o chamado de método

“mau”de Broyden, o qual é apresentado com a Eq. 5.7:

. ., <5k - Féyk) S;E;FFIQ
By = Iy + :

5 (5.7)
s FLyg

Apesar da nomenclatura atribuidas aos métodos, nao ha evidéncias de que o método

“bom”seja melhor do que o método “mau”.
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6 Metodologia

A analise de problemas de transferéncia de energia térmica na forma de calor entre
dois ou mais dominios de maneira conjugada, ou seja, os dominios exercem influéncia uns
sobre os outros, representou um grande avanco para essa area de estudo e para projetos
mais eficazes e otimizados nas mais diversas aplicagoes de engenharia.

O principal objetivo do presente trabalho ¢ adquirir e ampliar a compreensao sobre
problemas de CHT. Objetiva-se neste capitulo apresentar os modelos fisico, matematico
numérico e computacional utilizados para simular o problema de interesse: escoamento

laminar sobre uma placa plana.

6.1 Modelo Fisico

Com o modelo fisico, avalia-se o problema de interesse e faz-se suposicoes fisicas
como forma de simplificar o problema para que sua solucao seja viavel. Na Fig. 6.1
esta representado um esbog¢o para o modelo fisico do problema em questao. Como o
problema de interesse envolve a interagao entre dois subsistemas (um fluido e um sélido),
as suposicoes para cada subsistema serao feitas separadamente como forma de facilitar o

entendimento.

Figura 6.1: Esbogo do modelo fisico para o problema de interesse (escoamento laminar
sobre uma placa plana)

L

A
A J

— Fluido H

sélido H

A
\

L

Fonte: Autoria prépria.
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6.1.1 Modelo fisico para o sdlido

A seguir sao mostradas as suposicoes feitas para o subdominio sélido quanto as

propriedades fisicas e a geometria.

e Placa plana bidimensional.

Propriedades fisicas constantes.
e O comprimento é Ly = 0,103m.

e A altura é H, = 0,03m.

Dois materiais com propriedades fisicas constantes serao analisados:
Material 01: Gesso Acartonado (Drywall)
Massa especifica: ps; = 1680, 0%.
Condutividade térmica: kg = 0, 2%.
Calor especifico: ¢,,, = 708@%
Material 02: Aluminio puro
Massa especifica: ps = 2702, 0%.

Condutividade térmica: kg = 237”%.

Calor especifico: ¢, = 903@%

6.1.2 Modelo fisico para o fluido

A seguir sao mostradas as suposicoes feitas para o subdominio fluido:

Fluido newtoniano.

Escoamento laminar bidimensional.

e Escoamento incompressivel.

Desconsiderar os efeitos devido ao empuxo.

Desconsiderar o termo de transformacao de energia cinética em energia térmica

devido aos efeitos viscosos.
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e O comprimento é L; = 0, 103m.
e A altura é Hy =0, 15m.

e O fluido utilizado ¢é o ar e suas propriedades fisicas foram consideradas constantes:
Massa especifica: pf =1, 1614%.

Condutividade térmica: k; = 26, 3.10*3%.

I

Calor especifico: ¢, = 1007,0kgK

Viscosidade dinamica: py = 18, 46.10*6%.

Viscosidade cinematica: vy = 15, 89.10*67”72.

6.2 Modelo matematico diferencial

Com o modelo matematico diferencial sao apresentadas as equagoes diferenciais com
as quais modela-se o problema em estudo levando-se em consideracao as simplificagoes
discutidas no modelo fisico. A seguir sao apresentados os modelos matematicos utilizados

para os subsistemas fluido e sélido.

6.2.1 Modelo matematico diferencial para o sélido

Com o modelo matematico diferencial, apresentam-se as equagoes diferenciais parciais
com as quais modela-se o problema em estudo. Para que o modelo possa ser considerado
completo, faz-se necessario acrescentar as condigoes de contorno e as condigdes iniciais (se
o problema for em regime transiente).

Para o subsistema sélido, apenas a equacao de balanco de energia térmica foi utilizada.
A Eq. 6.1 é a equacgao diferencial utilizada para modelar uma placa plana bidimensional
com propriedades fisicas constantes, em regime transiente e com processos transformadores

de energia (como, por exemplo, efeito Joule):

T, 02T, 0T, '
:as( + )+ ¢ (6.1)

ot dx?  Oy? PsCpy

~ . , . . . , . 2
Na equacao acima, o, = pkcs ¢ a difusividade térmica dada em ™.
s*Ps
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Para validacao do método de acoplamento utilizado para fazer a comunicacao entre
os dois subsistemas, solido e fluido, simulou-se um problema modelado com a equacao
diferencial 6.2:

T, N PT,  Q

ot e = (6.2)

Com a Equacao 6.2, modela-se uma placa plana bidimensional com propriedades fisicas
constantes em regime permanente e com processos transformadores de energia (como, por
exemplo, o efeito Joule). Solugao analitica para essa equagao é possivel, a qual pode ser
vista no Apéndice A, utilizando-se os adimensionais propostos por Shah e Jain (2015).

Foram feitas quatro simulagoes diferentes, duas utilizando-se o material 1 e duas
utilizando-se o material 2. Com a Tab. 6.1(a), pode-se ver as condigbes de contorno
utilizadas para o caso de validagdo (material 1), modelado com a Eq. 6.2. Em seguida,
utilizou-se as mesmas condigoes de contorno e o mesmo material, mas para o modelo
transiente, apresentado com a Eq. 6.1, como pode ser visto na Tab. 6.1(b). Nas Tab. 6.1(c)
e 6.1(d) podem ser vistas as condigoes de contorno utilizadas para o modelo transiente
para o material 2. Os valores de cada condicao de contorno serao apresentados no préximo

capitulo ao se apresentarem os resultados.

6.2.2 Modelos matematicos diferenciais para o fluido

Para o subsistema fluido, utilizou-se a equacao do balanco de massa, simplificada para
escoamentos incompressiveis, a equagao do balanco da quantidade de movimento linear,
ou segunda lei de Newton, simplificada para escoamentos de fluidos com propriedades
fisicas constantes e incompressiveis e também a equacao para o balanco de energia
térmica, simplificada para propriedades fisicas constantes e desconsiderando-se o termo de
transformacao de energia cinética em energia térmica devido aos efeitos viscosos.

A Eq. 6.3 é a equagao do balanco de massa simplificada para o caso de escoamentos

bidimensionais, incompressiveis e em coordenadas cartesianas:

ou Ov
9, = (6.3)
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Tabela 6.1: Condigoes de contorno utilizadas para o subdominio sélido.

Modelo de validacdo (Material 1) Modelo Transiente (Material 1)
Tipo Condicdo Posicdo Tipo Condicdo Posicdo
Balanco hiere » Teo x=0 Balango here + Teo x=0
Balango hrighe » Teo %=1, Balango hyighe + Teo x =L
Dirichilet q'=9"u¢ y=0 Dirichilet q"=qg"su¢ y=0
Balanco | Mwottom » Two| y=-H, Balanco | fbotcom » Tw| y=-H,
(a) (b)
Modelo Transiente (Material 2) Modelo Transiente (Material 2)
Tipo Condicdo Posicao Tipo Condicdo Posicdo
Dirichilet T=Te x=0 Neumman q" =q" et x=0
Dirichilet T=Tight x=L Neumman | q"=q" gt x=L
Neumman q"=q" syt y=0 Neumman g"=q"surs y=0
Dirichilet T =Thottom y =-H, Neumman | 9" =q9"sottom y=-H,
(©) (d)

Fonte: Autoria propria.

Na equacao acima, u e v sao as componentes da velocidade nas direcoes x e y,
respectivamente.

Com a Eq. 6.4 e a Eq. 6.5, representam-se os balangos de quantidade de movimento
linear na direcao = e na direcao y, respectivamente, de problemas bidimensionais para
fluidos newtonianos, escritas em coordenadas cartesianas, simplificada para o caso de

propriedades fisicas constantes, sem efeitos de campo e em regime transiente:

Ou  O(uu) Ovu) 1 Jp 0%u 0%u
o " Tor | oy 00z Vo T Vge (64)
ov  Ouwv) O(wv)  10p 0% 0%
ot Ox oy  pyOy + T 92 T Oy? (65)
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Nas Equagoes 6.4 e 6.5, p ¢ a pressao, t é a varidavel temporal, p; é a massa especifica
do fluido e v¢ é a viscosidade cinematica do fluido.

Na Tab. 6.2 estao representadas as condicoes de contorno utilizadas para a solucao
das Equacoes 6.4 e 6.5. O valor para a velocidade de entrada na direcao x, u;,, sera
mencionada quando forem mostrados os resultados, pois foram usados valores diferentes
de u;, nas simulacoes. Ja os valores das velocidades vin, Upigca € Uplaca foram mantidos

sempre zero.

Tabela 6.2: Condicoes de contorno para a equacao de balanco de quantidade de movimento
linear.

Condigoes de contorno
Velocidade na diregdo x Velocidade nadirecdo y Pressdo
Tipo Condigdo | Posigdo Tipo Condigdo | Posigdo Tipo Condicdo | Posicdo
ap
Dirichilet u= U, x=0 Dirichilet V=V, x=0 Neumman a:(] x=0
du v L
Neumman| —=0 x=L Neumman| —=10 x=L¢ Dirichilet p=0 x=L
dx dx
A I ap
Dirichilet [ U= Upjaca y=0 Dirichilet | v=vga y=0 Neumman 6_y:D y=0
du dv
Neumman 6_20 y=H; Neumman —=0 y =Hs Dirichilet p=0 y=Hs
b dy

Fonte: Autoria propria.

Com a solucao das equacoes de balanco de movimento linear, obtém-se o campo de
velocidade para o fluido, o qual sera utilizado no balango de energia térmica, simplificado
para propriedades fisicas constantes e desconsiderando-se o termo de transformagao de
energia cinética em energia térmica devido aos efeitos viscosos, como pode ser visto na Eq.

6.6 a seguir:

8Tf 4 8(qu) + 6va — 62Tf 82Tf
ot ox dy 0x? 0y?

(6.6)

Para validagao, comparou-se os resultados obtidos através do acoplamento térmico
utilizado no presente trabalho, com os resultados analiticos mostrados por Shah e Jain

(2015). Para isso, a equagao utilizada para o balan¢o de quantidade de movimento linear
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foi a equacao de Blasius para a camada limite sobre uma placa plana, a qual modela um
escoamento sobre uma placa plana semi-infinita em regime permanente, sem turbuléncia,
com propriedades fisicas e velocidade de corrente-livre constantes.

A equacao de Blasius é apresentada com a Eq. 6.7:

&+ %gg” = 0. (6.7)

A equacao de Blasius é uma equacao diferencial ordinaria de terceira ordem para a

qual trés condicoes de contorno devem ser utilizadas:

5 (0) = 0> (68)
£(0) =0, (6.9)
£(0) = 0. (6.10)

Para melhor compreensao da equacao e das suas condicoes, recomenda-se a leitura do
Apéndice B.
Com a solucao da equacao de Blasius é possivel entao determinar o campo de velocidades

para u e para v, os quais podem ser calculados com as seguintes relagoes:

u(z,y) = ut' (1), (6.11)
o) = gusoRes (1€ () — ). (612)

A equacao para o balanco de energia térmica utilizada para a validacao é apresentada

COomo segue:

Ty 1 ( T, 0Ty

Com a Eq. 6.13, modela-se o balanco de energia em uma particula de fluido em regime
permanente bidimensional, com efeitos advectivos nas direcoes = e y e difusao apenas na

direcao y e sem transformacao de energia devido aos efeitos viscosos. A solugao analitica
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para essa equagdo, na forma adimensional proposta por Shah e Jain (2015), também pode
ser vista no Apéndice A. As condigoes de contorno térmicas utilizadas para o fluido podem

ser vistas na Tab. 6.3.

Tabela 6.3: Condigoes de contorno térmicas para o subdominio fluido.

Condicdo de contorno térmica
Tipo Condicao Posicdo
Dirichilet T=T, x=0
Neumman q'=0 X =Ll
Dirichilet T=T.ux y=0
Neumman q'=0 y = Hs

Fonte: Autoria prépria.

6.3 Modelo matematico numérico

Com o modelo matematico numérico, apresentam-se as formulagoes numéricas do
problema em estudo, levando-se em consideragao as simplificacoes discutidas no modelo
fisico e no modelo matematico diferencial. A seguir serao apresentados os métodos
numéricos utilizados para se obter as equagoes discretizadas para ambos os subsistemas,

fluido e sélido.

6.3.1 Modelo utilizado para validagao

Primeiramente, serao mostrados os modelos numéricos para o caso utilizado para
validagao. Neles serao mostradas as discretizacoes tanto do dominio fluido, quanto do

solido, bem como as equagoes diferenciais discretizadas com o método dos volumes finitos.

6.3.1.1 Discretizacao do dominio

Das varias maneiras possiveis de se discretizar um dominio em coordenadas cartesianas,
duas préaticas sdo, comumente, mais utilizadas na literatura, segundo Patankar (2018).
Elas serao daqui em diante chamadas de Pratica A e Pratica B, e podem ser vistas na Fig.

6.2.
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Figura 6.2: Esbogo das Préticas A e B utilizadas para discretizacao dos dominios.

Fronteira Fronteira
[ L
@
Fronteira Fronteira
[ @
Pratica A Pratica B

Fonte: Autoria propria.

Com a Pratica A, posicionam-se os pontos da malha no centro dos volumes de controle
de modo que as arestas dos volume de controle coincidam com a fronteira do dominio.
Com a Pratica B, os pontos da malha sao posicionados nos vértices do volume de controle.
Dessa forma, os pontos da malha serao coincidentes com as fronteiras do dominio, e nao
mais as arestas.

Uma atengao extra deve ser dada ao se utilizar a Pratica B no que se diz respeito as
condicoes de contorno, uma vez que volumes das laterais terao apenas metade do tamanho
dos volumes no interior e os do canto terao um quarto do volume, como pode ser visto na
Fig. 6.2 pelas linhas mais finas.

As Pratica A e B podem ser utilizadas tanto para o subdominio do fluido quanto para
o do sélido. Entretanto, para o subdominio do fluido é preciso escolher também se a malha
serd do tipo co-localizada (”collocated grid”) ou do tipo deslocada (”staggered grid”).

Com a malha co-localizada, todas as informagoes/varidveis (pressao, velocidades,
temperatura, etc.) sdo analisadas em um tnico lugar, o ponto central da malha. Segundo
Nefedov, Mattheij et al. (1999),este tipo de malha é mais conveniente do ponto de vista
de programagao, entretanto, necessita um processo de discretizacao especial para garantir
a nao-singularidade do sistema, além do inconveniente de necessitar de interpolacoes para
a pressao e para a velocidade, o que na pratica, pode levar a perda de acuracia da solucao.

Patankar (2018) menciona, também, que a malha co-localizada necessita de inter-
polagoes para a pressao e para a velocidade, o que na pratica pode levar a perda de

acuracia da solugao. Por isso, ele sugere o uso da malha deslocada, apresentada por Harlow
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e Welch (1965). Nela, as componentes da velocidade sao calculadas nas faces do volume
de controle, de modo que a componente u da velocidade é calculada nas faces normais a
direcao x e a componente v nas faces normais a direcao y.

Para a validacao, utilizou-se a Pratica A para o posicionamento dos pontos centrais
da malha tanto para o subsistema solido quanto para o fluido. Neste ultimo, utilizou-se
também a malha deslocada. Os esbogos ilustrativos das malhas utilizadas para o fluido e

para o so6lido podem ser vistos nas Figuras 6.3 e 6.4, respectivamente.

Figura 6.3: Esboco ilustrativo da malha utilizada para discretizar o fluido para o caso de
validacao.

4 4 4 4 4 4
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T Velocidade v T 1‘ T ? T T
- e 1= e - e - e -1 - @ —
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Fonte: Autoria prépria.

6.3.1.2 Solucao da equagao de Blasius

A equagao de Blasius, dada pela Eq. 6.7, pode ser resolvida através de varios métodos
numéricos, como mostrado por Karabulut e Kili¢ (2018). No presente trabalho, o método
escolhido para essa finalidade foi o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Para facilitar

o entendimento do método, fazem-se as seguintes mudancas de notacao:

y1 = &(n),
Yo = g’(n), (6.14)
ys = &"(n).

Com as mudancas de variaveis mostradas acima, forma-se o seguinte sistema de
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Figura 6.4: Esbogo ilustrativo da malha utilizada para discretizar o sélido para o caso de
validacao.

° o ° ° ° °
° ° ° ° ° °
® Temperatura
) ° o ° ° °
° ° ) ° ° °

Fonte: Autoria propria.
equacoes:

( dyl

dn =Y

dys

- . 6.15
dn Y3 ( )

dys
\d77

= _%yly?)

Cujas condigoes de contorno sao dadas por:
(
(
(6.16)
(
(
A obtencao da tltima condi¢ao de contorno y3(0) =~ 0,332 é obtida através de um

processo iterativo, uma vez que y3(0) nado é previamente conhecido. O que se faz, basi-
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camente, é partir de uma estimativa inicial para o valor de y3(0) e comparar o resultado
para y,(00). Assim que a processo iterativo encontrar um valor para y3(0) que satisfaga a
condicao ys(00) = 1, este valor serd entao usado como condi¢ao de contorno. Como este
valor ja é bem conhecido e é facilmente encontrado na literatura, no presente trabalho nao
utilizou-se do processo iterativo para encontra-lo.

Para iniciar o método de Runge-Kutta, constréi-se o vetor ¥ com as varidveis de
interesse, representando o lado esquerdo da Eq. 6.15 e o vetor de resultados, f(n,Y),

representando o lado direito:

U1
Y= |y |- (6.17)
_?J3
Y2
f,Y)y=1 v |- (6.18)
1
i 291y3_

Agora, calculam-se os coeficientes ky, ko, k3 e k4 caracteristicos do método de Runge-

Kutta de quarta ordem:

Y2

kv=f,Y) =1 ws | (6.19)

——ylys_
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A A
k2:f(7h+7n7yi+k17n> = Ys + k1[3]— . (6.20)

A A
ks = f (m + 50 v+ k2—n> ys + ka[3]—- . (6.21)

2 7" 2

A A
ko= f (m + THY + k3777) = ys + k3[3]—- . (6.22)

Nas equagoes acima, An = n;.1 — 1;. O coeficiente K resultante, é obtido através de
uma média entre os quatro coeficientes, em que maior peso é dado aos coeficientes kg € k3,

como pode ser visto a seguir:

_k1+2]{72+2]{33—|—]€4

K 6.23
- (623
Com o coeficiente K, finaliza-se o método calculando:

Yiin =Y, + KAn. (6.24)
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Obtido o vetor Y, tem-se entao os valores para £, & e £”, com os quais é possivel obter

o campo de velocidade através das Equacoes 6.11 e 6.12.

6.3.1.3 Discretizacao da equagao de balanco de energia térmica para o sub-

dominio fluido

Nessa secao serda mostrada a discretizacao através do método dos volumes finitos, o
qual pode ser visto em mais detalhes em Maliska (2017), da equacao de balanco de energia
para o caso utilizado para a validacao. Antes, toma-se como referéncia as notacoes para

identificar os volumes de controle conforme mostrado na Fig. 6.5.

Figura 6.5: Representacao da notacao utilizada para identificar os volumes de controle.

[ Jp=d

b o]

S

- p

AX

Fonte: Autoria prépria.

A equacao responsavel por modelar o problema serd repetida a seguir, em sua forma

chamada divergente, para facilidade de leitura:

PTy 1 (8(qu> +3(va)). (6.25)

oy? ay ox oy
Com o método dos volumes finitos, integra-se a Eq. 6.25 no volume de controle dado

por P:

" 682Tf _ 1 " ¢ (9<qu) 8(7)Tf)
/S/way2 dxdy—a—f/s /w( o + 3y )dxdy. (6.26)
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A discretizacao resultante da integral acima, utilizando-se o esquema centrado para

interpolagao da temperatura, é dada por:

anN — 2TfP + Tfs _ Ue (TfE + Tfp) — Uy (wa + Tfp)+
Ay? 2Ax
+Un (TfN + Tfp) — Us (Tfs + TfP)

2Ay

(6.27)

Com algumas manipulagoes, percebe-se que a Eq. 6.27 pode ser reescrita, retirando-se

o subscrito f que mostra que se trata do fluido, na forma:

ApTp + ATy + AwTw + ANTN + AsTs = B. (6.28)

Entao, como pode ser visto na Eq. 6.28, a discretizacao da Eq. 6.25 resulta em um
sistema linear cuja matriz dos coeficientes é penta-diagonal e as suas diagonais sao dadas
pelos termos Ap, Ag, Aw, Ay e Ag. O termo B é o vetor resultado do sistema linear.
O fato de a matriz dos coeficientes ser penta-diagonal nao é uma coincidéncia, mas sim
uma consequéncia de se trabalhar com um problema bidimensional. Caso o problema
fosse unidimensional ou tridimensional, a matriz seria, respectivamente, tri-diagonal e
hepta-diagonal.

Quando a malha é uniforme e as propriedades fisicas sao constantes em todo o dominio,
os valores de Ap, Ag, Aw, Ax, As e B sao os mesmos para todos volumes internos e
podem ser vistos na Eq. 6.29. Atencao especial deve ser dada para os volumes que estao
nas fronteiras, especialmente os volumes dos cantos, pois com as condi¢oes de contorno
alteraram-se os valores dos termos da matriz dos coeficientes e também dos termos do

vetor resultado.
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Ap =
F 2Ax 2Ay Ay?
u
A (&
DY
u
Ay = ———
24z . (6.29)
Ay = n >
N 2Ay  Ay?
v a
A _— -
S 2Ay  Ay?
B=0

Com a equacao acima fica clara a principal vantagem de se usar a malha deslocada para
este caso, uma vez que as velocidades resultantes da integracao pelo método dos volumes
finitos sao justamente as velocidades nas faces, as quais ja foram calculadas, tornando-se
desnecessarias as interpolagoes.

Existem varias técnicas para se aplicarem as condicoes de contorno a um dominio de
interesse, uma delas é através da utilizagao de volumes ficticios, também conhecidos por
ghost. Esta foi a técnica utilizada no presente trabalho e um esquema ilustrativo dela
é apresentado na Fig. 6.6. A criacao desses volumes se deve ao fato de que quando se
estd analisando um volume da malha nas fronteiras do dominio, um ou mais volumes nao
estarao fisicamente presentes, por exemplo, um volume na fronteira esquerda nao possui o
volume W real para se “comunicar”, por isso é criado um volume W ficticio, para o qual
as condigoes de contorno naquele local ficam atendidas.

Os diversos tipos de condicoes de contorno fornecerao diferentes coeficientes para a Eq.
6.28. A seguir, ¢ feita uma andlise utilizando-se as condicoes de contorno de Dirichilet e de
Neumann para um volume de controle na fronteira esquerda. As analises para as demais
fronteiras seguem um procedimento analogo e, portanto, nao serao apresentadas. Para
condicao de Dirichilet, ou seja, temperatura prescrita, a temperatura da fronteira, 7't ont,

é conhecida e pode ser escrita como:

Tp + Tw

5 (6.30)

Tfront =
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Figura 6.6: Esbogo ilustrativo da técnica dos volumes ficticios para aplicagao das condigoes
de contorno.
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Fonte: Autoria propria.

E importante ressaltar que a Eq. 6.28 ¢ valida para todo e qualquer volume de controle
do dominio. Entretanto, um volume de controle na fronteira esquerda, nao possui um
volume vizinho W, logo necessita-se de uma equacao que relacione a temperatura Ty, com
alguma(s) das outras temperaturas. Essa equagao é justamente a Eq. 6.30 obtida através

da condicao de contorno, uma vez que Ty, € facilmente isolado:

Tw = 2Tfyont — Tp. (6.31)

Substituindo-se a relacdo acima na Eq. 6.28, obtém-se um novo coeficiente Ap e um
novo valor de B para esse volume de controle. Nota-se ainda que o termo em W desaparece
da equagao, portanto Ay passa a ser zero.

Para uma condi¢ao de contorno do tipo Neumann, o fluxo térmico, q}’ é fornecido

ront

na fronteira, levando a seguinte relacgao:

oT Tp — Tw
A T B P
Qfront ox Front Az

(6.32)
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Repete-se o procedimento mostrado para o caso de condicao de contorno de Dirichilet,
ou seja, primeiro isola-se Ty, conforme pode ser visto pela Eq. 6.33, e em seguida

substitui-se na Eq. 6.28:

q}/ront Al’

Tw=Tp+ 2

(6.33)

Uma vez entendido o procedimento para a condi¢ao de contorno em uma das fronteiras,
a obtencao das condicoes para as outras fronteiras podem ser obtidas de forma analoga. As
condigoes de contorno de Dirichilet e Neumann para todas as fronteiras podem ser vistas
na Tab. 6.4. Nela nao estao representados os volumes de controle localizados nos cantos
do dominio, pois as condi¢oes de contorno para esses pontos consistem em combinacoes

das condicoes apresentadas.

Tabela 6.4: Discretizagao das condicoes de contorno de Dirichilet e de Neumman para o
caso de validagao.

Condicao Dirichilet Neumman
: o . q}/ront,equx
Fronteira esquerda Tw = 2T front,esq — TP Tw ="Tp + —
. .. q}/rcmt,dirA‘T
Fronteira direita Ty = 2T rontair — TP Tp =Tp + B —
i 1 — _ qyront,supAy
Fronteira superior In = 2T pront,sup — 1P T =Tp + .
X . . q?ront,iany
Fronteira inferior Ts = 2T tront,ing — Tp Te=Tp + A

Fonte: Autoria propria.
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6.3.1.4 Discretizacao da equagao de balango de energia térmica para o sub-

dominio sélido

Nesta secao sera feita a discretizacao da equagao de balango de energia térmica com a
qual se modela o sélido para o caso da validagao. Essa equacgao é frequentemente chamada
na literatura de equacao da difusao em regime permanente. O procedimento é bastante

similar aquele feito para o fluido, integrando-se para um volume de controle:

nore (P, 0T, Q
/S /w <8x2 + B +k_s) dxdy = 0. (6.34)

A discretizacao resultante da integral acima, utilizando-se o esquema centrado para
interpolagao da temperatura é dada por:
Top = 2Ty + Tow | Toy = 2T + T Q

s A =0 (6.35)

Assim como para o fluido, quando a malha é uniforme e as propriedades fisicas sao
constantes em todo o dominio, os valores de Ap, Ag, Aw, Ay, As € B s2o 0s mesmos
para todos volumes internos e podem ser vistos na Eq. 6.36. Atencao especial deve ser
dada para os volumes que estao nas fronteiras, especialmente os volumes dos cantos, pois
com as condicoes de contorno alteram-se os valores dos termos da matriz dos coeficientes e

também dos termos do vetor resultado.
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Ap—_2_ L =2
P Ag? * Ay?
1
Ap — —
E Ax?
1
A o
W Ax?
) 1 . (6.36)
NT A2
1
Ag—
Q
B- X
ks

A discretizagao das condicoes de contorno de Dirichilet e de Neumann utilizadas para
o solido ¢é idéntica a discretizacao utilizada para o fluido, e pode ser vista na Tab. 6.4.
A tnica diferenca entre sélido e fluido é que para o sélido também se utiliza condigoes
de contorno de terceiro tipo, ou de balanco de energia térmica. A seguir, é feita uma
analise utilizando-se esse tipo de condi¢cao de contorno para um volume de controle na
fronteira esquerda. As andlises para as demais fronteiras seguem um procedimento analogo
e, portanto, nao serao apresentadas.

Com a condicao de contorno de terceiro tipo, faz-se um balanc¢o de energia térmica
na fronteira, igualando-se o fluxo térmico advectivo com o difusivo, levando a seguinte

relacao:

oT
h (Too - Tfront,esq) = _ka_

€ front

Tp+ T, Tp — T, (6.57)
h{T, — PTOWY P W
( 2 ) Ax
Isolando-se a variavel Ty, tem-se:
2k — hAx 2hAx

L Ty W Ty P (6:38)

95



Uma vez encontrado o valor para Ty, basta substitui-lo na Eq. 6.35. Fazendo-se isso,
obtém-se valores diferentes, naquela posicao, para os coeficientes e para o vetor resultado
B. Com a Tab. 6.5, pode-se ver as discretizagoes para todas as fronteiras, sendo que para

os volumes nos cantos, basta utilizar as condi¢oes para as respectivas fronteiras.

Tabela 6.5: Discretizacao das condi¢oes de contorno de terceiro tipo para o caso de
validacao.

Condigao Balanco de energia térmica
2k — hA 2hA
Fronteira esquerda W= %—k—hAiT b+ %——thTm

2k — hA 2hA
Fronteira direita B %Jr—hA:g;TP * %Jr—th:ch

2k — hA 2hA
Fronteira superior N m P mﬂ’o

2k — hA 2hA
Fronteira inferior g = k — hAy hAx

_ A Ay _aet o
et hiny P 2t hAy

Fonte: Autoria propria.

6.3.2 Modelo em regime transiente

Uma vez apresentados os modelos matematicos numéricos para o caso utilizado para a
validagao dos métodos de acoplamento, agora serao apresentados os modelos matematicos

numéricos utilizados para o caso mais geral em regime transiente.

6.3.2.1 Discretizagcao do dominio

Para o modelo em regime transiente, o dominio fluido foi, inicialmente, discretizado
utilizando-se a Pratica A, na qual os pontos da malha sao posicionados no centro dos
volumes de controle, juntamente com a malha deslocada, exatamente como foi feito para
o caso utilizado para validagao. Logo, a malha pode ser visualizada segundo o mesmo

esquema ilustrativo apresentado na Fig. 6.3.
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Entretanto, por motivos que serao melhor explicados na préxima secao quando forem
apresentados os resultados, decidiu-se utilizar uma segunda configuracao de malha tanto
para o dominio fluido quanto para o sélido. A nova discretizacao do dominio fluido estéa
representada pela Fig. 6.7 a seguir.

Figura 6.7: Esbogo ilustrativo da segunda malha utilizada para discretizar o fluido para o
modelo transiente.
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Fonte: Autoria propria.

Como pode ser visto na figura acima, passou-se a avaliar a temperatura nos vértices
dos volumes de controle, como descrito com a Pratica B. E importante notar que apenas a
temperatura é analisada nos vértices, a pressao continua posicionada no centro dos volumes
de controle. Isso pode ser feito, pois a pressao e a temperatura nao estao matematicamente
acopladas para o caso analisado. Esse procedimento foi adotado devido a facilidade de
desenvolvimento do modelo computacional para resolver as equacoes de Navier-Stokes.
No entanto, talvez o mais indicado seria mover, também, a pressao para os vértices e,
consequentemente, as componentes das velocidades. Dessa forma, nao seria necessario
fazer interpolacoes para as velocidades.

Para o subdominio sélido também foi utilizada a Pratica B para uma segunda malha,
conforme pode ser visto com a Fig. 6.8. E importante ressaltar que a Pratica B resulta
em tamanhos de volumes diferentes nas fronteiras (tanto para o subdominio sélido quanto
para o fluido), sendo que os volumes internos sao inteiros, os volumes das fronteiras sao
meio volume e os dos cantos sdo um quarto de volume (isso para o caso bidimensional).

Tal caracteristica deve ser levada em consideracao cuidadosamente no momento de se
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aplicarem as condicoes de contorno.

Figura 6.8: Esboco ilustrativo da segunda malha utilizada para discretizar o sélido para o
modelo transiente.
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Fonte: Autoria propria.

6.3.2.2 Solucao das equagoes de Navier-Stokes simplificadas

Com as equacoes de Navier-Stokes, juntamente com a equacao da continuidade,
consegue-se modelar qualquer tipo de escoamento, seja ele turbulento ou laminar. Nesta
secao sera apresentado um método, entre os varios existentes, para se resolver as equagoes
da continuidade e de balanco de quantidade de movimento linear para um problema
bidimensional com propriedades fisicas constantes, sem efeitos de campo e em regime
transiente. Essas equagoes ja foram apresentadas (Eq. 6.3, 6.4 e 6.5) e serao aqui repetidas

por comodidade de leitura:

ou Ov

7 tay =0 (6.39)

Ou  O(uww) = O(vu) 1 0P 0*u 0%u

oo T oy T pon Ve T VigE (640
ov  Ouwv) OJwv)  10P 0% 0*v
BN + or + ay = o7 Oy + VfaxZ + I/fayQ. (6.41)
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Nota-se que existem trés incognitas (u, v e P) e trés equagoes. Entretanto, a equacao da
continuidade, Eq. 6.39, nao possui a variavel P explicita, o que levou ao desenvolvimento
de varios métodos de acoplamento entre pressao e velocidades. Entre esses varios métodos

vale destacar dois:

e SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations), apresentado por
Caretto et al. (1973).

e Método do Passo Fracionado, apresentado por Chorin (1968).

Figura 6.9: Fluxograma para o método do passo fracionado.

Valores Passo Solucio Passo
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n n+1
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no_ n+1
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Fonte: Autoria propria.

Com o método SIMPLE, originaram-se vérios outros métodos (SIMPLEC, SIMPLER,
PISO, etc.) com caracteristicas semelhantes e que trazem modificagoes a fim de melhorar
o método original. No presente trabalho foi utilizado o método do passo fracionado com
aproximagcao de primeira ordem para o termo temporal, cuja ideia principal é apresentada

com o fluxograma da Fig. 6.9 e o passo-a-passo do equacionamento é apresentado a seguir.

. €S0lVeI-Se as € uacées O passo pre iOI' ara U4 € v, em que oS termos englona
1. Resol coes d dit e v, t H englob

os termos difusivos e advectivos para as variaveis u e v:

ut —u" . Lop”
v AU e
(6.42)
v =" . 10p"
a0y
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2. Com a solucao de u* e v*, calcula-se p’ através da equacao de Poisson:

82]9/ 82p/ ) ou* ov*
= — : 6.43
022 T T M\ Dz oy (6.43)
3. Com a solucao de u*, v* e p/, é possivel encontrar u™*! e v™*i:
(un—l-l = uf — ga_p,
p Ox
(6.44)
At op’
Un+1 — U* o _a_p
0 p Oy
4. Atualiza-se o campo de pressao:
pn+1 — pn +p/ (645)

5. Verifica-se o balanco de massa através da equacao da continuidade para o novo

campo de velocidade obtido.

6.3.2.3 Discretizagao do balango de energia térmica para o subdominio fluido

Assim como foi feito para o modelo usado para validacao, aplica-se o método dos
volumes finitos para discretizar a equacao com a qual modela-se o balanco de energia

térmica para um fluido em regime transiente, Eq. 6.6, como apresentado a seguir:

n e 82Tf 82Tf B 1 nore (o7 a(qu> 5(UTf)
/S/Iv(aw2+8yz)dmdy_a_f/5/10<8t+ o + 3y )dmdy. (6.46)

O resultado dessa integral, aplicando-se média para interpolar as temperaturas nas
faces dos volumes de controle, juntamente com o método de Euler de primeira ordem para

discretizar o termo temporal, resulta nos seguintes coeficientes:
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Ap = At 2Ax + 2Ay Ax? + Ay?
Ue o
Ap = 2Ar  Ax?
A = — o X
A]VVV = “iAi LMQ (6.47)
2Ay  Ay?
As _ZXy A&y2
Tn
-4

Os valores mostrados na Eq. 6.47 sao validos para todos os volumes internos do
subdominio fluido, tanto para a malha com os pontos no centro do volume de controle
(Préatica A) quanto para a malha com os pontos centrados nos vértices do volume de
controle (Pratica B).

Para o caso de se utilizar a malha da Pratica A, o procedimento mostrado para o
modelo de validagao pode ser utilizado sem problemas, inclusive a discretizacao para as
condigoes de contorno sao as mesmas daquelas mostradas pela Tab. 6.4. Por outro lado,
para a malha da Pratica B, um pouco mais de atencao e trabalho extra sao necessarios,
uma vez que com a Eq. 6.46, integra-se a equacao diferencial em um volume de controle
inteiro, mas a malha da Pratica B possui metade de um volume de controle nas fronteiras
e apenas um quarto de volume nos cantos. Logo, para a discretizacao via volumes finitos
nessas regioes deve-se levar isso em consideracao.

Outra diferenca que surge ao se utilizar a malha da Pratica B é quanto as condicoes
de contorno. Para o caso em que a temperatura na fronteira é conhecida, condi¢ao de
Dirichilet, nao é necessario desenvolver uma equagao para a fronteira. Segundo Maliska
(2017), a aparente vantagem em nao ser necessario criar uma equagao para o volume de
fronteira, ja que a temperatura é conhecida, traduz-se na nao-observancia dos balangos
para os volumes das fronteiras.

As condigoes de contorno de Neumann para todas as fronteiras e cantos, para a malha
da pratica B, podem ser vistas na Tab. 6.6. As condigoes de contorno de Dirichilet nao

sao mostradas uma vez que para esse caso elas sao triviais. Observa-se que para os cantos,
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as condigoes de contorno sao um pouco diferentes em relacao as fronteiras.

Tabela 6.6: Discretizacao das condigoes de contorno de Neumann para a malha da Prética

B.
Condigao Neumann Neumann (canto)
2 1 Ax 4 17 ACL’
Fronteira esquerda | Ty =Tg + qu% Tw = Tk + qfron]:esq
2q7 - Ax 44" - Ax
Fronteira direita Tp =Tw + qu#d” Ty = T + qfron]:dzr
2 !/ A 4 7 A
Fronteira superior | Ty = Ts + M Ty = Ts + qfron;sup y
LTSRNV 4q" A
Fronteira inferior Tg =Ty + W Ts = Ty + qffoanf Y

Fonte: Autoria prépria.

6.3.2.4 Discretizacao da equagao de balango da energia térmica para o sub-

dominio sélido

Aplicando-se o método dos volumes finitos para discretizar a equacao diferencial dada

pela Eq. 6.1, tem-se:

n eaTS B n e
/s/watdxdy—as/s/w

<82T5 + 82T5> + « ] dxdy. (6.48)

axQ ayQ pS cps

O resultado da integral acima, aplicando-se média para determinar as temperaturas
nas faces dos volumes de controle, juntamente com o método de Euler de primeira ordem

para discretizar o termo temporal, resulta nos seguintes coeficientes:
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A=A T A
Ap= -5
«
e (6.09)
Av=-3p
As —A&yz
B 5 e

Os valores apresentados na Eq. 6.47 sao validos para todos os volumes internos do
subdominio fluido, tanto para a malha com os pontos no centro do volume de controle

(Préatica A) quanto para a malha com os pontos centrados nos vértices do volume de

controle (Pratica B).

Tabela 6.7: Discretizacao das condi¢oes de contorno de terceiro tipo para a malha da
Pratica B.

Condigao Balanco de energia térmica

2hA
Fronteira esquerda | Ty =Tg + k ’ (Too — Tp)

2hAx
(Too - TP)

Fronteira direita T =Tw +

2hA
Fronteira superior Ty =Ts + Ty (T — Tp)

2hA
Fronteira inferior Te =Ty + Ty (T — Tp)

Fonte: Autoria propria.

Para o caso de se utilizar a malha da Pratica A, o procedimento apresentado para o
modelo de validacao para o subdominio sélido pode ser utilizado sem problemas, inclusive

a discretizacao para as condigoes de contorno sao as mesmas daquelas mostradas pela Tab.
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6.5. Ja para a malha da Pratica B, as condicoes de contorno do tipo Dirichilet sao triviais,
uma vez que a temperatura no ponto da fronteira ja é conhecido e, portanto, nao precisa
ser calculado. Para as condigoes de contorno de Neumann, as equacgoes apresentadas na
Tab. 6.6 sao validas para o subdominio sélido.

O subdominio sélido pode também ser modelado com condigoes de contorno de terceiro

tipo, ou de balanco de energia térmica. Essas condi¢oes podem ser vistas na Tab. 6.7.
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7 Resultados

Nesta secao serao apresentados e discutidos os resultados obtidos utilizando-se o codigo
desenvolvido pelo proprio autor para se fazer o acoplamento térmico entre fluido e sélido

para o caso de interesse: escoamento laminar sobre uma placa plana.

7.1 Validacao

Primeiramente, antes de se validar o método de acoplamento utilizado no cédigo, ¢é
preciso verificar se a solucao obtida para a equacao de Blasius esta correta. Para isso,
comparou-se os valores para £(n), &'(n) e £”(n) encontrados no presente trabalho utilizando-
se o método de Runge-Kutta de quarta ordem, com os valores encontrados na literatura.

Com a Tab. 7.1, pode-se ver o resultado obtido por Cengel e Cimbala (2015).

Tabela 7.1: Solugao obtida por Cengel e Cimbala (2015) para a equagao de Blasius para
camada limite laminar sobre uma placa plana.

7 " f' f Ul " f’ f

0.0 0.33206 0.00000 0.00000 2.4 0.22809 0.72898 0.92229
0.1 0.33205 0.03321 0.00166 2.6 0.20645 0.77245 1.07250
0.2 0.33198 0.06641 0.00664 2.8 0.18401 0.81151 1.23098
0.3 0.33181 0.09960 0.01494 3.0 0.16136 0.84604 1.39681
0.4 0.33147 0.13276 0.02656 3.5 0.10777 0.91304 1.83770
0.5 0.33091 0.16589 0.04149 4.0 0.06423 0.95552 2.30574
0.6 0.33008 0.19894 0.05973 4.5 0.03398 0.97951 2.79013
0.8 0.32739 0.26471 0.10611 5.0 0.01591 0.99154 3.28327
1.0 0.32301 0.32978 0.16557 5.5 0.00658 0.99688 3.78057
1.2 0.31659 0.39378 0.23795 6.0 0.00240 0.99897 4.27962
1.4 0.30787 0.45626 0.32298 6.5 0.00077 0.99970 4.77932
1.6 0.29666 0.51676 0.42032 7.0 0.00022 0.99992 5.27923
1.8 0.28293 0.57476 0.52952 8.0 0.00001 1.00000 6.27921
2.0 0.26675 0.62977 0.65002 9.0 0.00000 1.00000 7.27921
2.2 0.24835 0.68131 0.78119 10.0 0.00000 1.00000 8.27921

Fonte: Cengel e Cimbala (2015)

Na Tab. 7.1, f(n), f'(n) e f"(n) sao as fungoes da equagao de Blasius correspondentes
a &(n), £(n) e £"(n), respectivamente. Os resultados obtidos no presente trabalho para a
solugao de Blasius podem ser vistos na Tab. 7.2.

Nota-se, tanto com os resultados obtidos por Cengel e Cimbala (2015), Tab. 7.1, quanto
com os resultados obtidos no presente trabalho, Tab. 7.2, que para valores grandes de 7, a
fungao £(n) (ou f(n) na notagdo da Tab. 7.1) pode ser aproximada por: £(n) ~n — 1, 72.
Essa aproximacao ¢ importante uma vez que dispensa a necessidade de resolver a equacao

de Blasius para valores muito grandes de 7. No presente trabalho, foram calculados os
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Tabela 7.2: Solucao para a equagao de Blasius para camada limite laminar sobre uma
placa plana (presente trabalho).

n £'(n) )] &(n) n £'(m g &(n)
0.0 0.3320573 0.0000000 0.0000000 5.2 0.0113418 0.9942455 3.4818676
0.2 0.3319838 0.06640783 0.0066410 5.4 0.0079277 0.9961553 3.6809190
0.4 0.3314698 0.1327642 0.0265599 5.6 0.0054320 0.9974778 3.8802906
0.6 0.3300791 0.1985373 0.0597346 5.8 0.0036484 0.9983755 4.0798819
0.8 0.3273893 0.2647091 0.1061082 6.0 0.0024020 0.9989729 4.2796209
1.0 0.3230071 0.3297800 0.1655717 6.2 0.0015502 0.9993625 4.4794572
1.2 0.3165892 0.3937761 0.2375487 6.4 0.0009806 0.9996117 4.6793566
1.4 0.3073654 0.4562618 0.3229816 6.6 0.0006080 0.9997679 4.8792957
1.6 0.2966635 0.5167568 0.4203208 6.8 0.0003696 0.9993638 5.0792597
1.8 0.2829310 0.5747581 0.5295180 7.0 0.0002202 0.9999216 5.2792387
2.0 0.2667515 0.6297657 0.6500244 7.2 0.0001286 0.9999557 5.4792268
2.2 0.2483509 0.6813104 0.7811933 7.4 0.0000736 0.9999755 5.6792201
2.4 0.2280918 0.7289819 0.9222901 7.6 0.0000413 0.9999866 5.8792164
2.6 0.2064546 0.7724550 1.0725060 7.8 0.0000227 0.99959929 6.0792144
2.8 0.1840066 0.8115096 1.2309773 8.0 0.0000122 0.9999963 6.2792133
3.0 0.1613603 0.8460444 1.3968082 8.2 0.0000065 0.9999981 6.4792128
3.2 0.1391281 0.8760814 1.5690949 8.4 0.0000034 0.9999990 6.6792125
3.4 0.1178763 0.9017612 1.74659501 8.6 0.0000017 0.9999995 6.8792124
3.6 0.0980863 0.9233297 1.9295251 8.8 0.0000009 0.9999998 7.0792123
3.8 0.0801259 0.9411180 2.1160298 9.0 0.0000004 0.9999999 7.2792123
4.0 0.0642341 0.9555182 2.3057464 9.2 0.0000002 0.99959999 7.4792123
4.2 0.0505198 0.96659571 2.4980396 9.4 0.0000001 1.0000000 7.6792122
4.4 0.0389726 0.9758708 2.6923609 9.6 0.0000000 1.0000000 7.8792122
4.6 0.0294838 0.9826835 2.8882479 9.8 0.0000000 1.0000000 8.0792122
4.3 0.0218712 0.9877895 3.0853206 9.9 0.0000000 1.0000000 8.1792122
5.0 0.0159068 0.9915419 3.2832736 10.0 0.0000000 1.0000000 8.2792122

Fonte: Autoria Prépria.

valores de &(n), &'(n) e £"(n) até n = 20,0, para valores maiores do que isso foi utilizada a
aproximacao mencionada anteriormente.

Com a Tab. 7.3 sao apresentadas as diferengas entre os valores obtidos por Cengel
¢ Cimbala (2015) e o pelo presente trabalho. Percebe-se através da andlise dos valores,
que os resultados estao em excelente acordo, dessa forma a solugao para a equagao de
Blasius estd validada. Uma vez obtidos os valores de £(7), &'(n) e £”(n), as componentes
da velocidade para qualquer ponto do dominio podem ser facilmente calculadas através
das Equacoes 6.11 e 6.12, uma vez que 1 = %y

Na Fig. 7.1 sao mostrados quatro perfis de velocidades para a direcao x. Cada curva

representa a velocidade u para diferentes posicoes da placa, sendo elas: 0,25Ly, 0,5L;,
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Tabela 7.3: Comparagao entre os resultados obtidos por Cengel e Cimbala (2015) e aqueles

obtidos com o presente trabalho.

n | [fo-r | Eo-r) [ Em-s| n | [Eo-r | Eo-r) [ Em-/|

e || e || [Em | e || e || |gm |
0.0 0.000804% - - 2.4 0.000772% | 0.000263% | 0.000012%
0.1 0.000560% 0.013552% 0.016865% 2.6 0.002238% 0.000649% 0.000556%
0.2 0.001154% | 0.003328% | 0.015058% 2.8 0.001853% | 0.000048% | 0.000221%
0.3 0.000199% | 0.001406% | 0.009771% 3.0 0.000198% | 0.000524% | 0.000128%
0.4 0.000048% 0.003133% 0.000452% 3.5 0.002450% 0.000041% 0.000078%
0.5 0.000287% 0.002863% 0.006796% 4.0 0.006414% 0.000186% 0.000277%
0.6 0.000267% | 0.001382% | 0.007768% 4.5 0.002619% | 0.000437% | 0.000154%
0.8 0.000226% 0.000329% 0.001678% 5.0 0.020117% 0.000191% 0.000110%
1.0 0.000895% | 0.000009% | 0.001039% 5.5 0.021433% | 0.000119% | 0.000049%
1.2 0.000256% 0.000990% 0.000542% 6.0 0.084928% 0.000286% 0.000020%
1.4 0.001497% | 0.000386% | 0.000486% 6.5 0.530932% | 0.000094% | 0.000047%
1.6 0.001166% | 0.000625% | 0.000181% 7.0 0.077213% | 0.000159% | 0.000165%
1.8 0.000357% 0.000325% 0.000372% 8.0 18.300654% | 0.000374% 0.000053%
2.0 0.000577% 0.000678% 0.000671% 9.0 - 0.000012% 0.000031%
2.2 0.000366% | 0.000054% | 0.000425% 10.0 - 0.000001% | 0.000027%

0,75Ly e Ly, em que Ly é o comprimento do dominio fluido que, por sua vez, é do mesmo
comprimento da placa.

A velocidade de entrada do fluido para esse caso foi u;, = 0,01m/s para uma placa de
Ly =0,103m de comprimento. O dominio do fluido tem o mesmo comprimento da placa,

Ly = L, e altura Hy = 0, 15m.

Figura 7.1: Perfis de velocidade, para diferentes posicoes da placa obtidos através da

solugao da equacao de Blasius.
X*=0,25

x* =0,50 x*=0,75 x* =1,00
0.15
0.14
0.13
0.12
0.11
0.10
0.09
0.08
0.07
0.06

0.05

Coordenada vertical (m)

0.04
0.03
0.02
0.01

0.00

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

Velocidade na dire¢do x (m/s)

Fonte: Autoria propria.
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Com a equagao de Blasius validada e, consequentemente, o campo de velocidade, faz-se
necessario, entao, validar o acoplamento térmico para o problema térmico conjugado. O
método utilizado foi o acoplamento forte do tipo Gauss-Seidel, como mostrado na Fig.
3.3. Este método foi escolhido por ser robusto o suficiente e, ao mesmo tempo, intuitivo e
simples de se implementar.

Os tipos de condic¢oes de contorno térmicas utilizadas para o fluido podem ser vistos
na Fig. 7.2, em que a temperatura de entrada utilizada foi 7;, = 300K. Como ja
mencionado, o comprimento e altura do dominio fluido sao, respectivamente, Ly = 0,103m

e Hy = 0,15m. Foi utilizada uma malha com 150 x 250 volumes (comprimento x altura).

Figura 7.2: Representacao das condicoes de contorno utilizadas para o modelo de validacao

do fluido.
Uin Vin CI” =0

u=v=20 Tsolid

Fonte: Autoria propria.

Para a validagao, os tipos de condigoes de contorno térmicas utilizadas para o sélido
podem ser vistos na Fig. 7.3, em que os coeficientes de convecgao térmica e temperaturas
para os trés lados da placa sao iguais e valem, respectivamente, h = SOWLK eT,, =300K.
Foram considerados, também, processos internos transformadores de energia no valor de
@ = 30kW para todo o sélido.

Com a Fig. 7.4 é possivel ver uma comparagao entre os resultados obtidos com o
modelo analitico utilizado por Shah e Jain (2015), o qual pode ser visto no Apéndice A, e
a simulagao numérica no presente trabalho, para uma velocidade de entrada constante de
u;m = 0,01m/s, o que resulta em um numero de Reynolds, baseado no comprimento da

placa, de Re = u%fLS = 65.
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Figura 7.3: Representagao das condicoes de contorno utilizadas para o modelo de validacao
do sélido.

n
Ariuia

h, Ty, Q h, T,

h,Te,

Fonte: Autoria prépria.

A posigao adimensional (eixo das abcissas) e a temperatura adimensional (eixo das

coordenadas) foram calculadas como se segue:

ot = Li (7.1)
Twall
wall oLz (7.2)
ks

Nas Equacoes 7.1 e 7.2, x representa a posi¢cao ao longo da interface e L, representa o
comprimento total da placa, que por sua vez é o mesmo do comprimento dos dominios
fluido e sélido. Na Eq. 7.2, Q ¢ a taxa de energia térmica por unidade de volume, oriunda
de processos transformadores, como por exemplo o efeito Joule. Sua unidade é o % e seu

valor pode ser calculado pela seguinte relacao:

Q=——. (7.3)

Onde Hg e L sao a altura e o comprimento da placa (subdominio sélido), respectivamente.
Foram comparados, também, os perfis de temperatura na interface para mais treés
diferentes valores de velocidade de entrada. Na Fig. 7.5 sao mostrados os resultados para
velocidade de entrada u;, = 0,05m/s (Re = 324).
Na Fig. 7.6, além dos resultados obtidos no presente trabalho e com o modelo analitico,
também é mostrado o resultado obtido por Shah e Jain (2015) através de simulagao
numérica utilizando-se o método dos elementos finitos com o programa ANSYS-CFX.

Esses resultados foram obtidos para uma velocidade de entrada u;, = 0,1m/s (Re = 648).

69



Figura 7.4: Perfil de temperaturas na interface fluido-sélido para uma velocidade de
entrada u;,, = 0,0lm/s

——Presente trabalho ——Modelo Analitico (Shah e Jain, 2015)
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Fonte: Autoria prépria.

Vale notar que o presente trabalho obteve resultados mais préximos do modelo analitico
se comparado ao ANSYS-CFX, entretanto a malha utilizada para a simulagao via método
dos elementos finitos nao foi fornecida pelo autor.

A dltima comparagao entre perfis de temperatura na interface é mostrada na Fig. 7.7.
A velocidade de entrada utilizada foi w;, = 0,2m/s (Re = 1295).

Além da temperatura, o fluxo térmico também foi avaliado. Com a Fig. 7.8 comparam-
se os fluxos térmicos obtidos pelo modelo analitico e pelo modelo computacional utilizado
no presente trabalho para uma velocidade de entrada u;, = 0,01m/s e para trés malhas
diferentes. Os valores apresentados sao para os fluxos térmicos que o sélido envia para o
fluido ao longo de toda a superficie e foram calculados em sua forma adimensional como

se segue:
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Figura 7.5: Perfil de temperaturas na interface fluido-sélido para uma velocidade de
entrada u;,, = 0,05m/s

——Presente trabalho ——Modelo analitico (Shah e Jain, 2015)
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Fonte: Autoria prépria.

Quall
qiau = 012 (7.4)
“H

Vale ressaltar que as malhas dos subdominios sélido e fluido sao construidas de modo
que o tamanho dos volumes em ambos os subdominios seja sempre o mesmo, ou seja, o
comprimento dx e dy dos volumes sao os mesmos tanto para o solido quanto para o fluido.
Com isso em mente, a seguir sao apresentadas a quantidade de volumes utilizados para

cada malha nos resultados exibidos na Fig. 7.8.

e Malha 1:
Sélido: 90x 30

Fluido: 90x150
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Figura 7.6: Perfil de temperaturas na interface fluido-sélido para uma velocidade de
entrada u;, = 0,1m/s
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Fonte: Autoria proépria.

e Malha 2:
Sélido: 120x40

Fluido: 120x200

e Malha 3:
Sélido: 150x50

Fluido: 150x250

Com os resultados apresentados na Fig. 7.8 e analisando-se as malhas utilizadas,
percebe-se uma tendéncia de melhora dos resultados a medida que a malha vai sendo
refinada. A direcao y, por ser a direcao dos fluxos térmicos na interface, tem maior
influéncia nos resultados do que a direcao x, ou seja, refinando-se a malha na direcao
y obtém-se resultados melhores se comparados aos resultados obtidos para o mesmo

refinamento na direcao x.
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Figura 7.7: Perfil de temperaturas na interface fluido-sélido para uma velocidade de
entrada u;, = 0,2m/s
——Presente trabalho ——Modelo analitico (Shah e Jain, 2015)
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Fonte: Autoria propria.

Analisando do ponto de vista da fisica do problema analisado, percebe-se com os
resultados apresentados na Fig. 7.8 que até uma certa posicao da placa, o fluido recebe
energia da placa (regiao em que o fluxo térmico é positivo), ou seja, o fluido é aquecido
pela placa. Entretanto, a partir de uma certa posicao, o fluido passa ceder energia para a
placa (regido em que o fluxo térmico é negativo), ou seja, a placa que é aquecida pelo fluido.
Esse fenomeno é bastante interessante e é explicado devido as condi¢oes de contorno de

terceiro tipo (balango de energia) utilizadas para as outras trés fronteiras da placa.

7.1.1 Comentarios gerais sobre a validagao

Foi utilizado o acoplamento forte com o método Bloco-Gauss-Seidel e, de maneira
geral, os resultados encontrados com o método numérico utilizado no presente trabalho
apresentaram boa concordancia com o modelo analitico utilizado para validagao. A seguinte

relagao foi utilizada como critério de convergéncia para o acoplamento forte:
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Figura 7.8: Fluxo térmico enviado do sélido para o fluido ao longo da interface fluido-sélido
para uma velocidade de entrada u;, = 0,1m/s

Modelo analitico (Shah e Jain,2015) Presente trabalho (malha 1)

Presente trabalho (malha 2) Presente trabalho (malha 3)
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Fonte: Autoria proépria.

ITh5) — Thaull < tol. (7.5)

w

A tolerancia utilizada foi tol = 107%. Basicamente, o que se faz com esse critério de
convergéncia é parar as iteracoes do acoplamento quando a temperatura na interface parar
de variar entre uma iteracao e outra.

Os resultados apresentados nas Figuras 7.4, 7.5, 7.6 e 7.7 foram obtidos apds 17, 35,
48 e 87 iteragoes, respectivamente, para o acoplamento forte. Com isso, percebe-se que,
para uma mesma malha, ao se aumentar a velocidade de entrada u;,, mais iteragoes foram
necessarias para se alcangar a tolerancia desejada para o acoplamento. Vale notar também
que os valores maximos de temperatura diminuiram a medida que a velocidade de entrada
u;, aumentou, o que é um resultado intuitivo e fisicamente esperado.

Por fim, mas nao menos importante, o autor do presente trabalho gostaria de salientar
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que o cddigo desenvolvido para solucao de sistemas lineares utilizando-se o método
BiCGSTAB nao converge para o sistema linear resultante da Eq. 6.13, apds feita as
discretizacoes via método dos volumes finitos. Como alternativa, utilizou-se a funcao do
MatLab chamada mldivide. Com essa funcao analisam-se as caracteristicas da matriz dos
coeficientes e escolhe, entre os varios métodos disponiveis para solucao de sistemas lineares,
o mais adequado. A utilizacao dessa funcao trouxe grande comodidade quanto a nao
necessidade de se procurar e implementar um método para resolver o sistema linear, por
outro lado, impossibilitou o uso de malhas mais refinadas, devido ao consumo de memoria

decorrente do uso desse software.

7.2 Modelos transientes

Nesta secao serao apresentados os resultados obtidos através da simulagao do mesmo
tipo de problema (escoamento sobre uma placa plana), mas desta vez em regime transiente
e, também, para diferentes tipos de condicao de contorno para a placa. O objetivo é avaliar
a coeréncia dos resultados, obtidos com o cédigo desenvolvido para problemas transientes,
com aquilo que se espera fisicamente.

Para comegar, o escoamento sera modelado nao mais com a equacao de Blasius, mas sim
com as equagoes de Navier-Stokes para regime transiente e propriedades fisicas constantes,
como pode ser visto com a Eq. 6.3 (equagao da continuidade), Eq. 6.4 (balango da
quantidade de movimento linear na diregao x) e Eq. 6.5 (balango da quantidade de
movimento linear na dire¢ao y).

Resolvendo-se as equagoes de Navier-Stokes, percebe-se uma regiao do perfil de veloci-
dades em que o fluido apresenta velocidade maior do que a velocidade de entrada e depois
tende a ela. Segundo Dou, Xu e Khoo (2018), esse fenomeno é chamado de overshoot
e pode ser visto na Fig. 7.9. A velocidade de entrada utilizada foi u;, = 0,01m/s e as
posi¢des mostradas sdo 2™ = 0,25, 2+ = 0,50, 27 = 0,75 e 2+ = 1,00, em que 27 = 7.

Esse comportamento nao é observado através da teoria da camada limite de Blasius e
pode ser fisicamente explicado. Uma vez que o fluido é repentinamente freado pela placa,
as camadas de fluido logo acima da placa sofrem uma aceleracao, e consequentemente
aumento de velocidade, devido a necessidade de se respeitar o balanco de quantidade de

movimento linear.

Esse fenomeno é observado ao longo de toda a camada limite, como pode ser observado
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Figura 7.9: Perfis de velocidade, para diferentes posi¢coes da placa obtidos através da
solucao das equacgoes de Navier-Stokes.
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Fonte: Autoria prépria.

com a regiao mais avermelhada na Fig. 7.10, de modo que, a medida que se afasta da
entrada, ele vai sendo atenuado. Pode-se perceber essa atenuacao através das velocidades
maximas atingidas para as diferentes posicoes ao longo da interface conforme apresentado
na Fig. 7.9. Caso a placa fosse suficientemente longa, o perfil de velocidades seria bem
semelhante ao perfil obtido através da solugao da equacao de Blasius.

Diferentemente do modelo utilizado para validacao, em que o campo de velocidade é
obtido em regime permanente através da equacao de Blasius, no modelo transiente ele
deve ser calculado a cada passo de tempo, caso os passos de tempo para o subdominio
fluido e sdlido sejam os mesmos, ou de tempos em tempos caso os passos de tempo para

os subdominios sejam diferentes.

7.2.1 Cuidados com o processo transiente

Quando se trabalha com modelos em regime transiente de convecgao conjugada, alguns
cuidados devem ser tomados de modo a garantir que os fenomenos que ocorrem durante o
processo transiente mais intenso, no comego da simulagao para o caso do presente trabalho,

sejam devidamente capturados e levem a solugao correta do problema.
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Figura 7.10: Camada limite fluidodinamica laminar sobre uma placa plana, obtida através
da solugao das equagdes de Navier-Stokes. A velocidade u é dada em m/s.
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Fonte: Autoria propria.

A titulo de exemplo, imagina-se o mesmo problema, escoamento sobre uma placa plana
com balanc¢o de energia térmica como condi¢ao de contorno para as laterais da placa e
para a parte inferior, com a diferenca que na interface fluido-sélido ao invés de se analisar
de forma conjugada, utiliza-se condi¢ao de Dirichilet, ou seja, a temperatura para o fluido
e para o sélido é conhecida naquela regidao. A qualidade do refinamento da malha utilizada
para o fluido e da malha utilizada para o sélido afetara a acurdcia da solucao para cada
subdominio, mas o problema a ser resolvido continua a ser o mesmo, uma vez que 0s
subdominios nao interagem entre si.

Entretanto, analisando-se o problema de forma conjugada, a qualidade do refinamento
da malha de um subdominio nao apenas afeta a acuracia da solucao daquele subdominio,
mas também influencia na solugao do outro subdominio, uma vez que os subdominios
interagem entre si através da troca de informacoes na interface via condigoes de contorno.
Com isso, deve-se tomar cuidado com o cdlculo dos fluxos térmicos na interface, os quais

estarao devidamente calculados se:
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e A malha for suficientemente fina a ponto de permitir que que a temperatura na
interface seja calculada corretamente utilizando-se métodos de extrapolacao de baixa

ordem.

e Forem utilizados métodos de extrapolacao mais robustos que consigam estimar

adequadamente a temperatura na interface, mesmo para malhas menos refinadas.

e Utiliza-se a condigao de contorno ja fornecida pelo outro subdominio, evitando-se a

necessidade de extrapolagoes.

A terceira opcao foi a opcao utilizada no presente trabalho uma vez que ela é a mais
facil de ser implementada. O que foi dito anteriormente pode ser melhor compreendido
analisando-se os resultados mostrados na Fig. 7.11. Nela sao mostrados os perfis de
temperatura para quatro diferentes malhas em um mesmo instante, no comeco da simulacao,
decorridos apenas 0, 05s (5 iteragoes). Esses resultados foram obtidos através da simulacao

da placa sujeita a condicao inicial de temperatura constante, T, = = 700K e o fluido com

temperaturas inicial e de entrada também constantes, T%, . = T}, = 300K.

As malhas utilizadas para a comparacao foram:

e Malha A:
Sélido: 50x15

Fluido: 50x75

e Malha B:
Sélido: 50x30

Fluido: 50x150

e Malha C:
Solido: 50x40

Fluido: 50x200

e Malha D:
Sélido: 50x50

Fluido: 50x250
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Figura 7.11: Perfil de temperaturas na interface para o fluido e para o solido para quatro
diferentes malhas: (a) malha A, (b) malha B, (c¢) malha C e (d) malha D.
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Fonte: Autoria prépria.

Esses tipos de erros ocorrem, principalmente, no comeco da simulacao devido aos
elevados gradientes. A medida que a simulacao avanca, os gradientes de temperatura
vao sendo suavizados devido as trocas térmicas na interface e a descontinuidade das

temperaturas nao é mais observada, uma vez que os erros de extrapolacao gerados pela
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ma qualidade da malha nao sao tao acentuados devido aos valores menores dos gradientes.

Para o caso analisado, o erro no cdlculo dos fluxos devidos as extrapolagoes e/ou a falta
de refinamento da malha pode passar despercebido, uma vez que os elevados gradientes
desaparecem rapidamente devido as trocas térmicas. Entretanto, em problemas altamente
transientes e com variacoes grandes nas condigoes de contorno, a propagacao desses erros
se torna notavel e compromete fortemente os resultados.

Como forma de se buscar uma outra abordagem para o problema, utilizou-se uma malha
com os pontos da malha para as temperaturas posicionados nas fronteiras dos subdominios
(Prética B), conforme apresentado nas Figuras 6.5 e 6.6. Com essa abordagem, esperava-se
conseguir uma melhora no célculo dos fluxos térmicos na interface, porém, como pode ser

visto na Fig. 7.12, nao houve grandes mudancas.

7.2.2 Verificagcao do modelo transiente

Analisando-se os resultados apresentados na Fig. 7.12, optou-se por utilizar a malha
da Pratica A, uma vez que ela foi a malha inicialmente utilizada e a Pratica B nao trouxe
ganhos relevantes que justificasse o seu uso.

Uma das maneiras para se verificar os resultados obtidos com o cédigo geral implemen-
tado é comparar os resultados obtidos através de uma simulagao em regime transiente,
tao longa quanto necessario para que se atinja o regime permanente, com os resultados
obtidos com o modelo analitico ja apresentado.

Para se fazer a verificacao, foi utilizada a malha B, que apresenta um bom custo
beneficio entre o tempo computacional e a acuracia da solucao. O tempo simulado para
que se atingisse o regime permanente foi de aproximadamente 15000 segundos, a partir
das condicoes iniciais de Tj,,, = 700K e Ty, , = 300K. O resultado obtido para o perfil de
temperatura na interface é apresentado na Fig. 7.13.

E importante salientar uma diferenca importante entre os modelos: para o modelo
analitico, como ele é baseado na equacao de balanco de energia térmica em regime
permanente, a tunica propriedade fisica utilizada para o subdominio sélido é a condutividade
térmica, kg, ja para o modelo em regime transiente sao necessarios, também, a massa
especifica ps e o calor especifico ¢,, do sélido. Essas duas ultimas propriedades nao foram
fornecidas no trabalho utilizado como referéncia para validacao. O que foi feito, entao,

foi procurar na literatura um material com o calor especifico ks o mais proximo possivel
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Figura 7.12: Fluxo térmico calculado no subdominio fluido para trés instantes de tempo
diferentes: (a) 2s, (b) 20s e (c) 200s.
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Figura 7.13: Comparacao entre os perfis de temperatura obtidos através do modelo
analitico e da simulacao com o modelo geral transiente.
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do valor utilizado no trabalho de referéncia. Uma vez encontrado o material, no caso o
gesso acartonado (também conhecido como drywall), utilizou-se, portanto, as propriedades
fisicas desse material.

Nas Figuras 7.14 e 7.15 sao apresentadas as distribuicoes de temperatura para os
subdominios fluido e sélido, respectivamente. Nelas é possivel perceber a importancia de
se analisar os problemas de maneira acoplada, ou conjugada, uma vez que distribuicao
de temperaturas obtida é bem mais complexa e, com certeza, completamente diferente
da distribuicao de temperaturas que seria obtida analisando o problema de maneira
desacoplada, ou seja, impondo as condigoes de contorno (a nao ser que essas fossem
fornecidas como uma fungao do tempo, o que é inviavel na pratica).

Com a Fig. 7.14 observa-se a influéncia que a condi¢ao de contorno de terceiro tipo
(balango de energia) da fronteira direita do subdominio sélido exerce sobre o subdominio
fluido, uma vez que, como ja foi dito, a partir de uma certa posicao, o fluxo térmico passa

a ser na direcao do fluido para o sélido, o que explica a regiao com menores temperaturas
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Figura 7.14: Distribuigao de temperaturas para o subdominio fluido.
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Figura 7.15: Distribuicao de temperaturas para o subdominio sélido.
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(em azul claro) ao final da camada limite térmica.

7.2.3 Modelos extras para o caso transiente geral

O cdédigo utilizado para resolver o modelo transiente foi implementado de modo a
permitir que os trés tipos de condig¢oes de contorno (Dirichilet, Neumann e balango de

energia térmica) sejam utilizadas nas fronteiras esquerda, direita e inferior do subdominio
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s6lido. Além disso, é possivel, também, informar se hd ou nao difusdo e/ou advecgao
nas direcoes x e y. Assim sendo, serao mostrados a seguir dois casos para analisar as
condicoes de contorno para as fronteiras do subdominio sélido que ainda nao foram
analisadas, ou seja, Dirichilet e Neumann. Os resultados aqui mostrados servem apenas
para mostrar/testar a versatilidade do c6digo, necessitando estudos complementares para
verificacao da confiabilidade como, por exemplo, um estudo de independéncia de malha e

do passo de tempo.

7.2.3.1 Modelo extra com condicao de contorno do tipo Dirichilet

A seguir serao apresentados os resultados de uma simulagao teste utilizando condigoes
de contorno de primeiro tipo, ou Dirichilet, para as trés faces do subdominio sélido que nao
estao em contato com o subdominio fluido. Nas simulagoes a seguir, o material utilizado
agora é o aluminio (material 02) o qual possui condutividade térmica aproximadamente
1000 vezes maior do que o material 01.

As condicoes de contorno utilizadas foram Tj.p; = 500K para a fronteira esquerda,
Tright = 300K para a fronteira direita e Thoyom = 1000K para a fronteira inferior. As

condicoes iniciais foram as mesmas daquelas utilizadas anteriormente, Ty, = = 700K e

Ty,.. = 300K. A malha escolhida, novamente, foi a malha B.

Na Fig. 7.16 é apresentado o perfil de temperaturas para o tempo ¢ = 30s.

Nas Figuras 7.17 e 7.18 sao apresentadas as distribuicoes de temperatura para os
subdominios fluido e sélido, respectivamente.

Devido a condutividade térmica elevada e ao tipo de condigoes de contorno utilizadas,
mesmo para um tempo fisico relativamente baixo, de 30 segundos, os resultados ja podem
ser considerados em regime permanente. Maiores testes para validacao sao importantes,

porém os resultados, a primeira vista, apresentam boa coeréncia com a fisica do problema.

Além disso, o balanco de energia estd na ordem de 107%, o que ja é um bom indicativo.

7.2.3.2 Modelo extra com condigao de contorno do tipo Neumann

A seguir serao apresentados os resultados de uma simulagao teste utilizando condigoes
de contorno de segundo tipo, ou Neumann, para as trés faces do subdominio sélido que nao
estao em contato com o subdominio fluido. Nas simulacoes a seguir, o material utilizado

também foi o aluminio (material 02).
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Figura 7.16: Perfil de temperatura na interface.
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Figura 7.17: Distribui¢ao de temperaturas para o subdominio fluido.
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Figura 7.18: Distribuicao de temperaturas para o subdominio sélido.
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Como condicao de contorno utilizou-se isolamento, ou seja, fluxo térmico nulo, para
todas as trés fronteiras do subdominio sélido. As condigoes iniciais foram as mesmas

daquelas utilizadas anteriormente, T, , = 700K e T}, = 300K. A malha escolhida,

ini
novamente, foi a malha B.

Na Fig. 7.16 é apresentado o perfil de temperaturas para o tempo ¢t = 50s.

Figura 7.19: Perfil de temperatura na interface.
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Nas Figuras 7.20 e 7.21 sao apresentadas as distribuigoes de temperatura para os

subdominios fluido e sélido, respectivamente.

Figura 7.20: Distribuigao de temperaturas para o subdominio fluido.

Fonte: Autoria propria.

Figura 7.21: Distribuicao de temperaturas para o subdominio sélido.
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Como pode-se perceber pelos valores de temperatura apresentados na Fig. 7.21, os
resultados estao coerentes com a fisica transiente do problema, uma vez que na regiao de

entrada as temperaturas sao menores. Isso ocorre pois a medida que o fluido avanca ao
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longo da placa, mais energia térmica é trocada na interface, de modo que ao chegar ao
final da placa, o fluido estara mais quente em relacao a sua temperatura de entrada. O
balanco de energia térmica da ordem de 10~ também pode ser considerado como um bom
indicativo para a confiabilidade da solucao.

O resultado foi obtido para uma simulacao de 1000 segundos. Percebe-se que nesse
tempo, a temperatura do sélido saiu dos 700K iniciais e foi para cerca de 690K . Caso o
tempo de simulagao fosse longo o suficiente, o resultado esperado para o regime permanente
seria toda placa com o mesmo valor de temperatura 7}, de entrada do fluido. Entretanto,
esse nao seria um resultado interessante de ser apresentado, diferentemente do resultado

em regime transiente visto anteriormente.
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8 Conclusoes e trabalhos futuros

8.1 Conclusoes

O presente trabalho foi proposto com o intuito de inserir uma nova linha de pesquisa
no Laboratério de Mecanica dos Fluidos (MFLab) da Universidade Federal de Uberlandia,
passando a analisar problemas térmicos através de uma perspectiva diferente, tratando os
problemas de forma acoplada. O autor dessa dissertacao, encara o trabalho feito como um
primeiro passo (ou uma primeira contribuicao) em dire¢ao a implementagao de sub-rotinas
a serem utilizadas no cédigo MFSim desenvolvido pelo préprio laboratério.

O cédigo MFSim vem sendo construido e aprimorado ao longo dos anos pelos alunos,
pesquisadores e professores do MFLab e ja possibilita, atualmente, simular problemas de
engenharia de alta complexidade.

Com base nisso, objetivou-se com o presente trabalho, contribuir sobretudo em dois

aspectos:

e Com a revisao bibliografica dos métodos utilizados na solugao de problemas de CHT.

e Com a solugao de um problema que possibilitou introduzir na prética a implementacao

de um dos varios métodos de acoplamento existentes.

Foi obtida boa concordancia com os modelos analiticos utilizados para validacao. Além
disso, com o codigo implementado resolvem-se problemas relativamente gerais no que diz
respeito as condigoes de contorno e as caracteristicas da equagao com a qual modela-se o
problema (regime transiente/permanente, difusao e advecgao nas diregoes = e y).

Os resultados mostrados com as simulacoes extras para o modelo transiente geral,
também apresentaram coeréncia com o que era esperado da fisica do problema e com bons
valores para o balanco de energia térmica, na ordem de 1078, o que nao valida a simulacao,
mas é um indicativo.

Com tudo o que foi exposto, acredita-se que a principal contribuicao feita com o

presente trabalho foi a abertura de uma nova linha de pesquisa no MFLab.
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8.2 Trabalhos futuros

Apesar dos bons resultados obtidos, ainda h& muito a se explorar e também a ser

melhorado. Algumas sugestoes para trabalhos futuros sao:

e Comparacao entre os resultados obtidos utilizando-se os acoplamentos fraco e forte.

e Comparagcao entre diferentes métodos de acoplamento como, por exemplo, os métodos

quase-Newton.
e Levar em consideragao a variacao das propriedades fisicas com a temperatura.
e Implementacao do refinamento de malha adaptativo.

e Implementacao de modelos de turbuléncia, uma vez que a turbuléncia é um fenomeno

extremamente importante em processos de transferéncia de energia térmica.

e Extensao para problemas em que ambos subdominios sejam fluidos, de modo que
a interface nao mais seria estatica, havendo a necessidade de rastrea-la, o que

aumentaria consideravelmente a complexidade do problema.
e Solucao de problemas tridimensionais.

e Solucao de problemas com sélidos imersos em movimento trocando energia com o

fluido.
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A Solucao analitica do caso de validacao

Shah e Jain (2015) apresentam a solucao analitica para a Eq. 6.2 e para a Eq. 6.25 em

suas formas adimensionais. Os adimensionais propostos por eles sao:

Ty
ks
Ts _Too
Ts+ = Ta (AQ)
k's
+ f A
Tt =7 (A.3)
+=4 A4
vt=a (A.4)
H
Lt =—. A.
A (A.5)

O procedimento para resolver o problema conjugado comeca pela solucao da equacao
diferencial para o subdominio fluido, que em sua forma adimensional é dada por:
2+ + +

W:u a;p"" +v ay"" (A6)

As condigoes de contorno para a Eq. A.6 sao:

T}T =T}, em xt =0. (A.7)
?}g;ii =0, em x7=1. (A.8)
TJT =T" em yT=0. (A.9)
% =0, em yt=1 (A.10)

Nas Eq. A.7Te Eq. A9, T, e T:H

L 580, Tespectivamente, as temperaturas de entrada
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do fluido e a distribuicao de temperaturas na interface fluido-sélido em suas formas

adimensionais. Elas sao dadas por:

Twall
T':)_all = Q_L2 ) (Al].)
ks
Tin
T = o (A.12)

A solucao da Eq. A.6 para as condigoes de contorno descritas acima é dada por:

+
v T
TJj—( + +) T+ / [1 _ 9(§+,x+,y+)] d walldg-i-
0

de+
. (A.13)
+ > (=6 2ty )] (Thal) — Tih) -
=1
Na equacao acima, 6(£*, 2, y™) é dado por:
0,331Pr'3Rey*y*H  0,005405Pr Re/*y*° H3
ot ot yt) = T ’ e (A.14)

NN

Com a solucao do subdominio fluido, pode-se calcular o fluxo térmico que serd usado

como condicao de contorno para o solido na interface:

Jr
+ +y Guan (™) _ an
Qwall(x )_ QTL2 - Kaer
T
- K [ /0 O,+(EF, 27,0) dgj”d&* + Z% 0) (Th () —Th) | -

(A.15)

Na Eq. A.15, 6,+ é a derivada em relacao a y* de 0(¢T, 27, y+) dado pela Eq. A.14 e
_ Ky
K =3t
A equacao diferencial para uma placa plana bidimensional com propriedades fisicas
constantes, em regime transiente e com processos transformadores de energia em sua forma

adimensional é dada por:
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O*T; 1+ O*T}
Oxt? oy t?

+1=0. (A.16)

As condigoes de contorno para a Eq. A.16 sao:

gg _ BTN em it =1 (A.18)
gz{ _BinT' . em yt =1 (A.19)
oT+

), em yt=0. (A.20)

B+ = G (T

A solucao da Eq. A.16 pode ser encontrada separando T.F (z*, y™) em duas componentes,

como mostrado a seguir:

THat y") = AT (2") + B (", y"). (A.21)

As duas componentes da distribuicao de temperatura sao dadas por:

1 1
At (2T = 3 zt (1—at) + B |- (A.22)
B = Z [Ceosh(pnHy") + D (Bucosh(p,Hyt)) + sinh(u,Hy™)] -
n=1 <A23)

[ttnLeosh(p, La™) + Bigsin(pu, La™)] .

Os coeficientes CF', D e 8 na Eq. A.23 sdo dados por:

Ct = —Bigy fol AT [ﬂnLCOS(Man+) + BiLSin('u”Lx+)] dz*

n

(A.24)
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D = Jo @han(@*) - [t Leost (p, Lat) + Bipsin(u, La)] da*

= (A.25)
S (ual) [(2 LH + BinBiy) (1+ i ) + Bin|
WL)cosh(jnH) — Biy, - sinh(jnH
5 U )cosh(uuT) = Biy - sinh (1) )

(unL)sinh(p, H) + Biy, - cosh(p,H)

Os autovalores i, podem ser obtidos através das raizes da equacao transcendental:

tan(pL) = % (A.27)

hL

~ . . o hH . o
Nas equagoes acima, Big = %= e Bip = =

i
Com essa metodologia, pode-se encontrar a solugao para o problema. Basta repetir o

processo iterativamente até a convergéncia.
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B Equacao de Blasius para camada limite sobre uma
placa plana

Analisando-se um escoamento em regime permanente sem turbuléncia sobre uma
placa plana semi-infinita alinhada com o escoamento. A velocidade de corrente livre
Us € constante, bem como as propriedades do fluido. Ao se utilizar condicao de nao
deslizamento na superficie da placa, ou seja, a velocidade do fluido é a mesma da velocidade
da placa, diga-se nula para simplificar a de analise. A equacao de balanco de quantidade
de movimento linear para esse caso, juntamente com a equacao da continuidade, sao dadas

por:

— =u— B.1
V@yZ “or * oy’ (B.1)
ou Ov
ou v _ o B.2
ox + dy 0 (B:2)

Posicionando os eixos de referéncia como mostrado na Fig. 6.1, tem-se que as condicoes

de contorno para a Eq. B.1 sao:

u=uv=0, em y=0. (B.3)
U — U, em Yy — oo. (B.4)
U = Uso, em x=0. (B.5)

A seguir, faz-se a seguinte suposicao:

u=f(n), onde n=y-g(x) (B.6)

Adotando-se a nomenclatura f' = j—f e g =% tem-se:
n dx

ou _of _0fon _ u
Gx_ax_anaaz_fyg' (B7)

ou Of ofdn
u _0f _0fon _ . B.

98



9%u an g (0f 0 (0f\ On " 2
gu_ o) _ 9 (0] _ 9 (o])\on _ _ B.
o2 oy Oy (ay) on (8y> dy I (B9)

Agora, substituindo-se os resultados acima na equacao para camada limite, Eq. B.1, e

na equacao da continuidade, Eq. B.2, obtém-se, respectivamente:

vi'g* = fflygd +of'y. (B.10)
, ,  Ov B
fyg +8_y = 0. (B.11)

Combinando-se as Equacoes B.10 e B.11 de modo a eliminar v, e rearranjando as

variaveis, obtém-se:

1d [f" 1 o
fin () =05 (B.12)

Nota-se que o lado esquerdo da Eq. B.12 é funcao apenas de n e que o lado direito é
fungao apenas de x. Como x e 7 sao independentes, entao cada lado deve ser igual a uma
constante, ou seja, o problema foi reduzido para a solucao de duas equacoes diferenciais
ordindrias.

Fazendo-se o lado direito da equagao igual a uma constante qualquer —k, tem-se:

dg
— = —kvdz. (B.13)
g
Integrando a Eq. B.13, tem-se:
1

Aplicando-se as condicoes de contorno dadas pelas Equacoes B.4 e B.5, tem-se que

g(0) = o0, logo C' = 0. Assim sendo, tem-se:

1 y

g:\/kawc7 n:yg:\/Zka'

Agora, analisando-se o lado esquerdo da Eq. B.12:

Ld (f"\_
L)y -

(B.15)
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d (?-) = —kfdn. (B.17)

f‘/l
Como, em y = 0, tem-se que n = u =v = f = 0, entdo é possivel encontrar a constante

de integracao com auxilio da Eq. B.1:

0%u 0 f
_— = = — = //. Bl
5 0= 55— (B.19
Logo, C' =0 e:
f// n
o= —k/ fdn. (B.20)
f 0

Agora, a fim de se eliminar a integral na equagao acima, define-se uma velocidade

adimensional como sendo a derivada de uma funcao de n:

oy = YL
§'(n) = T (B.21)
Entao:
f = uoog,
= uxs” (B.22)
1 — uooglll

Substituindo-se as Eq. B.22 na Eq. B.20, tem-se:

é//l /77 df
S w—dn = —kusE. B.23
o =k | g = kst (B.23)
RGGSCIGVGHdO—SeI
"+ kus£€” = 0. (B.24)

Como k é uma constante qualquer, mas ku., deve ser adimensional, pode-se fazer entao

koo = % Logo:
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g/// + %gg// —0 (B.25)

A Eq. B.25 é a equacao de Blasius, uma equagcao diferencial ordindria com as seguintes

condicoes de contorno:

£(0) =o0. (B.26)
£'(0) = 0. (B.27)
¢ (c0) = 1. (B.28)
£"(0) = 0. (B.29)
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