JEFFERSON HENRIQUE CANDIDO

INDICE POLINOMIAL NUMERICO DE UM
ESPACO DE BANACH

®

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
2020



JEFFERSON HENRIQUE CANDIDO

INDICE POLINOMIAL NUMERICO DE UM
ESPACO DE BANACH

Dissertacao apresentada ao Programa de Péds-
Graduagao em Matematica da Universidade Federal de
Uberlandia, como parte dos requisitos para obtencao do
titulo de MESTRE EM MATEMATICA.

Area de Concentragao: Matematica.
Linha de Pesquisa: Andlise Funcional.

Orientadora: Prof. Dra. Elisa Regina dos Santos

UBERLANDIA - MG
2020

i



Ficha Catalogréafica Online do Sistema de Bibliotecas da UFU
com dados informados pelo(a) proprio(a) autor(a).

C217  Candido, Jéfferson Henrique, 1995-
2020 Indice Polinomial Numérico de um Espago de Banach [recurso
eletronico] / Jéfferson Henrique Candido. - 2020.

Orientadora: Elisa Regina dos Santos.

Dissertagao (Mestrado) - Universidade Federal de Uberlandia,
Pés-graduacdao em Matematica.

Modo de acesso: Internet.

Disponivel em: http://doi.org/10.14393/ufu.di.2020.497

Inclui bibliografia.

1. Matematica. I. Santos, Elisa Regina dos,1984-, (Orient.). Il
Universidade Federal de Uberlandia. Pés-graduacao em
Matematica. Ill. Titulo.

CDU: 51

Bibliotecarios responsaveis pela estrutura de acordo com o AACR2:
Gizele Cristine Nunes do Couto - CRB6/2091
Nelson Marcos Ferreira - CRB6/3074




UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
r*- PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
) Av. Joao Naves de Avila, 2121, Bloco 1F. Sala 1F 152
Campus Santa Moénica, Uberlandia - MG, CEP 38400-902

ALUNO(A): Jefferson Henrique Candido.

NUMERO DE MATRICULA: 11822MAT002.

AREA DE CONCENTRACAO: Matemética.

LINHA DE PESQUISA: Analise Funcional.

POS-GRADUACAO EM MATEMATICA: Nivel Mestrado.

TITULO DA DISSERTACAO: Indice Polinomial Numérico de um Espaco de Banach.
ORIENTADORA: Profa. Dra. Elisa Regina dos Santos.

Esta dissertacao foi APROVADA em web conferéncia pela plataforma Google Meet, em 24
de Julho de 2020, as 14 h 00 min, pela seguinte Banca Examinadora:

NOME ASSINATURA
Profa. Dra. Elisa Regina dos Santos Jﬂm Reoivow  deo Sovle
UFU - Universidade Federal de Uberlandia 0

Prof. Dr. Fébio José Bertoloto @dd?\." J. ’b(/‘# ol

UFU - Universidade Federal de Uberlandia

Profa. Dra. Mary Lilian Lourenco
USP - Universidade de Sao Paulo

Uberlandia-MG, 24 de Julho de 2020.

iv



Dedicatoria

Dedico esse trabalho aos meus pais e a minha irma que sao meus maiores amores e a minha
namorada, Rafaella, que me apoiou durante todo esse processo com todo seu amor.



Agradecimentos

Agradego aos meus pais, Mauro e Adriana, e a minha irma, Jenifer, por sempre me apoiarem
nos meus estudos, por serem meu refiigio, por me motivarem nos momentos dificeis e me fazerem
acreditar que sempre posso ir além. Por sempre me lembrarem das minhas raizes e de onde eu
venho.

Agradeco a Rafaella, meu amor, por sempre ter fé em mim e por todo apoio, amor, carinho
que sempre teve comigo durante essa jornada. E agradego a Mirian, minha sogra, pois quando

nao tive onde morar durante essa minha breve passagem no mestrado, me acolheu sem exitar.

Agradecgo aos meus amigos do mestrado, Giovanny, Matheus, Elis, Mariane, Walteir e Joao
pela ajuda nos estudos durante o mestrado e pelos momentos de alegria e diversao.

Agradeco a FAPEMIG pelo apoio financeiro.
Agradeco a Elisa, minha orientadora, por toda paciéncia e compreensao que teve comigo

durante essa jornada e por ter se tornado para mim uma referéncia de profissional no qual me
inspiro e quero me tornar um dia.

Por fim, agradeco a Deus por toda a misericordia e as bencaos que tem derramado sobre
mim.

vi



CANDIDO, J. H. Indice Polinomial Numérico de um Espaco de Banach. 2020. 73 p. Dis-
sertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é fazer um estudo do indice polinomial numérico de
ordem £ de um espaco de Banach. Primeiramente, vamos estudar o indice polinomial numérico
para espacgos de Banach em geral. Em seguida, vamos calcular e fazer estimativas do indice
polinomial numérico de espacos especificos. Comegaremos trabalhando com o indice polinomial
numérico de ordem k de espacos de funcoes continuas e de espacos de funcoes mensuraveis
limitadas quase sempre. Na sequéncia, estudaremos o indice polinomial numérico de ordem k
de espagos lush, CL e C-rich. Por fim, investigaremos o indice polinomial numérico de ordem
k de espagos de sequéncias.

Palavras-chave: espagos de Banach, polindmios homogéneos continuos, indice polinomial numérico
de ordem k.
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CANDIDO, J. H. Polynomial Numerical Index of a Banach Spaces. 2020. 73 p. M. Sc.
Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This dissertation’s main purpose is to study of the polynomial numerical index of order k of
a Banach space. First, we will examine the polynomial numerical index for Banach spaces in
general. Next, we will calculate and estimate the polynomial numerical index of specific spaces.
We will begin working with the polynomial numerical index of continuos functions spaces and
essentially bounded measurable functions spaces. In sequence, we will study the polynomial
numerical index of order £ of lush, CL and C-rich spaces. Finally, we will investigate the
polynomial numerical index of order k of sequences spaces.

Keywords: Banach spaces, continuos homogeneous polynomials, polynomial numerical index of
order k.
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Introducao

O conceito de imagem numérica foi apresentado pela primeira vez por O. Toeplitz [32] em
1918 para matrizes. Em 1961, G. Lumer [23] introduziu e estudou a teoria sobre imagem
numérica de um operador linear continuo entre espagos de Hilbert. Em seguida, em 1968, o
conceito de indice numérico de um espaco de Banach foi sugerido por Lumer em uma palestra
no Seminario de Anélise Funcional no norte da Gra-Bretanha. Porém, somente em 1970 J.
Duncan, C. M. McGregor, J. D. Pryce e A. J. White [13] apresentaram um estudo robusto
sobre o indice numérico de um espago de Banach que foi definido por

n(E) =inf{v(T) : T : E — E é um operador linear continuo e ||T|| = 1},

onde v(T') = sup{|z*(T(x))| : = € E,a* € E* e x*(x) = 1}. Nesse estudo provaram que um
espaco de Hilbert complexo de dimensao maior do que 1 possui indice numérico igual a % e que
o indice numérico de um espaco de Hilbert real é 0.

Ainda na década de 70, mais especificamente nos anos de 1971 e 1973, motivados pelos
trabalhos de Lumer, F. Bonsall e J. Duncan [[3], [4]] estenderam o estudo da imagem numérica
e do raio numérico para operadores lineares continuos entre espacos normados e, ainda mais,
para funcoes continuas arbitrarias. Esses estudos permitiram ampliar os conhecimento sobre
indice numérico de espagos de Banach mais especificos, como pode-se ver em [6] e [27]. Também
motivado pelos estudos de Lumer, em 1970, L. Harris [16] generalizou o estudo de imagem
numeérica de Lumer para fungoes holomorfas e polinomios homogéneos entre espacos de Banach.
A partir do estudo do Harris surgiu um grande interesse em se aprofundar nos conhecimentos
sobre a imagem numérica e o raio numérico de um polinomio homogéneo entre espacos de
Banach. Recentemente, S. G. Kim, Y. S. Choi, M. Maestre e D. Garcia [11] introduziram o
conceito de indice polinomial numérico de ordem k generalizando a defini¢ao de indice numérico
dado por Lumer da seguinte forma: Dados um espago de Banach E e k € N, definimos o indice
polinomial numérico de ordem k de E por

n®)(E) = inf{v(P) : P: E — E polinémio k-homogéneo, || P| = 1},

onde v(P) = sup{|z*(P(z))| : v € Sg,x* € S+ e x*(z) = 1}.

O objetivo principal desta dissertacao é explorar o indice polinomial numérico de ordem k de
um espago de Banach baseado na defini¢ao dada em [11]. Para isso, estruturamos a dissertacao
da seguinte forma:

e No primeiro capitulo apresentaremos resultados necessarios para uma 6tima leitura da dis-
sertacao. Esse capitulo sera dividido em seis secoes. A primeira secao sera sobre Topologia
Geral e a segunda sobre Analise Funcional. Nelas introduziremos alguns conceitos basicos
e teoremas cldssicos das areas. Na terceira secao, vamos apresentar conceitos necessarios de
Aplicagoes Multilineares e, em seguida, estabeleceremos resultados de Polinomios entre Espacos
de Banach na quarta secao. Com esse embasamento, na quinta se¢ao vamos apresentar concei-
tos de Aplicagoes Holomorfas. Para finalizar, apresentaremos resultados e definigoes de Teoria
de Medida.



e O segundo capitulo sera dividido em duas secoes. Na primeira secao vamos apresentar a
definicao de imagem e raio numérico de um polinomio homogéneo e, em seguida, o conceito
de indice polinomial numérico de ordem k de um espago de Banach. Nessa mesma secao,
apresentaremos resultados sobre o indice polinomial numérico de espacos de Banach em ge-
ral, entre eles, determinaremos estimativas para o indice polinomial numérico de ordem £ de
um espago de Banach e relacionaremos o indice de um espago de Banach e o indice de seu
bidual. Na segunda se¢ao, estudaremos o indice polinomial numérico em somas de espagos de
Banach. Primeiramente, desenvolveremos resultados com somas mais gerais, e baseado nessas
conclusoes, vamos olhar mais especificamente para a soma ¢y, a soma [y e a soma [, de espagos
de Banach.

e O terceiro capitulo sera destinado a calcular e estimar o valor do indice polinomial numérico
de ordem k de alguns espacos particulares. Esse capitulo serda dividido em quatro secoes.
Primeiramente, faremos estimativas para o indice polinomial numérico de espagos de fungoes
continuas. De forma mais precisa, estudaremos o indice polinomial numérico de espacos de
funcoes continuas a valores escalares e a valores vetoriais, de fungoes continuas e limitadas a va-
lores vetoriais, de fungoes continuas que se anulam no infinito a valores vetoriais, de fungoes fra-
camente continuas e de fungoes fracamente™ continuas. Além disso, vamos determinar relacoes
interessantes entre o indice polinomial numérico dos espacos dos operadores compactos e dos
operadores fracamente compactos e o indice polinomial numérico de certos espacos de fungoes.
Na segunda se¢do vamos exibir o indice polinomial numérico do espa¢o L (i, E). Logo apds,
estudaremos o indice polinomial numérico de espacos lush, CL e C-rich. E para finalizar, na
quarta secao investigaremos o indice polinomial numérico dos espacos de sequéncias ¢, ¢y, I €

ly.

Jefferson Henrique Candido
Uberlandia-MG, 24 de Julho de 2020.



Capitulo 1

Preliminares

O intuito deste capitulo é apresentar defini¢oes e resultados que serao necessarios para o desen-
volvimento da dissertacao. Na primeira se¢ao, apresentaremos resultados basicos de Topologia
Geral. Em seguida, na segunda se¢ao, apresentaremos resultados cldssicos de Anélise Funci-
onal. Na terceira secao, introduziremos conceitos sobre Aplicagoes Multilineares os quais nos
darao embasamento para definir Polinomios entre Espacos de Banach na quarta secao. Para
finalizar, na quinta se¢do vamos introduzir resultados de Teoria de Medida e falaremos sobre o
espago Lo (1, X).

1.1 Topologia Geral

Nesta secao iremos introduzir alguns conceitos necessarios de topologia geral para compreender
alguns resultados dessa dissertacao. Para se aprofundar um pouco mais nesse assunto indicamos
a referéncia [29)].

Teorema 1.1.1 (Lema da Colagem) Sejam X,Y espacos topoldgicos e digamos que X =
AUB, onde A e B sao conjuntos fechados em X. Sejam f : A —Y eqg: B — Y funcoes
continuas. Se f(x) = g(x) para todo x € AN B, entao a combinagio de f e g nos dd uma
funcgao continua h : X —'Y definida da sequinte forma:

| flz), sexeA
W) = { g(x), sexeB’

Demonstracao: Veja a demonstragao [[29], Theorem 18.3]. |

Definicao 1.1.2 Dizemos que um espaco topologico X € localmente compacto em x se
existe algum subespago compacto C de X que contém uma vizinhanga de x. Se X € localmente
compacto em cada ponto de x, entao X € dito localmente compacto.

Proposicao 1.1.3 Seja X um espaco de Hausdorff. Entao X é localmente compacto se, e
somente se, dado x € X e dada uma vizinhan¢a U de x, existe uma vizinhanga V' de x tal que
V € compacto e V C U.

Demonstracao: Veja a demonstragao [[29], Theorem 29.2]. |

Definicao 1.1.4 Seja X um espaco topolégico. Suponha que X € um conjunto onde 0s con-
Jjuntos unitdrios sao fechados. Dizemos que X é completamente regular se para cada par
consistindo de um ponto x e um conjunto fechado B disjunto de {x}, existe uma fun¢do continua
0 : X —1[0,1] tal que p(z) =1 e p(B) = {0}.



Definicao 1.1.5 Seja X wum espaco topolégico. Suponha que X € um conjunto onde 0s con-
Juntos unitarios sao fechados. Dizemos que X é mormal se para cada par A,B de conjuntos
fechados disjuntos de X, existem conjuntos abertos disjuntos U eV tais que ACU e BCV.

Proposicao 1.1.6 Se X ¢é um espaco Hausdorff compacto, entao X € normal.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[29], Theorem 32.3]. |

Teorema 1.1.7 (Lema de Uryshon) Seja X um espagco normal. Sejam A e B conjuntos
fechados disjuntos de X. Entdo, existe uma aplicacao continua

f: X —10,1]
tal que f(x) =0 para todo x € A e f(x) =1 para todo x € B.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[29], Theorem 33.1]. |

Proposicao 1.1.8 Se X ¢ localmente compacto e Hausdorff, entdo X € completamente reqular.
Demonstracao: Veja a demonstracao em [[29], Section 33, Exercise 7.]. n
A partir de agora, vamos definir e enunciar resultados relacionados a redes.

Definicao 1.1.9 Um conjunto dirigido J é um conjunto com uma ordem parcial < tal que
para cada par de elementos «, 8 de J, existe um elemento v de J com a propriedade de que

a=vef=<".

Definicao 1.1.10 Seja X um espaco topologico. Uma rede em X ¢é uma funcao f de um
conjunto dirigido J em X. Se a € J, denotaremos f(«) por x,. Denotaremos a rede f por

(xa)aEJ

Definigao 1.1.11 Seja X um espago topoldgico. Dizemos que uma rede (x4)acs converge
para um ponto x de X (denotamos por x, — x) se para cada conjunto aberto U contendo x,
eviste v € J tal que

axB=z5ecl.

Teorema 1.1.12 Seja X um espaco topoldgico. Entdo x € A se, e somente se, existe uma
rede de pontos de A convergindo para .

Demostragao: Veja a demonstracao em [[5], Teorema B.31]. |

Teorema 1.1.13 Sejam X eY espacos topologicos. Entdao f : X — 'Y € continua se, e somente
se, para toda rede convergente (xo)acs em X, convergindo para x, temos que (f(zq))acs converge

para f(x).

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[5], Teorema B.31]. |



1.2 Analise Funcional

Para comecarmos, consideraremos K o corpo do reais R ou o corpo dos complexos C. Ao longo
desta dissertacao, o espago vetorial sempre sera sobre o corpo K, a menos de especificacao.
Vamos definir o que sdo um seminorma e uma norma.

Definicao 1.2.1 Seja E um espaco vetorial sobre o corpo K. Dizemos que a funciop: F — R
¢ uma seminorma se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

S1.) p(z) > 0 para todo x € E.
S2.) p(ax) = |a|p(x) para todo o € K e para todo x € E.

S3.) p(z+vy) < p(x)+ p(y) para todos x,y € E.

Definigao 1.2.2 Seja E um espago vetorial sobre o corpo K. Dizemos que a fungao || .|| : E —
R € uma norma se é uma seminorma que satisfaz a sequinte propriedade:

%
|z|| = 0 se, e somente se, z = 0.

Diremos que E é um espag¢o normado se E é um espago vetorial munido de uma norma.

Denotaremos por Bg a bola unitaria fechada de E, por Sg a esfera unitaria e por L(F, F)
o espaco dos operadores lineares continuos 7' : £ — F', onde F, F' sao espacos normados. Dito
isso, enunciaremos um teorema que nos fornece ferramentas para garantir a continuidade de
um operador linear.

Teorema 1.2.3 Sejam E, F espacos normados. Seja T : E — F um operador linear continuo.
Sao equivalentes:

a.) T ¢ lipschitziano.

b.) T ¢é uniformemente continuo.

c.) T € continuo.

d.) T € continuo na origem.

e.) sup{||T'(z)|| : z € E, ||z| < 1} < 0.

f.) Eziste ¢ > 0 tal que ||T(z)| < c||z|| para todo x € E.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[5], Teorema 2.1.1]. |
Dado T : E — F um operador linear continuo, denotamos ||T|| = sup{||T(x)|| : = €
Ee |z < 1}.

Proposicao 1.2.4 As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
a.) A funcio T € L(E,F)— ||T|| € R define uma norma em L(E, F).
b.) [|[T(x)|| <||T||||lz|| para todo T € L(E, F) e para todo x € E.

c.) Se F for um espaco de Banach, entio L(E, F) é Banach.

5



Demonstracao: Veja a demonstragao em [[5], Proposicao 2.1.4.]. n

Quando F' = K, denotaremos L(FE, F') = E*, o qual é chamado de dual topolégico de E.
Além disso, os elementos de E* sao chamados de funcionais lineares continuos.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Hahn-Banach) Sejam E um espago normado, E # {0} e
r € E. Entao

2]l = sup{[e(z)| : ¢ € Bp-} = max{[p(z)] : ¢ € Sp-}.

Demonstragao: Veja a demonstragao em [[5], Corolario 3.1.5]. |

Definamos os seguintes espagos:

I = {(%’)ieN cK: Z|a:z| < oo},

=1

lw = {(%‘)ieN C K : sup |z] < OO} ,

€N
Co = {(xi)ieN cK:z, — O} .

Esses espagos sao espacos de Banach com as respectivas normas:

o0

[(@i)ienll1 = Z || e [[(2:)ienlloo = [|(23)ienllo = sup [;].

Py ieN

Essas demonstragoes podem ser encontradas em [[5], Exemplo 1.1.7] e [[5], pg.14 e pg.15].
Definidos esses espagos, podemos apresentar o seguinte teorema.

Teorema 1.2.6 As sequintes afirmacoes sio verdadeiras:
a.) Uy e ¢} sao isometricamente isomorfos por meio da correspondéncia

o0

b= (bj)jen € b — @1 € ¢, @ul(a;)jen) = Y azb;.

J=1

b.) lw €1} sao isometricamente isomorfos por meio da correspondéncia
b= (bj)jen € Lo —> @1 €15, @((a;)jen) = Y a;b;.
j=1

Demonstracao: Demostragao do item a.) se encontra em [[5], Proposi¢ao 4.2.3] e a demons-
tracao do item b.) se encontra em [[5], Proposic¢ao 4.2.1]. |

A partir desse momento, vamos introduzir conceitos e apresentar conclusoes sobre topologia
fraca e topologia fraca-estrela. Nao vamos nos aprofundar nesse assunto, pois o mesmo € extenso
e demanda bastante esfor¢o. Todavia, deixamos a referéncia [5], no qual, nas secoes 6.1, 6.2 e
6.3 ¢ feita toda a construgao dessas topologias.

Defini¢ao 1.2.7 A topologia fraca sobre um espago normado E, denotada por o(E, E*) ou
w, € a topologia gerada em E pela familia de funcionais lineares continuos x* € E*.



Teorema 1.2.8 Seja (z))aea € E uma rede, onde E estda munido da topologia fraca. Entao
xy — x fracamente se, e somente se, x*(x)) — x*(x) para todo xz* € E*.

Demonstragao: Veja a demonstracao em [[5], Proposigao 6.2.2]. [ ]

Definicao 1.2.9 Sejam Z um espago topologico e E um espago normado munido da topologia
fraca. Dizemos que a funcio f: Z — E ¢ fracamente continua se para toda rede ())xen
em Z com xy — x € Z, temos que f(x)) — f(x) fracamente.

Dado x € E, considere o funcional linear continuo

d,  B* — K dado por §,(z*) = 2*(z).

Definicao 1.2.10 A topologia fraca-estrela sobre um dual E*, denotada por o(E*, E) ou

*

w*, € a topologia gerada E* pela familia de funcionais lineares continuos (0y)zcp-

Teorema 1.2.11 Seja (x3)rea uma rede em (E*,0(E*, E)). Entdo, i — x* fracamente-
estrela se, e somente se, 6,(x}) — 0.(x*) para todo x € E.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[5], Proposicao 6.3.2]. |
Definigao 1.2.12 Seja Z um espago topoldgico. Dizemos que a fungao f : Z — (E*,o(E*, E))
¢ fraca-estrela continua se para toda rede (z\)xepn em Z com zy — z € Z, temos que

f(zx) — f(2) fraca-estrela

Teorema 1.2.13 (Teorema de Goldstine) Sejam E um espago de Banach e Jg : E — E**
o mergulho candnico, ou seja, J(x) = 0, para todo x € E. Entio Jg(Bg) € denso em B« na

topologia o(E**, E*), isto é€,
—O'(E**,E*)

JE(BE) :BE'**-

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[5], Teorema 6.4.4]. |

Teorema 1.2.14 (Teorema de Banach-Mazur) Seja E um espago de Banach separdvel.
Entao E € isometricamente isomorfo a um subespaco de C'(A), onde A é o conjunto de Cantor.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[33], Theorem I1.B.4.]. |

1.3 Aplicagoes Multilineares
Nesta secao, F e F' denotarao espagos de Banach sobre K.

Definigao 1.3.1 Dizemos que uma aplicagdo A : E¥ — F € k-linear (ou multilinear) se é
linear em cada uma das varidveis, isto €,

Ay, .o A+l o xg) = NA(xy, oy ) + A, .o 2k )
para quaisquer x;,x; € B, i=1,...,k e A € K.

Para cada k € N, denotaremos por £,(*E; F) o espaco das aplicacoes k-lineares A : E¥ —
F e denotaremos por L(*E; F) o espaco das aplicagoes k-lineares que sdao continuas.
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Definigao 1.3.2 Para cada A € L,(*E; F) definimos

.....

Denotaremos L,(*E; F) = L,(E; F), LOE; F) = L(E; F), L.(*E;K) = L,(*E), L(*E;K) =
L*E)e L(E) = E*.

Teorema 1.3.3 Para cada A € L,(*E; F) as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
a.) A € continua.
b.) A é continua na origem.

c.) |IA] < .

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[28], Proposition 1.2]. |

Teorema 1.3.4 O espago L(*E; F) é um espaco de Banach munido da norma A — || A]|.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[28], Proposition 1.3]. |

Para cada k € N, denotaremos por S; o grupo de todas as permutacoes de k£ elementos. Se
o € Sy, entdao (—1)7 denotard o sinal da permutacao o.

Definigao 1.3.5 Para cada k € N, denotaremos por LE(*E; F) o subespago de todas A €
L,*E; F) que sio simétricas, isto ¢, tais que

A(Ig(l), e ,Jfa(k)) = A(l’l, Ce ,:Ek>
para todo x1,...,x, € F e o € S.
Quando F' = K, escrevemos L5(™E; F) = L3(™E).

Por conveniéncia, para k = 0, definiremos £,(°E; F) = L:(°F; F) = LOE; F) = L5(°E; F) =
F. Seja Ny = NU{0}. Dado a = (ay,...,,,) € N, definimos o] = a3 + -+ + «,, €
al =o!. .ol

Definicao 1.3.6 Seja A € L,(*E; F). Para cada (z1,...,7,) € E" e cada o = (vy, ..., ) €
N§ com |a| = k, definimos

a1 .02 Qn __
Artay® apr = AT, T T )

ajvezes apvezes

sek>1eAxl'...aF =Asek=0.

Teorema 1.3.7 (Férmula do Binémio de Newton) Seja A € L:(*E; F). Entdo, para to-
dos v,y € E, temos a formula do binomio de Newton

Az +y)k i()Awk]

J=

Demonstracao: Veja a demostracao em [[28], Corollary 1.9]. |



1.4 Polindmios entre Espacos de Banach

Nesta secao, F e F' denotarao espagos de Banach sobre K.

Definigao 1.4.1 Uma aplicagio P : E — F ¢é chamada de polinémio k-homogéneo (ou
polinémio homogéneo de grau k) se existe A € L,(*E; F) tal que P(x) = Ax* para todo
re k.

Denotaremos por P,(*E; F) o espaco vetorial dos polindmios homogéneos de grau k de E
em F. Denotaremos por P(*E; F) o espaco vetorial dos polindmios homogeéneos continuos de
grau k de ' em F'.

Definigao 1.4.2 Para cada P € P,(*E; F), definimos
1P| == sup{[[P(z)[| : = € E, [lz]| <1}
Quando F = K, escrevemos P,(*E; K) = P,(*E) e P(*E; K) = P(*E).

Teorema 1.4.3 Para cada A € L,(*E; F), seja A € P.(*E: F) dado por A(z) = Az* para
todo v € E. Entao:

a.) A aplicacio A —> A induz um isomorfismo entre L5(FEF) e Po(FE; F).
N [
b.) A <Al < FHAH para todo A € L,(*E; F).

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[28], Theorem 2.2]. |

Corolario 1.4.4 As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

a.) Um polinomio P € P,(*E; F) é continuo se, e somente se, || P| < +oc.

b.) P(*E;F) é um espago de Banach com a norma P~ || P||.

c.) A aplicagio A — A induz um isomorfismo topoldgico entre L*(*E; F) e P(*E; F).
Demonstracao: Veja a demonstragao em [[28], Corollary 2.3]. |

Dado P € P(*E; F), denotaremos por P a aplicacio k-linear simétrica associada a P pelo
isomorfismo do item c.) do corolédrio acima.
E possivel mostrar para todo P € P(*E; E) que || P|| = sup{||P(z)| : = € E, ||z|| = 1}.

Proposigao 1.4.5 Para cada P € P,(*E; F), as sequintes condigdes sao equivalentes:
a.) P € continuo.
b.) P € limitado em toda bola com raio finito.

c.) P € limitado em alguma bola aberta.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[28], Proposition 2.4]. |



Definicao 1.4.6 Uma aplicacao P : E — F € dita um polinémio de grau no mdximo m
se essa pode ser representada como uma soma

P=Py+ P+ + P,

onde P; € P,(/E;F) para j = 0,...,m. Denotaremos por P,(E;F) o espaco vetorial de
todos os polinomios de E em F. Denotaremos por P(FE; F') o subespago de todos os polinomios
continuos de P,(E; F).

Proposicao 1.4.7 As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
a.) P,(E;F) é a soma direta algébrica dos subespacos P,(*E; F), com k € Ny.
b.) P(E;F) é a soma direta algébrica dos subespacos P(*E; F), com k € N.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[28], Proposition 2.9]. |

Observagao 1.4.8 Sejam E, F, G e H espacos de Banach sobre o corpo K. Dados S €
L.(E;F), PeP,(*F;G) eT € L,(G; H), é possivel mostrar que PoS € P,(*E;G) e ToP €
P,(*F; H).

1.5 Aplicacoes Holomorfas

Nesta secao, E e F' denotarao espagos de Banach sobre C.

Definicao 1.5.1 Uma série de poténcia de E em F em torno do ponto a € E é uma série

de aplicagoes da forma ZPk(:C —a), onde P, € Py(*E; F) para todo k € Ny.

k=0
Definicao 1.5.2 Seja U um conjunto aberto de E. Uma aplicagcao f : U — F é chamada de
aplicagao holomorfa ou analitica se para cada a € U, existe uma bola B(a;r) C U e uma
sequéncia de polinomios P, € P(*E; F) tal que

f(x) =) Pz —a)

converge uniformemente para todo x € B(a;r). A série é chamada série de Taylor de f em
a. Denotaremos por H(U; F') o espago das aplicagoes holomorfas de U em F. Quando F = C,
escrevemos H(U; C) = H(U).

Observagao 1.5.3 E fdcil provar que P(E;F) CH(E; F). Veja [[28], Example 5.3].
Proposicao 1.5.4 Sejam U um subconjunto aberto de E e f € H(U; F). Entao:
a.) f € continua.

b.) f € localmente limitada.

c.) Para cada a € U, b€ E ey € F* a fungio A — o f(a+ Ab) é holomorfa no conjunto
aberto {A € C : a+ b e U}.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[28], Lemma 5.6]. |

Teorema 1.5.5 (Teorema do Médulo Maximo) Sejam U aberto e limitado em C e f :
U — C continua em U e holomorfa em U. Entao:

max{|f(z)| : z € U} = max{|f(z)| : z € OU}.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[1], Corolario 3.23]. |
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1.6 Teoria da Medida

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos basicos de Teoria de Medida. Sugerimos a re-
feréncia [2] caso o leitor queira aprimorar os conhecimentos neste assunto.

Definicao 1.6.1 Seja 2 um conjunto. Uma cole¢ao ¥ de subconjuntos de €1 é uma dlgebra
se:

i.)yheXeNeX.
ii.) Se A€ X, entdo A® € 3.
iii.) Se Ay,..., A, € X, entdo Ay U---UA, € ¥.
Dizemos que ¥ é uma o-dlgebra se também satisfaz:
iv.) Se (A,)5e, C X, entao U A, €.

n=1

Defini¢ao 1.6.2 Seja X uma o—dlgebra de subconjuntos de Q. O par (Q2,%) é chamado de
espaco mensurdvel. Os elementos de ¥ sdo chamados de conjuntos Y-mensurdveis ou
simplesmente mensurdveis.

Definicao 1.6.3 Seja (Q,%) um espago mensurdvel. Uma medida em (2,%) € uma fungdao
Q= R que satisfaz as sequintes condigoes:

i.) p(A) >0 para todo A € ¥.
ii.) p(0) =0.
iii.) Se (A,)52, C X sdo 2 a 2 disjuntos, entdo
(U)X
n=1 n=1
Dizemos que p é o-finita se existem conjuntos mensurdveis (A,)>, tais que
0= U A, e pu(A,) < +oo para todo n € N.
n=1
Definicao 1.6.4 Um espago de medida é um espagco mensurdvel (2,%) munido de uma
medida p definida sobre Q2. Denotamos o espago de medida por (2,3, u).
1.6.1 O Espacgo L (p, F)

Para finalizar esta se¢ao vamos apresentar o espaco Lo (i1, E). Nao iremos nos aprofundar no
tema, porém indicamos a referéncia [17] para mais detalhes.
Para iniciar, precisaremos de algumas definigoes.

Defini¢ao 1.6.5 Sejam (2,3, u) um espago de medida e E um espago de Banach. Dizemos
que uma funcao p : Q2 — E é u-simples se ¢ é da sequinte forma:

Y = Z XA;2j,
j=1
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onde z, € E e A, € X, com u(A,) < oo, j=1,...,n. Quando nao houver confusdio, diremos
simplesmente que ¢ € simples.

Definicao 1.6.6 Sejam (2,3, 1) um espaco de medida e E um espag¢o de Banach. Dizemos
que uma funcao f: Q) — E é fortemente pu-mensurdvel se existe uma sequéncia de fungoes
p-simples (on)nen que convergem para f p-quase sempre, isto €, existe um conjunto N € 3
com u(N) =0 tal que p,(x) — f(x) para todo x € N°€.

Considerando (€2, %, ) um espago de medida, definimos a integral de uma funcao simples

© = Xa,T; por

Jj=1

/ pdp =Y p(Aj)z;.
0 e

Definigao 1.6.7 Sejam (2, %, u) um espago de medida e E um espago de Banach. Dizemos que
uma funcao f : Q) — E é Bochner integrdvel se existe uma sequéncia de funcoes p-simples

(@n)nEN tais que

i [ o= fldu =0,
n—00 Q

Nesse caso, definimos / fdp = lim [ @,dpu.
Q Q

n—o0

Com essas definigoes podemos comegar a construgao do espago Lo, (i, X).

Definigao 1.6.8 Sejam (2,3, 1) um espago de medida e E um espa¢o de Banach. Dizemos
que uma funcao fortemente mensurdvel f : Q — FE € limitada p-quase sempre se existe
c>0eNeX compu(N)=0 tais que || f(z)|| < ¢ para todo x € N°.

Definigao 1.6.9 Sejam (0,3, 1) um espaco de medida e E um espaco de Banach. Diremos
que duas fungoes fortemente mensurdveis f,g : 2 — E sao equivalentes se f = g p-quase
sempre, isto é, existe um conjunto N € ¥ com u(N) = 0 tal que f(x) = g(x) para todo x € N°.

A definicao acima nos permite definir a seguinte relacao de equivaléncia:
f se relaciona com g se, e somente se, f = g p-quase sempre.
A partir disso, podemos considerar a seguinte classe de equivaléncia:
[fl1={{9:Q— E : f =g p-quase sempre}.
Agora, consideremos o seguinte espago:
Loo(p, ) ={f:Q— E : f é fortemente mensuravel e limitada u-quase sempre}.
Com isso, definimos o seguinte espaco:

Loo(p, E) ={[f] : f € Lo, E)}.

Esse espaco é um espaco vetorial com as seguintes operagoes:
/1419l = [f + gl e alf] = laf].
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Além disso, é um espaco de Banach com a seguinte norma:
| fllo :=1inf{c >0 : ||f(x)]| < ¢, Vz € N N €Xepu(N)=0}.

Temos que 0 espago Le(p, E') pode ser também denotado por Lo (Q, %, u, E) := Leo(p, E)
onde ||.{|a =1 |loo-

Proposicao 1.6.10 Sejam (2, %, 1) um espaco de medida o-finita, E um espag¢o de Banach,
f€ Lo, E) e >0. Se ||flloo > a, entao existe um conjunto V€ ¥ com (V') > 0 tal que
If@O)| > « para todo t € V.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que para todo V € ¥ com u(V) > 0, temos que
I1f(@®)|l < a para todo t € V. Como || f|ls > «, pelo conceito de infimo existe um conjunto
N e X com u(N)=0c¢e [[f(t)] <|flle para todo t € N¢. Uma vez que u(N€¢) > 0, conclui-se
da suposicao que ||f(t)]| < « para todo t € N¢. Segue disso que a < || f||oo < . Isso contraria
a hipdtese. Portanto, existe um conjunto V' € ¥ com u(V) > 0 tal que || f(¢)|| > a para todo
teV. |
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Capitulo 2

Indice Polinomial Numérico

Com o conhecimento adquirido nas Preliminares sobre aplicagoes multilineares e polindmios
entre espacos de Banach e, tendo a informacao de que os polinémios sao objetos fundamentais
para o nosso estudo, neste capitulo, vamos definir indice polinomial numérico de ordem k de
um espaco de Banach. Na primeira secao, apresentaremos as defini¢coes basicas, assim como
enunciaremos e demonstraremos resultados para espacos de Banach em geral. Na segunda
se¢ao, provaremos resultados sobre somas de espacos de Banach. Os resultados apresentados
neste capitulo foram obtidos por Choi et al. [8] e por Choi et al. [11].

2.1 Definicoes e Primeiras Propriedades

Para definir indice polinomial numérico de um espaco de Banach de ordem £ sao necessarias
algumas defini¢oes. Consideremos o conjunto

I(E) ={(x, ") : v € Sp, 2" € Sg-ex™(z) =1}.
A partir disso, vamos para as definigoes.
Definigao 2.1.1 Para cada P € P(*E; E), definimos a imagem numérica de P por
V(P) ={z*(P(z)) : (z, z%) € TI(E)}.
Definigao 2.1.2 Para cada P € P(*E; E), definimos o raio numérico de P por
v(P) =sup{|A| : A e V(P)}.

Com essas definicoes, conseguimos algumas propriedades relacionando imagem numérica e
raio numérico de um polinoémio.

Proposicao 2.1.3 As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
a.) v(P) <||P| para todo P € P(*E; E).

b.) A funcio v: P(*E;E) — R dada por v(P) =sup{|\| : A € V(P)} é uma seminorma.
Demonstragao:

a.) Seja P € P(*E; E). Dado A € V(P), temos que A = z*(P(z)) para algum (z,z*) € II(E),
e entao

Al = [z*(P)] < [Pl = [IP@)I < [IPIlz]* = [1P].
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Como isso é valido para qualquer A € V(P), concluimos que v(P) < || P|.
b.) Vamos mostrar que a fungao v é uma seminorma.

1.) Observe que v(P) =sup{|\| : A € V(P)} > 0 para todo P € P(*E; E).

2.) Sejam a € Ke P € P(*E; E). Temos que
V(aP) ={z*(aP(x)) : (z, z*) e [I(E)} = a{z*(P(x)) : (z,z*) € [I(E)} = aV(P).
Segue dai que

v(aP) =sup{|\| : Ae V(aP)} = sup{laf|: g€ V(P)}
= lafsup{|8| : B €V(P)}

= |ajv(P).
3.) Sejam P,Q € P(*E; E), temos que

V(P +Q)

ol
—~
8 8
* %
Jcley
B 4

S—"

-+ £

—
% B
(Q\—/
—
&

: (z, 2*) € II(E)}
: (x, o) € II(E)}
z, 2*) € I(E)} +{y"(Qy)) : (v, y*) € II(E)}

N
S5
—
+ 5
/S\_/
O

Dali,

v(P+ Q)

sup{|\| : A e V(P +Q)}

sup{|A| : A e V(P)+V(Q)}

sup{|a”(P(z)) +y"(Q(y))| : (z,2%), (y,y") € I(E)}

sup{|2*(P(z))| : (z,27) € I(E)} 4+ sup{[y"(Q())| : (y,y") € L(E)}
v(P) +v(Q).

IAN I IA

Portanto, v é seminorma. [ |

Observacao 2.1.4 Note que v nem sempre é uma norma. Por exemplo, considere o espaco

B={(z,y) €R : [|[(x,9)]l2 = (a2 +y?)7}.

Considerando o polinomio P € P(113;13), dado por P(z,y) = (—y,x), e observando que I3 ¢é
isometricamente isomorfo a (13)* pelo operador

@ 13— (I13)*, onde p(z,y) : 15 — K é dado por o(x,y)(u,v) = zu + yv,

provemos que v(P) =0 embora P # 0. De fato, dado (z,y) € Siz. observe que o(z,y) € Saz)-
e

o(z,y)(z,y) =2* +y* = 1.
Logo, ((z,y),p(z,y)) € TI(13). Agora,
o(x,y)(P(r,y)) = (2, y)(~y,z) = —zy + 2y = 0.
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Portanto, v(P) = 0.

Adquirido o conhecimento sobre imagem numérica e raio numérico de um polinémio k-
homogéneo, vamos definir indice polinomial numérico de ordem k de um espaco de Banach.

Definicao 2.1.5 Seja k € N. Definimos o indice polinomial numérico de ordem k de
um espaco de Banach E por

Como consequéncia da Defini¢ao 2.1.5 e da Proposicao 2.1.3, temos os seguintes resultados.

Proposicao 2.1.6 Seja E um espaco de Banach. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

a.) n™W(E) = inf{v(P) : P € Sprg.p)} € a maior constante ¢ > 0 tal que c|P| < v(P) para
todo P € P(*E; E).

b.) 0 <n®(E) < 1.

c.) n™(E) > 0 se, e somente se, v e |.|(norma polinomial) sdo equivalentes em P(*E; E).

Demonstragao:

P
a.) Seja P € P(*E; E) tal que P # 0. Entao m € Spp;p) €, assim,

() B
(B) < (HPI|> R

que implica que n®)(E)||P|| < v(P). Observe que tal desigualdade é trivial quando P = 0.
Agora, seja ¢ > 0 uma constante tal que c||P|| < v(P) para todo P € P(*E; E). Temos que
c < v(P) para todo P € Sp(rg,p). Portanto, ¢ < n®)(E).

b.) Temos que n™(E) = inf{v(P) : P € Sppg.p} > 0. Por outro lado, n®(E) < v(P;) <
|P1|| = 1, onde Pi € Sprp.p).-

c.)(=) Suponha que n™(E) > 0. De n®™(E)||P| < v(P) < ||P|| para todo P € P(*E; E),
segue que v é uma norma, pela Proposicao 2.1.3 (b), e v e || . || sdo equivalentes.

(<) Suponha que v e ||.|| sdo equivalentes. Logo, existem ¢y, ¢y > 0 tais que ¢1||P]| < v(P) <
c|| P|| para todo P € P(*E; E). Segue do item a.) desta proposicao que n®(E) >¢; >0. ®

Exemplo 2.1.7 Vejamos que n™(K) =1 para K =R ou C e k € N. Seja P € P(*K;K) com
|P|| = 1. Entdo existe a € Sk tal que P(x) = ax®. Como ||P| = 1, existe 2y € By tal que
1 = |P(zo)| = |azk| = |zolk. Assim, |zo| = 1. Considere z; € K* com ||zf| = 1 e x(z0) = 1.
Dai, xf(x) = bx com b € Sk e bxrg = 1. Dessa forma,
|25(P(x0))| = |5 (axg)| = |baxg| = 1.

Logo,

v(P) = sup{le*(P(x))] : (z,27) € I(K)} = |25(P(z0))| = 1.
Como P € P(*K;K) € qualquer, temos

1 < n®(K).
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Pelo item b.) da Proposicdo 2.1.6, seque que
n®(K) =1
para todo k € N.

A seguir respondemos o questionamento: Os indices polinomiais numéricos de ordem k de
dois espacos isometricamente isomorfos sao iguais? A resposta para essa pergunta é sim e
encontramos sua demonstracao no teorema abaixo.

Teorema 2.1.8 Se E, e Ej sdo isometricamente isomorfos, entdo n'®)(E;) = n®)(E,).

Demonstracao: Como E; e E, sao isometricamente isomorfos, existe uma aplicacao T :
Ey — FE5 tal que T' é um isomorfismo isométrico. Agora, dado P € Spxp,.g,), temos que
Q=ToPoT':E,— E,éum polinomio k-homogeéneo, ou seja, Q € P(¥Es; E,). Ainda,

QI =sup{[| QW) : y € Br,} = sup{[[(ToPoT ")(y)|| : y € Bg,}
= sup{|T(P(T" ()|l : y € Br,}
= sup{[|[P(T"" ()|l : y € Br,}
= sup{||P(z)|| : * € Bg,}
= |17l

Assim, [|Q] = ||P|| = 1. Além disso,

v(Q) = sup{|y*(QW))| : (v, y*) €I(Ey)} = sup{ly*(ToPoT ") (y))| : (y, y*) € IL(Ey)}
= sup{|[(y* o T)(P(T(v)))| : (v, y*) € II(Ey)}.

Como y*o T € EY, [T ()| = llyll =1 e (y o T) (T (y)) = y"(y) = 1, temos que

(@) =sup{|(y" e T)(P(T (W) : (y, y7) € I(E2)} < sup{|z*(P(x))| : (z, 2%) € II(E)}
= v(P).

De tudo que foi provado, resulta que para todo P € Sppp,.g,), temos que Q € Sprp,;k,) €,
também, que n®(E,) < v(Q) < v(P). Portanto, n®)(E,) < n®)(E;). Analogamente, con-
cluimos que n® (E}) < n®(E,). |

Ao estudar o indice polinomial numérico de ordem k de um espaco de Banach, percebe-
se que calcular o seu valor pode ser muito dificil, porém podemos fazer estimativas. Dessa
forma, nosso objetivo nos proximos resultados é fazer uma estimativa para o indice polinomial
numérico de ordem k de um espaco de Banach qualquer. Para alcancar o nosso propésito,
precisaremos do seguinte teorema.

Teorema 2.1.9 Sejam h : Bp — E uma func¢ao holomorfa e P,, o m-ésimo termo da série de
Taylor de h em 0. Entao

[Pl < kmv(h),
onde ko =1, ky = e, ky, = mm1 para m > 2 e v(h) = sup{|z*(h(z))| : (z,2*) € TI(E)}.

Demonstragao: Veja a demonstragao em [[16], Theorem 1]. |
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Teorema 2.1.10 Seja E um espaco de Banach complexo. Para todo inteiro positivo k > 2,
k
temos n®)(E) > k1%,

Demonstragao: Como P(E; E) C H(E; E) (Observacao 1.5.3), temos que P € P(*E; E) é
uma fungao holomorfa. Pelo Teorema 2.1.9, temos || P|| < kﬁv(P) para todo P € P(*E; ).
Assim, ||P||kﬁ < v(P) para todo P € P(*E; E). Pelo item a.) da Proposicao 2.1.6, con-
clufmos que n*)(E) > 33 |

Dados P € P(*E; E) ¢ 1 <m < k, definamos D™ P(z) € P(*"™E; E) por

~ k.
D™P(x)(y) = mp(xm, y"~™), para todos x,y € E.

Lema 2.1.11 Sejam E, F espacos normados complexos e P : E — F um polinomio de grau
k. Entao

. EFm)
D" P < el quando o] < 1,
D™ P(z)]| < I P|[[|z[*~™ quando ||z|| > 1,

mm™(k —m)k-m

para 0 <m<kex e k.
Demonstracao: Veja a demonstragao em [[15], Corollary 3]. |
Lema 2.1.12 Sejam E um espago de Banach complezo, P € P(*E;E) e x € Bp. Para

1 <m <k, temos

1B+ ) )

(k — m)k=mmm

v(lA)mP(x)) < v(P).

Demonstragao: Sejam P € P(*E; E), z € Bg e 1 <m < k. Pelo Lema 2.1.11, temos que

kEm)

mm(k —m)k-m

v(D"P(x)) < | D™ P(z)|| < I1P].

Visto que, pelo Teorema 2.1.10, || P|| < k%v(P) para todo P € P(*E; E). Segue que

kkm) kfm)! k k‘(“%)m!

v(P).

Nosso objetivo agora é conseguir uma relacao entre os indices polinomiais numéricos de
ordem k e de ordem k — 1.

Proposicao 2.1.13 Seja E um espaco de Banach complexo. Para todo inteiro positivo k > 2,
temos que

(k1)
n=D(B) < Ui_wnw)(m
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Demonstragao: Sejam P € P(*E;E) e x € Sg. Pelo Lema 2.1.12, tomando m = 1, segue
que

) DP(x) 1 - e y(P)
nt-D(E) <o | — = — v(DP(z)) < — .
= <HD ) IDP(z)]| —_— (k =D&V DP ()|

Afirmamos que

) v(P) 1
inf¢ ———— : Pe§S ;e x €S < —n®(E).
{HDP — E} n(B)

De fato, seja [ = inf{ P e Sprpp) e 1€ SE}. Entao,

IDP@)|

1 1
I'= inf v(P) inf inf v(P) — :
Pespin | 2¢5e \[DP()] ) [~ Pesmrnr | supsegy [DP@)]

Mostremos que sup |[DP(z)|| > k. Veja que

TESE
' 5 k-1
sup | DP(x)|| = sup ( sup [DP(z)(y)| ) = sup ( sup P,y )
z€SE r€SE \YESE z€Sp \yeSe (k_ 1)'
= ksup [P y)ll > ksup ||[P(z)] = k.
T,YyESE z€SE
- . 1 L
Entao, temos que I <  inf v(P)= » = —n'"(F). Portanto,
PESpkp. i) k
e ki k kt iy
ni-n(g) < KT g o KT nE) | KTET g,
“ (k=11 T (E-1)F1 & (k — 1)kt

Proposicao 2.1.14 Seja E um espago de Banach. Para todo inteiro positivo k > 2, temos
que
n®(E) < n*Y(E).

Demonstragiao: Sejam a = n®¥)(E) e Q € Spp-1p;p). Considere {;}ien C Sp tal que
|Q(zi)|| = 1 quando i — +oc. Defina P;(z) = zj(z)Q(z) para x € E, onde z; € E*, com
|23]| =1 e 27(2;) = 1, para todo i € N. E facil ver que P; € P(*E; E). Observe que ||P)|| — 1
quando i — +00. Com efeito,

[P = sup{[|Bi(2)| = = € Bp} = sup{||z}()Q(=)| : = € By}
sup{|z; ()| Q@) : = € Bi}
sup{[lz; [zl @QI=*" : = € B}

QI =1, VieN.

IN
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Assim, ||P;|| < 1 paratodo i € N. Por outro lado, para cada i, temos que P;(z;) = x}(z;)Q(x;) =
Q(x;), o que implica, || F;(z;)|| = [[Q(x:)]|. Como [[Fi(x;)|| < ||| para todo i € N, temos que
1Q(x;)|| < ||P;|| <1 para todo i € N. Logo,

1= lim [[Q(z)[| < lim [} < 1.
1—00 1—00

P,
Portanto, ||P;|| — 1. Como v ( - ) > a, temos que

121
al Bl <wo(B) = sup{[z"(Pi(2))] : (z,27) € TI(E)}

= sup{[a” (27 (x)Q(2))] = (z,2") € TI(E)}

= sup{[z; (2)||2"(Q(x))| : (z,27) € II(E)}
< sup{[z™(Q(x))] : (z,2") € T(E)} = v(Q), Vi € N.

Fazendo i — +o00, segue que @ < v(Q) para todo Q € Spr-1p.5). Portanto, a < n*(E), ou
seja, n®)(E) < n=D(E). |

Exemplo 2.1.15 Lembremos que o indice numérico de um espaco de Hilbert complexo de di-
mensao maior que 1 é iqual % e o indice numérico de um espaco de Hilbert real é igual a 0.
Assim, se ly € o espago de Hilbert real, entdo n'™(ly) < nW(ly) = 0 para todo k > 2. E sely é
o espago de Hilbert complezo, entio n'*)(ly) <nW(ly) =1 para k > 2.

Para falar do proximo resultado, precisamos da definicao de extensao de Aron-Berner de
um polinomio k-homogéneo P € P(*E; F). Primeiramente, precisamos compreender a extensio
de Aron-Berner para aplicacoes multilineares. Seja A € L(¥E). Fixando 2z, € E**, defina a
funcio 7, : LI*E) — L(*7'E) dada por zZ(M)(z1,...,251) = 2(M(21,..., 21, -)), onde
M(zq, ..., 251, - ) : £ — K é um funcional linear continuo dado por

M(xq, ... ¢5_1, - )(T) = M(21,. .., Tr_1, Tp).

E fécil mostrar que z, ¢ linear e continua. De fato, sejam M, M, € L(*E) e A € K. Com
facilidade mostra-se que

(Ml + )\Mg)(&?l, N 0y T I ) = Ml(l'l, ooy L1, ) + )\Mg(ﬂ?l, PN 0y T )
A partir daf, dado (z1,...,7,_1) € E¥1, segue que

Ze(My + AMo)(xy, .. x—1) = zp((My 4+ AMo) (21, ..., Tp—1, +))
e(Mi(x, .. 21, +)) + Az(Ma(z1, ... k1, )
= Zp(My)(zq, ..., xp—1) + A2 (Mo) (21, ..., Tp—1)
= (ZR(My) + Nz (M) (z1, . ., Tg—1)-

Il
w

Portanto, Zz(M; + AMs) = Zz(M,) + \zz(M,) para todos My, M, € L(*E) e para todo \ € K.
Além disso, temos que
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IZ]l = sup [[Z(M)] = sup { sup Iz (M (1, . w1, ~))H}

[M][<1 [MII<T | max{{|z]],.., zr-1[[}<1

< sup { sup [zl [l[M (1, . 2, -)II}

[M[[<1 { max{[lzy ;.. [ler—1[[}<1

= ||zk|| sup sup sup ||M(xy, ..., xp_1, k)|
[MII<1 | max{[lza (), lex -1 [[F<T | [lexll<1

< [zl sup sup sup (| M|[[lza]] - lep-a|[llzxl
i<t {maxfon e llox-al}<t | floali<t

<zl < o0

Agora, fixado z,_; € E**, definamos z—71 : L(*"'E) — L(¥2FE) dado por Zo—1 (M) (1, ..., 7_2) =
21 (M(zq, ..., 252, -)),onde M(z1,..., 252, - ) : £ — K éum funcional linear continuo dado
por

M(xy,... o, ) (wr_1) = M(x1, ..., Tp_2, Tk_1).

De forma andloga, verifica-se que Zy_; € linear e continua. Como esse processo é finito, tomando
2 € E**, definamos 77 : L(F) — K dado por z1(T") = z,(T"). E ébvio que 77 ¢ linear e continua.

A partir disso, podemos definir uma aplicagao A : (E**)* — K dada por

A(217227"'7zk‘) :Z_IOZ_QO"'OZIC—I OZ_k(A)
Nao ¢ diffcil ver que z; + M\w; = Z; + A\w; para j = 1,..., k. Segue disso que A é linear em cada
entrada. Além disso, dado (z1,...,2;) € E**, temos que
[A(z1, 22, .. z) | = [[ET o oo Bz o Z(A)|| < 7] - Iz ANl < Nlaall - - [z llIA-

Logo, A é continua e concluimos que A € L£(*E**). Chamamos A de extensdao de Aron-
Berner de A.

Assim, dado P € P(*E). Seja A € L(*E) a aplicagao multilinear simétrica associada a
P. Pelo que vimos acima, podemos estender A para uma aplicacao k-linear A sobre o bidual
E**. Entdo a restricio P(z) = A(z,...,2) é chamada de extensdao de Aron-Berner do
polindmio P. Além disso, Davie-Gamelin [12] provaram que || P|| = ||P|.

A seguir vamos apresentar uma relagao entre o indice polinomial numérico de ordem k de um
espago de Banach E e seu bidual £**. Desse modo, introduziremos conceitos e, enunciaremos
e demonstraremos resultados para atingir tal feito.

Definigao 2.1.16 Seja P € P(*E; F). A extensdo de Aron-Berner P € P(*E** F*) ¢
definida da sequinte forma: dados z € E** e w € F*¥,

P(2)(w) = wo P(2).
Lembremos que para x € F, definimos §, : E* — C por §,(z*) = 2*(z) para cada x* € E*.
Definigao 2.1.17 Sejam (x))ren uma rede em E e x* € E**. Dizemos que (xy)xea converge
polinomial* para z}}* se, para todo P € P(*E), temos que (P(x)))aen converge para P(z}"),

onde P € a extensio de Aron-Berner de P.
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Defini¢ao 2.1.18 Uma funcao f : E** — F* € dita (pol*, w*)-continua se para x§* € E* e
(xx)rea C E tal que (zy) converge polinomial* para xi*, tem-se que (f(dz,))rea converge fraca*

para f(z3").
Teorema 2.1.19 (Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas) Sejam E um espaco de Banach
b

J
e0 <0 <1. Dados x € Bg e x* € Sg« com |z*(x) — 1| < e exvistem y € Sp e y* € Sg» tais
que y*(y) =1, [la" =yl <& e flz —y| <9

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[4], Section 16, Theorem 1]. |

Teorema 2.1.20 Sejam E um espago de Banach e P € P(*E*;E*)(k > 1) (pol*,w*)-
continuo. Considere

LV(P)={P(x*)(z*) : (x*,2™) e II(E*)} e IV(P) = {0+ (P(d,)) : (z,2*) € II(E)}.
Entao, IV(P) C V(P) CIV(P), e dai, V(P) =1LV (P).

Demonstragio: Suponha, sem perda de generalidade, que ||P|| = 1. E claro que [V (P) C
V(P). De fato, seja A € IV (P), logo A = 0,«(P()), onde (z,x*) € II(F). Temos que 0, € E***
e d, € £, além do mais, ||0,+|| = ||0z]] = 1 € d,+(6,) = 1. Portanto, (d,,0,+) € II(E*), e assim
A € V(P). Deste modo, [V(P) C V(P).

Mostremos que V(P) C LV(P). Seja A € V(P). Entdao A\ = z{**(P(z}*)) para algum
(g, ay™) € II(E*). Seja 0 < € < 1. Pela continuidade uniforme de P sobre Bpss, existe

0<0< g tal que para x**,y** € Bg« com ||z** —y™*| < J, temos que ||P(z*™*) — P(y™)|| < g
Como, pelo Teorema 1.2.13, B~ é w*-denso em Bp«-, existe x{ € B~ tal que

1025 (P (257)) — 5™ (P(257))| = |A = 05 (P(257))| < 0

52
|00 (25%) — 25" (25")] = |27 (25) — 1 < .

Pelo Teorema 2.1.19, existe (y§,ys*) € II(E*) tal que ||z§ — yil| < d e ||lz5* — y5*|| < 9. Entao,
oy (P(y5*)) € LV(P). Segue que

A =0y (P(yg™))| < [A = dug (P(a5")] + [P (257)(25) — P(257)(y5)| + |0y (P(257)) — 0y (P(1157))]

< O+ 1P (g)Ilag — ol + [1P(g7) = Plug) vl
< € i € + €

— — — =€

3 3 3

Portanto, A € LV (P). Entao, V(P) C LV (P).

Agora, mostremos que LV( ) € IV(P). Seja B € LV(P). Entdo g = P(zf*)(x) =
0z (P(257)) para algum (x5, 25%) € II(E£*). Seja 0 < € < 1. Pelo Teorema de David-Gamelin
([[12], Theorem 2]), existe uma rede (z,)ea tal que 6, converge polinomial* para x§*. Entao
0z (02,) = aj(x) converge para d,s(25*) = 1. Seja Q = d,; o P € P(*"E*™). Como P €
P(kE**; E**) é (pol*, w*)-continuo, Q( Ozy) = 023 (P(0r,)) converge para Q(zg") = dp (P(25")) =
B. Escolha z),, tal que

|8 = 02 (P (02, )| < 8 e fag(@r,) = 1] < .
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Pelo Teorema 2.1.19, existe (yo,v5) € I(E) tal que ||zg — wol| < d e |laf — y3]] < 6. Entao,
Oy (P(0y)) € IV(P) e [[0zy — Oyoll = [[6(zo—yo)ll = |70 — mol| < 0. Temos, pela continuidade
uniforme de P, que

|8 = by (P(0yo))] < 1B = Gagg (P(02o))| + 105 (P(02)) — G (P (0y0))| + |85 (P(0yg)) — Gy (P ()]
< 64 [P(0ag) = PO+ 1Pyl — w5
<

30 < e,

o que mostra que 8 € [V(P). Entao LV (P) C IV (P). Portanto, V(P) C IV (P). u

Coroldrio 2.1.21 Sejam E um espago de Banach e k um inteiro positivo. Seja Q) € P*EE).
Entao V(Q) V(Q), onde Q € a extensio de Aron-Berner de Q.

Demonstragao: Vejamos que [V(Q) = V(Q). Temos que IV (Q) = {6,-(Q(d,)) : (x,2%) €
II(E)}. Seja B = 0,-(Q(d,)), onde (x,z*) € II(E). Entdo,

B=0,(Q0:)) = Q(d,)(2*) = 270 Q(6,) = (2" 0 Q)(2) = 2*(Q(2)) € V(Q)-

Portanto, [V(Q) = V(Q). Agora, seja (z))rea C E uma rede que converge polinomial* para
xg". Entao

)) (z* 0 Q)(zx) — % 0 Q(z") = Q(ag")(2*) = 0, (Q(a7")).

Portanto, @ ¢ (pol*, w*)-continuo. Segue disso tudo e do Teorema 2.1.20 que V(Q) = IV (Q) =
V(Q). |

Corolario 2.1.22 Seja E um espaco de Banach. Para todo inteiro positivo k, temos que
n®(E*) < n®(E).

Demonstragao: Seja Q € P(*E;E) com ||Q]| = 1. Considere a extensdo de Aron-Berner
Q € P(*E* : E*). Temos que ||Q]| = ||Q|| = 1. Mostremos que v(Q) = v(Q). Seja ¢ > 0
dado. Logo, existe A € V(Q) tal que v(Q) — e < |A]. Por outro lado, como A € V(Q) C V(Q)
pelo Corolario 2.1.21, existe 8 € V(Q) tal que |\ — | < . Dali,

A=Bl<e= N -8l <e= [N —e< |8 <v(Q)

Segue dai que v(Q) — 2¢ < |A] — e < v(Q). Como isso vale para todo ¢ > 0, temos que
v(Q) < v(Q). Analogamente, temos que v(Q) < v(Q). Portanto, v(Q) = v(Q).

Dai, n®™(E*) < v(Q) = v(Q). Como isso vale para todo Q € Spk gy, concluimos que
n® () < nW(E). |
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2.2 Indice Polinomial Numérico em Somas de Espacos
de Banach

Nesta se¢ao, estudaremos a relagao entre o indice polinomial numérico das somas cg, l; e o, de
espacgos de Banach e o indice polinomial numérico dos espacos. Para isso sao precisos alguns
resultados e conceitos basicos sobre normas absolutas. Para mais informagcoes sobre tal tema
sugerimos as referéncias [4] e [30].

Definigao 2.2.1 Uma norma | .|, em R? se chama absoluta se |(x,y). = |(|z|,|y])]. para
todo (z,y) € R* e |(1,0)], = (0,1)], = 1.

Exemplo 2.2.2 As normas cldssicas em R? sdo todas normas absolutas. Para essas normas
usaremos as nomenclaturas abaizo. Seja 1 < p < oo. Denotaremos por |.|, a norma em R?
dada por:

(@ 9)lp = (|2” + [yl")7, quando 1 < p < oo;
|(z,y)|oo = max{|z|, |y|}, quando p = occ.
Defini¢ao 2.2.3 Dados dois espacos de Banach W e Z e wma norma absoluta |.|,, a soma

absoluta de W e Z com respeito a |.|,, denotada por W @, Z, € o espago de Banach W x Z
munido da norma

1(w, 2)[la = [Clwll; 2])]a-

Definigao 2.2.4 Seja E um espa¢o de Banach. Dizemos que um espago de Banach W C E €
somando absoluto de F, se existe um outro espa¢o de Banach Z C E e uma norma absoluta
|.|a em R? tal que E=W @, Z.

Quando £ = W &, Z com |.|, = |.]|1, dizemos que W é um L-somando de F, e quando
E=W®®&,Z com |.|,=].]|x, dizemos que W é um M-somando de E.

Definigao 2.2.5 Seja |.| uma norma absoluta. Cada par (a,b) € R? pode ser considerado
como um funcional linear continuo dado por

((a,0), (z,y)) = ax + by, ¥ (v,y) € R?

que tem como norma: sup{|ax+by| : |(z,y)| < 1}. Assim, definimos |(a,b)|* = sup{|az+by| :
|(z,y)| < 1}. Tal norma é uma norma absoluta chamada norma dual.

Sejam W, Z espagos de Banach e seja |.|, uma norma absoluta. Segundo, [[10], Section
1.1], existe um isomorfismo isométrico entre [W @, Z|* e W* @, Z*, onde |. |+ é a norma dual
associada a |.|,. A agdo do funcional (w*,z2*) € W* @&,+ Z* em um ponto (w,z) € W &, Z é
dada por ((w, z), (w*, 2*)) = w*(w) + 2*(2).

Proposicao 2.2.6 Sejam E um espaco de Banach e F um somando absoluto de E. FEntado,
n®)(E) < n®(F) para todo k € N.

Demonstracao: Como F' é um somando absoluto de F, existem um espaco de Banach G C F e
uma norma absoluta | . |, em R? tal que E = F @, G munido da norma ||(y, 2)|la = [(||9]l, |2]])]a-
Seja P € P(*F;F) com ||P|| = 1. Seja Q € P(*E; E) tal que Q(y,2) = (P(y),0). Entao
|Q|| = 1. De fato,
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1QI = sup{[Q(y, 2)la : Iy, 2)la <1} = sup{[[(P(),0)lla : (v, 2)lla <1}
sup{[[P()I1(1, 0)la = [(lyll; [12[D]a < 13
sup{[[PW)Il = [([lyll, 1z1D]a < 1}
= sup{[[PQ)] : llyll <1} = [|P| = 1.

Como n*)(E) = inf{v(P) : P € Sprp.p}, dado € > 0, existe (z,2*) € II(E) tal que n®(E) —
e < |z*(Q(x))|. Como existe um isomorfismo isométrico entre [F'®,G|* e F*@,«G*, onde | . |- é
anorma dual associada a | . |4, existe (y*, 2*) € Spq,.c+ tal que z* = (y*, 2*). Além disso, temos
que 1= a*(z) = y*(y) + #*(2), onde & = (y, 2). Dad, [12* 12l + " llgl = " () + 2*(2) = 1,
pois

L=1ly"(v) + =) < [y W)l + =71 < Ny lHllyll+ 1= 1=]
= (U=l 12710, Ayl =10

< Uyl 1= D las [y 1 121D o
= " 2)lax [[(y; 2)lla
= zlllf=fl = 1.

Portanto, |2*(2) = [lz"[ll[l, lv* ()] = lly*[lllyll, ly*[] < Te [yl < 1. Segue de tudo isso que

nM(E) —e < [27(Q(2))] = [(y"2")(Q(y, 2))]

= |y, 2")(P(y), 0)] = [y (P(y))]

1

WW(P(?JW

= i (P (Gp)) =

Fazendo e — 0, temos que n'¥)(E) < v(P) para todo P € Spp .. Portanto, n®(E) < n®(F).
|

Para o préximo resultado, vamos introduzir alguns conceitos. Seja { E)}rca uma familia de
espacos de Banach. Definimos

DL

AEA

{(xa)ren : zx € Ex,z\ — 0},

co

munido da norma

[(22)xeallo = sup [|lz].
AEA

Para 1 < p < oo, definimos

D

AEA

- {(m)AeA txyEBve Y |ny|P < oo} ,
lP

AEA

munido da norma

|~

[(zx)aeally = (Z ||$A||p)

AEA
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Por fim, para p = oo, definimos

D

= {(x,\),\e/\ Dy € By esup ||z, < OO} 5
AEA AEA

loo

munido da norma |[(x)xea|lco = sup ||za|- E facil ver que esses espagos sao espacos de Banach.
AEA

A partir disso, temos o seguinte resultado.

Coroléario 2.2.7 Seja {E) : A € A} uma familia de espagos de Banach. Entdo

AEA

< irAlf n®(Ey) e n®

D

AEA

< ir)}f n®(E))

lp

€0
para todo 1 < p < oo e para todo k € N.
Demonstracgao: Seja 1 < p < oo. Consideremos

D

A€A

B =

lp

Seja A\p € A. Entao E), é somando absoluto de E. De fato, é Banach e a norma

D

Ao

lp
|. |, em R? dada por |(z,y)], = (Jz|P + |y|p)% é norma absoluta. Dai,

D

Ao

E= @, Ex,

lp

munido da norma absoluta [[(a, B)ll, = [(llall, [B1Dl, = (el + |B?)%. Segue da proposicao
anterior que n®(E) < n®(E,,). Como Ay é arbitrario, temos que n®)(E) < ir/{f n®(Ey).

Seja p = oo. Consideremos

F =

D

AEA

loo

Seja A\g € A. Entao E), é somando absoluto de E. De fato, ¢ Banach e a norma

D

A#No
| |oo em R? dada por |(z,y)|e = max{|z|,|y|} é norma absoluta. Dai,

D £

A#£Xo

loo

E = Do E)\o

loo

munido da norma absoluta ||[(a, 8)||cc = |([[|], [|B]])|ec = max{]||«||, |||} Segue da proposi¢ao
anterior que n®(E) < n®(E,,). Como )y é arbitrario, temos que n®)(E) < ir/\lf n®(E,). O

caso ¢y é analogo ao caso p = co. Assim, concluimos a demonstracao. [ |
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Observagao 2.2.8 Para 1 < p < 00, a igualdade no Coroldrio 2.2.7 nao ocorre em geral. De
fato, n®(1,) < nM(1,) < 1 enquanto n®(K) = 1 para todo k € N. Para p = 1, a igualdade
ocorre quando k = 1, mas ndo € verdadeira para k > 2. Mostraremos que n'?(I}) < % para 1y
real. De fato, seja P € P(%ly;ly) definido por

1 1
P(z) = (51’% + 22129, _51’3 — 122, 0,0, .. ) ;&= (24)ien € 1.

E claro que P € polinémio, pois estd associado a aplicagdo multilinear A € L(*l1;1,) dada por

x x
A((zi)iens (Yi)ien) = ( 12y1 + 22142, — 223/2 — 2132, 0, 0, )
1
Vamos mostrar que ||P|| =1 e v(P) = 3" Temos que
1P = sup{||P(z)[l, - = € B, }

2

2 _
= Sup{”(% —|—2£L’1{L’2, ﬁ — T1T2, 0, 0,)

D (74)ien € Bll}

1

7 73
= sup 54—2951@ + — T (;)ien € By, ¢-
Veja que, para (z;)ien € By,
x? x5 xq|? T2 1
?1+2l’1$2 +‘—?2—131ZE2 < | 1| +2|JI1HJI2|+ | ;| +’$1||l‘2|=§<|ZL’1|+|JI2|)2+2|JI1HI2|
Como Z |25 = ||(:)ien|l1 < 1, temos que |z1|+ |22 < 1 e assim (|x1|+]x2])? < 1. Retomando

i=1
as contas, temos que

1 1 1
5 (1] + [w2)* + 20 [lwa] < 5+ 2fmllwa] < 5 +2(1 = |al) |l

Como isso vale para qualquer (z;);eny € By, temos que

12

22
I|P|| = sup {‘51 + 2z 29| + ‘—?2 — T1%2

D (@i)ien € Bll} <1

11
22’
[Pl = 1. Logo, 1 = |[P(E)]| < [|PI < 1. Portanto, ||P|| = 1.

Por outro lado, tome a sequéncia & = 0,0,.. ) E claro que € € By,. Além do mais,

1 p
Mostremos que v(P) = 3" Seja ef : 1y — K dado por e;((&n)nen) = &1. E facil ver que

ei € Sp. Além do mais, tomando e; = (1,0,0,...) € S, temos que ej(e1) = 1. Logo,
(e1,€7) € II(ly). Segue de tudo isso que,
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v(P) = [ei(P(er))] =

e
€1 (5,0,0,)'—‘2

Lembre-se que I} € isometricamente isomorfo d ls, pelo operador T : 1o, — I} dado por T'(b) =

b, b= (b;)jen, onde @y : I — K € dado por pp((a;)jen) = Zajbj (Teorema 1.2.6).
j=1
Seja (v,r*) € II(ly). Entio v = (x;)jjen € Siy, * € Spr e 2*(x) = 1. Como z* € Sy,

existe b = (b;)jen € loo tal que z*((a;)jen) = Zajbj para todo (a;);en. Além disso, temos que

7j=1
1= ||z*]| = [|(bj)jen]|oo- Sabemos que x*(x) = Z:cjbj = 1. Dai,
j=1

1=

o0
E ;b
=1

<Y rsllogl <D lal = 1= b = 1.
=1 j=1 j=1

Como Z |z;| =1 e |b;] <1 para todo j € N, temos que |b;| = 1 para todo j € N.
j=1
Vamos fazer uma breve andlise. Temos que x = (x1,29,...) e x* = (b1, by, ...). Se xy =
1
x9 = 0, entao P(z) = (0,0,...) e isto implica que z*(P(x)) = 0. Assim, |2*(P(z))| =0 < 3"
Suponha que x1 # 0 ou x5 #£ 0. Se by = by =1, entao

o (P(x))] = ‘(%% + 2931@) + (—%3 = xlxg)‘ -

1
< §(|"171|2 + |@a|? + 2|21 |22])

2 2
ry

1 2
- — o trwe
2 2

1
= S(lz]+ |z2])® < >
De forma andloga, temos o mesmo resultado para by = by = —1.
o0
Seja by =1 e by =—1. Como z*(z) = ijbj =1, temos que
j=1
oo oo o0 oo
1= ijbj = |1 — T2 +Z$jbj < ’1‘1 —332‘ + Z ‘QZ’JHbJ’ = |x1 — $2| + Z ‘.’L']|
j=1 =3 =3 j=3
oo
< >yl =
j=1
Portanto,
o o0 oo
oy =z + ) g =1 = o —mf + )|l =D |y
j=3 =3 j=1
o0 oo
= oy —a =) |l = fayl = || + |2l
j=1 =3
Assim, |x1 — x2| = |x1| + |22|. Segue disso que x1x9 = —|x122|, POIS
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(Jor — 22])* = (Jo1] + |22])* = 2] + 23 — 22129 = |21 + |22]* + 2|1 |22

= —I1Ty = |T129].

Logo,
* af | a3 Lo 2 1 2 2
|z*(P(x))| = 5 + 5 + 3x120| = §|x1 + x5 + 6x129| = §||x1| + |z2]° — 6|z ]||22|
1
= Sl = ) = dfaafa]]
1
< 3 (1] = [2])* + 4|1 2]]
1 5 1
- = < Z
(ol + [ <
De forma andloga, temos o mesmo resultado para by = —1 e by = 1. Portanto, concluimos

1
5
, enquanto que n'®(R) = 1.

1
que v(P) < 3" Dessa maneira v(P) = 3¢ obtemos que n¥(l;) <

N | —

Portanto, concluimos que n'® (1) <

Proposicao 2.2.9 Seja {E) : X\ € A} uma familia de espacos de Banach complezos. Entao:

Do D

AEA AEA

nk) = nk) = i&lf n®(E,)

co loo

para todo k € N.

@E,\ e PeP(*E;E) com
AEA loo

| P|| = 1. Podemos escrever P = (Py)xea, onde Ps € P(*E : Ej) é dado por Py = mg 0 P com
7 B — Ej3 dado por mz((za)ren) = 2, para todo § € A. Dado 0 < € < 1, existe A\ € A tal

que || Py, || > 1 — €. De fato,

Demonstragao: Vamos fazer somente o caso l. Seja E =

L= [|P] = sup{[|P(z)llc = [zl <1} = sup{[[(Pr(x))reallc - 2] <1}
= sup{sup [AA(@)]] « lf < 1}

= sup{sup{[[A\@) : ll=ll < 1}}

= sup[|AA].
A

Dal, existe A9 € A tal que ||Py,]| > 1 — €. Escreva

E =FE),, ®x F, onde F' =

D

A£Xo

loo

Escolha (zg,y0) € Sk tal que g € Ey,,yo € F ¢ || Py, (%0, y0)|| > 1 —€. Mostremos que podemos
supor que |[zg]| = 1. De fato, tomemos x; € Sg tal que [|z¢]|z1 = 7o e tomemos z3 € SEKO tal
que |23 (P, (0, %0))| > 1 — €. Agora, definamos a funcdo g : C — C por

9(2) = 23, (Pa (221, 90)).
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Considere a transformacao linear continua 7' : C — E por T(z) = (zx1,y0). Entdo g =
zy, © Py, T é um polinomio homogéneo, em particular, uma fungao analitica. Como g ¢ uma
funcao analitica na bola unitaria aberta e continua na bola unitaria fechada, segue do Teorema
do Médulo Maximo (Teorema 1.5.5) que

max{|g(z)| : z € Bc} = max{|g(z)| : z € Sc}.
Segue dai que

1 — e < [}, (P (20, %0))| = lg(llzol)] < lg(20)l,

para algum zy € C com |z9| = 1. Entéo, trocando xy por zpx;, concluimos o que queriamos.

Agora, pelo Teorema de Hahn-Banach, escolha xj € E} tal que [z5]] = 1 e x5(2o) = 1.
Tomando a transformagao linear continua S : Ey, — E), e Y dada por S(u) = (u, z§(u)yo),
definamos Q € P(*E),; E\,) por

Q(U) = PAO(“? .CES(U)yo) = P)\O ° S(’LL)

Temos, |Q(w)[| < [[Pa[[[[Slull, em que [[Py[| <1, IS < T e [lyoll < 1. Assim,

L2 QI = [|Q(xo) | = [Py (w0, 0)[| > 1 — €.

Assim, podemos encontrar (ug, uf) € II(E),) tal que
[u5(Q(u)| > (™ (Ey,) — €)(1—e),

pois n(k)(E,\O)(l —€) < n(k)(EAO)HQH < v(Q). Seja x = (ug,xi(uo)yo) € E e a* = (uf,0) €
E* = B}, @o+ F*. Entao (z,2*) € II(E), pois

]l = max{{|uoll, |25 (uo)yoll} = 1,
[l = sup{lug(u)| = Jlull <1} = Jlugl =1 e

z*(z) = u(up) = 1.

Segue dai que

v(P) = |z (P(z))] = |(ug, 0)(P(uo, z5(uo)yo))]
= [(ug, 0)((Px(uo, 25 (uo)yo) ) aen )|
= [ug(Pao (uo, 75 (u0)yo))| = lu5(Q(uo))]
> (n"(Ey) —e)(1—¢)
Como ¢ é arbitrario, temos que v(P) > n®)(E,,). Ou seja, mostramos que para qualquer
P € Sprp.p), existe A € A tal que v(P) > n®)(E)). Dessa forma, podemos dizer que v(P) >
ir/\lf n(k)(EA) para todo P € Spp,p) €, dessa maneira, concluimos que n®)(E) > ir;f n(k)(EA). A

desigualdade inversa decorre do Corolério 2.2.7 . [ |

Observacao 2.2.10 A proposicao acima nao € verdadeira no caso real. Veremos mais adiante
1 1

que nP(co) = 1 en®(lx) = 1 no caso real.
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Capitulo 3

Indice Polinomial Numérico de Alguns
Espacos de Banach

Este capitulo sera destinado a calcular e estimar o indice polinomial numérico de alguns espagcos
de Banach, entre eles estao o espago C(K, E), 0 espaco Lo (i, ) € 0s espagos co, ¢, lo € 1. Os
resultados apresentados aqui foram essencialmente retirados de Choi et al. [8], Choi et al. [11]
e Kim et al. [20].

3.1 Espacos de Funcoes Continuas

O objetivo desta é secao é fazer um estudo do indice polinomial numérico de ordem k de alguns
espacos de fungoes continuas a valores escalares e de fungoes continuas a valores vetoriais. Além
disso, vamos obter informacao sobre o indice polinomial numérico de ordem k dos espacos de
operadores complexos L(F,C(K)), K(E,C(K)) e W(E,C(K)), onde C(K) denota o espago
das fungoes escalares continuas com dominio K, sendo K um espaco Hausdorff compacto.

Para comecar iremos encontrar o valor do indice polinomial numérico de ordem £ do espaco
das fungoes continuas C'(K), onde K é um conjunto Hausdorff compacto disperso. Para isso,
vamos precisar de alguns conceitos.

Definicao 3.1.1 Sejam X um espaco localmente convero e K um subconjunto convexro nao
vazio de X. Um subconjunto M de K é um subconjunto extremo de K se ele é nao vazio,
fechado, convexo e se para qualquer x € M que € uma combinagao convexa de u,v € K tem-se
u,v € M.

Definicao 3.1.2 Sejam X um espaco vetorial localmente convexo e K um subconjunto convexo
nao vazio de X. Um ponto x € K € um ponto extremo de K se {x} é um subconjunto extremo

de K.

Definicao 3.1.3 Seja X um espaco topologico. Dizemos que X é um espac¢o disperso se
todo subconjunto nao vazio H C X contém pelo menos um ponto isolado em X.

Introduzidos esses conceitos, vamos agora enunciar dois lemas que serao tteis.
Dado um espago de Banach E, lembremos que H(Bg) denota o espaco de Banach das
o

fungoes f : B — C que sao holomorfas em Bpg e uniformemente continuas em Bg, munido
com a norma do supremo.

Lema 3.1.4 Seja K um espago Hausdorff compacto disperso. SeT' ¢ um elemento de H(Bck)),
entao
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IT|| = sup{|T(f)| : f € ext(Beow))},

onde ext(Bo(ky) € o conjunto de todos os pontos extremos de Bo ().

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[7], Theorem 3.3]. |

Lema 3.1.5 Seja K um espaco Hausdorff compacto. Se gy € ext(Bek)), entdo |go(t)| = 1
para todo t € K.

Demonstragao: E claro que go € Beok). Vamos dividir a demonstracao em 3 casos.

12 Caso: Suponha ||go|| = 0. Como ||go|]| = 0, entdao go(t) = 0 para todo t € K. To-
mando h € Begk), com |h|| = 1, podemos tomar o segmento ligando h e —h dado por

1
©(A) = A+ (1 = A)(=h), onde A € [0,1]. Quando A = 3 temos que p(A) = 0 = go.

Mas claramente, h, —h & {go}, e entdo go nao é ponto extremo de B¢ (k). Mas isso contradiz a
hipotese. Logo, esse caso nao pode acontecer.

29 Caso: Suponha 0 < ||go]] < 1. Logo, existe t, € K tal que 0 < |go(to)] < 1. Va-

mos considerar o segmento ligando f e , onde f é a funcao identicamente nula, dado
9o
por p(A) = A
|90(t0)]
fs J0 ¢ {go}. Portanto, go nao é ponto extremo de B¢(k). Mas isso contradiz a nossa

"lgo(to)| 3
hipotese. Logo, esse caso nao pode acontecer.

_ S0
|90(to))|
,onde A € [0,1]. Quando A = |go(ty)|, temos que p(A\) = go. Porém,

32 Caso: Suponha ||go|]| = 1. Suponha que exista z € K tal que |go(z)| < 1. Vamos considerar
duas situagoes.

i.) Suponha |go(t)| > 0 para todo t € K. Considere f(t) = 2go(t) — 9o(t)

~ J9o(0)]

9o(t)

900 -

e h(t)
claro que f,h € C(K). Temos que

0 <]go(®)| <1 =0<2[go(t)] <2 = =1 <2go(t)] =1 <1 = [2lgo(t)] = 1] <1

Dali,

()] = ]zg()(t) _ 9() ‘ _ ’290<t>|go<t>| ~ go(t)

9o (?)] l90(t)]

Portanto, || f|| < 1. Além disso, temos que ||h|| = 1. Considerando o segmento @(\) =

go(t) ‘
_ 2go(t)] — 1| < 1,V1 € K.
‘ 90(t)] 2lg0(?) |

1 1 1
Af 4+ (1 = A)h, para A € [0, 1], e tomando \ = 3 temos que p(A\) = §f - §h = ¢og. Porém,

h, f & {go}, pois existe x € K tal que |go(x)| < 1. Portanto, gy nao é ponto extremo de B¢ (k).
Mas isso contradiz a hipotese. Portanto, esse caso nao pode ocorrer.

1
ii.) Suponha que exista s € K tal que g(s) = 0. Considere o conjunto C' = {t e K :go(t)] = Z}
Se C' # (), defina

4g0(t),  selgo(?)] < 111
i) = 9o(t) 1
’g(](t)" 36‘90<t)| Z Z_l



e f(t) = 2go(t) — h(t). Entao, f,h € C(K), pelo Teorema 1.1.1, e f,h # go. Além disso,

1
2|go(t)], selgo(t)| <
(0] - L
12190(t)] = 1], selgo(®)] = 7
Logo, |f(t)| < 1 para todo t € K, ou seja, || f]| < 1. E,
1
Ago(t)l, selgo(®)] < 5
(o) - L
1 Se |g()(t)| > Z

Segue disso que |h(t)| < 1 para todo t € K, isto é, |h]| < 1. Considere o segmento p(\) =

1
Af 4+ (1 — A)h, onde A\ € [0,1]. Temos que, para A\ = 3 o(N) = Ef + §h = go. Porém,
f.h & {go}. Portanto, go nao é ponto extremo de B¢ (k). Mas isso contradiz a nossa hipétese.

Logo, esse caso nao pode ocorrer.

Se C = (), tome
1 1
T se [go(t)] < 1
h(t) =
1
wlt). selgol0)] > +

e f(t) =2go(t) — h(t). Entao f,h € C(K) e f,h # go, pois existe s € K tal que go(s) = 0. Dai,

f)] = 1 1

|90(t)]; se|go(t)| > 1

Logo, |f(t)] < 1 para todo t € K, ou seja, || f|| < 1. E como |h(t)| < 1 para todo t € K, temos
que ||h]] < 1. Considerando o segmento ¢(\) = Af + (1 — A)h, onde A € [0, 1], e tomando

1 1
‘290(75) _ —‘ - selgolt) <

1
A= 5 temos que p(A) = §f + Qh = go. Porém, f. h & {go}. Portanto gy nao é ponto extremo

de Bg(k). Mas isso contradiz a nossa hipdtese. Logo, esse caso nao pode ocorrer. Portanto,
temos que |go(t)| = 1 para todo t € K. |

Por fim, temos o seguinte o resultado.

Teorema 3.1.6 Seja K um espaco Hausdorff compacto disperso. Para todo inteiro positivo k,
temos que n®(C(K)) = 1.

Demonstragao: Vamos mostrar que v(P) = ||P| para todo P € P(*C(K);C(K)). Seja
P € P(*C(K);C(K)). Seja ¢ > 0 dado. Como ||P| = sup{||P(f)]| : [|f]| < 1}, podemos
escolher fo € Boky e to € K tal que |P(fo)(to)| > ||P|| — €. Defina o polinomio k-homogéneo
continuo @ : C(K) — C dado por Q(f) = P(f)(to) = &, o P(f), onde f € C(K). Pelo Lema
3.1.4, existe gy € ext(Bek)) tal que |Q(go)| > sup |Q(f)| —e. Como gy € ext(Bek)), segue

f€Bc (k)
do Lema 3.1.5 que |go(t)| = 1 para todo t € K. Assim,
1Pl =2 < [P(fo)(to)| —e < sup [P(f)(to)] =€ = sup [Q(f)| —e
f€Bo(x) f€Bo(x)
< |Q(g0)]

= |P(g0)(to)]
= |sgn(01,(90))01 (P(g0))| < v(P),
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pois go € Sck), 591(04,(90))0, € Scryr € 59n(04,(90))0t,(90) = 1. Fazendo € — 0, te-
mos pela Proposicao 2.1.3 que ||P|| < w»(P) < ||P|. Portanto, v(P) = |P| para todo
P € P(*C(K); C(K)). Dai, concluimos que n®¥)(C(K)) = 1. u

A seguir vamos verificar a vericidade de alguns lemas que serao ferramentas importantes
para os proximos resultados. Primeiramente vamos definir alguns espacos de fungoes continuas a
valores vetoriais. Sejam 2 um espaco Hausdorff completamente regular, L um espaco Hausdorft
localmente compacto, K um espaco Hasdorff compacto e F um espaco de Banach. Definimos

Co( E)={f:Q— E : f écontinua e limitada};
Co(L,E)={f:L — E : f é continua e se anula no infinito};
C(K,E)={f:K — E : f écontinua}.

Esses espacos sao espacos de Banach, pois sao subespacgos fechados do espago das fungoes
limitadas munido da norma do supremo.

Lema 3.1.7 Seja E um espago de Banach. Sejam €2 um espaco Hausdorff completamente
reqular, L um espaco Hausdorff localmente compacto e K um espaco Hausdorff compacto.
Entao os conjuntos {f € Sc,q,p) : fatinge a norma}, {f € Scyr,p) : fatinge a norma} e
{f € Se(k.p) : fatinge a norma} sio densos em Sc,,r), Sco(L,E) € Sc(k,E), Tespectivamente.

Demonstragao: Vamos fazer a demonstragdo somente para Cy(€2, F'). De forma aniloga,
temos o resultado para os outros casos bastando utilizar a Proposi¢ao 1.1.6 , Teorema 1.1.7 e
a Proposicao 1.1.8 . Seja f € S¢,,r)- Dado 0 < € < 1, podemos encontrar um ¢, € € tal

f(to)

que || f(to)|] > 1 — €. Escrevendo zyp = ————, temos que o ponto ty, nao pertence ao conjunto

ILf (to)ll”
F={teQ: |f(t)— x| > €} O conjunto F é fechado, pois F' = f~1(B(zg,€)¢). Como

) é completamente regular, existe uma fungao continua ¢ : Q — [0,1] tal que p(ty) = 1 e
©(F) = {0}. Defina g : @ — E por

g(t) = (1 = (®)) f(t) + ¢(t)zo, t € €.
E claro que g ¢é continua. Vejamos que g é limitada. Observe que

lg@I = l[(X = o) (1) + e(t)xo]| <1,V € O,

e temos que ||g(to)|| = 1. Portanto, temos que [|g|| = [|g(to)|| = 1. Assim, g € S¢,(q,x) € atinge
a sua norma. Além disso, temos que

1 = gll = sup [ f(t) = g()|| < sup(t)]|f() — zol| <
ted teQ
Logo, o conjunto {f € S¢,.p) : fatinge a norma} é denso S¢,(q,x)- [ |

Para o préximo teorema, definimos v(f), para f : Sgp — E, de forma anéloga ao que foi a
apresentado nas definigoes 2.1.1 e 2.1.2.

Teorema 3.1.8 Seja E um espaco de Banach. Se ' € um subconjunto de II(E) cuja proje¢do
na primeira coordenada € densa em Sg, entdo

o(f) = sup{[z*(f(2))] : (,27) € T}

para toda fungao limitada uniformemente continua f : Sgp — E.
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Demonstracao: Veja a demonstracao em [[31], Theorem 2.5]. |

Lema 3.1.9 Sejam Q) um espaco Hausdorff completamente reqular, E um espaco de Banach e
k um inteiro positivo. Seja P € P(*Cy(Q, E); Cy(, E)). Entao

v(P) = sup{|z*(P(f)(t))| : f € Sey,p),t €Q, x* € Sp+, x*(f(t)) = 1}.
Demonstragao: Seja

={(f,2"00d:) : f € Se,nr,te, z"c S, x"(f(t) =1}

Observe que I' C TI(Cy (2, E)). Mostremos que 71 (I") é denso em S¢,(q, ), onde 71 é a projecao
na primeira coordenada. Como o conjunto das fungoes em Sg, (o, ) que atingem a norma é
denso em Sg, (o, gy, pelo Lema 3.1.7, basta mostrar que tais funcoes pertencem a ().

Seja f € S0, p) uma funcdo que atinge a norma. Entdo, existe ¢ € Q tal que [|f(t)|| =
|fIl = 1. Dal, pelo Teorema de Hahn-Banach existe z* € Sg« tal que z*(f(t)) = || f(¢)]| = 1.
Assim, (f, 2* 0 ;) € I'. Logo, f € m(I).

Como I' é um subconjunto de II(Cy(2, E)) com II;(I') denso em S¢,(q, k), pelo Teorema
3.1.8, temos que

v(P) = sup{ly"(P(y)) : (y,y") €T}
sup{|(z* 0 0,)(P(f))| : [ € ScyeB), t € Q, 27 € Spe, 2" (f(1)) =1}
= sup{|z*(P(f)(®))| : f € S, E),t€Q, a* € Sg-,a*(f(t)) =1}

E assim, concluimos a demonstracao. [ |

Lema 3.1.10 Sejam K um espaco Hausdorff compacto e k um inteiro positivo. Seja P €
P(*C(K,E); C(K,E)). Entdo

v(P) = sup{lz*(P(f)(®)] : [ € Sewp), t € K, 2" € Sp, 27(f(t)) = 1}

Demonstragao: Andlogo ao Lema 3.1.9, porém, usando o fato de que {f € Scxk,pg) : [ atinge
a norma} ¢ denso em S¢(k,g) como foi demonstrado no Lema 3.1.7. [ |

Lema 3.1.11 Sejam L um espaco Hausdorff localmente compacto e k um inteiro positivo. Seja
P e P(*Co(L,E);Co(L, E)). Entdo

v(P) = sup{|z*(P(/)(1))| : [ € Scywm), t € K, ™ € S5, a*(f(t)) = 1}.

Demonstragao: Andlogo ao Lema 3.1.9, porém, usando o fato de que {f € Sc,(z,p): f atinge
a norma} é denso em Scy(r,E) como foi demonstrado no Lema 3.1.7. [ |

Proposicao 3.1.12 Seja Q2 um espagco Hausdorff completamente reqular. Para todo inteiro
positivo k, temos que n®)(Cy(Q, E)) < n®(E).

Demonstragao: Seja P € P(*E; F) com ||P| = 1. Defina @) € PFCy(Q, E); Cy(Q, E)) por
QM) = P(f(t)), paratodo t € Qe f € Cp(Q, E). E claro que Q € P(*Cy(Q, E); Co(Q, E))
De fato, uma vez que P € P(*E; E), existe A € L5(*E; E) tal que P(z) = Az*. Assim,

definamos a seguinte aplicacao:
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¢ : Cp(Q, B)F — Cy(Q, E) dada por o(f1,..., fr) = Ao (fi, ., fr)

Nao é dificil mostrar que ¢ estd bem definida, é k-linear e é continua. Dai, segue que ¢ €
L*Cy(Q, E); Cy(Q, E)). Como

Ao (f, f,. . N)t) = A(f(1), f(),.... f()) = P(f(£)) = (Po f)(t), Vi€,

decorre que ©(f, ..., f) = Ao(f,..., f) = Pof = Q(f). Portanto, Q € P(*Cy(Q2, E); C,(Q, E)).
Mostremos que ||Q|| = 1. De fato,

QN = sup{[[QUNII = IF <1} = sup{[|Po fl| - Ifll <1}
sup { sup{[[P(f()[| = t €}« [[f] <1}
sup { sup{||P[[[f ()" : t € Q} « |Ifll < 1}

= |Pl=1

IN

Como || P|| = 1, existe (2, )nen C Bg tal que ||P(z,)|| — 1. Definamos (fn)nen C Bey(o,5), onde
fn: Q — E édada por f,(t) = x,. Veja que Q(f,)(t) = P(fn(t)) = P(x,) para todo t € K
e para todo n € N. Segue dai que, para cada t € K, |Q(f.)(¢)|| = ||P(z,)|| — 1. Portanto,
|Q(fn)|| — 1. Porém, como [|Q(f,)] < ||@Q] para todo n € N, concluimos que

1 =1im || P(a,)]| = lim [Q(f)] < Q] < 1.

ou seja, QI = 1.
Como Q € P(*Cy(Q, E); Cp(, E)) e ||Q]| = 1, temos que v(Q) > n®(Cy(2, E)). Pelo Lema
3.1.9, dado € > 0, podemos encontrar f € S¢, k), t € Q, x* € Sg- tal que 2*(f(t)) =1e

n(Cy(, E)) — € <0(Q) — € < |27 (QUN) ()] = 2" (P(f(1)].
Visto que f € Se,(q.k), temos || f(t)|| < 1. Por outro lado,
LA = |z (F@)] = 1.
Portanto, || f(t)|| = 1. Assim, v(P) > |2*(P(f(t)))] > n®(Cy(2, E)) — € para todo € > 0. Desse

modo, v(P) > n®(Cy(€2, E)) para todo P € Spp gy e dessa maneira n™(E) > n¥) (Cy (9, E)).
|

Proposicao 3.1.13 Seja K um espaco Hausdorff compacto. Para todo inteiro positivo k,
temos que n®(C(K, E)) < n®(E).

Demonstracao: Analoga a Proposi¢ao 3.1.12 tendo o conhecimento do Lema 3.1.10. [ |

Proposicao 3.1.14 Seja L um espaco Hausdorff localmente compacto. Para todo inteiro po-
sitivo k, temos que n®)(Cy(L, E)) < n®(E).

Demonstracgao: Analoga a Proposi¢ao 3.1.12 tendo o conhecimento do Lema 3.1.11. [ |

Sejam F um espago de Banach e T um conjunto. Denotemos por B(T', E) o espago das
funcoes limitadas de I' em F, munido da norma do supremo.
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Lema 3.1.15 Sejam E um espaco de Banach complexo, I' um conjunto nao vazio e F' um
subespaco fechado de B(T', E). Suponha que para todo fo € Bp, existe um subconjunto Uy de T’
normante para F tal que:

1. Para todo ty € Uy e todo § > 0, existe uma fungio ¢ : I' — [0,1] com p(tg) =1 tal que
Y(x)=1—-9)fo+preF (zek).
2. Existe xy € Bg tal que || fo — ¥ (xo)]| < 9.

Entao n®(F) > n®(E) para todo k € N.

Demonstragao: Seja P € P(*F;F) com ||P|| = 1. Dado 0 < € < 1, existe fy € Sr tal que
|P(fo)l| >1— % Como P(fy) € Bp, existe Uy C I' normante para F, isto é,

1P(o)ll = sup |P(fo) (O = sup |[P(fo) (D)

telUy

Dai, existe ty € Uy tal que ||P(fo)(to)]] > 1 — % Como P é continua em f, existe 6 > 0 tal que

€
1P(fo) = P(g)l| < 5, para todo g € I com || fo — g]| <.

Da hipétese, existe xg € Bg tal que ||fo — ¥ (z0)|| < J, entao

€ €

5 = [P(o)(to) = [P (o))l < 5
= [[P(fo) o)l = I[P (¢ (z))I (o) | < 5
= P@(@o)]t)ll > [[P(fo)(t)]| — 5 > 1~

1P(fo) = P(¢(x0))ll <

Dal, existe zfy € Sg« tal que |z§([P(¢(x0))](to))| > 1 — €. Escrevendo zy = 9@y para zo € Bk ¢
ZTo € Sg adequados, temos que a fungao

z > 23([P((220))](to)) (2 € C)

¢ inteira. De fato,

2o ([P((220)))(t0)) = (5 0 0, ) (P(P(270))) = (5 © 01 ) © P((1 = @) fo + ¢T02).

Como dy, : F' = E é uma transformacao linear e z, : £ — C é um funcional linear, temos que
x§00y, : F' — C é um funcional linear. Como ¥ (z) = (1—¢) fo+ex € F paratodo z € F, temos

que (1 — ¢)fo e px pertencem a F, pois ¥(0) = (1 —p)fo € F e px =¢(z) — (1 —p)fo € F.
Segue disso que (1 — ¢)fo, pfy € F. Assim, sabendo que 2o dy, € F*, P € H(F;F) e
(1 — ) fo, 2o € F, segue da Proposigao 1.5.4 que a aplicagao

z = 25 ([P (¢ (220))](t)) (2 € C)

¢é holomorfa. Dai, pelo Teorema do Médulo Maximo, podemos encontrar z; € Sc tal que

1P (z120))] (o)l = [25([P($(2120))](t))| 2 |25 ([P (¥ (2070))] (to))| > 1 — €.

Finalmente, seja x1 = 217y € Sg, considere z] € Sg+ tal que z3(z1) = 1 e defina
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o(x) = 271(2)(1 — ) fo+pr € F(x € E).

Observe que ¢(z1) = ¥(z12). Assim, [[[P(¢(z1))](t
homogéneo continuo @ : E — E por Q( ) = [P(o(x))

QI = lQ(z)|| = [[[P(a(x))](t0)]| > 1 = €.

Escolha (29, x3) € TI(E) tal que |23(Q(x2))| > n®(E)(1—¢). Afirmamos que (¢(x2), 2508;,) €
II(F). Com efeito,

Ié(z2)ll = sup [|p(2) (#)]

0)]| > 1 — €. Definamos o polindémio k-
|(to) = (04, © P o ¢)(x) que satisfaz

sup [|z1(x2) (1 — (1)) fo(£) + @(t) 2|

< Sup (J27 (@) [(X = ) fo(D + w (@) [|2])
< Sup (1 —p(t) + () =1,

¢ para to € Uy C T temos
[¢(w2)(to)[| = l|27(z2) (L — @ (o)) folto) + p(to)z2|| = [lz2f| = 1.
Portanto, ||¢(z2)|| = 1, ou seja, ¢(x2) € Sp. Veja que |25 0 8| < la3ll[16]] < 1. Além disso,
(@5 0 0¢,) (P(22)) = @5((x2)(t0)) = a5(22) = 1.
Desse modo, 75 0 &, € Sp- e (25 0 8 )(¢(ws)) = 1. Dai,
v(P) > [(a5 0 84) (P((2)))| = [25(Q(22))] > nM(E)(1 — ¢).

Dessa maneira, como ¢ é arbitrario, v(P) > n®)(E) para todo P € Sprp.p)- Logo, concluimos
que n®) (F) > n®(E). |

Antes de prosseguirmos para o proximo resultado desta se¢ao, vamos definir o que é um
espaco de Asplund e anunciar dois lemas que serao necessarios para a demonstracao desse
teorema.

Definicao 3.1.16 Seja E um espaco de Banach. Dizemos que tal espago é um espaco de
Asplund se o dual de todo subespacgo fechado separdvel de E € separdvel.

Seja I/ um espaco de Banach e K um espaco Hausdorff compacto. Denotemos por

Cow(K,E)={f: K — X : f éfracamente continua};
Co (K, E*) ={f: K — X* : f é fraca-estrela continua},

onde esses espagos estao munidos da norma do supremo.

Lema 3.1.17 Sejam K um espago Hausdorff compacto e E um espaco de Banach. Entao para
todo f € Cy(K, E), temos que o conjunto

{t € K : fé fortemente continua em ¢}

¢ denso em K.

Demonstracao: Veja a demostragao em [[22], Lemma 1]. |
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Lema 3.1.18 Sejam K um espaco Hausdorff compacto e E um espaco de Asplund. Entdao para
todo f € Cy+ (K, E*), temos que o conjunto

{t € K : f ¢ fortemente continua em ¢}
¢ denso em K.

Demonstracao: Veja a demonstragao em [[22], Lemma 6]. |

Teorema 3.1.19 Sejam E um espaco de Banach complexo e k € N.
a.) Se K ¢ um espaco Hausdorff compacto, entdo n®™)(Cy(K, E)) > n™)(E).

b.) Seja K um espagco Hausdorff compacto. Se E é um espago de Asplund ou K tem um
subconjunto denso de pontos isolados, entdo n™) (O (K, E*)) > n®)(E*).

c.) Se L ¢ Hausdorff localmente compacto, entio n'®*)(Cy(L, E)) > n®)(E).

d.) Se Q é um espaco Hausdorff completamente regular, entio n®*)(Cy(Q2, E)) > n®)(E).

e.) Se K é um espago Hausdorff compacto, entio n®(C (K, E)) > n®(E).

f.) Para um espago Hausdorff compacto K e um subconjunto aberto denso U C K, escrevemos
Y={feCK): f(K-U)=0}.

Entdo, para todo subespaco fechado F de C(K) contendo Y, temos que n™ (E) = 1 para
todo k € N.

Demonstracao: Mostraremos em cada caso que as condicoes do Lema 3.1.15 sao satisfeitas.
a.) Dado fy € Be, (k,E), 0 conjunto Uy = {t € K : fy é fortemente continua em t} é denso em

K pelo Lema 3.1.17. E claro que

sup || fo(t)[| > sup || fo(t)|l-
teK telp

Mostremos que sup || fo(t)|| < sup||fo(t)||. Seja t € K. Como Uy = K, existe uma rede
teK telUy

(ua)ren em Uy tal que uy — t. Como fy é fracamente continua, temos que fo(uy) — fo(t)
fracamente. Pelo fato de fy(t) € F, segue do Teorema de Hahn-Banach que existe z* € Sg- tal
que || fo(t)]| = |z*(fo(t))|. Visto que (z* o fo)(ur) — (z* o fo)(t), dado € > 0, existe Ay € A tal
que |(z* o fo)(uy) — (" o fo)(t)| < € para todo A = Ag. Dali,

(27 0 fo)(un,) = (&7 0 fo) (W) < € = [2"(fo(t)] — |2"(folur))| <€
= [fo@I = e < 2" (folur, ) < [[folur,)l
= [fo@®I — e < sup |[fo(2)]-

HASION)

Portanto, || fo(t)|| < sup || fo(z)|| para todo t € K. Dessa maneira, sup || fo(t)|| < sup || fo(?)]], e
zeUy teK telUy
concluimos que Uy é normante para K. Agora, dado ty € Uy, 0 conjunto

W={te K : |ft)— folto)|l = ¢}

nao contém ty. De fato, suponhamos que ¢, € W. Entao existe uma rede (ty)xen C {t € K :
| fo(t) — fo(to)|| > 6} tal que tx — 5. Para cada A € A, temos que || fo(tx) — fo(to)|l > 9.
Todavia, como ty € Uy, existe N\g € A tal que || fo(tx) — fo(to)|| < d para todo A = Ag. Mas isso
é uma contradi¢ao. Dessa maneira, ty & W. Assim, pelo de Lema de Uryshon (Teorema 1.1.7),
existe uma funcao continua ¢ : K — [0, 1] tal que ¢(to) =1 e (W) = {0}. Mostremos que
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Y(x) = (1—@)fo+ ez € CW(K,E) (z € E).
Seja x € FE. Dado t € K e uma rede (t))xea C K tal que ¢, — ¢, temos que

2 () (tr)) — 2" (()(1))

para todo z* € E*. Desse modo, concluimos que ¢(x) € C,(K, E) para todo z € E. Além
disso, tomando zg = fy(t9) € Bg, temos

1 fo —¢(xo)ll = Sup [ fo(t) — [(1 — @(t) fo(t) + o(t) fo(to)]ll
= sup () (fo(t) — fo(to))ll
= fg}gw(t)\!fo(t) — folto)ll <6,

pois (W) = {0}. Entdo, pelo Lema 3.1.15, n®(C,, (K, E)) > n®(E).

b.) Vamos separar essa demonstragao em dois casos.

Caso 1: Suponha que E ¢ um espaco de Asplund. Seja fo € Bc,.(k,g+). Entao o conjunto
Up = {t € K : féfortemente continua em t} é denso em K pelo Lema 3.1.18. De forma
analoga ao item a.), mostra-se que Uy é normante para K. Dado ty € Uy, o conjunto fechado
W ={te K :|fo(t)— fo(to)|| =} ndo contém ty. Pelo Lema de Uryshon, existe uma fungao
continua ¢ : K — [0, 1] tal que p(tg) = 1 e (W) = 0. Analogamente ao item a.), mostra-se
que ¥(z*) = (1 — @) fo + pa* € Cp (K, E*) para todo z* € E* e, tomando zf = fo(to) € B,
prova-se que || fo — ¥ ()| < 0. Segue do Lema 3.1.15 que n®)(Cy- (K, E*)) > n®) (E*).

Caso 2: Suponha que K possui um subconjunto denso de pontos isolados. Chamemos tal
conjunto de U. Seja fo € Be,. (k). Mostremos que o conjunto

Up={t e K : fp é fortemente continua em t}

¢ denso em K. Sejam t € U e ¢ > 0 dado. Visto que t é um ponto isolado, existe uma
vizinhanga V' de ¢ tal que V' = {t}. Assim, temos que ||fo(v) — fo(t)|| < € para todo v € V.
Logo, concluimos que fy é continua em norma no ponto ¢, isto é, ¢ € Uj. Dessa maneira,
U C U, eassim K=U C Uy C K. Logo, Uy = K. E o restante segue de forma analoga ao
Caso 1.
c.) Seja fo € Beyr,p). Tome Uy = L. E claro que Uy é normante para L. Dado ty € Uy,
o conjunto fechado W = {t € L : ||fo(t) — fo(to)|| = J} ndo contém ty. Logo, to € W°€.
Como W€ é aberto e L é Hausdorff localmente compacto, pela Proposi¢ao 1.1.3, existe uma
vizinhanga aberta V de t, tal que V. C W¢ e V é compacto. Seja K; = V. Como {t,}
e V¢ sao fechados disjuntos e L é completamente regular, pela Proposicao 1.1.8 existe uma
funcao continua ¢ : L — [0,1] tal que ¢(ty) = 1 e (V) = {0}. Agora, mostremos que
Y(x) =(1—¢)fo+ex € Cy(L, E) para todo z € E.

Dado x € E, é facil ver que 1(x) é continua. Seja ¢ > 0. Como fy € Cy(L, E), existe um
compacto K tal que || fo(t)|| < € para todo ¢ € K. Tome o compacto K = K; U Ks. Assim,

[9(@) ()] = 11 = @) fo(t) + ()] = [fo@)] <€ Vie K= K7n K3,

Portanto, ¥ (z) € Cy(L, E) para todo x € E. Finalmente, tomando zg = fy(o), temos que
[ fo = t(zo)| = sup [ fo(t) — ¥ (o) (8)]| = Stugw(t)llfo(t) — fo(to)ll <9,
€ S
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pois ¢ € K¢ implica que ¢(t) = 0. Segue do Lema 3.1.15 que n®)(Cy(L, E)) > n®(E).

d.) Seja fo € Be,o,p). Seja Uy = Q. E claro que Uy é normante para ). Dado tg € €,
o conjunto fechado W = {t € Q : || fo(t) — fo(to)|| > ¢} ndo contém ¢y. Visto que € é
completamente regular, existe uma func¢ao continua ¢ :  — [0, 1] tal que p(ty) =1 e (W) =
{0}. Mostremos que 1h(z) = (1 — @) fo + pz € Cy(Q, E) para todo = € E. Seja x € E fixo. E
claro que 1 (z) é continua e, uma vez que fy € Cy(Q2, E), podemos encontrar M > 0 tal que
| fo(®)|l < M para todo t € €. Segue dai que,

[P(@) (O] = 11 = @) fo(t) + @)z]| < [ fo] + llzll < M + [lz], Vi € Q.

Desse modo, ¥ (z) é limitada, e concluimos que ¥ (z) € C(Q2, E) para todo x € E. To-
mando g = fo(to) € Bg, temos que |[fo — ¢¥(zo)|| < 0. Assim, segue do Lema 3.1.15 que
n®)(Cy(Q, E)) > n(E).
e.) Seja fy € Be(k,p). Tomemos Uy = K. E claro que Uy é normante para K. Dado ty € Uy,
o conjunto fechado W = {t € K : |[fo(t) — fo(to)|| > ¢} nado contém ty. Assim, pelo Lema
de Uryshon, existe uma funcao continua ¢ : K — [0,1] tal que p(ty) = 1 e (W) = {0}. E
facil ver que ¥(z) € C(K,FE) para todo z € E. E, tomando xzy = fo(tg) € Bpg, temos que
| fo — ¥(0)|| < 8. Desse modo, segue do Lema 3.1.15 que n®)(C(K, E)) > n®(E).
f.) Seja fo € Bp. Tomando Uy = U, temos que Uy é normante para K. Dado ty € Uy,
considere o conjunto V- = {t € U : |fo(t) — fo(to)] < 8}. E claro que V é aberto, pois
V = fy Y B(fo(to),6)) NU. Como {to} e V¢ sdo fechados e disjuntos, pelo Lema de Uryshon,
podemos encontrar uma fungao continua ¢ : K — [0,1] tal que ¢(ty) = 1 e (V) = {0}.
Observe que ¢ € Y, pois como U¢ C V¢, temos que p(U°) = {0}.

Agora, mostremos que 1(z) = (1 — @) fo + ¢z € F para z € C. Temos que

() () = (1 = @) fo(t) + ¢(t)z = fo(t) = @(t) fo(t) + 2zp(1), Vi € K.

Logo, ¥(z) = fo — ¢fo + z¢p. Como fo,—@fo, z¢ € F, temos que 1(z) € F para todo
z € C. Finalmente, tomando xo = fy(tg) e observando que W C V¢ onde W = {t € K :

| fo(t) — fo(to)]| = &}, temos

[1fo = (o)l = sup [fo(t) = (o) (D) < Sup e(t)]lfo(t) — folto)[] < 0.

Segue do Lema 3.1.15 que n®)(F) > n®)(C) = 1. Portanto, n®(F) = 1. |

Veja em [[14], Theorem VI.7.1] que para qualquer espago Hausdorff compacto K e qual-
quer espaco de Banach E, os espagos C(K, E*), C,(K, E*) e Cy (K, E*) podem ser isome-
tricamente identificados com K (F,C(K)), W(E,C(K)) e L(E,C(K)), respectivamente, onde
K(FE,C(K))(respectivamente W (E, C(K))) denota o espaco de Banach de todos os operadores
lineares compactos (fracamente compactos) de £ em C(K).

Corolario 3.1.20 Sejam E um espaco de Banach complexo e K um espago Hausdorff com-
pacto. Entao,

n® (W (E,C(K))) > n®)(E*) = n®)(K(E,C(K)))

para todo k € N. Se & € um espago de Asplund ou K contém um subconjunto denso de pontos
1solados, entao

n®(L(E,C(K))) > n®)(E*) para todo k € N.
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Demonstracao: Segue do item a.) e do item e.) do Teorema 3.1.19 e da Proposigao 3.1.13
que n®) (O (K, E*)) > n®(E*) e n®(C(K, E*)) = n®(E*). Além disso, pelo Teorema 2.1.8
temos que n® (W (E,C(K))) = n®(C,(K, E*)) e nW(K(E,C(K))) = n®)(C(K, E*)). Segue
dai,

B (W (B, C(K))) = n®)(C, (K, E)) 2 nP(B*) = n®(C(K, B*)) = n®) (K (E, C(K))).

Agora, suponha que E é um espaco de Asplund ou que K contém um subconjunto denso
de pontos isolados. Entdo, pelo item b.) do Teorema 3.1.19, temos que n¥)(C,-(K, E*)) >
n®)(E*). Pelo Teorema 2.1.8, temos que n'®)(L(E,C(K))) = n®)(C,- (K, E*)). Segue entio
que

n®(L(E,C(K))) = n®(Cyp (K, E*)) > n®(E*).

Exemplo 3.1.21 Eriste um espaco de Banach E complezo tal que n™(E) =1 e n®(E*) =

k™% para todo k > 2, isto €, o indice polinomial numérico de E € o maior possivel, enquanto
que o indice de E** € o menor possivel.

Demonstracao: Seja E um espaco de Banach complexo separavel tal que n*) (E) = LTE para
todo k > 2. A existéncia de tal espago é garantida por [[19], Example 9]. Pelo Teorema de
Banach-Mazur (Teorema 1.2.14), podemos considerar £ como um subespago fechado de C'(A),
onde A ¢é o conjunto de Cantor. Seja

T: C0,1] — C(A)
[ =T = fla

E claro que T estd bem definido e é um operador linear continuo. Definamos os subespacgos
fechados X (F) e Y de C]0,1] por

X(E)={feC0,1] : T(f)e E} eY = Ker(T).
Observemos que

Y=Ker(T)={feC[0,1] : T(f)=0} = {feCl0,1]: f(t)=0,VteA}
= {feC0.1] : f([0,1] — A) =0}

e A° é aberto e denso em [0,1]. Segue do item f.) do Teorema 3.1.19 que n®) (X (E)) = 1 para
k> 2.

Por outro lado, segundo [[25] Theorem 3.3 e Remark 3.4.b], X(E)* = E* &; Y*. Dai
X(E)* = E* @, Y**. Segue do Corolario 2.1.22 e do Corolario 2.2.7 que n® (X (E)*) <

n®)(E=) < n(E) = ET% . O outro lado é assegurado pelo Teorema 2.1.10, n® (X (E)*™) >
k7% . Entdo, n®(X(E)™) = kT para k > 2. "
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3.2 Espago L. (u, F)

O objetivo desta se¢do é encontrar uma relacdo entre E e o espago Lo (i, E) das classes de
funcoes a valores em E mensuraveis e limitadas p-quase sempre. Para conseguir essa relacao,
precisamos de trés lemas primeiramente.

Lema 3.2.1 Sejam (2,3, ) um espago de medida o-finita, E um espa¢o de Banach e f €
Loo(p, E) com || f(t)]] > A\ p-quase sempre. Entdo existe B € ¥ com 0 < pu(B) < oo tal que

i 7

Demonstracao: Veja a demonstracao em [[26], Lemma 2.1]. |

Lema 3.2.2 Sejam (2,3, ) um espago de medida o-finita, E um espago de Banach e f €
Loo(u, E), C € ¥ com medida positiva e € > 0. Entao existemx € E e AC C com0 < pu(A) <
oo tal que ||z|| = || fxell e ||(f —x)xall <e. Além do mais, o conjunto

{exa+ fxo-a : x €Sk, f € Brur), A € X com 0 < pu(A) < oo}
¢ denso em Sp_(u.E)-
Demonstracao: Veja a demonstragao em [[26], Lemma 2.2]. |

Lema 3.2.3 Sejam (2,3, u) um espago de medida o-finita, E um espago de Banach, k um
inteiro positivo e P € P(*Loo(11, E); Loo(t, E)). Entao

o(P) = Sup{

1
f]f*( _/P(xXA+fXQA)dM>’ : xXA—i_fXQfA c I/I/'7 .1'* e SE‘* e:L'*(;L') _ 1}7
1(A) Ja

onde W = {xxa+ fxa-a : 2 € Sg, f € BL_(up),A € X com 0 < pu(A) < oo}.

Demonstracao: Dado A € ¥ com 0 < pu(A) < oo, definimos a func¢do 14 : Loo(p, E) = E
1
por Y4(h) = m/ hdp. Consideremos I' = {(zxa + fxa—a, 2 04) @ (z,2%) € II(E), f €
H A
Br.(up), A€ X com0 < pu(A) < oo}

Mostremos que I' C II( Lo (i, E)). De fato, seja (zxa+fxa-a, x*014) € I'. Primeiramente,
vejamos que x4 + fxa-a € St (up)- Temos que ||zxa + fXxa-alleo <1, pois @ € X, u(0) =0
e |lexa(t) + f(t)xa-a(t)]] <1 para todo t € ¢ = Q. Suponhamos que ||[xxa + fxao-alleo < 1.
Logo, existe uma constante 0 < ¢ < 1 tal que xxa + fxqa_a € limitada por ¢ pu-quase sempre,
isto é, existe um conjunto N € X com p(N) = 0 e [lzxa(t) + f(t)xa-a(t)| < ¢ para todo
t € N¢. E facil ver que AN N¢# (). Assim, para t € AN N¢, temos que

1> e flaxalt) + f(O)xa-a@l = [lexa@®] = ] = 1,

o que é uma contradigao. Portanto, ||zxa + fxa-alle = 1.

Mostremos que x* o ¢4 € Sp_(up)«- Com facilidade se mostra que x* o 14 ¢é linear, logo,
basta mostra a continuidade. Seja g € BLoo(u,E) Entao, existe N € ¥ com p(N) = 0 tal que
lg(t)]] < 1 para todo t € N¢. Dal,
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Por outro lado, temos que

*

2" (Ya(zxa + fxaa))| = |z

—_

%A) /A rXA+ fXQ—AdM> ‘
)1 4

| —= a:XAd,uN
<u(A /
= |z*(z)] = L.
Portanto, temos que x*ot4 € Sp_ (,,p)+. Dessa maneira, (xxa+ fxo-a, v70va) € (Lo (p, E))
e concluimos que I' C TI(Ly(p, E)). Observe que a projegao na primeira coordenada do con-
junto I' é o conjunto

{xxa+ fxo-a : € Sp, f € Br(up), A€ X com 0 < u(A) < oo}

que ¢ denso em St,__(,,r) pelo Lema 3.2.2. Segue do Teorema 3.1.8 que

v(P) = sup{|(z* o a)(P(xxa + fxao-a))| : (xxa+ fXo—a, " 0q) €'},

isto é,

v(P) = SUP{ z* <—/ P(zxa +fXQA)d,U>’ cxxa+ fxa-a €W, 2" € Spe e x™(z) = 1}-
A

|
Assim, obtidos todos os lemas, podemos prosseguir com os resultados principais.

Teorema 3.2.4 Sejam (2, %, 1) um espago de medida o-finita e E um espago de Banach com-
plezo. Entdo n'™) (Lo (i, E)) = n®)(E) para todo k € N.

Demonstragiao: Primeiro, provemos que n®) (L., (u, E)) > n®(E). Seja P € P(*Loo(p1, E);

Loo(pt, E)) com [P = 1. Dado 0 < € < 1, existe f € Sp_(,p) tal que ||[P(f)|loc > 1 — %

Segue dai que existe um conjunto V' € ¥ tal que u(V) > 0 e ||P(f)(t)]] > 1 — % para todo
t € V (Proposicao 1.6.10). Como P é continuo em f, existe § > 0 tal que ||P(f) — P(h)||e <
% para todo h € Leo(i, F) com ||f — h|l < d. Pelo Lema 3.2.2, existe yo € E tal que

0 < wll = IIfxvll <1leACVcomO < u(A) < oo tal que [[(f — yo)Xalloo < . Tome
YoXxa + fxa-a € Leo(pt, E). Temos que

1f = (yoxa + fxa—a)llee = [[(f — yo)xalleo <6,
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e dessa maneira |[|[P(f) — P(yoxa + fxa-a)llec < g Assim, existem 0 < f < % e N € ¥ com
w(N) =0 tal que

IP(f)(t) — P(yoxa + fxa—a)®)| < B < %

para todo t € N°¢ Nao é dificil mostrar que existe um conjunto A; € X, Ay C A com
(A — Ap) =0 tal que

I[P (yoxa+ fxa_a)]®)] >1—¢

para todo t € A;. Para isso, basta tomar o conjunto A; = AN N¢.
Agora, consideremos a fun¢ao © : C — (Loo(A1, pt]a,, E), || - ||4,) definida por

O(2) = mo P(zyoxa + fXa-a),

onde m : (Loo(, 1, E), || - llo) — (Loo(A1, pt|lay, E), | - ||4,) é uma aplicacao linear continua
dada por m(h) = hla,. E claro que © é uma fungao inteira. De fato, uma vez que P €
P Loo(t, E); Loo (11, E)) € fXa—a, YoXa € Loo(pt, E), temos que a correspondéncia

z+— P(fxa—a+ 2y0xa)(z € C)

¢ um polinomio em C por [[28], Exercise 2.L]. Pelo fato de 7 ser uma aplicacao linear continua,
temos que ©(z) = mo P(zyoxa + fXxa—4) é um polindomio, logo uma aplica¢ao holomorfa em C.
Dessa maneira, pelo Teorema do Médulo Méximo (Teorema 1.5.5), concluimos que

L < [Pxa+ fxa-alla = [0 < max_ [0()]a = max_ [0
Z|>11Y0 Z|=1lYo

Desse modo, podemos encontrar 2y € C com |z| = ||yo|| 7! tal que ||O(z0)[|4, = max [|O(2)].

z1=llyoll =1
Entao ||zoyol| =1 e

1 —e < ||P(2090x4 + fxa-a)lla,-

Novamente pela Proposicao 1.6.10, podemos encontrar A; € ¥ com A; C A; tal que 0 <
((As) < 00 e

1 —e < [[[P(2050xa + fxa-a)](®)]

para todo t € Ay. Aplicando o Lema 3.2.1 para P(20y0Xxa + fxq-4) como um elemento de
(Loo(Aa, i) 4y, X), || - || 4;), podemos encontrar B € ¥ com 0 < u(B) < oo e B C A, tal que

1—€e<

ﬁ/BP(Z'OQOXA + fXQA)duH-

Fixemos z; € Sg« com z{(20yo) = 1. Defina
¢(x) = xxa + 25(2) fxa-a € Loo(p, E)(z € E)
e considere o polinémio k-homogéneo S € P(*E; E) dado por

S(x) = ﬁ / P(¢(2))dji = o (P o )(«)(« € E)

1 ,
onde ¢ : Lo (p, E) — C dado por ¢(f) = E/ fdu. E claro que S é um polinémio, pois é
K B

composi¢ao de um polindmio com uma aplicacao linear. E é claro que S é continuo, pois
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151l = sup{[[S(z)|| - = € Bp} < ||P|| < oc.
Temos que

i

Pela Proposicio 2.1.6, visto que v(S) > n® (E)||S|| > n® (E)(1 — ¢), existe € Sg e 2* € Sg-
tal que

1

/ P(Cb(zoyo))dﬂH = H—/ P(20%0X 4 +fXQ—A)d,UH >1—e
B B

1S1| > (15 (z00)]] = u(B)

z*(x) =1 e |[z*(S(z))] > n®(E)(1 —e).

Tome g = ¢(x) € SL._(up) € defina o funcional linear g* € Sy_(,,m)- dado por

G (h) = 2 (ﬁ/}ghdﬂ)

Como B C A, temos que

b
1(B)

Entao (g,9*) € H(Ly(u, E)) e dai

7@ = (s [ vt ai(olixaadn) =) =1

9" (P(9))] = lg"(P(¢(2)))] = |~

(s | Plotnan)| = ke (san) = a0 B0 - o

Assim, v(P) > |¢*(P(g))| > n®(E)(1 — ¢). Fazendo ¢ — 0, temos que v(P) > n*)(E) para
todo P € P(*Loo(11, E); Loo(t E)) com ||P|| = 1. Dessa maneira, n® (Lo (p, E)) > n®(E).

Agora, provemos que n®)(E) > n® (L (1, E)). Seja S € P(*E; E) com ||S|| = 1. Consi-
deremos o polindémio P € P(*Ly (11, E); Loo(pt, E)) dado por

[PNIE) = S(f({t) (t €, [ € Lo, E)).

Vejamos que P é de fato polinomio. Seja A € L(*E; E) tal que S = A. Defina ¢ : Loo(p, B)* —
Loo(p, E) por o(f1, ..., fr) = Ao (f1,..., fx). E facil ver que ¢ estd bem definida, é k-linear e
continua. Além disso,

e(fs- - @) = Ao (f(1),.... f(8)) = A(f(), ..., f(£) = S(f(1)) = [P(N)]() (t €).
Portanto, o(f,..., f) = P(f seja, P € P(*Loo(pt, E); Loo(11, E)). Ainda, temos que ||P|| =

), ou
1 e, segue disso que, v(P) > n®™(Ly(u, E)). Dado ¢ > 0, pelo Lema 3.2.3, existe z € Sg,
fe€Br uwr), A€ X com0 < pu(A) <ooeax* € Sg coma*(x) =1 tal que

v(P)—e<

z* (@/AP(-CEXA +fXQ—A)dM> '

Uma vez que [P(xxa + fxa-a)](t) = S(x) para todo t € A, obtemos que

o (o [ Ploa+ foA>du)\ — 2 (S(@)].
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Dessa maneira, temos que

n™(Loo(pt, E)) — € S v(P) — € < |27(S())] < v(S).

Como € é arbitrdrio, concluimos que n®) (L (1, E)) < v(S) para todo S € P(*E;E) com
S]] = 1. Assim, n®) (Lo (u, E)) < n®(E). |

Observe que a demonstracao da segunda desigualdade no teorema anterior nao depende do
corpo. Assim, obtemos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.5 Sejam (2, %, u) um espaco de medida o-finita e E um espag¢o de Banach.
Entao

1) (Loo (1, B)) < n™)(E)
para todo k € N.

Observacao 3.2.6 No caso real, a igualdade na proposi¢cao anterior nao € verdadeira em geral.
Veremos que n'®(ls) = 1, tendo visto que n®(R) = 1.

3.3 Espacos Lush, CL e C-rich

Nas secoes anteriores estudamos o indice polinomial numérico de espacos bem conhecidos e
alguns até bem classicos. Nessa se¢ao, vamos fazer esse estudo sobre espagos nao tao convenci-
onais. Sao eles os espacos lush, CL e C-rich. Primeiramente, comegaremos com a definicao de
espago lush. Em toda segao trabalharemos com espagos de Banach reais.

Definicao 3.3.1 Seja E um espaco de Banach real. Dizemos que E € lush se para todo
x,y € Sg e para todo € > 0, existe x* € Sp+ tal que y € S(Bg,x*€) e

dist(x,co(S(Bp,x",€) U—S(Bg,z",€))) <,
onde S(Bg,z*,¢) ={x € Bg : *(z) > 1 — €} € chamada de fatia de Bp.

Nosso objetivo inicial é conseguir uma estimativa inferior do indice polinomial numérico de
ordem k de um espaco lush. E para isso, vamos precisar de trés lemas.

Lema 3.3.2 Sejam M > 1 ek > 1. Entao,

k—1
kN o2+ M(2F-2)
(11—t 4+ M (1=t 7| = .
max |+ (1=1)" + ;(j.)( ) ] o7

Demonstragao: Veja a demonstragao em [[21], Lemma 2.2]. |

Lema 3.3.3 Sejam k > 1, E um espago de Banach real, P € P(*E; E) com |P|| <1 ee > 0.
Entao, para todo x* € Sg« e x € E tal que v € S(Bg, z* 62), temos que

T
|2 (P(x))] < v(P) + €+ k|| Plle.
Demonstragao: Sejam z* € S« e © € S(Bg, z*, %) Entao,

@) >1 -9 =5 -2 <a'(r)-1<0< S = |2°(x) — 1] < &,
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Assim, pelo Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas (Teorema 2.1.19), existe (y,y*) € II(E) tal
que ||z —y|| < € e ||z* — y*|| < e. Portanto, denotando P a aplicacao multilinear simétrica
associada a P, temos que

2" (P(@))] < |y (PW)l + |2*(P(y)) — vy (Py))| + |2 (P(x)) — 2" (P(y))]

< o(P)+e+|[|P(z) — Py)]
k

< WP+ et S PEEIy) — P )]

= U(P)+G+Z\|p(x,...,x, ) YooY
Jj=1 (k-j+1)-ésima posigao

< v(P)+e+ZHPIIH@"H’“‘J'IIﬂe—y|!||ij‘1

< v(P)+6+Z||P||e:v(P)+e+k||P||e. n

Lema 3.3.4 Sejam E,F espacos de Banach, k um inteiro positivo e A € L(*E;F). Para
T1,...,Tp € E, temos que

HA@y, . oag) = (FD)%A@ +- o) + (D > A 4+ a,)

onde para cada inteiro positivo j(1 < j < k) os elementos i1, ...,i; € {1,...,k} sao distintos.

Demostragao: Veja a demonstracao em [[9], Lemma 3.4]. |

Teorema 3.3.5 Seja E um espaco de Banach real lush. Entao, para k > 1, temos que

k T

ok J
k) (E) > de M, = R
n( )_2+Mk(2k—2)’0n6 k Zj!(k;—j)!

j=1

Demonstragao: Sejam P € P(*E; E) com |[P|| =1e0 < ¢ < 1 fixado. Tomemos zy € Sg

P
tal que [|[P(zo)|| > 1 —e. Como E é Lush e z, HPE¢)H € Sg, encontramos z* € Sg« com
Zo
P 2
TR € 8(Be. o 5, A€ [0, 1] e,z € (B, §) tais que iy~ (v~ (1= V)| < .
Zo

partir disso, temos que
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[1P(x0) = P(Azy — (1 = M)l

Y Plag ™ (= (1= Nl ™) = Plag 7, (Aen — (1= A)z)?)

J=1

k
< Y NP e = (1= M) ™) = Plag ™, (Aen — (1= M)
];1
= Z ||p(3?0, - @0, To — (Azn — (1= )\)3?227 Azp— (1= M)z, .o, Axy — (1= A)zo)|
J=1 j—ésimz;;osigao
k
< Y APl llzo — (har = (1= Nas)|[[| Az = (1 = N’
7j=1

LI €2 -
< SIPIS = HIPIS.
j=1

P(xo) €

Como o) € S(Bg,z", Z)’ temos que
- ()] 1= s () e (1-5) o

Além disso,
2" (P(20)) — 2" (P(Azy — (1 = A)2))| < [|[P(z0) — P(Az1 — (1 = A)az)|| < kHPH%-

Segue de tudo isso que

27 (P(Azy — (1= Na2))| = |2 (P(x0)) — (¢7(P(x0)) — 2" (P(Az1 — (1 = A)x2)))|
= [a*(P(o))] = |27 (Plzo)) — 2 (PAwr — (1 = Nz2))l (3 1)

> (1-2) (-9 - kIPIS.

4

Por outro lado, temos pelo Binémio de Newton para Aplicagoes Multilineares (Teorema 1.3.7)
que

2" (P(Azy = (1 = A)a))]

< M (Pl + (- Ve (Pl + 3 (5N = APl (Pt )
< O A=A e Pl + X () -yl (Pt )



onde a ultima d681gualdade decorre do Lema 3.3.3. Nosso proximo passo é estimar |z* (P (xll, xg !

para l € {1,. — 1}. Para fazer isso, escrevemos B = {1,...,k}, y; = 1 parai € {1,...,l}
e y; = Ty para i e{l+1,...,k}, e dai, pelo Lema 3.3.4, temos

P(lay+ (k =Dzl + Y [ (Plya + - + )]

{i1,.sik—1}CB

) (Pl ) 2T (P()] + (R = D]a (Pa)|

« Yip + o+ Vi,
P
(p (")

(3.3)

o <P (lmﬁ-(z—l)xz))‘ +(k— 1) Z

{il ..... ikfl}CB
+h-2F >

-2
{i1,eeryig—2}CB k

oz (Plan)] + (k= Dl (Pe2))]

Como 1,19 € S(BE,I*,§), entdo pxy + (1 — p)ag € S(BE,x*,§) para todo p € [0,1].
Portanto, retomando a expressao (3.3) e usando o Lema 3.3.3, temos que

o (Pl o)) < R(P) + e+ K21 + (= D5 5 )otP) + e kPl

+(k —2)* (k B 2) (v(P) + e+ k| Plle)+ - + k(v(P) + € + k|| Plle)

=505 (g ) )+ e Pl

A partir disso, deduzimos que

e (Pat b |<Z( ) o(P) + e+ K|Pe) = Mu(o(P) + ¢ + | P]le).

Dai, retomando a expressao (3.2), temos que

2" (P(Azy — (1 = A)az))] .

<MW+ (1= VB (0(P) + e+ k| Plle) + My(v(P) + € + k|| P||e Z( ))\l (1— 5.4

(Ak +Mkz< ))\l (1— l) (v(P) 4 € + k|| P]le),

e pelo Lema 3.3.2,

2+ M(2" - 2)

2" (P(Azy + (1 = A)a))| < ok (0(P) + e+ K[| Plle).
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Finalmente, observando as expressoes (3.1) e (3.4), obtemos

2 .2 24 M(2F —2 -

e fazendo € — 0, temos que

k_ k
1§2+Mk(2 2) 2

ok W)= sy =00

para todo P € P(*E; E) com || P|| = 1. Portanto,

2k
EN(E) > .
W) 2 S =2

Nosso préximo objetivo é fazer a estimativa do indice polinomial numérico de ordem k de
um espaco C-rich e um espaco CL. Para tal fim, sdo necessarios conceitos de Analise Convexa.

Definicao 3.3.6 Sejam E um espaco vetorial e T = {\ € K : |\ < 1}. Um subconjunto
D C FE € equilibrado se \x € D para todo A € T e para todo x € D, isto é, T.D C D.

Definicao 3.3.7 Um subconjunto D de um espaco vetorial E € dito absolutamente convexo
se € convexo e equilibrado.

Definigcao 3.3.8 Sejam E um espago vetorial e A um subconjunto de E. A envoltoria ab-
solutamente convexa de A ¢é o menor conjunto absolutamente convexo que contém A.
Denotamos a envoltdria absolutamente convexa de A por T'(A).

Observacao 3.3.9 E possivel mostrar que a envoltdria absolutamente convexa de A é co(TA),
onde T={Ae K : |\ =1}

Definicao 3.3.10 Seja E um espago vetorial normado. Dizemos que um conjunto A C Sg é
um subconjunto convexro maximal de Sg se A nao estd propriamente contido em qualquer
outro subconjunto convexo de Sg.

Introduzido esses conceitos, vamos definir o que sao espagos CL e espagos C-rich.

Definicao 3.3.11 Seja E um espaco de Banach. Dizemos que E € um espagco CL se Bg € a
envoltoria absolutamente convezra de todo subconjunto convero mazimal de Sg.

Sao exemplos de espagos CL reais o espago L;(u) para uma medida arbitraria p e seus
preduais isométricos, em particular C'(K'), onde K é um espaco Hausdorff compacto.

Definicao 3.3.12 Seja K um espag¢o Hausdorff compacto. Dizemos que um subespaco fechado
E de C(K) é C-rich se para todo subconjunto aberto nao vazio U de K e para todo € > 0,
existe uma fungao positiva continua h de norma 1 com suporte em U, isto €, h(t) # 0 para todo
t €U eh(t) =0 para todo t € U, e a distancia entre h e E € menor que €.

Sao exemplos de subespagos C-rich os subespacos de codimensao finita de C'(K) com K
perfeito.

Para fazer uma estimativa do indice polinomial numérico de ordem k para os espacos C-rich
e CL, mostremos que ambos sao lush. A prova de que espacos C-rich sao lush foi retirada de
[[6], Theorem 2.4] e a prova de que espagos CL sao lush foi inspirada em [18].
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Teorema 3.3.13 Sejam K um espago Hausdorff compacto e E um subespaco fechado C-rich
do espago real C(K). Entio E € um espago Lush.

Demonstracao: Fixemos f,g € Sg e € > 0. Existe t5 € K tal que |g(ty)] = 1. Pela
continuidade de f e g, podemos encontrar um subconjunto aberto U de K com ty € U tal que

£ () = f(to)] < i e lg(t) — g(to)] < i

para todo t € U. Assim, pelo fato de E ser C-rich, existe uma fungao continua h : K — [0, 1]
€
de norma 1 com suporte em U e a distancia de h até E é menor que 3 Afirmamos que existe

uma funcéo h € Sg com ||h — h| < ZEL De fato, considere h € E, h # 0 tal que ||h — h|| < <

N 8
Entao
N € ~ €
hll = Al < = = ||h]| < 1+ =.
bl = 1Al < & = Al < 1+ ¢
Tome h = {L . Dal,
|2l
3 h h
ST Y N
7]l 7]l
< |lh = Al +[IR] - 1]
€ € €
8 8 4

Como ||h|| = 1, existe t; € U tal que h(t;) = 1. Dai, podemos dizer que

€

g(to)g(t1) = 1 —|g(t1) — g(to)| > 1 — 7

Com efeito,

(1—g(to)g(t1))* = 1—2g(te)g(t1) + g(to)?g(t1)*
= g(to)* —29(to)g(t1) + g(t1)?
= (g(t1) — g(t0))?,

o que implica
1 —g(to)g(t1) = lg(t1) — g(to)| = g(to)g(t1) = 1 —g(t1) — g(to)| > 1 — 2

—f(to)
g(to)

[F(t0) +7g(to)| = Le |f +yglto)hl] <1+ 7.

Afirmamos que para todo v € § ( , 1), temos que

De fato, seja vy € S (_ , 1). Temos que

£ (t0) + g(t0)] = \v -( W)‘ 1

02



Set & U, entao |f(t) +vg(to)h(t)| = |f(t)| < 1. Set € U, entao

|f(t) +vg(to)h(t)] < !Ef(t)—f(t0)|+|f(f0)+79(to)h(t)|
< 1 + [ f(to) +vg(to)h(1)].

Como h(t) € [0,1], podemos escrever f(ty)+vg(to)h(t) como uma combinagao convexa de f(to)
e f(to) +vg(ty). Dali, temos que

|f (o) + vg(to)h(t)] = |(f (to) +vg(ta))A(t) + (1 — () f (o) < 1.

Agora, como 0 € co (S (L(tO), 1)), existem 71,y € S (L(to), 1) tais que 0 = Ay + (1 —
g(to) g(to)

A)72. Consideremos

9(to)o | f‘f‘%g(to)ﬁ .
* €Sp e fi="—""""cFE(li=12).
A A F b
Observe que fi, fo € Bg, pois
[ gl 1 )
||fz|| - 1 +e - 1 + EHf +’ng(t0)h WZQ(tO)h + ’ng(to)h”
1 .
< - iq(to)h g(to)|l|h — R
< 1+6(Hf+79( 0) |l + [vig(to)l )

1 € €
14 < —) <1
1+c¢ ( + 4 + 2
Finalmente, temos que g € S(Bg,z*, 2¢), pois g € Bg e

g9(to)g(t1) o1 €

19t | 4

<

z*(g) =

Além disso, temos que

If =i+ Q=N = ||f - (/\ (H%—WL> t-=4 (H%—WL»H

1+e€ 1+e€

_ f_CﬂWFMﬂw%WMﬁU—MMN
1+e¢

E para ¢ =1, 2, temos que

(k)] = (1 0| 2N SR
> | f(ty) + mglto)h(ty))|
= |f(tr) +vig(to)h(tr) — yig(to)h(tr) + vig(to)h(t1)]
> | f(t) +vig(to)] — |vllh(t1) — h(t))]
> |f(t1) +7ig(to)| — 2|k — 1|
> | f(to) +7ig(to)l — |f(t1) — f(to)] — 2| — A
> 1-— 2 — % >1—c¢



1 —
Segue disso que |z*(f;)| > 1—_‘_6 > 1 — 2e. Assim, concluimos que fi, fo € S(Bg,z*, 2¢) U
€

—S(Bg, z*,2¢). Dessa forma, temos que
dist(f,co(S(Bg,x*,2¢) U—=S(Bg,z*,2¢))) < [|[f — (Afi— (1 +Afa))|| <e.
Dessa maneira, concluimos que E é lush. [ |
Para mostrarmos que um espaco CL é lush, vamos precisar de um lema.

Lema 3.3.14 Sejam E um espagco normado e y € Sg. Entao existe um subconjunto convexo
mazximal M de Sg comy € M.

Demonstracao: Seja A = {F C Sg : F é um conjunto convexo contendo y}. Sobre A consi-
deremos a relacao de ordem parcial de inclusao de conjuntos. Seja B uma cadeia de A. Seja
B = U A. E claro que B ¢ um conjunto convexo contendo y contido em Sg, e assim temos

AeB
que B € A. Além disso, dado qualquer A € B, temos que A C B. Dessa maneira, concluimos

que B tem cota superior. Logo, pelo Lema de Zorn, A tem um elemento maximal, digamos M.
Temos que {y} é um conjunto convexo de Sg. Segue dai que {y} C M. Assim, concluimos que
M é um subconjunto convexo maximal de Sg e y € M. [ |

Teorema 3.3.15 Seja E um espaco CL real. Entao E € lush.

Demonstracao: Sejam x,y € Sgee > 0. Como y € Sg, existe um conjunto convexo maximal
M de Sg tal que y € M. Segundo [[24], Section 2], podemos escrever M = {x € B : z*(z) =
1} para algum z* € ext(Bg+) C Sg-, onde ext(Bg+) é o conjunto dos pontos extremos de Bg-.
Tomemos a fatia S = S(Bg, x*,€). E claro que M C S, pois x*(x) > 1 — € para todo x € M.
Como E é um espaco CL, temos que

Br =T(M) Cc I'(S) = co(TS) = co(SU—S) C Bg.

Logo, concluimos que dist(z,['(S)) < e. Portanto, E é lush. [ |

Corolario 3.3.16 Seja E um espago CL real ou um subespaco real C-rich de C(K), onde K
¢ um espaco Hausdorff compacto. Entao, para k > 1, temos que

k e

ok J
k) (E) > de M, = S —
i )—2+Mk(2k—2)’0"6 k Zj!(k:—j)!

=1

Em particular, isso aplica-se ao espaco Li(1) e seus preduais isométricos, em particular para
C(K), e para subespacos de codimensdo finita de C(K) quando K ¢é perfeito.

Demonstracgao: Decorre diretamente dos Teoremas 3.3.13 e 3.3.15 juntamente com o Teorema

3.3.5. -

Exemplo 3.3.17 Vimos no Coroldrio 2.1.22 que n®(E*) < n®)(E) para todo espaco de
Banach E e k € N. Vejamos a sequir que existe um espago de Banach real E tal que n™® (E) > 0
e n®(E*) =0 para todo k € N.
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Demonstracao: Dado um espago de Banach separavel E, sabemos por [[25], Theorem 3.3], que
existe um subespaco C-rich X (F) de C0, 1] tal que E* é um L-somando de X (F)*. Considere-
mos o espago real E = ly. Por um lado, como X (l3) é um subespago C-rich de C|0, 1], o Corolério
3.3.16 nos da que n*)(X(l5)) > 0 para todo k € N. Por outro lado, como X (I,)* = I @&, V,
temos que X (o)™ = I3* @, V*. Como I3* = [y, segue X (I3)** = ls oo V*, € assim concluimos

n®) (X (1)) < n® (1) < nW(ly) = 0

para todo k € N. [ |

3.4 Espacos de Sequéncias

Nesta secao, vamos desenvolver resultados sobre o indice polinomial numérico de ordem k dos
espagos ¢, ¢y, li, leo, IZ e 17" (m > 2).

Teorema 3.4.1 Suponha que E denote 0s espagos complexos cg, ¢ e lo. Entao para cada k
inteiro positivo, temos que n® (E) = 1.

Demonstragao: Sejam P € P(¥cy;co) e € > 0 dados. Para cada inteiro positivo j, seja

Pj(z) = ejoP(x), onde e} : ¢g — C é a projecao na j-ésima coordenada. E claro que P; € P(*ey).

Além disso, existe 2/ € S, e um inteiro positivo jy tal que ||P|| — ¢ < |P},(2)|. Mostremos a
seguir que podemos escolher y € S, tal que |} (y)| = 1 e ||P|| — e < |Pj,(y)|. De fato, escreva
x(j) = €j(z) para cada = € ¢y e para cada j inteiro positivo. Definamos p : C — C dada por

p()‘) = Pjo (Q?l - x,(jo)ejo + )‘ejo)'

Entdao p é um polindmio com coeficientes em C. Assim, é claro que p é continua em C e
holomorfa em B(0,1). Entao, pelo Teorema do Mdédulo Maximo (Teorema 1.5.5), existe um
nimero complexo &, |{] = 1 tal que [p(2'(jo))| < [p(§)]. Seja y = ' — 2'(jo)ej, + Eej,. Entao
y € S, e lej (y)] = 1. Além disso,

1Pl = e < |Pi ()] = [Pz = 2"(do)ejo + 2 (Jo)ejo)]
[p(' (o))
p()]
= Py (" = 2'(Jo)es, + Eejo)| = [P (w)].

Agora, defina z* € ¢ por 2 = sgn(y(jo))ej,- Observe que

IN

e~ wommm =
* (sanom”) =m0 () =
e ||z*|| = 1. Logo, segue que
W= (P (y(jo)sgil(y(jo))y))‘ - 'y(jo)’“sg?lz(y(jo))k 1z*(P(y))]

= |z"(PW))] = le5,(P())| = [P (y)| > [|1PI] —e.

25



Fazendo ¢ — 0, temos que ||P| < v(P) < ||P||. Dai, v(P) = ||P||. Portanto, n*(cy) = 1. Os
casos ¢ e ly, sao analogos. [ |

A seguir faremos estimativas do indice polinomial numérico de ordem k para os espagos
reais 17", I (m > 2), ¢o, l; e I fazendo o uso do Coroldrio 2.2.7 e do Corolario 3.3.16. Antes

disso, precisamos de dois lemas.
Lema 3.4.2 [} ¢ isometricamente isomorfo a I% .

r+y r—vy

2 72
linear. Além disso, T' é continua, pois dim(l?) = 2. Verifiquemos a bijetividade de T. Para
isto, basta mostrar a injetividade. Observe que,

Demonstragao: Defina T : (2 — [? dado por T(z,y) = . E claro que T é

Kerlt) = ((w) €+ Ta) = 0,0) = {wnet: (52 55Y) =00}
- {00}

Dessa maneira T é injetora, logo, bijetora. Por fim, verifiquemos que T é isometria. Seja
(z,y) € [2,. Temos que

Tty r—y
T = .
I e
Vamos mostrar que max{|z|, |y|} = x—;—y + |2 ; y‘ Se |x| = |y|, entdo o problema esta

resolvido. Se |z| > 0 e |y| = 0, temos que max{|z|, [y|} = |z| e

r+y
2

2|4k
5 ‘ 5 + 5 |z|.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que |z| > |y| > 0. Entao, max{|z|, |y|} = |z|. Vamos
analisar isso em trés casos.

12Caso: Suponha que z >y > 0. Temos que x —y > 0 e z +y > 0. Segue dai que

r+y
2

r—yl Tty -y
5 ‘— 5 + 5 =z =|z|

22 Caso: Suponha que z >0 >y > —x. Temos que z +y >0 ez —y > 0. Segue dai que,

Tty
2

x—y‘:x+y+x—y

5 5 5 =z = x|

32 Caso: Suponha que 0 >y > 2. Temos que z —y < 0 e x + y < 0. Segue dai que,

= —z =|z|.

r+vy
2

rT—yl —r—-y —T+Yy
2 ’_ > T2

Logo, concluimos que

1T (z, )l = = max{lzl, [y[} = [[(z,y)l|o-

r+y
2

r—y
2
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Portanto, T' é um isomorfismo isométrico. [ |

Lema 3.4.3 (I2)* ¢ isometricamente isomorfo a 3.

Demonstragao: Defina @ : [§ — (12,)* dado por ®(bi,bs) = @y, onde @,y 2 12 — R
¢é dado por gp(bth)(al,aQ) = ai1by + asby. Mostremos que ® é um isomorfismo isométrico. E
facil ver que ® estd bem definida. Mostremos a linearidade de ®. Sejam (b1, bs), (c1,c0) € I2 e
A € R. Temos que

90(1714-)\61,52-1-)\62)(@17 a2> = (Sp(bl,b2) + )‘90(61,62))(6”7 a2>7 v (alv G’Q) € lgo

Segue dai que

Q((bl7 b2) + )\(CIJ CQ)) = q)((bl + )\Cl; b2 + ACQ)) = Qo(b1+)\c1,b2+)\cz)

= PObr,b2) T AP(cr,0)
= ®(by,by) + A®(cy, ca),

para todo (by,by), (¢1,c2) € I3 e para todo A € R. Agora, verifiquemos a bijetividade de ®. Seja
(bl,bg) € l% tal que (I)(bl,bg) = 0. Dai,

(I)(bl, bg) =0& P(b1,b) = 0 < a1b; + azby = 0, V(al, ag) € lgo.

Assim, tomando os pontos (1,0), (0,1) € [, concluimos que b; = 0 e by = 0. Dessa maneira,

Ker(®) = {(0,0)} e ® ¢ injetora. Como dim(/%) = 2, temos que dim(l%)* = 2, cuja base ¢
{1, f2} onde

1, sev=
fi(ej)_{O, se 1 #£j

para i,j = 1,2. Portanto, ® é sobrejetora. Agora, vejamos a continuidade de ®. Seja (by,bs) €
[2. Temos que

121, b2)[| = [l = sup{lee, sy (ar, az)| : [[(a1, a2)foc < 1}

= sup{|aib; + agbs| : ||(a1,a2)]|c0 < 1}
sup{|as|[br] + |az|[bo] : [[(a1, az)[lec <1}
= |ba] 4 [b2] = [[(b1, b2)]]1-

Portanto, ||®(by,bs)|| < ||(b1,b2)]|1 para todo (by,by) € 12, ou seja, ® é continua.

IN

Por fim, vamos verificar que ® é isometria. Separaremos em trés casos.
19 Caso: Se bl = bg = O, entao ||q)<b1, bg)“ =0= ||(b1,b2)||1

22 Caso: Se by # 0 e by = 0, temos que

||(I)(b1,bg)|| = sup{|albl +a2b2| . max{|a1|, |Cl2|} S 1}
= sup{|a1by| : max{|ay|,|as|} < 1}
= |ba] = [[(b1, b2)]]1
0 [ba] b2
32 Caso Se by # 0 e by # 0, tome b ) € Spz_. Temos que
1 2
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Dai, temos que ||(by, b2)[[1 < [l@@,,00) | = [P (01, b2) | < [[(b1, b2)][s-

Portanto, ® é uma isometria. Desse modo, concluimos que ® é um isomorfismo isométrico. W

Teorema 3.4.4 Suponha que E denote os espagos reais I, I7"(m > 2), co,l1 € lo. Entao,

k—2
1 2k 2 (k—2\

@Q(F) = = <n®ME)y<Z (2= k> 3).

O e B I yACT <)_k( K ) (k=23)

Demonstracao: Primeiramente, vamos fazer algumas breves observacoes. Considerando os
espagos de medida (N, P(N), u.) e (2, P(Q), ), onde Q = {1,...,m} e p. é a medida de
contagem, temos que ¢ = I} = L1 (N, P(N), u.), I7" = (Q,P(Q), pe) e I2 = C(2). Temos ainda
que [, = C(K), onde K é a compatificacdo de Stone-Cech de N. Assim, segue do Corolério
3.3.16 que

2k:
<n™(E) (k> 2).
yr g =" B (k22

Quando k£ = 2, temos que My = 3, e assim, temos que

22 1

@(E) > .
i )_2+M2(22—2) 2

Para provar a desigualdade inversa, observemos que [? = [2 é ou um L-somando ou um
M-somando de E, pois cg = [2 Bey X, loo =12 Do Z, i = &1V, [P =& W el =2 6,Y,
onde

X = é[& 7 = éR LV = éR LW = é[& eY = éR
n=3 co n=3 loo n=3 I n=3 I n=3 loo
Entao,

n"(B) <nM(1F) = (%)

pelo Corolario 2.2.7.

Para o caso k = 2, basta considerar o polinomio P € P(%%;1?) dado por P(z,y) =
72 2

1
5 + 2my,—% - xy) ((z,y) € 1) que satisfaz |P|| = 1 e v(P) < 5 €omo vimos na Ob-

servacao 2.2.8. Dali,

n?(E) <n® (1) <

N —

Para o caso k > 3, consideremos o polinémio P € P(*I2 ;%) dado por P(z,y) = (x?y*2 —

y*,0) ((z,y) € [2). Mostremos que ||P|| = 1. Dado (z,y) € [ com max{|z|,|y|} < 1, temos
que

max{|z2y*~% — y*|,0}

= |22 =yt = @ =)
= Yl =P < f2? - 9P <1

1P(z, )l = [I(z*y"=* = *, 0)]
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Logo, ||P|| < 1. Tomando o ponto (0,1) € %, temos que ||P(0,1)| = |[(—1,0)|] = 1. Con-
cluimos assim que ||P|| = 1. Por outro lado, usando a defini¢ao de raio numérico e o fato de P
ser k-homogéneo, temos que

2 (k—2\ &
oP) =l =<1y =1 () T

De fato, por definicao, temos que
v(P) = sup{[z*(P(2))] : (2,2%) € II(IZ%)}.

Seja (z,2%) € II(IZ,). Logo, z = (z,y) € S, 2" € Sgz)- e z*(z) = 1. Como (I2)* é
isometricamente isomorfo a I3 (Lema 3.4.3), existe (o, 8) € 2 tal que 2* = ¢(«, ) e ||(o, B)||1 =
|2*|| = 1, isto é, |a| + |B] = 1. Assim, max{|z|, |y|} =1 e 2*(2) = (o, f)(x,y) = ax + By = 1.
Sabendo disso, vamos analisar |2*(P(z))| separando em trés casos.

12 Caso: Suponha que |z| =1 e |y| = 1. Temos que

P(z) = P(z,y) = (27> = y",0) = (y**(2* — 4*),0) = (0,0),
e dai, |z*(P(z))| = 0.

22 Caso: Suponha que |z| =1 e |y| < 1. Veja que

la| + Bl = 1= [2"(2)| = lax + By| < [af + Blly] = |af + (8] < |a] + [B]lyl
= [Bl(1—]y) <0
= Bl —=1y})=0
= |p] =0.

Como azx + Sy = 1, temos que ax = 1, e assim concluimos que |a| = 1. Dali,

|2*(P(2))] = l(e, 0) P(z,y)| = [, 0)(2*y" 2 = y*, 0)] = |a(a?y*2 — y")|
= [y =yl

32 Caso Suponha que |z| < 1 e |y| = 1. Veja que

ol + 18] =1 = [z7(2)] = ez + By| < [allz] + 8] = [a] + 18] < |afx] + [A]
= |a|(l —|z[) <0
= o] —fz]) =0
= |a|=0.

Como azx + Sy = 1, temos que Sy = 1, e assim concluimos que |#| = 1. Dessa maneira,

|2 (P(2))] = [£(0, B)P(x, )| = [£(0, B)(x*y* > = y*,0)] = 0.

Logo, temos que

v(P) = sup{|z*P(z)|: 2 € S, 2" € Sz yrez*(z) =1}
= sup{ly" 7 —y*| : [yl <1}
= sup{y"? —¢¥ : |yl < 1}.

k

Consideremos a fungao g : [—1,1] — R dada por g(y) = y*=2 — y*. Temos que o ponto maximo

1
E—2\2
de g é (T) . Assim,

29



Logo,

v(P) = sup{|y* 2

S ARRUIESY
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