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1 RESUMO

Neste trabalho, faremos inicalmente um passeio pela historia da Teoria Ergddica e, em seguida,
uma introducao a Teoria da Medida e Integracao, no qual trabalharemos com espagos mensuraveis
e espagos de medida. Logo apds, trabalharemos o Teorema da Recorréncia de Poincaré e ve-
remos o conceito de Medidas Invariantes. Por fim, demonstraremos importantes resultados da
Teoria Ergddica como por exemplo o Teorema Ergddico de Birkhoff e o Teorema da Decomposicao
Ergédica.

2 INTRODUCAO

Em termos simples, a Teoria Ergddica ¢é a disciplina mateméatica que estuda sistemas dinamicos
munidos de medidas invariantes. Comecaremos por dar as definicoes precisas destas nocoes e
algumas das principais motivacoes para o seu estudo.

2.1 Sistemas dinamicos

Ha& varias defini¢oes, mais ou menos gerais, do que é um sistema dinamico. Nés nos restringiremos
a dois modelos principais. O primeiro deles, ao qual nos referiremos na maior parte do tempo,
sao as transformacoes f : M — M em algum espago métrico ou topologico M. Heuristicamente,
pensamos em f como associando a cada estado x € M do sistema o estado f(z) € M em que o
sistema se encontrara uma unidade de tempo depois. Trata-se portanto de um modelo de dinamica
com tempo discreto.

Também consideraremos fluxos, que sao modelos de sistemas dinamicos a tempo continuo.
Lembre que um fluxo em M é uma familia f¢: M — M, t € R de transformacoes satisfazendo

f° = identidade e ffo f = f'* para todo t,s € R.

Fluxos aparecem, por exemplo, associados a equacoes diferenciais: tome como f* a trans-
formagcao que associa a cada ponto x o valor no tempo ¢ da solucao da equacao que passa por x
no tempo zero. Num caso e no outro, sempre iremos supor que o sistema dinamico é pelo menos
mensuravel: na maior parte dos casos sera até continuo, ou mesmo diferenciavel.

2.2 Teoria Ergddica

A palavra ergddico é a concatenacao de duas palavras gregas, ergos = trabalho e odos = caminho, e
foi introduzida por Boltzmann, no século XIX, no seu trabalho sobre a teoria cinética dos gases. Os
sistemas em que Boltzmann, Maxwell, Gibbs, os principais fundadores da teoria cinética, estavam
interessados sao descritos por um fluxo hamiltoniano, ou seja, uma equacao diferencial da forma

day dan dpydp _ (OH OH _0H - OH
dt’ " dtdt 7 dt ) \9py U Opn) 0 Ogqn)
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Boltzmann acreditava que as érbitas tipicas do fluxo preenchem toda a superficie de energia
H='(c) que as contém. A partir desta hipdtese ergddica, ele deduzia que as médias temporais de
grandezas observaveis (fungoes) ao longo de 6rbitas tipicas coincidem com as respectivas médias
espaciais na superficie de energia, um fato crucial para a sua formulacao da teoria cinética.

De fato, esta hipdtese é claramente falsa e, com o tempo, tornou-se usual chamar hipétese
ergodica a sua consequéncia de igualdade das médias temporais e espaciais. Sistemas para os
quais esta igualdade vale foram chamados ergédicos. E pode dizer-se que uma boa parte da Teoria
Ergodica, tal como ela se desenvolveu ao longo do século XX, foi motivada pelo problema de decidir
se a maioria dos sistemas hamiltonianos, especialmente aqueles que aparecem na teoria cinética
dos gases, sao ergddicos ou nao.

3 UMA INTRODUCAO A TEORIA DA MEDIDA

Neste capitulo inicial recordamos algumas nocgoes e resultados basicos da Teoria da Medida e
Integracao que serao uteis para o decorrer deste trabalho.

3.1 Espacos mensuraveis

Comecamos por introduzir as nocgoes de algebra e o—4élgebra de subconjuntos. Considere M um
conjunto qualquer.

Uma élgebra de subconjuntos de M é uma familia B de subconjuntos que contém M e é
fechada para as operacoes elementares de conjuntos:

e A € Bimplica A° = M\A € B,
e Ac Be Be€ Bimplica AUB € B.

Observemos que AN B = (A°U B)¢ e A\B = AN B¢ também estao em B, quaisquer que
sejam A, B € B. Além disso, por associatividade, a uniao e a interse¢ao de qualquer nimero finito
de elementos de B também estao em B.

Uma algebra diz-se uma o—algebra de subconjuntos de M se também for fechada para unioes
enumeraveis:

e Aj€ Bparaj=1,2,..,n,.. implica UZZ,A; € B.

Um espa¢o mensuravel é uma par ordenado (M, B) onde M é um conjunto e B é uma
o—algebra de subconjuntos de M. Os elementos de B sao chamados conjuntos mensuraveis. Cha-
mamos de o—algebra gerada por uma familia £ de subconjuntos de M a menor o—algebra que
contém a familia £.

Dado (M, 7) um espago topoldgico, isto é, M um conjunto e 7 a familia dos subconjuntos
abertos de M. Entao a oc—algebra de Borel de M é a o-algebra gerada por 7, ou seja, a menor



o-algebra que contém todos os subconjuntos abertos.

3.2 Espacgos de medida

Agora, vamos introduzir o conceito de medida e analisamos algumas das suas propriedades funda-
mentais.

Definigao 1. Uma medida num espago mensurdvel (M,B) é uma fun¢io p : B — [0,00] que
satisfaz:

1. pu(0) =0;

2. ”(U Aj) = ZAj para quaisquer A; € B disjuntos dois-a-dois.

=1 j=1

A tripla (M, B, ) é chamada espa¢o de medida. Quando p(M) = 1 dizemos que p é uma
medida de probabilidade e (M, B, ;) é um espago de probabilidade. Dizemos que A C M é um
conjunto de medida total se u(A) = (M), por outro lado se pu(A) = 0 dizemos que A é um
conjunto nulo.

3.3 Integracao em espacos de medida

Nesta se¢ao definimos a nogao de integral de uma fungao em relagao a uma medida e apresentamos
os teoremas fundamentais da Teoria da Medida. Para tanto, introduziremos algumas classes de
fungoes. Ao longo desta segao (M, B, 1) serd sempre um espago de medida.

Definigao 2. Seja B(R) a o—dlgebra de Borel de R. Uma fun¢ao f: M — R diz-se mensurdvel
se f~YD) € B para todo D € B(R).

O espaco das fungoes mensuraveis satisfaz diversas propriedades muito tuteis. Vamos enuncia-
las como proposicao:

Proposicao 3. Sejam fi, fo funcoes mensurdveis e c1,co € R . Entao também sao mensurdveis
as sequintes funcgoes:

1. (etfi + eafo)(x) = e fi(x) + cafa(z),
2. (fi- fo)(x) = fi(z) - fa(2),
3. max{ fi, fo}(z) = max{fi(x), fa(x)}.

Dizemos que uma funcao s : M — R é simples se existem constantes aq,...,ap € R e
conjuntos Ay, ..., A; € B disjuntos dois-a-dois tais que

k
s = E QX Ay
J=1



onde x4 é a funcdo caracteristica do conjunto A, isto é, xa(x) é igual a 1 se x € A e zero caso
contrario.

Introduzimos agora a nocao de integral. Para tal comegamos por definir integral de uma
fungao simples.

Definicao 4. Seja s = Z§:1 a;X A, fungdao simples. Definimos a integral de s em relagao a pu por:

/Sdﬂ = Z e t(Ap)

J=1

E importante verificar que esta definicao é coerente. Isto é, se duas combinacoes lineares
de fungoes caracteristicas definem uma mesma fungao simples, os valores das integrais obtidos a
partir das duas combinacoes devem coincidir, o que de fato ocorre e pode ser facilmente verificado.
O préximo passo é definir integral de uma funcao mensuravel qualquer. Para isso, trataremos
primeiro do caso da fun¢@o ser nao-negativa. Antes, porém, vejamos o seguinte resultado, que nos
diz que qualquer funcao mensuravel é o limite de uma sequéncia de fungoes simples mensuraveis:

Teorema 5. Seja f : M — [—o0,00] uma fungdo mensurdvel. Entao existe uma sequéncia
S1, So,... de funcoes simples mensurdveis tais que

lim si(z) = f(z),

para todo x € M. Se f > 0 entao a sequéncia pode ser escolhida de modo que 0 < 57 < s9 < ...
Demonstragao. Considere o caso em que f > 0. Para k=0,1,2,...¢ 0 <n < 2%¢ — 1, seja
B = (27", (n+ 1)27%]) e F = f~((2", 00]),
e defina

22k 1
Sp = Z n27kXE,g + QkXFk.

n=0

Desta maneira s, < s,.1 para todon, e 0 < f — s, < 27 no conjunto de pontos onde
f(z) < 2" Portanto s,, — f.

Para f < 0 a demonstracao é andloga e escrevendo f = fT — f~ onde f*(z) = max{f(x),0}
e f~(z) = max{—f(z),0} sdo ndo-negativas, mais ainda, f* e f~ sdo mensurdveis se e s6 se, f é
mensuravel. Logo existe (s;7) tendendo a f* e (s; ) tendendo a f~, portanto tomando a sequéncia
(sk), onde s = s — s, , temos que s, converge para f. ]

Defini¢ao 6. Seja f: M — [0,00] uma fung¢ao mensurdvel nao-negativa. Entdo, definimos

/fd,u: lim /sndu,
n— o0

onde s1 < so < ... € uma sequéncia de fungoes simples crescentes convergindo para f.



E f4cil verificar que o valor da integral nao depende da escolha da sequéncia de funcoes
simples, e portanto esta definicao é coerente. Mais geral, dada uma funcao f : M — R como
podemos escrever f = ft — f~, temos o seguinte:

Defini¢ao 7. Seja f: M — [0,00] uma fung¢do mensurdvel. Entdo

[ tin= [ ran- [ 1an

desde que alguma das integrais do lado direito seja finita.

Definicao 8. Dizemos que uma funcao € integravel se for mensurdvel e tiver integral finita. De-
notamos o conjunto das fungoes integrdveis por Li(M, B, i) ou, mais simplesmente, por Ly (M, ).

Dada uma funcao mensuravel f: M — R e um conjunto mensuravel £ definimos a integral

de f sobre E por
/fduz/fxEdu,
E

onde yg é a funcao caracteristica do conjunto E.

3.4 Medidas invariantes

Sempre consideraremos medidas ;o definida na o-algebra de Borel do espaco M. Dizemos que u é
uma probabilidade se (M) = 1. Na maior parte dos casos trataremos com medidas finitas, isto

é u(M) < co. Neste caso sempre podemos transformar p numa probabilidade v: para isso basta
definir

E
v(E) = HE) para cada conjunto mensuravel £ C M.

(M)

Uma medida p diz-se invariante pela transformgao f : M — M mensuravel, se

w(E) = u(f~(E)) para todo conjunto mensuravel £ C M. (1)

A grosso modo, isto significa que a probabilidade de um ponto estar num dado conjunto e a
probabilidade de que a sua imagem esteja nesse conjunto sao iguais. Note que a defini¢ao (1) faz
sentido, uma vez que a pré-imagem de um conjunto mensuravel por uma transform¢ao mensuravel
ainda é um conjunto mensuravel. No caso de fluxos, substituimos (1) por

w(E) = u(f~'(E)) para todo mensuravel £ C M e todo t € R. (2)

Mas porque medidas invariantes?



Como em todo ramo da Matematica, parte importante da motivagao é intrinseca e estética:
estas estruturas matematicas tém propriedades profundas e surpreendentes que conduzem a de-
monstracao de belissimos teoremas. Igualmente fascinante, idéias e resultados da Teoria Ergddica
se aplicam em outras areas da Matematica que a priori nada tém de probabilistico, por exemplo a
Combinatoria e a Teoria dos Nimeros.

Outra razao é que muitos fendomenos importantes na Natureza e nas ciéncias experimentais
sao modelados por sistemas dinamicos que deixam invariante alguma medida interessante.

Ainda outra motivacao fundamental para que nos interessemos por medidas invariantes é que
o seu estudo pode conduzir a informacao importante sobre o comportamento dinamico do sistema,
que dificilmente poderia ser obtida de outro modo. O Teorema de Recorréncia de Poincaré e o
Teorema Ergodico de Birkhoff sao excelentes ilustragoes do que acabamos de dizer.

Exibiremos no decorrer deste trabalho, a medida de Lebesgue, onde os conjuntos mensuraveis
pertencem a o —algebra de Borel gerada por intervalos meio-abertos da reta, ou seja, da forma [a, b)
ou (a, b]. Quando for o caso, substituiremos a notagao p por m.

4 DESENVOLVIMENTO

Definicao 9. Um ponto x € M diz-se recorrente se a sua trajetoria pelo sistema dinamico
f: M — M wolta arbitrariamente perto de x quando o tempo vai para infinito.

A dinamica no conjunto dos pontos nao-recorrentes é, em certo sentido, sempre a mesma,
independentemente do sistema dinamico. Por isso, é fundamental compreender o conjunto dos
pontos recorrentes, ja que ele contém toda a dinamica interessante do sistema.

4.1 Teorema de Recorréncia de Poincaré (versao mensuravel)

Teorema 10. Seja f: M — M uma transformacao mensurdvel e i uma medida invariante finita.
Seja E C M qualquer conjunto mensurdvel com u(E) > 0. Entdo, u—quase todo ponto x € E tem
algum iterado f"(x), n > 1, que também estd em E.

Em outras palavras, o teorema afirma que quase todo ponto de E regressa a E no futuro.

Demonstracao. Seja E° o conjunto dos pontos & € E que nunca regressam a £. O nosso objetivo
¢ provar que E° tem medida nula. Para isso, comecamos por afirmar que as suas pré-imagens
f(E°) sao disjuntas duas-a-duas. De fato, suponhamos que existem m > n > 1 tais que
f~™(E") intersecta f~"(E"). Seja x um ponto na intersegao e seja y = f"(x). Entao y € EY e
[ (y) = f™(x) € E°, que estd contido em E. Isto quer dizer que y volta pelo menos uma vez
a I, o que contradiz a definicao de E°. Esta contradicao, prova que as pré-imagens sao disjuntas
duas-a-duas, como afirmamos.

Isto implica que



n(J FE) =Y n(f(E) =D n(E”).

Na tltima igualdade usamos a hipétese de que u é invariante, que implica que u(f~"(E°)) =
u(E°) para todo n > 1. Como supomos que a medida ¢ finita, a expressao do lado esquerdo é
finita. Por outro lado, a direita temos uma soma de infinitos termos, todos iguais. O tnico jeito
desta soma ser finita é que as parcelas sejam nulas. Portanto, devemos ter pu(E°®) = 0, tal como
foi afirmado. O]

Corolario 11. Nas condigoes do Teorema 10, para p—quase todo ponto v € E existem infinitos
valores de n > 1 tais que f™(x) estd em E.

Demonstracdo. Para cada k > 1 vamos representar por E* o conjunto dos pontos z € E que
regressam a E exatamente k vezes: existem exatamente k valores de n > 1 tais que f"(z) €
E. Observe que o conjunto dos pontos que regressam a F apenas um numero finito de vezes é
precisamente

D E*.
k=1

Portanto, para provar o coroldrio, basta mostrar que u(E*) = 0 para todo k& > 1. Suponhamos
que p(E*) > 0 para algum k& > 1. Entdo, aplicando o Teorema 10 com este E* no lugar de F,
obtemos que quase todo ponto z € E* tem algum iterado f(z) que estd em E*. Fixemos um tal
x e denotemos y = f"(x). Por definicdo, y tem exatamente k iterados futuros que estdo em FE.
Como y é um iterado de z, isso implica que x tem k + 1 iterados futuros em E. Mas isso contradiz
o fato de que x € E* . Esta contradicdo prova que E* tem medida nula, relativamente a y, e
portanto o corolario estd demonstrado. O

4.2 Teorema de Recorréncia de Poincaré (versao topoldgica)

Definicao 12. Dizemos que um ponto x € M ¢é recorrente para uma transformacao f: M — M
se, para toda vizinhan¢a U de x, existe algum iterado f"(x) que estd em U.

A definicao para fluxos é andloga, apenas nesse caso o tempo n é um numero real.

Na formulacao topolégica do teorema de recorréncia supomos que o espaco M admite uma
base enumerével de abertos, ou seja, uma familia enumeravel {Uy; k € N} de abertos tal que todo
aberto de M pode ser escrito como uniao de elementos Uy dessa familia.

Teorema 13. Suponhamos que M admite uma base enumerdvel de abertos. Seja f : M — M
uma transformacdo mensurdvel e u uma medida invariante finita. FEntao, p—quase todo ponto
x € M € recorrente para f.

Demonstragio. Para cada k representamos por UP o conjunto dos pontos x € U* que nunca
regressam a Uy. De acordo com o Teorema 10, todo U tem medida nula. Consequentemente, a
uniao enumeravel



Uv=Ju
keN

tem medida nula. Portanto, para demonstrar o teorema sera suficiente mostrarmos que todo ponto
x que nao esta em U é recorrente.

Seja v € M \U e seja U uma vizinhanga qualquer de z. A definicdo de base de abertos
implica que existe algum k € N tal que 2 € Uy e U, C U. Como x nio estd em U também z ¢ Up.
Em outras palavras, x tem algum iterado f"(z), n > 1 que estd em Uy. Em particular, f"(z)
também esta em U. Como a vizinhanca U é arbitraria, isto prova que x é um ponto recorrente,
como haviamos afirmado. O

4.3 Recorréncia para medidas infinitas

As conclusoes dos Teoremas 10 e 13 nao sao verdadeiras, em geral, se omitirmos a hipétese de que
a medida g é finita. O exemplo mais simples é o seguinte:

Exemplo. Seja f: R — R a translacao de 1 unidade, isto é, f(x) =  + 1 para todo = € R. E
facil verificar que f deixa invariante a medida de Lebesgue em R (que é infinita). Por outro lado
nenhum ponto é recorrente para f.
4.4 Um exemplo de medida invariante (Expansao Decimal)
Agora veremos um exemplo de medida invariante. Seja

f: 00,1 —[0,1]

z +— 10z — [10z]

onde [10z] representa o maior inteiro menor ou igual a 10x. Em outras palavras, f associa a cada
x € [0, 1] a parte fraciondria de 10x. O grafico da transformagao f estd descrito na seguinte figura:

f(x)

Afirmamos que a medida de Lebesgue m no intervalo é invariante pela transformacao f, isto
é, satisfaz a condic¢ao (1). Comecemos por supor que E é um intervalo. Entao, como ilustrado



na figura acima, a pré-imagem f~!(F) consiste de dez intervalos, cada um deles dez vezes mais
curto do que E. Logo m(f~(E)) = m(FE), e portanto (1) é satisfeita no caso de intervalos. Por
outro lado, a familia dos intervalos gera a o—élgebra de Borel de [0, 1]. Portanto, para concluir a
demonstracao basta usar o seguinte fato geral:

Lema 14. Seja f : M — M uma transformagao mensuravel e p uwma medida finita em M.
Suponha que existe uma sub-dlgebra geradora I da o—dlgebra de M tal que u(E) = pu(f~'(E))
para todo E € I. FEntao o mesmo vale para todo conjunto mensuravel E, isto é, a medida i €
invariante por f.

Demonstragao. Vejamos primeiramente que a familia de todos os conjuntos E tais que u(E) =
w(f~Y(F)) é uma o—élgebra. Desde que f é bem-definida, entao suponha {A;};en € Z familia de
conjuntos disjuntos, logo os f~!(A4;) também sao conjuntos disjuntos. Sabemos que

Z (A = Zu(ffl(Az‘))-

Mas desde que os Als sao disjuntos e os f~!(A;) também sdo, mais ainda f~'(UA;) =

UF1(Ay), logo:

o0 o0

p(J 40 = 3" () = 30 u(r7(40) = ullJ £71(49) = (s (J 40).

=1 i=1

Segue que U A; € T. Agora note que se nao tivessemos os As disjuntos dois-a-dois, podemos

i=1
encontrar By tal que UjenA; = UjenDB;, onde os Bls sao disjuntos dois-a-dois. Basta pegar B; =
Ay, By = A)\A;, By = A3\(A4; U Ay), e assim sucessivamente. Portanto temos que Z é uma
o—algebra geradora da o—4élgebra de M, logo para todo E desta o—algebra vale que u(E) =

u(f~H(E)). 0

Agora, vamos explicar como, a partir do fato de que a medida de Lebesgue é invariante
pela transformacao f, podemos obter conclusoes interessantes e nao-triviais usando o Teorema de
Recorréncia de Poincaré (Teorema 10).

Note que f nada mais é do que uma translacido das casas decimais de xz € [0,1] para a
esquerda. Isto é, considerando z = 0, apaias... com a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} temos que f(z) =
0,aiasas.... Com isso, fica muito facil escrever a expressao do iterado n—ésimo, para qualquer
n > 1:

fn(‘x) = 07 ApAp4+10p42...

Agora, seja £ o subconjunto dos x € [0, 1] cuja expansdo decimal comega com o digito 7,
ou seja, tais que ag = 7. De acordo com o Corolédrio 11, quase todo elemento de E tem infinitos
iterados que também estao em FE. Isto quer dizer que existem infinitos valores de n tais que a,, = 7.
Portanto, provamos que quase todo nimero x cuja expansao decimal comega por 7 tem infinitos
digitos iguais a 7.
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Claro que no lugar de 7 podemos considerar qualquer outro digito. Podemos ainda considerar
blocos de digitos mais complicados como, por exemplo, o Cpf de uma pessoa aparece infinitas vezes
em quase todo nimero z € [0, 1] que comega com tal Cpf na expansao decimal.

5 TEOREMA DE REPRESENTACAO DE RIESZ

Nesta secao temos por objetivo enunciar e demonstrar o Teorema de Representagao de Riesz, um
resultado muito importante da Anélise Funcional e Teoria da Medida. Mas antes de enuncié-lo
precisaremos de alguns resultados preliminares.

Teorema 15. Suponha M um espaco Hausdorff, K C M, K compacto e p € K¢. Entao existem
conjuntos abertos U e W tal quep e U, KCW eUNW = (.

Demonstracao. Dado q¢ € K, o axioma da separacao de Hausdorff implica na existéncia de con-
juntos abertos disjuntos U, e V,, tais que p € U, e ¢ € V,. Como K ¢é compacto, existem pontos
qi,---,qn € K tais que

KCV,U---UV,,.

Portanto, a demonstracao termina tomando:
U=U,n---NU,, e W=V, U---UV,,.
[

Teorema 16. Se {K,} é uma cole¢io de subconjuntos compactos de um espago Hausdorff e se
No Ko =0, entdo alguma subcolegio finita de {K,} também tem intersecao vazia.

Demonstracao. Pegue V, = K. Fixe um membro K; de {K,}. J4 que nenhum ponto de K;
pertence a todo K,, {V,} é uma cobertura aberta de K;. Portanto K; C V,, U--- UV, para
alguma colegao finita {V,,}. Isto implica que

KinK, N---NK,, =0.

n

]

Teorema 17. Suponha U aberto em um espaco localmente compacto Hausdorff M, K C U, e K
¢ compacto. Entao existe um conjunto aberto V' com fecho compacto tal que

KcVcVcuU.

Demonstracao. Desde que todo ponto de K possui uma vizinhanca com fecho compacto, e desde
que K é coberto pela uniao finita de algumas dessas vizinhancas, entao K esta contido em um
conjunto G com fecho compacto. Se U = M, pegue V = G.

Por outro lado, seja C' o complementar de U. Pelo Teorema anterior, para cada ponto p € C
existe um conjunto aberto correspondente W, tal que K C W, e p ¢ W,,. Portanto {CNGNW,}
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é uma colecao de conjuntos compactos com intersecao vazia. Pelo Teorema acima existem pontos
P1, ..., Pn € C' tais que

CNGNW, N---W, =0.

O conjunto

V=GNnW, N---NW,,

entao possui as propriedades necessarias, pois

VcGnW,n--NW,.

[]

Definicao 18. O suporte de uma funcao f definida em um espago topologico M é o fecho do
conjunto

{z; f(z) # 0}

A colegao de todas a fungoes continuas em M cujo suporte é compacto é denotado por C.(M).

Notagao: A notacao

K<f

significa que K é um subconjunto compacto de M, que f € C.(M), que 0 < f(z) < 1 para todo
x € M e que f(x) =1 para todo x € K. A notagao

f=Vv
significa que V' é aberto, f € C.(M), 0 < f <1 e o suporte de f estd em V.

Lema 19. (Lema de Urysohn) Suponha M um espago localmente compacto e Hausdorff, V um
aberto em M, K C V, K compacto. Entao existe f € C.(M), tal que

K=< f=<V (3)
Em termos da funcao caracteristica, a conclusao acima assegura a existéncia de uma funcao
continua que satisfaz yx < f < xy. Note que é facil encontrar fungoes semicontinuas que satisfazem

isto, por exemplo, yx € xv.

Demonstragao. Pegue r1 = 0, ro = 1 e seja r3, ry, 5, ... uma enumeracao de raizes em (0, 1).
Pelo Teorema 17, nés podemos achar conjuntos abertos Vy e V; tais que V¢ é compacto e

KcwvicVicVacVycV. (4)
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Suponhan > 2eV,,, ..., V;, sejam escolhidos de maneira que r; < r; implique que V., C V..
Entao um dos numeros ry, ..., r,, digamos r;, serd o maior deles que é menor que r,,1, e outro,
digamos 7, serd o menor deles que € maior que r,,41. Usando o Teorema 17 novamente, nés podemos

encontrar V. ., tal que

Vi, CVipoy CVity C
Continuando, nés obtemos uma colegao {V,} de conjuntos abertos, um para cada r € [0, 1],
com a seguinte propriedade: K C Vi, Vi C V, cada V. é compacto, e
s>r=V,CV,. (5)

Defina

0 caso contrario s caso contrario

fT(I):{T se x eV, o gs(x):{l se x €V, ’ (6)

e ainda,

f = Sup fr g = Hslf gs (7)
E claro que 0 < f < 1,sendo f(z) = 1sex € K, e que f tem o suporte em V. A prova serd
completada mostrando que f = g.

A inequacdo f.(x) > g,(x) é possivel apenas se r > s, 2 € V,, e x € V,. Mas r > s implica
V. C Vs. Portanto f,. < g5 para todo r e s, entao f < g.

Suponha f(z) < g(x) para algum x. Entao existem racionais r e s tais que f(z) <7 < s <
g(x). J& que f(x) < r, nés temos = & V,; ja que g(x) > s, nés temos x € V. Por (5) vemos que
isto é uma contradicao. Logo f = g. O

Teorema 20. Suponha que Vi, ..., V,, sao subconjuntos de um espaco localmente compacto e Haus-
dorff M, K é compacto e

KcWviu---V,.

Entao existem fungoes h; < V; (i =1,...,n) tais que

hi(z) + -+ hp(z) =1 (x € K). (8)

Por causa de (8), a cole¢ao {hy, ..., h,} é chamada de partigdo da unidade em K subordinada
a cobertura {Vi,...,V,,}.

Demonstracdo. Cada x € K possui um W, com fecho compacto W, C V; para algum i. Existem
pontos xy, ..., T, tais que W, U---UW, D K. Se 1l < i <n, seja H; a uniao dos W, que estd
em V;. Pelo lema de Urysohn, existem fungoes g; tais que H; < g; < V;. Defina
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hi =g
hy = (1 — g1)g2

hp=(1—=g1)(1=g2) (1= gn1)Gn-
Entao h; < V;. Por inducao, temos que vale

Desde que K C H,U---UH,, entao pelo menos um g¢;(x) = 1 em cada ponto de K. Portanto
(9) mostra que (8) vale. O

Agora, finalmente temos ferramentas suficientes para demonstrar o nosso objetivo:

Teorema 21. (Teorema de Representacao de Riesz) Seja M um espago localmente compacto e
Hausdorff, e seja A : Co.(M) — R um funcional linear positivo. Eziste uma tunica medida boreliana
wem M que representa A, isto €

A(f) :/Mfdu para toda f € C.(M).

Chamemos de My a classe dos E C M que satisfazem duas condigoes: p(E) < oo, e

w(E) =sup{u(K); K C E, K compacto}. (10)

Para a demonstracao do Teorema 21 precisaremos ver um outro resultado antes:

Lema 22. Se K ¢ compacto, entio K € Mp, e

p(K) =inf{Af; K < f}. (11)

Demonstracao. Se K < fe0<a<1,sejaV, ={z; f(x) > a}. Entao K C V,, e ag < f sempre
que g < V,. Portanto

p(K) < p(Va) = sup{Ag; g < Vo} <a™'Af.

Fazendo o — 1, concluimos que

p(K) < Af. (12)

Entao p(K) < co. Desde que K evidentemente satisfaga (10), K € Mp.
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Se € > 0, existe V O K com u(V) < pu(K) + €. Pelo Lema de Urysohn, K < f < V para
algum f. Entao

A) V) < (K) + ¢

tendo isto e (12), temos entao que (11) vale. O

Demonstragao. (Teorema 21) Claramente, é suficiente provar que

A(f) < /M fdu (13)

para todo fungao f € C.(M). J& que, pela linearidade de A :

MO =ACH < [ (pin=- [ gan
M M
e juntamente com (10) mostramos que a igualdade vale.

Seja K o suporte de f € C.(M), e [a,b] um intervalo que contém o dominio de f. Dado
€ > 0, escolha y;, parat=0,1,...,n, tal que y; —y;,_1 < e e

Yo<a<y <---<y,=>0 (14)

Pegue
E,={z; y1 < f(x) <y} CK (it=1,..,n). (15)

Desde que f é continua, f é mensuravel, e os conjuntos E; sao disjuntos cuja reuniao é igual
a K. Entao existem conjuntos abertos V; D E; tais que

pV) < p(E) + = (i=1,um) (16)

e ainda vale f(x) < y; + € para todo x € V;. Pelo Teorema 20, existem fungdes h; < V; tais que
> h;=1em K. Portanto f = >  h;f, e pelo Lema 22, temos que

n(K) < A(Z hi) = ZAhi-

Desde que h;f < (y; + €)h;, e desde que y; — e < f(z) em E;, nés temos
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Ay =D ARif) <3 (i +2)A(R)

1=
n

= (lal + v+ )A(M) — [al D A(h)

< Z(Ia\ +yi+e)[(E) + e/n] — lalu(K)

=>4 — ulB:) + 25p(K) + = Y (lal + i +2)

=1 i=1

< / fdu+e2u(K) + |a| + b+ ¢].
M

Como ¢ é arbitrario, (13) estd demonstrado, e a prova do Teorema 21 estd completa. O

Além da importancia do Teorema de Representagao de Riesz citada no inicio deste capitulo,
tal teorema também nos garante a existéncia de medidas invariantes para fungoes, como veremos
a seguir.

6 EXISTENCIA DE MEDIDAS INVARIANTES

Teorema 23. (Teorema de Existéncia) Seja f : M — M wma transformacao continua num
espaco métrico compacto. Entdo existe pelo menos uma probabilidade invariante por f. O mesmo
resultado vale para fluxos.

Note que nenhuma das hipdéteses do Teorema, continuidade ou compacidade, pode ser ig-
norada. Considere f : (0,1] — (0,1] dada por f(x) = z/2. Suponha que f admite alguma
probabilidade invariante. Pelo Teorema 10, relativamente a essa probabilidade quase todo ponto
de (0, 1] é recorrente. Mas é imediato que néo existe nenhum ponto recorrente: a érbita de qualquer
x € (0, 1] converge para zero e, em particular, ndo acumula no ponto inicial z. Isto mostra que
f é um exemplo de transformagao continua num espago nao compacto que nao admite nenhuma
medida probabilidade invariante.

Modificando um pouco o exemplo anterior, podemos mostrar que o mesmo fenomeno pode
ocorrer em espagos compactos, se a transformacao nao é continua. Considere f : [0,1] — [0, 1]
dada por f(z) =z/2sex # 0e f(0) = 1. Pela mesma razao que antes, nenhum ponto = € (0,1} é
recorrente. Portanto, se existe alguma probabilidade invariante i ela tem dar peso total ao tinico
ponto recorrente que é x = 0. Em outras palavras, u precisa ser a medida de Dirac dy suportada
em zero, que é definida por

So(E)=1se0€E ¢ 6(E)=0se0¢E.
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Mas a medida &y nao é invariante por f: tomando £ = {0} temos que F tem medida 1 mas
a sua pré-imagem f~(F) é o conjunto vazio, que tem medida nula. Portanto, esta transformacao
também nao tem nenhuma probabilidade invariante.

6.1 Topologia fraca™

Nesta se¢ao vamos introduzir uma topologia importante no conjunto M, (M) das probabilidades
borelianas do espaco M, chamada topologia fraca®™ , que serd usada para provar o Teorema 23.
A idéia da definicao é a seguinte: duas medidas estao proximas se dao integrais proximas para
muitas fungoes continuas. Mais precisamente, dada uma medida p € M; (M), um conjunto finito
F ={¢1,...,¢n} de fungdes continuas ¢, : M — R, e um ntmero ¢ > 0, definimos

Vi, Fye) = {776./\/11(]\/[); ‘/qu dn—/gbj du‘ < ¢ para todo ¢; GF}.

Entao a topologia fraca™® é definida pelos conjuntos V' (u, F, ), com F' e € variavel, formando
uma base de vizinhancas da medida p. O seguinte lema ajuda a compreender o significado desta
topologia:

Lema 24. Uma sequéncia (p,)nen em My(M) converge para uma medida p € My (M) na topologia
fraca* se, e somente se

/<;§ dpt, — /¢ du para toda fungao continua ¢ : M — R.

Demonstracao. Para provar a parte "somente se”, considere qualquer fun¢ao continua ¢ e tome o
conjunto F' = {¢}. Como p, — p, temos que dado qualquer £ > 0 existe uma ordem a partir 7
da qual p, estd na vizinhanga V' (u, F,€). Mas isto significa, precisamente, que

'/¢dun—/¢du

para todo n > . Em outras palavras, a sequéncia [ ¢ dpu, converge para [ ¢ du. A reciproca
afirma que se [ ¢ du,, converge para [ ¢ du, para toda func¢ao continua, entao dado qualquer F e ¢
existe uma ordem a partir da qual u,, € V(u, F,e). Para vermos isso, escrevemos F' = {¢1, ..., on }.
A hipétese garante que para cada 1 < j < N existe ; tal que

<e€

‘/gzﬁj d,un—/gbd,u‘ < ¢ para todo n > n;.
Tomando 7 = max{7y, ..., ix }, temos u,, € V(p, F,€) para n > 7. O

As principais propriedades desta topologia estao dadas no seguinte teorema:

Teorema 25. M, (M) munido da topologia fraca™ é metrizdvel e compacto.
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Vamos comecar por demonstrar a metrizabilidade, isto é, que existe uma métrica d que gera a
topologia fraca* em M (M). Para isso vamos usar a Proposi¢ao 26. Como é usual, denotamos por
CY%(M) o espago das fungoes continuas ¢ : M — R, munido da norma da convergéncia uniforme:

|61 = @af| = sup{|¢(z) — go()]; = € M}.

E claro que C.(M) C C°(M) e que essas duas classes coincidem se M é compacto.

Proposigao 26. Se M é um espago métrico compacto entao C*(M) tem subconjuntos enumerdveis
densos, ou seja € separdvel.

A demonstracao desse fato requer um pouco de dominio da Anélise Funcional, e se encontra
na referéncia [Rud87].

Agora podemos escolher um subconjunto enumeravel F = {¢,; n € N} denso na bola
unitdria do espago C°(M). Feito isso, definimos:

| [ 6 din = [ o0 du

Proposicao 27. A expressao d estd bem definida, é uma métrica, e gera a topologia fraca® em

My (M).

: (17)

d(pir, p2) Z on

para qualquer par de medidas i e ps.

Demonstragdo. Como as fungoes ¢ estdo na bola unitdria de C°(M), ou seja, sup|d| < 1, e as
medidas p; sao probabilidades, o termo geral da soma ¢é limitado por 2 - 27". Isto garante que a
série em (17) converge. O tnico passo nao trivial na prova de que d é uma métrica é mostrar que

d(p, p2) = 0= py = pa.

A hipétese d(p1, p12) = 0 significa que [ ¢ju1 = [ ¢;dus para toda ¢; € F. Agora, dada
qualquer ¢ na bola unitdria de C°(M) podemos encontrar uma sequéncia de elementos de F
convergindo uniformemente para ¢. Como consequéncia, a igualdade continua valendo para ¢:

/¢mn [ o aus as)

para toda ¢ na bola unitéria de C°(M). Como todo elemento de C°(M) tem algum muiltiplo na
bola unitaria, isto implica que a igualdade (18) é verdadeira para toda func¢ao continua ¢. Isto
quer dizer que g = pg, como pretendiamos mostrar.

Para provar que d gera a topologia, devemos mostrar que toda bola

B(u,0) ={n € My(M); d(u,n) <}

contém alguma vizinhanga V'(u, F €) e reciprocamente. Dado 6 > 0 fixemos N > 1 suficientemente
grande para que
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= )

e consideremos F' = {¢1, ..., ¢on } formado pelos primeiros N elementos do subconjunto enumerével
denso. Além disso, consideremos € = §/2. Afirmamos que V' (u, F,e) C B(u,d). De fato,

VEV(,u,F,e):>‘/¢>nd,u—¢ndl/ <e€ para todo 1 <n <N

:22—" [onidn= [onav

0 que prova a nossa afirmacao.

N o]
<Y 2Tet > 2-27" <,
n=1

n=N+1

Reciprocamente, dado F' = {91, ...,¢¥n} e € > 0, selecionemos elementos ¢, , ..., ¢, distintos
de F tais que

l|dn;, — ¥5]| < Z para todo 1< j < N.

Fixemos § > 0 suficientemente pequeno para que 2" < /4 para todo 1 < j < N.
Afirmamos que B(u,d) C V(u, F,¢e). De fato

[onin~ [ onav

<2y paratodo 1<j7<N

<0

v e B(u,d) = 22*”
n=1

:>‘/gbnjdu—/¢njdl/
=>‘/¢jdu—/¢jdV

e isto finaliza nossa demonstracao. O]

5
<2”f5—|—§<5 para todo 1 <n <N,

Resta provar que (Mg, fraca™) é um espago compacto. Na demonstracdo vamos utilizar o
Teorema de Representacao 21 que, interpretado a grosso modo, diz que as integrais sao os tinicos
operadores lineares positivos no espaco das fungoes continuas.

Ja sabemos que o espaco é metrizavel, basta provar que toda sequéncia (. )reny em My (M)
admite alguma sub-sequéncia que é convergente na topologia fraca*.

Considere entao F' = {¢,; n € N} um subconjunto enumeravel denso na bola unitaria de
C%(M). Para cadan € N, a sequéncia de ntmeros reais [ ¢,duy, k € N é limitada por 1. Portanto,
para cada n € N existe uma sequéncia (k7);en tal que

/ gbndpk;@ converge para algum nimero A, € R quando j — oc.
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Além disso, cada sequéncia (k‘f“)neN pode ser escolhida como subsequéncia da anterior

(K} )nen Definamos [; = k:j para cada 7 € N. Por construcao, a menos de um numero finito de
termos, (I;)jeny é uma subsequen(na de cada uma das (k7);en. Logo

/(bn dug, — A, paratodo n € N.
Daqui se deduz facilmente que
Ap = lim/go d, existe, para toda funcao ¢ € C°(M). (19)
J

De fato, suponha primeiro que ¢ estd na bola unitdria de CY(M). Dado qualquer € > 0
podemos encontrar ¢, € F tal que || — ¢,|| < €. Entao,

‘/ i, [ 0n dn,| <

para todo j. Como [ ¢, dpy; converge (para A,,), segue que

lim sup/gp dp; — lim'inf/gp d; < 2e.
; j

J

Como ¢ é arbitrério, concluimos que lim; [ @dpy; existe. Isto prova (19) quando a fungao esta
na bola unitdria. O caso geral reduz-se imediatamente a esse, substituindo ¢ por ¢/||¢||. Assim,
completamos a prova de (19).

Finalmente, é claro que o operador A : C°(M) — R definido por (19) é linear e positivo:
A(p) > minp > 0 para todo fungao ¢ € C°(M) positiva em todo ponto. Além disso, A(1) = 1.
Logo, pelo Teorema de Representacao de Riesz, existe alguma probabilidade boreliana g em M
tal que A(p) = [ pdu para toda fungao continua . Agora a igualdade em (19) pode ser reescrita

/go dp = 1im/gp dw, para toda ¢ € C°(M).
j

De acordo com o Lema 24, isto quer dizer que a subsequéncia (y,);jen converge para p na
topologia fraca*®. Isto completa a demonstragao do Teorema 25.

O

6.2 Demonstracao do Teorema de Existéncia

Comecemos por introduzir uma notagao util. Dado f : M — M e qualquer medida n em M
denota-se por f,n e chama-se imagem de 7 por f a medida definida por

fov(B)=v(f Y(E)) para cada conjunto mensurdvel E C M.

20



Note que 7 é invariante por f se e somente se f.n =n.

Lema 28. A aplicacao f,: My(M) — Myi(M) € continua relativamente a topologia fraca™.

Demonstra¢ao. Para mostrarmos o lema acima, basta mostrar que se p, converge para j na
topologia fraca®, entdo para toda funcao continua ¢ temos que

tim [ 6 df.ps, = / o dfup.

De fato, seja n uma medida qualquer, afirmamos que

[odn=[ooran

Com efeito, podemos aproximar ¢ por uma sequéncia de fungoes simples ¢,, com ||o,|| < [|4]].
Observe que isso implica, em particular, que ||¢, o f[| < [|¢ o f||. Observe que se x4 é funcdo
caracteristica, entao

[xadin=atr )= [xaesan

Por linearidade, a igualdade acima se estende para as fungoes simples ¢,,. Para finalizar,
temos que pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

[odrn=tim [o,dtn=tm [ovoran=[oosd

0 que termina a prova da afirmacao.

Para completar a prova do Lema, basta observar que a funcao ¢ o f também é continua, uma
vez que f é continua. Assim,

i [0 dfun =l [ 00 f du = [6o7du= [odn

n—oo

como queriamos demonstrar. O

Voltando a prova do Teorema de Existéncia, considere qualquer probabilidade v em M: por
exemplo, a medida de Dirac em um ponto qualquer. Agora tomemos a seguinte sequéncia de
probabilidades

n—1
1 )
fn = — ;:o flv (20)

onde f/v é a imagem de v pelo iterado f7 . Pelo Teorema 25, esta sequéncia tem algum ponto de
acumulagao: existe alguma subsequéncia (n;),en € alguma probabilidade p € M; (M) tais que
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nE—1

po=lim g, = lim ZO fiv. (21)
]:

Agora é suficiente provar o seguinte:

Lema 29. Todo ponto de acumulagdo de uma sequéncia (fin)neny € uma probabilidade invariante
por f.

Demonstragao. A partir (21), e usando o Lema 28, obtemos que

1 nE—1 ' 1 nE—1 ' 1 ng—1 .
fept = fi | lim — flv] =limf, | — flv] =lim— ity

A expressao do lado direito pode ser reescrita como:

17’1]@—1‘
im | — S fiv— v foru ).
(3]

=0

o1 1 . . :

Afirmamos que lim —v = 0 e lim — f"*v = 0. A primeira afirmacao é 6bvia, e para a segunda
k. ng k N

basta observar que

LBy = Su(fm(E) < -,
N T

para todo conjunto mensuravel £ C F. Deste modo obtemos que

?’Lk—l

1 .
fop = lim — > fv=p,
T =0

e portanto p é invariante por f. Isto completa a demonstragao do Teorema de Existéncia. O]

Corolario 30. (Teorema de Recorréncia de Birkhoff) Se f : M — M é uma transformagdao
continua num espaco métrico compacto entao f tem algum ponto recorrente.

Demonstracao. Pelo Teorema de Existéncia, existe alguma probabilidade f—invariante p. Por
outro lado, sabemos que todo espago métrico compacto admite uma base enumeravel de abertos.
Portanto, podemos aplicar o Teorema de Recorréncia de Poincaré, para concluir que p—quase todo
ponto é recorrente. Em particular, o conjunto dos pontos recorrentes é nao vazio, conforme foi
afirmado. O
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6.3 Teorema Ergddico de Birkhoff

Comecemos por explicar o que entendemos por tempo médio de permanéncia de uma érbita num
conjunto. Dado M espaco métrico qualquer, chamemos por tempo médio de permanéncia de x em
E C M afungao 7: M — [0, 00) dada por:

7(E,z) = lim 7,(F, x).

n—oo

onde

nlB,2) =+ Y xs(F(@)

Note que se 7(F,x) > 0 entao temos infinitos iterados de z em E. Mas claro, precisamos
mostrar que este limite existe.

Teorema 31. (Teorema Ergddico de Birkhoff) Seja f: M — M uma transforma¢ao mensurdvel
qualquer e i uma probabilidade invariante por f. Dado qualquer conjunto E C M, o tempo médio
de permanéncia T(E, ) existe em p—quase todo todo ponto x € M. Além disso,

/ (B, 2)du(z) = ().

Note ainda que,

T(E, f(z)) = lim — ZXE fi(x

= i L i - %[XE@) —xa(f"(x)]

— 7(B,x) — lim ~[xa(z) — xs(f"(@)].

n—oo N,

Como a funcao caracteristica ¢ limitada, o dltimo limite é igual a zero e portanto

T(E, f(z)) = 7(E, ).
O Teorema Ergédico de Birkhoff pode ser enunciado de modo um pouco mais geral:

Teorema 32. Seja f: M — M uma transformagao mensurdvel e p uma probabilidade invariante
por f. Dada qualquer funcdao integravel o : M — R o limite

JE&HZW

existe em p—quase todo ponto x € M. Além disso,
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[ s@iuto) = [ ela)duta).

Note que o Teorema 31 é um caso particular em que ¢ = xg. Veremos a seguir a demonstracao
deste caso particular, o caso geral pode ser encontrado na referéncia [Olil4].

Demonstragao. (Teorema 31) A estratégia da prova é a seguinte. Seja £ C M um conjunto
mensuravel qualquer. Para cada x € M, definimos

n—1

7(E,z) = limsup — ZXE fi(x)),

n—oo

7(E,z) = hmlnf— ZXE fi(z

n—oo M

Analogamente como foi feito para 7 temos, para todo x € M que

T(E, f(x)) =7(E,z) e Z(E, f(x)) = (E, x). (22)

O principal passo da demonstracao consiste em mostrar que

7(FE,z) =7(E,z) para p— quase todo ponto x € M. (23)

E claro que 7(FE,x) é sempre maior ou igual que 7(E, ). Portanto, para mostrar (23) sera
suficiente provar que

/(ExMM<ME)‘/(ExM (24)

Vamos provar a primeira desigualdade em (24). A segunda segue de um argumento inteira-
mente analogo (a segunda desigualdade pode ser deduzida da primeira, aplicada ao complementar
E¢, observando que p(F) =1 — pu(E¢) e 7(E,z) =1 —T(E°, x).

Fixe € > 0 qualquer. Por defini¢ao de lim sup, para cada r € M existem inteiros ¢ > 1 tais
que

%#{j €{0,1,...t —1}; f/(z) € E} > 7(E,z) —¢.

Representaremos por ¢(x) o menor inteiro com esta propriedade. Para tornar a demonstracao
mais transparente, consideraremos primeiro o caso particular em que a fungao = +— ¢(z) é limitada,
isto é,

Caso particular: Existe T' € N tal que ¢(z) < T para todo =z € M.
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Dado qualquer x € M, definimos uma sequéncia xqy, zi,..., s de pontos em M e uma
sequencia tg, ti,..., ts de nimeros naturais, do seguinte modo:

1. Primeiramente, tomamos zg = x.
2. Supondo que z; ja foi definido, tomamos t; = t(x;) e z;41 = f¥(x;).
3. Terminamos quando encontramos x, tal que to +t; + ... +ts > n.

Note que todo z; é iterado do ponto z : de fato x; = flot-+ti-1(z). Aplicando (22) concluimos
que 7(E,x;) = 7(E, z) para todo i. A defini¢ao de t(x;) implica que, dos t; primeiros iterados de
x;, pelo menos

ti(T(E,z;) —e) = t;(T(FE,x) — ¢) (25)

estao em F. Isto vale para cada ¢ =0,1,...,s — 1. Portanto, pelo menos

(to+ ... +ts—1)(T(E,z) —¢)
dos n primeiros iterados de z, estao em FE. Além disso, a ultima regra na definicao das nossas

sequencias implica que

to+ti+otte g >n—ts>n—T.

Deste modo, mostramos que pelo menos (n — T)(7(E,x) — €) dos n primeiros iterados de z
estao em F. Em outras palavras,

S (@) = (0 - T)(F(E ) <) (26)

para todo x € M e todo n > 1. Integrando a relagdo (26), obtemos que

> [ el @)dn = (0= 1) [ 7B 2)an— 01

Todas as parcelas no membro da esquerda sao iguais a u(E), uma vez que a probabilidade
é invariante por f. Portanto, esta desigualdade pode ser escrita como

nu(E) > (n—1T) /?(E, x)dp — (n —T)e.

Dividindo os dois termos por n e fazendo n ir para infinito, concluimos que

w(E) > /T(E,x)d,u — €.

Como ¢ > 0 é qualquer, isto implica a primeira desigualdade em (24), o que termina a
demonstracao neste caso.
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Caso geral: Vamos indicar as modificagoes que devem ser feitas relativamente ao caso
particular.

Dado € > 0, comecamos por fixar 7" > 1 suficientemente grande, de modo que a medida do

B={ye Mt(y) >T}
seja menor do que €. Em seguida, na definicao das sequéncias substituimos a regra 2 por
2a. Se t(x;) < T , tomamos t; = t(x;) e x;11 = fli(x;).
2b. Se t(z;) > T , tomamos t; = 1 e x;41 = f(x;).

As regras 1 e 3 permanecem inalteradas. A estimativa referente a (25) continua vélida, para
os valores de 7 aos quais se aplica a regra 2a, isto é:

t;i—1
> xe(f(x:) > t(F(E, ) —¢).
j=0
E claro que esta desigualdade implica a seguinte:
ti—1 ti—1

ZXE(fj(l’z')) > t,(T(E,x) —¢) — ZXB(fj(xz‘))- (27)

A vantagem é que (27) é vélida também para os valores de i aos quais se aplica a regra 2b.
De fato, nesse caso tem-se t; = 1, o membro da esquerda é maior ou igual que zero e o membro da
direita é menor que zero, uma vez que 7(F,x) é sempre menor ou igual que 1. Isso significa que,
no lugar de (26), tem-se

n—1 n—1

Y xe(f(2) = (n = T)(T(E.x) <) = > xp(f(x)).

j=0 7=0

Integrando, como fizemos anteriormente, obtemos

nu(E) > (n—1T) /?(E, x)dp — (n —T)e — nu(B).

Dividindo por n e fazendo n — oo, deduzimos que (lembre que u(B) < €)

WE) > [ 7B~ = p(B) = [ (B~ 2

Como ¢ > 0 é arbitréario, segue que
n(E) = /?(E, x)dp.
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Isto termina a demonstracao. ]

Agora que conhecemos algumas das ferramentas da Teoria Ergddica, como o Teorema de
Recorréncia de Poincaré e o Teorema Ergddico de Birkhoff, ja podemos introduzir tépicos mais
avangados da Ergodicidade. Com o estudo de Sistemas Ergddicos podemos tirar conclusoes mais
interessantes do nosso problema de Expansao Decimal visto anteriormente.

7 ERGODICIDADE

Uma transformacao f : M — M diz-se ergédica para uma probabilidade invariante p (também
dizemos que a medida pu é ergddica para f, ou que o sistema (f, i) é ergdédico) se as médias temporais
dadas pelo Teorema Ergddico de Birkhoff coincidem em quase todo ponto com as respectivas médias
espaciais:

n—1
1 )
N j _
Jim E OsO(f (z)) /<p dp,
]:
para toda fungao p-integravel ¢ : M — R e u—quase todo x € M.

Na proxima proposi¢ao vamos reescrever esta condigao de varias maneiras equivalentes, para
ajudar a entender o seu significado. Um conjunto mensuravel A C M diz-se invariante se f~1(A) =
A. Uma funcao mensuravel ¢» : M — R diz-se invariante se 1) o f = 1.

Proposicao 33. Seja p uma probabilidade invariante de uma transformacao f: M — M men-
surdvel. As sequintes condigoes sao equivalentes:

1. O sistema (f, ) € ergodico.
2. Para todo subcongunto invariante A tem-se p(A) =0 ou pu(A) =1

3. Toda func¢ao invariante 1 € constante num conjunto de medida total.

Demonstracao. (1) = (2). Por um lado, a hipétese (1) significa que

P(z) = /so dp = p(A)

para quase todo x € M. Por outro lado, como A é invariante, temos que x € A se e somente se
f(z) € A. Tsto implica que ¢(f?(z)) = p(x) para todo j > 0 e para todo x. Portanto,

p(x) = () = xalz)
para todo x € M. Como a funcao caracteristica s6 toma os valores 0 e 1, estas duas igualdades
implicam que u(A) = 0 ou pu(A) =1, como ¢ afirmado em (2).

(2) = (3). Seja ¥ uma fungao invariante qualquer. Entao, a pré-imagem v ~(I) de qualquer
intervalo I C R é um conjunto invariante. Portanto, pela hipétese (2), essa pré-imagem tem
medida zero ou um. Como o intervalo I é qualquer, isto prova que @ é constante num conjunto
com probabilidade p total.
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(3) = (1). Seja ¢ uma funcao integravel qualquer. Podemos verificar, para qualquer fungao
integravel ¢, que a média temporal ¢ satisfaz p o f = » em p—quase todo ponto. Logo a média
temporal ¢ é uma fungao invariante. Logo, pela hip6tese (3), ¢ é constante em quase todo ponto.

Entao, usando o teorema ergodico,
@(af):/@duz/wdu

em quase todo ponto. Isto é, o sistema é ergddico. O

7.1 Exemplos e Aplicagoes

Nesta secao veremos exemplos de Sistemas Ergddicos. Pegue como exemplo inicial o problema de
expansao decimal que vimos anteriormente.

Expansao decimal

Considere a transformagao mensuravel f : [0,1] — [0, 1] dada por f(z) := 10x — [10z], onde
[10x] é a parte inteira de 10x. Seja m a medida de Lebesgue, e note que m é invariante por f.
De fato, para qualquer E C [0,1], f~'(E) é igual a uniao de dez conjuntos Ej, ..., F1y cada um
com medida igual a %f), pois cada um dos dez segmentos de reta que compoe o grafico de f tem
inclinagao igual a 10. Segue, portanto, que m(f~*(E)) = m(E;)+...+m(Ey) = m(E). Note ainda

que m ¢ uma probabilidade, uma vez que m([0,1]) = 1.

Vamos verificar agora que vale o item (2) da Proposi¢ao 33 em nosso sistema (f, m), ou seja,
que para todo E C [0, 1] invariante temos ou m(F) = 0 ou m(E) = 1. Para tal, suponha que
m(FE) > 0 e fixe a € E ponto de densidade. Dado A C R, dizemos que p € A é ponto de densidade
de A se este conjunto preenche a maior parte de qualquer pequena vizinhaca de p, i.e.

o m(INA) B
llglglf{w,lc (p—ep+e), aEI} =1 (28)

Considere a sequéncia de intervalos contendo a,

me mg+ 1

Sendo a ponto de densidade de F, entao por (28) temos que quando k tende ao infinito:
m(Ik N E)
m(Iy)

Observe que f* é uma bijecao de I, afim sobre o intervalo (0, 1), de fato, seu grafico consiste
de segmentos de reta de inclinacao 10*. Isso tem a seguinte consequéncia, que é crucial para o
nosso argumento:




para quaisquer subconjuntos mensuraveis J; e Js de Ij,. Aplicando este fato a J; = [, NE e J, = I},
obtemos que

m(f5(I,NE)) m(l,NE)

m((0,1))  m(l)

Claro que m((0,1)) = 1, além disso, como estamos supondo que E é invariante, f*(I, N E)
estda contido em E. Desta forma obtemos que

M E )

Como o lado direito converge para 1, segue que m(E) = 1. Logo (f, m) cumpre o item (2),
e portanto (f,m) é ergddico.

Agora vejamos uma aplicacao na Teoria dos Numeros: pegue s o numero formado com todos
os CPF’s do Brasil postos em sequéncia. Considere o intervalo £ = (0.s, 0.5999...), obviamente
s tem finitos digitos, e portanto m(E) > 0. Logo, pelo Teorema Ergddico de Birkhoff temos que
para p—quase todo ponto x € [0,1], 7(E,z) existe. Como nosso sistema ( f,m) cumpre o item (1)
da Proposicao 33 e ja foi visto que 7 é invariante por f, segue que 7(E, ) é constante em quase
todo ponto de [0, 1], logo:

m(E) = / (B, z)dm(z) = (B, z) / dm(z) = (B, z) - 1.

Portanto 7(E,z) > 0, o que implica termos infinitos iterados de x em E para quase todo
ponto x € [0, 1], ou seja, infinitos valores de j € N com f7(z) = 0,s.... Segue portanto, que o
nimero s aparece infinitas vezes em quase todo ponto de [0,1]. Logo, se pegarmos o conjunto A
dos pontos em que s aperece finitas vezes, teremos m(A) = 0.

Rotacao irracional no circulo

Para nés o circulo S* serd o conjunto dos nimeros complexos com médulo igual a 1. Dado
a € R, a rotacao de angulo a é a multiplicagao pelo nimero complexo e

R,: S'— St
Z = e
E claro que R, preserva o comprimento dos intervalos (segmentos) de S'. Além disso,
podemos ver facilmente que a medida de Lebesgue (comprimento de arco) é invariante por qualquer
R, . O comportamento dinamico e ergédico de R, depende muito da natureza de «, como vamos
ver. Dizemos que a rotacao é irracional se o nimero «/27 é irracional, e dizemos que a rotagao é
racional no caso contrario.

Teorema 34. Se R, ¢ rotagao irracional entao R, € ergodica para a medida de Lebesgue.

Para a demonstracao desta Proposicao usaremos fatos simples de Andlise de Fourier. Seja u
a medida de Lebesgue no circulo. Chama-se L?(u) o espago das funcgoes mensurdveis ¢ : S — C
cujo quadrado ¢ integravel:
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10 du < .

E claro que este espaco contém todas as funcgoes mensuraveis limitadas e, em particular,
todas as funcgoes caracteristicas de conjuntos mensuraveis. Outro fato de que necessitamos é que a
familia de fungoes {¢x(2) = 2z : k € Z} ¢ uma base desse espago: dada qualquer ¢ € L*(1) existe
uma dnica sequéncia (cx)rez de nimeros complexos tais que

o(z) = chzk
para quase todo z € S!.

Demonstragao. (Teorema 34) Pela Proposigao 33, basta mostrar que toda funcao integravel ¢ que
¢ invariante é constante em pu—quase todo ponto. Observe que se ¢ ¢é integravel, entao automati-
camente ¢ € L*(p).

Usando a expansao de Fourier ¢(z) = >, ., ¢x2", a condicao de ser invariante ¢ o R, = ¢ se
escreve

E ckekw‘zkzg cr2

keZ keZ

Por unicidade dos coeficientes da expansao em série de Fourier, obtemos que

cr(eF™ —1) =0 para todo k € Z.

A hipétese de que a rotacio é irracional significa que e¥*® —1 # 0 para todo k # 0, e portanto,
cx = 0 para todo k # 0. Ou seja, p(z) = ¢ para u—quase todo z € S, como queriamos provar. [J

De fato as rotagoes irracionais satisfazem uma propriedade muito mais forte do que ergodici-
dade: elas sao unicamente ergddicas, o que quer dizer que tém uma tinica probabilidade invariante
(que é a medida de Lebesgue, claro).

Observagao. A nogao de rotagao irracional se estende para dimensdes maiores. Dado
qualquer d > 1 chamamos d—toro o produto T¢ = S! x - -- x S* do circulo por si mesmo d vezes. A
rotacao de angulo o = (ay, ..., o) é a aplicacio Ry : T¢ — T Ry(21, ..., 2q) = (/1 2q, ..., €% z,).
A rotacao é irracional se os nimeros «;/2m sao incomensuraveis:

(6] [0
m0+m1_1+...+md—d:O:mozmlz-..:mdzo’
2w 2w

quaisquer que sejam os inteiros mg, my, ..., mg. Usando uma versao multidimensional das idéias
anteriores, se prova que uma rotagao ¢ ergodica se e somente se ela ¢ irracional.
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8 EQUIVALENCIA ESPECTRAL

Este capitulo se trata da caracterizacao das propriedades dinamicas de uma medida como propri-
edades de Algebra Linear, relacionadas a um certo operador Uy que iremos definir. Iremos ver,
por exemplo, que a invariancia da medida p equivale ao fato do operador preservar distancias num
espaco adequado de fungoes. Veremos também a ergodicidade como uma propriedade espectral do
sistema (f, i), no sentido de que ela pode ser caracterizada pelos auto-valores do operador Uy.

O espago L*(p)
Antes de definir o operador Uy, precisamos definir o seu dominio, o espago L*(u) :

Definigao 35. O espaco vetorial L?(u) é definido como o conjunto

.mmzw:MﬁRjMFm<m}

onde duas fungoes sao identificadas se elas coincidem em quase todo ponto com respeito a medida
(L.

Podemos munir este espaco vetorial com um produto interno dado por:

(wb):/so-%b dp.

Segue da desigualdade de Holder e das propriedades da integral que a expressao acima de
fato define um produto interno em L?(u1), ou seja, para todo ¢, v, p € L*(n) e a € R, vale:

o(p,p) >0e(p,p) =0 < p=0em pu—q.tp.

o (o, 1) = (¥, )
o(p+p,0) = (p,¥) + (p, ) e {ap, V) = alp, ) = (p,ar)
De fato,

<%<P>=/902du206<%90>=0 = /sOQdMZO = P’=0p—qtp <= ¢=
0pu—aq.tp.,

(w@Z/w-wdﬂz/fb-wdu:(w,@),

(p+p,0) = /(90+p)1/1 dp = /90~1/1+p~w dp = /ww du+/p-s0 dp = (@, ¥) + {p, V),
a pentltima igualdade ocorre pois, se p, p e ¥ € L?(u), entao da desigualdade de Holder temos

‘/9‘) Y dy| < (/W du)§.</|¢|2 du)é@q

portanto ¢ -1 € L*(i) e da mesma forma p -1 € L*(pu). Por tltimo

<Oz90,¢>Z/w-wduza/w@/}du:a(%w}Z/so-azbdu:<90,oz@/)>-
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Logo (-, -) é um produto interno.

Naturalmente, uma vez que temos um produto interno em L?(u1), podemos definir uma norma

por:
el = V{0, ).
Além disso, podemos munir L?(z) com a métrica que provém do produto interno (-, -) definida
por:

A, ) = llp — ¥ll2 = ( / |¢—w|2du)é- (29)

Da Andlise Funcional é conhecido que o espago L*(;1) com a métrica d ¢ um espago métrico
completo.

Defiremos agora a transformacao linear que carrega algumas propriedades métricas do sistema
(f, ). Considere Uy : L*(u) — L*(u) definida simplesmente como:

Ur(p) = o f.
E imediato verificar que Uy é uma transformagao linear. Pois dados ¢,¢ € L*(u) e A € R,
note que Up(p + M) = (g + Ap) o f = (@) o f+ (M) o f=po f+ Ao f)=Us(p)+ AUs(¥).

A préxima proposi¢ao traz a primeira tradugao entre propriedades de (f, ) e propriedades
da transformacao Uy.

Proposicao 36. Seja f uma transformacao e p uma medida em M. f preserva p se, e so se,
para toda ¢ € L*(u):

1Usell2 = llell2 (30)

Um resultado preliminar bastante importante para a demonstragao da Proposicao 36 é:

Proposicao 37. Seja f: M — M wma transformacdao e p uma medida. Entao f preserva p se,
e somente se, para toda funcdao integrdvel ¢ : M — R wale:

[odn=[oosin

Demonstracao. Assuma que f preserva u. Se ¢ é a funcao caracteristica de algum conjunto,
digamos ¢ = x4, ¢ imediato verificar que p(f~*(A)) = [ @ o fdu, ja que x-104) = ¢ o f. Assim,
fica provado que [ ¢du = [ ¢ o fdu, quando ¢ é uma fungao caraceristica. Observe que segue
diretamente da linearidade da integral que se ¢ é uma funcao simples, entao a igualdade ainda
vale. Finalmente, se ¢ é uma funcao integravel qualquer, pela definicao de integral

[odu=tim [ o dn
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onde (¢,) é uma sequéncia de fungoes simples crescendo para ¢. Por outro lado, ¢, o f é uma
sequéncia de funcoes crescendo para ¢ o f. Logo,

[ootn=1m [o.0fdn

Como [ ¢pdu = [ ¢y, 0 fdu, tomando o limite em ambos os lados, vem que

[odu=[oofn

A reciproca é imediata, desde que dado um boreliano A, tomando ¢ = x4, entao

W(A) = u(f(A) = / b dy = / bof du.

Agora podemos demonstrar a Proposicao 36.

Demonstragao. (Proposi¢ao 36) De fato, primeiramente observe que se f preserva a medida pu
entdo para todo boreliano A vale u(A) = u(f~(A)). Em particular, a igualdade (30) vale se ¢ for
uma fungao caracteristica de um boreliano. Utilizando a linearidade da integral, podemos estender
nossa conclusao para todas fungoes simples. Para concluir a demonstragao da propriedade (30)
observe que L*(p) C L'(n). Com efeito, se ¢ € L*(u), aplicando a desigualdade de Holder as
fungoes ||¢[| e 1, temos que [ |]¢||du < []]¢]]*dn < co. Como toda fungao ¢ em L'(p) pode ser
aproximada por uma sequéncia mondtona 1), de fungoes simples, dada ¢ € L*(u), tomando uma
sequencia de funcoes simples s, convergindo monotonamente para ¢ e utilizando o Teorema da
Convergéncia Monotona para as sequéncia s, e s, o f, temos que:

/(pofd/L: lim/snofdu: lim/snd,u:/godu.
n—00 n—oo

Reciprocamente, provaremos este fato primeiramente para as fungoes continuas nao-negativas.
Se ¢ > 0 é funcdo continua, tomando ¢ = /@ temos que ¢ € L*(p1), pois ¢ é limitada e p é uma
probabilidade. Como estamos assumindo que |[¢) o f||o = ||¥||2, temos que:

JlwenPan=[eordu=[edu= [0l du

Para provarmos que a igualdade acima vale quando ¢ é uma funcao continua qualquer, basta
observarmos que toda funcao continua se escreve como diferenca de duas fungoes positivas limitadas
e aplicarmos a igualdade obtida a estas fungoes. Assim, utilizando a Proposicao 37, temos que f
preserva [i. O

A igualdade (30) acima significa que Uy é uma isometria do espago L*(u). Em particular,
esta propriedade implica diretamente que Uy é uma transformagao linear injetiva, pois:
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lells > 0= [[Usella = llell2 > 0.

Porém, Uy s6 é sobrejetiva se f for invertivel. De fato, dado ¢ € L?(p), existe ¢ € L?(u) tal
que Uy(yp) = 1 entdo Uy é invertivel logo existe uma tranformacao linear U, tal que Uy(y)) = p e

o =UyoUs(p)=Ugjopof=pofog=fog=Id=g=f"

Observe que 1 é sempre um autovalor de Uy e a esse autovalor temos associado um auto-espaco
que sempre contém as fungoes constantes. A Proposicao 33 diz que a propriedade da medida u ser
ergddica equivale ao fato de que as unicas funcoes invariantes por Uy sao as fungoes constantes ou,
em outros termos, a dimensao do auto-espaco associado ao auto-valor 1 é igual a um. Isso justifica
a afirmacao de que a ergodicidade é uma propriedade espectral.

Vamos estabelecer quando duas tranformacoes f : M — M e g: N — N preservando
medidas p e v sao equivalentes do ponto de vista espectral. Isto nos permitird extrair informagoes
sobre as propriedades espectrais do sistema (f, 1) a partir das propriedades espectrais do sistema
(g, 1) e vice-versa.

Definicao 38. Sejam f: M — M eg: N — N preservando p e v, respectivamente. Dizemos
que (f,p) e (g,v) sao espectralmente equivalentes, (f,u) ~ (g,v), se existir uma transformag¢ao
linear invertivel A : L*(u) — L*(v) tal que:

i) (Ap, A) = {(p,¥);
i) AU; = U, A.

De fato a relagao acima é uma relacao de equivaléncia, pois

a) (f,u) ~ (f,p):
i) (I, Ip) = (¢, ),
i) IU; = U1,

onde I é a matriz identidade.

b) Se (f, 1) ~ (g,v) = (g.v) ~ (f, 1)
D) (Ap, AP) = (@, ) = = (A, Ap) = (¥, ) = (A, Ap) = (¥, ¢),
i) AU =U,A= UsA™' = AU, (A" também ¢ transformagao linear invertivel).

c) Se (f, ) ~ (g,v) e (g,v) ~ (h,n), entao (f, ) ~ (h,7)
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Se (f,p) ~ (g,1)% e (g,v) ~ (h,n)"*), entdo existem transformacdes lineares invertiveis

A: LA(p) = LP(v) e A: L*(v) — L*(n), tais que (Ap, Ap) = (p,¢) e (Ao, Ap) = (0, p). Além
disso, AUy = UyA e AU, = U, A, e assim,

(A Ap, A Ap) =) (Ap, Ap) =) (o, ),
portanto a propriedade (i) se verifica. Por outro lado

A AU =AU, - A=7,- A. A,
logo a propriedade (ii) também se verifica. Portanto ~ é uma relagao de equivaléncia.

Observe que, dados (f, 1) e (g, v) espectralmente equivalentes e A uma equivaléncia espectral,
se ¢ ¢é auto-funcao de Uy associada ao auto-valor A, entao Ay ¢é autofuncao de U, associada ao auto-
valor A. De fato, Usr(p) = Ap = U A(p) = AUs(9) = AAp. Assim, o auto-espago F} associado
ao auto-valor 1 para operador U, ¢ simplesmente a imagem por A do auto-espaco E; associado ao
auto-valor 1 para Uy. Como A é um isomorfismo linear, a dimensao de F; ¢ igual dimensao de Ej.
Segundo a observagao que (f, u) é ergddica se a dimensao do auto-espago associado ao auto-valor
1 é igual a 1, podemos afirmar que se (f, ) e (g,v) sdo espectralmente equivalentes, entao (f, u)
é um sistema ergddico se, e s6 se, (g,v) é ergddico.

8.1 Propriedades de Medidas Ergdédicas

Fixemos uma transformacao f : M — M qualquer. Uma medida v diz-se absolutamente continua
com relagao a outra medida p (v < p) se p(F) = 0 implicar v(E) = 0. O préximo lema afirma
que probabilidades ergddicas sao minimais para tal relagao:

Lema 39. Se u e v sao probabilidades invariantes tais que pu € ergodica e v € absolutamente
continua com relacao a pu entao p = v.

Demonstracao. Seja ¢ : M — R uma funcao mensurdvel limitada qualquer, e seja ¢ a sua média
temporal. Como p € invariante e ergddica, a média temporal é contante

¢(x) 2/90 dp

para pu-quase todo ponto. Segue portanto, que isto ¢ verdade para v-quase todo ponto, ja que

v < p. Em particular,
/(ﬁ dv = /gp djt.

Por outro lado, pelo Teorema Ergddico 32,

/@duz/cpdl/.

Portanto, as integrais de ¢ com relagao a p e em relagao a v coincidem, qualquer que seja a
funcao mensuravel limitada . Logo, considerando fungoes caracteristicas, p = v. O]
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Naturalmente, se p; e uo sao probabilidades invariantes com respeito a f a probabilidade
p1 + t(uy — po) ainda é invariante. Isso siginfica que o conjunto das probabilidades invariantes
¢ um conjunto convero. Veremos que dentro deste conjunto, as medidas ergddicas desempenham
um papel destacado:

Definicao 40. Seja X um conjunto convexo. Um ponto p € X € dito extremal, se para quaisquer
r,ye X ete|0,1], x+tly —x) =p implica quet =0 out = 1.

O lema a seguir afirma que uma probabilidade invariante é ergddica se, e somente se, a
probabilidade é ponto extremal no conjunto das probabilidades invariantes:

Lema 41. Uma probabilidade invariante p € ergodica se e somente se nao € possivel escrevé-la na
forma

W= Cc11 + Capla,

coOm €1 € Cy Maiores que zero, e [y e o probabilidades invariantes distintas.

Demonstracao. Para provar a parte "se”, suponha que p nao seja ergodica. Entao existe algum
conjunto invariante A com 0 < p(A) < 1. Defina py e o como sendo as restrigdes normalizadas
de 1 a A e ao seu complementar, respectivamente:

_ WENA) _ MENA)
e T D

Como A e A€ sao conjuntos invariantes e p é medida invariante, py e ps sao também proba-
bilidades invariantes. Além disso, y = cip1 + copia, com ¢, co > 0 e portanto p nao é extremal.

Para provar a reciproca, suponha que p é ergédica e temos p = cipy + capia com ¢, co > 0.
E claro que p(F) = 0 implica p1(E) = pa(E) = 0, ou seja, py e pp sdo absolutamente continuas
com relacao a p. Logo, pelo Lema 39, uy = p = ps. Isto prova que p é extremal. [

Em seguida veremos que medidas ergddicas distintas ”vivem”em subconjuntos disjuntos do
espaco M:

Lema 42. Sejam i, ..., un probabilidades invariantes e ergddicas, todas distintas. Entao existem
subconjuntos mensurdveis Py, ..., Py invariantes disjuntos tais que

1 se j=k,

Mj(Pk):{O se j4Fk

Demonstragao. Fixe qualquer par (j, k) de numeros distintos em {1,...,N}. Pelo Lema 39, a
medida p; nao pode ser absolutamente continua em relacao a ;. Em outras palavras, existe
algum subconjunto mensuravel E tal que p;(£) > 0 mas pux(E) = 0. Entao,

14 <U f_j(E)> > i (E) >0, e (U f_j(E)> =0.
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. . o0 o0 7] A . . . ~ /7
Defina Pj), = Npe_y US2,, f7(£). Como a sequéncia de conjuntos na intersegao ¢ decrescente
com m,

pi(Pig) = lim p; (U fj(E)> - (31)

j=m
Analogamente podemos verificar para p. Como as medidas 1, e p, sao invariantes, e
Urie=rm (U f‘j(E)> ,
j=m §=0
a sequéncia no lado direito de (31) é constante. Concluimos, portanto, que
15 (Pj) = pg (U fj(E)> >0 e m(Pik) = (U fj(E)> = 0.
§=0 §=0

Além disso, Pj; é um conjunto invariante por f. Portanto p;(P;;) = 1, uma vez que p; é
ergodica. Agora, defina

Pi=(\Pu e P=P;|JB.

ki kit
Primeiramente, p;(P;) = 1 e ux(P;) = 0 para todo k # j. Segue que p1;(P;) = 1, e p(P;) = 0
para todo k # j. Além disso, os P; sao disjuntos dois-a-dois. n

9 TEOREMA DA DECOMPOSICAO ERGODICA

Na linha dos resultados da secao anterior, é natural perguntar se toda medida invariante é uma
combinacao linear de medidas ergddicas. O teorema que vamos enunciar nesta secao diz, em um
certo sentido, que a resposta é afirmativa, exceto que o nimero de ”parcelas’nesta combinagao
nao é necessariamente finito, nem mesmo enumeravel, em geral.

Teorema 43. Seja f: M — M wma transformacdao continua num espago compacto. FEntao
existe um conjunto mensurdvel My C M, uma particao P de My e uma familia de probabilidades
{vp: P € P} satisfazendo:

a) vp(P) =1 para todo elemento P de P;
b) a aplicacio P — vp € mensurdvel;
¢) toda vp € invariante e ergodica para f;

tais que, dada qualquer probabilidade f—invariante p, o conjunto My satisfaz u(My) =1 e,
além disso,

d) u(E) = [vp(E)dji(P) para todo conjunto mensurdvel E C M
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onde [i € a medida projecao de P em P.

A relagao (d) significa que p é uma combinagao convexa das varias probabilidades ergddicas
vp, em que cada vp entra com ”coeficiente”igual a fi(P). Dada qualquer particio P de M fica
definida a projecao natural 7 : M — P que associa a cada ponto z € M o elemento P(z) da
particao que o contém. Isto permite definir o que é um subconjunto mensuravel da particao:
Q C P é mensuravel se, e somente se,

71(Q) = unido dos P € Q

¢ um subconjunto mensuravel de M. E facil ver que esta definicao esta coerente. Isto é, a familia
dos subconjuntos mensuraveis é uma o—algebra em P. A medida projecao de p esté definida nesta
o—algebra, por

Q) = u(x1(Q)).

Corolario 44. Uma transformacao f € unicamente ergodica se, e somente se, admite exatamente
uma medida invariante ergodica.

Demonstracao. Ja sabemos que, se f é unicamente ergddica entao a sua probabilidade invariante
¢é ergddica. Isto prova a parte "somente se”do enunciado. Por outro lado, o Teorema 43 mostra
que a reciproca também ¢é verdadeira: se f admite apenas uma probabilidade invariante ergddica,
entao essa ¢ a tnica probabilidade invariante. O

9.1 Prova do Teorema da Decomposicao Ergdédica

Seja Z um espaco métrico compacto, p uma probabilidade em Z, e P uma particao de Z em
subconjuntos mensuraveis. Seja w: Z — P a aplicacao que associa a cada z € Z o atomo P € P
que o contém. Por defini¢gao, @ é um subconjunto mensuravel de P se e somente se 71(Q) é um
subconjunto mensuravel de Z. Seja fi o iterado de u por m, ou seja, i é a probabilidade em P
definida por i(Q) = pu(7~1(Q)) para cada conjunto mensurdvel QQ C P.

Defini¢ao 45. Uma familia de medidas condicionais de u relativamente a P € uma familia (up) pep
de probabilidades em Z tais que

1. up(P) =1 para ji-quase todo P € P;

2. dada qualquer funcdo continua ¢ : Z — R, a funcao P > P — [pdup € mensurdvel e
tem-se [ pdu = [ ([ pdup) diy(P).

Lema 46. Se (up)pep ¢ uma familia de medidas condicionais de p relativamente a parti¢ao P,
entio P > P — [Ydup é mensurdvel e

Joan= [ ( / wdup) ap(P),

para toda funcao mensurdvel limitada v : Z — R.
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Demonstragao. Seja C a classe das fungoes mensuraveis limitadas que satisfazem a conclusao do
lema. Pela definicao de medidas condicionais, essa classe contém todas as funcoes continuas.
Além disso, suponha que ¢, : Z — R, n € N, seja uma sequéncia de fun¢ées em C convergindo
pontualmente para alguma funcao ¢ : Z — R. Suponha ainda que essa sequéncia é uniformemente
limitada, isto é, existe K > 0 tal que |p,(z)] < K para todo z € Z e todo n € N. Afirmamos que
a fungao limite ¢ também estd em C. Admita, por um instante, que esta afirmacao é verdadeira.

Em particular, P — pup(E) é mensurdvel, e u(E) = [ pp(E)dj(P), para qualquer conjunto
mesuravel £ C Z. O

Medidas condicionais, quando existem, sao tinicas em quase todo ponto:

Proposicao 47. Se (up)pep € (vp)pep sdo dois sistemas de medidas condicionais de p com
respeito a P, entao up = vp para ji-q.t.p P € P.

Demonstra¢ao. Suponha o contrario, isto é, existe um conjunto mensuravel Qy C P com ji(Qp) > 0
tal que up # vp para todo P € Qp. Seja {py; k € N} um subconjunto enumerével e denso de
CY%(Z,R), e defina

A, ={P ¢ Qo;/% dpip # /@k dvp}.

Notando que Uy Ay = Qq , existe ¢ € C°(Z,R) e um subconjunto Q de Qq tal que (Q) > 0
e (trocando os papéis de pp e vp, se necessario) [ du, > [ ¢dv, para todo P € Q. Entao

/Q(/w dup) di(P) > /Q (/gp dyp) dfi(P). (32)

De outro modo, pelo Lema 46,

/(QOXWl(Q)) dp = / (/(@cwl(g)) dup) di(P).

Por hipétese pup(P) = 1 para ji quase todo P € P. Para cada P, temos que

Joxio) dn= [ (xelP) [ ¢ dur) ditr) - / ([ dur) antr)

Analogamente, temos

Joxesoydn= [ ([ an) anr

Essas duas tltimas igualdades contradizem (32). Logo, up = vp para ji— quase todo P,
como desejavamos. O
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Definicao 48. P ¢ uma particao mensurdvel se existem conjuntos mensurdveis Fy, Fo, ..., E,, ...
de Z tais que existe um conjunto de medida p total Fy C Z tal que, dado qualquer dtomo P de P
podemos escrever

PNFy=EINEN.NEN..NF (33)
onde EY = E; ou Z\FEj para todo j € N.

Para demonstrarmos o Teorema da Decomposicao Ergddica vamos usar o seguinte resultado,
cuja demonstragao se encontra na sequéncia.

Teorema 49. (Desintegragcio) Se P é particao mensurdvel entao a probabilidade i admite alguma
familia de medidas condicionais relativamente a P.

Demonstragao. (Teorema da Decomposicao Ergédica) Seja f : Z — Z continua num espago
métrico compacto Z, e seja By o subconjunto dos pontos z € Z tais que as médias temporais estao
bem definidas na érbita de z : dada qualquer funcao continua ¢ : Z — R, a sequéncia

1S
— 90 f] z
P
converge para algum ¢(z) € R quando n — oo, ou seja By = {z € Z; 3p(z)}. Pelo Teorema
Ergédico de Birkhoff (Teorema 31) By é mensurdvel e u(By) = 1. Seja P a particao de Z cujos
elementos sao

1. Z\BfEPe

2. classes de equivaléncia em By pela relagdo 21 ~ 25 <= @(21) = ¢(22) para toda ¢
continua.

Note que Z\Bj é mensuravel, e dado P € P, P # Z\By, para toda ¢ continua temos
P(z) = cte para todo z € P. Logo, de 1 e 2 temos que P é mensuravel com respeito a qualquer
probabilidade . Pelo Teorema de Desintegracao existe (p)pep familia de medidas condicionais a
L.

Como p é f—invariante (u(Z\By) = 0), qualquer familia de medidas condicionais (up)p a
i relativamente a P é tal que up é f—invariante e ergddica para ji—quase todo P € P. De fato,
o(f(2) =¢(2), Ve € P = f(z) e P = f(P)=P. =

9.2 Teorema de Desintegracao

No intuito de provar o Teorema 49, podemos trocar o espaco Z por qualquer conjunto de medida
nula. Logo, ndo ha perda de generalidade supor que Fj em (33) coincide exatamente com Z, e
iremos assumir isso no que se segue. Seja ¥ qualquer fun¢ao mensuravel limitada em Z. Para cada

n > 1, e seja P, a particao de Z cujos atomos sao Ef N--- E*. Defina @n : Z — R como se segue.
Se o atomo P,(z) de P,, que contém z tem medida p(P,(z)) positiva, entao

1
Yn(z) = W(Po(2) /Pn(z) Y dp, (34)
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caso contrario, Q/NJn(z) = 0. Claramente, o segundo caso na definicao de 1, se aplica somente num
conjunto de pontos de medida y igual a zero.

Lema 50. Dada qualquer fungao mensurdvel limitada ¢ : Z — R, existe um subconjunto de
medida p total F = F(¢) de Z tal que ¥,(2), n > 1, converge para algum nimero real ¥ (z), para
todo z € F.

Demonstracao. Observe que sempre podemos escrever ¢ = ¢ — ¥, onde 1* sdo mensuraveis,
limitadas e ndo-negativas: por exemplo, % = (|¢)| +9)/2. Entao ¢, = ¢ 1), paran > 1, e entao
a conclusao é verdadeira para 1) se ela vale para 1" e 1)~. Isto mostra que nao hd restricao em
assumir que 1 é nao-negativa. Iremos assumir isso de agora em diante.

Para todo a < 3, seja S(«, 5) o conjunto dos pontos z € Z tais que

liminf t,(2) < a < B < limsup ¥,(z).
E claro que dado z € Z, a sequéncia z/;n(z) diverge se, e 86 se, z € S(q, §) para algum par de

nimeros racionais « e 5. Logo, o lema segue se mostrarmos que S = S(«, 5) tem medida p igual
a zero para todo a e .

Para cada z € §, fixe uma sequéncia de inteiros 1 < af < bf <--- <af <bf <--- tais que

&af <a e zzbf(z) > (3 para todo i > 1.

Defina A; como sendo a uniao dos elementos F,:(z) e B; como sendo a uniao dos elementos
P,z obtidos deste modo, para todos os pontos z € S. Por construgao,

S C A1 CB; CA,; paratodoi > 1.
Em particular, S esta contido no conjunto

Dados dois entre os conjuntos Fg: (z) que formam A;, ou eles sao disjuntos ou coincidem. isto
porque P,, n > 1, é uma sequéncia nao-decrescente de particoes. Consequentemente, A; pode ser
escrito como uma unidao de conjuntos Py:(z) dois-a-dois disjuntos. Assim,

/wdu—Z/z?ﬁd/KZau ) = ap(4y),

Pz(z Pz(z

para qualquer ¢ > 1 (as somas sao sobre unides disjuntas). Analogamente,

/wdu—Z/zwdu>Zausz = Bu(B;).

sz (2) sz
Ja que A; D B; e observando que estamos assumindo que ¥ > 0, segue que
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apu(A;) >/Av¢duZ/B‘@/) dp > Bu(B;),

para todo 7 > 1. Tomando o limite quando 7 — oo, temos que

ap(S) = Au(9).

Isto implica que u(S’) =0, e logo S C S também é um conjunto de medida nula. O]

Dada qualquer fungao limitada mensurdvel 1) : Z — R, iremos representar por e, (1), e(v),
respectivamente, as fungoes 1, ¢ definidas por (34) e o Lema 50.

Seja {¢r : k € N} algum conjunto enumeravel e denso de C°(Z,R), e seja

k=1

onde F(yy) é como dado pelo Lema 50.

Lema 51. Dada qualquer fungao continua ¢ : Z — R, a sequéncia e, (p)(z) converge para e(p)(z)
quando n — 0o, para todo z € F.

Demonstragio. Fixe z € F,. E claro que 1) — e,(1)(z) é um funcional linear limitado em C°(Z, R),
com norma 1, e o mesmo é verdade para ¥ — e(¢)(z). Para todo € > 0, escolha k tal que
Il — vkllo < €/3. Entao se n é grande o suficiente,

len(©0)(2) — e(@)(2)| < len(9)(2) = enlr)(2)| + lenlpr)(2) — e(wr(2)] + [e(@r)(2) — e(p)(2)]
<2l —wrllo+e/3<2/3+¢/3=¢.

]

Seja ¢ : Z — R continua. Por construgao, e,(¢) é constante em cada P, € P,, e logo é
constante também em cada dtomo P de P, para todo n > 1. Assim, e(yp) é constante em P N F,
para cada P € P. Seja e,(p)(P,) o valor de e,(p) em cada P, € P,. Similarmente, e(p)(P)
representa o valor de e(y) em P N F, desde que o tltimo conjunto seja nao-vazio. Entao, desde
que (5.14) define e, (¢) em um subconjunto de medida p total de Z,

/so dp= Y /so dp="_ n(Pa)en(®)(Pn) =/en(90) dyt.
p(Prn)>0 w(Pr)>0

Observe também que |e,(¢)| < sup |p| < oo para cada n > 1. Assim, nés podemos usar o
Teorema da Convergéncia Dominada para concluir que

/s@ dp = /6(90) dp. (35)
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Agora, estamos em condi¢oes de construir um sistema de medidas condicionais para p. Seja
P qualquer atomo de P tal que P N F, é nao-vazio. E facil ver que

CUZ,R) > ¢ —e(p)(P)eR

é um funcional nao-negativo de C°(Z,R). De e,(1)(P) = 1 e do Teorema de Representagao de
Riez (Teorema 21), existe uma tnica medida de probabilidade pp em Z tal que

/ o dup = e()(P). (36)

Devemos definir pp mesmo quando P nao intersecta F,. Neste caso tomaremos pp como
qualquer probabilidade em Z: desde que o conjunto de todos esses atomos P tem medida [ igual
a zero em P (em outras palavras, sua uniao tem medida g igual a zero em Z), a escolha nao é
relevante. De acordo com essas defini¢oes, (35) pode ser reescrito como

Iz dMZ/(/so dup) ap(P),

o fato de que P 3 P — [ dpp é uma fun¢do mensurdvel é uma consequéncia direta de (36).
Assim, para concluir que (up)pep forma um sistema de medidas condicionais de p com respeito a
P resta-nos provar que

Lema 52. pp(P) =1 para fi—quase todo P € P.

Para isto, usaremos o seguinte resultado auxiliar:

Lema 53. dada uma funcdo mensurdvel limitada v : Z — R existe um conjunto de medida fi
total F(¢) C P tal que o conjunto P N F, é nao vazio entdo [dup = e(¢)(P), para qualquer
P e F(v).

Podemos provar agora o Lema 53:

Defina F, = Ny p, F(xp,), onde a intersecao é tomada sobre o conjunto de todos os dtomos
Py, € Py, e todo k > 1. Desde que esse conjunto é enumeravel, F, tem medida ji total. Afirmamos
que a conclusao do lema vale para todo P € F,. De fato, seja k > 1 e P, elemento de P, que
contém P. Pela definicao de F,

up(Py) = / xp, dip = e(xp)(P). (37)

Para cada n > 1, seja P, o atomo que contém P. Dado qualquer z € P N F,

1
eulxn)(:) = o [ vn

Agora, para cada n > k temos que P, C P, e entao o ultimo termo é igual a 1. Assim,
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(e )(P) = e(xn)() = lim en(xp,)(2) = 1.
Substituindo isso em (37) obtemos que pp(FPy) = 1 para todo k& > 1. Finalmente,
pp(P) = lim pp(Py) =1,

pois P, k > 1, é uma sequéncia decrescente cuja intersecao é P.

Concluimos, desta maneira, a demonstracao do Teorema de Desintegracao.

10 CONCLUSAO

De acordo com que foi proposto no trabalho, conseguimos unir varias areas distintas da matematica
e usa-las para resolver nossos problemas de dinamica. Acabamos de ver algumas das mais impor-
tantes ferramentas da Teoria Ergddica, uma area relativamente nova e em grande desenvolvimento
na pesquisa cientifica.
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