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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma cota para o nimero de zeros de uma familia de polinomios
em um produto cartesiano finito e adicionalmente mostramos um exemplo que atinge aquela
cota transformando aquela cota em um maéaximo. Estes resultados foram provados usando fer-
ramentas algébricas e combinatoérias. Os principais elementos usados para provar este resultado
¢é o Teorema da base de Hilbert, as bases de Groebner, a funcao de Hilbert, a generalizacao do
teorema de Macaulay e a generalizagao do teorema de Wei. Este trabalho foi principalmente
baseado nos artigos [3] e [2].

Palavras-chave: Zeros de polinomios, Funcao de Hilbert, Teorema de Macaulay, Teorema de
Wei.
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MUNOZ, N. Maximum number of zeros of a polynomial family in a finite cartesian product.
2020. (# 33) p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work, we present an upper bound for the number of zeros of a family of polynomials in
a finite cartesian product and additionally we show an example that takes that upper bound
turning that upper bound in a maximum. These results have been proven using algebraic and
combinatorial tools. The main elements used to prove this result are the Hilbert’s base theorem,
the Groebner’s bases, the Hilber’s function, the generalization of Macaulay’s theorem and the
generalization of Wei’s theorem. This work was mainly based on the articles [3] and [2].

Keywords: Zeros of polynomials, Hilbert’s function, Macaulay’s theorem, Wei’s theorem.
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Introducao

Encontrar zeros de polindmios tem sido um dos problemas mais estudados na matematica, desde
a escola aprendemos como achar raizes de alguns polindomios numa variavel, comecando no caso
linear com as operagoes basicas, logo no caso quadratico usando alguns casos de fatorizarao
ou a conhecida *formula quadratica”e posteriormente em casos de grau maior vemos que achar
as raizes de polindmios pode ser uma tarefa bastante dificil. No caso geral, achar os zeros de
polinomios em varias variaveis pode ser estudado desde o ponto de vista algébrico, geométrico,
analitico ou computacional, mas em geral nao é um problema tao simples. O objetivo deste
texto é estudar o ntimero de zeros de uma familia de polinomios em um produto cartesiano
finito. Mais especificamente nosso objetivo é resolver o seguinte problema:

Sejam n € N, kq,...,k, inteiros, tais que 1 < k; < --- < k,,, F um corpo e Ay,..., A,
subconjuntos finitos nao vazios de F, tais que |Ay| = ki,...,|A,| = k,. define-se A = A; x
e x A, CF™

Seja S = F[zy,...,x,] o anel de polindmios nas varidveis z1, . . ., x, e coeficientes em F. Dado

um inteiro d > 1, denota-se S<4(.A) o subespago de S que contem exatamente os polinomios f
com deg(f) < d e deg,(f) < k;, para todo i = 1,...,n. O objetivo deste trabalho é responder
a seguinte pregunta:

Pergunta 0.1. Dados um inteiro r < dimgp(S<4(A)) € fi,..., fr polindmios linearmente inde-
pendentes de S<4(A), qual é a quantidade mdxima de zeros comuns que fi,..., f, podem ter
em A?

Para resolver esta pergunta vamos estudar principalmente resultados algébricos e combi-
natérios segundo o trabalho de Peter Beelen e Mrinmoy Datta em [1], além de referencias
adicionais que permitiram ter um entendimento mais detalhado da teoria necessaria para estu-
dar este problema. O texto esta dividido em trés capitulos como segue.

No primeiro capitulo vamos estudar ferramentas algébricas que ajudam no estudo de zeros
de polinomios e permitiram traduzir a Pergunta 0.1 num problema combinatorio. Aqui vamos
estudar alguns conceitos basicos como o algoritmo da divisao em varias variaveis, o Teorema
da base de Hilbert, as bases de Groebner e a funcao de Hilbert. Estes resultados permitem
fazer uma conexao entre os zeros de polindomios e pontos no espaco base. Ao final do capitulo
apresentamos uma cota para a quantidade de zeros de uma familia de polindmios em um produto
cartesiano finito que independe da forma explicita dos polindmios e reduz o problema em achar
o minimo cardinal de um conjunto concreto. A maioria da teoria estudada neste capitulo esta
baseada nos textos [1], [3] e [4].

No segundo capitulo vamos desenvolver ferramentas combinatérias para achar uma cara
explicita do conjunto cujo cardinal atinge o valor minimo que encontramos no capitulo anterior
e assim chegar perto de responder a Pergunta 0.1. Neste capitulo focaremos nossa atencao em
provar dois resultados importantes, o Teorema de Macaulay e o Teorema de Weil. Comegamos
definindo as estruturas onde vamos trabalhar e estudamos algumas propriedades bésicas destes
conjuntos. Posteriormente apresentamos alguns exemplos e algumas aplicacoes basicas dos
teoremas. Finalmente achamos o conjunto desejado e o relacionamos com o resultado principal



do primeiro capitulo. A maioria da teoria estudada neste capitulo esta baseada nos textos [1],
2] e [5].

No terceiro capitulo relacionamos a cota achada no primeiro capitulo junto com o conjunto
explicito cujo cardinal atinge aquela cota para dar resposta a Pergunta 0.1. Comecamos este
capitulo apresentando uma bijecao que permitira achar de maneira explicita a cara do cardinal
procurado e relacionar este valor com a cota achada no primeiro capitulo. Posteriormente
relacionamos o conjunto obtido no segundo capitulo com o valor explicito de cardinal procurado
e respondemos finalmente a pergunta inicial.

Nicolas Fitzgerald Munoz Herrera
Uberlandia-MG, 20 de janeiro de 2020.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo desde capitulo é apresentar resultados classicos de dlgebra comutativa e geometria
algébrica com o objetivo de estudar e responder a Pergunta 0.1. A maioria destes resultados
podem ser achados no livro de Cox, Little e O’Shea [3].

1.1 Teorema da base de Hilbert e bases de Groebner

Nesta se¢ao apresentamos os conceitos preliminares necessarios para provar o Teorema da base
de Hilbert e desenvolver a teoria de bases de Groebner, como ordens monomiais, o algoritmo
da divisao e o Lema de Dickson.

Denotamos por [F um corpo qualquer, Zs, como o conjunto dos inteiros maiores ou iguais
que zero, ZZ%, como as n-tuplas com coordenadas inteiras maiores ou iguais que zero e dados
i,j € Z, com i < j, escrevemos [i,j] = {m € Z :i <m < j}.

Definigao 1.1. Seja a € Z%,, com a = (a[l],...,a[n]), chamamos de mondmios nas varidveis

: L 1 :
T1, ..., %, (ou simplesmente monomios) aos termos % = :I;(ll[ = Flxy,...,z,] e consi-
deramos o conjunto de todos 0s monomios como

M ={z2" = $’f[1]---xfl[”] €Flxy,...,xzn) ra=(all],... a[n]) € Z,}.

Exemplo 1.2. O conjunto dos monomios depende da quantidade de varidveis que considera-
mos.

o Sen=1 M={z2*€Flx]:a€Zs}.

o Sen=2 M= {20 =29 c Flz,y|:a,b€ Zs}.

o Sen=23 M= {20 =% 2 € Flz,y,2] : a,b,c € Zsp}.
Definicao 1.3. Se > ¢ uma relagao em Z%, que satisfaz:

1. > é uma ordem total em Z%,, ou seja, todos os elementos sao compardveis, isto €, para
todos a,b € Z%, tem-se que a > b, a =b ou a < b.

2. > ¢ uma boa ordem em Z%,, ou seja, todo subconjunto nao vazio de Zso tem menor
elemento em relagao a >, isto é, se S C Zso com S # 0, entdo existe ag € S tal que
ag < a, para todo a € S com a # ag.

3. > respeita a soma em Z%,, ou seja, dados a,b,c € Z%,, com a > b, temos que a+c > b+c.
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Entao > é chamada de ordem monomial em ZZ,.
Sejam 2%, 2> € M, com a,b € 72, escrevemos % = 2¥ sea > b, * = ¥ sea =b e 2* <
se a <b. Se> ¢ uma ordem monomial em 72, dizemos que = ¢ ordem monomial em M.
Dado a € 72, com a = (a[l],...,a[n]), definimos o grau de a como |a| = a[l] + - - - + a[n]
e dizemos que > € uma ordem monomial graduada em 7%, se para todos a,b € ZZ%, tais que
la| > |b] seque que a > b. Analogamente, dizemos que = € uma ordem monomial graduada em
M se > € uma ordem monomial graduada em ZZ,.

b

Vamos agora apresentar alguns exemplos de. ordens monomiais verificando que satisfazem
a definicao anterior, ou equivalentemente que satisfazem o seguinte resultado.

Lema 1.4. Uma ordem > em Z%, é uma boa ordem se, e somente se, toda sequencia decrescente
(@n)nen CZ%y (a1 > ay > --- ) se estabiliza eventualmente.

Demonstracao. Vamos provar por contra-positiva, ou seja, vamos provar que > nao ¢ uma boa
ordem se, e somente se, existe uma sequencia estritamente decrescente em Z%,.

Se > nao ¢ uma boa ordem, dado S C Z%, nao tem elemento minimo, isto é, dado a; € S,
existe ay € S tal que a; > as. Analogamente, para todo a,, € S existe a,,.1 € S tal que
Ay > Q1. Portanto, a sequéncia (@, )men é estritamente decrescente em L3

Se existe S = (am)men C Z2%, uma sequéncia estritamente decrescente, o conjunto S nao
tem elemento minimo e portanto > nao é uma boa ordem. O

Exemplo 1.5 (Ordem lexicogréfica). Dados a,b € Z2, coma = (a[l],...,aln]) eb = (b[1],...,b[n]),
dizemos que a >, b se para o vetor a —b € Z" a entrada ndo nula mais d esquerda é positiva.
Neste caso, se a >3 b escrevemos @ e, 2°. Vamos provar que >, € uma ordem monomial

em ZZ, e portanto =i, € uma ordem monomial em M.

1. Dados a,b € ZZ, consideramos o vetor a — b e vemos que temos trés opgoes: todas suas
entradas sao nulas (neste caso a = b), sua primeira entrada ndo nula mais a esquerda é
positiva (neste caso a >, b) ou € negativa (neste caso b >, a).

2. Suponha que >, ndo € uma boa ordem, pelo Lema 1.4, existe uma sequencia (am)men C
7%, estritamente decrescente (ay >jey G2 >y -+ ). Tome (am[l])men € veja que € uma
sequencia ndo crescente em L, logo, como > € uma boa ordem em Z>, existe N1 € N tal
que ap[1] = amy1[1], para todo m > Ny. Agora, veja que (am[2])m>n, € uma sequencia nao
crescente em Zxq e pelo argumento anterior, exite um Ny tal que a,[2] = ayi1[2] para todo
m > Ny. Iterativamente, existe N, € Zxq tal que an[l] = amii[l], ..., am[n] = ami1(n]
para todo m > N, isto significa que a sequencia (am)m>n, € constante. Absurdo, portanto
>0 € uma boa ordem.

3. Dados a,b,c € Z%, com a >, b, tem-se que a primeira entrada nao nula do vetor a —0b €

positiva e como (a+c¢) — (b+c¢) = a — b, seque que a primeira entrada ndo nula do vetor
(a+c)— (b+ c) também € positiva, logo a + ¢ >, b+ c.

Observacao 1.6. Dados a € 7%, e 0 € S, (uma permutacdo de n elementos), escrevemos
o(a) = (alo(1)],...,alc(n)]). Dados a,b € Z%, dizemos que @ >juo) b se o(a) >, o(b).
Podemos verificar que > ey € de fato uma ordem monomial. Isto significa que permutando a
ordem das varidveis e usando a ideia da ordem lexicogrdfica consequimos n! exemplos de ordens
monomiais.

Exemplo 1.7 (Ordem lexicogrifica graduada). Dados a,b € Z%,, com a = (a[l],...,a[n]) e
b= (b[1],...,b[n]), dizemos que a > 4z b se

la| > |b]  ou |a| =1b] e a >, b.
Neste caso, se a >ger b escrevemos x = gper a°. Vamos provar que > ge; € uma ordem

monomial graduada em ZZ, e portanto > gree € uma ordem monomial graduada em M.
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1. Dados a,b € Z2, temos duas opgoes: se |a| # |b| entdo |a| > |b] (a > ges b) ou |a] < [b|
(b >griez @), mas se |a| = |b] tem-se outros trés casos, a >ip b (@ >gep b), b >iep a
(b >griez @) ou a = 0.

2. Suponha que > e, ndo € uma boa ordem, pelo Lema 1.4, existe uma sequencia (G, )men
7%, estritamente decrescente (ay > griew G2 >griea - -+ ). Veja que |a1]| > |ag] > -+ em Zxo,
mas como > é uma boa ordem em Zsq, existe ng € Zso tal que |amy,| = |am,| para todo
mi, Mo > Ng. Assim, @y >ier Ami1 para todo m > ng, mas como >, € uma boa ordem
em 2%y, a SeqUENCia Gy, >iey Amy1 >lex - €Stabiliza eventualmente e de esta forma
A1 > grieg A2 > griez * -+ eStabiliza eventualmente.

3. Dados a,b,c € Z%;, com a >y b, tem-se la +c| = Y0 ali] + c[i] = > ali] +
Sorcli] = lal + |c]. Agora, se |a] > |b], entao |a+ c| = |a| + |c| > |b] + |c| = |b+ ¢|.
Mas, se |a| = |b| € a >, b, seque que a+ ¢ >, b+ c. Portanto, nos dois casos seque que
a—+c¢ > b+c.

Exemplo 1.8 (Ordem lexicogréfica graduada revertida). Dados a,b € Z%,, coma = (a[l], ..., a[n])
eb=(b[l],...,bn]), dizemos que a > grepies b s€

a|l > 1b| ou |a| =|b| e a entrada mais a direita de a — b € Z" € negativa.
jaf > |

Neste caso, se a > grepies b €5CTEVEMOS T > grevien x°. Vamos provar que > grevies € UMa ordem
monomial graduada em ZZ, e portanto > grevies € uma ordem monomial graduada em M.

1. Dados a,b € 7%, temos duas opgoes: se |a| # |b| entdo |a| > |b] (@ >grevier b) ou |a] < |b|
(b > greviez @), mas se |a] = |b| tem-se outros trés casos, a entrada mais a direita de
a—beZ" é negativa (a > greyies ), positiva (b > greves a) ou a = b.

2. Suponha que > ge; NGO € uma boa ordem, pelo Lema 1.4, existe uma sequencia (Qy,)men C
7%, estritamente decrescente (a1 > gries A2 > gries -+ - ). Veja que |ar| > lag| > -+ em Z>o,
mas como > € uma boa ordem em Zsq, existe ng € Zso tal que |am,| = |am,| para todo
my, Mg > Ng. Assim, apy >ier mi1 para todo m > ng, mas como >, € uma boa ordem
em Z%,, a SeqUENCIA Qpy ey Gmi1 >lex -+ estabiliza eventualmente e de esta forma
aq >g;lez a2 > grieq - -+ estabiliza eventualmente.

n n

3. Dados a,b,c € Z%,, com a >geyes b, tem-se |a +c| = >0 ali] + c[i] = > ali] +
S cli] = |a| +|e|]. Agora, se |a| > |b|, entdo |a+c| = |a|+ || > |b] + || = |b+c|. Mas,
se |a| = |b| e a entrada mais a direita de a—b € Z™ é negativa, como (a+c)—(b+c) = a—b
entdo a entrada mais a direita de (a + c¢) — (b+¢) € Z" € negativa. Portanto, nos dois
Casos Seque que a + ¢ > greyies b + C.

Observacao 1.9. Vejamos que no caso de n = 1, ou seja, polinémios numa varidvel, existe
somente uma ordem total em Z>q e portanto existe somente uma ordem monomial no conjunto
de monomios numa variavel M, chamada de ordem usual. Esta ordem monomial permite-nos
ordenar os monomios dos polinomios de maneira decrescente e nesse caso chamamos ao maior
dos exponentes de aqueles monomios de grau do polinomio.

Dado f € Flz] um polinémio, o grau de f é geralmente denotado por grau(f) ou por deg(f).
Podemos ver também o grau como uma aplicagdo da sequinte forma deg : F[z] — N, tal que se
f(x) € Flz], com f(x) = ya" +yp—12™ ' 4470 e 3 # 0, entao deg(f) =r-

A ideia de estudar ordens monomiais em ZZ, é verificar que propriedades da ordem usual
em Zx seguem sendo satisfeitas em ZZ, e nesse caso verificar que propriedades dos polinémios
numa variavel podem ser estudadas nos polinomios em varias variaveis. Para isso vamos usar

o conceito de multigrau, ideia semelhante ao grau de polinémios numa variavel.



Defini¢ao 1.10. Dada uma ordem monomial = em M e f € Flxy,...,x,] um polinémio nao
nulo da forma f =) ~,2%, definimos:

1. O multigrau de f como multigrau(f) = max{a € Z%; : 7, # 0}. O mdzimo ¢é considerado
em relagao a ordem monomial > em Z%,.

2. O grau total de f como deg(f) = Y., multigrau(f)[i], onde multigrau(f) € Z% e
multigrau( f) = (multigrau( f)[1], . .., multigrau( f)[n]).

3. O coeficiente lider de f como LC(f) = Vmuttigrau(s) € F-
4. O monémio lider de f como LM(f) = z™9reuf) ¢ M.,

5. O termo lider de f como LT(f) = LC(f)LM(f).

Observe que o multigrau, e consequentemente as outras defini¢oes, depende explicitamente
da ordem monomial escolhida pois consideramos o maximo em relacao a ordem monomial >
n
em Z%.

Exemplo 1.11. Seja f(z,y,2) = 22352 — 5xty32? € R[z, y, 2].

e Em relagdo a ordem lezicogrdfica: multigrau(f) = (4,3,2), LC(f) = =5, LM(f) = z%y*2?
e LT(f) = —bx'y322.

e Em relagdo a ordem lexicogrifica graduada: multigrau(f) = (3,5,2), LCO(f) =2, LM(f) =
23y52% e LT(f) = 223y 2.

Veja que no caso de uma varidavel o multigrau coincide com o grau usual dos polinémios.
Logo, no caso geral podemos verificar que algumas propriedades do grau usual sao satisfeitas
pelo multigrau.

Proposicao 1.12. Dados f,g € Flxy, ..., x,] polindmios nao nulos, tem-se:
1. multigrau( fg) = multigrau( ) + multigrau(g).

2. Se f+g # 0, entao multigrau( f + g) < max{multigrau(f), multigrau(g)}. Mais ainda, se
multigrau( f) # multigrau(g) tem-se a igualdade.

Demonstragdo. Se f =3 ,%T" € g=> 5 WP, com A, B C Z%, finitos, podemos ordenar
os elementos de A e B, de maneira decrescente, assim a; > ay > -+ > a,, € Ae b >
by > -+ > by, € B. Agora, se C = {a+b € Z% :a € Aeb € B} vemos que também
podemos ordenar os elementos de C' e verificar que a; + b; é o seu maior elemento, ou seja que
multigrau(fg) = a; + by = multigrau(f) + multigrau(g).
Se f+ g # 0 segue que g # —f, logo temos dois opgdes para os termos lideres de f e g.
Se LT(g) # —LT(f), segue que LM(f + ¢g) = max{LM(f),LM(g)} e de fato multigrau(f +
g) = max{multigrau(f), multigrau(g)}. Agora, se LT(g) # —LT(f), segue que LM(f + g) <
min{LM(f),LM(g)} e portanto multigrau(f + g) = max{multigrau(f), multigrau(g)}.
O

Uma das propriedades mais importantes do grau usual dos polinomios é verificar quando
dados dois polinomios f,g € F[x] temos que ¢ divide f. Se deg(g) < deg(f) é possivel que
exista h € Flz| tal que f = gh. Mas, se deg(g) > deg(f) temos que g nao pode dividir f. No
caso de varias variaveis o algoritmo da divisao pode ser generalizado usando a mesma ideia que
no caso usual.



Teorema 1.13 (Algoritmo da divisao). Dada uma ordem monomial > em Z%, e F' = (f1,..., fs)
uma s—tupla ordenada de polinomios em Flxy, ..., x,]. Para todo f € Flxq,...,x,] existem
ay,...,as,r € Flay, ... x,] tal que

f=afi+-+asfs+r

comr = 0 ou r um polinomio cujos monomios nao sao divisiveis pelos termos lideres dos
fi,--., fs. FEster é chamado de resto de f na divisao pelo F. Mais ainda, vemos que se
a;fi # 0 entao

multigrau( f) > multigrau(a; f;).

Demonstrag¢ao. Tome p = f, a; = --- = as =r = 0. Sempre revisaremos dois casos:

Caso 1. Se LT(p) é divisivel por LT(f;), modifique a; = a; + LT((p)) ep=p-— (LT ) ) fi.

Caso 2. Se LT(p) nao é divisivel por LT(f;), modifique r = r + LT (p) e p = p — LT(p).

Veja que em cada passo se verifica que f = aif; + - + asfs + p + r. Para el passo inicial,
quandoa; =---=as=r=0ep=f Vale a igualdade.

T(f:) ))fz < _<LTf))fZ>:aifi+pe
f:a1f1+...+< (LTfZ)) ..+a3fs+(p_(LL$<(z)))fi)+r

—mfit bbb afotp T

Agora, no caso 1, veja que ( a; + (

Analogamente no caso 2, veja que (p — LT(p)) + (r + LT(p)) =p+re

f=afit+ - +afi+ - +afs+ (p—LT(p)) + (r + LT(p))
:alfl+"'+aifi+"'+asfs+p+r'

Verifique agora que p eventualmente vai para 0 e nesse caso f = a1 fi+ - Fa; fi+ - Fagfs+r.
No caso 1, como p = p — (I%TT((]’Z ) fi entédo LT( f)fl> LT(p) e assim o multigrau(p) vai
descendo estritamente. Analogamente, no caso 2, como p = p—LT(p) novamente o multigrau(p)

vai descendo estritamente. Mas, estamos obtendo uma cadeia decrescente de multigraus em
7%, pela boa ordem a cadeia tem que estabilizar para p = 0. O

Observacao 1.14. Note que no algoritmo da divisdo usamos uma s—tupla ordenada, ou seja,
que o algoritmo da divisao depende explicitamente da ordem usada.

Vimos que a ordem monomial e o conjunto dos monomios sao muito uteis para entender
os polinomios em varias variaveis. Nosso objetivo agora é usar as propriedades antes descritas
para estudar polindmios e ideais em F|xy,...,z,]. Para isso vamos focar nossa atencdo na
seguinte estrutura.

Definigao 1.15. Um ideal I C Flzy,. .., x,] € um ideal monomial se eviste A C Z%, tal que

I = {Zhaix“i:al,...,ameA e hg, Ek[xl,...,xn]}.
i=1

Nesse caso, escrevemos I = (x* :a € A).

Proposigao 1.16. Seja [ = (x® : a € A) um ideal monomial. O monémio z° € I se, e somente

se, ¥ = 2°f para algum a € A e f € M, um monémio. Mais ainda, dois ideais monomiais

sa0 iguais se, e somente se, tem 0s Mmesmos Monomios.



Demonstragao. Se z* € I, z° =7 | fix®, com f; = ijl vi;x% € Flay, ..., x,)], para todo
i €[1,s]. Logo, a* =377, (Z;Ll %‘jﬂﬁc”) T =) Doy VT,

Agora, como no lado esquerdo aparece z° no lado direito tem que aparecer z°, ou seja que
existem 0 <75 < se 0 < jp < 19 tais que xl = x%iotCioio = g0 xCiodo

Por outro lado, se 2° = 2%f, para algum a € A e f € Flxy,...,3,], entdo 2° € I O
Proposicao 1.17. Se I é um ideal monomial e f € Flxy, ..., x,], sio equivalentes:

1. fel.

2. Todo termo de f estd em I.
3. f € uma combinagao linear sobre F de monomios em I.

Demonstracao. Veja primeiro que se f é uma combinacao linear sobre F de monomios em [
segue que todo termo de f estda em [ e se todo termo de f estda em [ entao f € I.

Agora, se f € I podemos escrever f =) ., her?, com A C ZZ, finito e 2* € I para todo
a € A. Logo, cada h,x® € I para todo a € A, ou seja que cada termo de f estd em I.

Por 1ultimo, se todo termo de f esta no ideal I segue que f € I. O

Observe que a proposi¢ao anterior dd uma descri¢ao mais detalhada da estrutura dos elemen-
tos de um ideal monomial I, agora queremos obter uma descricao mais detalhada da estrutura
do ideal monomial I e dos seus geradores. Vamos provar que todo ideal é finitamente gerado.
De fato, esta propriedade é bastante 1til e é a motivagao principal para desenvolver o conceito
de bases de Groebner.

Teorema 1.18 (Lema de Dickson). Um ideal monomial I = (x*:a € A) C Flxy,...,x,] pode
ser escrito como I = (x™ -+ x%), com ay,...,as € A. Em outras palavras I tem base finita.

Demonstracao. Vamos provar por indugao sobre n, a quantidade de variaveis.
Paran=1el = (x*:a € A C Zsp), tome b = min{a € A} e veja que dado z* € [, a € A
e assim a = b+ ¢, com ¢ € Z>, ou seja 2% = x°z°. Em outras palavras [ = (z°).

Supondo que o teorema é valido para n — 1. Escrevemos os monémios de Fzq, ..., 2, 1,9]
como 24 T Hym — gaym com a = (a[l],...,aln—1]) € 7%, e m € L.
Seja I = (zy™ : a = (a[l],...,a[n —1]) € Z%" e m € Zso) C Flay, ..., x,-1,y] um ideal

monomial. Consideramos o ideal monomial

J ={z%: 2%™ € I para algum m € Z>o} C Flzy,...,2,-1].

Pela hipétese de indugao J = (2, ..., z%), para alguns aq,...,as € Zggl.
Agora, para cada i € [1,s], existe m; € Zs tal que z%y™ € I. Consideramos m =
max{my,...,ms} € Zzg ¢ Jy = (z* : a = (a[l],...,aln — 1)) € Z%' e 2°y* € I), para cada

k € [0,m — 1]. Novamente pela hipdtese de indugdo temos que para todo k € [0, m — 1]

(k) (k)
a a
Jk = <'r E y L nk>a
0) 0) m—1 (m—1 -1
onde ng, ..., Nym—1 € Z>g eag ,...,ago,...,ag ),...,anm,l) S/
: © © (m-1) (m-1)
Vejamos que I = (z®y™ ... o%y™ z% ... g%, ... % ‘ymt o gfrmerymoly,

Seja x%y? € I, se p > m temos que x%y™ divide z*y? e pela construcao de J existe z% € J,
com i € [1,s], tal que x%y™ divide x*y™ e portanto divide z*y?. Agora, se p < m, z* € J, e
existe z%" € Jp, com i € [1,n,], tal que divide 2%, assim 2 y? divide z%?. Por ultimo, todo
ideal monomial é finitamente gerado. O]



Em outras palavras, podemos dizer que todo ideal monomial é finitamente gerado. Agora,
vamos tentar estender este resultado para ideais quaisquer, para isso usaremos a seguinte de-
finicao.

Definicao 1.19. Dado I C Flxy,...,x,] um ideal diferente de {0}. Dizemos que LT(I) € o
congunto de termos lideres de elementos de I, isto ¢,

LT(I) = {\x* : emiste f € I tal que LT(f) = \x"}.

Também dizemos que (LT(I)) € o ideal gerado pelos elementos de LT(I) e serd chamado de
ideal de termos lideres de I.

Observacgao 1.20. Dado f € Flxy,...,x,] observe que o termo lider de f e o monémio lider
de f diferem por uma constante, logo o ideal gerado pelo termo lider de f coincide com o ideal
gerado pelo monomio lider de f. Em consequéncia, dado um ideal monomial I C Flxy, ..., x,)
vemos que o ideal gerado pelos termos lideres de elementos de I coincide com o ideal gerado
pelos monomios lideres de elementos de 1.

Proposigao 1.21. Se I C Flzy,...,x,] € um ideal, entao seque que (LT(I)) é um ideal mono-
mial e (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(gs)), para alguns ¢, ...,g9s € I\ {0}.

Demonstracao. Considere o ideal monomial Z = (LM(g) : g € I \ {0}) gerado pelos monémios
lideres LM(g) de I\ {0}. Como LM(g) e LT(g) diferem por uma constante nao nula geram os
mesmos ideais Z = (LT (g) : g € I \ {0}) = (LT(1)).

Agora, como (LT(I)) é gerado pelos monomios LM(g), com g € I\ {0}, pelo Teorema 1.18
(Lema de Dickson) (LT(I)) = (LM(g1),...,LM(gs)), para alguns ¢1,...,gs € I\ {0}. Agora,
como LM(g;) = LT(g;) diferem por uma constante ndao nula, para todo i € [1,s|, segue que
(LT(1)) = (LT(g1), .., LT(g.)) -

Teorema 1.22 (Teorema da base de Hilbert). Qualquer ideal I C Flxy,...,x,] tem um con-
Junto gerador finito, isto €,

I:{Zhuigi:gl,...,gmef e hg, Ek[azl,...,xn]}.
i=1

Nesse caso, escrevemos I = (q1,...,gs), para alguns gi,...,gs € 1.

Demonstragao. Se I = {0}, o conjunto gerador é {0}. Se I # {0}, existe g € I \ {0} e assim,
vamos construir o conjunto gerador como segue.

Escolhemos uma ordem monomial e usando o algoritmo da divisao achamos os termos lideres
e (LT(I)) o ideal de termos lideres de I. Pela Proposigao 1.21 existem ¢y,...,gs € I \ {0} tais
que (LT(I)) = (LM(g1),...,LM(gs)). Vamos provar agora que I = (g1, ..., 7s)-

Por construgao (g1, ..., g,) C I, pois cada g; € I. Agora, dado g € I aplicamos o algoritmo
da divisdo pela tupla (g1,...,gs) e escrevemos

g=qg91+ - +qsgs +r

onde nenhum termo de r é divisivel por nenhum LT(g;),...,LT(gs). Vamos provar que r = 0,
para isso escrevemos

r=9g—q91 — " — ({sGs-

Se r # 0 temos que LT(r) € (I) = (LM(¢1), ...,LM(gs)). Pela Proposicao 1.16 LT(r) tem
que ser divisivel por algum LT(g;), contradizendo o fato de r ser o resto da divisao, portanto r
tem que ser zero.

Por tltimo, g = q1g1 + - - + ¢s9s € {(91,---,9s) € I C (g1,...,9s) completando a prova. []
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Defini¢ao 1.23. Um conjunto B C Fxq,. .., x,] linearmente independente sobre o corpo base
F que gera o ideal I é chamado de base de 1.

Defini¢ao 1.24. Dado um ordem monomial, um subconjunto G = {g1,...,9s} do ideal I €
chamado de base de Groebner (ou base estandar) se (LT(gy1),...,LT(gs)) = (LT (I)).

Corolario 1.25. Dado um ordem monomial, qualquer ideal I C Flxy,...,x,] tem base de
Groebner. Mais ainda, qualquer base de Groebner para um ideal I € uma base de I.

Demonstragao. Dado um ideal nao nulo, o conjunto G = {¢i,...,gs} construido na demos-
tragdo do Teorema 1.22 (Teorema da base de Hilbert) é base de Groebner por definigdo. Além
disso, se (LT(I)) = (LT(g1),-..,LT(gs)), o argumento usado no Teorema 1.22 mostra que
I={q,...,9s), portanto G é base de I. ]

Concluimos esta se¢ao provando que todo ideal de Flzy, ..., z,]| tem base de Groebner, mas
nao apresentamos a forma de achar ela. Em geral nao é um processo facil e as vezes fazer na
mao poder ser tedioso. O método mais famoso para calcular bases de Groebner é o Algoritmo
de Buchberger e para estudar a detalhe pode-se basear em [3].

1.2 Funcao de Hilbert

Nesta secao apresentamos os conceitos necessarios para definir a funcao de Hilbert junto com

algumas propriedades tteis para nosso estudo. Muitos dos resultados aqui apresentados foram
tomados de [3] e [4].

Definicao 1.26. Dado V' espago vetorial e W subespaco vetorial de V', dados vy, ve € V' dizemos
que vy ~ vy se v — vy € W e escrevemos as classes de equivaléncia por V/W = {v:v € V}.

Proposicao 1.27. Dado V' espaco vetorial de dimensao finita e W subespago de V., W e VW
sao espacos vetoriais de dimensao finita e

dimV = dim W + dim V/W.

Demonstracao. Tome {vy,...,v,} base de W e estenda a {vy, ..., Vm, Uity - - -, Umin )t base de
V', vejamos agora que {Uy11, ..., Umint ¢ base de V/W.

Dado 7 € V/W, existe v € V com v = A\jvy + -+ + AyinUman, COM \; N0 corpo base para
todo i € [1,m + n]. Veja que v ~ (Api1Uma1 - + AntnUman) POIS,

v — ()\erlvarl s )\ernUern) = >\17)1 e )\mvm ceW.

Portanto 7 = Avy -+ + AU, = ML - + AU
Se As1Umat -+ MnanUman = 0 € W, existem ~q,...,7, € W tais que

Y101+ ViU A 1Ums1 0 Agn U = 0 € WL

Mas como vy, ..., Vni, € base de V entao vy = -+ = v = A1 = -+ - = Apan = 0 e portanto

{Um+1s- -+, Umin} € base de V/W. O

Definicao 1.28. Sejam d € N e I C Flxy,...,x,)] ideal, definimos F[xy,... x,|<q como o
conjunto de polinomios de grau menor o igual que d juntamente com o polinomio nulo e I<q =
INFlxy,...,x,]<q. Observe que Flxy,. .., x,]<q € I<q4 sdo espagos vetoriais sobre F.

11



Definimos a funcao de Hilbert de I como seque:

HF;:N— N
d+— HF;(d) = dim(F[xq, ..., z,]<q) — dim(I<g).

Dado X C F", definimos a fungdo de Hilbert de X como HFx(d) = HFyx)(d), para todo
d e N.

Neste caso vamos estudar a funcao de Hilbert no caso afim, porem, a funcao de Hilbert
pode ser definida também no caso projetivo considerando os polinomios homogéneos de grau
d. Este caso pode ser estudado mais detalhadamente no capitulo 9 de [3].

Observagao 1.29. Se I, J C Flzy,...,z,] sao ideais tais que I C J, entao HF;(d) > HF;(d),
para todo d € N.

Lembrando que dados X,Y C F" com X CY temos que I(X) 2 I(Y), para todo d € N
seque que (1(X))<q 2 (I(Y))<q. Portanto, HFx(d) < HFy(d), para todo d € N.

Proposicao 1.30. Seja I C Flzy,...,x,] um ideal e seja = uma ordem monomial graduada
em M, entao o ideal monomial (LT(I)) tem a mesma funcao de Hilbert que I, ou seja, para
todo d € N temos que HF ry(d) = HF;(d).

Demonstragao. Fixado d € N, tome os monomios lideres de todos os elementos de I<y4
Flzy,...,2y]<q, que sdo uma quantidade finita, digamos LM(I<4) = {LM(f) : f € I<4}
{LM(f1),...,LM(f)}, reordenando e tirando os elementos repetidos obtemos LM(f;) > - --
LM(f,,). Provemos agora que {fi,..., fm} € base de I4.

Por contra-positiva, dados Aq,...,\, € F nao todos nulos, tomamos j = min{i € [1,m] :
Ai # 0}, O termo A,LM(f;) é o maior monomio da combinagao lineal A\;f; + -+ + A fin €
portanto nao é cancelado por nenhum outro monémio. Assim Ay f; + - 4+ A\, fin # 0.

Considere W = (f1 ..., f) C I<4. Se W # <4, entao existe f € I<4\ W, podemos escolher
f de tal forma que LM(f) seja minimal. Por defini¢do temos que LM(f) € LM(I<4), logo
LM(f) = ALM(f;), para algum i € [1,m] e A € F*. Assim, f — Afi #0, f —Afi € [\ W e
LM(f) »= LM(f — Afi) o que contradiz a minimalidade de LT(f). Por tdltimo, f € W, W = I,
e {fi,..., fm} ¢é base de I<4.

Provamos também que (LT(I)) = (LT(f1),...,LT(fn)).

Pelo argumento anterior, LM(f;) > - -+ > LM(f,,) s@o linearmente independentes, pela Pro-
posicao 1.16 basta provar que {LM(f1),- -+ ,LM(fn)} = {LM(f) : f € I e grau total(LM(f)) <
d}. Nesse caso, (LT(I))<q = (LM(f1), -+ ,LM(fn)).

Como > é uma ordem graduada, para toda f € F[xq,...,z,], LM(f) tem o mesmo grau
total de f, em particular, como /<4 ¢ finitamente gerado pelos f; com grau total menor que d,
entao o grau total de f também é menor que d.

Logo, I<4 e (LT(I))<4 tém a mesma base e portanto a mesma dimensao, assim,

Y oIlIN

HF(d) = dim(Fxy, . .., z)<d/I<a),
= dim(F[z1, ..., z,]<q) — dim(/<q),
= dim(F[z1, ..., zy)<q) — dim((LT(1))<a),
= dim(F[xy, ..., 2,)<a/(LT())<a),

Por dltimo, para todo d € N temos que HFj(d) = HFypy(d) e portanto (LT(I)) tem a
mesma funcao de Hilbert que I. O]

12



O anterior resultado nos permite estudar a funcao de Hilbert de qualquer ideal tomando
somente o ideal gerado pelos termos lideres, esta ideia facilita as contas e o uso da funcao de
Hilbert.

s,

Proposigao 1.31. Se I C Flxy,...,x,] € um ideal monomial e d € N, entdo HF;(d) € o
numero de monomios de grau menor ou igual que d fora de I.

Demonstragao. Observe primeiro que B = {z : |a| < d} é base de Flzy, ..., z,)<q e By = {2 :
la| < d,z* € I} é base de I<4. Assim, se By = {2 : |a| < d, 2 &€ I} segue que B N By = e
B =B, LB,y é base de Flzy, ..., z,)<a

Por tltimo, B, = {[z%] : |a| < d,z* € I} é base do espago quociente Flxy, ..., 2,|<q/I<q €

’%/2‘ - ’%2‘ = lel(F[iL‘l, . 7$n]§d/[§d> = HF[(d)
]

Corolério 1.32. Se I C F[zy,...,x,] € um ideal monomial e d € N, entao HF(d) € o nimero

de monomios de grau menor ou igual que d que nao sao divisiveis por nenhum dos geradores
de I.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.31 HF;(d) é o nimero de mondémios de grau menor ou igual
que d fora de I e pela Proposicao 1.16 um monomio esta em [ se, e somente se, é divisivel por
um dos geradores. Por iltimo, H F(d) é o nimero de monomios de grau menor ou igual que d
que nao sao divisiveis por nenhum dos geradores de I. O

Agora, vimos estreita relacao que tem a funcao de Hilbert de um ideal com a quantidade
de monomios fora de ele. Por outra parte, vamos estudar a relacao da funcao de Hilbert com
a descricao de conjuntos finitos de F”.

Lema 1.33. Se v1,...,7. € F" sao pontos distintos, entao existem fi,..., fr € Flxy, ... z,]
tais que fi(vi) = fi(v[ll],. .., vln]) =1 e filv;) = fily;[l], -, [n]) = 0, para todo i, j € [1,r],
com i # j.

Demonstracao. Sey; = (vi[l],...,v[n]), paratodoi € [1,r], como todos os pontos sao distintos,
para i > 2, existe j € [1,n] tal que y1[j] # 7:[j]. Considere

) = Tj— %’U]
Y1l5] = 7ilJ]

hi($1, R

Assim, hi(71) = hi(n[1],...,m[n]) = 1 e hi(vi) = hi(w[l], ..., 7[n]) = 0, para todo 7 € [2,n].
Por 1ltimo, tomamos

filzy, ... x,) = Hhi(ml, ce Tp).
=2

Note que fi(y1) = 1 e fi(y:) = 0, para todo i € [2,n], obtendo o f; do lema. Analogamente,
construimos fs, ..., f,. m

Lema 1.34. Seja X C F” finito, entdo para d suficientemente grande temos que | X| < HFx(d).

Demonstragao. Seja X = {y1,...,%} C F", pelo Lema 1.33 existem fi,..., f. € Flzy, ..., x,],
tais que f;(y;) =1e fi(y;) =0, para todo i, 5 € [1,7], com i # j.

Observe que fi,..., f, & I(X), pois para cada i € [1,7] temos que, por construcdo, f; nao
anula ao elemento 7;. Por outra parte, existe d € N tal que deg(f;) > d, para todo ¢ € [1,7],
ou seja que f1,..., fr € Floy, ..., zn]<a/I(X)<a

Vamos provar que fi, ..., f, sdo linearmente independentes em Flxq, ..., z,]<q4/I(X)<q.
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Suponha que existem constantes \q,..., A, € F, nao todas nulas, tais que
M(fi+1(X)) + -+ M (fr + 1(X)) = (0+ 1(X)).

Ou equivalentemente A\; f1 + -+ -+ A.f. € I[(X). Agora, para cada i € [1,r]| temos que avaliando
em 7; segue que 0 = Ay f1(7;)+- -+ A-fr(7i) = Nifi(i) = N, logo A; = 0, paratodoi € [1,r]. Ou
seja, que (fi+1(X)),...,(fr+1(X)) sao linearmente independentes em Fx, . .., z,]<q/I(X)<q.
Por 1ltimo, para d suficientemente grande temos que

|X| =7 =dim({(fi + I[(X)),...,(f, + [(X)))) < dim(Fzy, ..., 7,]<a/I1(X)<q) = HFx(d).
O

Observagao 1.35. Veja que na demonstragio do Lema 1.33 temos que deg(f;) = r, para todo
i € [1,r]. Logo o d € N achado na demonstra¢ao do Lema 1.34 é d = r e vemos explicitamente
um d para o qual funciona o resultado.

1.3 Zeros de polinomios e funcao de Hilbert

O objetivo desta secao ¢ aplicar os resultados anteriormente estudados para apresentar uma
relacao da funcao de Hilbert com os zeros de uma familia de polinomios em varias variaveis
em um produto cartesiano finito. Lembrando sempre que o objetivo do trabalho completo é
responder a Pergunta 0.1.

Comegamos primeiro definindo o nosso objeto de estudo desta segao.

Defini¢ao 1.36. Dada F = {fo}aer C Flzy,...,x,] uma familia de polinomios, definimos o
conjunto de zeros de F como

Z(F)=A{(x1,...,2,) € F": folx1,...,2,) = 0 para todo o € A}.
Em particular, se F = {fi1,..., fr} escrevemos Z(F) = Z(f1,..., f+)

Como no enunciado da Pergunta 0.1, consideramos Ay, ..., A, C F subconjuntos finitos de
F com cardinalidades ky, ..., k, respectivamente, A = A; X --- x A,, S =F[xy,...,z,] e dado
d € N escrevemos S<q(A) = {f € S:deg(f) <de feI(A)}.

Dados r < dim(S<4(A)) e fi,..., fr € S<4(A) linearmente independentes, nosso objetivo é
achar o maximo valor possivel de |Z(fy,..., f,) N Al

Vamos primeiro estudar o ideal gerado pelos termos lideres de I(Z(f1,..., f.) N.A), como
vimos antes o fato de ser um ideal monomial ajuda na hora de fazer contas.

Lema 1.37. Dados r < dim(S<4(A)) e fi,..., fr € S<a(A) linearmente independentes, seque
que

(LT(f1), .o, LT(fo) 2t 2yt) ©ALTU(Z(frs- - £r) 0VA))).

Demonstracdo. Suponha que cada A; = {’yf), cee ,il)}, para todo ¢ € [1,n]. Vamos reescrever

A=A x---x A, como A= {(7](-11),..., ;:)) cie[l,n] ey €[l k]}
Observe que para todo i € [1,n] temos que o seguinte polinomio estd em [(.A),

g = gi(wr, .. w) = [ (e =2") € I(A).



Assim, 2% = LT (g;) € LT(I(A)), para todo i € [1,n]. Além disso, como Z(fy,..., f,)NAC A,
temos que I(A) C I(Z(f1,..., fr) N.A) e portanto

(@1's . an) S (LT(L(A)) S (LTI(Z(frs-- -, fr) NA)).

Analogamente, como fi,..., f. € I(Z(f1,..., f) N A) segue que

Por 1ltimo,

(LT(f1),.. . LT(fo), 21", 2p) SALT(I(Z(fro- -0 fr) NA))).
[l

Proposicao 1.38. Dados r < dim(S<4(A)) e fi,..., fr € S<a(A) linearmente independentes,
seque que para d € N suficientemente grande

1Z(f1,---, [r) VAl < HF7(d) < HF7(d),

onde T = (LT(f),...,LT(f.),z™, ... ak) e T = (LT(I(Z(f1,...,f) NA))).

Demonstragao. Primeiro, como Z(fi,..., f;) N A C A segue que |Z(f1,..., fr) NA| <|A|, ou
seja que Z(f1,..., fr) N.A é um conjunto finito. Portanto, pelas Proposigoes 1.34 e 1.30 temos
que para d € N suficientemente grande

1 Z(frso s f) VA S HE 1z, pny(d) = HF a0 4)) (d))-

Agora, pelo Lema 1.37
T=(LT(f),....,LT(f.),z™, ... 2"y C(LTI(Z(fr,..., ) NA)) =T.

Pela Observacao 1.29, para todo d € N temos que HF7(d) < HFz(d). Finalmente, para
d € N suficientemente grande, segue que

Z(fr- o f2) 1Al < HF(d) < HFy(d).
OJ

Agora, para achar uma cota para a quantidade de zeros de fi,..., f. € Flzy,...,x,] no
conjunto A vamos usar o Corolario 1.32 e contaremos a quantidade de monémios de grau
menor ou igual que d fora de Z, para todo d € N. Assim, traduzimos um problema de achar
zeros de polinomios em contar monomios fora de um ideal monomial.

Sejam M conjunto dos mondmios de Flxy, ..., z,] e ¢ a seguinte aplicagdo
o: M —Z%,
i x(fm . '[Ei[n] — (a[l],...,a[n]) = a.

Note que ¢ é uma bijegao e portanto |¢(M \I)| = |M\ Z| é a quantidade de monémios fora
de Z. Agora, como Z = (LT(f),...,LT(f,),z%, ... z*), consideramos Z; = (zi*,... %) e
Iy = (LT(f1),...,LT(f.)) para escrever T = Z; + Is.

Agora o problema de achar zeros de polinomios pode ser estudado desde o ponto de vista
de contar pontos num reticulado. Portanto podemos usar algumas ferramentas combinatoérias

para fazer esta contagem.
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Dado 2% = xcfm 22" ¢ M, pela Proposicio 1.16 tem-se que z° € Z; se, e somente se,

ali] > k; para algum i € [1,n]. Equivalentemente, se M; = M\ Z; é o conjunto dos mondmios
que estao fora de Z;, temos que z* € M, se, e somente se, afi] < k; para todo i € [1,n].

Por outra parte, se F' = {a = (a[l],...,a[n]) € ZZ, : ali] € [0, k; — 1] para todo i € [1,n]}
podemos escrever M; = {2 € M : a € F} e verificar que a seguinte restricio é uma bijecao:

o1 =¢lrm My — F

2 =Ml s (a[1],. . aln]) = a.

Logo, como M \ Z = M, \ Z, podemos usar a bije¢ao ¢, para achar |M \ Z|, o nimero de
mondmios fora de Z, calculando |¢1(M; \ Zy)|. Para isso estudaremos o conjunto ¢(M;j \ Zy)
como subconjunto de F'.

Observe que podemos reescrever F' = [0, ky — 1] x - - - x [0, k,, — 1] e como em ZZ, escrevemos
ograude a € F, com a = (a[l],...,a[n]), como |a| = a[l] + - -- + a[n]. Assim, dado d € [0, k]
podemos considerar os seguintes conjuntos Fy = {a € F' : |a| =d}, Fcy={a € F :|a|] < d} e
Fso={a€F:|a| >d}.

Defini¢ao 1.39. Dados a,b € F, com a = (a[l],...,aln]) e b = (b[1],...,b[n]), definimos a
ordem parcial em F como a <p b se, e somente se, ali] < b[i] para todo i € [1,n].
Dado S C F', definimos a sombra de S como sendo o conjunto

V(S)={a € F:b<pa para todo b € S}.
Além disso, se S ={a,...,a,} escrevemos V(ay,...,a,) = V(5).

Proposic¢ao 1.40. Dados r < dim(S<4(A)) e fi,..., fr € S<a(A) linearmente independentes,
seque que

Demonstragdo. Primeiro, dados 2%, 2° € M, veja que x|z° se, e somente se, ¢(z%) <p p(z?).

Agora, pela Proposicao 1.16 vemos que dado x* € My, 2% € 7, se, e somente se, LT(f;)|z* para

algum i € [1,r]. Portanto, z* € Z, se, e somente se, p(LT(f;)) < ¢(z®) para algum i € [1,r].
Por outra parte, pela Proposicao 1.31 para d > k segue que

HFz(d) = [F\V(o(LT(f1)), ..., o(LT(f))];

onde V(¢o(LT(f1)),...,¢(LT(f.))) é a sombra do conjunto {LT(f,),...,LT(f.)}
Por 1ltimo, substituindo o anterior resultado na desigualdade da Proposicao 1.38 temos que

O

Corolario 1.41. Dados r < dim(S<4(A)) e fi,..., fr € S<ia(A) linearmente independentes,
seque que
\Z(f1,-. o, [r) VA <max{|F\ V(ay,...,a)|:a1,...,a, € F<g}.

Observacao 1.42. O problema de achar o nimero mdximo de zeros de r polinomios line-
armente independentes em S<q(A) pode ser traduzido no problema combinatorio de achar o
mazrimo valor do conjunto

{IF\V(ay,...,a.)| :a1,...,a, € F<q}.
Ou equivalentemente, achar o valor minimo do conjunto
{IV(ay,...,a,)|:a1,...,a. € F<g}.

Este altimo serd o objetivo do sequinte capitulo.
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Capitulo 2

Teorema de Macaulay e Teorema de
Wei

O objetivo deste capitulo é desenvolver a teoria necessaria para provar o Teorema de Macaulay
e o Teorema de Wei, resultados combinatérios que permitem achar explicitamente o conjunto
cujo cardinal atinge o min{|V(ay,...,a,)| : a1,...,a, € F<4}.

Pela Observacao 1.42 vimos que achar aquele minimo equivale achar uma cota superior para
a quantidade de zeros de uma familia de polindmios em um produto cartesiano finito. Estos
resultados buscam sempre responder a Pergunta 0.1.

2.1 Generalizacao Combinatéria do Teorema de Macau-
lay

Nesta seccao vamos apresentar e estudar os conceitos e as ferramentas necessarias para provar a
Generalizacao Combinatéria do Teorema de Macaulay desenvolvida por Clements e Lindstrom
em [2]. Resultado fundamental para posteriormente provar a Generalizagdo Combinatéria do
Teorema de Wei.

Definigao 2.1. Sejam v € [0,k] e H C F, escrevemos H, = H N F, e definimos L(H,) como
o conjunto dos |H,| maiores elementos de F,, em relagdo a ordem lexicogrdfica, e C(H,) como
o conjunto dos |H,| menores elementos de F,, em relagio a ordem lexicogrdfica. Neste caso,
C(H,) € chamado de compressao de H,. Em geral, dado H C F, definimos

k
C(H) = U C(H,)
v=0
Se a=(a[l],...,a[n]) € F, para cada i € [1,n] definimos I';(a) e P;(a) como seque

Li(a) = (a[l],...,ali — 1],ai] — 1,ali + 1],...,a[n]) e
Pi(a) = (a[l],...,ali — 1],ali] + 1,a[i + 1],...,a[n]).

Além dos conjuntos I'(a) = {T'1(a),...,[n(a)}NF e P(a) = {Pi(a),..., P,(a)}NF. De maneira
geral, se H C F, definimos

acH acH

Com estas defini¢bes podemos enunciar o resultado principal desta se¢ao, chamado de ge-
neralizacao do teorema combinatério de Macaulay, estudada e desenvolvida por Clements e
Lidnstrom em [2].
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Teorema 2.2. Dado H C F, se H, C= H N F,, entao I'(C(H,)) € C(I'(Hy,)), para todo
€ [1,k].

Uma forma simples de entender este resultado pode ser vista no seguinte exemplo.

Exemplo 2.3. Sejam ky = ky = ks = kqy = 10 ¢ F' = {(ay, a2,as3,a4) : a1, as,a3,as € [0,10]}.
Para H; = {(0,0,0,7),(0,0,1,6),(2,0,0,5),(3,0,0,4), (4,0,0,3), (4,0,1,2)} C Fy, temos que:

C(H7) ={(0,0,0,7),(0,0,1,6),(0,0,2,5),(0,0,3,4),(0,0,4,3),(0,0,5,2)},
I'(C(H7)) = {(0,0,0,6),(0,0,1,5),(0,0,2,4), (0,0, 3,3),(0,0,4,2),(0,0,5,1)}.

Por outro lado,

I'(H;) = {(0,0,0,6),(0,0,1,5),(1,0,0,5),(2,0,0,4), (3,0,0,3), (4,0,0,2),(3,0,1,2),(4,0,1,1) },
C(T'(H7)) = {(0,0,0,6),(0,0,1,5),(0,0,2,4), (0,0, 3,3),(0,0,4,2), (0,0,5,1), (0,0,6,0), (0,1,0,5) }.

Claramente, I'(C'(H7)) C C(I'(H7)).

Para provar o teorema vamos provar primeiro algumas propriedades dos conjuntos do tipo
H, = HNF,, para v € [1, k|, e veremos alguns exemplos interessantes.

Definigao 2.4. Sejam H C F, i € [1,n] e d € [0, k], definimos
Fig:={(a[l],...,a[n]) € F:ali| =d} e Hy.qg == F.aN H.

Se H, = HN F,, definimos (C(H,));.a como o conjunto dos |(H,);.q| menores elementos de
(Fy)i.a- Dizemos que H, estd i—comprimido se (C(Hy))ia = (Hy)ia para todo d € [0, k;].

Exemplo 2.5. Considere H; = {(0,0,0,7),(0,0,1,6),(2,0,0,5),(3,0,0,4), (4,0,0,3),(4,0,1,2)}
como no Exemplo 2.3. Vejamos que:

(C(H7))10 = {(0,0,0,7),(0,0,1,6)}
(C(H7))1a =0,

(C(H7))12 =1{(2,0,0,5)},
(C(H7))13 ={(3,0,0,4)},
(C(H7))1a ={(4,0,0,3),(4,0,1,2)}.

Portanto, H; estd 1— comprimido, mas nao estd i—comprimido para i = 2,3, 4.

Observagao 2.6. Veja que (C(H,)):q denota o conjunto dos menores |(H,)iq| elementos de
(Fy)ia- Mas, C((Hy)iq) denota o conjunto dos menores |(H,).q| elementos de F,, sem fizar as
1—ésima coordenada tgual a d.

Definigao 2.7. Dado H, C F, definimos a sequéncia de subconjuntos HY, H?,... HJ, ... como
k;

H!=H, e HT' = U(C(HZ))i;d, onde i = j(mod n) ei € [1,n].
d=0

Observagao 2.8. Dado H, C F,, provemos que |HJ™'| = |H,|, para todo j € N.

k1
Se j =1, H? = H*' = U(C’(Hv))lzd, onde (C(H,))1.a, N (C(Hy))1:a, = 0, para todos
d=0
dy,dy € [0, k1] e dy # dy. Logo, |H2|_Z| i = Z| Dial = |Hy|.

d=0
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Suponhamos a igualdade vdlida para j — 1, ou seja, que |HI| = |H,|.
k;

Seja HIT! = U(C(H£)>i:d como na Definicao 2.7. Como (C(H?))i.q, N (C(H?))iay, = 0,
d=0

k;
para di,dy € [0, k] e dy # da. Logo, |HI'| =Y " |(C(H)))ial = Z|Hud| |H| = |H,|.

A igualdade seque por inducao.
Lema 2.9. Eziste p € N, tal que H? estd i—comprimido, para todo i € [1,n].

Demonstra¢ao. Enumeramos os elementos de F), em relagao a ordem lexicografica, se a € F,,,
n(a) denota a posicao de a em F, em relagao a ordem lexicogréfica, por exemplo para o menor
elemento a € F,, temos que n(a) = 1. Além disso, para H, C F,, n(H,) denota a soma das
posigoes dos elementos de H,, isto é, n(H,) = Z n(a).

acH,
k;

Por outro lado, dado j € N e i € [1,n], com i = j(mod n), vemos que HJ = U(Hg)i:d é

d=0
uma uniao disjunta e como (C(H,));.q denota os |(H,);.q| menores elementos de (F},);.q temos

que n((C(Hy))iq) < n((Hy)i.q). Portanto,

ki ki
n(H?) =n <U(Hg)i;d> = Z ((H?)iq) > Zn (H?)i.q)) = n(HIT).
d=0 d=0

Agora, para i € [1,n] e d € [0, k;] temos que n((C’(HU))Z-;d) = n((Hy,)i.a) se, e somente se,
(C(H,))ia = (Hy)ia. Assim, n(H?) = n(HI™) se, e somente se, H) = HIT!.

Pelo principio da boa ordem, a sequéncia {n(H?)};ex € N nao pode ser infinitamente
decrescente, ou seja, existe p € N tal que H? = HP™™ para todo m € N. Isto prova que H?
estd i—comprimido, para todo i € [1,n]. O]

Exemplo 2.10. Seja H; = {(0,0,0,7),(0,0,1,6),(2,0,0,5),(3,0,0,4),(4,0,0,3),(4,0,1,2)}
como no Exemplo 2.3.
Por defini¢ao, H} = Hy. Agora, para achar H? vemos que
10 10 10 10
H? = Hi™ = [ J(C(HD)1a = | J(CH))a = | JHe)va = | J(H7)ra = Hi = Hy,
d=0 d=0 d=0 d=0
pois H7 estd 1—comprimido.
10 10

Para achar H? lembramos que H3 = H2! = U(C(H?))Q:d = U(C(H7))2:d.

d=0
Sed = 0 temos que |(Hr)2.0| = 6, logo (C(H7))2;0 = {(0,0,0,7),(0,0,1,6),(0,0,2,5), (0,0, 3,4),
(0,0,4,3),(0,0,5,1)}. Mas, se d € [1,10] temos que |(Hz)a.q| = 0, entao (C(H7))a.qa = 0, para
d € [1,10]. Assim,

10
H? = U(C(H7))2;d = {(0,0,0,7),(0,0,1,6),(0,0,2,5),(0,0,3,4),(0,0,4,3),(0,0,5,2)}.
d=0
10
Para achar Hi = H31' = U(C(H?))&d olhamos as terceiras componentes de cada vetor:
d=0

—~
Q
A
\_/
\_/
| |

{(0 0 0 7)} (C(Hg))i%l = {(0707 1’6)}’ (C(Hg))32 = {(07072’5)}a
{(O 0,3 4)} (C(H?))34 = {(07074’3)}’ (C(Hg))35 = {(0707 i 2>}a
(C(H3))37 = 0.

—~
Q
A
\_/
\_/
| |

(C (H72))3.6

19



Portanto,

10
H? = | J(C(H?))s3.a = {(0,0,0,7),(0,0,1,6),(0,0,2,5),(0,0,3,4), (0,0,4,3),(0,0,5,2)} = H?.
d=0

Por dltimo, HY = H2 para todo p > 3.

Lema 2.11. Suponha que o Teorema 2.2 é verdade em n — 1 dimensoes. Seja v € [1,k| e
H C F tal que I'(H,) C H,_y (em n dimensées), entio T'(HJ) C H?_,, para todo j > 1.

Demonstragdo. A prova vai ser por indugao. Se j = 1, temos que I'(H}) = T'(H,) C H,_; =
H! .

Suponhamos o caso de j vamos provar para j + 1.

Provemos primeiro que T'((H7)s.q) NV (Fy—1)ia € (H_,)ia- Seja a € T'((H])i.a) N (Fy-1)id, com
a=(a[l],...,a[n]), isto é, ali] = d, |a| = v — 1 e existe b € (HY);.q, tal que a € T'(b) C T'(HY),
com b = (b[1],...,b[n]) e bli] = d. Assim, como a € T'(HJ) C H’_, e afi] = d, segue que
a € (Hv l)ld

Agora, considere (HY);.q C (F,)s.q- A compressao de (H,):.q fixando a coordenada i igual a
d é (C(H?));.q, pois sdo os |(H});.q| elementos de F, com a coordenada i fixa i igual a d. Logo,
a sombra de (C(HY));.q fixando a coordenada i igual a d é T'((C(H?))i.q) N (Fy_1)ia-

Por outro lado, a sombra de H? fixando a coordenada i igual a d é T'(H?) N (F, —1)id
(T(HY))s.q- Logo, a compressao deste conjunto fixando a coordenada i igual d é (C(T' ( IN))ia-

Pelo teorema em n — 1 dimensées temos que I'((C(HY))ia) N (Fo-1)ia = T(C((H))ia)) €
C(D((H?)iq)). Além disso, como I'(HJ) € H) |, entdo (I'(H?))za € (HI |)iq e fixando a

coordenada i igual a d temos que (C(T'(H7)))sq € (C(H?_,)):i.q. Portanto,

P((C(H]))ia) N (Fot)ia € (CH]y))ia (2.1)
Provemos agora que |(H7)iq| < |(H?_))i.q-1|, para d > 1. Seja d > 1, como I'(HJ) C HJ_,,
provemos que I;((HY)i.q) C (Hi Vi:a- Dado a € (H?);.q, com a = (ay,...,a;_1,d,0is1,...,a0,),

segue que [';(a) = (a1,...,a;_1,d — 1,a;41,...,a,) € T(HI) C Hg_l com a coordenada i igual
ad—1,logo I'i(a) € (H)_,)iq_1. Assim, como a funcio I'; é injetiva no conjunto (H7);.q, por
cardinalidades obtemos |(H?)iq| = [Ti((H?)ia)| < [(H2_,)sa-1).

Seja d > 1, observe que (C'(HJ))i.q é o conjunto dos |(H);.q| menores elementos de (F,);.q €
Li((C(H?)).q) é o conjunto dos |(HY);.q| menores elementos de (F,_1)s.q-1. Agora, (C(H] 1))id
é o conjunto dos |(H?_,);.q| menores elementos de (F,_1)iq_1, € como |[(H?)ial < [(H_)ia-1l,
para d > 1, temos que

L((C(H]))ia) N (Fot)iar = Ti((CH]))ia) € C(HY1))isa1- (2.2)
Portanto, para d > 1 juntamos 2.1 e 2.2 obtendo

T((C(H]))ia) = (F((C(Hi))zd) N (Fo1)iza—1) U (CUC(H]))iza) O (Fy1)ia),
(C(HI_)))ia-1) U (C(HI_,))ia)-

N

No caso d = 0, aplicamos o teorema em n — 1 dimensoes e temos
L((C(HY))io) S (C(T(HD)))io S (C(H]_y))io.
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Por 1ltimo,

D(HFY) =T (U(O(Hz»i;d) |

— Ur(CH))w),
C (O U | ((COT_))iaas U (CUI)) i)
= Z (C(HI_1))ia) = Hi

O que prova o lema.

[
Definigao 2.12. Seja H, C F,, dizemos que H, estd comprimido se C(H,) = H,.
Lema 2.13. Se H, estd comprimido, entio I'(H,) também estd comprimido.
Demonstragao. Sejam a,b € F, 1, com a = (a[l],...,a[n]),b = (b[1],...,b[n]) e a <, b.

Suponha que H, estd comprimido, vamos provar que se para todo j € [1,n], temos que P;(b) €
H,, entdao a € I'(H,), isto é, que I'(H,) estd comprimido.

Seja j € [1,n], defina i = min{t € [1,n] : a[t] < b[t]}, isto é, a[l] = b[1],...ali — 1] = b[i — 1]
e ali] < bli], pois @ <je; b. Se j < i temos que Pj(a) < P;(b) € H,, logo Pj(a) € H,, pois H,
estd comprimido. Portanto a € I'(H,).

Vejamos agora o caso quando j > i.

Suponha que existe s € [i + 1,n| tal que a[s] < ks, assim Ps(a) € F,. Como i < s, entdo
Py(a) = (all],...,ali],...,als]+1,...,a[n]) < (b[1],...,b[i,...,b[j]+1,...,b[n]) = P;(b), pois
ali] < bli]. Assim, como P;(b) € H, e H, estd comprimido, entdo Ps(a) € H, e como antes
a€'(H,y).

Suponha agora que a[s] = ks para todo s € [i + 1,n]. Se ali] + 1 < b[i], entdao P;(a) <
P;(b) € H, e de novo, como H, esta comprimido, entdo Pj(a) € H, e assim, a € I'(H,).

O tnico caso que falta é quando a[l] = b[1],...,a[i — 1] = bli — 1], a[i] + 1 = b[i] e a[s] = ks,
para todo s € [i + 1,n].

Como P;(b) € H,, entao b[j] +1 < k;. Por outro lado, como a,b € F,_; temos que
la| = |b] = v — 1 e como a[l] = b[1],...,ali — 1] = bli — 1], a[i] + 1 = b[i] e a[s] = ks, para todo
s € [i +1,n], segue que kjpq + -+ k, =1+ 01+ 1] +--- 4 b[n].

Agora, como bli + 1] < kiyq,...,b[n] <k, eblj] <k;j —1,entdao 1 +bli +1]+---+b[n| <
14 ki1 +--+ (kj — 1)+ -+ + ky. Isso implica, b[i + 1] = ki1q,...,b[n] =k, e b[j] = k; — 1
Logo, temos que

= (a[l],...,ali—1],ali] +1,...,(k; = 1)+ 1,... , ky),
(a[l],...,alt = 1],ali] + 1,... Kk}, ... k) = Pi(a) € H,,
e nesse caso segue que a € I'(H,). Portanto, I'(H,) estd comprimido. ]

Observacao 2.14. Considere a sequinte aplicacao

¢:F— F
(all],...,a[n]) — (k1 —a[1], ..., k, — a[n]).
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Observe que dados a,b € F, com a = (a[l],...,a[n]),b = (b[1],...,b[n]). Se ¢(a) = ¢(b), seque
que (ky—a[l], ... ky,—a[n]) = (k1=b[1],..., k,—0b[n]), ou seja, a[ ] =0b[1],...,a[n] = b[n]. Logo,
a =b e portanto ¢ € injetiva. Por outro lado, se tomamos a' = ¢p(a) = (ky—a[l], ..., k,—a[n]),
temos que ¢(a') = (k1 — (k1 — a[l]),...,k, — (k, — a[n])) = (a[1],...,aln]) = a, ou seja,
(po@)(a) = a, para todo a € F. Portanto, ¢ é bijetora e ela € sua prépria inversa, ¢po ¢ = idp.

Observe também que ¢(F,) = Fr_, e que ¢ é uma aplica¢ao que inverte a ordem, isto é,
dados a,b € F e d' = ¢(a),b = ¢(b) € F, seque que a <ie;; b se, e somente se, V' <o, a’. De
fato, min{t € [1,n] : alt] < b[t]} = min{t € [1,n] : k; — bt] < ky — a[t]}.

Por dltimo, dado S C F, definimos S' = ¢(S). Neste caso b € S se, e somente se,
b = ¢(b) € S'. Sejam a,b € F,, com a = (a[l],...,a[n]),b = (b[1],...,b[n]), a < bei=
min{t € [1,n] : a[t] < b[t]}. Se S estd i—comprimido, sio equivalentes:

1. Sebe S, entaoa € S.
2. Seb €8, entao o’ € S'.

Lema 2.15. Sejan >3, S C F, ea,b € F,, com a = (a[l],...,a[n]),b = (b[1],...,0[n]),
a <jez b e b[n] =0 oualn] = k,. Sebe S e estdi—comprimido, para todo i € 1,2,n, entao
aes.

Demonstra¢ao. Vamos provar o caso que a[n] = k,. Para isso comparamos as primeiras coor-
denadas de a e b.

1. Se a[l] = b[1], como a <, b, entao a[2] < b[2]. Portanto, reescrevendo a e b segue que
a = (b[1],a[2],...,aln]) <je: (b[1],b[2],...,b[n]) = b e como S estd 1—comprimido, segue
que a € S. Observe que isto acontece independentemente que a[n| = k,, ou bjn| = 0.

2. Se a[l] < b[1] e a[i] > 0, para algum ¢ € [2,n — 1], temos que
a=(a[l],al2],...,a[n]) < (b[1],al2],...,aln — 1], a[n]) <. (b[1],b[2],...,b[n]) = b,

onde (a[2]',...,a[n — 1]") é o menor elemento (em n — 2 dimensoes), em relagdo & ordem
lexicografica, tal que b[1] + a[2] + --- 4+ a[n — 1] + a[n] = a[l] + --- + a[n] = v, isto é,
al2] +---+a[n—1) =v — k, — b[1]. Assim, tomando ¢ = (b[1],a[2],...,a[n — 1], a[n]),
como S estd 1—comprimido, ¢ € S, e como S estd n—comprimido, entao a € S.

3. Se a[l] <jex b[1] € a[2] = -+ = a[n — 1] = 0 obtemos as desigualdades
a=(all],...,a[n]) <. (b[1],a[2],...,a[n —1],aln] — b[1] 4+ a[1]) <ier (b[1],...,b[n]) = b.

Nesse caso ¢ = (b[1],a[2],...,a[n—1],a[n] —b[1]+a[l]) € F,, pois b[1] —a[l] < ky < k,, =
a[n]. Assim, como S estd 1—comprimido, ¢ € S, e como S estd 2—comprimido, entao
aesS.

Provamos no caso a[n] = k, que, se a[l] < bf1], entao existe ¢ € F,, tal que a <jep ¢ <jep b €
a primeira, a segunda ou a tultima coordenada de ¢ é igual as respectivas coordenadas de a e b.
Logo, como b € S e S esta t—comprimido, para i = 1,2, n, entao ¢ € S e analogamente a € S.

Por outra parte, para o caso b[n] = 0, considere S’ como na observacao 2.14. Veja que se
b[n] = 0, a tultima coordenada do vetor ¥’ = (k; — b[1],...,k, — bn]) é igual a k,. Assim, se
a[l] < b[1], segue que ki — b[1] < ky — a[l] e portanto podemos usar o resultado anterior para
b <lex a.

Existe ¢ € Fj_,, com a primeira, a segunda ou a ultima coordenada igual as respectivas
coordenadas de b’ e @', tal que v/ = (k1 —b[1],..., k,—b[n]) <iezx ¢ <tex (k1—all],..., ky—aln]) =
a’. Logo, pelo fato que ¢ inverte a ordem temos que a <je; ¢ <jer b, onde ¢ = ¢(c’) e a primeira,
a segunda ou a ultima coordenada de ¢ ¢ igual as respectivas coordenadas de a e b. Por 1ltimo,
como b € S e S esta t—comprimido, para i = 1,2, n, entao ¢ € S e analogamente a € S. n
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A prova do Teorema 2.2 sera feita por inducao sobre n, o nimero de variaveis. Por tal razao
podemos focar nossa atencao no caso n = 2, o caso base, para entender a motivagao no caso
de Z%, e tentar generalizar esta ideia para mais varidveis. Este caso base serd estudado mais
detalhadamente a continuacao.

Observagao 2.16. Sejam v € [0, k] e B = {(a[1],a[2]), (a[1] + 1,a[2] = 1),..., (a[l] +m,a]2] —
m)} C F, um subconjunto préprio de F,, dizemos que B é um bloco de F, de tamanho m + 1,
para m € N.

Um bloco By que contem exatamente os menores m+1 elementos de F,, em relagao a ordem
lexicogrdfica, é chamado um bloco inicial de F, de tamanho m + 1, com m € N.

Veja que se B € um bloco de tamanho m + 1 e (a[l],a[2]), (a[l] + 1,a[2] — 1) € B, entdo
Fa((all],al2])) = (a[l],a[2] — 1) = T ((a[l] + 1,a[2] — 1)) € ['(B). De este modo simplificamos
a forma de achar T'(B). Em geral, € possivel classificar os blocos iniciais de F, dependendo do
v e [0,k

Seja By um bloco inicial de F, de tamanho m + 1, para m € N.

Se v € [0,ks], Bo={(0,v),(1,v—1),...,(m,v—m)} e a sombra de By é da forma

['(Bo) = {I((0,v)), Fo((1,0)), ..., To(m = 1,0 = (m = 1)), Do ((m, v —m))},
['(By) ={(0,v—1),(L,v—=2),...,(m—1,v—m),(mv—m—1)}.

Neste caso, como |By| = m + 1, entao |I'(By)| =m+1 e |I'(By)| — |Bo| = 0.
Sewv € [ky+ 1,k + ko], Bo = {(a, ko), (a+ 1,k —1),...,(a+m,ka —m)}, com a € [1, k]
e neste casso:

[(By) ={T1((a, k), T1((a + 1, ke = 1)),..., 1 ((a +m, ke — m)), Ta((a+m, ks —m))}
['(By) ={(a—1,k2), (a,ky — 1), ...,(a+m—1,k2—m),(a+m,k’2—m—1)}

Neste caso, como |By| = m + 1, entao |I'(By)| =m + 2 e |['(By)| — |Bo| = 1.

Analogamente, seja B € um bloco final de tamanho m + 1, isto €, um bloco que contem
exzatamente os maiores m + 1 elementos de F,. Se v € [0, k], temos que [['(B)| = m+1 e
IT(B)| — |B| =0. Sewv € [k + 1,k + ko], temos que |I'(B)| =m+2 e |I'(B)| — |B| = 1.

Em geral, se B é um bloco tal que (0,v) & B e (v,0) € B, entao |I'(B)| = |B| + 1, isto ¢,
IU(B)| — |B| = 1. Caso contrario, se (0,v) € B ou (v,0) € B, entdo |I'(B)| = |B|. Observe
que, como B # F, nao € possivel que (0,v) € B e (v,0) € B.

Sejam B bloco de F, e By bloco inicial de F,. Se v € [0, k|, entao |[I'(B)| — |B| =0 oul e
|F<Bo)| - |B()| =0. Sev € [k’g + 17]{31 + k?g], entao |F(B)| - |B| =1le |F(B0)| — |B0| =1.

Por dltimo, para todo v € [0,k], B bloco de F, e By bloco inicial de F,, seque que

IT(B)| = [B| = [I'(Bo)| — | Bol. (2.3)
Definigao 2.17. Seja H C F' ¢ H, C F,. Se existem By, ..., B, blocos de F, tais que H, =
U B;, dizemos que B ={DBy,...,B,} € uma decomposicio de H,.

i=1

Se B={By,...,B,} € uma decomposicao de H,, tal que B;NB; =0 e I'(B;) NT(B;) =0,
para i,j € [1,r] com i # j, dizemos que By, ..., B, sio os blocos mazimais de H, e que B € a
decomposicao de H, em blocos maximais.

Proposicao 2.18. Dado H, C F, sempre é possivel achar a decomposi¢cao de H, em blocos
Marimais.

Demonstracao. Se H, é um bloco de F,,, ele ja é uma decomposicao em blocos maximais.
Se B={DB,...,B,} ¢ uma decomposi¢ao de H,, tal que B;NB; # ), para alguns i, j € [1,7]
com ¢ # j, consideramos B} = B; U B; e reescrevemos B’ = (B \ {B;, B,;}) U B.. Repare que B’

23



continua sendo uma decomposicao de H,. Repetindo este processo uma quantidade finita de
vezes conseguimos uma decomposicao B de Hy tal que todos seus blocos sao disjuntos.

Agora, seja B é uma decomposi¢cao de H, tal que todos os seus blocos sao disjuntos. Se
I'(B;)NI'(B;) # 0, para alguns 4, j € [1,r] com i # j, consideramos B] = B;U B; e reescrevemos
B = (B\{B;,B;}) U B.. Repare que B’ continua sendo uma decomposi¢ao de H, de blocos
disjuntos. Repetindo este processo uma quantidade finita de vezes conseguimos uma decom-
posicao B de Hy de blocos disjuntos com sombra disjunta, ou seja, uma uma decomposicao B
de Hy em blocos maximais.

Finalmente, se B = {By,..., B,} é a decomposicao de H, em blocos maximais, segue que
[Hy| = |By| + -+ +]B,]. =

Com estos resultados ja podemos proceder a provar o Teorema 2.2 no caso n = 2 no seguinte
lema.

Lema 2.19. Sejam ki, ky inteiros tais que 1 < ky < ky e v € [1, k], definimos k = ki + ko e
F = {(a[1],a[2]) : a[l] € [0,k] e a[2] € [0,ks]}, com a ordem lexicogrdfica. Dado H C F, se
para todo v € [1,k| H, C F,, entao I'(C(H,)) C C(I'(H,)).

Demonstracao. Se H, = F,, entao C(H,) = C(F,) = F, e I'(C(H,)) = I'(F,) = F,_;. Por
outra parte, I'(H,) = I'(F,) = F,_1 e C(I'(H,)) = C(F,-1) = F,_1, obtendo a igualdade
desejada.

Se H, C F, e B={DBy,...,B,} ¢ adecomposicao de H, em blocos maximais, por (2.3)

temos que
T

()|~ 1H) = S (DB~ B > [T(Bo)| — |Bol,
i=1
para By qualquer bloco inicial de F,. Em particular, para By o bloco inicial de tamanho |H,|,
ou seja, para By = C'(H,). Assim, segue que

[P(Hy)| = [T(C(Hy))l- (2.4)

Por dltimo, como C(H,) estd comprimido, pelo Lema 2.13, I'(C(H,)) também esta com-
primido, isto é, C(I'(C(H,))) = I'(C(H,)). Logo, como C(I'(C(H,))) = I'(C(H,)) sao os
I(C(H,))| menores elementos de F,_; e C(I'(H,)) sado os |I'(H,)| menores elementos de F,_q,
pela desigualdade (2.4) segue que I'(C'(H,)) € C(I'(H,)), provando o lema. O

Segue agora a prova geral do teorema 2.2.
Teorema 2.1. Dado H C F, se H, C F,, entio I'(C(H,)) C C(I'(H,)), para todo v € [1, k].

Demonstracdao. A prova é por indugao. O caso n = 2 ja foi feito no Lema 2.19.

Agora, vamos supor o teorema valido para n—1 dimensoes e vamos provar para n dimensoes.

Sejam v € [1,k] e H, C F,. Considere as sequéncias {H}en e {(I'(H,)) }jen como na
Definigao 2.7. Pelo Lema 2.9, sabemos que existem py, ps € N, tais que HP* e (I'(H,))P? estao
i—comprimidos, para todo ¢ € [1,n]. Tomando p = max{p;, p2} segue que H? e (I'(H,))? estao
i—comprimidos, para todo i € [1,n].

Por outra parte, se tomamos H,_; = I'(H,) a hipétese do Lema 2.11 é satisfeita e portanto
temos que I'(HY) C (H,1)’ = (I'(H,))’, para todo j > 2. Em particular, se S = HP e
T = (I'(H,))? segue que

I(S) C T. (2.5)

Para completar a prova vamos modificar S e T até obter S = C(H,) e T = C(I'(H,)),
verificando que a inclusdo (2.5) seja satisfeita. Logo, seguiria que I'(C'(H,)) € C(I'(H,)) e
provariamos o teorema.
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Se S = F,, pela Observagao 2.8 temos que |S| = [(H,)?| = |H,| e como H, C F,, entado
H, = F,. Neste caso I'(C(F,)) = I'(F,,) = Fy—1 e C(I'(F,)) = C(F,-1) = F,—;. Portanto
['(C(H,)) € C(I'(H,)) é satisfeita.

Agora, vamos supor que S C F,. Como F, \ S # (), chamamos a = (a[l],...,a[n]) ao menor
elemento de F), forade S e b= (b[1],...,b[n]) € S o maior elemento de S. Assim, obtemos dois
casos b <jep a OU b >j0p @

Se b <jer a, entdo S = {zx € F, : © <, b}. Agora, como S = HP e |H?| = |H,|, segue que
S = C(H,) e portanto, I'(S) = I'(C(H,)) € T = (I'(H,))?. Em particular, por cardinalidades
ID(C(Hy))| < [(T(Hy)"| = [F(H,)| = [C(T(Hy))]

Observe que, pelo Lema 2.13 I'(C(H,)) esta comprimido, isto significa que I'(C'(H,)) é o
conjunto dos |I'(C(H,))| menores elementos de F,_; e como |[I'(C(H,))| < |C(I'(H,))|, segue
que I'(C(H,)) € C(I'(H,)). Provando o teorema para o caso quando b <., a

Vamos supor agora que b >, a.

Se b[n] = 0, pelo Lema 2.15, como b >, a, b € S e S estd i—comprimido, para i = 1,2, n,
entdo a € S, absurdo, pois a € F, \ S. Portanto bjn| > 0 e I',(b) € F,_;. Logo, como b € S,
segue que I',(b) € T'(S) C T.

Por outra parte, veja que se x € S\ {b}, temos que y <ier T <iep b, para todo y € T'(z).
Assim, nao existe x € S\ {b}, tal que I',(b) € I'(x). Consideramos agora, S’ = (S \ {b}) U {a}
eT' = (T'\{T,(b)}) U{ly(a)}, se aln] > 0, e T" =T, se a[n] = 0. Veja que I',,(a) € F,_4, se
a[n] > 0.

Vamos mostrar agora que I'(S") C T". Ja provamos que nao existe nenhum =z € S\ {b},
tal que I',(b) € I'(x). Logo, I'(S\ {b}) C (T'\ {I'n(b)}) e portanto ¢ suficiente mostrar que
I'(a) CT".

Observe primeiro que, se aln| = k,, pelo Lema 2.15, como b >, a, b € S e S estd
i—comprimido, para i = 1,2, n, segue que a € S, absurdo, pois a € F,\ S. Portanto, a[n] < k,.

Se aln] > 0, entao T',(a) € T'(a) C T, por defini¢do. Agora, se a[ ] =0eali] >0, para
algum ¢ € [1,n — 1], entdo I';(a) € T'(a). Mas, I';(a) € T'(d'), com «’ = P,(T';(a)) € S, pois
a' <jez a € a é o menor elemento de F, fora de S. Logo, como I'(a’) C I'(S) C T, segue que
[i(a) € T.

Por outra parte, como b >, a, segue que b[1] > a[l]. Mas, se b[1] = a[l], como S estd
1—comprimido, entao a € (C(5))1ep) = Swep) € a € S, absurdo, logo b[1] > a[l]. Assim,
[, (b) # T'i(a) e I'y(a) € T'. Logo, I'(a) C T". Além disso, temos por construgao que S’ segue
estando ¢—comprimido.

Por ultimo, trocamos S por S’ e T por T’. Repare que depois de aplicar um nimero finito
de vezes o procedimento anterior temos que S’ = C(H,) e I'(C(H,)) C T".

Agora, C(I'(H,)) é o conjunto dos |I'(H,)| menores elementos de F,_; e pelo Lema 2.13
['(C(H,)) é o conjunto dos |I'(C(H,))| menores elementos de F,_;. Mas |[I'(C(H,))| < |T"| =
|T| = |I'(H,)|, portanto I'(C'(H,)) C C(I'(H,)), provando o teorema. O

Corolario 2.20. Sejam H C F ev € [0,k], se H, C F, entao P(L(H,)) C L(P(H,)).

Demonstragao. Consideremos ¢ : F' — F como na Observagao 2.14. Se tomamos H; , =
¢(H,), entdao, como ¢ é uma bijecio que reverte a ordem, segue que L(H; ) = ¢(C(H,)) e
P(H,_,) = ¢(I'(H,)). Por tultimo, como I'(C(H,)) C C(I'(H,)), para todo v € [0, k], aplicando
¢ obtemos P(L(H,)) C L(PH,), para todo v € [0, k. O

2.2 Teorema de Wei

O objetivo desta seccao é estudar os conceitos e as ferramentas necessarias para provar a
generalizagao do Teorema de Wei desenvolvida por Beelen e Datta em [1]. O teorema de Wei
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foi estudado inicialmente em [5] mas teve alguns erros que foram corregidos posteriormente e
generalizados em [1], texto onde esta baseada esta seccao.

Para provar a generalizagao do Teorema de Wei usaremos a notagao introduzida na Seccao
1.3 e os resultados antes estudados neste capitulo.

Proposicao 2.21. Seja H, C F,, seque que Vyim(Virmm—1)(Hy)) = Vopm(Hy), para todo
m € [1,k—v].

Demonstracdao. Se a € Vyipm(Vyym-1)(Hy)), existe b € Vi (m-1)(Hy), tal que b <p a e para o
qual existe ¢ € H,, tal que ¢ <p b <p a. Portanto, a € V,,,(H,).

Se a € Vyim(H,), existe ¢ € H,, tal que ¢ <p a. Como |c| = v, existe i € [1,n], tal que
cli] < ali], isto implica que by = Pi(c) € F,11 e ¢ <p by <p a. Seguindo esta construcao

achamos uma cadeia crescente ¢ <p by <p --- <p b,,_1 <p a, com b; € V,,;(H,), para cada
J € [1,m —1]. Portanto, a € Vi (Vegm-1)(Hy)).
Por tltimo, Vyim(Vytrm-1)(Hy)) = Vyim(H,) para todo m € [1,k — v]. O

Proposicao 2.22. Sejam H C F ev € [0,k], se H, C F,, entao Vyym(L(Hy)) C L(Vyim(Hy,)),
para todo m € [0,k —v]. Em particular, |V yim(L(H,))| < |L(Vyim(Hy))|-
Demonstracdo. A prova é por inducgao sobre m. Vamos primeiro provar para m = 0, 1, 2.

Se m =0ewv € [0,k — 1], temos que V,(L(H,)) = L(H,) N F, = L(H,) ¢ V,(H,) =
Hy O\ F, = H, logo, Vy(L(H,)) = L(H,) = L(V,(H,).

Sem=1ewv € |0,k—1], queremos V,1(L(H,)) = P(L(H,)) C L(P(H,)) = L(Vy+1(Hy)).
A prova segue pelo Corolério 2.20.

Sem =2ewv € [0, k—2], consideremos S = V,,1(H,) C F,1, pelo Corolério 2.20 para v+1
segue que v(v+1)+1(L(S)) C L(v(v+1)+1(5))7 isto é, Vyyo(L(Vy1(Hy))) € L(Vita(Vey1(Hy))).
Por 1ltimo, pela Proposicao 2.21 segue que

Vto(L(Hy)) = Vs (Vo1 (L(Hy)))

C Voo (L(Vega(Hy)))
C L(Vu2(Vor(Hy))) = L(Vos2(Hy)).

Agora, vamos supor o teorema vélido param — 1 e v € [0,k — (m — 1)], isto é,
Vot (L)) € LT nony ().

Vamos provar o caso m e v € [0,k —m]. Como no caso m = 2, pelo Corolario 2.20 para
v+ (m—1) € [0,k —1] temos que Vyim(L(Virm-1)(Hy))) € L(Votm(Vopm-1)(Hy))) e pela
Proposicao 2.21, segue que

vv+m(L(Hv))

Vv+m(v'u+(m—1) (L(Hv)))
vv—&—m(L(ver(mfl) (Hv))>
L(Vv+m(vv+(m—1) (Hy))) = L(Vosm(Hy)).

N 1N

Provando a inclusao desejada.

Corolario 2.23. Sejam H C F e v € [0,k], se H, C F,,, entdo |V(L(H,))| < |V(H,)|.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.22, como |V, (L(Hy))| < [L(Vyem(Hy))| = |Vorm(Hy)l,
para todo m € [0, k — v], entdo

IV(H,)| = i |Vom (Ho)| = i Voirm(L(H,))| = [V(L(Hy))]
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Lema 2.24. Sejam v € [1,k], b€ F, e a = maxe,{x € Fy_1 : @ <jep b}, entdo a <p b.

Demonstragao. Seja ¢ = b—a = (0,...,0,c[i],...,c[n]), como a <., b temos que c[i] > 0.
Vamos provar que c[j] > 0, para todo j > i, e portanto a <p b.

Vamos provar por contradigao, suponha que existe [ > i, tal que c[l] < 0. Neste caso,
tomamos j = min{l € [1,n] : ¢[l] < 0} = min{l > i : ¢[l] < 0}.

1. Se c[i] > 1, definimos ¢’ = a +¢; —e; € F,_1, onde e; é o vetor com 1 na i—ésima
coordenada e 0 nas outras. Veja que 0 < ali] < a[i] +1 = b[i] — c[i] +1 < b[i] < k; e como
c[j] <0, segue que k; > a[j] > a[j] — 1 =b[j] — ¢[j] =1 > b[j] > 0. Logo, a’ € F.

Por outro lado, veja que a = (a[l],...,a[n]) <. (a[l],...,a[i]+1,... a[j]—1,...,a[n]) =
a’. Mais ainda, a primeira coordenada nao nula de ¢ =b—a’ é ¢[i] — 1 > 0. Isto implica
que @’ <jep b e portanto a <, a' <j;ep b, contradizendo a maximalidade de a.

2. Se cli] =1 e c[l] > 0, para algum ¢ < [ < j, definimos '’ = a +¢; — e; € F,_;, como no
caso anterior e vemos que a’ € F e que a <j.; a' <jop b, contradizendo a maximalidade de
a.

3. Secli]=1ec|l] =0, paratodoi <! < j. Comoc[j] <0elc|=|b|—|a] =v—(v—-1) =1,
existe h > j, tal que c[h] > 0. Definimos o’ = b — e, € F,_; e vemos que a primeira
coordenada nao nula de a’ — a é c[i] = 1 > 0, contradizendo a maximalidade de a.

Assim, nao existe [ > i, tal que ¢[l] < 0, isto é, ¢[j] > 0, para todo j > i, e portanto
a Sp b. ]

Observagao 2.25. Sejam u,v € [1,k] com u < v, aplicando o lema iterativamente obtemos
que se b € F, e a = maxje. {x € F, : © <je; b}, entao a <p b.

Proposicao 2.26. Sejam r € N e u,v € [1,k] com u < v, definimos M(r) como o conjunto
dos r maiores elementos de F<,, em relagio a ordem lexicogrdfica, e M, = M(r) N F,. Se
ro = |M.y|, definimos M, como o conjunto dos r, + 1 maiores elementos de F,,, em relagio a
ordem lexicogrdfica. Segue que:

2. \V(M(r)] =7 — [My| + [V (M,)]

Demonstragao. 1. Se a € V,(M,), existe b € M, e ¢ € F,_,, tais que a = b+ ¢. Logo, b <p a
e, em particular, b >, a. Agora, como b € M(r), segue que a € M(r) e como a € F,, entdo
a € M, = M(r)N F,. Provamos assim a primeira inclusao.

Por outro lado, se a € M,, consideramos ¢ = maxj.,{z € F, : ¥ <j; a} e pela Observacao
2.25, temos que ¢ <p a. Se ¢ € M, segue a segunda inclusao. Suponhamos agora que ¢ € M,
como M, é o conjunto dos r, maiores elementos de F},, em relacao a ordem lexicografica, entao
¢ <iex Qr,+1, onde aq,...,a,,1+ sdo os r, + 1 maiores elementos de F),, em relacao a ordem
lexicografica.

Se ¢ = a,11, entdo ¢ € M,* e portanto, a € V,(M,x). Agora, se ¢ <i; a,,+1. Pela
maximalidade de ¢ temos que a <j; ¢ <jez Gy, 11, mas como a € M(r), entdo a,, .1 € M(r) e
assim, a,,11 € M,. Absurdo, pois |M,| = r,. Portanto, ¢ = a,,1 e a segunda inclusao segue.

2. Vejamos primeiro que |[V(M(r))] = |[V(M(r)) N F,| + |V(M(r)) N Fs,|.

Primeiro, vamos provar que V(M (r)) N F., = V(M (r)\ M,) N F<,. Sea € V(M(r)) N Fy,
existe b € M(r), tal que b <p a. Mas, como a € F,, aquele b € M(r)N F., = M(r) \ M,.
Assim, a € V(M (r)\M,)NF.,. Agora,sea € V(M (r)\M,)NF.,, existe b € M (r)\M, C M(r),
tal que b <p a. Portanto, a € V(M (r)) N F,.
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Por outro lado, vejamos que M (r) \ M, é o conjunto dos r — |M,| maiores elementos de
F—,_4, em relagao a ordem lexicografica. De fato, provemos que V,(M(r)\ M,) = M,, para
todo u € [1,v —1]. Se a € V,(M(r)\ M,) = V(M(r)\ M,) N F,, existe b € M(r) \ M,,
tal que b <p a. Mas, como a € F, e u < v, entdao a € M(r) N F, = M,. Obviamente,
M, € Vu(M(r) \ M,)

Desta primeira parte obtemos que |V (M(r)) N Fo,| = |V(M(r)\ M,) N Fe,| =7 — | M,|.

Agora, provaremos que V(M (r)) N Fs, = V(M,). Se a € V(M (r)) N Fs,, existe b € M(r),
tal que b <p a. Se b € F,, segue que b € M, = M(r)NF, ea € V(M,). Se b ¢ F,, existe
u < v, tal que b € F,,, logo existem by, ...,b,—, € Fyy;, tais que b <p by <p --- <p by—y, <p a.
Portanto, a € V(M,).

Observe que se a € V(M,), existe b € M, C M(r), tal que b <p a. Assim, a € V(M(r)) N
Fs,. Por cardinalidades segue que |V(M(r)) N Fs,| = |[V(M,)].

Por tltimo, juntando as desigualdades anteriores temos que |V(M(r))| = r—|M,|+|V (M,)|.

[
Teorema 2.27. Sejam v € [1,k| e H C F<,, com |H| = r, entao |V(M(r))| < |V(H)|, onde
M (r) denota os r maiores elementos de F<, em relagdo a ordem lexicogrifica.
Demonstragao. Dado u € [1,v], definimos H, = HN F,, M, = M(r)NF, e r, = |M,|
Dividimos a prova em dois casos:

Caso 1. Se |H,| > r, = |M,], isto é, existe a > 0, tal que |H,| = r, + a. Vejamos primeiro que
IV(H)| = [V(H) N Fop| + [V(H) O F, .

Mais ainda, como H C V(H), segue que HNF_, C V(H)NF.,. Além disso, provemos que
V(H,) CV(H)NFs,. Sea € V(H,), existe b € H, C H, tal que b <p a, logOCLEV( )
e como b € F,, entdo a € Fs,, o que implica a € V(H) N F>,. Por cardinalidades, segue
que
IV(H)| = [Vo(H)| + [V (H)]
> [HN Fey| + |V(Hy)| = r— [Ho| + |V (H,)].

Seja H] C H,, tal que |H]| = r,, vemos que V(H)) C V(H,). Por outra parte, vemos
que L(H]) = M, e pelo Coroldrio 2.23, segue que |V(H,)| > |V(H))| > |V(M,)|.

[V(H,)| = [V (M,)] + .
Isto segue do Coroléario 2.23 aplicado ao conjunto H, que consiste de r, elementos e da
contribui¢do da sombra dos restantes a elementos de H \ H,.
Por dltimo, lembrando que |V(M(r))| = r — |M,| + |V (M,)|, pela Proposigao 2.26, e
juntado as anteriores desigualdades segue que
>r—r,—a+|V(M,)|+a=|V(M(r)).
Caso 2. Se |H,| < r, = |M,|. Como |H| =r = |M(r)|, existe u < v, tal que |H,| > r, = |M,|

e |H,| > ry,+1=|M}. Pela Proposicao 2.26, |M,| < |V,(M})| e pelo Corolario 2.20,
V(M) < |Vo(Hy)|-

Por 1ltimo,
!V(H)\ZT—!Hv|+\V>v( )|
Zr—|Mv|+|V( )| [V (M(r))]-
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]

Este ultimo teorema prova que o conjunto que tem sombra com menor cardinal em Fc,
¢ exatamente o conjunto dos maiores r elementos de F-, em relacao a ordem lexicogréfica.
Portanto achamos explicitamente um conjunto que atinge o min{|V(ay,...,a,)| : a1,...,a, €
ng}.

Pela Observacao 1.42 vimos que achar aquele minimo equivale com achar uma cota superior
para o nimero de zeros de uma familia de polinomios em um produto cartesiano finito. Agora,
so falta mostrar uma cara explicita deste minimo e relacionar este resultado com a Pergunta
0.1. Este ultimo serd o objetivo do seguinte capitulo.
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Capitulo 3

Zeros de polinomios em um produto
cartesiano finito

O objetivo deste capitulo é responder a Pergunta 0.1 formulada no comeco do texto. Para isso
vamos usar os resultados obtidos nos capitulos anteriores além de algumas bije¢oes que aclaram
a relacao entre os zeros de polinomios num produto cartesiano finito com o conjunto F' e com
omin{|V(ay,...,a.)| : a1,...,a, € F<4} que temos estudado ao longo do texto. A maioria dos
resultados estdo baseados em [1].

Observagao 3.1. Lembrando que F' = {(a[l],...,a[n]) : a; € [0,k; — 1] para todo i € [1,n]},
consideramos a aplicacao:

G F — [0,k ky — 1]

(a[1],...,a[n]) — o((a[1], ... a[n])) = Za[i] H k;.

Observe que dado m € [0,k -k, — 1], pelo algoritmo da divisio existem unicos a[l] €
0,ky — 1] ery € [0,kg---k, — 1], tais que m = a[l](ky---k,) + 1. Analogamente, para
ry € [0,ky- -k, — 1] existem unicos a[2] € [0,ky — 1] e ry € [0,k -k, — 1], tais que 1 =
al2](ks - ky) + 7o.

Fazendo este processo n vezes achamos a[l] € [0,k — 1],.. € [0, k, — 1], tais que m =
a[l](ky - - kn)+al2](ks - - - kn)+- - +aln]k,. Deste modo, (a[l], .. [ ]) € Feg((all],...,aln])) =
m, portanto ¢ € sobrejetora.

Por outro lado, observe que em cada aplicacao do algoritmo da divisao achamos que aqueles
a[l],...,a[n] sdo unicos. Assim, dados a,b € F, com a = (a[l],...,a[n]) e b= (b[1],...,b[n]),
tais que ¢((a[l],...,aln])) = &((b[1],...,b[n])), chamamos

:ZZZ; Hk—Zb H

Jj=i+1
Mas, pela unicidade da escritura de m € [0,k - -+ k, — 1], seque que ali] = bli], para todo

i € [1,n], isto é, (a[l],...,aln]) = (b[1],...,b[n]). Portanto ¢ € injetora.
Finalmente temos que ¢ é uma bijecao. Mais ainda, vemos que

(a[l],...,a[n]) <. (b[1],...,0[n]) se, e somente se, Z H k; < Zb H

1=1 Jj=i+1 j=i+1

Neste caso, como ¢((0,...,0)) =0 e ¢((ky — 1,...,ky, — 1)) = ky -k, — 1, vemos que
o primeiro e o ultimo elemento de F sao enviados para o primeiro e ultimo elemento de
0, ky - - -k, — 1], respetivamente.
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Analogamente, para cada r € [0,k -k, — 1] existe a, = (a,[1],...,a.[n]) € F, tal que
o((ar[1],...,a:[n)) = ki ky, —r. Isto implica que, como ky---k, —r € o r—ésimo maior
elemento de [0, ky - - - k, — 1], entao aquele a, € o r—ésimo maior elemento de F, em relagio a
ordem lexicogrdfica. Aplicando esta ideia pode-se enunciar e provar o sequinte resultado.

Lema 3.2. Se ay,...,a, sao os maiores r elementos de F<4, entao

Viay,...,a,) ={a € F :a, < a}.

Mais ainda, se a, = (a.[1],...,a,[n]), entdo
V(ar,...oan)| =ki- ko= > ali] [] *
i=1 j=it1
Demonstragao. Dado b € V(ay,...,a,), existe i € [1,r], tal que a; <p b. Portanto, a, <,

a; <jez b, para todo i € [1,7], e assim V(aq,...,a,) C{b€ F :a, <i; b}.

Por outro lado, dado b >, a, temos dois opgoes. Se b = a,., segue que b >p a e portanto
beViay,...,a.). Vejamos agora o caso que b >, a,.

Se b= (b[1],...,b[n]), consideramos s = min{i € [1,n] : b[i] > a,[i]} e

c=(a.[1],...,a,[s —1],a,[s] + 1,0,...,0) € F.

Por construgao temos que b >p ¢, ¢ >0y Ay € deg( ) la |

e || = la,| + 1, temos que a, = (a.[1],...,a[s],0,..., ) e a, <p ¢ <p b, ou seja,
be V(al,...,ar).
Se |c| < |a,] < d, entdo ¢ € Fey. Assim, como ¢ >, a,, segue que ¢ = a;, para algum
€ [1,r]. Portanto, b > a; e b € V(ay,...,a,). O
Proposicao 3.3. Se fi,..., fr € S<a(A) sdo polinomios linearmente independentes, entdo

2 O ALY ali] T &

j=i+1

onde a, = (a,[1],...,a.[n]) € o r—ésimo maior elemento de F<,; em relagio a ordem lexi-
cografica.

Demonstracao. Primeiro, pelo Corolario 1.41 temos que
\Z(f1,. ., [r) VA <max{|F\ V(ay,...,a)| :a1,...,a. € F<g}.
Agora, pelo Teorema 2.27 temos que
V(M (r))| = min{|V(a,...,a.)| : a1,...,a, € F<g},

onde M (r) denota os r maiores elementos de F<; em relacao a ordem lexicografica.
Portanto, se M(r) = {ai,...,a,}, com a; o i-ésimo maior elemento de de F<; em relacao a
ordem lexicografica, pelo Lema 3.2 temos que

V(M ()| = |V(ar,. .. a)] =ky--kn — Zar[@'] H kj,
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onde a, = (a,[1],...,a,[n]). Assim, juntando os resultado anteriores obtemos que

max{|F'\ V(ai,...,a.)| 1 a1,...,a, € Feq} = |F| —min{|V(ay,...,a.)| 1 a1,...,a, € F<4}
= [F| = |M(r)]
= |F|—|V(ay,...,a,)|

zkl---kn—(kl---k‘n—zﬂ:ar[i] ﬁ k
i=1 j=i+1
=> ali] [ *
=1

j=i+1

Por 1ultimo, obtemos a desigualdade desejada

2 F) A S ali) TT K

j=i+1

onde a, = (a,[1],...,a,[n]) é o r—ésimo maior elemento de F<, em relagao a ordem lexicografica.

]

A Proposicao anterior da uma cota superior para a quantidade de zeros, mas vamos provar
que a cota é realmente a melhor possivel. Para isso vamos construir uma familia de polinomios
tais que a quantidade de zeros de aquela familia em um produto cartesiano finito atingem a
cota achada.

Observacao 3.4. Vamos agora construir uma familia de polinomios fi,..., fr € S<a(A), li-
nearmente independentes sobre F', tais que a cardinalidade de Z(fi,..., f.) N A atinge a cota
superior obtida na Proposicao 3.3. A A

Suponha que para cada i € [1,n], A; = {1\, ... ,7,2)}.

Dado b= (b[1],...,b[n]) € F<4 definimos o polinomio f, € Flxy,...,x,] como

n  bli]
folzy, .. ) = HH(:C -
i=1 j=1
Sejam ay, . ..,a, os maiores r elementos de F<4, em relagao a ordem lexicogrifica, entdo
’Z(fap"-afar mA‘ Zar H 'R
j=i+1
onde a, = (a,[1],...,a.[n]). Considere a bijecdo
v: A— F
(1) (n) (1) SN .
(v, ) = () = G =1, g — 1),
Dado b € Fy, pela construgio de f, seque que fb((’y]l1 ,...,’yj(:))) # 0 se, e somente se,
7](? € {vj(i) j > bli]}, para todo i € [1,n]. Assim, fb((%1 >"'773(‘n )) # 0 se, e somente se,
1
W) 7)) € V(D).
Agora, se al, ...,y 840 0s maiores r elementos de F<q4, em relagao a ordem lexicogrdfica,

entao (fy](.ll), . ,fy] ) € A\ Z(fays--- fa.) Se, € somente se, w((fy](.ll), . ,’yj(n))) € V(ay,...,a,).

Por dltimo, |A\ Z(fay, .- fa )l = [V(ar, ... a.)| = ki ky = 300 @ [i) [[jiy, kj e por
complemento, |Z(fa,, - far) NA| =>"" a[d] H] i1 kj. Atingindo a igualdade.
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Finalmente, para responder a Pergunta 0.1 verificamos que a cota dada pela Proposicao 3.3
é de fato atingida e aquela cota é a melhor possivel.

Teorema 3.5. A cota dada pela Proposicao 3.3 € atingida, ou seja,

n

max{|Z(f1,...,f,) N A} = Zar[i] I %

i=it+1

onde a, = (a,[1],...,a.[n]) € o r—ésimo maior elemento de F<; em relagio a ordem lexi-
cogrifica e o mdrimo é tomado sob todos os fi,...,fr € S<q(A) linearmente independentes
sobre IF.

Demonstragao. Pela Observacao 3.4 existem r polindmios em S<4(.A) linearmente independen-
tes sobre F tais que os zeros de aqueles polinémios em A atingem igualdade. O
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