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Resumo

O efeito Hall quantico de spin (QSHE, do ingles quantum spin Hall effect) é uma fase
quantica da matéria em que o material bidimensional apresenta estados condutores na
borda enquanto que permanece isolante em seu interior. Esta fase apresenta condutan-
cia perfeita e quantizada mesmo em presenca de impurezas nao magnéticas ou defeitos
geométricos que possam surgir num material semicondutor. Sua estrutura de bandas ele-
tronica é representada por um cone de Dirac que representa aos estados de bordas do
material. Em geral, a fase de QSHE ocorre nos isolante topologicos bidimensionais como
consequéncia da correspondéncia bulk-fronteira. Em particular, aqui iremos considerar
o isolante topoldgico HgTe-CdTe, descrito pelo Hamiltoniano BHZ. Para entender estes
materiais e estudar suas propriedades eletronicas, primeiro estudamos hamiltoniano tipo
Dirac e conceitos de transporte relacionados ao formalismo de Landauer. Depois, imple-
mentamos este hamiltoniano numericamente e exploramos suas propriedades eletronicas
simulando um sistema bidimensional com constricao geométrica. Durante esta etapa,
consideramos um potencial de impureza no interior desta constricao e investigamos a

dinadmica da densidade da corrente de spin.

Para os parametros escolhidos para a constri¢ao, induzimos os autoestados das bordas
superior e inferior se hibridizarem. Como consequéncia, observamos abertura de um gap
na relacao de dispersao e o surgimento de ressonancias de Fabry-Pérot no interior desta
constri¢ao (efeito semelhante aos harmonicos de uma corda de violao). Descobrimos que
este fendmeno esta relacionado com a criagao de um numero inteiro de vortices dentro
desta regiao de constricao. Nossos resultados nos permitem afirmar que este ntimero estéa
diretamente relacionados ao nimero de picos encontrados no grafico de condutancia. Em
outras palavras, quando a energia corresponde ao primeiro pico de ressonancia, obser-
vamos apenas um vortice sendo criado. Quando aumentamos a energia para o segundo
pico, observamos dois vortices, e assim por diante. Notamos também, que para um ni-
mero par de vortices a densidade de corrente é aproximadamente nula na regiao central.
Consequentemente, surge um no nesta regiao. A fim de explorar esta caracteristica e de
investigar o fenomeno de Fabry-Pérot, estudamos a dinamica da corrente de spin na pre-
senca de alguma impureza escalar ou magnética. (Aqui, consideramos a impureza como
um potencial externo ou um contacto magnético colocado na regiao de constri¢ao). Des-
cobrimos que colocando a impureza no nd, apenas os numeros impares desses vortices sao

afetados.

Palavras-Chave: Transporte eletronico, Spintronica, Isolantes topolégicos, Fil-

tros de spin, sistemas mesoscopicos



Abstract

The QSHE is a quantum phase of matter defined by a pair of opposite spin currents in
each edge of two-dimensional material known as helical edge states. More specifically,
these pairs are Kramer states created by the time-reversal invariance and are very robust
against non-magnetic impurities and lattice defects that may appear, which leads to a
system to avoid backscattering phenomena. Its electronic band structure is represented
by a closed Dirac-cone, which defines a metallic phase for each conducting channel at
the boundaries. It is known the QSHE occurs in bidimensional topological insulators
due to the bulk-edge correspondence. In particular, here we consider the topological
insulator HgTe-CdTe which is described by the topological band theory through the BHZ
Hamiltonian. To understand and study these materials and its electronic properties, we
study Dirac-like Hamiltonians and transport concepts related to Landauer’s formalism.
Additionally, we implement the BHZ Hamiltonian numerically and explore the electronic
properties of a two-dimensional topological insulator with geometric constrictions. At that
point, we consider an impurity potential inside that constriction region and investigate

the dynamics of the spin current density.

For the chosen parameters, the geometrical constriction drives to the opposite eigenstate
of spins edge channels to hybridize among each other. Consequently, the Dirac energy
spectrum opens a gap in the constriction region, and Fabry-Pérot resonances emerge. We
observed this phenomenon is related to the creation of an integer number of the vortex
within this constriction region, and our results allow us to state that these numbers are
directly related to the number of resonance peaks found in the conductance. In other
words, when the energy eigenvalues correspond to the first peak, we observe only one
vortex being created. When we increase the energy for the second peak, we observe two
vortexes, and so on. We have noticed that for an even number of vortexes, the spin current
density creates a node in the central region inside this constriction. In order to investigate
the dynamics of the spin current and its relations to the Fabry-Pérot phenomenon, we
consider a scalar and magnetic impurity (an external lead or a magnetic contact) inside
this node. We have found that placing the impurity in this node, only the odd numbers

of these vortexes are affected.

Keywords: Quantum transport, Spintronics, Topological insulators, Spin fil-

ters, Mesoscopic systems
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1 Introducido

O estudo do funcionamento dos dispositivos eletréonicos é uma linha de pesquisa fun-
damental e sempre ativa pois, é inegavel a importancia destes dispositivos no cotidiano
da sociedade. Por exemplo, apos a invencao do transistor (semicondutor geralmente feito
de silicio ou germéanio) em 1947, telefones, carros, avides e até mesmo computadores, evo-
luiram constantemente até os dias de hoje. Seu funcionamento consiste basicamente em
controlar o fluxo de carga em circuitos eletréonicos, atuando como uma chave binéria. Isto
é, permitindo ou nao a passagem de corrente dentro deste circuito. Com isso, foi possivel
construir diversos circuitos integrados capazes de processar informagoes de maneira cada
vez mais réapida e efetiva.

Embora o surgimento de semicondutores tenha gerado um grande impacto tecnolo-
gico, a busca por dispositivos cada vez mais eficientes e com baixo consumo energético
desencadeou num campo de pesquisa chamado de spintronicall, 2]. Aqui, os processos de
geracao e controle de corrente estao associados a dindmica do spin da carga eletronica. A
spintronica teve sua origem em experimentos que investigavam as propriedades de tunela-
mento dependente de spin em materiais ferromagnéticos. Neste contexto, o experimento
que mais se destacou foi um sistema criado por Albert Fert, Peter Griinberg. Este sistema
consistia de duas camadas magnéticas (sendo uma com magnetizagao fixa enquanto a ou-
tra com magnetiza¢do maleavel) separadas por uma nao-magnétical2|. O funcionamento
deste sistema baseia-se em permitir ou bloquear a corrente de spin através do dispositivo,
controlando-se a polarizacao da camada magnética maleavel. Isto ¢, quando a camada
maleavel possui a mesma polarizacao da camada fixa, a passagem do spin é permitida
e ocorre a condugao. Em contrapartida, quando as polarizagoes da camada fixa e da
maleédvel sdo opostas entre si, a resistividade torna-se muito alta e a conducao do fluxo da
corrente de spin é bloqueada. O aumento nesta resistividade é conhecido hoje como feno-
meno da magneto resisténcia gigante (GMR, do inglés giant magnetoresistence). Com
essa descoberta, aumentou-se a capacidade de armazenamento dos discos rigidos (HD)
dos computadores, saindo de gigabytes para terabytes. Os responsaveis pela origem deste
fenémeno, receberam o prémio Nobel em 2007[3].

Além dos experimentos de tunelamento, outras pesquisas que auxiliam na compreensao
das propriedades de transporte de spin sao aquelas que envolvem o fenémeno de efeito
Hall. Mais especificamente, o efeito Hall quantico de spin[4, 5| (abordaremos mais detalhes
sobre este fendmeno no final deste capitulo). Sistemas que apresentam este fendémeno
possuem canais de condugao de corrente de spin nas bordas do material, enquanto que
em seu interior permanecem isolantes. Semicondutores que exibem essas caracteristicas
sao chamados de isolantes topologicos[6] e atualmente estes tem sido alvo de intimeros

estudos com promessas de aplicagoes tecnologicas|7, 8, 9]. O emergente interesse nestes
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tipos de dispositivos surgiu pois, em isolantes topolégicos, a conducao eletréonica mostra-
se intacta mesmo na presenca sob influéncia de impurezas ou imperfeicoes geométricas
do sistema. Desde sua descoberta, foram realizadas diversas previsoes tedricas utilizando
pogos quanticos de telureto de mercurio[4, 10] (HgTe), ligas de antiménio de bismuto, e
cristais de seleneto de bismuto (BisSe;) e telureto de bismuto (BiyTes) que mais tarde
vieram a ser observadas experimentalmente|[11]. Em suma, todo o estudo desenvolvido
deposita sua esperanca em que, dispositivos semicondutores baseados na dinadmica de

spin, superem os semicondutores usuais|12].

Objetivos e desafios da pesquisa

Neste trabalho, propomos teoricamente a construgao de um filtro de spin baseado em
isolantes topologicos com constrigao geométrica. Este filtro seleciona a polarizagao do
spin durante o processo de conducao e permite somente um tnico tipo polarizacao atra-
vessar o dispositivo. Para esta proposta, nés estudamos o transporte eletrénico em pocos
quanticos formado pela heteroestrutura de telureto de mercurio e telureto de cadmio.
Para compreender os fenémenos fisicos que envolvem este sistema, primeiro revisamos os
conceitos sobre pocos quéanticos formados por este tipo material disponiveis na literatura.
Segundo, verificamos as condi¢oes necessarias para implementar numericamente Hamil-
tonianos tipo Dirac. Apos estas etapas, discutimos os conceitos de transporte segundo a
teoria de Landauer para em seguida implementar nossa proposta. Em nossas simulacoes,
exploramos diversas propriedades de transporte envolvendo spin na auséncia e na pre-
senca de potenciais de impurezas. As principais andlises que realizamos nesta dissertacao
envolvem investigar: 1) relagao de dispersao, IT) condutancia entre dois contatos terminais
a III) a polarizagao da densidade de corrente de spin quando o sistema esta sob influéncia,
de potenciais de impurezas (ou contato magnéticos).

Para a compreender os fendmenos discutidos neste trabalho, comeco esta se¢ao abor-
dando sobre a origem do efeito Hall classico e quantico; em seguida discuto sobre os efeitos
do acoplamento spin-Orbita em cristais, depois sobre a descoberta do efeito Hall de spin
e sobre o efeito Hall quantico de spin; e na sequéncia, abordo brevemente sobre a teoria

por tras dos isolantes topologicos.

1.1 O efeito Hall

1.1.1 Caso Classico

Em 1878, Edwin Hall, estudante da universidade americana Johns Hopkins University
observou o fenémeno que mais tarde levou seu nome: o efeito Hall. A motivagao que
conduziu Hall a este fenomeno foi a conclusao errénea de James Clerk Maxwell publicada

na primeira versao do seu livro publicado em 1873, chamado de Treatise on Electricity
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and Magnetism |13, 14]. Maxwell dizia que a for¢a que gera o movimento eletronico
atuava no condutor e nao sobre as cargas. Para refutar essa afirmacao, Hall realizou
experimentos com materiais sélidos submetidos a campos elétricos E e magnéticos B
como esquematizado na Fig. 1(a). Ao contrario daquela época, hoje sabe-se que estes
campos defletem o movimento eletronico dos portadores de carga por meio da forca de
Lorentz,

dp

F == =qE+vxB) (1.1)

onde v é a velocidade da particula de carga q e de massa m. Esta forca gera actimulo
de cargas nas bordas laterais do material que consequentemente cria uma diferenca de
potencial transversal Vj;, conhecida como voltagem Hall. Devido a esta voltagem, surge
a condutancia transversal, comumente referenciada como condutéancia Hall. Em seus es-
tudos, Hall concluiu que o fenémeno estudado por ele dependia somente das propriedades
intrinsecas do material condutor.

A trajetoria realizada pelo elétron sob agao de F, neste tipo de sistema, é circular
e classica. Portanto, seu movimento é descrito pela solugdo da F' = dp/dt, que para o

campo elétrico nulo, i.e. E =0, é
z(t) = xg — Rsin(wt + ¢) e y(t) = yo + Rsin(wt + ¢), (1.2)

onde X e Yy representam as coordenadas do movimento em ¢t = 0. Os valores de R,
w = eB/m e ¢ representam respectivamente o raio da trajetoria circular, a frequéncia
ciclotron (frequéncia do movimento circular) e uma fase arbitraria. Seguindo a linha do
tempo, em 1900, Paul Drude também propds um modelo para explicar a condugao elétrica
em materiais solidos. Ligeiramente distinto do modelo descrito por Hall, Drude considerou
que movimento eletrénico sofria colisoes aleatérias durante seu percurso de trajetoria,

ocasionadas por meio das impurezas presentes no material. Tal efeito é representado

adicionando-se a forga de fricgao Fy = —(m/7)v na Eq.(1.1), ou seja,
dp
F = EZQ(E—FVXB)—FF“ (1.3)
— ¢E+vxB)- "y, (1.4)
T

onde 7 é o tempo de espalhamento entre colisoes. A densidade de corrente que atravessa
o material é J = gnopv, onde 1yp é a densidade eletronica. Solucionando a Eq.(1.4) para
situagao de equilibrio (i.e. dp/dt = 0) e substituindo na expressao de J, encontramos a

lei de Ohm escrita na forma

gy 1 E,
J =0E sendo, = % “T , (1.5)
Jy 1+w*m \ —wr 1 E,

onde ¢ = (n9pg*7)/m ¢ a condutividade (para mais detalhes, ver Apéndice A). Esta

grandeza indica a facilidade com que um material conduz corrente elétrica ao longo do
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B
a) X X X X X X X X X X X X (b)

0000000000600
1 PA

- VHaII
&/
Pxy

Pxx
00000000000
X X X X X X X X X X X| X _
———= Vi B

Figura 1 — (a)Esquematizacdo do sistema Hall (b)grafico da resistividade em rela¢ao a intensi-
dade do campo magnético aplicado.

material. A Eq.(1.5) nos informa que ¢ é uma matriz (ou tensor) em que os termos
fora da diagonal (0,y|y,) s80 responséaveis pelo fenomeno do efeito Hall. Note que como
w = ¢B/m, quando a componente do campo magnético ¢ B = 0, 04y = 0. Como o

inverso da condutividade é a resistividade, i.e. p = o7, a Eq. (1.5) pode ser reescrita

-1
Pre Pa o B/mpe
p= Yl = - (1.6)
Pyz  Pyy —B/mpe o

Se, por exemplo, nenhuma corrente ¢ aplicada na direcao y, i.e. J, =0, a Eq. (1.6) para

como E = pJ, onde

o campo elétrico torna-se: F, = p,,J, e portanto, isto significa que o campo elétrico E,
surgiu devido aplicacao de uma corrente ao longo da dire¢ao x. Na literatura, comumente
encontramos graficos experimentais relacionados as grandezas p,, € py, como indicado
pela Fig.1(b). Além da resistividade, outra maneira de se obter informagoes sobre este
experimento é através do coeficiente Hall Ry. Por meio desta mesma consideracao, onde
Jy, = 0, podemos definir a expressao algébrica que representa Ry manipulando p,, da

seguinte maneira,

B " 1
4qT2D B qm2p

Note que o coeficiente Hall nao depende do campo magnético nem do termo de espalha-

Pay (1.7)

mento 7 considerado na equacao de Drude. No entanto, contém informagoes microscopicas
do sistema, como a densidade eletronica n,p e o valor ¢ = +e, sendo negativo para elétrons

e positivo para buracos, que independem da presenca de impureza no sistema.

1.1.2 Caso quantico

Diferentemente do efeito Hall classico, o efeito Hall quantico[16] (QHE, do inglés quan-
tum Hall effect) considera um gés de elétrons livre num plano bidimensional a baixissimas

temperaturas (i.e. kT < hw) sob influéncia de um intenso campo magnético B. Neste
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Figura 2 — Representagao dos platos encontrados experimentalmente para a resisténcia Hall pg,,
em relagdo ao campo magnético. O grafico com os picos bem definidos representam
a resistividade py,. Fonte: von Klitzing (1986)[15] - ADAPTADO

tipo de sistema, a medida com que o campo aumenta os elétrons do estado fundamental
comecam a orbitar entorno das linhas de campo geradas por B. Cada 6rbita é represen-
tada por valores discretos de energia F, = (n + %)hw onde w x B, e sao comumente
chamadas de niveis de Landau. Esses niveis dao origem a sucessivos platos observados
na resisténcia Hall, como mostra o grafico da Fig. 2. O primeiro a observar estes platos
foi Klaus von Klitzing[17, 18, 19]. Ele percebeu que a conduténcia Hall e seus sucessivos
platos eram multiplos de e*/h = 1/(25812.807572)C) e por esta descoberta, recebeu o
prémio Nobel em fisica em 1985. Este fenomeno foi nomeado como efeito Hall quéntico
inteiro (IQHE, do inglés integer quantum Hall effect). Os mais comuns experimentos
de efeito Hall quantico foram (e ainda sdo) observadas até hoje em pogos quanticos de
Arseneto de Gélio (GaAs), embora em 2007 tais platos também foram observados em
grafeno|20] e em 6xido de magnésio e zinco[21]| (ZnO-Mg,Zn;_,0).

O Hamiltoniano que representa o efeito Hall quantico é descrito como

H = Lm<p—qA>2 (1.8)

em que p é o operador momento e ¢ = —e ¢ a carga eletronica que estd submetida

ao campo magnético representado pelo potencial vetor A pela relagago B =V x A. Em
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termos dos operadores de abaixamento (a) e levantamento (a'), este mesmo Hamiltoniano

pode ser reescrito como
1
H= hw(a&T+§>, (1.9)

onde w = eB/m é a frequéncia ciclotron (para mais detalhes sobre a derivagdo deste
Hamiltoniano, consulte o Apéndice B). Note que a Eq. (1.9) representa um Hamiltoniano
de um oscilador harmoénico e que seu espectro de energia é dado por

E, — (1/ + %)m} neN, (1.10)

onde FE, é a autoenergia discretizada que representa os niveis de energia de Landau v.
Cada nivel de energia de Landau s6 é preenchido por valores inteiros de v e a separacao
entre esses niveis é de AE = hw = h(eB / m) Isso significa que, a medida que o campo B
aumenta, esta diferenca cresce e cada nivel torna-se fortemente degenerado. No entanto,
se o campo B diminui, ao passo que B — 0, entdao AE — 0. Quando isto ocorre, passam
a existir oscilagoes quanticas no sistema conhecidas como Shubnikov—de Haas|22, 23].

Para estudar a funcao de onda no regime do QHE, devemos primeiramente, escolher
a geometria do sistema de interesse. Feito isto, somos capazes de estabelecer um calibre
adequado para o potencial vetor A que melhor soluciona a equacao de Schrodinger Hy =
E7. Por simplicidade, vamos considerar uma geometria retangular em que a fungao de
onda 1 é invariante na direcao y. O calibre mais adequado para esta situacao é o calibre
de Landau, onde A = xBy pois assim, v,k, tornam-se bons ntimeros quanticos que
diagonalizam o Hamiltoniano da Eq. (1.9). Em outras palavras, a invariancia translacional
na direcdo y nos garante que p, se conserve, pois [H,p,] = 0, enquanto que em p,
nao, ja que [H,p,] # 0. Devido a isso, podemos afirmar que a fun¢ao de onda que
melhor representa este sistema sera do tipo ¢, (z,y) = €*¥¢; (x). Sendo assim, se
reescrevermos o Hamiltoniano da Eq. (1.8) como

H= i[p§+ (p§+eBx)2], (1.11)

2m

e solucionarmos a equagao H,x, = Entb,k,, encontramos

1 mw? 2
Hy= 2 —p, + T(x + l?gk;y) . (1.12)

Este Hamiltoniano corresponde somente ao movimento eletronico sobre o eixo-z. Note
que H, descreve um oscilador harmonico unidimensional cuja funcao de onda tem seu
centro da orbita localizado em z = —I%k,, onde lp = \/W ¢ o comprimento de
escala dependente do campo B. A partir da solu¢ao da equagdo H,pp(x) = E.¢r(x),
encontramos que ¥, (x,y) sera

kyl?
Yk, X €Xp (ikyy> H,(x + [Ek,) exp (lz—2y3> : (1.13)
B
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Figura 3 — (a) Representagao dos estados da funcdo de onda para o calibre de Landau. As
faixas sao rotuladas pelo vetor de onda k, (b) Representagao dos estados da funcao
de onda para o calibre simétrico. Nesta figura, as regioes rotuladas pelos valores
0,3,6 representam estados ocupados. Z.F. Ezawa (2001)[24] - ADAPTADO

onde H, representa os polinémios de Hermite e o simbolo de proporcionalidade indica que
¢ necessario normalizar 1, ;. Para o calibre e a geometria do sistema considerados aqui,
as orbitas de Landau tem momento hk, e sua degenerescéncia é representada por tiras
retangulares que sao usualmente classificadas por meio de seu vetor de onda k,, como
ilustrado na Fig.3(a). A degenerescéncia de cada nivel ¢ N = BA/®y = &/, onde
®y = 2wh/e é€ uma constante chamada de fluxo quantico, seu valor é aproximadamente
~ 2,06783x 10"[Wb], ® = BA ¢ o fluxo total que atravessa a amostra de 4rea A. Se, neste
exemplo, tivéssemos considerado o calibre simétrico, ou seja, A, = By/2 e A, = —Bz/2,
tais padroes seriam circulares como ilustrado na Fig.3(b). Para mais detalhes sobre o

calibre de simétrico consulte a referéncial24].

1.1.2.1 Condutividade nos niveis de Landau

A Fig. 2 é um resultado experimental e nos informa quando a resistividade p,, apre-
senta um platos e quando esta mesma resistividade salta desse mesmo platd para o pro-

ximo. A expressao algébrica deste resultado é dada pela relacao

2rh 1
Ao comparar esta expressao com a Eq. (1.7) obtida anteriormente, encontramos
2rh 1 B B
62 Y q772D 2D @OV ( )

A Eq. (1.15) informa a densidade eletronica 7,p necessaria para o preenchimento de um
nivel de Landau v. Estes niveis permanecem vazios se a energia de excitacao kg1 for muito
menor que a energia de separagao entre os niveis de energia Aiw (ou seja, kT < hw).

Uma vez que um nivel v é preenchido, surge um gap de energia AE entre este e o proximo
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nivel. Portanto, para calcular a condutividade de uma tinica particula livre neste sistema,
é necessario somar sobre todos estes possiveis estados preenchidos.

Dessa maneira, o valor esperado para calculo quantico da corrente fica

I = —— > (V[P +eAltny,) sendo, (1.16)

I,=0
I = (1.17)
I, = —ev Zky % onde, Zky — N = %?,
onde o simbolo (%) no somatorio indica que a soma deve ser realizada sobre todos os
estados preenchidos nos niveis de Landau.

Como cada nivel de Landau esta associado a um estado quéntico, o somatoério da
Eq. (1.17) deve ser decompostaem > " — > >_i,- Perceba que as correntes I, e I, sao as
componentes da corrente em duas direcoes diferentes. Além disso, note que substituindo
a expressao da Eq. (1.17) na defini¢do de densidade de corrente, i.e. J = I/A, onde

A= L,L, é a area do sistema, encontramos exatamente a expressao da Eq. (1.5).

Como surgem os estados de borda

Uma visao simples e classica dos estados de borda esté representada na Fig. 4. Esta
imagem ilustra a situagao em que particulas em movimento ciclotréonico estao proximas a
fronteira de um material finito de largura L,. Quando estas particulas carregadas colidem
nestas fronteiras, surgem fluxos de carga cujo movimento é unidimensional e oposto em
cada uma das bordas. Na abordagem quantica, esta borda ¢é interpretada como um
potencial V' e sua forma nao precisa ser plana nem simétrica ao longo da regiao central

do sistema (bulk) como ilustra a Fig.4. Uma vez que V' é suave nas bordas, se comparado

Energia de Fermi ' Estados vazios

Estados preenchidos

B NN

all

Figura 4 — Representagao dos estados de borda no IQHE.
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com o comprimento de escala (g, podemos expandi-lo em série de Taylor pra certo valor

de x proximo a borda e reescrevemos a Eq. (1.12) como

1 mw? 2 ov
Hy= s—p2+ o (o Bky) + a5 1.18
onde 9V/9dx é calculado no centro da orbita zop = —I%k,. Como o primeiro termo da

expansao é uma constante, é valida a aproximagao V' (z) ~ 0. O outro termo, o altimo

1

da Eq. (1.18), é o campo elétrico’ atuando na diregdo x uma vez que 0V/0r = —ekE.

Manipulando algebricamente (ver Apéndice B) a Eq. (1.18) o Hamiltoniano fica na forma

1 mw? ov 1 2 1 /0V\2 oV
H, = —p° —[(lzk Al ) ] _ (—) 2k (119
omPe * 2 Bhy ox mw? 2mw? \ Ox B™ 0x ( )
Agora, H, é um oscilador harmonico no qual o potencial esta centrado em X = —{%k, —
eE /mw?. Nesta situagao, as autoenergias do sistema tornam-se
1 m E? 9 el
E,r = (n+§)hw+ 5@ +—6E(lBka+ W) (120)
—_——— ~—— ~ ~
quantizacao energia cinético energia potencial
e o valor da velocidade eletronica (nas bordas do material) fica
10FE, 10F, FE
== =0, S - _. 1.21
" ok, YT hok, B (1.21)

O resultado encontrado para as velocidades v, e v, nos informam duas caracteristicas im-
portantes neste sistema: I) que o movimento eletrénico é perpendicular ao campo elétrico
que esta na dire¢ao z, II) que ha condutividade Hall, i.e. o,, = —o,a = n(e*/27h) # 0.
Portanto, isso confirma que hé corrente propagando nas bordas do material ao longo da
diregao y. Vale lembrar que em bordas opostas, as velocidades sao contrarias (Fig. 4) e
que os termos da Eq. (1.20) representam, respectivamente, o movimento ciclotrénico, a
energia cinética do elétron de velocidade v, = E/B e a energia potencial. Exceto pelo
primeiro, que informa a quantizac¢ao do sistema, os demais sao um anélogo a um oscilador
harmonico cléssico.

Até este presente momento, abordamos sobre os conceitos tedricos que envolvem os
fendmeno de efeito Hall classico e quantico. Ao longo de toda a discussao, nao abordamos
nenhum efeito proveniente do spin eletréonico. Além disso, sempre consideramos um sis-
tema bidimensional no plano xy cuja aplicagao de um campo magnético externo se da na
diregao perpendicular a esse plano (i.e. diregao z). Para estendermos nossas discussoes
sobre o efeito Hall para fendmenos que envolvem o spin do elétron, devemos considerar
nao mais um campo externo, mas um campo efetivo gerado pelo acoplamento spin-orbita
presente no material. Devido a isso, antes de prosseguirmos para os casos que envolvem

spin, irei dedicar uma secao para explicar sobre o que é este acoplamento.

1O termo campo elétrico utilizado aqui, ndo é no sentido de uma diferenca de potencial aplicada. E

um campo elétrico que vem do potencial confinante.
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1.1.3 Acoplamento spin-érbita

O acoplamento spin-orbita representa a interagao entre o momento do elétron com um
campo magnético B efetivo|25]. Para entendermos como este campo surge, vamos consi-
derar um modelo classico e simples, formado por apenas um tnico atomo de hidrogénio.
Tipicamente, dizemos que existe um tnico elétron orbitando em torno do nicleo deste
atomo. Isso porque consideramos que o sistema de referéncia esti sobre o ntcleo deste
atomo e o elétron se move em relacao a este referencial. No entanto, quando alteramos
este referencial para o elétron, o nicleo (de carga positiva) é que executa o movimento or-
bital. Em termos de energia, dizemos que o Hamiltoniano que descreve esta configuracao

é[26, 27]

2 A 2
H= o _6’ (1.22)
2m r

onde o primeiro termo representa a energia cinética do elétron e o segundo termo o
potencial de Coulomb do ntcleo atomico sentido por este elétron. O movimento do ntuicleo
cria um campo magnético efetivo B que esta relacionado ao momento angular orbital L,
dado pela expressao

B HZe (1.23)
4mr3

em que Lo ¢ a constante da permeabilidade magnética, m é a massa do elétron, Z o ntimero
atdmico, e r é o raio da orbita circular do ntucleo. Quando consideramos a propriedade de
spin desse elétron, surge o momento angular de spin S. Este mesmo momento S acopla

com o momento orbital L de maneira que o Hamiltoniano da Eq.(1.23) torna-se

1 Ze?

HSOC - WT_?’LS’ (124)

onde ¢ é a constante da velocidade da luz. Hsoc é o Hamiltoniano que representa o
acoplamento spin-orbita (SOC, do inglés spin-orbit coupling) deste sistema e deriva-se de
um fendmeno relativistico. A consequéncia deste resultado reflete na mudanca nos niveis
de energia do elétron, também conhecido como estrutura fina|26, 28.

Até aqui, por questao de simplicidade, inciamos a discussao sobre o efeito SOC a
partir de uma visdo atomical29]. No entanto, a grande maioria dos semicondutores sao
baseados em estruturas periédicas chamadas de cristais?>. Neste tipo de sistema, o SOC
surge quando nao hé simetria de inversao. Quando essa quebra de simetria acontece
na interface do cristal, dizemos que esté associado ao SOC de Rashba|30] e que é uma
assimetria de inversao estrutural (SIA, do inglés structural inversion asymmetry). Quando

nao ha centro de inversao na rede cristalina, dizemos que ha uma assimetria de inversao

2 Estruturas cristalinas séo definidas por arranjos periédicos de &dtomos que definem uma rede que

possuem alguma tipo de simetria espacial. Esses arranjos podem ser do tipo Zincblend, Diamante,
Waurtzita, entre outros. Alguns exemplos comuns de simetrias espaciais sao: simetrias translacionais,
rotacionais, e de inversao.
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Figura 5 — Acamulo de spins nas bordas de um material

de bulk (BIA, do inglés bulk inversion asymmetry), que esta relacionado ao SOC de
Dresselhaus|31].

A partir desta breve discussao sobre os efeitos SOC envolvidos em problemas da fisica
da matéria condensada, podemos continuar nossa discussao sobre o fenomeno de efeito

Hall envolvendo spins.

1.1.4 Caso "classico" envolvendo spin

O efeito Hall de spin (SHE, do inglés spin Hall effect) foi teoricamente previsto por
Dyakonov e Perel em 1971[32]. O SHE é um fenémeno em que um material bidimensional
apresenta actumulos de spin em cada uma das bordas. Diferentemente dos efeitos Hall
discutido anteriormente, em que era necessario aplicar um campo magnético externo sobre
o sistema, o SHE é observado mesmo quando nao ha nenhum campo sendo aplicado. Isso
porque o acoplamento spin-6rbita (SOC) cria um campo magnético efetivo que atua sobre
o spin dos elétrons deste material. Sendo mais especifico, o SHE s6 ocorre devido ao SOC
induzido localmente pelas impurezas que existem no material[33]. Dependendo da maneira,
com que cada spin sente este campo gerado pelo SOC, ocorre um tipo de polarizagao na
borda do material (i.e. numa borda todos sao spin-up e na outra todos sdo spin-down).
Apesar deste acimulo nao ser causado pela forca de Lorentz, costuma-se dizer que o
SHE é um anélogo cléssico do efeito Hall envolvendo spin. Em outras palavras, o termo
"classico"refere-se aode ambos apresentam actimulos em suas bordas e que diferentemente
do caso quantico, o SHE nao forma canais de condugao longitudinais ao longo de suas
bordas. Esta descoberta, junto ao fato de que a polarizacao ocorre mesmo na auséncia
de campos magnéticos, fez com que sistemas com o fenémeno de SHE se sobressaissem
em relacao aos demais efeitos Hall. Alids, a presenca de um campo magnético externo
nestes tipos de sistemas quebram a simetria de reversao temporal e induzem a precessao
de spin (na diregao do campo externo aplicado) o que elimina a polarizagao nas bordas do
material. O fendmeno de SHE foi observado aproximadamente 30 anos apds a previsao de

Dyakonov e Perel e tem sido observado até hoje em materiais como GaAs e filmes finos
de InGaAs.
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1.1.5 Caso quéantico envolvendo spin

O efeito Hall quantico de spin (QSHE, do inglés quantum spin Hall effect) é, a princi-
pio, similar ao efeito Hall quantico pois, ambos ocorrem em semicondutores bidimensionais
a baixas temperaturas e ambos exibem condutancia Hall quantizadas. No entanto, assim
como no SHE, o QHSE surge a partir do acoplamento spin-6rbita do material. Porém,
neste fendmeno, cada borda apresenta no minimo 2 canais de conducao. Isto é, ao longo
do eixo de cada borda, existem pares de estados que conduzem corrente de spin polarizada
que se propagam em dire¢oes opostas|4, 5, 6, 34]. Estes estados sdo comumente conhe-
cidos na literatura como estados de borda hélicos. A Fig.6 ilustra esta situagao, em que
a cor vermelha representa o estado de borda da corrente de spin-down (digamos, |¢)_))
propagando numa dire¢ao e a cor azul o estado de spin-up (digamos, |1, )) propagando-se
na outra dire¢do. Além disso, enfatizamos na Fig.6 que a estrutura de banda que repre-
senta o QSHE é caracterizado por cones de Dirac em cada uma das bordas do material.
Como consequéncia, uma dada energia € desta estrutura de bandas, caracteriza }W_ > e
‘¢i> como pares degenerados, conhecidos como pares de Kramer. A proposito, como
consequéncia do teorema de Kramer [4, 5| é impossivel espalhar elasticamente um estado
de [¢)_) num de |1 ) através de uma impureza nao magnética. Em outras palavras, de-
vido a simetria de reversao temporal, estes estados estao impedidos de retro-espalharem
mesmo em presenga de potencial de impureza (escalar) ou devido a falhas geométricas
nas bordas do material. Caso estes pares se misturem, haveré interferéncia destrutiva de
suas respectivas fungoes de onda. Entretanto, em presenca de potenciais de impurezas
magnéticas, os estados experimentam espalhamento inelastico e a simetria de reversao
temporal é quebrada. Consequentemente, as interferéncias entre as fungoes de onda nao
sao mais destrutivas e, portanto, ocorre retroespalhamento. Assim, um estado de borda
(por exemplo, |11 )) pode espalhar para o outro estado (|i)_)) desta mesma borda.

Para finalizar esta breve discussao, enfatizamos que o QSHE é caracterizado pela
conducao que ocorre somente pelas bordas do material. Isto porque, os estados no interior
do material que apresenta este fenébmeno, nao sao condutores. Portanto, isto implica que
a estrutura de banda apresenta um gap na regido central do material (como ilustra a
Fig.6) e que o sistema seja isolante nesta regiao. Devido a esta propriedade, materiais
que apresentam este fendomeno receberam o nome de isolantes topologicos. Na secao a
seguir, comentamos com mais detalhes sobre o estudo envolvendo topologia e como esta

definicao se aplica a fisica e se relaciona com o fenémeno de efeito Hall quéantico.

1.2 Topologia e efeito Hall quantico

Nesta secao, discutimos brevemente sobre como classificar as distintas fases topologi-

cas. Depois, discutimos mais especificamente sobre os isolantes topologicos e o modelo
BHZ.
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Figura 6 — Representagao do estado quantico de spin Hall. Esse sistema é caracterizado por
canais de condugao de spin que possui quiralidade oposta em cada borda. Como
a conducgao s6 ocorre nas bordas do material, estrutura de bandas deste sistema
apresenta gap na regiao de bulk.

1.2.1 Topologia

A topologia é um ramo da matematica que classifica como formas geométricas podem
ser deformadas sem que sua caracteristica principal seja alterada. Por exemplo, segundo
essa topologia, uma esfera macica pode ser moldada suavemente até se tornar um taco de
basebol, ou até mesmo num cubo. Apesar destas trés geometrias serem estruturalmente
distintas, a topologia as classifica através do genus (g) que cada uma possui. g é o niumero
de furos que uma geometria apresenta. Do exemplo citado, a esfera, o taco de basebol
e o cubo possuem g = 0 e portanto, pertencem a mesma classe topologica. Entretanto,
em nenhum destes casos somos capazes de obter um toro (¢ = 1) sem que seja feito
uma ruptura em cada uma dessas geometrias. Quando isto acontece, dizemos que estes
objetos possuem fases topolodgicas distintas e que portanto nao pertencem a mesma classe
topologica.

Em analogia, na fisica da matéria condensada utilizamos a topologia para classificar
diferentes fases da matérial35]. Para que isto fique mais claro, vamos retomar alguns con-
ceitos abordados sobre o efeito Hall quantico. Em se¢oes anteriores, enfatizamos que este
fendmeno é caracterizado por estados que conduzem corrente nas bordas de um material.
No caso do QHE, essa conducgao é quantizada e esta relacionada ao preenchimento dos
niveis de energia de Landau que em particular, nao é afetado quando o Hamiltoniano do
sistema muda suavemente. Isto é, quando esta mudanca inclui potenciais de impureza que
causam desordem, potenciais de confinamento nao simétricos, etc. Em outras palavras, a
conducao ve?/h ocorre mesmo quando ha deformagdes no Hamiltoniano. Neste caso em
particular, as fases topoldgicas sao classificadas pelos valores inteiros de v e podem ser
compreendidos como um analogo ao genus g discutido anteriormente.

Para o fenomeno QSHE, os niveis de Landau surgem devido ao acoplamento spin-6rbita
do material. Como em cada borda ha dois canais de condugao permitidos, a quantizacao

desta condugao ¢ em termos de 2xve?/h. Sendo a discussiao andlogo ao pardgrafo anterior,
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podemos dizer que o QSHE também apresenta propriedades topologicas relacionadas aos
seus estados de conducao.

Por fim, para compreender isto em termos de energia, considere dois Hamiltonianos
(Hy e Hy) e suponha que ambos sdo isolantes triviais (i.e., sdo caracterizados por um
gap em suas estruturas de banda). Se formos capazes de transformar H; em Hs sem que
ocorra o fechamento de um gap, estes isolantes sao ditos topologicamente equivalentes.
No entanto, se ao converter H; em Hs o gap se fecha, e depois reabre, dizemos que houve
uma transicao de fase e estes Hamiltonianos pertencem a duas fases topologicas distintas.
Em particular, esta reabertura é definida por inversao de bandas que caracterizam esse

estado isolante como sendo nao trivial.

1.2.2 lIsolantes topoldgicos

A principio, podemos associar a teoria sobre estados de borda do QHE e do QSHE
e afirmar que ambos sdo isolantes topologicos|36]. Isso porque tanto o QHE quanto
QSHE conduzem corrente na borda, enquanto que no bulk sao isolantes. O motivo é
simples. Para que o fendmeno do QHE surja, é necessaria a aplicacao de um intenso
campo magnético externo sobre o material. Isso é um fator limitante para seu uso pratico
em aplicacoes tecnologicas. Como o QSHE surge devido ao SOC, sistemas com este
fenomeno tem grande vantagem sobre o QHE.

Desde a descoberta do QSHE, diversos pesquisadores vem propondo dispositivos ele-
tronicos que explorem de forma eficiente suas propriedades|11, 37, 38]. Em 2006, Bernevig,
Hughes, e Zhang (BHZ) propuseram que este efeito surgiria em um pogo quantico formado
por HgTe e CdTel4, 5, 10|. Este pogo é formado por uma heteroestrutura constituida de
folhas de HgTe entre folhas de CdTe. Estes compostos formam um semicondutor crista-
lino cuja a estrutura da rede é do tipo zincblende. Este tipo rede é interpretado como
duas redes ciibicas de face centrada interpenetradas uma na outra.

A fase de QSHE observada neste semicondutor, deve-se a ao CdTe e ao HgTe apre-
sentarem bandas invertidas uma relagao a outra. Sendo mais especifico, o CdTe é um
composto em que o SOC ¢ fraco e as bandas s@o de ordenamento normal (isto significa
que sua banda de conduc¢ao é formada por elétrons dos orbitais s enquanto a de valén-
cia dos orbitais p). Ja o HgTe, o SOC é extremamente forte e sua estrutura de banda
¢ invertida (ou seja, sua banda de condugao ¢ formada por elétrons® dos orbitais p en-
quanto a de valéncia dos orbitais s). Ao controlar a espessura da folha de HgTe, ha um
alargamento do pogo quantico formado pela heteroestrutura, de maneira que os niveis de
energia E1 e H1 do poco de HgTe se cruzem, veja Fig.7. Feito isto, surge uma transicao

de fase topological4, 5|(da fase de isolante trivial para a nao trivial), o que implica no

3 Na verdade, como a banda do HgTe est4 invertida em relacdo ao CdTe, dizemos que os estados no

interior do pogo devido ao HgTe sao representados por buracos.
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Ordenamento normal Ordenamento invertido
d < 6.5 nm d > 6.5 nm
PR o
CdTe Qy‘ﬁb CdTe CdTe HgTe CdTe
B | BT

Figura 7 — Pogo quantico formado por telureto de mercurio. A figura ilustra a inversao de
bandas no interior do pogo quando as camadas de tHgTe atinge uma espessura
critica d. Fonte: Zhang[6] (2010)

surgimento de estados de borda que dao origem ao QSHE. O comprimento critico para
que essa transicao ocorra é d. = 6.3nm, como ilustra a Fig.7.

Para representar esta situagao matematicamente, podemos analisar as interacoes en-
tre as bandas de conducao e de valéncia por meio do método k - p. Para esta formula-
¢ao, é suficiente considerar os estados degenerados definidos pelos estados |E1, 1), | E1, ),
|Hy,1), |H1,{), como indicados na Fig.7. O Hamiltoniano efetivo que descreve os elétrons

confinados no pogo de HgTe nesta base ¢[4]

M- BE Ak, +ik,) 0 0
A(k, —ik,) —(M — BE? 0 0
H = ey 4 | A =) = ) |, (195)
0 0 M—BR  —Alk, — ik,)
0 0 — Ak, +ik,) —(M — Bk?)

onde €(k) = C'+ Dk?. Este Hamiltoniano (modelo BHZ), ¢ bloco diagonal e representa os
elétrons de spin-up (bloco 2 x 2 superior) e spin-down (bloco 2 x 2 inferior) das bandas de
condugao e valéncia do sistema. As constantes A, B, C, D s@o parametros do material|10,

39] e o termo massivo M representa o gap entre as bandas do sistema.

1.3 Organizacdo da dissertacio

No capitulo 2 é apresentada uma breve revisao tedrica dos métodos utilizados nesta
dissertacao. Inicialmente, descrevemos a origem das equacoes que descrevem sistemas
de isolantes topologicos por meio da equagao de Dirac (segao 2.1), seguindo para as
solugdes analiticas dos casos unidimensional e bidimensional (se¢ao 2.2. e segao 2.3) e
também sobre como solucionar numericamente estes tipos de sistemas (segao 2.4). Apos
esta revisao, finalizamos o capitulo com os conceitos que envolvem sistemas mesoscopicos,
bem como o formalismo matriz de espalhamento (segao 2.4) e de Landauer (se¢ao 2.5).

No capitulo 3, apresentamos todos os casos estudados neste trabalho, a metodologia
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utilizada e os resultados mais importantes. Finalmente, no capitulo 4, apresentamos

nossas conclusoes gerais e perspectivas.
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2 Fundamentos tedricos e metodologia

Na primeira parte desta se¢ao, nos dedicamos a deduzir de maneira rapida, a equacao
de Dirac. Existem duas maneiras comuns de se encontrar a equagao de Dirac. Aqui
no6s mostramos somente uma delas (para mais detalhes sobre esta e a outra derivagao,
consulte a referéncial40]). A dedugao desta equagao serda nosso ponto de partida para
estudar o Hamiltoniano do modelo BHZ. Em seguida, solucionamos analiticamente este
Hamiltoniano para os casos unidimensionais (1D) e bidimensionais (2D). Para o caso 1D,
solucionamos um fio semi-infinito considerando as aproximacoes lineares e quadraticas
em k. Obtemos em cada aproximacao, as expressoes correspondentes ao comprimento de
penetracao da fungao de onda dos estados de borda. Para o sistema 2D, solucionamos um
plano semi-infinito. Para finalizar esta primeira etapa, explicamos porque a aproximacao
quadraticas em k£ é importante em Hamiltonianos tipo Dirac.

Na segunda parte desta se¢ao, abordamos sobre os conceitos de transporte eletrénico.
Nossa discussao se inicia introduzindo o que € o regime balistico e seguimos para o céalculo
da matriz de espalhamento S e de transferéncia T. Além dessas matrizes, mostramos como
calcular o operador de densidade de corrente para Hamiltonianos quadraticos e tipo Dirac.
Apos isso, solucionamos um exemplo (caso geral) de um sistema trivial parabolico para
calcular a corrente que atravessa uma amostra de tamanho finito. A intencao de solucionar
este exemplo, é deduzir a expressao da condutividade segundo o formalismo de Landauer.
Por fim, solucionamos um outro exemplo (tanto analiticamente quanto numericamente)
para o caso do Hamiltoniano tipo Dirac unidimensional e discutimos brevemente como
utilizar o pacote Kwant para simular um sistema bidimensional e calcular a condutancia

entre dois contatos terminais.

2.1 A equacdo de Dirac

Para encontrar a equacao de Dirac, devemos encontrar Hamiltonianos H linear em k

cujo os autovalores correspondem as energias relativisticas,

E = \/p*c? + m2ct, (2.1)

sendo p o momento, ¢ a velocidade da luz no vacuo e m é a massa de repouso. Ao invés de
simplesmente substituir o momento p pelo seu operador correspondente, i.e. p = —1hV,

vamos reescrever expressao da Eq. (2.1) como
2
H? = E?=P’? +m’ = (caxpx + caypy + cazp+ﬁmc2>

= (ca ‘p+ ﬁm02>2. (2.2)
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Feito isso, devemos determinar o e 3. Substituindo p = (p,, py, p.) em ambos os lados da

Eq. (2.2) e comparando termo a termo, encontramos:

<p926 +p; +p2>02 +m?ct = ¢ Z aip; + ¢ [{az, y Y papy + {Qs, oz }pap, +

i:x»y:'z

{a, az}pypz} +mc® > <{ai,ﬁ}>Pi + B*m2ct,  (2.3)

i=2,,%
onde {oy, a;} = qyaj+aa se i # je{a;, B} = a;f+a; [ sdo as relacoes de anticomutagao
para « e . Note que quando fatoramos p, consideramos que [p;, ;] = 0 e [p;, 5] = 0.
Em outras palavras, isso é o mesmo que afirmar que «; e § a nao dependem da posicao.
Além disso, ao comparar ambos os lados da Eq.(2.3), somente o primeiro e o ultimo termo

sobrevivem, e como consequéncia, encontramos

{Oéz‘,Oéj} = {aiaﬁ}:07 (2‘4)
a2 = 2 (2.5)

7

Para o caso em questao, como estamos descrevendo o Hamiltoniano que representa a
Eq. (2.1), o e 8 serao matrizes hermitianas. A tnica maneira de atenderem esta condigao
e aquelas impostas na Eq.(2.5) é se a e § forem matrizes 4 x 4 representadas pelas matrizes

de Pauli 0., 0y € 0., isto ¢,

0 1 0 —i 1 0 (2.6)
O = ’ Oy = ’ 0y = ) :
10 o\ioo 0 —1
sendo,
0 o, 0 0 o. 1 0
Oy = ’ y Oy = % , Q= ’ ) eﬁ = 2x2 (27)
o, O oy 0 o, O 0 —Toys.

A partir das consideragoes discutidas logo acima, concluimos que H deve ser uma matriz

4 x 4 representada pela equagao
H= (ca p+ ﬂmcz]l4x4>. (2.8)

Se agora substituirmos o operador p — —ihV e considerar um caso geral onde a velocidade

¢ ¢ uma velocidade qualquer v, a Eq. (2.8) torna-se
H = ( _ iwa) o+ mB, (2.9)

onde, por simplicidade, encapsulamos o valor do produto muv representado-o somente pelo
termo massivo (i.e.mv — m).

A dedugao feita acima para o Hamiltoniano da Eq. 2.9, é um modelo que descreve a
relagdo de dispersao relativistica de elétrons e positrons|28, 40]. No entanto, os modelos

que descrevem os isolantes topolodgicos sao semelhantes a Eq. 2.9 e por este motivo, seus
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Hamiltonianos sao comumente chamados de Hamiltonianos tipo Dirac. Vale ressaltar
que no modelo de Dirac para elétrons e poésitrons, nao ha corregoes quadraticas em sua
equagao|28], pois isto altera a relagdo de dispersao destas particulas. As discussoes das
condicoes de contorno, e tudo que se segue a partir daqui, é aplicado somente para os
materiais semicondutores que apresentam Hamiltonianos do tipo de Dirac (e.g., grafeno,
isolantes topologicos, férmions de Weyl).

A Eq. 2.9 é uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem (E.D.O.) pois, k x 0,.
Este fato desencadeia algumas dificuldades no momento em que calculamos sua solugao,
tanto de forma numeérica! quanto analiticamente. Isso porque, esta E.D.O. ndo permite
que a condi¢ao de contorno para a funcao de onda seja aquela que comumente ¢é utilizada
quando H o< k2, isto ¢, ¥ = 0 na interface. Em outras palavras, a Eq. 2.9 nao admite que
a funcao v se anule trivialmente. Para solucionar este problema, é necesséario considerar
que a fungao envelope deste 1 seja uma funcao descontinua quando se aproxima da borda,
ou seja Y(r) & Yy(r)[l — O(r)], onde O© ¢é a funcao Heaviside. Feito isto, as condigoes de
contorno para 1 sao calculadas por meio da equagao [Uy, +iU.Ji)(x = +L), primeiramente
introduzido por Berry & Mondragon|41]. Uy representa a matrizes do Hamiltoniano que
multiplicam o termo cinético e e U, a matriz de confinamento do sistema. O sinal (%)
indica as bordas da direita (+) e da esquerda (—) em = £L. (Para uma discuss@o mais
detalhada sobre este assunto, veja a referéncial42]). Por meio desta abordagem, obtém-se
a estrutura de banda exata do Hamiltoniano da Eq.(2.9). Como o foco deste trabalho nao
est4 em mostrar como adicionar um termo k2 neste Hamiltoniano, faremos isto de maneira,
ad-hoc. Ao fazer H o k?, admite-se que ¢ (e sua primeira derivada 9,1)) sao continuas
e que ¥ desaparece na borda. Caso o leitor tenha interesse em saber como acrescentar
este termo sem que haja nenhuma consequéncia negativa sobre o sistema estudado (e.g.
quebras de simetria), convido a ler nosso artigo[42] intitulado como Interplay between
boundary conditions and Wilson’s mass in Dirac-like Hamiltonians. Portanto, a Eq.(2.9)

torna-se

H = —ivahV +mf + (BhQVQ)B. (2.10)

2.1.1 Solucdes da equacdo de Dirac

Para explorar as propriedades relacionadas aos isolantes topologicos, precisamos solu-
cionar o Hamiltoniano da Eq. (2.10) do modelo BHZ. Neste trabalho nos fazemos isto de
maneira gradual. Portanto, vamos comecgar comentando sobre a solugao de um sistema
unidimensional na dire¢ao y. Para o caso em que H  k, encontramos a fun¢ao de onda
1) de forma geral. Em seguida, seguimos para o caso H o k2, consideramos um fio semi-

infinito em y < 0 e encontramos a funcao de onda que satisfaz as condigoes de contorno

1 Note: esta afirmacdo se refere a dificuldade de solucionar Hamiltonianos tipo Dirac (i.e., lineares em

k) por meio do método de diferengas finitas, pois este método desencadeia o problema de duplicagao
de férmions neste tipo de Hamiltoniano. Abordamos com mais detalhes sobre este problema ao longo
deste capitulo.
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emy =0ey — —oo. Apos estudar ambos os regimes para o caso unidimensional (i.e.
aproximacgao linear e quadratica em k), seguimos para o sistema bidimensional. Nesta
etapa, também solucionamos situacoes envolvendo H oc k e H o< k2. Para este ultimo
caso, nosso sistema é um semi-plano bidimensional em y < 0 e também deve satisfazer as

condigoes de contorno y =0 e y — —o0.

2.1.1.1 Caso unidimensional e linear em k

Para tratar de um sistema unidimensional na direcao y, consideramos k, = 0 na
Eq.(2.9),

H(k,) = Akyay, + Mp, (2.11)

sendo A = vh, em que v é a velocidade de Fermi, k, = —i0, e M o termo massivo de

Dirac. Ao definir o, = (0, ® o)) € B = (0, ® 0,) de modo que as relagoes da Eq. (2.5)
sejam satisfeitas, o Hamiltoniano H(k,) torna-se uma matriz 4 x 4 bloco diagonal, i.e.,
Hyxa(ky) = hoxa(ky) @ hiyo(—k,). Cada um destes blocos 2 x 2 corresponde a um tipo
de spin: o bloco superior representa o spin-up (¢, (y) = [¢r1+(v), dm14(y)]") enquanto
que bloco inferior o spin-down (|[¢_(y)) = [¢r1,(y), du1,,(y)]"). A menos da simetria
de reversao temporal, estas matrizes 2 x 2 sao semelhantes. Portanto, s6 é necessério
solucionar h(ky)|1) = €|1) de um tnico bloco 2 x 2 para investigar a fisica do problema.

Dada estas consideracoes, devemos solucionar h(k,) |¢) = €|y), i.e.,

(M —e —iAk, ) <¢E1,T> P Pp14(y) = [zAky/(M - 6)}¢H1,T(y) (2.12)
+idky, —M—¢) \¢my omq(y) = [iAky/(M + E)MJELT(?J)-
Ao substituir k, = —i0, e ¢m1+(y) em ¢g14(y) (ou vice-versa), encontramos a equacao
diferencial de segunda ordem,
A2 0? 5 07
Pe14(y) = — (m) a—y2¢E1,T<y) =-A a—y2¢E1,T(?J)- (2.13)

Sendo ¢(y) x e, a solugdo para ¢p11(y) e du1+(y) fica,

Opip(y) = ey e, (2.14)

_ A Aty Ay
omaly) = 770 [)\+c+e + A c et (2.15)

O valor de A é Ay = £4/(M? —¢€2)/A%. Para y — —oo, a fungdo de onda deve ir a
zero, portanto obtemos c_ = 0. Ja em y = 0, a condigdo de contorno de BM[41, 42] é
o, + i0.]1+(0) = 0. Aplicando esta condigdo nas solugdes gerais acima, obtemos € = 0.
Portanto, Ay = +=M/A. Assim, a solucao final fica
Cy A
Vi) = A e, (2.16)

M
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sendo ¢, uma constante de normalizacao.

Desta solucao, vemos que o comprimento de penetragao dos estados de borda é
I,;' = |\]. Os parametros que utilizamos neste trabalho (baseados na ref.[39]) sdo do
Hamiltoniano BHZ, i.e., M = —10[meV] e A = 375[meV nm]. Portanto, o comprimento

de penetragao do estado de borda torna-se

Iy = |A/M| =~ 37.5nm. (2.17)

2.1.1.2 Caso unidimensional e quadratico em k

Para este caso, a equagao de interesse ¢ a Eq.(2.10) em que k, = 0. Como no caso
anterior, estamos interessados em solucionar somente num tnico bloco 2 x 2 para o spinor

psiy(y) = [0r14+(y)Pm11(y)]". Sendo assim, h(k,) para esta situagao torna-se
h(ky) = Eo(ky)Laxa + & (ky)o?,  j=1,2,3, (2.18)

em que Ey(k,) = C — DEK?, d* «< k, — 0, d*> = Ak,, d&® = M(k,) = M — Bk? e
Y Y Y Y Y

ol = 0, 0 = 0, 0 = 0,. Aqui, A e k, possuem a mesma definigdo apresentada

anteriormente, e C' e D sao parametros constantes deste Hamiltoniano. Para solucionar

a equagao h(k,)vi(y) = ey (y) escrevemos,

C - Dk; + M — Bk’; — € —iAky ¢E17T —0 (2 19)
+iAk, C — Dk2— M + Bk2 —¢ ) \dmy ’ '

e consequentemente,

(=Bikj + M — €)pp1y + (—iAky)om4(y) = 0

(2.20)
(+iAky)pp1y — (B_k; — M — €)dmi4(y) = 0

sendo By = (B £ D). Supondo ¢p4+ ceM e G141 X coe™, trocando k, = —i0,, e
substituindo na Eq. (2.19) obtemos,

B+ M — —3A
A M —e ) A ) =o. (2.21)
+i AN —B_ X — M —¢€ Co

Esta equacao matricial determina o valor de A. Para encontrar seu valor, a matriz da

Eq. (2.21) deve satisfazer a condicao det[...] = 0. Ao fazer isto, A fica determinado pela
solugao da equacao biquadrada,
A% —2BM — 2De M? — ¢
A — Nt ——— =0 2.22
( 2B, B_ ) BB Y (222)

sendo,

M? — & A2—2(BM+D6)
S 4| F F2—<—>, F= . 2.23
+ + S\/ B.B_ 2B, B_ (2:23)
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onde s representa os sinais 4+ para cada solucao de ..

Antes de encontrar a solucao para a funcao de onda, devemos enfatizar que o sistema
analisado é um fio semi-infinito em y < 0 e que o Hamiltoniano é H k:f, Sendo assim,
sua fungao onda admite que a condigao de contorno seja ¥, (y = 0) = ¢, (y = —o0) = 0.
No entanto, como supomos que ¢(y) o e, estas condigdes s6 sao satisfeitas quando
Re(M\Y) > 0. Portanto \° deve ser descartado. Além disso, como no caso anterior, as
condigbes de contorno impoe € = 0. Assim, sob estas consideragoes ¥, (y) é dada pela
seguinte expressao’:

N

Vy(y) = E (

onde N ¢ a constante de normalizacgao.

1

1) (MY — ), (2.24)

O comprimento de penetracao sera o maior valor entre )\i:+ e )\i:_. Substituindo os
valores dos parametros, i.e., A = 375[meV nm|, B = —1120[meV nm?|, M = —10[meV]

e D = 0[meV nm?], verificamos que )\i:’ > /\i:Jr, assim o comprimento de penetragao

M2\
e = [ VY1 - L= g |~ 34.20m. (2.25)

Apesar de [ =~ 34.2nm < [, =~ 37.5nm, esta diferenca entre estes comprimentos é

l32 fica,

muito pequena e nao interfere significativamente na analise do sistema.

2.1.1.3 Caso bidimensional e linear em k

Em duas dimensoes, estamos interessados em solucionar um plano semi-infinito em

y < 0 e invariante na dire¢ao x. Neste caso, o Hamiltoniano fica escrito como,

H(kz, ky) = (hg?) h}éik)> | (2.26)

sendo
h(k) = Eo(k)Laxo + dj(k)aj, (2.27)

em que Fyk) = C = 0, d'(k) = Ak,, d*(k) = Ak, &*(k) = M e o' = 0., 0% = 0y,

0% = 0,. Seguindo o raciocinio aplicado nas duas secoes anteriores, ao escrever a equacao

de autovalores como h(k)ibs (2, y) = ety (z,y) = 0, sendo ¢, (,y) = [ (x,y) tale, y))
encontramos a seguinte equacao matricial,

M —¢ A(ky —iky)\ [ ¥1(kz,y) _ (2.28)
Alky +ik)) M —c ) \olkr,y)) |

Para o calculo mais detalhado, veja o apéndiceC

2
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Atuando esta matriz sobre o vetor [¢(z,y) ¥z, y)]” obtemos,

r(ke,y) = =[A(ke — iky) /(M = €)]ihs(k,y)

(2.29)
Va(kz,y) = +[A(ks + tky) /(M + €)]tp1(kz, y)
Ao fazer k, = —i0, e substituir ¢, (kz,y) em ¢s(kz,y) na Eq. (2.29), obtemos
2 2 M? — ¢
Oy (kz,y) = Ny (kx,y), A==+ —p T k3. (2.30)

Para solucionar esta equagao, assumimos que as condi¢oes dadas no inicio deste problema
nos garante que ¢y (kx,y) o< e*ppi4(y). Assim, a Eq. (2.30) torna-se 0;¢p11(y) =

Nog14(y), sendo sua solugao

Drns(y) = cre™ Y, 2.31)
e portanto,
1(kx,y) (c MY c_et )eikﬂ. (2.32)
Para encontrar a expressao de ¥, (kx,y), basta introduzir a Eq.(2.30), i
valke,y) = o (ke + 0, )i (2.33)
2 x? y - M E x °
= M T (k:x + 0 ) <C+e’\+y +c et y) etke® (2.34)

Aqui, novamente nao iremos encontrar a forma final da fungao de onda para ¥ (kz,y) e
Yy(kz,y). Tremos calcular sua expressao final na se¢ao a seguir, para o caso H oc k2.

Para este caso, o comprimento de penetracao® é

~1
2 _
124 — ( MA—E + k:2) . (2.35)

2.1.1.4 Caso bidimensional e quadratico em k

Para solucionar o caso bidimensional com correcoes quadraticas em k, consideramos

o Hamiltoniano da Eq. (2.26) sendo h(k) escrito como?

h(k) = [Akyay (M — Bk;)az} v [Akxax . ka%z} = h(k,) + h(ks).  (2.36)

Esse sistema apresenta invariancia na diregao x, portanto [H(kz, ky),kx] = 0. Assim,

vamos solucionar a equagao de autovalores det[(h(k) — €)]v; (z,y) = 0 supondo que

C2

Vi (z,y) = (Cl) o(y)e™*. (2.37)

Note que se k, = 0 e ¢ = 0 nesta equagao,, retornamos ao resultado da Eq. (2.17)
Para encontrar a Eq (2.36), consideramos as simplificagdes C' = D = 0. Vale ressaltar que valores de
D # 0 geram assimetria nas bandas de condugao e valéncia do sistema analisado.

4
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Novamente, se substituirmos k, = —id, e ¢(y) x e nesta Eq. (2.37), encontramos a

seguinte expressao matricial,

—B(ka? = \2)+ M —¢ A(ky + ) ‘) _ (2.38)
A(]% _ )\) B(ki — )\2) — M —¢ (&) . .

A partir desta equacao, obtemos os valores de A como sendo

M — & A2~ 2BM
AS:i\/k§+F+S\/F2—(T€>, F=S 2 (2.39)

sendo S = +1. Semelhantemente ao caso anterior, para que as condi¢oes de contorno
Yy (y =0) =1, (y = —00) = 0 sejam satisfeitas, é necessario que Re(\3) > 0. Portanto,
devemos descartar a opcio A\%. Note que agora o comprimento de penetracao lzg =\!
depende de k,. Para e = k, = 0, o valor deste comprimento é o mesmo que o calculado
na Eq.(2.25).

Para encontrar as autoenergias deste sistema trataremos h(k,) da Eq. (2.36) como um
termo perturbativo. Para isto, utilizamos a Eq. (2.24) como base para e calculamos a

autoenergia €, como sendo
e = (Ui h(kz) [vb;) = £ Ak0; 5. (2.40)

O sinal (+) representa a autoenergia do autoestado de spin-up e o sinal (-) a do autoestado

de spin-down. Por fim, escrevemos solucao final da funcao de onda como®

N (1 A+Y _ A=Y gthaT
mwzﬁﬁye A-v)eihar, (2.41)

2.2 Solucdo numérica para Hamiltonianos lineares em k

Na secao anterior, vimos que o hamiltoniano de um isolante topologico pode ser des-
crito a partir da equagao de Dirac. Nesta secao, iremos mostrar como solucionar estes
tipos de Hamiltoniano via método de diferencas finitas. Abordaremos sobre o problema
da duplicagao de férmions[43| quando aplicamos este método em Hamiltonianos lineares
em k e também sobre a importancia de adicionar o termo k? na Eq. (2.9) para evitar
o surgimento deste problema. Caso o leitor tenha interesse e deseje saber mais detalhes

sobre este assunto recomendo as referéncias|42, 43|.

2.2.1 Método das diferencas finitas e o problema da duplicacdo de férmions

Pra solucionar a equagao de Schrodinger Hi(x) = e(x) numericamente, precisamos
reescrever a derivada 0,1 (x) do Hamiltoniano da Eq. (2.9) por sua representacao dis-

creta. Para isso, precisamos expandir uma fungao em série de Taylor e isolar o termo que

5 Para detalhes da derivacdao desta expressdo para a funcdo de onda, consulte o apéndice C
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representa a derivada. A melhor maneira de fazer isso é escrever a série para ¢ (z £ dx),

ie.,

o*f

0
(x££ 0x) =(x) £ 8£5 + 58_6 + .. (2.42)

Ao subtrair ¢(z + éx) — ¢(z — dz) encontramos,

Ny Wz +dx) —p(wr —0x) i — i -
5 59 — 55 onde j =1,2,..N, (2.43)

onde ¢, representa o passo de discretizacao do sistema.

Portanto, a equagao Hi(z) = ep(x) torna-se

Hy(z) = —i% (%‘H - %‘1) + Moy (z) = e(). (2.44)

Se expandirmos a fun¢éo de onda numa combina¢ao de ondas planas, ou seja, ¥;(z) =

>, Cre’®n® encontramos que

T .

— 20 G sin (qn5x>. (2.46)
Finalmente, obtemos a seguinte equacao de autovalores
Sln néa: .
Z Ch q oy + Mo, — e]I] e'n? = (. (2.47)
Para que a Eq. (2.47) tenha solug¢bes nao triviais, o termo entre os colchetes deve ter de-
terminante igual a zero, i.e. det|...] = 0. Realizando esta operagao, o valor da autoenergia
€ fica
i\/AzsiHanéa: o (2.48)
= —+m )
ox?

Este resultado da Eq. (2.48) geram os férmions duplicados. Isso pode ser facilmente
visualizado no grafico da Fig.8. Neste grafico comparamos o resultado do autovalor para
o caso continuo em que onde € = +Ak, para M = 0 (Eq. (2.40)), com o caso discreto
representado pela Eq. (2.48).

O outro problema que o método das diferencas finitas desencadeia em Hamiltonianos
lineares ¢ a imposicao da condi¢ao de contorno trivial, i.e. que a fun¢ao de onda vai a zero
nas bordas. Esta condicdo surge naturalmente quando discretizamos a derivada 9,v. E

facil verificar que assumimos essa condicao de contorno se reescrevemos d, na sua forma

matricial,
U, 0 1 0 0 ---\ [
Uy ' -1 0 1 0 --- s
l=—10 -1 0 1 ... . 2.49
S Tl I B 249
Uy 0 1 0--- —1 0 Uy
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€ = —vhk

Fermions
duplicados

Figura 8 — Estrutura de bandas para Hamiltoniano tipo Dirac. O gréfico em vermelho repre-
senta a duplicacao de férmions na estrutura de bandas para o Hamiltoniano linear
em k apos ser discretizado. O grafico em azul mostra a abertura do gap apods a
introdugao do termo k2. Fonte: B.Messias de Resende[43] - ADAPTADO

Note que o primeiro e o ultimo elemento de matriz correspondem a zero e que portanto,
Yj=o = Yj=n41 = 0, onde o primeiro indice j = 0 e o tltimo j = N + 1, representam a

borda em que o sistema esté confinado.

2.2.2 Contornando o problema da duplicacdo de férmions

Uma maneira de eliminar a duplicacao de férmions, é utilizar a condi¢ao de contorno
nao trivial. Essa proposta foi primeiramente introduzida por Berry & Mondragon[41]
(BM) e mais tarde foi discutida principalmente por Brey & Fertig|44|. Nesta proposta,

BM tratam a condic¢ao de contorno da funcao de onda por meio da expressao
(Uk + z’Uc)w(iL) - (am + z’Uc>w(iL) —0, (2.50)

onde Uy define o termo de energia cinética, que no caso da Eq. (2.8) é Uy = o0,. A
matriz U, é a matriz de confinamento e pode ser o, ou o,. Seu valor depende do perfil
de confinamento que o sistema esta submetido. A variavel L representa as bordas do
sistema.

Uma outra forma de lidar com este problema e ainda considerar condigoes de contorno
triviais para a fungao, i.e. ¥(z = £L) = 0, é utilizar a massa de Wilson. Essa técnica
consiste em adicionar corre¢oes quadraticas k% no Hamiltoniano[43]. Acrescentar k* em
H desempenha um papel fundamental nas simula¢oes numéricas para a eliminagao da
duplicagao de férmions. Um breve porqué disto esta justificado a seguir. Para mais

detalhes consulte nosso na referéncial42].
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Ao adicionar o termo k% na Eq. (2.8), obtemos
H = Aok, + Mo, — H + Myo,k2, (2.51)

0. define o tipo de massa de Wilson. Se discretizarmos este novo H e novamente consi-

derarmos ¢); = > C,e'"", encontramos a seguinte equacao de autovalores

>_Cn
Em particular, se ¢, = 7/dz encontramos que

s 4M,12 4M,,
€<qn:5—x>::|: [5{[’2] +m sem:O%e:iW, (253>

sin ¢, 0x 2maoy,
A——0, + ——
or + ox?

Q—am%wﬂ+mw,quﬂzo (2.52)

onde assumimos que o, tem autovalores £1. A Eq. (2.53) nos informa que ao adicio-
narmos o termo quadrético, introduz-se um gap em ¢, = 7/dz que eliminam os férmions
duplicados, deslocando-os para altas energias como ilustrado na Fig.9. Note que se supor-
mos que as bordas do sistema estejam longe, i.e. © = +L — 00, a Eq. (2.52) retorna ao
caso continuo onde ¢, — k. No entanto, com a adi¢ao do termo quadratico nao é necessa-
rio tomar este limite. Em nosso artigo[42|, ndés mostramos que a partir dos métodos dos
invariantes® os termos quadraticos que definem a massa de Wilson surgem naturalmente
no Hamiltoniano do sistema. Além disso, mostramos também que a matriz o,, é sempre

equivalente a matriz que define a condi¢ao de contorno do problema em questao.

Fermions Eliminando a duplicagao Altas
energias

duplicados

Figura 9 — Os resultados desta figura ilustram a remog¢ao completa dos férmions duplicados apos
a adicao do termo quadratico. A cada etapa foram escolhidos valores para M, até
que os férmions duplicados fossem deslocados para mais altas energias.

O raciocinio abordado até aqui foi utilizado para justificar a necessidade dos termos

quadraticos presentes na Eq. (2.10) durante o processo da implementagao numeérica deste

6 O método dos invariantes é uma técnica que permite determinar o Hamiltoniano de um sistema por

meio de analises de simetria. Para aplicar esta técnica, é necessario que o sistema seja invariante sob
a aplicagdo das simetrias consideradas. Para mais detalhes, ver Ref. [45]
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trabalho. A seguir, abordaremos sobre os fenémenos fisicos e as técnicas matematicas
que comumente estao envolvidos na compreensao da solugao de transporte eletronico em
sistemas de tamanho finitos. Na sequéncia, mostro um exemplo utilizando a Eq. (2.9)

para um caso unidimensional.

2.3 Breve teoria sobre transporte eletronico

Ao longo desta se¢ao, iremos abordar sobre o tipo de regime de transporte que foi
considerado no desenvolvimento deste trabalho. Para isso, explico brevemente os conceitos
que envolvem este regime e mais adiante, soluciono dois exemplos: o primeiro é sobre um

sistema cuja estrutura de bandas é parabdlica, o segundo sobre isolantes topologicos.

2.3.1 O regime balistico

O transporte eletronico ¢ fortemente influenciado pelo tamanho (L) finito do sistema.
Isso porque a relagao entre o comprimento de onda eletronico A e este sistema geram feno-
menos de interferéncia que influenciam diretamente na condugao do elétron. Neste sentido,
sao estabelecidos diversos regimes em que esta conducao pode ocorrer. Por exemplo, se
o sistema for extremamente grande ( em rela¢do ao comprimento de onda eletronico, i.e.
L >> )), podemos desconsiderar quaisquer efeitos quéanticos e dizer que o sistema esté,
num regime cléssico. Porém, se o sistema for pequeno a ponto de quantizar o movimento
eletrénico (i.e A &~ L), surgem efeitos de interferéncia devido a natureza ondulatéria do
elétron e os efeitos devido as propriedades quanticas nao podem ser descartadas. A parte
desta separacgao entre quantico e classico, ainda existem outras classificagoes que determi-
nam o tipo de condugao eletrénica em que o sistema esta submetido, como por exemplo
o regime balistico. No regime de transporte balistico, assume-se que o elétron viaja ao
longo do sistema sem colidir com nenhuma impureza. Estas impurezas podem ser defeitos
geométricos que sao comumente encontradas num dispositivo semicondutor ou até vibra-
¢oes da rede ou contatos magnéticos no sistema. Devido a estas imperfei¢oes, os elétrons
se espalham ao longo do dispositivo e distintos fendémenos de transporte sao observados.
Quando o elétron colide nestas imperfeigdes (a depender da impureza) a func¢ao de onda
eletronica é afetada de maneira distinta. Por exemplo, se apos colidir o elétron muda sua
direcao de propagagao mas permanece com sua energia, dizemos que a colisao é do tipo
elastica. No entanto, quando tanto sua direcao quanto sua energia muda em cada evento
de colisao, dizemos que ocorreu uma colisao ineléstica. Para cada uma destas situacoes,
estabelecemos uma grandeza de escala para nos auxiliar na compreensao da dinamica
eletronica. No caso de colisoes elasticas, o caminho que o elétron percorre entre dois su-
cessivos eventos de colisdo ¢ chamado de livre caminho médio (ly). Seu valor é calculado
pela expressao [ = v7, onde v ¢é a velocidade média do elétron e 7 é o tempo de relaxacao

entre as colisoes. Em colisoes inelésticas, definimos o comprimento de espalhamento [;,
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e seu valor é calculado pela expressao l,, = /DT, onde D = 1?71 /d & o coeficiente de

difusdo, e d é a dimensionalidade do sistema (i.e. d = 1,2, 3).

2.4 A matriz de espalhamento-S e de transferéncia-M

Nesta secao iremos discutir sobre um dos métodos matematicos que descrevem a pro-
pagacao de uma onda em sistemas eletrénicos. Os métodos sao: a matriz de espalhamento
e a matriz de transferéncia, mais conhecidas pelos nomes matriz-S e matriz-M respecti-
vamente. A ordem com que faremos as anélises desses métodos sera a seguinte: Primeiro,
trataremos o problema de espalhamento utilizando a matriz-S. Essa matriz relaciona as
amplitudes das ondas que entram na regiao de espalhamento com as que saem. Segundo,
abordaremos sobre o mesmo problema sob a perspectiva da matriz-M, pois diferente-
mente da matriz-S, esta daqui relaciona as amplitudes das ondas do lado esquerdo da
regiao espalhadora com as da direita. Para definir formalmente estas matrizes, primeiro
solucionamos um caso trivial em que o sistema possui bandas parabodlicas. Na sequéncia,

solucionamos também um caso unidimensional envolvendo isolantes topologicos.

2.4.1 Sistema trivial parabdlico

Inicialmente, suponha a propaga¢ao de uma onda num sistema bidimensional como
ilustrado na Fig.10.

Agora, considere que este mesmo sistema esta separado em trés regioes, sendo estas:
o eletrodo esquerdo L, a regiao do centro espalhador C' e o eletrodo direito R. Os elétrons
entram na regiao central por meio dos eletrodos L e R e podem ser refletidos ou transmiti-
dos através da regiao C'. A principio, consideramos que essa regiao central tem dimensoes
0 < x < L e que a energia do elétron ao longo do sistema nao muda (i.e. L < l;;,). Além

disso, supomos que os elétrons confinados estao na regiao 0 < y < W e que os eletrodos

(%) Cx) fors / (%)

. (v’ ~— , Vg

" Reservatorio

L

Figura 10 — Esquema de um sistema bidimensional em que elétrons fluem no interior de uma
regiao espalhadora



Capitulo 2. Fundamentos tedricos e metodologia 39

possuem invariancia translacional na direcao-x. O Hamiltoniano deste sistema é

it

H(z,y) 5

= H(z) + H(y). (2.54)

Os autovalores e as autofuncoes que representam este sistema sao respectivamente

27.2 2 2
en(ky) = efl—kz:;, onde e%z%(%) : (2.55)

Y(w,y) = Ae*sin (”—5}’) - [e\/;] [Sin(nﬂwy//;m]. (2.56)

A Eq. (2.56) representa os autoestados presentes nos eletrodos conectados a amostra
mesoscopica. Por meio desta equacao, definimos os elétrons que entram entrando e saem

da regiao C' como:
¢:Lt = Afe:t“%xqsn(y) € 1/’; - Aﬁeilkgpxﬁbn(y) (257>

O subscrito L representa as fungoes do eletrodo esquerdo, enquanto que R as do lado
direito. As constantes AT e A} representam os coeficientes de incidéncia e transmissao
(+) e de reflexdao (—) (i.e. amplitudes) de suas respectivas fungoes de onda. Para uma
dada energia ¢, devemos somar sobre todos possiveis estados que contribuem para que o

transporte, i.e.,

S U+ > W, (eletrodo L)
U(z,y) = ¢ U, (centro espalhador C) (2.58)

S e+ > s, (eletrodo R)

onde Ve ¢ a funcao de onda no interior do centro espalhador. Como H o k?, a solucao
exige que ¥(z,y) e 9,V (z,y) seja continua em todo o espago. Portanto, na interface z = 0
e x = L obtemos

S (v + )|, = e

S (0 + )

_

=01

= = =01

2

Zn ( :R +¢;R> L = V¢ Zn ( :R +¢;R>/ _n

=L+

rx=L—

(2.59)

Aplicando as devidas condigoes de contorno e usando as propriedades de ortogonalidade,

rx=L—

encontramos um sistema de equacoes que ilustram a dependéncia linear entre os coefici-
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£ gt
entes A7 e Ap,

ALt A4) = VE [ dysu)¥e.y) (2:60
M&W”+A&Wﬂ)='ﬁﬂ/@%@Wde (2.61)
(A, — A7) = Q%;/ﬁwaw@wcmw> (2.62)
(Ajge™t — A pent) = Q%;/mwaw@WALy» (2.63)

As Eqs.(2.60)-(2.60) permitem calcular o valor exato para fungao de onda W¢e. No en-
tanto, fazer este calculo é cansativo e desnecessario. A primeira maneira (alternativa) de

representar essa linearidade é por meio da matriz S,

(%@zm)zs<ﬁu=m>,sz<&l&ﬁ 260
?/JE(iU =1L) y wR(x =1L) . So1 Sz

N N

saida entrada

Para uma dada energia €,, os elementos da matriz S representam as propriedades de
espalhamento das ondas que entram e saem do centro espalhador. Por exemplo, o elemento
S11 € a amplitude da n-ésima onda W,, que é refletida de volta para o eletrodo L. O Sy é
a onda que se propaga a partir do eletrodo L para o centro espalhador C'. J4 os elementos
S1o € Sao sao, respectivamente, a reflexao e a transmissao dos elétrons quando analisamos
o sistema na partir do eletrodo R.

A segunda maneira é por meio da matriz de transferéncia,

%Jjg(x =1) — M wé(x = 0) M= My Mo , (2.65)
Yrp(z=1) Yz (xz=0) My Ma
direita esquerda

em que M representa a matriz de transferéncia. A menos de uma reorganizagao, a in-
terpretacdo para os valores dos coeficientes S;; (i,j = 1,2) da matriz S valem para os

coeficientes M;; da matriz M. A relagao entre os elementos de M e S é dada por

S298 1
Soy — 2220 Sa2/ 512 — My /Mg Ve
M = 12 ] e S = My M 12 . (2.66)
—S11/S12 = My, — ——— My /M,
S12 M,

E importante ressaltar que essas duas matrizes (S e M), na verdade, sio de dimensdes
2N x 2N, em que N x N é o bloco que relaciona a reflexao e a transmissao da onda
propagante a partir de um determinado eletrodo. Mas como em geral, nestes tipos de
sistemas existe a simetria de reversao temporal e conservacao de corrente, basta nos

restringirmos a analisar somente um tnico bloco 2 x 2 desta matriz. Além disso, em
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termos de A7 e A% a Eq. (2.64) fica

<Ai) _ (Sn 512> (Ag) I (267
AR 521 822 AR AJ}E = SglAzr + SQQA;B
enquanto que a Eq.(2.65),
A% _ SU 812 A% N A; - MIIAZ + MIQAE . (268)
AR 821 5’22 AL AE = MQIAE + MQQAE

2.4.2 Operador densidade corrente

Para que a derivagao do operador corrente seja a mais geral possivel, vamos considerar

o Hamiltoniano”

1
- — (p - -A) +ed(r,t) + U(r). (2.69)
Segundo a equagao da continuidade, a densidade de corrente é escrita como
, 0
Vi) =~ 2 = e fu(r 1P, (2:70)

sendo [(r,t)|> = ¢(r,t)¢T(r,t) a densidade de probabilidade da fungdo de onda obtida
através da equagao de Schrodinger dependente do tempo,
ihi(r,t) = Hi(r,t),
i)t (r,t) = =t (r, t) HY
Reescrevendo a Eq. (2.70) em termos da Eq. (2.71), encontramos
Vi) = <[ (e — ol (). (272)

Por simplicidade, considere a substituicao IT — p — (e/c)A, em que p = —ihV. Dessa

(2.71)

maneira IT = —iA(V — i) e IT' = +ih(V + ia), sendo a = A, Assim, reescrevemos a
Eq.(2.72) como

Vi) = [t (2 — (VR = V{;—WZ 0T(V9) — (Tt } (2.73)

2mz

Integrando ambos os lados desta equagao obtemos,

i) = == ¥ (o) — (pu)w)|. (274)

Para calcular a densidade de corrente j(x) para o caso da Eq. (2.54), basta aplicar a

fungao de onda zbf, r da Eq. (2.57) na Eq. (2.74) Feito isto, encontramos

) = A ), Relen) = o 2 )

sendo €, a energia definida na Eq. (2.55).

7

(2.75)

Este Hamiltoniano foi primeiramente introduzido durante a discussao do efeito Hall quéntico no
capitulo 1 e sua derivagao esta discutida no apéndiceB
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2.4.2.1 Operador corrente para Hamiltonianos tipo Dirac

Retornando a discussao para Hamiltonianos tipo Dirac, i.e,
H = —ivahV +mf + (Bh2v2> 8, (2.76)

o operador j(r) é obtido de maneira analoga ao caso anterior. Vale lembrar que as matrizes
« e [ sao matrizes de Dirac 4 x 4 definidas no inicio da se¢ao 2.1. Ao calcular o complexo

conjugado da Eq. (2.76) e substituir na Eq. (2.72), o termo Vj(r) torna-se

Vit) = [wla- (V0) + (Vo) - v]ev — [u1(v20) + (v20) u] L a)
- V. [¢Ta¢] v+ V- [w* <p5¢) + (pw)ﬂ ¢B. (2.78)

Ao integrar esta equagao, encontramos a expressao de j(r),
i) = eofvtav]+enlul (vv) + (pBu) v (279

linear quadratico

Note que o segundo termo da Eq (2.79) deve-se ao Hamiltoniano ser quadratico em £k,

caso B = 0, a operador densidade de corrente torna-se

j(r) = ev [waw]. (2.80)

2.4.3 Lei da conservacdo de carga, simetria de reversdo temporal

O sistema estudado na secao 2.4.1, nao troca particulas com nenhum meio externo.
Isto significa que o ntmero total de particulas que entram e saem da regiao central C
(ilustrado na Fig. 10) pelos eletrodos L e R, sdo o mesmo. Assim, podemos afirmar que
o sistema possui conservagao de carga e que a densidade de corrente em x = 0 deve ser a

mesma que em r = L, ou seja,
jlx=0)=j(x=1L). (2.81)

Por meio desta informagao, ¢ possivel reescrever j em termos de wi r usando a Eq. (2.74)

para obtermos
2 2 2 2 L 7
12— Wl = sl — Wl = (vfer) () = (vier) (F ). (282)
Vg UL
Ao comparar a expressao da Eq. (2.82) com a Eq.(2.64), reescrevemos esta equagao em

termos da matriz S como sendo

+x +%

(zwxﬂﬂﬂ<é)—(?%ﬂ(£>- (2.83)
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Note que, para justificar esta igualdade, é necessario que
STS =1. (2.84)

Reescrevendo a relagdo encontrada na Eq. (2.84) por meio dos elementos de matriz S;;
da Eq. (2.64), em que r = |[S11|, t = |Sa1|, ' = |S12| € 7’ = | Sz, obtemos

rir+tit =1
(2.85)
rit + thr’ = 0.

Aqui, r significa coeficiente de reflexdo e t o coeficiente de transmissio do eletrodo L. Os
termos com o sobrescrito (") referem-se aos coeficientes das ondas em relagao ao eletrodo
R.

Como o Hamiltoniano H(x,y) apresenta simetria de reversao temporal, podemos re-
construir toda a teoria da matriz S discutida até aqui, solucionando® H*(x,y)y* = el*.
Ao fazer isto, encontramos

SSt =1, (2.86)

e portanto,
e i =1
(2.87)
t'r + 't = 0.
Ao comparar as Eqgs. (2.84) e (2.86), concluimos que S ¢ uma matriz unitaria e conse-
quentemente det[S] = 1. Além disso, também verificamos que r = |Sy1| = |S9| = 1" ¢
t = |Sa1| = |Sa1| = t'. Vale ressaltar que se existir quebra de simetria de reversao temporal
(como no caso do Hamiltoniano da Eq. (2.69)) a matriz S, além de ser unitaria, também

¢ simétrical46].

2.4.4 Calculo da corrente, férmula de Landauer

Nesta secao, o objetivo é calcular a féormula de Landauer para a condutancia, por
meio dos conceitos envolvendo a matriz S e o exemplo da se¢ao2.4.1. Para isso, vamos
calcular a corrente eletronica que flui entre os reservatorios (terminais) L e R ilustrado na
Fig.10. Os elétrons desse reservatorio sao invariantes translacionais em z, possuem estados
estacionérios e nao apresentam flutuagoes de energial47]. Sendo assim, assumimos que
tais elétrons respeitam a fungao de distribuigao de Fermi e que a corrente que sera injetada
no sistema, esté igualmente distribuida ao longo do eletrodo.

A distribuicao de Fermi é representada pela funcao:

1

Hek). &) = e 117 (2.88)

8 Uma vez que a simetria de reversio temporal exige que H = H*, se v é solucdo de H, ¢* também é.
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sendo que M ¢é a temperatura do sistema e €y ¢ a energia de Fermi. Em T = 0K,
f(e;ef) =1 —O(ef — €(k)), onde O é a funcao degrau. Em outras palavras, f = 1 para
ef > €(k) e f =0 para e; < e(k).

A Eq. (2.88) informa como os elétrons do reservatério L e R ocupam os niveis de
energia (Eq.(2.55)) daquele sistema. Estes niveis representam estados eletronicos em que
os elétrons distribuem-se segundo o principio de exclusao de Pauli®. Sob certas condicoes
de equilibrio do sistema, a ocupacao destes estados comega do nivel mais baixo e segue
até o mais o alto, até que todos os estados sejam preenchidos. Se um nivel de energia n

esta preenchido, o nimero de elétrons contido neste estado sera
> flealk),ep) = N. (2.89)
k

Com esta consideracao, se alguma voltagem ¢ (também conhecido como potencial
quimico) for aplicada aos eletrodos L e R, o nivel de energia ¢ dos elétrons em cada

terminal torna-se € &= e¢r|r € consequentemente,

fr(e,eor) = frle+epr), e frle,epr) = frle —edr). (2.90)

Para potenciais suficientemente pequenos, i.e. ¢ g ~ 0, podemos utilizar a expansao de

Taylor na Eq.(2.90) e reescrever frz como

frr = frr(e £ ¢rr) = frir(e) eaaijchR. (2.91)

Para obter a expressao da corrente I que atravessa este sistema, devemos calcular,

[t _eh [P 00 9yt

Para realizar este célculo de maneira simples, suponha a propagacao de um tnico estado
eletronico (de energia € e vetor de onda k,) devido somente ao eletrodo L. Sob esta

consideracao, a funcao de onda que descreve esta situagao é

+ikzx efikzx

Y(rel)= Xn: (IDIL + 2/JEL) = AIW + AZW (2.93)

sendo A} e A; as amplitudes das fungdes de onda que entram e saem do eletrodo L para
a regiao C' respectivamente. Ao calcular o operador j(x) utilizando as fungoes de onda
da Eq. (2.93) temos,

: eh _
jula) = — (A2 = |AL P ) k. (2.94

Este principio afirma que elétrons idénticos nao podem ocupar o mesmo estado de energia simul-
taneamente. Como os elétrons possuem spin, cada estado pode ser ocupado por dois elétrons com
orientacao de spin opostas.

9
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Retornando a Eq. (2.67) e usando as defini¢oes r = |S11|, t = |Sa1|, ' = |S12| € ' = [Sa2|,

reescrevemos o termo |A; |* como,

|AZ|? = |rAf +t AL (2.95)
= APt AT AT () AR + 2Re{A;T(th')A};}. (2.96)

Como estamos interessados em calcular a corrente devido somente as contribui¢oes do
eletrodo L, dizemos que AL — 0 e entdo |A7|* = A}T(r'r)Af. Assim, substituindo esta

expressao na Eq. (2.94), temos

jn(z) = ﬂ(1 — M) k= 6—h<tTt> ky = ;_Z<T>k”" (2.97)

> =1 e T = t't o produto entre os coeficientes de

sendo o modulo da amplitude |A}
transmissdo ¢’ e . Devido a lei de conservacao, a densidade de corrente jz(z) no eletrodo
direito é igual a j(x). No entanto, muda-se o sentido do fluxo da corrente e portanto
Jjr(z) = —jr(x). Agora, para obter a corrente total I(z) devido a contribui¢ao de todos
os estados 1, propagantes, devemos somar sobre todos os possiveis k, que fazem com que
o transporte eletronico ocorra. Além disso, como os estados propagantes estao ligados
com a equagao distribuicao de Fermi, também devemos considera-la no calculo. Se estes

estados tem energia € tal que em cada eletrodo L e R € — € == e¢p g, a corrente total fica,

[=3_ > il <fL €+ edr) — frle - e¢R)>, (2.98)

n kx>0

sendo fr|r a funcao da Eq. (2.88). O termo da soma em k, fica

o vle)

Utilizando a Eq. (2.91) e substituindo a (2.99) na Eq. (2.98), encontramos
+eo de eh ofL Ofr
I= Z Qﬂh/ M, (e )(— ¢ — —eczﬁR) (2.100)

O resultado da Eq. (2.98) considera valores de temperatura diferente de zero para a funcao
de distribuicao de Fermi. Quando esta temperatura é zero, a derivada desta distribuigao,

¢ a fungao delta. Assim, a Eq. (2.98) torna-se

2

I = %Z/OOO M, (e )(afF>(¢L —¢R>de (2.101)
_ %QZ/OOOM (€)d(e + eg) (¢L . ¢>R>de (2.102)
_ e_;z M (e) (qu - ¢R) —av (2.103)

n
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sendo V' = <¢L — ngR) a diferenga de potencial, e G a féormula de Landauer para a

condutancia entre os terminais L e R,

G=- En: M, (e). (2.104)

2.5 Simulacdes e exemplos com Hamiltonianos tipo Dirac

2.5.1 Calculo do coeficiente de transmissdo para um sistema unidimensional

Na secao anterior apresentamos diversos modelos envolvendo Hamiltonianos tipo Dirac
lineares e quadraticos em k. Obtivemos expressoes gerais que nos permitem calcular o
comprimento de penetracao da funcao de onda destes tipos de sistema, o coeficiente
de transmissao, a densidade de corrente e a condutancia através de um sistema uni- e
bidimensional.

Nesta secao, enfatizamos estes conceitos discutidos anteriormente calculando o coefi-

ciente transmissao para o Hamiltoniano
H = Aok, + Mo,. (2.105)

Note que a equagao deste Hamiltoniano é diferente da Eq. (2.11) estudado na segao 2.1.1.1.
Aqui, consideramos que o termo que multiplica k, é 0., ao invés de o,,.

Para calcular o coeficiente de transmissao, supomos que nosso sistema apresente trés
regioes, sendo estas: L (o eletrodo esquerdo), C' (a regiao central) e R (o eletrodo direito).
Para este caso em particular, consideramos que os eletrodos L e R, sao descritos pelo
Hamiltoniano da Eq (2.105) com o termo massivo M = 0. Ou seja, a relagao de disperséao
dos elétrons dos reservatorio L e R nao possuem gap em sua estrutura. Entretanto, a
regiao C' possui um valor finito M que induz a abertura de um gap em sua estrutura de
banda (mais a frente discutimos como este M ¢é determinado). A situa¢do apresentada
aqui, estd esquematizada na Fig.11. Como a maior parte dos calculos para determinar
a funcao de onda tipo de Hamiltoniano foi obtida na se¢ao 2.1.1, podemos simplesmente

afirmar que autoenergia para este sistema é

e(ky) = \/A2kZ + M2, (2.106)

que em termos k, fica escrito como,

_ j:\/(e—i-]\/[)(e—]\/[)
" )

A fungao de onda v (z) também ja foi obtida anteriormente na se¢ao 2.1.1. Aqui,

k. (€)

(2.107)

precisamos da representacao matricial de ¢(z) para descrever cada uma das regides. De

forma geral, ¢ (x) é

e~ hlOw 1 1 e+ M
U(x) = He)ekor (e)ei’f(f)x] (@) = C(xz) <C2), fle) = I (2.108)
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Note que esta equagao geral ja leva em consideragao que M # 0. Portanto, podemos dizer
que esta equagao de 1 (z) descreve a func¢do de onda na regido C' do nosso sistema. Como

M = 0 nas regides L e R, f(e) = 1. Assim, fung¢oes de onda para estas regides sao

_eik(e)m e—ik(e)x i i i
UE(r) = ks ik |, = L(x) .. (2.109)

[ ik(e)z —ik(e)z |
4 e e t B t
Ui(x) = KO ik ( ) = R(z) ( ) . (2.110)

sendo as constantes i e t, os coeficientes das ondas incidentes e transmitidas, enquanto que
r e z os coeficientes das ondas que sao refletidas. Para calcular a transmissao através deste
sistema, devemos usar parte da Eq.(2.59) e calcular somente continuidade da fungdes de

onda,
Yile =0) = gole =0), (e = L) = tple = L). (2.111)

Como o Hamiltoniano da Eq. (2.105) é linear em k, ndo ¢ necessario calcular a conti-
nuidade da derivada[42]. Das relagoes da Eq. (2.111) temos,

L(z = 0) <Z> = CO(z = 0) <Cl> — (Z) = LYz = 0)C(z = 0) <01> (2.112)
C(z = L) (Cl> —R(z=1) <t> — (Cl> = 0o =L)R(x = L) <t> (2.113)

Assim, reescrevendo toda esta expressao em termos dos coeficientes i e ¢ encontramos,

(t> | (2.114)

Figura 11 — Sistema unidimensional formado por trés regices: L(z), C(z), R(x). As regides
L(x) e R(x) ndo possuem gap e portanto M = 0. A regiao C(z) possui gap, logo
M # 0. A constante L, define o tamanho do sistema estudado.Os elétrons irao se
propagar da regiao L(z) até a R(z).
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O termo entre colchetes [...] representa a matriz de transmissao M como o da Eq. (2.65),
ou seja,
T=L"r=0)C(x=0C"r=L)R(x=1L) (2.115)
€ assim,
(l) _ [Mn Mm] <t> | i = Myt + Mgz (2.116)
r My, My | \z r = Mot + Mosz.

Para o caso particular estudado aqui, supomos que o coeficiente de incidéncia do elétron
da regiao L ¢ i = 1 e o coeficiente de reflexdo na regiao R é z = 0. Assim, encontramos
que t = 1/Mj; e portanto
He) = 2(e? — A?%)
2e2 — A%(1 4+ cos(6))’

with 0 = (2L./a)ve% — A%, Para um caso geral em que existam diversas interfaces entre

(2.117)

os eletrodos da esquerda L e o eletrodo da direita R é necesséario aplicar a condi¢ao de
continuidade quantas vezes forem necessario. Para tanto, basta fazer i(z;) = ¥ (x;11),
sendo z; a posicao da i-nésima interface, onde ¢ = 1,2,3...N. Feito isto, a equacao

matricial para a transmissao descrita na Eq. (2.115) torna-se

T =L"(x) ( 1:[ C’i(xi_l)C’il(xi)> R(x), (2.118)

onde L(z), R(x) sdo matrizes como aquelas definidas na Eq. (2.110) e C;(z;) é a matriz
que representa o centro espalhador na posicao x;.

O grafico da Fig.12 ilustra o resultado da Eq. (2.117) para o sistema da Fig.11. Os
parametros utilizados para calcular esta transmissao foram A = hv = 318 [meV nm),
sendo a velocidade de fermi v &~ 483 [nm/ps], e o termo massivo M ~ 16 [meV]. O

comprimento de penetracao da funcao de onda para este caso é
lp = A/M =~ 20.0nm. (2.119)

Note que nao ha picos na transmissao quando este comprimento de penetracao é maior
ou igual ao tamanho L, do sistema. Ou seja, quando [, > L, os autoestados de ambos
os reservatorios L(x) e R(z) se enxergam e facilitam a transmissao de uma regiao para
a outra. No entanto, observe na Fig.12(a) que a medida com que o tamanho do sistema
aumenta, apenas alguns estados sao transmitidos. Essa transmissao é caracterizada por
picos. Esse fato é facilmente observado na Fig.12(b), quando [, < L,.

Os valores para as constantes A, v e M foram extraidos baseando-se no Hamiltoniano
do modelo BHZ bidimensional que discutiremos com mais detalhes no proximo capitulo
desta dissertacao. Em poucas palavras, este modelo estuda o transporte eletréonico em
isolantes topologicos com constrigoes geométricas. Devido a esta constrigao, surge um
gap na regiao central do centro espalhador deste sistema. O valor deste gap é o valor
do parametro M que utilizamos neste exemplo. Além disso, a constante v, foi obtida

calculando-se v = (1/h)0¢/0k, para os autoestados no interior desta constrigao.
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1.0 1.0
M =~ 32 [meV]
0.84 0'84 ------------------------- |
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Figura 12 — Grafico da transmissao entre os terminais L(x) e R(x) para diversos tamanhos L
do sistema. As cores neste grafico indicam os diferentes L,. (a) Para valores do
comprimento de penetragao [ > L., o sistema apresenta conduténcia finita na
regiao do gap, mas nao apresenta picos de ressonéncia neste intervalo de energia.
Para L, > I, os picos de transmissao ressonante fora do gap ficam mais evidentes.
(b) Neste caso, o Il ¢ muito menor que L, e somente os estados com energia
ressonante sao transmitidos para a regiao R(x).

2.6 Simulacdes via Kwant

Kwant é um pacote python de codigo fonte aberto que permite calcular propriedades
de transporte de sistemas quanticos de qualquer dimensao e geometria. Este pacote utiliza
funcoes de Green recursivas e solucionam problemas de espalhamento via matriz-S para
qualquer sistema de interesse[48]. Uma vez que o usuario informa ao Kwant o Hamiltoni-
ano, a rede de Bravais, a geometria do centro espalhador, e a geometria dos eletrodos, é
possivel extrair as propriedades fisicas do sistema de interesse utilizando comandos sim-
ples. Devido a esta facilidade, dedico a se¢ao a seguir para mostrar brevemente como

discretizar o Hamiltoniano do modelo BHZ e como informé-lo ao kwant.

2.6.1 Hamiltoniano BHZ discretizado

O Hamiltoniano que estamos interessados em discretizar ¢ o do modelo BHZ. Para
discretizé-lo, iremos utilizar o método das diferencas finitas e separar os termos de energia
que vao compor o cddigo no kwant. Estes termos que devemos encontrar sao: a energia
do sitio local (E,pnsite) € a energia de salto entre os sitios (Epopping). O sitio é definido
pela coordenada {i,j} sendo (4,5 = 1,2,3..). A Fig 13 ilustra (de maneira pictorica) o

significado destas energias. Por simplicidade, vamos escrever este Hamiltoniano como
H = (C — Dk*)oy + sAk,o, + Ak,o, + (M — Bk?)o,, (2.120)

em que oy = Loy, s = 1 representa o bloco de spin-up e s = —1 o bloco de spin-down.

Por meio da técnica de diferengas finitas (introduzida na segdo 2.2.1) reescrevemos os
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Energia local
e o o

. At_/ ) . s ; i .
Hopping - i~ Yid i1, L
\A
Hopping - @
Figura 13 — Representacao do processo de discretizacao do Hamiltoniano do modelo BHZ em

uma rede quadrada de largura d, = d, = a. Nesta figura ilustramos os significados
de energia do sitio local e a energia de salto entre os sitios

operadores derivadas de primeira ordem k, = —id, e k, = —i0, como
.fm+1_fm—1 .fn+1_fn—1
ky =—i——"—— k,=—-1———"— 2.121
s, TS (2.121)
e operadores derivadas de segunda ordem'? k2 = =07 e k) = =97 como
2 fm+1_2fm+fm71 2 fn+1_2fn+fn71
k= 52 , k= 52 : (2.122)

Assim, ao reescrever o momento k da Eq. 2.120 em termos das Eqs. 2.121 e 2.122 obtemos,

H=Hy+ H, + H, (2.123)
sendo,
Hy = (Coo+ Mo.), (2.124)
H, = [_;;;4 (f”l 5 fi‘l) + (B + D)(fi+1 - Q(Si; i fi‘l)] (2.125)
H, — Bgl (fj-H 5—y fj—1> LB+ D)(fj+1 - 25? + fj—l)]. (2.126)

Para encontrarmos a equagao que expressa Fo,si¢ basta isolar os termos f; e f; das
equagoes H, e H, e somé-las ao termo de energia H,. Em contra partida, a energia
Ehopping ¢ determinado somente isolando os termos que multiplicam f;41 ; e f; j+1. Nestas
fungoes, o sinal (+) significa que o hopping em x ocorre da esquerda pra direita e o
hopping em y de baixo para cima (como ilustra a Fig. 13). O sinal (—) indica o contréario.

Para determinar a energia Ejopping, © kwant permite escolher uma tnica direcao para a

10 Para encontrar a representacdo discreta derivada de segunda ordem, basta somar as equacdes da
Eq. (2.42).
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funcao f para cada coordenada x e y. Por exemplo, podemos escolher f;_; para hopping
na direcao x e f;_ para o hopping na diregao y, ou vice versa. Sendo assim, as equagoes

que determinam FEysite € Fhopping S20:

D Bo,
Eonsite = CUO + Maz —4 [%] (2127)
Doy + Bo, isAc
Ehoppz'ng—a: = o2 - 2% g (2128)
Doy + Bo, iAo
Ehoppingfy = a2 - 2ay (2129)

onde consideramos que 0, = 6, = a. Apos fazer a discretizagao e definir as energias de
Ehopping—z> Ehopping—y € Eonsite basta definir a geometria do sistema desejado. Para esta
etapa, devemos escolher a fungao que melhor represente o sistema desejado. No nosso

caso, a funcao é
2+ tanh(z;) + tanh(xs)
= ; ’

sendo x; = (z—C)/ly e x1 = (x+C)/ls, em que [5 ¢ a constante utilizada para determinar

F(x)

(2.130)

a suavidade da curva F'(z). Como o objetivo desta segao é abordar parte de como codigo
deste trabalho foi implementado, sugerimos ao leitor que para mais detalhes consulte a
Ref.[48]. A maneira com que o kwant assimila os resultados encontrados acima, bem como

o codigo utilizado neste trabalho, estao anexados no Apéndice D.
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3 Resultados

3.1 O modelo

O sistema investigado é um ponto de contato quantico (QPC, do inglés quantum point
contact) baseado no efeito Hall quantico de spin Hall. Como discutido na sec¢ao 1.1.5,
este fendomeno possui pares de Kramer que representam os canais de conducao de corrente
de spin presentes nas bordas do material. Como este efeito é observado em isolantes
topologicos, propomos um dispositivo bidimensional baseado na heteroestrutura de Hg'Te,
em que a regiao central apresenta um tipo de constricao geométrica. A Fig.14 ilustra este
dispositivo.

As propriedades de transporte dependente de spin que este dispositivo possui sao

descritas pelo Hamiltoniano do modelo BHZ,

M—BE Ak, +iky) 0 0
Alky —iky) —(M — BR? 0 0
H = eyt + | Ak = ika) = ) | (3.1)
0 0 M—BE  —A(ky —iky)
0 0 Ak, +iky) —(M — BR?)

onde (k) = C'+ Dk*. Em nossas andlises, consideramos que a energia de fermi €; esté

NC

Figura 14 — Esta figura ilustra o sistema analisado. As cores em amarelo do lado esquerdo e
direito representam respectivamente os eletrodos L e R que nos referimos ao longo
desta se¢@o. A estrutura de bandas nestes eletrodos é linear em k e ndao possui gap.
Os autoestados de spin-up e spin-down sao injetados no centro espalhador a partir
do eletrodo L. Devido a constri¢do, estes autoestados se hibridizam (a mancha
ilustrada no centro da constrigao representa esta hibridizagao). Apos atravessarem
esta regiao, estes autoestados sao capturados no eletrodo R
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Eletrodos L

W B 2L,
_______ L3 C:}tro(OO)

g Ly

Bordas suavizadas

Figura 15 — (a) Esquema das medidas que envolvem o sistema estudado. Essa imagem mostra
como podemos controlar os parametros L; (i = 1,2,3,4,5) do sistema. (b) Esta
figura ilustra a possibilidade de suavizar a entrada do canal da regidao de constrigao
variando o pardmetro Lo.

na origem, portanto consideramos que C' = 0. Além disso, também consideramos que nao
ha quebra de simetria entre as bandas de valéncia e conducao desse sistema e portanto,
D =0.

O centro de coordenada do sistema esta em (z,y) = (0,0) e os pardmetros 2L, =
600nm, Ly = 22.0nm correspondem respectivamente a largura do dispositivo e o tama-
nho da constricao em relacao a este centro de coordenada. O parametro Ly controla a
suavidade para a entrada dos estados de borda no canal da regiao de constricao. Quanto
menor o valor de Lo, menos suave é esta entrada. Em nossos estudos consideramos Ly = 0
(os demais parametros L;, sendo i = 1,2,3,4,5 estao ilustrados na Fig.15). Os reserva-
torios do lado esquerdo (eletrodo L) e do lado direito (eletrodo R) conectados ao centro
espalhador (regiao C) sdo invariantes na diregao x e possuem altura finita —W <y < W.
A relacao de dispersao dos elétrons nestes reservatoérios nao possuem gap, como ilustrado
na Fig.14. A funcao de onda que representa os estados do bloco superior e inferior do
Hamiltoniano (escritas na base de |E1,1), |H1,7T) e |E1,]), |[H1,])) foram calculados na
segao (2.1.1) para o caso de um plano semi-infinito em que as condigdes de contorno eram
¥(y < 0) = 0. Para os estados confinados em —W < y < W, consideramos que W é
grande o suficiente para que os estados de borda das bordas opostas nao interajam entre
si. Fazendo isto, generalizamos o resultado encontrado na se¢ao (2.1.1), para condigdes
de contorno onde ¢(y > W) =0 e ¢y(y < —W) = 0. De acordo com o movimento dos

estados pelas bordas do material, dizemos entao que

wEl,T X (e)\+(y—W) —_ eA—(y—W)>€ikwm

=W 3.2
Vg, X (eﬂ(y—W) — e,\,(y_w)>€_ikw . y=w) (3.2)
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Figura 16 — Os graficos desta figura ilustram a estrutura de bandas do (a) eletrodo esquerdo,
(b) regido de constrigao e (c) eletrodo direito

(a) Eletrodo L (b) Constricao (¢)  Eletrodo R
40 40 g 40/
20 201 201
3 3 3
g 0 g 0 g 0
W W w
—20] —20; —20/
—401 —401 —401
AN
-0.15 0.00 0.15 -0.15 0.00 0.15 —-0.15 0.00 0.15
k [nm]~! k [nm]~t k [nm]~t
€
¢E1,¢ x €—>\+(y+W) _ e—Af(y—&-W) eikzx
( ) . , (y<w). (3.3)
M <€—)\+(y+W) _ e—,\_(y+W))6—zkzx
O valor Ay é calculado através da expressao
M? — ¢ A? —2BM
— 2 2 _ - /7
e i\/kx+Fi\/F ( = ) F T (3.4)

em que A > 0. O valor do comprimento de penetracao [=! = X é determinado pelo
maior valor entre os valores de Ay e A_. Para ¢ = k, = 0, e os parametros A = 375meV
nm,B = —1120 nm?, e M = —10meV, o comprimento de penetracao destes estados é
[7! ~ 34.2nm. Toda a discussao feita até aqui, estid de acordo com os modelos quando W
é muito grande. A medida com que este valor diminui, os autoestados da borda superior
do material comecam a "enxergar'"os autoestados da borda inferior. Em nosso sistema,
o W = L; permanece constante na regiao dos eletrodos enquanto que assume o valor
W — 2L, = 44.0nm na regiao do centro espalhador. Este valor cria uma constri¢ao
geométrica no dispositivo. Quando os autoestados atravessam esta regiao de constricao,
se hibridizam e abrem um gap J na estrutura de bandas, como ilustra a Fig.16(b). O
valor da abertura deste gap corresponde a § ~ 16.0meV .

Apos esta breve discussao sobre o modelo que é o foco deste trabalho, vamos abordar
nas proximas secoes sobre os fenomenos de transporte observados ao longo da constricao.
Para isso, comecamos nossa discussao analisando os fendmenos relacionados a densidade

de corrente de spin para o transporte considerando o caso sem impureza.
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3.2 Analise do sistema sem impureza

A imagem da Fig. 17 resume os resultados encontrados na analise do sistema consi-
derado. Neste sistema, nao consideramos impurezas de nenhum tipo, i.e. escalar nem
magnética, e a injecao de spin ao centro espalhador ocorre da esquerda (eletrodo ou fonte
L) para direta (eletrodo ou dreno R). Como nao ha impurezas magnéticas, o isolante
topologico conduz a corrente de spin perfeitamente pelas borda do material. Contudo,
devido a constri¢ao induzir a hibridizacao entre os autoestados da borda superior e da
borda inferior, surgem padroes de interferéncia ao longo desta regiao. Isso porque esta
hibridizacao leva os elétrons a possuirem uma velocidade menor do que aquela que ini-
cialmente foram injetados. Basta observar que a velocidade do spin determinada pela
equagao v = (1/h)0e/dk, que é menor na regiao de constrigdo se comparado com a velo-
cidade que possuem ao sairem do eletrodo. Devido a isso, quando os spins tentam sair da
regiao de constrigao, as fases eletronicas sao refletidas de volta e geram padroes de interfe-
réncia conhecidas como fenémeno de Fabry-Pérot. Estas interferéncias criam voértices na
regiao de constri¢ao, como ilustrado no grafico da Fig. 17(b-d). Este grafico representa a
densidade da corrente de spin-up para uma dada energia e, e as setas (girando no sentido
anti-horario) nesta figura indicam a direcao de propagacao desta corrente. O numero
desses vortices aumenta na regiao de constricao a medida que os elétrons com mais ener-
gias sao injetados na regiao de espalhamento. Note que para a energia € ~ 8.4 meV hé
a formacao de um tnico vortice, para € &~ 9.5 meV ha dois vortices, € ~ 10.8 meV trés
vortices, e assim por diante. Quando a corrente de spin injetada no sistema corresponde
a corrente de spin-down, o comportamento observado é o mesmo, no entanto o fluxo da
densidade de corrente gira no sentido horéario.

Ao analisarmos o gréfico da condutéancia Fig. 17(a), percebemos que o nimero de vor-
tices no interior da constricao, esté diretamente ligado com nimero de picos que surgem
na condutancia. Estes picos sao caracterizados por energias muito especificas e represen-
tam os estados que sao transmitidos perfeitamente do eletrodo L para o eletrodo R. Estes
estados transmitido (também chamados de estados ressonantes) apresentam condutancia
G = 1[e*/h].

Como estamos preocupados com sistemas em baixas energias, nao é de interesse ter
estados de bulk sendo transportado no sistema. Isso porque quando os estados de bulk
também contribuem para a conduc¢ao, o nimero de autoestados que interferem entre si
aumenta, e nenhuma formacao de vortice é claramente observada. Em geral, isso ocorre
para energias em que a condutancias é igual ou maiores que G = 2[e?/h].

Os resultados que relacionam os picos com o numero de vortices sao analogos a aqueles
encontrados no diodo tiunel ressonante. Neste regime, somente as ondas propagantes
correspondentes a niveis de energia especificos sao permitidos conduzir perfeitamente

entre as barreiras de potenciais. Analogamente, no nosso sistema, somente alguns estados



Capitulo 3. Resultados 56

de energia exibem condutancia perfeita, i.e., G = 1[e?/h]. Note também que quando a
energia corresponde a um vale, os modos propagantes se hibridizam e formam um ntmero
semi-inteiro de vortice no interior da constrigao. Ou seja, o primeiro vale corresponde a
um vortice e meio, o segundo, a dois vortices e meio, e assim por diante.

Por fim, desejamos enfatizar um fator importante para prosseguirmos com nossa ana-
lise. Quando o numero de vortices no interior da constricao é par, as fungoes de onda
se interferem destrutivamente e criam um ponto de n6é em torno da coordenada x = 0.
Isso ¢é facilmente observado no gréafico da densidade de corrente da Fig 18. Devido a
isso, nos perguntamos: como a densidade de corrente se comporta caso exista algum tipo
de potencial de impureza préximo a essa coordenada ? A secao a seguir é destinada a

responder esta pergunta.
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(a) Condutancia
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Figura 17 — O grafico da figura (a) representa a condutancia em relagdo a energia da corrente
de spin injetada a partir do eletrodo L. Neste grafico, ha picos de ressonancia
que caracterizam uma transmissio perfeita (G = 1[e%/h]) realizada através do
dispositivo da Fig. 14. A figura (b) representa o plot da densidade de corrente na
regiao de constricao do dispositivo. Este grafico mostra a formacao de um vortice
no sentido anti-horario criado no interior da constricdo quando a corrente de spin
(com polarizagao spin-down) tem energia € ~ 8.4meV . Esta energia corresponde
exatamente ao primeiro pico de ressonancia do grafico da figura (a). Quando a
energia é € ~ 9.5meV, formam-se dois vortices na regiao de constricao e ha o
surgimento um no6 entre eles. Fato ilustrado na figura (b). A figura (c) representa
a formagdo de trés vortices. Os valores 1,2 e 3 relacionam os nimero de vortices
com o pico no gréafico da condutéancia.
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(a) Condutancia
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Figura 18 — O grafico da figura (a) representa a conduténcia em relagao a energia da corrente
de spin injetada a partir do eletrodo L. Quando a energia e corresponde a um vale
(representado pelos nameros 1,2, 3), observa-se a formagao de um numero inteiro
de vortices na regiao de constricao mais um voértice incompleto na entrada do canal
da regido de constrigao. O circulo desenhado nas figuras (b),(c) e (d) retratam
quando este fendmeno acontece. Os valores 1,2 e 3 indicados nos nestas figuras,
contabilizam o nimero de voértices em relagao ao vale correspondente indicado na
figura (a)
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3.3 Casos com impurezas

Neste etapa, analisamos o comportamento da densidade da corrente de spin sob in-
fluéncia de um potencial de impureza V. Esta impureza representa um tipo de contato
sobre a regiao de contrigao (e.g contato magnético). Vamos considerar esta impureza
como sendo uma gaussina localizada no ponto de n6é formado no interior da constri¢ao
quando o nimero de vortices é par (veja a Fig 17). Como o Hamiltoniano da Eq. (3.1) é
4 x 4, definimos este potencial como uma gaussiana na forma

V=V, exp{ (z — x0>22j;2(y — %)’ } (Ui o 1)’ (3.5)

onde V; é a intensidade do potencial, (z¢,yo) representam as coordenadas do centro da
gaussiana, v sua largura e o; (i = z,y, z) as matrizes de Pauli para o subespago de spin-
up e -down. Cada o esté relacionado com o tipo de potencial de impureza (i.e., escalar
ou magnética). Em nosso modelo, a impureza esta localizada na coordenada (xq,yo) =
(0, L4)) e que os valores de Vj e 7y sdo 15 e 10nm respectivamente. A posigao escolhida
para esta impureza, quebra a simetria espacial do sistema. Neste sistema também levamos
em conta somente a inje¢ao de corrente de spin polarizada. Iremos considerar novamente
o sistema ilustrado na Fig.14 e investigar o comportamento dos picos de ressonancia na
condutancia para cada tipo de polarizacao. Esta anélise é interessante pois, cada tipo
polarizacao interage de maneira diferente com o potencial de impureza V. Sendo assim,

esperamos controlar esta polarizagao via este potencial.

3.3.1 Potencial de impureza escalar oy

Para este tipo de impureza, o Hamiltoniano da Eq. (3.1) fica

V(z,y) 0 0 0
V(z,y) 0 0
H=H + 3.6
o 0 V(zy) 0 30
0 0 0 V(z,y)

O grafico da Fig.19 resume os resultados encontrados para este tipo de impureza. A
Fig.19(a) nos mostra que, em comparagao com o caso sem impureza, o potencial o desloca
o primeiro pico de ressonancia para mais altas energias, i.e. € = 8.4[meV] — 8.7[meV]. A
impureza oy é chamada de potencial escalar pois nao mistura e nem altera a natureza do
spin. O comportamento da densidade de corrente de spin-down e -up pode ser visualizada
na Fig.19(b) e Fig.19(c) respectivamente. Note que quando a corrente possui polarizagao
spin-down (Fig.19(b)), a corrente entra no sistema pela borda superior e cria vortices no
sentido horario. Quando a corrente possui polarizac¢ao spin-up (Fig.19(c)) a corrente entra
no sistema pela borda inferior e cria vortices no sentido anti-horéario. A consequéncia

do deslocamento da energia para mais altas energias é observado pelo alargamento do
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Condutancia Densidade de corrente Spin | Densidade de corrente Spin 1
1.0{ — sem impureza ® 1 -i Primeiro Pico ¢ - 1l Primeiro Pico
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—_—— = ==
=0.6 € = 8.76[meV] T-1 ¢=876mev] t-71
NOJ
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Figura 19 — (a) Grafico da condutancia quando uma corrente de spin polarizada ¢é injetada
no sistema. Neste caso em particular, este grafico representa tanto a injegao de
spin-up quanto de spin-down. (b) Representagao da densidade de corrente de spin-
down ao longo do dispositivo da Fig 14. Aqui, ilustramos os voértices formado
por esta corrente quando a energia corresponde ao primeiro pico de ressonancia
em € =~ 8.76 meV e ao segundo pico quando € =~ 9.48 meV. Para este tipo de
spin a corrente entra no sistema ao longo da borda superior do dispositivo. Além
disso, estes estados formam um vortice que gira no sentido anti-horario. Quando
injetamos corrente de spin-up no sistema, os autoestados se propagam ao longo do
dispositivo pela borda inferior e formam vortices que giram na diregcao horaria.

vortice formado pela densidade de corrente no primeiro pico. Este alargamento se deve a
aproximacao entre o primeiro pico e o segundo, onde hé a formacao de dois vortices. Por
meio da Fig.19, observamos que em ambos os casos o efeito do potencial de impureza foi
o mesmo. Este resultado era esperado pois, a Eq. 3.6 nos informa que a adicao do termo
de potencial contribui de maneira igual para os dois sub-blocos do Hamiltoniano. Devido
ao deslocamento para mais altas energias, o primeiro pico se aproxima do segundo. Note
que o segundo pico de ressonancia nao foi afetado. Ou seja, nao houve deslocamento se
comparado ao caso sem impureza. Isto se deve a impureza se concentrar na regiao em
que ha um né na densidade de corrente. Portanto, concluimos que a impureza oy nao

influencia nosso sistema quando formagao dos vortices no interior da constricao é par.

3.3.2 Potencial de impureza o, ou o,

Quando a impureza ¢ do tipo o, (ou o,), o Hamiltoniano da Eq. (3.1) fica,

0 0 V(z,y) 0
0 0 Viz,y)
H=H + 3.7
BHZ Viz.y) 0 0 0 (3.7)
0 V(z,y) 0 0

O grafico da Fig.20 resume os resultados encontrados para este tipo de impureza para o

caso da densidade de corrente spin-up. A Fig.21 resume o caso para o spin-down. Apesar
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das impurezas o, e o, se distinguirem por um sinal e pelo termo ¢,
0010 00 — 0
0001 00 0 —i
o, @1 = . o,el=| “ (3.8)
10 00 1 0 0 O
0100 0 1

os resultados encontrados na Fig. 20(a-c) e Fig.21(a-c) sdo equivalentes. Portanto, em
nossa discussao iremos focar somente no potencial de impureza o,. Note que esta impureza
mistura os blocos de spin-up com spin-down. A consequéncia disto é: parte da polarizacao
inicial da corrente de spin, é convertida na polarizacao oposta. Em outras palavras,
se inicialmente a densidade de corrente é spin-up (spin-down) a impureza converte esta
corrente em spin-down (spin-up). Este fato nos permite caracterizar este tipo de impureza,
como sendo uma impureza do tipo magnética.

Ao observar o grafico da condutancia da Fig. 20(a) e da Fig. 21(a), percebemos um
desdobramento do primeiro pico de ressonancia em outros dois, sendo um para mais baixas

energias (¢ = 7.8meV’) enquanto o outro para as mais altas (e = 8.7meV’). Note também

(a) Condutancia (b) Densidade de corrente Spin 1 (d) Densidade de corrente Spin 1
1.0 — ixem impureza : \T . ‘- ij = € = 9.48[meV]
| ) — —

0.8 € = 9.48[meV)] 5y — S : 59 s’—-’v&—w

. : o1 i 7 t- 1
= € = 7.89.[meV]
%0.4 O

€ = 7.89.[meV]
I S8 .
Impureza
0.0 =
5 6 g 9
€[meV]

Figura 20 — A figura (a) representa o grafico da condugao da corrente de spin-up através da
constrigdo geométrica representada na Fig. 14. A cor em azul neste gréafico repre-
senta a condutéancia quando ndo ha nenhum tipo de impureza na constricao. O
grafico em verde representa a conduténcia quando consideramos o potencial de im-
pureza o,. Neste grafico, o primeiro pico de ressonancia (em azul) se desdobra em
outros dois picos (em verde) devido a presenga da impureza (ou contato) magné-
tica(o) na constrigao. O comportamento da densidade de corrente correspondente a
cada um destes picos pra o caso do potencial de impureza o, esté representado na
figura (b) e (c). A figura (b) representa a energia do primeiro desdobramento. (c)
representa a energia do segundo. Aqui, corrente injetada é spin-up (1 —i) entra no
sistema pela borda inferior do dispositivo e na entrada da constri¢ao, esta corrente
é refletida (T —r) de volta para o eletrodo através do canal de condugao da borda
de cima do sistema. A parte transmitida se separa em dois caminhos. Parte da
condugao ¢é feita pelo canal da borda superior (t— |) e parte pela borda do canal
inferior (t— 7). A figura (d) representa a densidade de corrente para o segundo pico
de ressonancia quando € = 9.48 meV
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Figura 21 — A figura (a) representa o grafico da condugao da corrente de spin-up através da
constricdo geométrica representada na Fig. 14. A cor em azul neste grafico repre-
senta a condutéancia quando nao ha nenhum tipo de impureza na constrigao. O
grafico em verde representa a condutancia quando consideramos o potencial de im-
pureza o,. Neste grafico, o primeiro pico de ressonancia (em azul) se desdobra em
outros dois picos (em verde) devido a presenga da impureza (ou contato) magné-
tica(o) na constrigdo. O comportamento da densidade de corrente correspondente a
cada um destes picos pra o caso do potencial de impureza o, esta representado na
figura (b) e (c). A figura (b) representa a energia do primeiro desdobramento. (c)
representa a energia do segundo. Aqui, corrente injetada é spin-up (] —i) entra no
sistema pela borda superior do dispositivo e na entrada da constrigao, esta corrente
é refletida (] —r) de volta para o eletrodo através do canal de conducao da borda
de inferior do sistema. A parte transmitida se separa em dois caminhos. Parte da
condugao ¢é feita pelo canal da borda superior (t— |) e parte pela borda do canal
inferior (¢— 7). A figura (d) representa a densidade de corrente para o segundo pico
de ressonancia quando € = 9.48 meV

que a regiao entre o primeiro e o segundo pico de condutéancia, apresenta transmissao nula.
Além disso, ambos os picos apresentam uma condutancia muito baixa e nao ha formacgao
de vortices no interior da constrigao Figs. 20(b) e 21(b). Apesar do deslocamento na
energia ser o mesmo para ambos os casos, a intensidade dessas condutéancias sao diferentes.
Esse comportamento pode ser facilmente observado na Fig.22(a) para a injegao de spin-up
e na Fig.23(a) para a injecao de spin-down. Para analisar esta situagdo consideramos a
regiao R como um detector de spin de sinal oposto a aquele que inicialmente foi injetado,
i.e., se a fonte injeta up (down), o dreno detecta down (up). As Figs.22(b) e 23(b)
ilustram esse fato e nos mostram os resultados para conduténcia para para o caso de
injecao de corrente spin up e spin down respectivamente. A intensidade do segundo
pico para a injecao de spin-down ¢ diferente se comparado a intensidade apresentada pela
corrente de spin-up. Os graficos da Fig. 22(a) e 23 mostram essa diferenca. Este contraste
entre estas intensidades surgem devido a presenca da impureza na parte superior da
constri¢ao, que quebra a simetria espacial do sistema. Ao observar o grafico da densidade

de corrente para cada caso, isto €, para quando injetamos spin-up e para quando injetamos
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spin-down, notamos o surgimento de um né no interior da constricao. Este n6é depende
da corrente de spin injetada. Quando a injetamos spin-down a condug¢ao da corrente
ocorre pela borda de cima do material e o n6 criado encontra-se na parte inferior da
constricao. Em contrapartida, quando injetamos spin-up, a condugao ocorre pela borda
de baixo e o n6 criado com o surgimento de dois vortices, se concentra na parte superior
da constri¢ao. Este no representa uma regiao em que nao ha autoestados disponiveis para
que os autoestados da corrente de spin-up (-down) da borda inferior (superior) tunele
para a borda superior (inferior) para que a condugao prossiga ao longo da constrigao.
Para o caso particular da injecao de corrente com polarizacao spin-up, observamos que
tal situagao implica na maior reflexao da corrente para o eletrodo L. No entanto, esta
reflexao ocorre por meio da conversao parcial da corrente de spin-up em corrente de spin-
down, e o retorno desta mesma corrente para o eletrodo L; eletrodo este pelo qual foi
inicialmente injetada a corrente. Este fato esta ilustrado nos graficos da Fig 22(a)-(c).
Aqui, o gréfico da Fig 22(a) representa a injegao de spin-up pelo eletrodo L e a detecgao
deste mesmo tipo de corrente no eletrodo R. As Figs 22(b) e (c¢) representam a situagao
em que ha a injecao de corrente spin-up e a deteccao de corrente spin-down no eletrodo R
e no eletrodo L respectivamente. Ao comparar os resultados para os picos de ressonancia
em cada um destes graficos, percebemos que o desdobramento dos dois primeiros picos
correspondem aos dois primeiros picos encontrados tanto na Fig 22(b) e (¢). No entanto,
na Fig 22(c) ha um terceiro pico em € ~ 9.48 meV que corresponde ao segundo pico de
ressonancia do grafico da Fig 22(a). O surgimento de uma condutancia neste grafico da

Fig 22(c) nos sugere que a presenga da impureza implica numa reflexdo dos estados de

Fonte : T Dreno: 1 Fonte : T Dreno: ! Fonte: T Fonte: !
(a) 1.0{ — sem impureza (b) —— Sem impureza (C) —— Sem impureza
— Oy —_— Oy —_— Oy
0.8
EO.G
o~
9L
©o04
P T\>
0.0 J

5 6 7 8 9 10 5 6 7 8 9 10
emeV] e[meV]

Figura 22 — Grafico da condutancia para casos em que a fonte (eletrodo da regiao L) e o dreno
(eletrodo da regiao R) apresentam (a) injegao e coleta de spin-up, (b) injegao de
spin-up e coleta de spin-down. (c) injegao de spin-up pelo eletrodo L e a reflexao
deste spin neste mesmo eletrodo L.
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Figura 23 — Grafico da condutancia para casos em que a fonte (eletrodo da regiao L) e o dreno
(eletrodo da regiao R) apresentam (a) injegao e coleta de spin-down, (b) injecao de
spin-down e coleta de spin-up. (c) inje¢ao de spin-down pelo eletrodo L e a reflexao
deste spin neste mesmo eletrodo L.

spin-up que saem do eletrodo L para o proprio eletrodo L. No entanto, agora, com spin
de sinal oposto. Devido a isto, a condutancia nao apresenta uma transmissao perfeita ao
longo da constrigao, como mostra a Fig 22(a). Note que este fato descrito acima para
o caso da injecao de corrente de spin-up nao é valida para quando injetamos corrente
de spin-down no sistema. Isto porque a localizacao da impureza na parte superior da
constricao nao implicou numa maior reflexao dos estados de spin-up em estados de spin-
down, fato observado no resultado da conduténcia ilustrado no grafico da Fig 23(a) em
que a condutincia permanece perfeita (i.e. G = 1le?/h) no segundo pico; e nao ha o
surgimento de um terceiro pico caracterizando uma reflexao de spin-down em spin-up na
Fig 23(c).

Portanto, podemos concluir que a presenga de um potencial de impureza o, na regiao
superior da constrigao, nos auxilia no controle da intensidade da corrente que reflete e
que é transmitida ao longo do dispositivo. Em outras palavras, por meio deste potencial,
controlamos quando a transmissao ao longo do dispositivo é perfeita, i.e. G = 1e¢?/h ou ou
quando é nula. Além disto, observamos que por meio deste tipo de impureza controlamos

a polarizacao da corrente de spin que foi inicialmente injetada no sistema.

3.3.3 Potencial de impureza o,

Quando a impureza ¢ do tipo o, (ou o,), o Hamiltoniano da Eq. (3.1) fica

+V(z,y) 0 0 0
0 +V(x,y) 0 0
H=Hpyy + , 3.9
Bz 0 0  —V(zy 0 (3.9)
0 0 0 —V(z,y)
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O grafico da Fig.24 resume os resultados encontrados para este tipo de impureza para
o caso da densidade de corrente spin-up. A Fig.25 resume o caso para o spin-down. O
potencial de impureza ¢, nao mistura spin, porém atua em cada bloco 2 x 2 da matriz
da Eq. (3.9) de maneira diferente. No bloco de spin-up (i.e. o bloco superior), a impu-
reza soma um termo de energia na diagonal principal. Isso faz com que o primeiro pico
de ressonancia observado no gréfico da Fig.24(a) desloque-se para mais altas energias e
portanto € ~ 8.4meV — € ~ 8.7meV. Porém, no bloco de spin-down (i.e. o bloco in-
ferior), o potencial de impureza V' (z,y) subtrai. Consequentemente, o primeiro pico de
ressonancia desloca-se para mais baixas energias € &~ 8.4meV — € ~ 7.8meV . Note que
para o caso da densidade de corrente de spin-up, a discussao é a mesma daquela realizada
na secao 3.3.1. Nesta situacao, ambos os graficos da condutancia e da densidade de cor-
rente, coincidem. Quando a densidade de corrente corresponde ao spin-down, a situacao
é um pouco diferente. Como o pico de ressonancia deslocou-se para uma energia menor,
a formagao do vortice nao apresenta alargamento. Em outras palavras, esta configuragao
de energia favorece a formacao de um tnico vortice bem localizado na regiao central da
constrigao.

O fato do potencial de impureza tipo ¢, nao misturar as componentes de spin-up com
as de spin-down, o eletrodo da regiao R nao detecta corrente de spin de sinal oposto. Isto é
facil de visualizar nas Fig. 26(b) e 26(b), em que a condutancia permanece nula para todo
o espectro de energia € quando injetamos spin-up (down) e detectamos spin-down (up).
Nao o bastante, quando analisamos a reflexao da corrente de spin, também percebemos
que a condutancia da corrente de sinal oposto é nula, fato ilustrado nos graficos das
Fig. 26(c) e 26. Vale ressaltar que novamente observamos a formagao de dois vortices

para a energia € = 9.4meV.
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(a) Condutancia (b) Densidade de corrente Spin T (c) Densidade de corrente Spin 1
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Figura 24 — (a) Grafico da condutancia quando o sistema esta sob influencia do potencial de

impureza o,. Quando injetamos spin-up no sistema, o primeiro pico de ressonan-
cia desloca-se para energias mais altas. Em contra partida, o segundo pico nao
apresenta nenhum deslocamento. (b) Densidade de corrente para energia que cor-
responde o primeiro pico de ressonancia para o caso de impureza. Aqui, a incidéncia
(T —1) ocorre pela borda inferior do sistema e é transmitida ({— 1) por esta mesma
borda. O vortice criado estd no sentido anti-horario. (c) Representagao da densi-
dade de corrente para o segundo pico de energia.

Condutéancia (b) Densidade de corrente Spin | (c) Densidade de corrente Spin |
— Sem impureza® $-i Primeiro Pico t-4 =i Segundo Pico t-4
— 0, N .
@ 63/ - — . —
€= 7.87[mev']""~..,.%. € = 9.48[meV]
5 5
Impureza

Figura 25 — (a) Grafico da condutancia quando o sistema esta sob influencia do potencial de

impureza o,. Quando injetamos spin-down no sistema, o primeiro pico de resso-
nancia desloca-se para energias mais baixas. Em contra partida, o segundo pico
nao apresenta nenhum deslocamento. (b) Densidade de corrente para energia que
corresponde o primeiro pico de ressonéncia para o caso de impureza. Aqui, a in-
cidéncia (] —i) ocorre pela borda superior do sistema e é transmitida (t— |) por
esta mesma borda. O vortice criado esta no sentido horario. (c) Representagao da
densidade de corrente para o segundo pico de energia.
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Fonte : T Dreno: 1 Fonte : T Dreno: ! Fonte: T Fonte: !
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Figura 26 — Grafico da condutancia para casos em que a fonte (eletrodo da regiao L) e o dreno
(eletrodo da regiao R) apresentam (a) inje¢@o e coleta do mesmo tipo de spin. (b)
injecao e coleta de spins opostos. Como neste caso injetamos spin-up no sistema, o
potencial de impureza do tipo o, desloca o primeiro pico de ressonéncia para mais
altas energias. Como esta impureza nao altera a dindmica da corrente de spin, os
resultados para a condutincia quando a fonte injeta spin oposto ao que o dreno
absorve sao nulos. Fato observado nas figuras (b) e (c).

Fonte : { Dreno: l Fonte: ! Dreno: 1T Fonte: ! Fonte: 1T
1.0 — sem impureza -~ Sem impureza -~ Sem impureza
— 0 — 0, — 0oy

0.8
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~
2
00.4

5 6 7 8 9 10 5 6 7 8 9 10 5 6 7 8 9 10
emeV] emeV] e(meV]

Figura 27 — Para a anéalise destes gréaficos, injetamos corrente de spin-down no sistema. Os sig-
nificados e a interpretacao dos resultados, sao identicos ao discutido anteriormente
na Fig. 26)
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3.4 Perspectivas futuras

A fim de continuar explorando as propriedades de transporte dependente de spin, a
proxima etapa deste trabalho é analisar um sistema em que hé dois contatos magnéticos
na regiao de constrigao. Com isto, vamos analisar o transporte quando as configuracoes
destes contatos sdo paralelas e antiparalelas, como ilustrado na Fig. 28(a). Além disso,
também vamos estudar a questao de controlar o direcionamento do transporte de spin

propondo o dispositivo ilustrado na Fig. 28(b)

(a) Etapa 1 (b) Etapa 2

Contatos magnéticos x

v—rl:l:]— vjl:l:

Paralelos $ $
+ $ Antiparalelos

seletor de spin,

Figura 28 — (a) Proposta de estudo 1: analisar o transporte de spin quando hé dois contatos
magnéticos na regiao de constrigao. (b) Proposta de estudo 2: controlar o direcio-
namento do transporte de spin



69

4 Conclusio

Nesta dissertagao, investigamos o transporte eletronico envolvendo isolantes topolo-
gicos em regime de constricao geométrica. Mais especificamente, revisamos o conceito
de transporte na literatura e exploramos suas propriedades em sistemas com spins uti-
lizando matriz de transferéncia. Além disso, calculamos numericamente a condutéancia
entre dois contatos terminais e também analisamos a dindmica da corrente de spin para
nosso sistema sob diversos regimes. O primeiro caso que estudamos considerou a injegao
de spins nao polarizados na regiao de espalhamento. Observamos que para uma certa
largura da constricao, os autoestados de cada borda do sistema de QSHE se sobrepoem
(hibridizam) e abrem um gap na estrutura de bandas do centro espalhador. Como con-
sequéncia, surgem padroes de interferéncia de Fabry-Pérot nesta regiao. Esses padroes
sao caracterizados pela criacao de vortices no interior da constricao pela dinamica da
corrente de spin. Além disso, o nimero de vortices nesta regiao esta diretamente ligada
com picos de ressonancia muito bem definidos no gréafico da condutancia. Em particu-
lar, notamos que no segundo pico, surge um par de vortices com um né entre eles na
regiao central da constricao. Na tentativa de manipular e compreender a formacao desses
vortices, introduzimos uma impureza no interior desta constricao que afeta somente os
picos correspondentes ao nimero impar de vortices; também consideramos a injecao de
corrente de spin polarizada. Para esta impureza, caracterizada por uma gaussiana, con-
sideramos dois casos: o primeiro de um potencial escalar e o segundo de um magnético.
No caso do potencial escalar, observamos que houve deslocamento do primeiro pico de
ressonancia para mais altas energias. Além disso, devido a posigao espacial da impureza,
quando o numero de vortices no interior da constricao correspondia a um ntmero impar,
a dinamica da corrente de spin apresentou um alargamento na formagao de seu vortice.
Este fato também foi observado quando o potencial de impureza magnético era do tipo
o.. Nos casos em que a impureza magnética era o, ou o,, o spin muda parcialmente sua
orientacao e a condutancia para aquele tipo de polarizacao que foi inicialmente injetado
no sistema, é drasticamente afetada. Por meio dos resultados apresentados, afirmamos
que este sistema é um bom candidato para ser um dispositivo de filtro de spin baseado

em isolantes topologicos.
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APENDICE A — Efeito Hall Classico

No efeito Hall Cléssico, o acimulo de elétrons na borda deve-se a forca de Lorentz.
Para uma descricao mais completa sobre o comportamento do movimento eletrénico é
necessario considerar a presenca de impurezas no sistema. O modelo de Drude descreve

a equacao do movimento eletronico sob influéncia destas impurezas como
F =q¢(E +v x B) — Fy, (A.1)

em que Fy = —(m/7)v esté relacionada a impureza, onde 7 é o tempo de espalhamento
entre colisoes. Como estamos interessados em compreender como se comporta a densidade
de corrente estacionéria do elétron no efeito Hall, consideramos a situac¢ao de equilibrio
F = 0 e realizamos a substituicdo J = (—env) na Eq. (A.1). Portanto, reescrevendo a

Eq. (A.1) encontramos

J:U&WE—ixB] (A.2)

m ne
Se o movimento eletronico esta restrito ao plano xy e B = (0,0, B), a solugao para as

componentes de J é

O'DB

Jo = opB, = =25, (A.3)
B

@2@@+%#% (A.4)

onde op = ne*r/m. Na forma matricial, a Eq. (A.4) torna-se

Q-0
L, ~B/ne  op' Sy

e portanto, podemos escrever a Eq. (A.5) como E = pJ, onde p é a matriz que representa
c e . . o R | - -
a resistividade do material. As componente p,, = py, = 0p € puy = —pyz = Ben
desta matriz, correspondem a resistividade do material, sendo as componentes pgy € puy
a resistividade Hall. Essa resistividade surge devido ao campo magnético B induzir uma
corrente na dire¢ao y quando um campo elétrico na direcao = ¢é aplicado sobre o sistema.
Note que se B = 0, as componentes p,, = —p,, = B/ne se anulam e consequentemente
essa resistividade deixa de existir. Quando isso acontece, s6 existirda movimento eletrénico
na direcao do campo aplicado. Neste caso em especifico, o movimento s6 ocorreria na

diregao x. Se invertermos p encontramos a matriz que representa a condutividade, que é

1 1 wB
_— pr— A.-6
P =D <—wB 1 ) ( )

onde w = eB/m representa o movimento ciclotrénico do elétron.
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APENDICE B - Efeito Hall quantico

Para representar matematicamente o efeito Hall quéantico iremos partir de equacoes da
mecanica classica e em seguida quantiza-la. Para isso, considere um sistema bidimensional
em que a particula de carga e e massa m esta sob a presenca de um campo magnético
B = Bk. Vamos escrever a influéncia desse campo magnético por meio da equagao
B =V x A, onde A ¢é o potencial vetor, via acoplamento minimo. O momento canénico
dessa particula descrito em termos da Lagrangiana £ = T'— U, onde T é a energia cinética
e U é a energia potencial, é p = 0L/0F = mr — eA. O Hamiltoniano H desta particula
fica definido como
p+eA

Hzf-p—ﬁz( )p—ﬁz%(p—i—eA)Q. (B.1)

Para tornar esta equacao classica, numa em que consideramos efeitos quanticos, escre-

vemos o momento p como um operador quantico, i.e., p — P. Agora, reescrevemos

P+ eA — II, e levemos em consideracio as relacoes de comutacao [, Dj] = ihd;j. Apos

todas estas etapas, podemos introduzir as variaveis conjugadas a e a' que representam

respectivamente o operador de abaixamento e levantamento, como sendo respectivamente
1 1

a= M, —il,), e af =
V2ehB ( /) V2ehB

onde [a,a'] = 1. Por meio destes operadores da Eq. (B.2) reescrevemos a Eq. (B.1) como

(T1, + 411, (B.2)

H = hw(aaT + %), (B.3)

onde w = eB/m é a frequéncia ciclotron. A Eq. (B.3) representa um Hamiltoniano de
um oscilador harménico (comumente encontrado em livros basicos de mecanica quantica).
Podemos, portanto, construir um espaco de Hilbert tal que a|n) = \/n|n —1), a' |n) =
vn+1|n+1)eal0) =0, onde |n) representa o estado quantico deste sistema. A solucio
para este Hamiltoniano é

E,=(n|H|n)= <n + %)Fw, onde n € N. (B.4)
onde F, representar a energia discretizada que descreve os niveis de Landau.

Para representar as bordas num sistema de efeito Hall quantico, consideramos um
potencial escalar V. Em geral, quando se esta borda é suave, expandimos V' em séries
de Taylor proximo a borda e desconsideramos o primeiro termo da expansao (pois é
uma constante qualquer). Se neste caso em particular, dizemos que o sistema é finito
em na diregdo & e invariante em g, basta adicionar dV/dz na Eq.(B.1) e supor que

Yk, (@, y) = e*¥ey (), que o Hamiltoniano da Eq. (B.1) torna-se

1, s \2 OV
Hy= 59+ T(m + szy) +oo (B.5)
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onde 9V/dz é calculado em z = —I%k,. Note que o dltimo termo representa o campo
elétrico atuando na diregao z, uma vez que 9V/0x = —eE. Ao somar (£l%k,)0V/0x +

(1/2mw?)(0V/0x)* a Eq. (B.5), lembrando que Iz = \/k/eB, e realizar o completamento
de quadrado, obtemos:

1, mw? b \2 OV ., OV 1 /0V\2
He = %p””—i_ 2 <x+lBky> +x%i13kyaxi2mw2<8a€> (B.6)
2
I R 2 472 2, OV L (0V\2
— [ > <$ +2szky+szy) + Uk, o QWQ(&B) +O (BT
LT
oWt |y, 2k, OV 1 0VNZ2 9
= |k S <_('3x> 2?4 2lk, | 10 (BS)
2 .
omw 9 ov 2
- = _(szy+—az mw2)+x} +0 (B.9)
2 2
omw 9 el 2 _mw 2
- = _(szy——mWZ)m} +o=" [X+x] re (B.10)
sendo,
1, o, 0V 1 ,0V\2
0= om’e s Y 0w 2mw2(8m> ' (B.11)

Note que o Hamiltoniano da Eq.(B.10) fica na forma de um oscilador harménico no qual

o potencial esta centrado em X = I3k, — eE/mw?:
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APENDICE C - Calculo da funcio de onda

Neste apéndice, solucionamos a equacao de Dirac com a correcao quadratica em k

baseado na referéncial49]. Partindo da equagao,
H = —iwahV + mf + (Bh2V2> 3. (C.1)

supomos um fio semi-infinito em y < 0. Se as condigoes para « e [ sao satisfeitas (assim
como discutido na se¢ao 2) o Hamiltoniano da Eq. (C.1) é reescrito como uma matriz
4 x 4 bloco diagonal, tal que H = h(k,) @& h*(—k,). Cada sub-bloco 2 x 2 representa um

tipo de spin, i.e. o bloco superior spin-up e o inferior spin-down sendo h(k,) expresso pela

equacao
h(k,) = Akyoy + Mo, + (—Bo.)k; . (C.2)
e quaatico
onde A = hv, B e a massa de Dirac M sao parametros do sistema. Para encon-

trar os autoestados deste Hamiltoniano, devemos solucionar a equagao de Schrédinger

h(ky) [¥4(y)) = €v4(y)), sendo o spinor [y (y)) = xy¢(y), onde ¢(y) o< €. Como

estamos interessados em encontrar estado de borda do sistema, tomamos o limite ¢ = 0.

Sendo assim, ao solucionando a Eq. de Schrodinger, obtemos:
[ — (A0 loyo +iMo, + iBam(‘?Z] Xn® () = exy0(y) =0 (C.3)

onde k, = —id,. Multiplicando pela esquerda, a matriz o,, encontramos a equagao

diferencial de segunda ordem,

0, (xu0()) = 5 (M + BEZ) 7o) ()

Note que a equagao x,¢(y) = n¢(y) apresenta autovalores n = %1, sendo

1 (1 1 1
Xn=+1 = 7 (1) ; Xn=—1 = 7 (_1> : (C.5)

Portanto, a Eq. (C.4) torna-se

(7B) o, — Aoty) + (M )ly) = 0 (C.6)
nBXN — AN +nM = 0 (C.7)

A Eq. (C.7) é uma equagao de segundo grau que admite dois valores para A, i.e.,

A

B ] AM B
2B

At yE

1+ (C.8)
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Note que devido a condigao de contorno |[¢4(y = 0)) = |t (y = —o0)) = 0, é necessario

que Re(Ay) > 0. Além disso, somente n = 1 satisfaz esta mesma condigdo. Portanto, a

(e’\+y + e’\‘y) , (C.9)

expressao final para a funcao de onda é

Vi (y) =

Sl =

sendo N a constante de normalizacao.
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APENDICE D - O cédigo utilizado

A primeira parte deste apéndice destina-se a ilustrar de maneira didatica, como re-
escrever os resultados obtidos no Sec¢ao2.6.1 no kwant. Na segunda parte mostramos o
codigo que utilizamos para extrair os resultados presentes nesta dissertagao. Este codigo
esta escrito de de uma maneira sucinta, otimizada, além incluir a presenga de um potencial
de impureza em nosso sistema. Para mais detalhes sobre como utilizar estas otimizagoes
consulte[48].

D.1 Cédigo kwant 1. Método simples e sem impureza

#Bibliotecas
import kwant

import numpy as np

def make_the_system(dx) :
HARRBRBHRBRARRHH
# Def. Sistema #

HURBHARHRAGHRRHH

# Geometria do centro espalhador

F = lambda x: (2 + np.tanh((-(13+12/2)+x)/12)-np.tanh(((13+12/2)+x)/12))/2;

def scattering_region(pos):
(x,y) = pos*dx
if np.abs(y) <= (11*F(x)+14) and np.abs(x) <= Lx/2:
return True
else:

return False

# Inicializa a construgdo do ststema / Centro espalhador

syst = kwant.Builder();

# Definig¢d@o da rede: discretizacdo em rede quadrada

lat = kwant.lattice.square(norbs=2);

# Atridbuindo o wvalor da energia ao centro espalhador
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# E_omsite
syst[lat.shape(scattering_region, (0,0))] =
Cxsig0 + (D*sigO + B*sigz)*(-4/dx**2) + Mxsigz

# E_hopping na direcdo T
syst [kwant .builder.HoppingKind((1, 0), lat, lat)]
(D*sig0 + B#sigz)/dx**2 - 1j*s*A*sigx/(2+dx)

# E_hopping na direcdo Yy
syst [kwant .builder.HoppingKind((0, 1), lat, lat)]
(D*sig0 + B*sigz)/dx**2 - 1j*A*sigy/(2xdx)

RAHRABRALRA LS
# Eletrodos #
HAHRABRBRHR LY

# Inictaliza a construcdo dos eletrodos L e R
lead_left
lead_right

kwant .Builder (kwant.TranslationalSymmetry([-1,0]));

kwant .Builder (kwant.TranslationalSymmetry([+1,0]));

# Definindo a posig¢do dos eletrodos
def lead_type(pos):
(x,y) = pos*dx
if -(11+14) <= y <= (11+14):
return True
else:

return False

HARRBRRRHHAHS

# Eletrodo L

HARARRRRRHAHS

# Atridbuindo o valor da energia ao eletrodo

# E_onsate

lead_left[lat.shape(lead_type, (14/dx,14/dx))] =
C+xsig0 + (D*sigO + Bxsigz)*(-4/dx**2) + Mxsigz

# E_hopping na diregdo T
lead_left[kwant.builder.HoppingKind((1, 0), lat, lat)] =
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(D*sigO + Bxsigz)/dx**2 - 1j*s*A*sigx/(2+dx)

# E_hopping na direcdo Yy
lead_left [kwant.builder.HoppingKind((0, 1), lat, lat)] =
(D*sig0 + B#sigz)/dx**2 - 1j*Axsigy/(2xdx)

RApfas s stits
# Eletrodo R
HAHRAHRAHRAH

# E_onstte
lead_right[lat.shape(lead_type, (14/dx,14/dx))] =
Cxsig0 + (D*sigO + Bx*sigz)*(-4/dx**2) + Mxsigz

# E_hopping ma diregdo
lead_right [kwant.builder.HoppingKind((1, 0), lat, lat)]
(D*sig0 + B¥sigz)/dx**2 - 1j*s*A*xsigx/(2+¥dx)

# E_hopping na direcdo Yy
lead_right [kwant.builder.HoppingKind((0, 1), lat, lat)]
(D*sig0 + B#*sigz)/dx**2 - 1j*Axsigy/(2xdx)

# Acopla os eletrodos ao centro espalhador
syst.attach_lead(lead_right);
syst.attach_lead(lead_left);

# Finaliza a construcdo do sistema e dos eletrodos
syst = syst.finalized();

lead_left lead_left.finalized();

lead_right = lead_right.finalized();

return syst, lead_left, lead_right
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D.2 Cdédigo kwant 2. Otimizado e com impureza

# Bib.

import kwant

import numpy as np
import sympy as sy
from tqdm import tqdm

import kwant.continuum

# Defining the H_bhz parameters
def H_params():
gaussian = lambda x,y,cx, cy, gamma:

np.exp(-((x-cx)**2 + (y-cy)**2) / (2*kgamma**2))

A = 375; # mel.nm

B = -1120; # melV.nm"2

C = 0; #-6.5; # mel

D = 0; #-730; # melV.nm"2
M= -10; # melV

i=1j

return dict (A=A, B=B, C=C, D=D, M=M, i=i, gaussian=gaussian)

def make_syst_unpolarized(grid, 11=100, 12=0.00001,
13=230, 14=22.0, 15=70, vs=0, vx=0, vy=0, vz=0, cx=0, cy=0, gamma=0):

#HR#H HAMILTONIAN DEFINITION

Hlead = """ (C - Dx(k_x**2 + k_y**2))*kron(sigma_0, sigma_0)
+ Axk_x¥kron(sigma_z, sigma_x) + Axk_y*kron(sigma_O, sigma_y) +

(M-B* (k_X**2+k_y**2) ) *kron(sigma_o , Sigma_z) nn

Hsyst = """ (C - Dx(k_x**2 + k_y**2))*kron(sigma_0, sigma_0) +
Axk_x*kron(sigma_z, sigma_x) + Axk_yxkron(sigma_0, sigma_y) +

(M-B* (k_x**2+k_y**2) ) *kron(sigma_0, sigma_z)

vs*gaussian(x,y,cx,cy,gamma)*kron(sigma_0, sigma_0)
vx*gaussian(x,y,cx,cy,gamma)*kron(sigma_x, sigma_0)

vy*gaussian(x,y,cx,cy,gamma)*kron(sigma_y, sigma_0)

+ o+ o+ 4+

vzxgaussian(x,y,cx,cy,gamma)*kron(sigma_z, sigma_0) """
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HL = kwant.continuum.discretize(Hlead, grid=grid,
locals={'vs':vs, 'vx':vx, 'vy':vy, 'vz':vz, 'cx':cx, 'cy':cy,
'gamma' :gamma})

HS = kwant.continuum.discretize(Hsyst, grid=grid,

locals={'vs':vs, 'vx':vx, 'vy':vy, 'vz':vz, 'cx':cx, 'cy':cy,

'gamma' :gamma})

###### SCATT AND LEAD SHAPES DEFINITIONS
Lx = 2%(13+12+15)
F = lambda x: (2 + np.tanh((-(13+12/2)+x)/12)-np.tanh(((13+12/2)+x)/12))/2;
def shape(site):

(x,y) = site.pos

if np.abs(y) <= (11*F(x)+14) and np.abs(x) <= Lx/2:

return True
else:

return False

def lead_shape(site):
(x,y) = site.pos
if -(11+14) <= y <= (11+14):
return True
else:

return False

HARRH ONSITE AND ENERGY DEFINITIONS
syst = kwant.Builder();
syst.fill1(HS, shape, (0,0));

#Lead
lead_up = kwant.Builder(kwant.TranslationalSymmetry([-grid,0]));

lead_up.fill(HL, lead_shape, (0,0));

syst.attach_lead(lead_up);
syst.attach_lead(lead_up.reversed());

return syst.finalized()
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D.3 Cdédigo kwant para o célculo das propriedades fisicas

#RHHHRH GENERAL FUNCTIONS  #####

# - eletronic bands calculation ------- #

def bands(H_params, syst, kmax, Npk,):

k = np.linspace(-kmax, kmax, Npk)
bands = kwant.physics.Bands(syst, params=H_params)

en = [bands(kaux) for kaux in tqdm(k)]
return k, en

A conductance --------- #
# Total transmission probability from lead "j" to lead "i"

def conductance(H_params, syst, lead_j, lead_i, enmin, enmax, NpG):

data = [];
en = np.linspace(enmin, enmax, NpG)
for en_aux in tqdm(en):
smatrix = kwant.smatrix(syst, en_aux, params=H_params);

data.append(smatrix.transmission(lead_j, lead_i))
return en, data

#oommmeem-- Current density --------- #

# Densidade de corrente J where mn = {0,1}; 0 = mode number // 1 = orbital number

def current_dens(H_params, syst, en,

lead_incoming, wf=0, tipo=np.eye(4), sum_all_wf=False):

wave_func = kwant.wave_function(syst, energy=en, params=H_params);

J = kwant.operator.Current(syst, tipo);

if sum_all_wf == False:

return J(wave_func(lead_incoming) [wf], params=H_params)

if sum_all_wf == True:
Jbind = J.bind(params=H_params)

return sum(Jbind(p) for p in wave_func(lead_incoming))



