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Ribeiro, S. S. Uso da Transformada de Kirchhoff e Fungoes de Green Para Solucao
Analitica de Problemas Inversos Nao Lineares em Conducgao de calor. 2019. 97f.
Tese de Doutorado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Problemas de condugao de calor podem ser observados nos mais variados aspectos. A impor-
tancia da compreencao deste fendémeno reside na melhoria de processos e na caracterizagao
de materiais. Contudo, observa-se que na maioria dos processos ocorre a variacao das propri-
edades térmicas com a temperatura, este fendémeno é observado principalmente em grandes
variacoes de temperatura. Neste sentido, este trabalho propde o uso da transformada de
Kirchhoff e fungoes de Green, para a determinagao da solugao analitica para o problema de
conducao de calor nao linear, transiente e com condi¢oes de contorno nao lineares. A Trans-
formada de Kirchhoff é usada para linearizacao do problema e a solucao analitica da versao
linear é determinada usando fungdes de Green, assim a solu¢ao nao linear é reconstruida
usando a transformada inversa de Kirchhoff. Comparagoes com temperturas experimentais
foram feitas e observou-se grande concorndéancia da solugao obtida neste trabalho. Propoe-
se também a abordagem inversa, fazendo a adaptacao, para a versao nao linear, da técnica:
transfer function based on Green’s functions TFBGF, para estimativa de fluxo de calor, consi-
derando um problema unidimensional, a aplicacao da técnica mostrou-se eficiente ao estimar
dois tipos distintos de fluxo de calor. Também é proposto o desenvolvimento de uma técnica
para determinacao do comportamento da condutividade térmica variando com a tempera-
tura. A técnica é baseada na aplicacao da transformada de Kirchhoff para determinacao dos
coeficientes do polinémio k(7). Comparagoes de coeficientes estimados usando diferentes
formas de k(7") mostraram-se de acordo com os valores teoricos.

Palavras-chave: transformada de Kuirchhoff, fungoes de Green, solug¢ao analitica, problema
mverso nao linear, conducao de calor nao linear



Ribeiro, S. S. Use of Kirchhoff Transform and Green Functions for Analytical
Solution of Nonlinear Inverse Heat Conduction Problems. 2019. 97p. D. Sc Thesis,
Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

Heat conduction problems can be observed in many aspects. The importance of understan-
ding this phenomenon lies in the process improvement and in the materials characterization.
However, it is observed that in most of the processes the variation of thermal properties with
temperature occurs, this phenomenon is mainly observed in large temperature variations.
Therefore, this work proposes the use of the Kirchhoff’s transform and Green’s functions to
determine the analytical solution for the nonlinear unsteady heat conduction with nonlinear
boundary condictions. The kirchhoft’s transform is used for problem linearization and the
solution of linear version is determined using Green’s functions, so the nonlinear solution is
reconstruted using the Kirchhoft’s inverse transform. Comparisons with experimental tem-
peratures were made and there was a great agreement of the solution obtained in this work.
The inverse approach is also proposed, adapting, for the nonlinear version, the techinque:
transfer function based on Green’s functions TFBGF, to estimate heat flux, considering a
one-dimensional problem, the aplication of the techinque was efficient to estimate two dis-
tinct types of heat flux. It is also proposed to develop a techique for conductivity behavior
determination varying with temperature. The technique is based on the application of the
Kirchhoft’s transform to determine the polynomial coefficients k(7"). Comparisons of estima-
ted coefficients using different forms of k(7") are shown according to the theoretical values.

Keywords: Kirchhoff transform, Green’s function, analytical solution, nonlinear inverse pro-
blem, nonlinear heat conduction
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Capitulo 1

Introducao e o Estado da Arte

1.1 Introducao

Problemas envolvendo condugao de calor podem ser observados em diversos aspectos e
nas mais variadas formas. Podem-se citar dentre os mais variados casos: o aquecimento de
uma chapa em um tratamento térmico, a condugao de calor proveniente de um processo de
furagao ou corte, comportamento térmico durante um processo de soldagem ou o a geracao
de calor devido a processos de metabolismo celular.

Pode-se observar que a maioria dos problemas térmicos em engenharia apresentam propri-
edades dependentes da temperatura. Por exemplo: condutividade térmica, densidade e calor
especifico que sao nao linearidades cuja variacao é acentuada em regiao de alta temperatura.

Nas ultimas décadas, muitos pesquisadores tem-se dedicado a obtencao de solucoes para
a equacao diferencial nao linear, sendo propostos uma diversidade de métodos que transitam
entre numéricos e analiticos. Contudo, observa-se ainda algumas simplifica¢oes na equacao di-
ferencial, citam-se: consideragoes de regime permanente, condi¢oes de contorno homogéneas,
ou independente do tempo e espago, métodos de aproximacao de propriedades dependentes
da temperatura, ou ainda, simplificacao de dominios em diversas regioes onde considera-se o
sistema térmico linear.

Tais aproximagoes ou simplificagoes devem-se ao fato da complexidade matematica apre-
sentada em problemas nao lineares e suas condi¢oes de contorno, que podem também ser
nao lineares. Assim, por vezes, aproximacoes ou simplificacoes sao empregadas devido a
deficiéncia de métodos analiticos generalizados para determinacao de sua solugao.

Assim, pretende-se, usando ferramentas de analise matematica e conceitos de engenharia
e fisica estabelecer este comportamento, através da determinagao do perfil térmico nao linear

que apresentara um solido aquecido ou em processo de aquecimento. Neste caso, dizemos



que esta anélise é feita de forma direta, isto é, conhece-se previamente todas as variaveis que
envolvem o fendmeno, restanto apenas realizar o célculo do campo de temperatura.

Outra forma de anélise que pode ser empregada ao estudo de conducao de calor nao linear
é definida como problema inverso. Neste contexto pode-se pensar que o problema térmico é
definido por trés variaveis basicas: causa, sistema e efeito.

A causa pode ser definida como a entrada do sistema, isto é, o efeito causador da variacao
de temperatura como fluxo ou geracao interna de calor e condi¢gdes do ambiente externo a
geometria.

Pode-se denominar como sistema o meio onde se ocorre a variacao de temperatura, por
exemplo: uma barra de metal ou tecidos vivos. Ja o efeito caracteriza-se pelas temperaturas
resultantes em um processo de aquecimento.

Desta forma, caracteriza-se como problema inverso o conhecimento de apenas duas das
trés variaveis supracitadas. Geralmente, em aplicacoes praticas, conhece-se apenas as tem-
peraturas medidas através de um experimento. Assim, resta determinar o efeito causador
da variagao térmica apresentada, que pode ser fluxo de calor, geracao de calor ou efeitos
externos.

Outra abordagem em problemas inversos se da quando se conhece o efeito causador e as
temperaturas geradas mas sao desconhecidas as propriedades do sistema nao linear. Neste
sentido, trata-se de um problema inverso de estimativa de propriedades térmicas, neste caso
especifico, propriedades térmicas que dependem da temperatura.

Variadas sao as abordagens que podem ser realizadas neste contexto, envolvendo proble-
mas direto ou inverso: Métodos numéricos, de otimizacao, estatisticos, imagens térmicas, e
métodos matematicos para calculo de solugoes analiticas.

As solugoes analiticas em conducao de calor apresentam-se como uma forte e robusta
ferramenta para o célculo de temperatura em um problema direto ou inverso. As solucoes
analiticas tem esta forca devido ao fato de nao dependerem de aproximagoes, estimativas, er-
ros de arrendodamento ou truncamento, pois sao exatas, de facil implementacao e apresentam
baixo custo computacional.

A obtencao de solugoes analiticas para os problemas tratados neste trabalho requerem
procedimentos mais elaborados aos que sao normalmente usados em problemas lineares, de-
vido as nao linearidades que surgem na equagao governante e ou condigoes de contorno.

A importancia das analises realizadas neste trabalho residem na melhor compreencao
fisica e matematica dos fendmenos nao lineares em conducao de calor, abordados de maneira
direta ou inversa e do comportamento do sistema térmico quando se analiza a condutividade

térmica variando com a temperatura. Pretende-se neste trabalho, contribuir diretamente



com a literatura, visto que nao existem muitos trabalhos abordando o tema de estimativa de
fluxo de calor em um sistema térmico nao linear.

Desta forma objetiva-se neste trabalho a investigacao, o desenvolvimento de solugoes
analiticas e a analise matematica de problemas nao lineares em conducao de calor através da
aplicacao conjunta da transformada de Kirchhoff e fun¢oes de Green.

Também sao objetivos deste trabalho o uso das soluc¢oes analiticas desenvolvidas na apli-
cacao a problemas inversos envolvendo a estimativa do fluxo de calor e condutividade térmica
variando com a temperatura. Propoe-se uma adaptacao, para versao nao linear, da técnica
inversa (transfer function based on Green’s functions) (TFBGF) para a estimativa de fluxo
de calor e o uso da transformada de Kirchhoff para a estimativa da condutividade térmica
nao linear.

Apresentam-se a seguir o estado da arte envolvendo problemas de conducao de calor nao

lineares, estimativas para condutividade térmica e estimativas de em problemas nao lineares.

1.2 Problemas Em Condugao de Calor Nao Lineares

Apresentam-se a seguir os principais trabalhos disponiveis na literatura sobre diferentes
métodos de solucao para equagoes diferenciais nao lineares aplicadas a conducao de calor.

Polyanin, Zhurov e Vyazmin (2000) abordaram a generalizagdo do método de separagao
de variaveis aplicadas a equagoes diferenciais parciais de segunda ordem.

Neste contexto os autores propuzeram construir solugoes exatas de equagoes diferenci-
ais. O método envolveu a busca por transformacoes que permitiam reduzir a dimensao da
equacao diferencial e a dependéncia nao linear aplicando-se o método de separagao de varié-
veis e similaridade. Assim, buscaram por novas familias de solugoes exatas para problemas
tridimensionais, paraboélicos e hiperbodlicos nao lineares.

Foi mostrado que o método possibilita construir solugoes exatas para os problemas nao
lineares propostos. Também foram apresentados exemplos usando diferentes funcionais nao
lineares, inclusive, termo de geracao de calor nao linear.

A abordagem sobre os teoremas de existéncia e unicidade para a solug¢ao do problema nao
linear transiente de conducao de calor foi desenvolvida por Cimatti (2005).

O autor apresentou a equagao diferencial parcial nao linear e sua respectiva solugao geral
e usando o teorema de inversao global de Levy-Caccioppoli mostrou que o problema possui
Unica solucao.

O resultado apresentado por Cimatti (2005) é de suma importancia para o desenvolvi-

mento deste trabalho, pois, garante a existéncia de uma solugao para o problema proposto.



No mesmo sentido Rincon, J.Limaco e Liu (2001) também mostraram a existéncia e unicidade
para o problema nao linear.

Ganji e Sadighi (2007) abordaram métodos de perturbacao que consistem em perturbar a
equacao diferencial a partir de um pequeno parametro, que segundo os autores, é complexo de
ser encontrado quando se trata de problemas nao lineares reais. Dois métodos semi analiticos
foram abordados para a resolucao dos problemas de conducao de calor nao linear propostos.
Sendo eles: O método de iteragao variacional (VIM) e homotopia-perturbagao (HPM).

O método VIM consiste em construir corre¢oes funcionais usando multiplicadores de La-
grange que foram identificados através da otimizacao em teoria variacional, onde as aproxima-
¢Oes iniciais foram arbitrarias. J4 o método HPM, segundo os autores, reune transformacoes
em um problema complexo para constituir um problema simples. O Método HPM ¢ aplicado
a equacao diferencial separada, parte linear e nao linear.

Exemplos de aplicagoes foram apresentados por Ganji e Sadighi (2007) como equagdes em
meios porosos considerando nao linearidade ctibica. Os autores concluem que ambos métodos
sao eficazes como solugao para problemas desta natureza.

Sun, Chang e Liang (2008) Apresentaram o uso da transformada de Kirchhoff para resol-
ver o prolema unidimensional transiente que modela a concentragao de cloreto em concreto
exposto ao ambiente cloridrico. A proposta apresentada é interessante de ser observada por se
tratar de um problema de difusao, onde a abordagem dada a equagao diferencial é aplicavel
ao contexto de codugao de calor. Assim, o coeficiente de difusao usado na equacao dife-
rencial é dependente do tempo, profundidade e concentracao de cloreto. A transformada de
Kirchhoff foi empregada a fim de linearizar o modelo que comparado ao modelos apresentados
na literatura apresentou similaridades.

Apos determinado a equagao diferencial linearizada, a mesma é entao resolvida via trans-
formada de Laplace para explicitar sua solucao. E assim quando comparada a modelos
numeéricos obtidos via elementos finitos apresentou grande proximidade.

Salienta-se que o termo nao linear tratado por Sun, Chang e Liang (2008) apresenta
natureza diferente quando comparado a condutividade térmica dependente da temperatura.
Contudo norteia a abordagem proposta no que tange algumas manipulacoes algébricas que
serao aplicadas neste trabalho.

As solugoes analiticas representam uma importante ferramenta para a solugao de proble-
mas de engenharia, uma vez que podem ser usadas para a validacao de solugoes aproximadas,
facilitam a anéalise e o entendimento de problemas fisicos Fernandes (2009), possibilitando
fornecer informagoes precisas sobre o comportamento térmico e fluxo de calor que podem ser

dificeis de perceber a partir das solu¢oes numéricas.



Contudo existe uma grande dificuldade mateméatica na obtencao de solugoes analiticas
envolvendo interpretacao e célculo de um problema térmico, como sugere (FERNANDES,
2009): A complexidade de um modelo térmico, do ponto de vista de obtencao de solugoes
analiticas, normalmente encontra-se em problemas multidimensionais transientes submetidos
a nao homogeneidades como condi¢oes de contorno de fluxo prescrito, geracao de calor ou
condicoes de contorno como temperatura variando com o tempo.

Fernandes (2009) Propos em seu trabalho toda metodologia do método TFBGF que tem
como ponto de partida a obtencao das solugoes analiticas de problemas de conducao de calor
usando fungoes de Green com variados tipos de fluxo de calor, dimensoes e condigoes de
contorno.

Estabeleceu-se entao uma relacao entre o sistema térmico e sistemas dinamicos, através
da entrada e saida. A partir desta relacao e da solucao analitica do problema pode-se atribuir
ao sistema o conceito de resposta impulsiva e obter-se entao a funcao de transferéncia. Com
a funcao de transferéncia pode-se estimar o fluxo de calor teoricamente e a partir de dados
experimentais, considerando temperaturas provenientes de um corte ortogonal.

O trabalho de Fernandes (2009), mesmo se tratando de uma abordagem a equagao do
calor linear, ¢ um norteador deste trabalho no sentido da metodologia usada para obtencao
da resposta impulsiva nao linear e a técnica TFBGF para estimativa de fluxo de calor.

Zhang, Kan e Hu (2013) Mostraram a abordagem usando fungoes de Green para solucionar
o problema nao linear em materiais mistos, onde as propriedades térmicas eram dependente
da temperatura.

O método de fungoes de Green foi aplicado a uma geometria cilindrica onde a lei de
poténcias modelava a mistura dos materiais. As generalizagoes dos modelos para as pro-
priedades térmicas foram simplificadas com base em modelos micromecanicos como Voigt e
Morie Tanaka.

As nao linearidades apresentadas foram resolvidas usando o método de parametro artificial
que consiste em obter solugoes aproximadas de uma equacao diferencial ordinaria nao linear
através da introducao de um parametro, assumindo que a solugao pode ser expandida em
séries em termos deste parametro.

Zhang, Kan e Hu (2013) entao apresentaram exemplos de aplicagdo da solugdo desen-
volvida e comparacao a solugoes obtidas via método de elementos finitos, e observaram a
precisao do método proposto e também seu baixo custo computacional.

A compreensao do fenémeno de conducao de calor em reatores nucleares através de si-
mulacoes computacionais apresentam uma tarefa complexa e de alto custo computacional.

Desta maneira Tomatis (2013) propos abordar um problema térmico nao linear em uma se-



¢ao de um reator nuclear. Tomatis (2013) Ressalta a importancia desta andlise térmica a
fim de evitar a amplificacao do efeito Doppler. Assim, foi abordado a solu¢ao do problema
nao linear em regime permantente usando como técnica de linearizacao a transformada de
Kirchhoff. A partir da equagao diferencial linearizada foi aplicado modelos numéricos para
sua solugao.

Realizam-se comparacoes da solucao apresentada a outros modelos de solucao e discutido
o custo computacional de ambos métodos. A solugao proposta por Tomatis (2013) apresentou
grande precisao e custo computacional levemente reduzido.

Anélises térmicas nao lineares em dispositivos eletronicos foram apresentadas por Bagnall,
Muzychka e Wang (2014). Os autores justificaram a abordagem do problema devido ao fato
da vida util de dispositivos eletronicos ser dependente do condicionamento térmico.

Foi usado a transformada de Kirchhoff como ferramenta para estabelecimento da lineari-
zagao do modelo térmico, que possuia, condutividade, densidade e calor especifico variando
com a temperatura. Computoou-se a equacao diferencial linear via método de elementos
finitos considerando geracao interna de calor.

Bagnall, Muzychka e Wang (2014) apresentaram também a andlise da relevancia de se
considerar ou nao a difusividade térmica nao linear, devido ao seu impacto no perfil térmico.
Mostrou-se que este efeito, nao linear, nao é danoso para a determinagao do perfil térmico.

Abdulkareem (2014) abordou a solu¢ao de um problema de condugao de calor nao linear
transiente em uma geometria esférica oca com condutividade térmica dependente da tempe-
ratura. Foram usadas mudancas de varidveis através da transformada de Kirchhoff e a funcao
k(T) empirica disponivel em literatura.

Abdulkareem (2014) considerou um material isolante com temperatura inicial uniforme e
submetido, em seu raio interno, a uma mudanca de temperatura. Uma solugao analitica foi
proposta para comparacao de resultados com outra solugao analitica disponivel na literatura
para analise de quatro variacoes de perfil térmico. Assumiu-se uma condutividade térmica
constante e verificou-se que as caracteristicas do material de isolamento térmico e o valor da
pressao entre suas particulas tém um grande efeito sobre a taxa de transferéncia de calor e
perfil de temperatura.

Mierzwiczak, Chen e Z.Fu (2015) Apresentou o método singular boundary method (SBM)
para a equagao do calor nao linear em regime permanente. Empregou-se a transformada
de Kirchhoff para remog¢ao da nao linearidade associada a dependéncia da temperatura a
condutividade térmica. Apoés linearizacao é aplicado o método SBM que usou apenas uma
iteracao para apresentar o perfil térmico. Apresentam-se diversos exemplos de condutividade

térmica variando com a temperatura em diferentes geometrias e comparagoes com outros



métodos numéricos, onde, a solugao proposta apresentou grande precisao e estabilidade com
a técnica abordada.

Vazquez (2017) Descreveu a teoria matematica de difusao e condugao de calor nao linear
que configuram a maioria dos problemas reais em engenharia e fisica. O autor apresentou,
em grande parte do trabalho, diferentes formas de nao linearidades e a teoria de solucao e
exemplos para cada caso.

Kumar A.K. Singh (2018) abordou o problema térmico de mudanca de fase com fronteira
movel e também condutividade térmica e calor especico como fungoes da temperatura. Foram
propostas solugoes exatas para estes problemas usando o método de Chebyshev tau deslocado
que consiste em uma solucao aproximada das equagoes diferenciais parciais usando a derivada
do funcional via método tau.

Foram realizadas comparacoes entre a solugao obtida e solugao exata e observou-se grande
proximidade entre as solugoes. Os autores acreditam que os esquemas apresentados podem
ser ferramentes para pesquisadores que estudam problemas envolvendo fronteiras moveis.

O conceito de Biotermodinamica foi abordado por Li et al. (2018) que envolve a jungao
da equacao da bio transferéncia de calor, bio mecanica, dano por queimadura e compreencao
da fisiologia. O conceito Biothermomechanics segundo os autores é muito importante para
aplicagoes clinicas em tecidos vivos.

Na abordagem, a equagao da bio transferéncia de calor foi considerada com propriedades
dependentes da temperatura e de dupla camada. A equacao diferencial foi linearizada e
resolvida usando transformada de Kirchhoff e Laplace respectivamente e comparadas com
resultados obtidos via método de elementos finitos, onde apresentaram grande proximidade.

Também foi analizado pelos autores as influéncias das variabilidades dos termos nao
lineares presentes na equacao.

Apresenta-se na proxima secao os principais trabalhos envolvendo problemas inversos em

conducao de calor nao linear.

1.3 Problemas Inversos em Conducao de Calor Nao Li-

neares

Pretende-se nesta secao apresentar os principais trabalhos disponiveis na literatura que
abordam problemas inversos em conducao de calor nao linear.

Tillmann (2005) propoés uma metodologia experimental para estimativa simultanea da
condutividade e difusividade térmica dependente da temperatura em materiais isolantes con-

siderando um modelo térmico unidimensional a determinagao simultanea das propriedades



termifisicas variando com a temperatura se deu pelo principio da técnica Mista, onde, foram
definidas fungoes objetivo nos dominios do tempo e frequéncia. Uma das fungoes é resol-
vida usando a fase da fungao resposta em frequéncia do sistéma dindmico unidimensional
tendo como entrada e saida fluxo de calor e temperatura. A outra funcao objetivo foi dada
pelos sinais de temperatura na superfice frontal e oposta da amostra que foi acondicionada
em um forno a temperatura controlada. As estimativas apresentadas por Tillmann (2005)
mostraram concordancia quando comparados com dados disponiveis na literatura.

M.Mierzwiczak e J.A.Kolodziej (2011) propuseram um método numérico nao iterativo
inverso para estimativa da condutividade térmica dependente da temperatura em um mo-
delo bidimensional em regime permanente. Um o modelo polinomial para a condutividade
térmica foi imposto. A identificacao da condutividade térmica foi dada usando informagoes
experimentais dos contornos e temperaturas no interior do dominio, empregando o método
de solugoes fundamentais. Os resultados apresentados mostraram-se satisfatorios quando
comparados com modelos classicos par estimativa de condutividade térmica.

Cui, Gao e Zhang (2012) propuseram um novo método para estimativa de propriedades
termofisicas dependentes da temperatura usando o perfil térmico nao linear, sem necessidade
do conhecimento da forma funcional das propriedades. O método consiste em tratar como va-
ridvel de otimizacao a propriedade que deseja-se estimar e minimiza-la considerando a solugao
nao linear do problema e dados experimentais usando o método dos minimos quadrados. A
principal contribuicao apresentada pelo trabalho é a abordagem do método complez-variable-
differentiation method aplicado a técnica de problema inverso para calculo dos coeficientes
de sensibilidade. Exemplos de aplicacao do método foram apresentados para mostrar a efi-
ciécia do método e também uma breve investigacao sobre a influéncia dos erros de medicao
experimental nas estimativas.

Muitos problemas térmicos sao modelados por equagoes do calor com fronteiras fixas,
contudo, ha também uma variedades de problemas térmicos onde os contornos podem variar
com o tempo, e sao conhecidos como Problemas de Stefan

Neste sentido Hussein e Lesnic (2014), propds em um problema inverso de estimativa de
difusividade térmica variando com a temperatura usar, numericamente, o método dos mini-
mos quadrados considerando um problema térmico unidimensional. Os resultados numéricos
foram apresentados e discutidos.

Terpilowski, Rudzki e Woroniak (2016) propoem em seu trabalho a estimativa da di-
fusividade térmica dependente da temperatura usando temperaturas experimentais para os
seguintes materiais: Fe61Ni39, Feb52Nid8 e Fe40Ni60 com foco nas vizinhancas dos pontos de

medicao.



Usou-se uma modificacao do método pulso que possibilitou a diminuicao dos intervalos
médios entres os valores discretos de temperatura obteve-se erros de medi¢cao menores que
4%. Cada liga de ferro, individualmente, foi acondicionada a um ambiente com temperaturas
elevadas e foram estimados os valores para difusividade térmica durante o aquecimento e
resfriamento das ligas.

O método A multiple model adaptive inverse (MMAI) foi proposto por Wang et al. (2018)
onde estimou-se o fluxo de calor em um problema de conducao de calor nao linear com pro-
priedades termofisicas dependentes da temperatura. O método consiste em dividir o dominio
em diversos subdominios lineares, onde, a cada subdominio um submodelo térmico é predito
e pontos para medida de temperatura sao estabelecidos. Baseado entao no modelo global
predito os fluxos de calor sao simultaneamente estimados através de otimizagao. Estimati-
vas de fluxo de calor tipo sendide e step apresentaram grande precisao quando comparado a
outros métodos.

Liu, Qiu e Lin (2019) propuseram uma solugao para o problema inverso considerando
equacgoes diferenciais parciais nao lineares de alta ordem onde pretendeu-se estimar a gera-
¢ao de calor. Iniciou-se a investigacao usando modelos unidimensionais e bidimensionais em
coordenadas cartesianas com condicoes de contorno de terceiro tipo, depois extrapolando a
técnica para problemas quadridimensionais. Os autores desenvolveram uma familha de para-
metros Unicos para homegenizagao temporal e espacial através de superposi¢ao dos contornos
de terceiro tipo resolveu-se numericamente os sistemas lineares resultantes. Finalmente, a
geracao de calor desconhecida é determinada através de substituicoes numéricas das solugoes
obtidas na equagao governante nao linear. Os autores concluem que o método, apoés executa-
dos diversos testes foi capaz de recuperar a geracao de calor para qualquer ponto do dominio
sem necessidade de informagoes adicionais.

A determinacao do perfil térmico durante processos de usinagem, segundo Ferreira et al.
(2018), é fundamental para melhoramento da qualidade do processo. De acordo com Fer-
reira et al. (2018) recentemente ferramentas de corte vem sendo revestidas com materiais
que apresentam caracteristicas isolantes e pretendem proporcionar menor taxa de transfe-
réncia de calor para a ferramenta de corte. Os autores apresentaram uma andlise do perfil
térmico em ferramentas revestidas por nitreto de titanio (TiN) e 6xido de aluminio (Al,Oj).
Usou-se o software numérico COMSOL®. As analises foram realizadas considerando a geo-
metria da ferramenta de corte tridimensional, transiente, propriedades térmicas variando com
a temperatura e trocas de calor com o ambiente através de convecgao e radiagao. A abor-
dagem inversa foi proposta pelo método da funcao especificada implementado em ambiente
MATLAB® acoplado ao ambiente COMSOL®.
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Segundo Wang et al. (2019) a compreensao das propriedades térmicas é crucial para
a simulagao e projeto de processos de queima de materiais. Usando o método numérico
Charring Materials Ablation (CMA) estimou-se a condutividade térmica e o calor especifico
dependentes da temperatura obtendo respectivamente 4,3% e 3,1% como diferencas ao modelo

simulado, fato que segundo os autores apresenta uma boa aproximacao.

1.4 Escopo e Contribuicoes Deste Trabalho

Pode-se observar pelos diversos trabalhos revisados que a transformada de Kirchhoff
apresenta-se como uma forte ferramenta matemaética quando acoplada a outros métodos,
numeéricos ou analiticos. Este trabalho propoe o acoplamento da transformada de Kirchhoff
as fungoes de Green, para a solucao de problemas de conducgao de calor nao lineares, transi-
entes e com condigoes de contorno nao homogéneas e nao lineares.

Também observa-se que a maioria dos métodos inversos para estimativa de fluxo de calor
e propriedades térmicas encontrados a literatura sao oriundos de métodos numéricos ou de
otimizagao.

Desta maneira este trabalho também pretende contribuir com a literatura no aspecto de
desenvolvimento de um método para estimativa da condutividade térmica e fluxo de calor,
considerando problemas de conducao de calor nao lineares, transientes e com condicoes de
contorno nao homogéneas e também nao lineares usando resultados diretos da aplicacao da
transformada de Kirchhoff juntamente com o método de fungoes de Green.

A fim de desenvolver os objetivos propostos, este trabalho estrutura-se em 7 capitulos na

seguinte maneira:

e Introducao e o estado da arte: introduz-se o presente trabalho e apresenta-se os prin-

cipais resultados disponiveis na literatura sobre os temas propostos.

e Fundamentacao tedrica: apresenta-se a metodologia para o problema direto nao linear,
ou seja, a descricao do problema, a discussao sobre existéncia e unicidade das solugoes

apresentadas, a e técnica de aplicacao da transformada de Kirchhoff e fungoes de Green.

e Proposta de linearizacao: mostra-se neste capitulo o processo de aplicacao da transfor-
mada de Kirchhoff a fim de linearizar o problema, a aplicagao das fungoes de Green e

o conceito de solugoes hibridas em conducao de calor.

e Verificagao das solugoes: neste capitulo apresenta-se a verificagao das solugoes uni e

tridimensionais e comparacoes a modelos oriundos da literatura.
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e Estimativa do fluxo de calor: o processo para estimativa do fluxo de calor é apresentado

neste capitulo, juntamente com a aplicagao em um problema unidimensional.

e Estimativa da condutividade térmica: apresenta-se neste capitulo a metodologia para
a estimativa da condutividade térmica dependente da temperatura considerando dois

casos distintos de modelo para a condutividade dependente da temperatura.

e Conclusao: neste capitulo de conclusao mostra-se um paralelo entre as propostas deste

trabalho e os resultados obtidos.



Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

2.1 Introducao

Nesta secao apresenta-se a abordagem metodologica para solugao da equacao do calor
transiente nao linear. Inicialmente apresenta-se o procedimento para um problema unidi-
mensional e em seguida serao abordados os problemas bi e tridimensionais. Em todos os

casos as solugoes analiticas foram obtidas usando o método de fungoes de Green.

2.2 Solucao geral para a equagao do calor unidimensional

nao linear

O fenémeno de conducgao de calor nao linear é matematicamente descrito, em uma

geometria unidimensional, pela seguinte equacao diferencial parcial.

oT 9T

k(1) = C(T) (2.1)

onde, C(T') = p(T')c,(T)

Nota-se, observando a Eq.(3.1), a presenga dos termos k(7") e C(T'), que sdo denominados
funcionais e fungoes da temperatura que é solucao da equacgao diferencial, deste modo, a
solucao T' da equacao diferencial depende do comportamento dos funcionais k e C.

Este fato impossibilita a aplicacao de métodos classicos de solu¢ao como: separacao de
variaveis, transformada de Laplace e Func¢oes de Green. Pois, todos métodos, supracitados,

possuem solugoes gerais construidas usando da aplicagao direta do teorema da superposicao.

12
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2.2.1 Linearidade e Superposicao

Consideremos a equagao diferencial de difusao de calor linear unidimensional transiente,

tem-se:
0T oT
onde o termo a(z,t) representa o termo de geragao de calor.
Pode-se escrever a Eq.(2.2) como:
LT(z,t) = f, (2.3)
onde f(z) = —a(x) e L representa o operador linear dado por:
o?’T  oT
LT(x,t) = — — —. 2.4
(0 =322 ~ B 24
Ou seja, define-se LT (z,t) como um operacao de transformagao.
L: C"(Q) —C(Q) (2.5)
T — LT (2.6)
, (2.7)

onde C™(2) é o conjunto das fungdes u : 2 — R n vezes diferenciaveis e continuas.

Usa-se a nomenclatura operador para denotar que a fungao L esta definida entre espagos
de funcoes, isto quer dizer que o operador L leva uma funcao 7' a uma funcao LT, sendo
LT um operador diferencial parcial. Devido a Eq.(2.2) ser linear, o operador LT é também

linear. Isso quer dizer que L leva a funcao identicamente nula nela mesmo e ainda:

L(Ty + BTy) = LT, + BLT», (2.8)

valido para qualquer 77, 15 no dominio de L e qualquer escalar § € R.

Pode-se ainda associar a equacao diferencial parcial nao homogénea a uma equacao ho-
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mogénea, isto é:

LT =0, (2.9)

isso significa que, para a Eq. (2.2) o termo f = a(z,t) = 0.
Dessa maneira, observando as Eqs. (2.8)-(2.9) e considerando 11,75, - - - , T,, satisfazendo

a Eq.(2.9) e By, B2, -+ -, Bn escalares tem-se que:

m

T(r.1) =Y BT, (210)
i=1

é solugao da Eq.(2.9). Pode-se observar que a soluc¢ao da Eq.(2.2) é dada por uma combinagao
linear de solugoes, Eq.(2.10).

Em termos de algebra linear, L é um operador definido em um espaco vetorial de fungoes
V e as solugoes T € V da Eq.(2.9) formam um subespago vetorial em V. Este fato é definido
como principio da superposicao.

Desta forma o principio da superposi¢ao consiste em buscar uma conbinacao linear de
solugoes que satisfacam a equacao diferencial.

Porém, quando se trata de uma equagao da forma:

o*T oT
E(T)=— =C(T)—, 2.11
(155 = OIS (211)
devido a nao linearidade, nao se pode fazer a aplicagao do principio da superposicao, pois
nao se obtém uma conbinacgao linear que satisfaca a equacgao diferencial.

Existem diversos métodos para linearizar a equacao do calor, sejam de natureza analitica

ou numérica. Dentre estes, um método poderoso é a aplicacao da transformada de Kirchhoff.

2.3 Solucao Analitica: Existéncia e Unicidade

Quando se fala sobre solugoes analiticas para quaisquer problemas, duas perguntas surgem
imediatamente: este problema possui solugao? Se existe, é tinica?.
Em outras palavras: a equagao de difusao de calor nao linear, transiente e com condicoes

de contorno também nao lineares e nao homogéneas adimite solugao analitica? Ela é tnica?
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De fato, uma funcao é dita solucao de uma equagao diferencial quando esta satisfaz as
condic¢oes de contorno e inicial.

Diversos materiais, especialmente metéalicos, quando submetidos a altas temperaturas es-
tabelecidas por: tratamento térmico, processos de fabricacao como corte ortogonal ou de
soldagem, apresentam um comportamento complexo no sentido de sua estrutura. Estas es-
truturas usualmente implicam em variagao de suas propriedades térmicas com a temperatura.

Por exemplo, Borukhov, Tsurko e Zayats (2009) observaram que a condutividade térmica
apresenta alta dependéncia da temperatura, apresentando grandes variagoes durante estes
processos.

A fim de mostrar que a solucao de difusao de calor nao linear possui tinica solu¢ao Cimatti
(2005) define um problema auxiliar aplicando o teorema de Levy-Caccioppoli e mostrou que
a solucao da equacgao de difusao de calor nao linear converge para uma subsequéncia do
dominio da equagao diferencial, o que caracteriza a existéncia de uma solugao tunica para o
problema. Como mostrado no apéndice A.

Trata-se, na proxima se¢ao, a metodologia para determinacao da solucao analitica para o
problema de conducao de calor nao linear com condi¢oes de contorno nao homogéneas e nao

lineares. Sera abordada a metodologia da transformada de Kirchhoff e sua inversa.

2.4 A transformada de Kirchhoff

Dentre os diversos métodos de linearizacao apresenta-se como alternativa a transformada
de Kirchhoff.

Carslaw e Jaeger (1959) definem a Transformada de Kirchhoff como:

B2, 1) = k(T) = kiO/OT k(T)dT (2.12)
onde ko é definido como condutividade térmica de referéncia (BAGNALL; MUZYCHKA;
WANG, 2014).

Nota-se que a transformada de Kirchhoff, Eq.(2.12) é dada pelo produto do inverso da
condutividade térmica de referéncia com a integral do funcional k(T") com extremos de inte-
gracao 0 e T

Observa-se assim que a variavel ® traz consigo, todo efeito de k(7T), ja que @, geometri-
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camente, é a area abaixo da curva:

/T k(T)dT (2.13)

Da Eq.(2.12), tem-se diretamente, pela definigao da integral definida, o seguinte fato:

dd  k(T) o dd
ﬁ = ko = k(T) = ]foﬁ (2'14)

A Eq.(2.14) é entao aplicada ao lado esquerdo da equagao da difusao de calor nao linear,
Eq. (2.15),

0 aT oT
9 (k;(T)%> = C<T)E’ (2.15)
obtendo-se:
0 aor 0 d® 0T 0?P
- =—_) =2 -— - 2.1
Oz (k( )ax) Oz (ko T Bx) = ko Ox? (2.16)
Multiplicando-se o lado direto da Eq. (2.15) por g—g e considerando as propriedades dos

operadores lineares T' e ® obtem-se:

OT 9% _ .\ OT 0P

Mas da Eq.(2.14) tem-se que:
dT" ko
d® — k(T)’ (2.18)
logo:
C(T) ko 02 (2.19)

K(T) ot
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assim:

9*d ko 0P

bogez = C Oy o

(2.20)

simplificando o termo ky em ambos lados da equacao tem-se o problema auxiliar dado por:

0?P 1 09
- = 7= 2.21
oz?2  oT) ot (221)
Observa-se que a Eq. (2.21) ainda permanece nao linear. Entretando a dependéncia de
a(T') é bem mais fraca, uma vez que as dependéncia de k(T') e C(T') podem ser eventualmente
compensadas.
Assim assumindo a hipotese (KOVAL’CHUK; LOPUSHANSKAYA, 1993) de o(7) = «y

tem-se:

0P 1 09
— = . (2.22)
0r?  ag Ot

A aplicabilidade desta hipotese sera analizada mais adiante.

Observa-se que a Eq.(2.22) tem exatamente a mesma forma da equagao de difusdo de

calor, porém em termos de uma variavel auxiliar ®.

2.4.1 A Transformada Inversa de Kirchhoff

Objetiva-se entao, a partir da solugao de um problema auxiliar, determinar a solucao
analitica para o problema de conduc¢ao de calor nao linear.
Desta forma, usando o problema auxiliar definido na se¢ao anterior pode-se determinar
a solucao analitica para o problema, resta apenas explicitar a solugao ® em termos de T, o
que é obtido através da transformada inversa de Kirchhoff.
Reescrevendo a Eq.(2.12):
I N .
Bz, 1) = k(T(x, 1)) = k—/ k(T (e, £)dT (2.23)
0Jo
e considerando k(T'(z,t)) = kof(T(z,t)) uma fungao integravel e invertivel, onde, ko f (T (z,t))

descreve o comportamento de condutividade térmica em fun¢ao da temperatura. Integrando
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no intervalo de 0 a 7" a Eq.(2.23) obtém-se:

O(z,t) = k(T(x,t)) = kio/o ko f(T(z,1))dT = ®(z,t) = k(T(x,t)) = F(T(z,t)) (2.24)
onde
F(T(2,1)) = kio /0 ko f (T(z,1))dT (2.25)
T(z,t) = k™Y (D(z,t)) = T(x,t) = F(®(x,1)) (2.26)
Desta forma,
T(x,t) = FH(®(x,1)) (2.27)

onde F~1(®(z,t)) ¢ a fungao inversa da integral do comportamento de k(7T') aplicado a
temperatura aparente ®. Assim pode-se explicitar analiticamente a solucao geral para um
problema térmico nao linear.

Observa-se que, usando o método proposto pode-se determinar analiticamente a solugao
para qualquer problema nao linear. Para a obtencao das temperaturas. Para tal, basta

conhecer, ou impor, o comportamento de k(T'(x,t)).

2.4.2 Condicoes de contorno

Como as condigoes de contorno também podem ser nao lineares, propoe-se a apicacao da
transformada de Kirchhoff também na superficie. Deste modo, como consequéncia direta da

definigao Eq.(2.12), tem-se que:
e Condigao de contorno de primeiro tipo:

T = f(7) (2.28)
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entao:

~

= f(7) (2.29)

Como f depende do funcional k(T), e se, por exemplo, considerarmos k(1) = A+ BT
para representar o modelo de comportamento do termo k(7'), teremos como condigao

de contorno de primeiro tipo a equagao:

o = J(7) = (A1(7)+ GUE+0). (230

onde C, 7, A e B sdo: constante de integracdo, o vetor (x,y, z) e constantes de k(T')

respectivamente.

Condicao de contorno de segundo tipo:

A condig¢ao de contorno de segundo tipo é dada por:

ar

i p— ) (231)

T=x;

—k(T)

Aplicando a transformagao de Kirchhoff teremos:

—ho—— = q(7,1). (2.32)

T=XT;

Condigao de contorno de terceiro tipo

Dada a seguinte condi¢ao de contorno:

ar

—k(T)E

= h(T - T, (2.33)

T=x;

e aplicando a transformada Kirchhoff obtem-se:

dd

~ho—| = h(kH(@) ~ ). (2.34)

r=x;
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Note que a condigao de contorno é nao linear pois na Eq.(2.34)
BH(@) — Too) £ h(® — Too), (2.35)

isso ocorre devido ao fato que nem sempre 7' = k~1(®) = ® no contorno onde ocorre a

condicao de convecgao de calor.

Cobble (1963) mostrou que a transformada de Kirchhoff pode ser aplicada em condi¢oes
de contorno de convecgao quando o coeficiente de convecgao varia com a temperatura
e de maneira particular quando a temperatura ambiente é zero. Contudo, observando
que aproximagao k~1(®) — ® nao pode ser rigorosamente aplicada nestas condigoes.
Bagnall, Muzychka e Wang (2014) observou que para alguns problemas particulares, a
transformada de Kirchhoff fornece bons resultados quando aplicado a problemas com
condi¢ao de contorno de fluxo de calor e uma superficie sujeita a um meio convec-
tivo. Os autores observaram que a temperatura atual T e a temperatura aparente ®
eram aproximadamente iguais na fronteira de convecgao. Neste sentido, propuseram a

aproximagao: k~1(®) em ®.

Assim, tem-se a condigao de contorno de terceiro tipo como:

do
—ko— =h(®—-T,). 2.
kodm h( ) (2.36)

r=x;
Uma vez linearizado, pode-se aplicar o método das fun¢oes de Green para obtencao de
solugao analitica de problemas nao homogéneos, transientes, tridimensionais, com fonte de

calor movel ou fixa e condigoes de contorno que podem ser variaveis com tempo e espago.

2.5 O Método de Fungoes de Green (FQG)

Fungoes de Green (FG) é atribuido ao método como forma de homenagem a George Green
(1773 - 1841), matematico e fisico Inglés. Green, desenvolveu um método para calculo de
solugoes analiticas para equagoes diferenciais parciais transientes, quase estaticos e lineares.

O método também é aplicidvel a problemas de conveccao ou varios outros que possam
ser descritos pelo mesmo tipo de equacao diferencial parcial, e desta forma possui algumas

Vantagens €I seu uso, como.

e Variacao espacial e distribuicao de temperatura inicial.

e Condicoes de contornos variando com o tempo e espago.
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e Termo de geragao de energia variando com o espaco.

Sem perda de generalidade considere o problema unidimensional em geometria retanguar
na variavel 7"
T 1 1T

52 T g t) = o

2.
ox?  k >0, (2.37)

o termo g¢(z,t) refere-se a geragao de calor.

Sob a condigao de contorno geral:

oT
k— h; T

o= ft) t>0. (2.38)

Observe que as condigoes de contorno de segundo e terceiro tipos podem ser obtidas fazendo
hi =0 e f;(t) = 0 respectivamente.

E a condicgao inicial:
T(x,0) = F(x). (2.39)

De forma geral a solucao para este problema usando FG pode ser construida da seguinte

maneira:
L
T(x,t) = / G(z, t|a', 7)F(z")dx' (2.40)
A
o [t (L
+ —/ / gG(x,t|x', 7)dx'dr (2.41)
\k 7=0 J2'=0 P
B
t .
+ / @G(mw,ﬂdr, (2.42)
7=0

J/

<
onde os termos destacados por: A, B e (' sao as integrais referentes aos efeitos da condicao
inicial, geragao de calor e conveccao ou fluxo de calor respectivamente, G é a FG caracteristica
do problema.
Obsevando a existéncia de um grande ntmero de solugoes analiticas em conducao de

calor Beck et al. (2010) propoe um sitema de numeragao a fim de facilitar a identificagao e

organizacao dos diversos problemas que possam ser tratados.



22

Este sistema de numeracao é composto de uma letra e dois niimeros, que respectivamente
simbolizam a dire¢ao no eixo cartesiano e os tipos de condi¢oes de contornos naquela direcao.
Por exemplo as letras X,Y e Z referenciam as coordenadas z,y e z respectivamente. Assim

a equacao da difusao:

oT
EV2T = P 5 (2.43)

pode estar sujeita a seis condi¢oes de contorno distintas:
A primeira condi¢ao de contorno possivel é chamada de condi¢@o tipo zero ou condigao
natural, quando se trata de geometria infinita em uma ou mais direc¢oes.

O numero 1 representa a condi¢ao de temperatura prescrita ou de Dirichlet,

onde 7 = (x,y, 2).

Condigao de fluxo prescrito de calor ou Neumann, é representada pelo nimero 2.

orT

k
87%

= fi(7i, 1), (2.45)

T
onde n representa a normal para fora da superficie, considerando uma geometria retangular.

E a condigao de contorno de convecgao ou Robin, representada pelo nimero 3.

oT
E—

h;,T
ox +

7

m = fil, b). (2.46)

O numero 4 representa problema de condicao de contorno de quarto tipo, sem conveccao,

oT oT
—k—| = fi(ri,t) — b)i—| . 2.47
or| = 50 = i (2.47)
Condicao de quinto tipo, com conveccao é representado pelo ntmero 5.
oT oT
k—1| = hiT; = f;(r;,t) — b)i—| , 2.48
oz |7, Ji(7is 1) = (peyb) ot |, (2.48)

nas condigoes de contorno de quarto e quinto tipos o termo (pc,b); representa uma camada
fina na superficie ¢ onde b é a sua expessura.

As condicoes de contorno podem ser sintetizadas com sua respectiva numeracao conforme
a seguinte tabela:

Exemplificando o sistema de numeracao com um problema X21. Tem-se em xz = 0
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Tabela 2.1: Tipos e numeragao das Condig¢oes de Contorno.

Notacao Nome do contorno Descricao

0 Tipo zero Sem efeito fisico (infinito)
1 Dirichlet Temperatura prescrita

2 Neumann Fluxo de calor prescrito

3 Robin Convecgao

4 Quarto tipo (Carlaw) Filme fino, sem convecgao
5 Quinto tipo (Jaeger) Filme fino, com convecgao

superficie exposta a um fluxo de calor e em x = L a condicao de temperatura prescrita.
Para problemas de duas ou trés dimensoes o raciocinio segue de forma analoga.

Para problemas multi dimensionais, a FG é o produto das FGs caracteristicas de cada
dimensao. Por exemplo para um problema bidimensional com condi¢oes de contorno de

segundo e terceiro tipo na direcao x e primeiro tipo na direcao y, teremos:

G(Q?, Y, t‘xlv Z/a 7-) = GX23<x7 t‘l’/, T)Gyn(@/, t|y/7 T)? (249)

o que é outra grande vantagem na utilizagao no método de FG.
As fungoes de Green s@o obtidas facilmente em Beck et al. (2010) apéndice X.
Apresenta-se na proxima secao uma aplicagao pratica da transformada de Kirchhoff, FG
e da transformacao inversa, a fim de explicitar uma solugao analitica para um problema

térmico tipo X22.



Capitulo 3

Proposta de Linearizacao

3.1 Introducao

Nesta secao aborda-se a metodologia para obtencao de solugao analitica para o modelo
térmico unidimensional nao linear transiente com condig¢oes de contorno também nao lineares
do tipo X22NL.

3.2 Problema Térmico X22NL

O modelo matematico que descreve o problema é dado por:

0T oT
k(T)=— =C(T)— 1
Mg =cm (3.1)
onde, C(T') = p(T')c,(T), e esté sujeito as condi¢oes de contorno:
dr
—k(T)— = 2
(T =9 (3.2)
e
dr
—k(T')— =0 3.3
( dx lz=L ’ ( )

24
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e a condicao inicial:

T(x,0) =T(x), (3.4)

onde 0 <x < L.

Esta combinacao especifica de condi¢oes de contorno caracterizam o problema como
X22NL, isto é, um problema unidimensional transiente na dire¢cao da coordenada ortogo-
nal z com condigoes de contorno de segundo tipo nesta dire¢ao, sendo, fluxo de calor e
isolamento térmico respectivamente.

Observe ainda que a Eq.(3.1) define um problema nao linear devido aos funcionais k(7')
e C(T). Note também que as condig¢bes de contorno impostas sdo nao lineares. Fato que,
como dito anteriormente, impossibilita a aplicacao do método de fungoes de Green.

Como ja observado, sera aplicado a transformada de Kirchhoff como alternativa para li-
nearizacao da equacao diferencial e condi¢oes de contorno. Este procedimento sera detalhado

na subsecao a seguir.

3.3 Processo de linearizacao

Reescrevendo a Eq.(2.12):

Bz, t) = k(T) = klo /O " K@)t (3.5)

e aplicando o método de transformagao de Kirchhoff nas Egs. (3.1)-(3.4) como mostrado na

Secao (2.4), obtém-se:

0P 1 09
com as condi¢oes de contorno:
dT d® dT dd
—k(T) =q= =q = ko =q, (3.7)

da | e=0 Oda dT =0 dx lz=0
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dd
Odx dx z=L O’ (3 8>

e a condigao inicial:

O(x,0) = O(x), (3.9)

onde 0 <x <L
Observa-se que as Egs.(3.6)-(3.9) escritas na variavel ® sdo lineares e portanto podem ser

resolvidas aplicando o método de FG.

3.4 Solucao do Problema Auxiliar Via Funcoes de Green

Apresenta-se nesta se¢ao a aplicagdo do método FG, descrito na segao(2.5), que pretende
estabelecer uma solucao ®(x,t).

A solugao do problema dado pelas Egs. (3.6)-(3.9) usando FG pode ser escrita como:

B, 1) = cpo+—/ Groa(w, |2 7)gdr, (3.10)

onde Go9(x,t|2’,7) é a funcao de Green caracteristica do problema linear X22L e pode ser
obtida em Beck et al. (2010) Apéndice X. Assim Gua0(2, t|2’, 7) como:

[e.9]

1 2 2
Guoa(x, tla', 7) = 17 + — 7 e_ﬁma"(t_T)cos(ﬂmx)cos(ﬂmx/). (3.11)

Substituindo Eq.(3.11) em Eq.(3.10) e resolvendo a integral temporal obtém-se a solugao:

goot  2q cos(Bm) e~ Pmeot
O(z,t) = D — " , 3.12
(,t) O+k0L+k0L 0 Bm?2 Zcosﬁ x) ) ( )

onde 3, = .
Assim, para explicitar a solu¢do do problema em termos de T'(z,t) resta aplicar a trans-

formada inversa de Kirchhoff, detalhado na se¢ao seguinte.
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3.5 Aplicando a Transformada Inversa de Kirchhoff

Considera-se, de forma hipotética, um comportamento para o funcional k(7). Assim,

usando novamente a Eq.(2.12):

® = k(T) = klO/OT k(T)dT, (3.13)

e considerando k(T') = ko(1 4+ AT), onde A é uma constante, obtém-se:

1 [T PP AT?
O(T)=k(T) = . ko(14+ AT)dT = ®(T) = k(T) = 5 +T. (3.14)
0Jo
Fato que implica diretamente que:
AT?

.. ~ . . ~ 2 ,
Para explicitar a solugao T'(z,t) deve-se determinar a inversa da fungao ATT +T. Porém,
AT? . f ~ . . ~ P

note que “5— + 7" ¢ uma fungao polinomial de grau 2 e nao possui inversa para todo o seu

dominio, contudo, considera-se, para aplicacoes praticas em conducao de calor 7" > 0. Desta
. . . 2 . e~ .

forma pode-se determinar sua inversa, pois, ATT + T, torna-se, a partir da restricao imposta,

uma funcgao sobrejetora.

. ~ . 2 . . ~

Assim, a funcao inversa de ATT + T, aplicada em ®(z,t) determina a solu¢ao para o

problema analitico em termos de T'(x,t), que é dada pela Eq.(3.16) a seguir:

T(e,t) = k(@) = T(r,) = & (VI + 249001 — 1) (3.16)

Observa-se que, ao aplicar o método FG juntamente com a transformada de Kirchhoff,
o fato que, o termo que caracterizara o comportamento do perfil térmico é a escolha do
comportamento do funcional k(7).

O funcional k(T') para fins de aplicagdes hipotéticas sera considerado k(T") = ko(1 + AT),
contudo, pode-se obter modelos de k(T'), para fins praticos, através de modelos apresentados
na literatura ou estimando experimentalmente. A estimativa do funcional k(7") sera abordado
nas proximas segoes.

Uma vantagem da aplicagdo de FG juntamente com a transformada de Kirchhoff é que
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nao ha a necessidade de recalcular, para diferentes modelos térmicos, suas versoes lineares
analiticas. Basta, neste caso, definir o comportamento de k(7T) e através da inversao da
integral da transformada explicitar a solugao.

Conclui-se que, o comportamento nao linear de qualquer problema térmico, se da a partir
do conhecimento de sua solucao linear, e da aplicacao da transformacao inversa.

Como discutido na secao 2.5, uma das vantagens do uso do método FG é o fato que
solugoes bi ou tridimensionais podem ser construidas através do produto das FG unidimen-
sionais. Neste sentido, aborda-se a seguir a solu¢ao analitica de um problema 3D transiente

nao linear.

3.6 Modelo Térmico 3D Transiente Nao Linear

Apresenta-se nesta secao a metodologia para obtencao de solugao analitica para um pro-
blema térmico nao linear transiente tridimensional tipo X22Y227Z22NL.

O problema X22Y227Z22NL em coordenadas cartesianas 0 < x < L, 0 < y < W e
0 < 2z < R é caracterizado pelos seus contornos serem de segundo tipo em todas suas faces,
onde, na face y = W é submetido a um fluxo de calor que pode ser em toda face ou parte
dela, e, todas as demais faces mantidas sob condi¢ao de isolamento térmico, isto ¢, fluxo de
calor nulo. A Fig.(3.1-a) apresenta um esquema do problema a ser tratado considerando um
fluxo de calor aplicado a toda face y = W, ja na Fig.(3.1-b) observa-se que o fluxo de calor

pode ser delimitado a uma area parcial L1 < x < Ly x R; <z < R, sobre a face y = W.

[ Fluxo de calor q(x,t) [ Fluxo de calor q(x,t)
[ 1soclamento térmico [] 1solamento térmico

>
4)

.............. €
y=W y=W R1
Tl I~
s’ ) ’ )
X:y:z:O x=L X:y:z:O x=L
(a) X22Y22722NL com fluxo de area total (b) X22Y22Z22NL com fluxo em area parcial

Figura 3.1: Problema térmico X22Y227Z22NL
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Matematicamente o problema é dado pela sequinte equacao diferencial juntamente com

as condigoes de contorno:

o*r  0*r  0°T oT
k(T =C(T)— 3.17
1) (G + G + 5 ) = €O (3.17)
onde o termo C(T') = p(T)c,(T).
Submetido as condigoes de contorno:
oT aor
—k(T)— =k(T)— =0 3.18
( )895 2=0 ( )037 e=L (3.18)
oT
k(T)— =0 3.19
5], = (319)
oT
—k(T)— = t 3.20
)5, =, (320)
ou em uma area parcial:
oT o
—k(T)a—y . q(z,t) delimitado por L1 <x < Ly x Ry <z < Ry, (3.21)
y:
e para a direcao z:
oT aT
k(T)— =k(T)— =0 3.22
( )82 2=0 ( )(92 =L (3:22)
e a condicao inicial:
T<x7y7270) = TO (323)

Observa-se a necessidade da aplicacao da transformada de Kirchhoff que pode ser realizada
de forma anéloga ao problema unidimensional X22NL, descrita na secao 2.4. Dessa maneira,

tem-se o problema na variavel ®:

Po  P2d 0P 100
R = e (3.24)
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Sujeito as condigoes de contorno:

0P 0P
—g— = kg— =0 3.25
Y0 om0 "0z lu=r (3:25)
0P
— =0 3.26
0 8y y=0 ’ ( )
0P
—ko— = t 3.27
an = C]($, )7 ( )
ou parcialmente:
0P o
—ko— = q(x,t) delimitado por Ly <x < Ly x Ry <z < Ry, (3.28)
83/ y=W
e para a direcao z:
0P 0P
il = fe T =0 3.29
00210 0z limr (3:29)
e condicao inicial:
(I)<x7yaz70) = q)O (330)

Aplica-se entao o método FG, obtendo-se a solucao:

L W R
O(z,y,2,t) = / / / G(x,y, 2, tlx',y, 2, 0)®(z, y, z,0)dx'dy' dz’ (3.31)
z'=0 Jy'=0 J z/'=0

o T Lo Ro
2 L w06 st W )0, 2 0 e
kO t=0Jz'=L1 J /=Ry

onde G(z,y, z,t|z',y', 2/, 7) é o produto das fun¢des de Green unidimensionais nas diregoes
cartesianas x, y e z respectivamente. Observa-se que, por se tratar de um problema com
condigoes de contorno iguais em todas trés dimensoes, tem-se entdo o produto da Eq.(3.11),
onde varia-se apenas as coordenadas cartesianas e autovalores em cada direcao.

Assim, efetuada a multiplica¢ao das fung¢oes de Green e substituindo o produto na Eq.(3.31)

obtém-se a solucao analitica para o problema X22Y227221L..
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Fernandes (2009) demonstrou que as integrais no primeiro termo da Eq.(3.31) resultam

em &, isto é:

L W (R
/ / / G(z,y, z, tlx',y, 2, 0)®(x,y, 2,0)dz'dy' dz' = ®q (3.32)
z'=0 Jy'=0 J z/'=0

Resolvendo a integral do segundo termo da Eq.(3.31) obtém-se:

(I)(Zlf,y, Zat) = (I)O

ap 1 T
+ ———=(Ly—Li;)(R — R / q(z, 7)dr
kO LWR( 2= 1)( 2 1) o ( )
CL(] 2 B aot B 1
+ ko WR(Rz Ry) mzle cos(Bpx) [sen(BmLa) — sen(BmLy1)] — —
X / gz, 7)e Pt dr (3.33)
t=0
ap 2 > _ 32 T _B2
+ =5l —L1)(R2 — R e P07 cos(Buy)cos(ny / q(z,7)e PraoTdr
o TR L2~ L) (@ >Z (Buy)cos(ny) | qla,7)
a 2 > _B2anT 1
e = L) Do e B cos(5,2) [sen(ByRa) — sen(B, )] —

p=1

.
X / q(w,T)e_BgaonT
=0

+ Z—gm (Ry — R1) Z Ze (82,487 )aotcos(ﬁ x) [sen(BmLs) — sen(By L))

m=1 n=1

1 T
X —cos(ﬂny)cos(nw)/ gz, 7)e~ Putiilaor gy
mm —o

+ Z Z ~(BaAB0t cos( By [sen(BmLa) — sen(BpmL1)]
m=1 p=1
. L[ —(B2,+B2)aoT
X lsen(ByRe) = sen(By )] - | ae m)er o dr
Oéo 4
L ﬁ +,8 Olot
* ko LW ! ;pzle cos(Bny)cos(nm)cos(byz)
X [sen(ByR2) — sen(5,R1)] ) / g(z, T)e—(ﬁ,%ﬂig)ade
pT Ji=o
[e.9] o0 o0 1

ﬂm+ﬂn+ﬂp apt . S

s 2D C05(82) 56 (B L) = sen(Br L)) —

mlnlpl
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X cos(Bpy)cos(nm)cos(Bpz) [sen(BpR2) — sen(B,Ry)] ]%

;
X / gz, T)e~ BntBit)aor gr
t=0

onde 3, = ", B, = 7 e B, = %5 sdo autovalores.

De posse da solugao analitica, Eq.(3.33), para as temperaturas aparentes usando-se a
transformada inversa de Kirchhoff determina-se o perfil térmico do modelo X22Y227Z22NL
em termos de 7.

Obsreva-se também na Eq.(3.33) que em todos termos as integrais temporais nao foram
resolvidas analiticamente pois pretende-se empregar o uso de solugoes hibridas, que seré
discutida na secao 3.7. O uso de solugoes hibridas, permitem uma flexibilidade na imple-
mentacao computacional da solugao, pois, nem sempre o fluxo de calor pode ser expresso por
uma funcao continua e experimentalmente é dado por um vetor discreto.

Contudo, para obtencao de uma solugao puramente analitica, basta impor uma funcgao
matemaética para o fluxo de calor e efetuar o célculo as integrais resultantes.

Assim, usando as propriedades térmicas e geometrias dadas pela Tab.(3.1) apresenta-se
o perfil térmico para o prolema X22Y22722NL.

Tabela 3.1: Propriedades térmicas e geométricas usadas na solugao X22Y22722NL.

Notagao  Valor Unidade
L,RW  1x107? m
(0.9,2)  (L/2W,L/2) m

o

T(x,y,z,0) 20 C

k(T) ko(1+ AT) Wm tK~!

ko 12,9 Wm™ 1K1

Qo 3,95 x 1076 m?2s7!
—-1x103 K!

q(z,y,z,t) 1x 105 W

t 60 S

dt 1 s

A Fig.(3.2-a) apresenta as temperaturas obtidas usando um fluxo de calor constante em
toda a face y = W. Observa-se um pequeno desvio dos perfis de ® e T devido a condutividade
térmica diminuir com o aumento da temperatura Fig.(3.2-b). Observa-se ainda uma variagao

de aproximadamente 20% da condutividade térmica em funcdo das temperaturas.
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(a) Comparativo entre os perfis térmicos das (b) Condutividade térmica variando com a
solugoes X22Y227Z22NL e X22Y22722L temperatura no modelo X22Y227Z22NL.

Figura 3.2: Temperaturas e condutividade térmica para o modelo X22Y227Z22NL.

3.7 Solucao Hibrida

Observando a Eq.(3.10) nota-se que o integrando depende do modelo do fluxo de calor ¢
nesse caso se o termo ¢ for uma funcao ou uma constante obtém-se facilmente uma solucao
puramente analitica, obtendo-se para cada forma de fluxo de calor uma solucao distinta.

Porém, para fins praticos e de generalizagao faz-se o uso do fluxo de calor discreto. Desta
forma, propoe-se, como abordado por Fernandes (2013), o uso de solugoes hibridas.

Considerando, sem perda de generalidade, a integral:

/t; q(T)dr, (3.34)

se o termo ¢(t) é discreto, entao, é representado por um vetor do tipo ¢(t) = [q1, q2, -+, qul,

onde para cada intervalo de tempo At tem-se uma componente do vetor ¢(t) como seu
representante.

O que graficamente pode ser representado da seguinte maneira:
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q(t)

Figura 3.3: Representacao grafica de um fluxo de calor discreto. Fernandes (2013)

Observa-se entdo pela Fig.(3.3) que o fluxo de calor ¢(¢) discreto pode ser considerado
uma constante para cada intevalo de tempo At =+¢,., —t,,n=1, 2, ---, N —1.

Entdo a integral, Eq.(3.34), pode ser calculada de forma discreta da seguinte maneira:

t to t3 ln Nl
/ q(T)dr = / qdr + / GodT + -+ - + / qndT = Z Gn(tnt1 — tn). (3.35)
t=0 t1 t2 tnt1 n=1

Desta maneira, a versao hibrida da solu¢do dada pela Eq.(3.12) é dada por:

M N—-1
cos(Pm1) —Ba0(t—tni1) _ —BLap(t—tn

o <I>+— n(tn
(, 0 ZC] +1— 1 32 ag

&%)
L
0 m= n=1

(3.36)

As solugoes analitica e hibrida Eqs.(3.12)-(3.36) respectivamente, foram implementadas
e realizada a verificagao da solucao hibrida por meio de uma solu¢ao puramente analitica
Fernandes (2013). Considerando varios tipos de fluxo de calor, em todos os casos foi suficiente
considerar um intervalo de tempo de discretizagao 0t = 1s.

Apresenta-se no proximo capitulo a verificagao das solugoes X22NL e X22Y227Z22NL e

também comparacgoes dos perfis térmicos fornecidos pela solucao X22NL a modelos disponi-



veis na literatura.
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Capitulo 4

Verificacao Intrinseca, Representacao
Grafica e Comparacoes Com Modelos

Numeéricos e Experimentais

4.1 Verificagao Intrinseca da Solucao X22NL

Inicialmente, a solugao analitica nao linear X22NL sera verificada via comparacao com a
solu¢do X22L de um problema linear, dada por Fernandes (2013).

Este procedimento visa verificar se a solugao proposta retorna a solugao linear caso as
propriedades térmicas k(7T) e «(T) néo variem com a temperatura. Obviamente esta verifi-
cacao nao garante que a solucao do problema nao linear esteja absolutamente correta, porém
garante, de certa forma, que a base da solucao linear esta validada.

As propriedades térmicas dos dois modelos sao apresentadas na Tab. (4.1).

Tabela 4.1: Propriedades térmicas que serao aplicadas nos modelos X22NL e X22L

Notagao Valor Unidade

L 0,01 m

x 0 m

T(0,t) 0 °C

K(T)  ko(l+AT) Wm 1K1
ko 12,9 Wm K1
ag 3,95 x 1076 m?s~!

A A—0 K1

q 1x 10° w

Observa-se na Eq.(3.16) que as temperaturas 7' sao dadas pela aplica¢ao da fungao inversa

36
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k aplicada as temperaturas aparentes ®. Assim, nota-se que A deve ser diferente de zero.
Contudo se A — 0 entao T — ® e como as temperaturas ¢ sao obtidas a partir de um
modelo X22 linear verificado resta analizar se nestas condigoes 7' — @.

E importante observar que os parametros mostrados na Tab.(4.1) ndo influenciam no
desempenho do processo de verificacao.

Assim, apresenta-se na Fig.(4.1) uma comparagao entre a solu¢do X22L e a solu¢ao X22NL
considerando k(7T) = ko(1 + AT). Observa-se excelente concordancia, sendo a diferenca entre

as solucoes menores que 5 x 107°, ou relativamente, da ordem de 5 x 10°% %.

1 000
800 -
&
s 600-
s |
B
9 400 -
£
[}
F 200- :
0- :
0 50 100 150 200 250 300
Tempo s

Figura 4.1: Comparagao entre as solugoes X22L e X22NL
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Figura 4.2: Diferenga absoluta entre X22L e X22NL

4.2 Verificagao Intrinseca da Solucao X22Y227Z22NL

De forma analoga verifica-se o calculo e a implementagao da solucao analitica X22Y22722NL.

Uma vez considerando que a solucao X22NL foi verificada, propoe-se o seu uso para a
verificacao da solucao X22Y22722NL.

Observa-se na fig.(4.3) que o problema tridimensional tende a se tornar um problema

unidimensional caso todas as superficies sejam isoladas exceto = = 0.
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q(x,t)

ARAAR

[ Fluxo de Calor
[] 1Isolamento Térmico

Figura 4.3: Equivaléncia entre o modelo tridimensional e o modelo unidimensional

Desta maneira ambas solugdes analiticas sdo comparadas usando-se as mesmas confi-
guracoes geométricas, propriedades termofisicas e fluxo de calor. Exceto para o modelo
tridimensional, onde as superficies remanescentes sao isoladas.

Observa-se na Fig. (4.4-a) que a solugdo tridimensional tem excelente concordancia com
a solu¢ao unidimensional, como observa-se na Fig.(4.4-b), uma diferenga relativa inferior a

2% entre as solugoes.
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0
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solugoes

Figura 4.4: Comparacao entre as solugoes X22Y227Z22NL e X22NL

4.2.1 Representacao Grafica - Modelo X22NL

Apresenta-se nesta secao a representacao grafica da solucao do problema X22NL, o com-

poramento do termo k(7)) e a comparagao dos resultados obtidos analiticamente com a si-

mulac¢ao numérica usando o software Comsol Multiphysics®.

Observa-se que a implementacao da solucao analitica, foi feita usando o software Scilab

com os parametros dados pela Tab.(4.2)

Tabela 4.2: Propriedades térmicas que

serao aplicadas nos modelos X22NL e Comsol.

Notagao Valor Unidade

L 0,01 m

T 0 m

T(0,t) 0 °C

K(T)  ko(l+AT) Wm tK~!
ko 12,9 Wm 1Kt
ag 3,95 x 1076 m?s~!

A 1x1073 K1

q 1 x 10° w

A Fig. (4.2.1) apresenta o comport
apresentadas pela Tab.(4.2)

amento do termo k(7) considerando as propriedades

A Fig. (4.6) apresenta a comparagao entre os comporamentos das solugoes analiticas

X22L e X22NL, dada pela Eq.(3.12).
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Figura 4.6: Comparagao entre as solugoes X22L e X22NL

Observa-se que quanto maior o tempo, maior a temperatura e portanto maior sao os
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valores de k(T'), o que faz com que a temperatura seja menor para o modelo nao linear.

4.3 Representacao Grafica - Modelo X22Y22722NL

Calcula-se também as temperaturas do problema tridimensional em trés pontos distintos
considerando uma area parcial de fluxo de calor delimitada por 0 <z < L/5e0 < z < R/50
sobre a superficie y = W considerando as propriedades térmicas e geométricas dadas pela

Tab.(4.3) e o tempo de simulagao de t = 60s.

Tabela 4.3: Propriedades térmicas e geométricas que serao aplicadas nos modelos
X22Y22722NL.

Notagao Valor Unidade
L=W 0,01 m

R 0,1 m

T(0,t) 20 e

kK(T)  ko(1+AT) Wm tK!
ko 12,9 Wm 1K1
oy 3,95 x 107 m?s~!

A —1x107% K1

q 1 x 106 w

E nos pontos:

e 71 = (%,W, %),

o T2 = (2L W, 1)

57V B0

o T3=(0,%, 4

Como apresentados pela Fig.(4.7).

As temperaturas calculadas nestes pontos especificos simulam um processo real de usina-
gem, onde sao fixados termopares na ferramente de corte.
A Fig. (4.8) apresenta as temperaturas para os pontos escolhidos. Pode-se observar

temperaturas mais altas para a posicao T3 devido a proximidade com a fonte de calor.
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Figura 4.7: Modelo tridimensional com fluxo de calor em area parcial na superficie y
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Figura 4.8: Temperaturas do modelo X22Y 22722 nos pontos T1, T2 e T3 considerando area parcial

de fluxo de calor.
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4.4 Comparagao: Solucao Analitica Com Método Numé-
rico

Apresenta-se nesta se¢do uma comparacao das solugoes X22NL e X22Y22722NL com suas
respectivas solugoes obtidas através de simula¢oes numeéricas, via Comsol.

Uma vez que as solugoes analiticas X22NL e X22Y22722NL sao solugoes aproximadas,
entende-se, neste caso, que uma comparagao com solugoes numéricas apresenta uma boa
ferramenta de verificacao de ambas solucgoes.

Assim, usando o software Comsol Multiphysics®, simulou-se problema X22 usando os
mesmos parametros do modelo analitico. Em seguida, os dados obtidos numericamente foram
comparados aos resultados analiticos e apresentados na Fig.(4.9). Observa-se, na Fig.(4.9),
que as solucoes, numérica e analitica sao concordantes, sendo a diferenca relativa entre as
solugdes menores que 2, 7%, Fig.(4.10).

Nota-se que, com o aumento do tempo ha um aumento nas diferengas entre os perfis
analitico e numérico, onde as temperaturas numeéricas tendem a ser maiores.

Este fato se deve a aproximagao a(7T) = ay realizada analiticamente, onde, no ambiente
Comsol os valores de o permanecem nao lineares, pois, numericamente sao obtidos através

da relagao a = k(7)) p‘le_ 1 Observe que no modelo analitico o = .

220 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

T

T e S St St S
] | | | | | | | | >

160 J-om-pmmmmymm g g s
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=]
N
(@]
| -

60_- :----T-----I-----I _____ [ E _____ [ e e
st e
A . . , X \ . . v e - Comsol

20 t t } t t t

0] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Tempo s

Figura 4.9: Comparagao entre as solugbes X22NL analitica e X22NL COMSOL
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Figura 4.10: Diferenga relativa entre entre as solugoes X22NL analitica e X22NL COMSOL

Apresenta-se a seguir uma comparacao da solucao X22NL com dados de temperatura

experimentais, obtidos na literatura.

4.5 Comparagao: Solucao Analitica X22NL Com Tempe-

raturas Experimentais

Apresenta-se nesta secao a comparacgao e analise da solugao analitica de um problema do
tipo X22, cuja solugao é dada pela Eq.(3.16) com temperaturas obtidas experimentalmente
em um problema térmico de mesma caracteristica.

Pretende-se entao, usar os valores de temperaturas adquiridos experimentalmente, jun-
tamente com o comportamento da condutividade térmica nao linear para fazer comparagoes

aos resultados apresentados pela Eq.(3.16),usando-se as mesmas condigoes.

4.5.1 Tillmann (2005)

Foi realizado por Tillmann (2005) o aquecimento de uma amostra de Policloreto de Vi-

nila (PVC) de dimensao 245 x 25 x 245mm, relacionados as coordenadas cartesianas x, z,y
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respectivamente.

A amostra foi aquecida por efeito Joule por 30s com uma poténcia responsavel pela impo-
sicao de um fluxo de calor de 400W superficie da coordenada z. A amostra foi acondicionada,
durante o experimento, no interior de um forno que a manteve a uma temperatura ambiente
constante de 20,81°C'. As temperaturas foram adquiridas durante 4000s com intervalos de
1s.

A amostra de PVC foi exposta a um aquecimento em z = 25mm e isolado térmicamente
em z = Omm, onde na posigao z = 25mm, é acoplado um termopar para aquisi¢ao do sinal
de temperatura.

Devido a geometria escolhida por Tillmann (2005), o problema tridimensional apresenta
comportamento unidimensional, uma vez que as dimensoes x e y sao aproximadamente 10
vezes maiores que a dimensao z. Fato que possibilita a comparacao das temperaturas ex-
perimentais de um modelo tridimensional com temperaturas provenientes de uma solugao
analitcia unidimensional de um modelo X22NL.

A Fig.(4.11) apresenta as temperaturas adquiridas para as condi¢des acima menciona-
das. Observa-se entao uma variagao de aproximadamente 5°C' no ponto z = 25mm, que é
representado pelo termopar 7'1, os termopares 72 e T'3 sao posicionados em z = Omm e no

interior do forno, respectivamente.

Z5

24

Z3

ZZ

Temperatura (°C)

Z1

20

2000 3000 4000

Tempo (s)

o 1000

Figura 4.11: Temperaturas experimentais, Tillmann (2005)
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Serao consideradas para carater comparativo apenas as temperaturas obtidas pelo termo-
par 1T'1.

A partir dos dados adquiridos, e usando ténicas de otimizagao, Tillmann (2005) obteve
o comportamento das propriedades k e «, condutividade e difusividade térmica, respectiva-
mente.

Os valores de k obtidos por Tillmann (2005) podem ser observados pela Fig.(4.12). Ob-
serve que k neste caso é composto de valores discretos. Fez-se, assim uma aproximagao
usando um polinémio primeiro grau. O polindmio interpolador foi obtido através do software

matematico Wolfram Alpha®, ¢ dado por:

k(T) = —AT + B, (4.1)

onde A = 0,000173557 ¢ B = 0, 159789.

Observa-se na Fig.(4.13) as diferencas entre os valores estimados para k& Tillmann (2005)
e a aproximagao realizada pela fungao k(7).

Uma vez que a soluc¢ao analitica X22NL requer fungoes continuas para k(T') e fluxo de
calor F(t), foram obtidas curvas de ajuste tanto para os dados discretos da condutividade
térmica, como para o fluxo de calor experimental.

As Figs. (4.12)-(4.13)-(4.2) apresentam graficamente estes ajustes.

0.157

I I I ] ® [ ] @ Experimental
. . . . Aproximagao
T

0.156 —
0.155—-
0.154—-
0.153—-

0.152 +

Condutividade Térmica W/mK

0.151 +

0.15
20

Temperatura °C

Figura 4.12: Valores experimentais de k e valores da fungao k(T')
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Figura 4.13: Diferenca absoluta entre k estimado e a funcao k(7). Eq.(4.1)

A curva:

(4.2)

400e 905t

F(t)

modela, analiticamente, o fluxo discreto usado.
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Figura 4.14: Fluxo de calor ajustado pela Eq.(4.2)

A Tabela (4.4) apresenta as propriedades térmicas e geométricas usadas por Tillmann
(2005) e que serao usadas no modelo X22NL.

Tabela 4.4: Propriedades térmicas e geométricas que serao usadas no modelo X22NL.

Notagao Valor Unidade

L 0,025 m

T(0,t) 20,81 °C

k(T) ~A+BT WmlK™!

ko 0, 1560 Wm tK1

ag 1,30 x 1076 m2s~1

A 0,000173557 K !
0,159789  K~!

q 400 w

t 2000 s

dt 1 S

Assim, para a posigdo x = 0 calcula-se as temperaturas. Usou-se a posicao x = 0

para os calculo das temperaturas devido ao fato que serao comparadas aos valores obtidos
experimentalmente, para a posi¢cao do termopar 7'1.
A Fig.(4.15) apresenta a comparac¢ao entre as temperaturas obtidas analiticamente e

experimentalmente. Observa-se que as temperaturas provenientes do modelo nao linear sao
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mais baixas quando comparadas aos dados experimentais, para tempos longos.
Uma hipo6tese para esse comportamento pode ser atribuida ao ajuste do fluxo de calor

cujo valor tende a zero a partir de 1505 enquanto o fluxo de calor experimental nao se anula

totalmente.
25
Tl = = X22 linear

24 T2 23 — X22I ndo linear
6 Tfomo
< 23 e
e 22.5
5 S
:
g— 22 qé_ 27
= e

21 21.5

20 o ' .

0 1000 2000 3000 4000 21 i t :
Tampo (5) 0 500 1000 1500 2000
Tempo s
(a) Tillmann (2005) (b) Solugdo analitica X22NL

Figura 4.15: Comparativo Tillmann (2005) e Solug¢do analitica ndo linear

4.5.2 Wang et al. (2018)

Wang et al. (2018) Propoés o uso da técnica multiple model adaptive inverse method
(MMAI) para estimar a condutividade térmica dependente da temperatura de um material.
A técnica MMALI consiste em dividir o dominio em sub dominios, onde, em cada subdominio a
condutividade térmica possui comportamento linear e entao ¢ predita e estabelecida a partir

de um submodelo.

Desta maneira considerou-se o seguinte esquema experimental:
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Figura 4.16: Esquema esperimental usado por Wang et al. (2018)

Por se tratar de um problema bidimensional onde a dimensao y é o dobro da dimensao
x opta-se, sem perda de generalidade, por usar a solugao analitica X22 unidimensional para
fins de comparacao.

O fluxo de calor ¢(t) usado por Wang et al. (2018), Eq.(4.3), foi aplicado no ponto

r = L,. A Fig.(4.17) mostra graficamente o fluxo de calor.

t
(1) =3 x10°(1 — e %) 42,5 x 10°sen (g—o) , (4.3)
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Figura 4.17: Fluxo de Calor Wang et al. (2018)

Wang et al. (2018) também apresentou, em forma de tabela, os valores para a condutivi-

dade térmica dependente da temperatura, que podem ser observados pela Tab.(4.5).

Tabela 4.5: Condutividade térmica dependente da temperatura Wang et al. (2018)

Temperatura °C' Condutividade Térmica W/mK

0 61,5
100 58,2
200 54,4
300 50, 2
400 45,5
500 41,2
600 36,8

Analogamente, como os dados da Tab.(4.5) sdo dados de forma discreta o uso da solugao
X22NL requer uma fungao de ajuste cotinua. O procedimento para obtengao da funcao k(7")
para este caso ¢ analoga a mostrada na se¢ao (4.5.1). Apresenta-se a seguir, Fig.(4.18), a

representacao grafica resultante da operagao realizada.
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Figura 4.18: Valores experimentais de k e valores da fungao k(7')

Dessa forma resta apenas determinar a inversa da integral de k(7T") = ko — AT, para que

se possa explicitar a solucao analitica tipo X22 para o problema. Assim:

Obtendo-se:

T(a,t) = %(, [k2 4 2ko AD — ko), (4.5)

que ¢ a solugao analitica para o problema X22NL nestas condigoes.
A fig.(4.19) apresenta as temperaturas obtidas por Wang et al. (2018) e pela solucao
analitica X22NL considerando as mesmas propriedades, que sdo apresentadas pela Tab.(4.6).
Observa-se na Fig.(4.19) que os perfis térmicos apresentam boa concordancia, com uma
diferenca relativa de aproximadamente 20% para entre os tempos 20s < t < 80s. Isto se da
devido ao fato que o problema proposto por Wang et al. (2018) é bidimensional e foi feita

uma aproximacao unidimensional para a solucao analitica X22NL.
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Tabela 4.6: Propriedades térmicas usadas por Wang et al. (2018) ¢ o modelo X22NL

Notagao Valor Unidade
L, 0,075 m

Ly, 0,15 m

TCr (B om

T(0,t) 20 C

KT) ko— AT Wm iK1
ko 61,5 Wm 1K1
ag 1,7 x 107° m2s!

A 0,0407143 K1

t 120 s

dt 0,6 s

Observa-se assim uma boa aproximacao da solucao analitica ao modelo apresentado,
mesmo considerando a simplificacao geométrica.

Cabe observar que foram comparadas temperaturas obtidas analiticamente com tempera-
turas experimentais ou numéricas que podem apresentar erros de medicao, arredondamento
ou truncamento.

Como pode-se observar que um dos objetivos deste trabalho é de se determinar, de forma
analitica, o fluxo de calor e a difusividade térmica em funcao da temperatura a partir de
temperaturas obtidas por experimentos simulados analiticamente e numericamente. Estes

procedimentos serao apresentados a seguir.
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Capitulo 5

Problema Inverso Nao Linear:
Estimativa de Fluxo de Calor Usando

Solucoes Analiticas

5.1 Introducao

Apresenta-se neste capitulo a metodologia para problemas inversos onde objetiva-se es-
timar o fluxo de calor e condutividade térmica dependente da temperatura. Para tal sera
feito um estudo sobre a determinagao da funcao de transferéncia nao linear para adaptacao e
aplica¢ao do método TFBGF (transfer function based on Green’s Functions) para problemas
nao lineares. Também sera abordado a metodologia para determinacao da condutividade

térmica dependente da temperatura.

5.2 Funcao de Tranferéncia Nao Linear

Nesta secao detalha-se o procedimento de identificagao e analise da fungao de transferéncia
para um problema nao linear.

Em sistemas dinamicos trés sao as varidveis a serem estudadas, a excitacao, a fungao
tranferéncia e a resposta do sistema. Os problemas sao resolvidos conhecendo-se sempre
duas varidveis e estimando a terceira: Os problemas inversos sao aqueles em que a partir do
conhecimento do sistema e de sua resposta (efeito) estima-se a excitacdo (causa). E possivel
analisar problemas de conducao de calor fazendo-se uma analogia aos sistemas dindmicos
(FERNANDES, 2013).

A aplicagao da técnica TFBGF consiste em usar o teorema da convolucao para explicitar

o6
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analiticamente a funcao de transferéncia, e, conhecendo as temperaturas experimentais ou
simuladas determinar o fluxo de calor. Pretende-se entao, realizar uma adaptacao da técnica
TEFBGF para a estimativa de fluxo de calor quando se trata de problemas nao lineares, visto
que neste caso, o comportamento do sistema dependera da sua saida, fato que nao ocorre em
sistemas lineares.

Neste sentido, Bendat e Piersol (2010) definem sistema nao linear como um sistema que
atua instantaneamente na presenca de uma excita¢gao em um arranjo nao linear. A saida do
sistema é funcao, tanto da entrada quanto do comportamento do sistema, isto é, a saida do

sistema por ser descrita matematicamente como:

y(t) = g(x(t)), (5.1)

onde y(t), z(t) e g(z) sdo respectivamente a entrada, saida e comportamento do sistema nao
linear, fig.(5.1).
Em outras palavras, quando o sistema g(z) ¢ ndo linear isso quer dizer que para quaisquer

constantes aj, ag e quaisquer entradas x1(t), x2(t) tem-se

glarzy + agra) # arg(w1) + azg(wa), (5.2)

pois g(x) é nao aditivo ou ndo homogéneo.

Observa-se também que quando z(t) é transladado para z(t + 7) e como y(t) = g[x(t)]
entao tem-se y(t + 7) = glz(t + 7)].

Entao pode-se observar, que sistemas dindmicos nao lineares nao podem ser expressa-
dos matematicamente por uma operacao de convolugao entre a entrada e saida do sistema,
uma vez que, os dados de saida possuem dependéncia continua dos dados de entrada e do

comportamento do sistema, como pode ser observado pela Fig.(5.1).

O que ocorre em sistemas térmicos é analogo ao observado por Bendat e Piersol (2010), os
dados de saida possuem dependéncia continua dos dados de entrada e do comportamento do
sistema térmico, uma vez que, as propriedades térmicas do sistema sao dependentes da tem-
peratura. Isto é, um sistema térmico nao linear pode ser descrito pela funcao h(a, k(T), z,t),
onde k(T apresenta a dependéncia da entrada do sistema, que é responsével pela varia¢ao

de temperatura AT.
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Sistema Nao )
Entrada Linear Saida

—> —>
X(t) g(x) Y(t) = g(X(t))

Figura 5.1: Sistema dindmico nao linear

Contudo, ao considerar um problema auxiliar ®(z,¢) linear, derivado de um problema

nao linear, tem-se a possibilidade de expressa-lo como mostrado na Fig. (5.2).

Sistema dinamico
Entrada Linear

T T — >
X (t) h(x) Y (1)

Figura 5.2: Sistema dindmico linear

Observa-se que, as fungdes de entrada e saida sdo: fluxo de calor ¢(z,t) e temperatura
T'(z,1) respectivamente.

Assim, inicialmente, parte-se do Teorema da Convolugao. Que é dado por:

Oz, t) = h(z, 1) * q(t) = / h g(Th(t — 7)dr, (5.3)

0

onde a fungao E(x,t) na Eq.(5.3) reprenta a resposta impulsiva para um problema linear.
Assim, busca-se uma relacao mateméatica que expresse de forma a analitica a resposta ao

impulso para um problema nao linear.
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Fazendo a entrada do sistema, descrito pela Eq.(5.3) um pulso de calor, isto é: ¢(t) = 6(7)
(FERNANDES, 2013), e observando que no método fungdes de Green, a fungéo h(z,t—7) é a
FG caracteristica ao problema térmico e que, sem perda de generalidade, a FG para qualquer

sistema térmico ¢ dada em termos de t — 7, obtém-se:

O(x, 1) = Iz, 1) * q(t) = Z—s /0 " Gl tlat — 1)0(7)dr, (5.4)

onde: Guoo(x,tla’, 7) é dada por Beck et al. (2010).

2 o~ g
= —Ba0(t—T7) /
+ 7 g e " eos(Bmr)cos(Bmx’), (5.5)

m=1

e~ =

Groo(x, t|2!, 7) =

da propriedade de elemento neutro da convolucao: § * h = h, tem-se que:

h(t) = @/ Goo (. ta! t — T)S(1)dT = “2Gyn(a, t]a, 1) (5.6)
ko 0 ko
Assim,
T — Qo l 3 S —B2, a0t /
h(t) = o | T + 7 mzle cos(Bmx)cos(Bma’)| - (5.7)

Observe que: § x h = h, e portanto nao existe a nao necessidade de se resolver a integral
temporal.

Porém, como

5(t) % h(t) = T(x, 1), (5.8)

e da propriedade de elemento neutro da convolugao tem-se que:

h(z,t) % 6(t) = h(z,t) = h(z,t) = T(x,t), (5.9)
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de acordo com (FERNANDES, 2013). Note que, de forma analoga:
(5.10)

§5(t) = h(t) = h(t) = h(t) = O(x, ),

e a partir da transformacao inversa de Kirchhoff tem-se:
(5.11)

T(z,t) =k 1 (®(x,1)).
Assim, a partir das Eqs.(5.9)-(5.10) pode-se concluir que a resposta impulsiva para um

problema nao linear ¢ dada por:
(5.12)

h(z,t) = k" (R, ).

Desta forma:
(5.13)

T(e,t) = a(t) + k™ (h(x, 1),
Também é propriedade da convolucao o fato que, o operador convolu¢ao no dominio

do tempo torna-se o operador multiplicacao no dominio da frequéncia. Assim, aplicando a

transformada de Laplace na Eq.(5.13) tem-se que:
(5.14)

LT (x,1)] = Lla(t) = k7 (B)] = Lla(t)] - LIk (R)].

Assim:
(5.15)

0(s)- ) = 4(s) = 77

]l

b

T(s) =
onde H(s) = L[k'(h)] ¢ a funcio de Transferéncia e possibilita a estimativa do fluxo de

calor quando se tem um problema de condug¢ao de calor nao linear.
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Considerando, hipoteticamente, k(T") = ko(A + BT) tem-se que:

- \/236(1;, t) + A2 — A2
h(z,t) =k~ (h) = — = :

(5.16)

onde a fungio k~(h) ¢ a inversa da integral de k(T') aplicada a h de forma analoga a descrita
anteriormente.

Assim, a funcao de transferéncia de um sistema térmico nao linear é dada pela tansfor-
mada de laplace da resposta impulsiva, Eq.(5.16). Observa-se que a fungao de transferéncia
fornece informacgoes inerentes ao sistema térmico.

Deve-se também observar, que a funcao de transferéncia para o sistema nao linear defi-
nida pela Eq.(5.16) apresenta a dependéncia de k(7T') através das constantes A e B que s@o
invariantes no tempo e espaco.

De posse da funcao de transferéncia e temperaturas é possivel determinar o fluxo de
calor (excitagao) imposto ao sistema, entretanto, deve-se analisar se existe a transformada de
Laplace da resposta impulsiva e a estabilidade dos problemas direto e inverso. Esta analise

sera discutida na secao seguinte.

5.3 Analise de Estabilidade

Como dito anteriormente, a fungao de transferéncia de um problema térmico pode ser
definida como a transformada de Laplace da resposta impulsiva do problema, dado pela
Eq.(5.16).

Desta forma pergunta-se: Existe a transformada de Laplace da resposta ao impulso do
sistema, em outras palavras, existe E[k‘l(ﬁ)]? E se existe é estavel?

Pode-se definir a transformada de Laplace como: Seja uma fungao f : [0,4+00) — R a

transformada de Laplace ¢ a funcao F(s) tal que:

+o0
F(s) = /0 e~ F(4)dt, (5.17)

onde f(t) é a fungdo a ser transformada para o dominio da frequéncia.
Se a integral, Eq.(5.17) for convergente entao s tera a forma s = a+ bi com a e b € R
O integrando na Eq.(5.17) é o produto de ua func¢ao f(t) por uma fun¢ao exponencial

negativa que tem o declinio a partir de um dado s > 0. Isto implica que e~ %! — 0 quando
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t — 00. Se e~ faz com que o integrando corresponda a uma funcao exponencial implica que
a integral apresente convergéncia.

Dizemos que f : [0,+00) — R é de ordem expoencial se existirem M > 0 e v tal que:

|f(t)| < Me* ¥V t>0 (5.18)

Observa-se que na Eq.(5.18) a func¢do f(t) corresponde a Eq.(5.7) onde, se avaliada em

z = 0 resulta em:

~ 2
h(t) = 040 ka Ze ot cos( L) (5.19)

Considerando o fato que:

la+ b <la| +1b], (5.20)

este fato permite analisar termo a termo a equagao. Assim, deve-se mostrar se existem M > 0

e 7y tais que:

ﬂ’ < Me (5.21)
L
e
2
ao Z e Pneolcos(Br)| < Me (5.22)
Observa-se que a Eq.(5.21) ¢ satisfeita quando M = 2% > 0 e v = 0 da mesma forma

que a Eq.(5.22) se satisfaz quando M = 2"‘0 - cos(ﬁmx) >0ey=—03%a0

Nota-se também que h(z,t) =k~ (h(x, t)) existe pois trata-se da fungao inversa da inte-
gral de k(T') que é uma func¢do continua, integravel e linear.

Assim, conclui-se que existe a transformada de Laplace da funcéo h(x,t) = k=" (h(x,t)).

Sobre a estabilidade do sistema dindmico obseva-se o Teorema do Valor Final que afirma
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que um sistema dinamico é estavel se:

lim h(z,t) = liH(l) sH(s,t), (5.23)
s—

t—o00

Logo deve-se mostrar a igualdade dos limites na Eq.(5.23).

Considerando:
E(T) =ko(l+ AT+ ---+A,T"), neN, (5.24)
e:
~ (7)) 20./0 > )
h(t) = — A Fmaot m 2
(t) 3 + koL mZ:le cos(Bmx), (5.25)

entao a resposta impulsiva serd dada por:

h(z,t) = k" [h(z, 1), (5.26)

e a fungao de transferéncia:

H(z,s) = L]h(z,1)]. (5.27)

Observa-se que as fungoes dadas nas Eq.(5.26) e Eq.(5.27) s@o referentes ao problema nao
linear.

De forma anéaloga:

H(z,s) = Lh(z,1)], (5.28)

¢ a resposta impulsiva do problema linear.
Fazendo A,, — 0, n € N na Eq.(5.24) tem-se como consequéncia o fato que k(T") — kg e

ainda que:
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h(z,t) — h(z,t) (5.29)
H(z,s) = H(z,s), (5.30)

e facilmente pode-se notar que:

o T 1) = lim s (o) = 20
tlircr)lo h(z,t) = ili[(l) sH(z,s) = L (5.31)

e pode-se concluir que:

lim h(z,t) =limsH(x,s) = o (5.32)

t—oo s—0 k‘OL

Desta forma pode-se concluir a partir do Teorema do Valor Final que o sistema dindmico
nao linear é estéavel.

Resta analizar se o sistema dinamico inverso também e estével, isto é, Se o produto:

(5.33)

é estavel.
Assim, segundo Fernandes (2013) o sistema podera ser considerado estéavel se para cada
possivel funcao limitada de entrada:
T(e,t) = L7 [T(a, 5)] (5.34)
produzir uma fungao de saida:

q(z,t) = L7 g(z, s)], (5.35)

para um sistema com resposta impulsiva:

(5.36)
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Assim, um sistema fisico pode ser dito estavel se para cada funcao limitada de entrada
produzir uma fungdo limitda de saida (FERNANDES, 2013).

Assim:

lq(z, t)| = /OOo %dt, V t>0, (5.37)

dessa maneira devem existir constantes A e B tais que:

T(z,t)| <A (5.38)

‘h(;,t))gg

Como T'(x,t) s@o temperaturas experimentais, medidas através de um sistema fisico rea-

lizavel, logo existe A tal que |T'(z,t)| < A, como mostrado por Fernandes (2013).

Mostra-se que a fungao ‘m é convergente e limitada, isto é existe B tal que ‘ h(i o) <B
calculando o limite:
lim —— 5.40
O ) (5:40)
Este limite é o inverso ao calculado na aplicacao do Teorema do Valor Final, logo:
1 koL
lim = : (5.41)
t—oo h(x,t)

Pode-se assim concluir que o sistema dinamico inverso é estavel e pode ser usado para
estimativa de fluxo de calor em problemas térmicos nao lineares.

Uma propriedade interessante da Transformada de Laplace é a translagao no eixo da
frequéncia e do tempo Saute, Azevedo e Strauch (2019), isto é: Se F'(s) é a transformada de

Laplace da fungao f(t) definida para s > s, entao:

Lle”f(t)] = F(s —a) (5.42)

Isto é, ha um deslocamento a para a direita no grafico de F.
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Este fato implica diretamente nas estimativas de fluxo de calor usando a funcao fft via
Scilab ou Matlab onde é provocado um deslocamento do fluxo de calor estimado para direita
com relacao ao fluxo de calor simulado.

Aborda-se a seguir a aplicacao da técnica a um problema unidimensional do tipo X22,

onde pretende-se estimar, de forma simulada, o fluxo de calor.

5.4 Aplicacao: Problema Térmico X22NL

Apresenta-se nesta se¢ao a aplicacao da técnica desenvolvida para estimativa do fluxo de
calor aplicado a um problema unidimensional tipo X22NL. Dessa maneira serao usadas as
temperaturas provenientes da implementagao da solucao analitica X22 e fungao de transfe-
réncia nao lineares

A Tab.(5.1) apresenta as propriedades térmicas e geometria que serdao usadas para as
estimativas de fluxo de calor. Observando que para a estimativa de fluxo de calor a forma
de k(T deve ser conhecida.

Tabela 5.1: Propriedades térmicas e geométricas usadas para estimativa de fluxo de calor

Notagao Valor Unidade

L 10x107%2 m

x 0, L/2, L m

T(0,t) 25 e

ko 401 Wm 1K1
ag 117 x 1076 m?s71

t 200 s

dt 1 s

Considerando a condutividade térmica como k(T) = ko(1+ AT) onde A = 1 x 1072 pode-
se simular temperaturas a partir de diferentes formas de fluxo e usando a Eq.(??) estimar o
fluxo de calor que foi imposto.

como ja visto a solugao analitica nao linear considerando a condutividade térmica k(7") =
ko(1 + AT) é dada por:

T(wt) = kY (®) = T, 1) = % (VIT 24801 1), (5.43)

Como serao usados diferentes formas de fluxo de calor entao escolhe-se o uso da solugao
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aparente ®(x,t) hibrida, que é dada por:

M
2@0 cos(Bmx) —BRa0(t—tn+1) _ ,—BRo0(t—tn)
(I)( ) (I)O+]€'()_qun n+1"" k'OL 62 p an . : " )

m=1 n=1

(5.44)

A Fig.(5.3) apresenta o fluxo de calor do tipo onda quadrada “step heat fluz” aplicado ao
ponto x = 0. Observa-se que o fluxo de calor desta caracteristica apresenta valor maximo
para 40s < t < 140s pode-se notar também que exatamente quando ¢t = 40s e t = 140s existe
um salto de zero para os valores maximo e minimo respectivamente.

A Fig.(5.4) apresenta as temperaturas simuladas que foram geradas usando o fluxo de
calor, Fig.(5.3), e as propriedades geométricas e térmicas, Tab.(5.1)para as posigoes x = 0,
x = L/2ex = L. Observa-se um ganho maior de temperatura para as posigoes mais proximas
a fonte de calor.

A reposta impulsiva é apresentada pela Fig.(5.5) para as posi¢oes ¢ = 0,z = L/2ex = L
respectivamente.

E importante notar que a resposta impulsiva serd a mesma para todas as simulacoes, pois

se trata da mesma geometria e propriedades usadas.
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Figura 5.3: Fluxo de calor usado para simulagao de temperaturas experimentais



68

+—+—+ = [,

Tempo s

Figura 5.4: Temperaturas simuladas para as posi¢oes t =0, z = L/2ex =L

As Fig.(5.6 a) apresentam respectivamente o fluxo de calor estimado e simulado para a
posicao x = 0, observa-se que exatamente no tempo t = 40s, ponto de inicio do fluxo, um
pico elevado no fluxo estimado, esta divergéncia ¢ donominada overshoot Fernandes (2013)
que é devido a mudanca brusca de valores de fluxo.

Isto é, instantaneamente o fluxo de calor salta de zero para seu valor méaximo. Este
fenomeno também pode ser observado na estimativa do fluxo de calor constante. Nota-se
também que para o tempo t = 140s o fondémeno nao é observado.

E evidenciado o efeito do overshoot quando se observa as diferencas percentuais Fig.(5.6
b) entre o fluxo estimado e simulado.

As Figs.(5.7a - 5.8a) apresentam a estimativa de fluxo de calor para as posi¢oes z = L/2 e
x = L respectivamente. Observa-se a o deslocamento dos fluxos de calor estimados a direita
com relacao ao fluxo simulado, este fato é devido a propriedade de translagdo no eixo da
frequéncia.

Este fato implica diretamente no calculo das diferencas percentuais entre as estimativas
e o fluxo simulado, Figs. ((5.7b - 5.8b)) onde as diferengas sado grandes nos pontos de
descontinuidade do fluxo simulado. Contudo, observa-se diferencas menores que 10% onde o
fluxo de calor é constante. O que aparenta uma boa estimativa.

De forma anéloga, porém usando para este teste A = —1 x 1072 faz-se a analise para a
estimativa de um fluxo de calor tipo gaussiano.

Observa-se na Fig. (5.9a) as temperaturas geradas usando o fluxo de calor com amplitude
de ¢ =1 x 10°.
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Nota-se que como A < 0 o comportamento de k(7T) é decrescente. Pode se observar uma

variagao térmica AT = 225°C' para a posigao x = 0.

Os fluxos de calor estimados para as posigdes © = 0, © = L/2 e x = L respectivamente

sdo apresentados pela Fig. (5.9b).

Observa-se um comportamento inesperado na estimativa em x = 0 para os primeiros e

ultimos tempos, esse fato se deve a proximidade da fonte de calor. Observa-se fato semelhante

quando estima-se o fluxo para o caso de fluxo tipo onda quadrada.

Para as demais posigoes © = L/2 e x = L nao nota-se esta anomalia, contudo pode-se

observar o efeito de translagao das estimativas para estas posicoes, as diferencas relativas,

desconsiderando o efeito de translacao sao de 10% e zero respectivamente.
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Figura 5.8: Estimativa e diferenca relativa para z = L

Para ambos testes observa-se a possibilidade da estimativa de fluxo na face oposta a que é
imposta o fluxo de calor, concordando com a possibilidade de aplicagao pratica deste método.

Considerando agora uma variagao de aproximadamente 62% em k(7") que impactara dras-
ticamente nas temperaturas geradas pelo modelo nao linear. Realiza-se a estimativa de fluxo
de calor para a posicao x = L.

Para tal, considera-se A = —3 x 1073 e um fluxo de calor tipo gaussiano de amplitude
q=1x10%e T(z,0) = 0°C.

Assim, as Figs.(5.10) apresentam respectivamente o comportamento de k(7T'), as tem-
peraturas geradas a estimativa comparada ao fluxo de calor simulado e as temperaturas
recalculadas

Observa-se mais uma vez a presenca da translacao da estimativa com relagao ao fluxo

imposto, nota-se também que a diferenca maxima apresentada ¢ inferior a 10%.
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Figura 5.9: Temperaturas geradas a partir de um fluxo gaussiano e resultados da apliacacao
da técnica para estimativa de fluxo de calor.

Em problemas praticos, ocorre que nao se conhece o fluxo de calor que foi imposto expe-
rimentalmente para que se faga comparagao entre os fluxos (experimental e imposto). Assim
recalcula-se as temperaturas usando o fluxo de calor estimado e faz-se a comparacao.

A Fig.(5.10d) apresenta a comparagao das temperaturas simuladas com as recalculadas a
partir do fluxo de calor estimado Fig.(5.10¢c). Observa-se grande proximidade entre os perfis
térmicos apresentando diferencas inferiores a 0, 5%.

Este fato mostra que a estimativa, mesmo estando defasada com relagao a simulada ainda
é capaz de reconstituir as temperaturas.

Pode-se notar que a metodologia desenvolvida apresenta uma ferramenta robusta para
estimativa de fluxo de calor para problemas nao lineares.

Assim, para estimar o fluxo de calor deve-se conhecer as temperaturas amostradas em
um problema real e a resposta impulsiva, que foi tratada neste capitulo.

Observa-se também que, as temperaturas experimentais, para aplicagao do método podem
ser provenientes de apenas um ponto de acesso da geometria. Fato que pode ser visto como
facilitador para aplicagoes praticas, pois pode diminuir o tempo e o custo experimental ou
quando se possui apenas uma superficie de acesso.

Desta forma conclui-se que é possivel estimar fluxo de calor quando se trata de um pro-
blema nao linear de forma rapida, pois, a resposta impulsiva apresenta-se de facil implemen-
tacao, e quando implementada apresenta baixo custo computacional em sua execucao.

Apresenta-se no proximo capitulo a abordagem da estimativa da condutividade térmica

variando com a temperatura.
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Capitulo 6

Problema Inverso Nao Linear:
Estimativa da Condutividade Térmica
Dependente da Temperatura Usando

Solucoes Analiticas

6.1 Intoducao

Apresenta-se neste capitulo o desenvolvimento de um método para estimativa do compor-
tamento da condutividade térmica variando com a temperatura. A relevancia deste estudo
se da na obtencao da descricao completa do comportamento da condutividade térmica de um

material variando com a temperatura.

6.2 Desenvolvimento da Técnica

Esta secao é dedicada ao desenvolvimento da técnica para estimativa do comportamento

da condutividade térmica dependente da temperatura. Reescrevendo

® = k(T) = klO/OT k(T)dT . (6.1)

Onde a Eq.(6.1) é a defini¢ao da transformada de Kirchhoff, e k(T") = F(ko, Ay, Ag, -+, Ap, T)
é uma funcao genérica para o comportamento da condutividade térmica. Observa-se que F

é funcao da condutividade térmica de referéncia, das constantes A e da temperatura 7.

73
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Supondo uma fungao genérica do tipo: F'(kg, Ay, Ao, -+, A, T) tal que F seja continua,
integravel e sua integral possua inversa, logo, pela definicao de integral definida, existe uma

tnica funcao F tal que:

1

= k() = —

T
/ Fhy, Av, As, - Ay T)T = F(ho, Ay, Ay, A, T) 6.2)
0

Observa-se que:

T(x,t) = k() (6.3)

Que é a aplicagao inversa da transformada de Kirchhoff, para determinacao das tempe-

raturas em termos de 7'(z,t). Assim, tem-se que:

T($7t) = ﬁil(k07A17A27' T 7A7L7q))7 (64)

onde a fungao ®(z,t) na Eq.(6.4) representa as temperaturas obtidas pela versao linear do
problema.

Desta forma, a partir da definicao dos valores Ay, As, - -+, A, pode-se apresentar a fungao
T(x,t), como aplicado no capitulo 3.

Mas o que ocorre em casos praticos é que nao se conhece o comportamento da funcao
k(T). Sao conhecidos apenas os valores de temperaturas obtidos experimentalmente.

Assim, pretende-se, determinar o comportamento da fungao k(7" a partir do cohecimento
de temperaturas experimentais de um problema nao linear.

Como visto na Eq.(6.4), F' depende das temperaturas provenientes da versao linear do
problema térmico. Assim, modela-se o problema proposto por uma equacao diferencial linear,
com as mesmas condi¢oes de contorno, geometria e propriedades témicas a fim de obter-se
as temperaturas aparentes relacionadas ao problema nao linear, isto é, o termo ®(x, t).

Desta forma, a partir do conhecimento dos termos T'(z,t) e ®(z,t) da Eq.(6.4) resta a
determinacao dos coeficientes Ay, Ay, -+, A,.

Apresenta-se a seguir a obtencao dos coeficientes Ay, Ay, -+, A,,. para alguns casos par-
ticulares de k(7).

Nestes testes as temperaturas experimentais serao obtidas sinteticamente através de si-

mulagoes numéricas considerando as propriedades térmicas conhecidas.
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6.3 Caso Particular: k(T) = ko(1 + AT)

Considerando o caso particular k(T") = ko(1 + AT'), onde A é uma constante. Obtém-se:

_AT?
D)

O(z,t) = k(T) = ki/OT ko(1+ AT)dT = ®(x,t) = k(T) 4T (6.5)

0

Logo

T(x,t) = % <\/1 F2AD(z, t) — 1) , (6.7)

é soluc@o de temperatura para o caso particular k(7") considerado.
Note que na Eq.(6.5), tem-se ®(x,t) = ATT2 + T onde a constante A pode ser facilmente

isolada se tornando funcao de 7' e ®. Assim, obtém-se:

AT? +2T —2d =0 (6.8)
onde
—2T + 20
A= ——5—, Tt #0. (6.9)

Observa-se a restricdo T'(z,t) # 0 na equagao anterior. Isso implica que para casos
praticos as temperaturas devem assumir valores nao nulos quando medidos em graus Celsius.
Uma alternativa para contorno deste inconveniente é usar temperaturas em escalas absolutas,
como Kelvin.

As temperaturas “experimentais”, aqui chamadas de sintéticas, sao obtidas considerando
0s seguintes parametros.

E com um fluxo de calor do tipo:
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Tabela 6.1: Parametros usados para obtencao das temperaturas sintéticas.

Notagao Valor Unidade

L 2,5 x 1073 m

T 0 m

T(0,t) 20 °C

k(T)  ko(1+ AT) -

ko 14,4 Wm 1K1
Qg 3,95 x 1076 m2s1

A A= —-267098 x 1076 —

t 300

dt 1

Fluxo de calor W/mK

0 i

0 50 100 150 200 250 300 350
Tempo s

Figura 6.1: Fluxo de calor usado na obtencao das temperaturas sintéticas.

Devido ao fato de temperaturas experimentais normalmente apresentarem ruidos aleaté-
rios inerentes do processo de medigao, as temperaturas sintéticas foram obtidas adicionando-
se ruido as simulagoes, ou seja:

T(x,t) =T(x,t) + eo (6.10)

A Fig.(6.2) apresenta as temperaturas sintéticas com adi¢do do ruido € e desvio padrao

o geradas pelo modelo nao linear.

Usando os mesmos valores apresentados pela Tab.(6.1) determina-se o perfil térmico para
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Figura 6.2: Temperaturas sintéticas com adi¢ao de ruido eo.

o problema linear ® e o seu perfil térmico é apresentado pela Fig.(6.3).

Temperatura °C

0 50 100 150 200 250 300
Tempo s

Figura 6.3: Temperaturas do modelo linear dadas em termos de ®(x,t)

Desta forma, usando a Eq.(6.9) onde ®(z,t) e T(x,t) sdo as temperaturas experimental
(sintéticas) e teodrica respectivamente pode-se determinar a constante A.
Assim:

2T 420

A=~ = A= 0,0000027 (6.11)
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Note que a equacao acima, que determina o coeficiente A vai ter como saida um vetor com
300 valores distintos para o coeficiente, isto se d& pois os vetores 1" e ¢ possuem dimensao
300,

Observa-se também que, as dimensoes dos vetores de temperatura dependem do tempo
total de duragao do experimento.

Outro fator que influencia no fato da obtengao de valores distintos é a presenga do ruido
adicionado as temperaturas do problema nao linear.

A Fig.(6.4) apresenta os valores obtidos para o coeficiente A.
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Figura 6.4: Valores estimados para o coeficiente A e valor médio.

Tillmann (2005) também obteve valores distintos para as estimativas de k, em seu traba-
lho, e, considerou a média dos valores obtidos. Usando uma metodologia analoga, calculou-se
o valor médio de A, como mostrado na Fig.(6.4).

Observa-se que o coeficiente A estimado é exatamente o mesmo que foi imposto para
gerar as temperaturas simuladas. Observa-se também que mesmo com adigao de ruido as
temperaturas foi possivel obter a func¢ao k(T') através do coeficiente A.

Conclue-se que para qualquer caso onde o modelo k(T") possue dependéncia de apenas
uma constante, esta pode ser facilmente isolada e calculada.

Na proxima se¢@o analiza-se a estimativa de constantes para o modelo k(T") = ko(A+BT).
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6.4 Caso Particular: k(T) = ko(A + BT)

Considerando a funcao k(7' é dada por k(T") = ko(A + BT) onde A e B sdo constantes

tem-se:

I PPN BT?
O(x,t) =k(T) = k_/ ko(A+ BT)dT = AT + (6.12)
0 Jo
Como
T(x,t) =k~ (D) (6.13)
Tem-se que
2 _
T(z,1) = - Y282 A~ 4 (6.14)
B
E também:
BT?
AT + 5~ o (6.15)

Neste caso, nao é possivel isolar as constantes A ou B sem que ambas fiquem em funcao
uma da outra, porém, como as fungdes T'(z,t) e ®(x,t) sdo conhecidas, pode-se escrever o

seguinte sistema linear:

AT (z,t)) + 5T (2, 1) = ®(z, 1)

(6.16)
AT (z,t0) + 2T (2,t5)? = ®(x,ty)

Nota-se que no sistema linear, Eq.(6.16), a primeira equagao esté relacionada ao tempo ¢t =
1 e a segunda ao tempo t = 2, assim, relaciona-se as temperaturas atuais com temperaturas

futuras onde dt = t, — ¢;.
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O sistema linear entao pode ser reescrito na forma matricial:

T(l',tl) T(.ﬁE,tQ)
T(x,t1)? T(x,t2)? = [ (I)(xvtl) @(I,tg) :| (617)

2 2

|4 7]

Observa-se que a matriz que contém as constantes a serem determinadas pode ser isoladas

na equacao matricial AX = B. Assim:

(6.18)

T(x7t1)2 T(x7t2)2
2 2

T(z,t)) T(z,ts) r

A B|=]o@n) o) ]

Nota-se que em (6.18) que as temperaturas experimentais 7" nao podem ser sequéncial-
mente nulas, ou seja T, =0 e T,,,1 = 0 para m € N resultaria em uma matriz com linhas ou
colunas completamente nulas, implicando diretamente na nao existéncia da matriz inversa
das temperaturas experimentais, impossibilitando a aplicagao do método que necessita da
inversao da matriz.

Assim, considerando as informagoes apresentadas pela Tab.(6.2), analogamente ao caso

anterior, gera-se entao as temperaturas sintéticas e aparentes para aplicagao do método.

Tabela 6.2: Propriedades térmicas e geométricas para determinagao de temperaturas sinté-
ticas e aparentes.

Notagao Valor Unidade
L 2,5 x 1073 m

x 0 m
T(0,t) 20 °C

k(T)  ko(A+BT) -

ko 14,4 Wm 1K1
Qg 3,95 x 1076 m2s~!
A A=1,01 K1

B B=-5x10"* K!

t 300 s

dt 1 s

A Fig.(6.5-a) apresenta o fluxo de calor imposto para gerar as temperaturas sintéticas e
aparentes T'(x,t) e ®(x,t) respectivamente.
Ao realizar o procedimento proposto, isto é, resolvendo o sistema linear dado pela Eq.(6.16)

nas variaveis T'(z,t) e ®(x,t) pode-se estabelecer as constantes A e B que determinam k(7).
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Tabela 6.3: Comparativo entre as constantes A e B estimadas e impostas.

Constante Imposto Estimado  Diferenca percentual
Sem adi¢cao de ruido
A 1,01 1,01 0%
B —5x 1071 —5x 1071 0%
Com adi¢do de ruido
A 1,01 0, 998694 1,1%
B —5x 1074 —4,67 x 107* 6,6%

A Tab.(6.3) apresenta os resultados das estimativas de A e B considerando dois testes,
com e sem ruido. E observado que sem a adicdo de ruido o método é capaz de detemi-
nar exatamente os valores foram impostos. Ja com a adi¢ao de ruido foram apresentados
respectivamente as diferencas de 1,1% e 6,6% para A e B respectivamente.

Obseva-se que a estimativa de B tem um erro de aproximadamente 6 vezes maior do que
A, contudo, pode-se considerar um erro pequeno e que nao compromete na reconstrucao da
fungao k(7).

As Figs. (6.5-c,d) apresentam respectivamente a reconstrugao da fungao k(7" a partir das
constantes A e B estimadas e a diferenga percentual entre k(7") imposto e estimado. Nota-se
diferencas percentuais inferiores a 1, 2%.

As diferengas no comportamento de k(7) estimado Figs. (6.5-c) se deve principalmente
ao termo B, pois este na funcdo k(T") = ko(A + BT) representa o coeficiente angular da reta
formada por k(T'), que como dito anteriormente, é 6,6% menor que o valor imposto.

Embora as estimativas, quando considerado adi¢ao de ruido, sejam ligeiramente distantes
pode-se considerar uma boa aproximagao aos falores reais, que foram impostos.

Deve-se notar que para realizar a estimativa em um caso real, é necessario conhecer, além
da geometria e fluxo de calor, a condutividade térmica de referéncia kg e difusividade térmica
o do material a que é submetido o fluxo de calor.

Na proxima secao serd mostrado a aplicacao do método considerando temperaturas que
nao foram geradas pela solugdo nao linear proposta neste trabalho, mas sim, do método

numérico elementos finitos através do software Comsol Multphysics.
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Figura 6.5: Fluxo de calor, temperaturas aparentes e sintéticas, estimativa da condutividade
térmica e comparativo entre a condutividade estimada e imposta.

6.5 Estimando a Condutividade Térmica Dependente da
Temperatura a Partir de Temperaturas Sintéticas Ob-

tidas Numericamente

Apresenta-se nesta secao a estimativa da condutividade dependente da temperatura consi-
denrando temperaturas sintéticas obtidas via método numérico usando o software COMSOL.

Simulou-se o problema tipo X22NL com fluxo de calor imposto em x = 0 e isolamento
térmico em = L onde: 0 < 2 < L = 10 x 10~2m. As propriedades térmicas e as constantes
A e B usadas sdo apresentadas pela Tab.(6.4).

A metodologia para realizar a estimativa de parametros para a fungao k(7'), é o uso das
temperaturas provenientes da simulagdo numérica, T'(x,t), e as temperaturas geradas pelo

modelo linear analitico, ®(z,1)).
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Tabela 6.4: Propriedades térmicas e geométricas usadas para obtencao das temperaturas

sintéticas via Comsol.

Notacao Valor Unidade
L 10 x 1072 m
T 0 m
T(0,t) 25 °C
E(T) ko(A+ BT) WmtK~!
ko 401 Wm Kt
Cp 385 JKg 'K
p 8933 gem ™3
A A=1,01 K1
B B=-5x10"%* K~!
t 300 S
dt 1 S
35 ; ;
34 S— S—
334 — A— . -
%_) 32‘ 7777777777 i 7777777777 i 77777777 i ””””” L ;,‘ét'.,,,,‘ ”””””
© 31} A S B N
=} ! ! ! ! !
B 301 Fosoneoses s e
Q : L e ‘ ‘
g 294------- oo i R RE
o : :
 284--------- S i S S RRRECEEE SEEECEE
27 Jnneme A S N S
264,57 L AR RS NS Fvvvoon anis
25 ly i ; ; : Numérico
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Tempo s

Figura 6.6: Temperaturas

A Fig.(6.5) apresenta as solugoes numérica e analitica, isto é, perfis térmicos dados pelo

Comsol e solugao nao linear X22NL respectivamente.

Nota-se uma diferenga entre as solucoes, isso ocorre devido ao fato que, para implemen-

tacao de parametros via Comsol a difusividade térmica é calculada automaticamente usando

a Bq.(6.19).

k(T)
pCp

(6.19)
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Desta maneira o COMSOL usa a difusividade térmica também como um parametro nao
linear.

Ja para o modelo analitico nao linear, usou-se a seguinte aproximagao «(7T) — o pois,
como discutido anteriormente, a difusividade térmica em fungao da temperatura nao apre-

senta grande variacdo, 0,45%, para este caso especifico. Como pode ser observado pela

Fig.(6.7).

1.163e-04

1.162e-04 1

1.161e-04 1

1.16e-04

1.159e-04 +

Difusividade Térmica m?/s

1.158e-04 1

1.157e-04 e T freee
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
Temperatura °C

Figura 6.7: Variacao de a(T)

A critério de comparacao, calculou-se a solucao analitica X22NL e comparou-se com os
resultados apresentados pelo Comsol. A Fig.(6.8) apresenta a diferenca entre os modelos

analitico e numeérico, pode-se ver que a diferenca maxima apresentada ¢ menor que 1,3%.

Desta maneira, pode-se concluir que a aproximacao da difusividade térmica para um valor

constante nao é danosa para o calculo das temperaturas para modelos nao lineares.

Tabela 6.5: Comparativo entre as constantes A e B estimativas e impostas.

Constante Imposto Estimado  Diferenga percentual
A 1,01 1,0146234 0,45%
B —5x107% —6,39 x 104 27%
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Figura 6.8: Diferenga relativa entre as solugoes X22NL e Comsol.

A Tab.(6.5) apresenta a comparagao entre os os valores das constantes A e B estimadas
e impostas. Pode-se observar uma grande aproximacgao ao parametro A e uma diferenca
percentual maior entre o valor estimado B quando comparado ao valor imposto.

Contudo, apo6s as constantes A e B estimadas pode-se reconstruir a condutividade térmica
e comparé-la com a condutividade imposta, como mostra a Fig.(6.9). Ambas condutividades
apresentam comportamento decrescente, devido ao parametro B < 0 e perfis semelhantes
onde pode ser observado a diferen¢a maxima de 0, 1% como apresentado na Fig.(6.10).

Deve-se notar que é mais expressivo observar as diferencas quando se reconstroi a con-
dutividade térmica a partir dos parametros A e B estimados pois, como mostrado na secao
anterior o parametro B apresentou uma difenca percentual de 6,6% quando comparado ao
imposto. Porém, quando reconstruida a condutividade térmica observou-se diferencas per-
centuais menores que 1,2%.

Similarmente observou-se uma diferenga de 27% entre o valor de B estimado e imposto.
Porém diferencas menores que 0,1% quando se compara a condutividade reconstruida com

a que foi imposta.

Pode-se observar uma grande proximidade entre as estimativas, tanto provenientes de mé-
todo numérico ou X22NL com os valores impostos, mesmo considerando o uso da difusividade

térmica nao linear usada pelo Comsol.
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Figura 6.9: Comparativo entre k(7') imposto e reconstruido a partir das constantes A e B.

A estimativa da condutividade térmica dependente da temperatura mostrou-se uma forte
ferramenta para a determinagao dos coeficientes de k(T') e sua reconstrugao.

Observa-se que para se estimar o comportamento da condutividade térmica é necessa-
rio o conhecimento de temperaturas experimentais, temperaturas aparentes e propriedades
térmicas de referéncia, que podem ser facilmente obtidas via literatura.

Outro ponto interessante na aplicacao da técnica é o fato que as temperaturas usadas
nas estimativas sao provenientes de apenas um ponto da superficie de acesso da geometria,
facilitando assim sua aplicacao quando se trata de procedimentos experimentais.

Também deve-se observar que as constantes estimadas sao dependentes da variacao de

temperatura que foi amostrada, logo, para cada AT teremos novos valores para A e B.
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Capitulo 7
Conclusao

Propods-se neste trabalho, a analise e o desenvolvimento de solu¢oes analiticas de proble-
mas nao lineares em conducao de calor, solucoes de problemas inversos envolvendo estimativa
de fluxo de calor, e o comportamento da condutividade térmica dependente da temperatura.

Inicialmente, observou-se que, os trabalhos disponiveis na literatura propuseram grande
diversidade de métodos para desenvolvimento de solucoes a equacao do calor nao linear, onde
em sua maioria eram métodos numéricos, hibridos, simplificados ou considerando regime
permanente. Neste sentido, este trabalho propds uma metodologia para determinacao da
solugao analitica, considerando regime transiente e condigoes de contorno nao lineares.

Abordou-se entao, os conceitos mateméticos de nao linearidade, Teorema da Superposi¢ao
e o Teorema da Existéncia e Unicidade, observou-se que, o problema proposto possui solucao,
e que, poderia ser determinada de forma analitica.

Para determinagao da solucao analitica, usou-se a transformada de Kirchhoff para lineari-
zar o problema e suas condig¢oes de contorno, onde a versao linear do problema foi denominada
de temperatura aparente, assim, aplicou-se o método de fungoes de Green, para determinacao
da solucgao analitica da versao linearizada.

Usando como hipotese o conhecimento do comportamento da condutividade térmica de-
pendente da temperatura, pode-se, determinar a solugao do problema direto nao linear usando
a transformada inversa de Kirchhoff, entao, a solucao obtida foi verificada e comparada com
solucoes disponiveis na literatura. Observou-se grande concordéancia entre os resultados ob-
tidos, mesmo se tratando de métodos distintos.

A abordagem inversa do problema nao linear foi apresentada através da adaptacao da
técnica TFBGF, para estimativa de fluxo de calor. Nesta abordagem foi detalhada a meto-
dologia para obtencao da resposta impulsiva nao linear e a analise de estabilidade. Onde,

observou-se que a resposta impulsiva é estavel, podendo ser aplicada em problemas reais.
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A partir de dados sintéticos, apresentou-se a estimativa de fluxo de calor, onde, observou-
se que o fluxo de calor estimado apresentava grande proximidade com o fluxo teérico. Desta
maneira a adaptacao da técnica TFBGF para problemas nao lineares mostrou-se robusta e
capaz de realizar a estimativa do fluxo de calor, sendo necessério apenas conhecer as tempe-
raturas experimentais e a resposta impulsiva do problema.

Também, apresentou-se a técnica para estimativa dos coeficientes do funcional conduti-
vidade térmica usando solugoes analiticas. Para determinacao do método, empregou-se uma
consequéncia imediata da transformada de Kirchhoff, que possibilitou escrever um sistema
linear em func¢ao dos coeficientes a serem determinados.

Resolvendo o sistema linear de forma matricial, e usando temperaturas sintéticas, pode-se
determinar os coeficientes e observou-se grande aproximagao com os coeficientes teoricos. O
método desenvolvido mostrou-se eficiente e robusto, para estimativa dos coeficientes, onde,
determinou-se o comportamento da condutividade térmica dependente da temperatura.

Foi observado, como vantagens do método desenvolvido, a possibilidade da estimativa do
comportamento da condutividade térmica, conhecendo apenas a solugao analitica linear e as
temperaturas experimentais (sintéticas), em apenas um ponto da geometria.

Propoe-se, para trabalhos futuros, o aprimoramento das técnicas inversas desenvolvidas
neste trabalho, e a aplicagao, considerando tecidos vivos, meios multicamada, fontes moveis

de calor e a estimativa da condutividade térmica e fluxo de calor.
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Apéndice A

Existéncia, Unicidade e Dependéncia
Continua Para a Equacao De Conducao

de Calor Nao Linear

Usando o Teorema da inversa global de Levy-Caccippoli Cimatti (2005) provou a exis-
téncia, unicidade e dependéncia continua para o problema nao linear de conducao de calor.
O problema classico de conducao de calor nao linear com fluxo de calor prescrito em uma

fronteira é dado pela equacao:

=V (kU)VU) = f em €, (A1)

sob as condigoes:

U=0 em 7, (A.2)
e
d
k(bl)% =hU,—U) em I, (A.3)
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onde h é uma constante positiva. Assumindo:

f(x) € L*(Q), U, € HY*(I). (A.4)

Onde © é um subconjunto limitado de R® com fronteira 9Q = v I, yUI' = 0. U
sao temperaturas em (2 e U, funcao dada em I' que representa a temperatura ambiente. A

condutividade térmica k£ dependente da temperatura satisfaz:

k(s) € L(RY), ki > k(s) > ko> 0. (A.5)

Usando a transformacao dada por:

u=>dU) = /0 k(z)dz (A.6)

Devido a Eq.(A.5) a fun¢ao ® ¢é assintoticamente linear e possui uma inversa global W(u)

em R!, em funcao de u, o problema original pode ser reescrito como:

—Au=f em Q, (A.7)
sujeito a:

u=0 em 7, (A.8)
e

du +h¥(u) =g em I (A.9)

dn =g ) .
onde g = hid,.

)

Para um uso futuro uma estimativa “a priori’

lull 2@ < CUlfall2@ + N9l o)) (A.10)
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valida como solucao do problema linear

d
—Au=f em Q u=0 em 7, d—u:g em I (A.11)
n

Teorema: Sejam X e Y espacos de Banach, F' : X — Y, F € CY(X,Y) e ainda
assumindo F' apropriado e localmente inversivel. Entao F é o difeomorfismo global de X em
Y.

F : X —Y ¢ apropriada se para todo compacto K C Y, F~1(K) é¢ um conjunto compacto
em X.

Para aplicacao do teorema define-se:

X ={ue H*Q), u=0em~}, Y =L*Q)x HY*(I), (A.12)

dn

Flu) = (du F ;%(um). (A.13)

Claramente, F' € C'(X,Y), prova-se inicialmente que F ¢é localmente invertivel. Seja

u € X, tem-se que:

, _ —Aw

Para mostrar que a derivade F'(u) ¢ invertivel e F'(u) € £L(X,Y), note que o problema:

Aw =0 em €, Z—w:—h\Iﬂ(u)w em I, w=0 em 7, (A.15)
n

tem tnica solugao trivial w = 0, multiplicando a Eq.(A.15) por w tem-se integrando por

partes sobre (2,

/]Vw\2dx+/h\ll’(u)w2dF:O. (A.16)
Q r
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Desde que ¥'(u) = (k(¥(u)))™' > 0, obtém-se w = 0. Afirmamos que F também ¢
apropriado, para este proposito, toma-se u,, uma sequéncia arbitraria em X e define-se u,, € Y

COo1:

Uy = (f”) = F(uy). (A.17)

Prova-se que se v,, — v em Y, isto é:

fo—f em L*Q), gn—g em HI/Z(F), v = <£), (A.18)

entao existe uma subsequéncia de u,, de tal forma que u,, - u em X e F(u) = v. Este fato

implicara na adequagao de F'. A Eq. (A.17) pode ser escrita como:

—Au, = f, em v (A.19)
W hy(u) =g, em T (A.20)
o = n) = gn : :

Entao, multiplicando a Eq. (A.19) por u, e integrando por partes sobre €2, teremos pela
Eq.(A.20),

/|Vun|2dx+/unh\11(un)df = /gnundf—l—/fnundx
Q r r 0
gnllz2cryllunllzocry + unll 2@l full 20 (A.21)

IN

IN

1 € 1 €
%HQHH%?(F) + §||Un||%2(r) + §||gn||i2(m + 5”“71”%2(9)

Pelo fato de ¥(s)s >0 V s € Rle f, e g, serem limitadas em L?*(Q) e HY?(I'),
respectivamente, pode-se concluir, com a escolha apropriada de € que u,, é a priori limitado
por H'(2). Contudo, u, é limitado em HY2(I") e L?(2). Em outro sentido, como W(s) &
linear no infinito, também g,, — AW (u,) é limitado em H'/2(I').

Observando a Eq.(A.10) pode-se concluir que u, ¢ limitada em H?() assim é possivel

extrair a partir de uma sequéncia u,, uma subsequéncia de tal forma que u,, — v em C%*(I")
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e u, — u em H'(Q). Fazendo n — oo em uma formulagdo fraca do problema dado pela
Eqgs.(A.19)-(A.20), isto é:

/Q Vu, - Vodr = /Q Faddz — h /F U (u,)pdl + /F gndl, (A.22)

para todo ¢ € H' (), tanto que ¢ = 0 em ~. Além disso V(u,) — V(u) em HY?(I') e
pela Egs. (A.19)-(A.20), levando em conta a estimativa da Eq.(A.10), pode-se concluir que
u, — uwem X. Dai F' é um mapa apropriado e pelo teorema de Levy-Caccippoli, define-se
um difeomorfismo global. Existéncia, unicidade e dependéncia continua C*! para a solucao

U = ®(h) das Egs. (A.1)-(A.2) segue como consequéncia.
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