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Ribeiro, S. S. Uso da Transformada de Kirchhoff e Funções de Green Para Solução

Analítica de Problemas Inversos Não Lineares em Condução de calor. 2019. 97f.
Tese de Doutorado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

Problemas de condução de calor podem ser observados nos mais variados aspectos. A impor-
tância da compreenção deste fenômeno reside na melhoria de processos e na caracterização
de materiais. Contudo, observa-se que na maioria dos processos ocorre a variação das propri-
edades térmicas com a temperatura, este fenômeno é observado principalmente em grandes
variações de temperatura. Neste sentido, este trabalho propõe o uso da transformada de
Kirchhoff e funções de Green, para a determinação da solução analítica para o problema de
condução de calor não linear, transiente e com condições de contorno não lineares. A Trans-
formada de Kirchhoff é usada para linearização do problema e a solução analítica da versão
linear é determinada usando funções de Green, assim a solução não linear é reconstruida
usando a transformada inversa de Kirchhoff. Comparações com temperturas experimentais
foram feitas e observou-se grande concorndância da solução obtida neste trabalho. Propõe-
se também a abordagem inversa, fazendo a adaptação, para a versão não linear, da técnica:
transfer function based on Green’s functions TFBGF, para estimativa de fluxo de calor, consi-
derando um problema unidimensional, a aplicação da técnica mostrou-se eficiente ao estimar
dois tipos distintos de fluxo de calor. Também é proposto o desenvolvimento de uma técnica
para determinação do comportamento da condutividade térmica variando com a tempera-
tura. A técnica é baseada na aplicação da transformada de Kirchhoff para determinação dos
coeficientes do polinômio k(T ). Comparações de coeficientes estimados usando diferentes
formas de k(T ) mostraram-se de acordo com os valores teóricos.

Palavras-chave: transformada de Kirchhoff, funções de Green, solução analítica, problema
inverso não linear, condução de calor não linear



Ribeiro, S. S. Use of Kirchhoff Transform and Green Functions for Analytical

Solution of Nonlinear Inverse Heat Conduction Problems. 2019. 97p. D. Sc Thesis,
Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

Heat conduction problems can be observed in many aspects. The importance of understan-
ding this phenomenon lies in the process improvement and in the materials characterization.
However, it is observed that in most of the processes the variation of thermal properties with
temperature occurs, this phenomenon is mainly observed in large temperature variations.
Therefore, this work proposes the use of the Kirchhoff’s transform and Green’s functions to
determine the analytical solution for the nonlinear unsteady heat conduction with nonlinear
boundary condictions. The kirchhoff’s transform is used for problem linearization and the
solution of linear version is determined using Green’s functions, so the nonlinear solution is
reconstruted using the Kirchhoff’s inverse transform. Comparisons with experimental tem-
peratures were made and there was a great agreement of the solution obtained in this work.
The inverse approach is also proposed, adapting, for the nonlinear version, the techinque:
transfer function based on Green’s functions TFBGF, to estimate heat flux, considering a
one-dimensional problem, the aplication of the techinque was efficient to estimate two dis-
tinct types of heat flux. It is also proposed to develop a techique for conductivity behavior
determination varying with temperature. The technique is based on the application of the
Kirchhoff’s transform to determine the polynomial coefficients k(T ). Comparisons of estima-
ted coefficients using different forms of k(T ) are shown according to the theoretical values.

Keywords: Kirchhoff transform, Green’s function, analytical solution, nonlinear inverse pro-
blem, nonlinear heat conduction
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Capítulo 1

Introdução e o Estado da Arte

1.1 Introdução

Problemas envolvendo condução de calor podem ser observados em diversos aspectos e

nas mais variadas formas. Podem-se citar dentre os mais variados casos: o aquecimento de

uma chapa em um tratamento térmico, a condução de calor proveniente de um processo de

furação ou corte, comportamento térmico durante um processo de soldagem ou o a geração

de calor devido a processos de metabolismo celular.

Pode-se observar que a maioria dos problemas térmicos em engenharia apresentam propri-

edades dependentes da temperatura. Por exemplo: condutividade térmica, densidade e calor

específico que são não linearidades cuja variação é acentuada em região de alta temperatura.

Nas últimas décadas, muitos pesquisadores tem-se dedicado a obtenção de soluções para

a equação diferencial não linear, sendo propostos uma diversidade de métodos que transitam

entre numéricos e analíticos. Contudo, observa-se ainda algumas simplificações na equação di-

ferencial, citam-se: considerações de regime permanente, condições de contorno homogêneas,

ou independente do tempo e espaço, métodos de aproximação de propriedades dependentes

da temperatura, ou ainda, simplificação de domínios em diversas regiões onde considera-se o

sistema térmico linear.

Tais aproximações ou simplificações devem-se ao fato da complexidade matemática apre-

sentada em problemas não lineares e suas condições de contorno, que podem também ser

não lineares. Assim, por vezes, aproximações ou simplificações são empregadas devido a

deficiência de métodos analíticos generalizados para determinação de sua solução.

Assim, pretende-se, usando ferramentas de análise matemática e conceitos de engenharia

e física estabelecer este comportamento, através da determinação do perfil térmico não linear

que apresentará um sólido aquecido ou em processo de aquecimento. Neste caso, dizemos

1
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que esta análise é feita de forma direta, isto é, conhece-se previamente todas as variáveis que

envolvem o fenômeno, restanto apenas realizar o cálculo do campo de temperatura.

Outra forma de análise que pode ser empregada ao estudo de condução de calor não linear

é definida como problema inverso. Neste contexto pode-se pensar que o problema térmico é

definido por três variáveis básicas: causa, sistema e efeito.

A causa pode ser definida como a entrada do sistema, isto é, o efeito causador da variação

de temperatura como fluxo ou geração interna de calor e condições do ambiente externo à

geometria.

Pode-se denominar como sistema o meio onde se ocorre a variação de temperatura, por

exemplo: uma barra de metal ou tecidos vivos. Já o efeito caracteríza-se pelas temperaturas

resultantes em um processo de aquecimento.

Desta forma, caracteríza-se como problema inverso o conhecimento de apenas duas das

três variáveis supracitadas. Geralmente, em aplicações práticas, conhece-se apenas as tem-

peraturas medidas através de um experimento. Assim, resta determinar o efeito causador

da variação térmica apresentada, que pode ser fluxo de calor, geração de calor ou efeitos

externos.

Outra abordagem em problemas inversos se dá quando se conhece o efeito causador e as

temperaturas geradas mas são desconhecidas as propriedades do sistema não linear. Neste

sentido, trata-se de um problema inverso de estimativa de propriedades térmicas, neste caso

específico, propriedades térmicas que dependem da temperatura.

Variadas são as abordagens que podem ser realizadas neste contexto, envolvendo proble-

mas direto ou inverso: Métodos numéricos, de otimização, estatísticos, imagens térmicas, e

métodos matemáticos para cálculo de soluções analíticas.

As soluções analíticas em condução de calor apresentam-se como uma forte e robusta

ferramenta para o cálculo de temperatura em um problema direto ou inverso. As soluções

analíticas tem esta força devido ao fato de não dependerem de aproximações, estimativas, er-

ros de arrendodamento ou truncamento, pois são exatas, de fácil implementação e apresentam

baixo custo computacional.

A obtenção de soluções analíticas para os problemas tratados neste trabalho requerem

procedimentos mais elaborados aos que são normalmente usados em problemas lineares, de-

vido as não linearidades que surgem na equação governante e ou condições de contorno.

A importância das análises realizadas neste trabalho residem na melhor compreenção

física e matemática dos fenômenos não lineares em condução de calor, abordados de maneira

direta ou inversa e do comportamento do sistema térmico quando se analiza a condutividade

térmica variando com a temperatura. Pretende-se neste trabalho, contribuir diretamente
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com a literatura, visto que não existem muitos trabalhos abordando o tema de estimativa de

fluxo de calor em um sistema térmico não linear.

Desta forma objetiva-se neste trabalho a investigação, o desenvolvimento de soluções

analíticas e a análise matemática de problemas não lineares em condução de calor através da

aplicação conjunta da transformada de Kirchhoff e funções de Green.

Também são objetivos deste trabalho o uso das soluções analíticas desenvolvidas na apli-

cação à problemas inversos envolvendo a estimativa do fluxo de calor e condutividade térmica

variando com a temperatura. Propõe-se uma adaptação, para versão não linear, da técnica

inversa (transfer function based on Green’s functions) (TFBGF) para a estimativa de fluxo

de calor e o uso da transformada de Kirchhoff para a estimativa da condutividade térmica

não linear.

Apresentam-se a seguir o estado da arte envolvendo problemas de condução de calor não

lineares, estimativas para condutividade térmica e estimativas de em problemas não lineares.

1.2 Problemas Em Condução de Calor Não Lineares

Apresentam-se a seguir os principais trabalhos disponíveis na literatura sobre diferentes

métodos de solução para equações diferenciais não lineares aplicadas à condução de calor.

Polyanin, Zhurov e Vyazmin (2000) abordaram a generalização do método de separação

de variáveis aplicadas a equações diferenciais parciais de segunda ordem.

Neste contexto os autores propuzeram construir soluções exatas de equações diferenci-

ais. O método envolveu a busca por transformações que permitiam reduzir a dimensão da

equação diferencial e a dependência não linear aplicando-se o método de separação de variá-

veis e similaridade. Assim, buscaram por novas famílias de soluções exatas para problemas

tridimensionais, parabólicos e hiperbólicos não lineares.

Foi mostrado que o método possibilita construir soluções exatas para os problemas não

lineares propostos. Também foram apresentados exemplos usando diferentes funcionais não

lineares, inclusive, termo de geração de calor não linear.

A abordagem sobre os teoremas de existência e unicidade para a solução do problema não

linear transiente de condução de calor foi desenvolvida por Cimatti (2005).

O autor apresentou a equação diferencial parcial não linear e sua respectiva solução geral

e usando o teorema de inversão global de Levy-Caccioppoli mostrou que o problema possui

única solução.

O resultado apresentado por Cimatti (2005) é de suma importância para o desenvolvi-

mento deste trabalho, pois, garante a existência de uma solução para o problema proposto.



4

No mesmo sentido Rincon, J.Limaco e Liu (2001) também mostraram a existência e unicidade

para o problema não linear.

Ganji e Sadighi (2007) abordaram métodos de perturbação que consistem em perturbar a

equação diferencial a partir de um pequeno parâmetro, que segundo os autores, é complexo de

ser encontrado quando se trata de problemas não lineares reais. Dois métodos semi analíticos

foram abordados para a resolução dos problemas de condução de calor não linear propostos.

Sendo eles: O método de iteração variacional (VIM) e homotopia-perturbação (HPM).

O método VIM consiste em construir correções funcionais usando multiplicadores de La-

grange que foram identificados através da otimização em teoria variacional, onde as aproxima-

ções iniciais foram arbitrárias. Já o método HPM, segundo os autores, reune transformações

em um problema complexo para constituir um problema simples. O Método HPM é aplicado

à equação diferencial separada, parte linear e não linear.

Exemplos de aplicações foram apresentados por Ganji e Sadighi (2007) como equações em

meios porosos considerando não linearidade cúbica. Os autores concluem que ambos métodos

são eficazes como solução para problemas desta natureza.

Sun, Chang e Liang (2008) Apresentaram o uso da transformada de Kirchhoff para resol-

ver o prolema unidimensional transiente que modela a concentração de cloreto em concreto

exposto ao ambiente clorídrico. A proposta apresentada é interessante de ser observada por se

tratar de um problema de difusão, onde a abordagem dada a equação diferencial é aplicável

ao contexto de codução de calor. Assim, o coeficiente de difusão usado na equação dife-

rencial é dependente do tempo, profundidade e concentração de cloreto. A transformada de

Kirchhoff foi empregada a fim de linearizar o modelo que comparado ao modelos apresentados

na literatura apresentou similaridades.

Após determinado a equação diferencial linearizada, a mesma é então resolvida via trans-

formada de Laplace para explicitar sua solução. E assim quando comparada a modelos

numéricos obtidos via elementos finitos apresentou grande proximidade.

Salienta-se que o termo não linear tratado por Sun, Chang e Liang (2008) apresenta

natureza diferente quando comparado a condutividade térmica dependente da temperatura.

Contudo norteia a abordagem proposta no que tange algumas manipulações algébricas que

serão aplicadas neste trabalho.

As soluções analíticas representam uma importante ferramenta para a solução de proble-

mas de engenharia, uma vez que podem ser usadas para a validação de soluções aproximadas,

facilitam a análise e o entendimento de problemas físicos Fernandes (2009), possibilitando

fornecer informações precisas sobre o comportamento térmico e fluxo de calor que podem ser

difíceis de perceber a partir das soluções numéricas.
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Contudo existe uma grande dificuldade matemática na obtenção de soluções analíticas

envolvendo interpretação e cálculo de um problema térmico, como sugere (FERNANDES,

2009): A complexidade de um modelo térmico, do ponto de vista de obtenção de soluções

analíticas, normalmente encontra-se em problemas multidimensionais transientes submetidos

a não homogeneidades como condições de contorno de fluxo prescrito, geração de calor ou

condições de contorno como temperatura variando com o tempo.

Fernandes (2009) Propôs em seu trabalho toda metodologia do método TFBGF que tem

como ponto de partida a obtenção das soluções analíticas de problemas de condução de calor

usando funções de Green com variados tipos de fluxo de calor, dimensões e condições de

contorno.

Estabeleceu-se então uma relaçao entre o sistema térmico e sistemas dinâmicos, através

da entrada e saída. A partir desta relação e da solução analítica do problema pôde-se atribuir

ao sistema o conceito de resposta impulsiva e obter-se então a função de transferência. Com

a função de transferência pôde-se estimar o fluxo de calor teoricamente e a partir de dados

experimentais, considerando temperaturas provenientes de um corte ortogonal.

O trabalho de Fernandes (2009), mesmo se tratando de uma abordagem à equação do

calor linear, é um norteador deste trabalho no sentido da metodologia usada para obtenção

da resposta impulsiva não linear e a técnica TFBGF para estimativa de fluxo de calor.

Zhang, Kan e Hu (2013) Mostraram a abordagem usando funções de Green para solucionar

o problema não linear em materiais mistos, onde as propriedades térmicas eram dependente

da temperatura.

O método de funções de Green foi aplicado a uma geometria cilíndrica onde a lei de

potências modelava a mistura dos materiais. As generalizações dos modelos para as pro-

priedades térmicas foram simplificadas com base em modelos micromecânicos como Voigt e

Morie Tanaka.

As não linearidades apresentadas foram resolvidas usando o método de parâmetro artificial

que consiste em obter soluções aproximadas de uma equação diferencial ordinária não linear

através da introdução de um parâmetro, assumindo que a solução pode ser expandida em

séries em termos deste parâmetro.

Zhang, Kan e Hu (2013) então apresentaram exemplos de aplicação da solução desen-

volvida e comparação a soluções obtidas via método de elementos finitos, e observaram a

precisão do método proposto e também seu baixo custo computacional.

A compreensão do fenômeno de condução de calor em reatores nucleares através de si-

mulações computacionais apresentam uma tarefa complexa e de alto custo computacional.

Desta maneira Tomatis (2013) propôs abordar um problema térmico não linear em uma se-
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ção de um reator nuclear. Tomatis (2013) Ressalta a importância desta análise térmica a

fim de evitar a amplificação do efeito Doppler. Assim, foi abordado a solução do problema

não linear em regime permantente usando como técnica de linearização a transformada de

Kirchhoff. A partir da equação diferencial linearizada foi aplicado modelos numéricos para

sua solução.

Realizam-se comparações da solução apresentada a outros modelos de solução e discutido

o custo computacional de ambos métodos. A solução proposta por Tomatis (2013) apresentou

grande precisão e custo computacional levemente reduzido.

Análises térmicas não lineares em dispositivos eletrônicos foram apresentadas por Bagnall,

Muzychka e Wang (2014). Os autores justificaram a abordagem do problema devido ao fato

da vida útil de dispositívos eletrônicos ser dependente do condicionamento térmico.

Foi usado a transformada de Kirchhoff como ferramenta para estabelecimento da lineari-

zação do modelo térmico, que possuia, condutividade, densidade e calor específico variando

com a temperatura. Computoou-se a equação diferencial linear via método de elementos

finitos considerando geração interna de calor.

Bagnall, Muzychka e Wang (2014) apresentaram também a análise da relevância de se

considerar ou não a difusividade térmica não linear, devido ao seu impacto no perfil térmico.

Mostrou-se que este efeito, não linear, não é danoso para a determinação do perfil térmico.

Abdulkareem (2014) abordou a solução de um problema de condução de calor não linear

transiente em uma geometria esférica oca com condutividade térmica dependente da tempe-

ratura. Foram usadas mudanças de variáveis através da transformada de Kirchhoff e a função

k(T ) empírica disponível em literatura.

Abdulkareem (2014) considerou um material isolante com temperatura inicial uniforme e

submetido, em seu raio interno, a uma mudança de temperatura. Uma solução analítica foi

proposta para comparação de resultados com outra solução analítica disponível na literatura

para análise de quatro variações de perfil térmico. Assumiu-se uma condutividade térmica

constante e verificou-se que as características do material de isolamento térmico e o valor da

pressão entre suas partículas têm um grande efeito sobre a taxa de transferência de calor e

perfil de temperatura.

Mierzwiczak, Chen e Z.Fu (2015) Apresentou o método singular boundary method (SBM)

para a equação do calor não linear em regime permanente. Empregou-se a transformada

de Kirchhoff para remoção da não linearidade associada a dependência da temperatura à

condutividade térmica. Após linearização é aplicado o método SBM que usou apenas uma

iteração para apresentar o perfil térmico. Apresentam-se diversos exemplos de condutividade

térmica variando com a temperatura em diferentes geometrias e comparações com outros
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métodos numéricos, onde, a solução proposta apresentou grande precisão e estabilidade com

a técnica abordada.

Vazquez (2017) Descreveu a teoria matemática de difusão e condução de calor não linear

que configuram a maioria dos problemas reais em engenharia e física. O autor apresentou,

em grande parte do trabalho, diferentes formas de não linearidades e a teoria de solução e

exemplos para cada caso.

Kumar A.K. Singh (2018) abordou o problema térmico de mudança de fase com fronteira

móvel e também condutividade térmica e calor especíco como funções da temperatura. Foram

propostas soluções exatas para estes problemas usando o método de Chebyshev tau deslocado

que consiste em uma solução aproximada das equações diferenciais parciais usando a derivada

do funcional via método tau.

Foram realizadas comparações entre a solução obtida e solução exata e observou-se grande

proximidade entre as soluções. Os autores acreditam que os esquemas apresentados podem

ser ferramentes para pesquisadores que estudam problemas envolvendo fronteiras móveis.

O conceito de Biotermodinâmica foi abordado por Li et al. (2018) que envolve a junção

da equação da bio transferência de calor, bio mecânica, dano por queimadura e compreenção

da fisiologia. O conceito Biothermomechanics segundo os autores é muito importante para

aplicações clínicas em tecidos vivos.

Na abordagem, a equação da bio transferência de calor foi considerada com propriedades

dependentes da temperatura e de dupla camada. A equação diferencial foi linearizada e

resolvida usando transformada de Kirchhoff e Laplace respectivamente e comparadas com

resultados obtidos via método de elementos finitos, onde apresentaram grande proximidade.

Também foi analizado pelos autores as influências das variabilidades dos termos não

lineares presentes na equação.

Apresenta-se na próxima seção os principais trabalhos envolvendo problemas inversos em

condução de calor não linear.

1.3 Problemas Inversos em Condução de Calor Não Li-

neares

Pretende-se nesta seção apresentar os principais trabalhos disponíveis na literatura que

abordam problemas inversos em condução de calor não linear.

Tillmann (2005) propôs uma metodologia experimental para estimativa simultânea da

condutividade e difusividade térmica dependente da temperatura em materiais isolantes con-

siderando um modelo térmico unidimensional a determinação simultânea das propriedádes
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termifísicas variando com a temperatura se deu pelo princípio da técnica Mista, onde, foram

definidas funções objetivo nos domínios do tempo e frequência. Uma das funções é resol-

vida usando a fase da função resposta em frequência do sistêma dinâmico unidimensional

tendo como entrada e saída fluxo de calor e temperatura. A outra função objetivo foi dada

pelos sinais de temperatura na superfíce frontal e oposta da amostra que foi acondicionada

em um forno à temperatura controlada. As estimativas apresentadas por Tillmann (2005)

mostraram concordância quando comparados com dados disponíveis na literatura.

M.Mierzwiczak e J.A.Kolodziej (2011) propuseram um método numérico não iterativo

inverso para estimativa da condutividade térmica dependente da temperatura em um mo-

delo bidimensional em regime permanente. Um o modelo polinomial para a condutividade

térmica foi imposto. A identificação da condutividade térmica foi dada usando informações

experimentais dos contornos e temperaturas no interior do domínio, empregando o método

de soluções fundamentais. Os resultados apresentados mostraram-se satisfatórios quando

comparados com modelos clássicos par estimativa de condutividade térmica.

Cui, Gao e Zhang (2012) propuseram um novo método para estimativa de propriedades

termofísicas dependentes da temperatura usando o perfil térmico não linear, sem necessidade

do conhecimento da forma funcional das propriedades. O método consiste em tratar como va-

riável de otimização a propriedade que deseja-se estimar e minimizá-la considerando a solução

não linear do problema e dados experimentais usando o método dos mínimos quadrados. A

principal contribuição apresentada pelo trabalho é a abordagem do método complex-variable-

differentiation method aplicado a técnica de problema inverso para cálculo dos coeficientes

de sensibilidade. Exemplos de aplicação do método foram apresentados para mostrar a efi-

ciêcia do método e também uma breve investigação sobre a influência dos erros de medição

experimental nas estimativas.

Muitos problemas térmicos são modelados por equações do calor com fronteiras fixas,

contudo, há também uma variedades de problemas térmicos onde os contornos podem variar

com o tempo, e são conhecidos como Problemas de Stefan

Neste sentido Hussein e Lesnic (2014), propôs em um problema inverso de estimativa de

difusividade térmica variando com a temperatura usar, numericamente, o método dos míni-

mos quadrados considerando um problema térmico unidimensional. Os resultados numéricos

foram apresentados e discutidos.

Terpilowski, Rudzki e Woroniak (2016) propõem em seu trabalho a estimativa da di-

fusividade térmica dependente da temperatura usando temperaturas experimentais para os

seguintes materiais: Fe61Ni39, Fe52Ni48 e Fe40Ni60 com foco nas vizinhanças dos pontos de

medição.
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Usou-se uma modificação do método pulso que possibilitou a diminuição dos intervalos

médios entres os valores discretos de temperatura obteve-se erros de medição menores que

4%. Cada liga de ferro, individualmente, foi acondicionada a um ambiente com temperaturas

elevadas e foram estimados os valores para difusividade térmica durante o aquecimento e

resfriamento das ligas.

O método A multiple model adaptive inverse (MMAI) foi proposto por Wang et al. (2018)

onde estimou-se o fluxo de calor em um problema de condução de calor não linear com pro-

priedades termofísicas dependentes da temperatura. O método consiste em dividir o domínio

em diversos subdomínios lineares, onde, a cada subdomínio um submodelo térmico é predito

e pontos para medida de temperatura são estabelecidos. Baseado então no modelo global

predito os fluxos de calor são simultaneamente estimados através de otimização. Estimati-

vas de fluxo de calor tipo senóide e step apresentaram grande precisão quando comparado a

outros métodos.

Liu, Qiu e Lin (2019) propuseram uma solução para o problema inverso considerando

equações diferenciais parciais não lineares de alta ordem onde pretendeu-se estimar a gera-

ção de calor. Iniciou-se a investigação usando modelos unidimensionais e bidimensionais em

coordenadas cartesianas com condições de contorno de terceiro tipo, depois extrapolando a

técnica para problemas quadridimensionais. Os autores desenvolveram uma familha de parâ-

metros únicos para homegenização temporal e espacial através de superposição dos contornos

de terceiro tipo resolveu-se numericamente os sistemas lineares resultantes. Finalmente, a

geração de calor desconhecida é determinada através de substituições numéricas das soluções

obtidas na equação governante não linear. Os autores concluem que o método, após executa-

dos diversos testes foi capaz de recuperar a geração de calor para qualquer ponto do domínio

sem necessidade de informações adicionais.

A determinação do perfil térmico durante processos de usinagem, segundo Ferreira et al.

(2018), é fundamental para melhoramento da qualidade do processo. De acordo com Fer-

reira et al. (2018) recentemente ferramentas de corte vem sendo revestidas com materiais

que apresentam características isolantes e pretendem proporcionar menor taxa de transfe-

rência de calor para a ferramenta de corte. Os autores apresentaram uma análise do perfil

térmico em ferramentas revestidas por nitreto de titânio (TiN) e óxido de alumínio (Al2O3).

Usou-se o software numérico COMSOLr. As análises foram realizadas considerando a geo-

metria da ferramenta de corte tridimensional, transiente, propriedades térmicas variando com

a temperatura e trocas de calor com o ambiente através de convecção e radiação. A abor-

dagem inversa foi proposta pelo método da função especificada implementado em ambiente

MATLABr acoplado ao ambiente COMSOLr.
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Segundo Wang et al. (2019) a compreensão das propriedades térmicas é crucial para

a simulação e projeto de processos de queima de materiais. Usando o método numérico

Charring Materials Ablation (CMA) estimou-se a condutividade térmica e o calor específico

dependentes da temperatura obtendo respectivamente 4,3% e 3,1% como diferenças ao modelo

simulado, fato que segundo os autores apresenta uma boa aproximação.

1.4 Escopo e Contribuições Deste Trabalho

Pode-se observar pelos diversos trabalhos revisados que a transformada de Kirchhoff

apresenta-se como uma forte ferramenta matemática quando acoplada a outros métodos,

numéricos ou analíticos. Este trabalho propõe o acoplamento da transformada de Kirchhoff

às funções de Green, para a solução de problemas de condução de calor não lineares, transi-

entes e com condições de contorno não homogêneas e não lineares.

Também observa-se que a maioria dos métodos inversos para estimativa de fluxo de calor

e propriedades térmicas encontrados a literatura são oriundos de métodos numéricos ou de

otimização.

Desta maneira este trabalho também pretende contribuir com a literatura no aspecto de

desenvolvimento de um método para estimativa da condutividade térmica e fluxo de calor,

considerando problemas de condução de calor não lineares, transientes e com condições de

contorno não homogêneas e também não lineares usando resultados diretos da aplicação da

transformada de Kirchhoff juntamente com o método de funções de Green.

A fim de desenvolver os objetivos propostos, este trabalho estrutura-se em 7 capítulos na

seguinte maneira:

• Introdução e o estado da arte: introduz-se o presente trabalho e apresenta-se os prin-

cipais resultados disponíveis na literatura sobre os temas propostos.

• Fundamentação teórica: apresenta-se a metodologia para o problema direto não linear,

ou seja, a descrição do problema, a discussão sobre existência e unicidade das soluções

apresentadas, a e técnica de aplicação da transformada de Kirchhoff e funções de Green.

• Proposta de linearização: mostra-se neste capítulo o processo de aplicação da transfor-

mada de Kirchhoff a fim de linearizar o problema, a aplicação das funções de Green e

o conceito de soluções híbridas em condução de calor.

• Verificação das soluções: neste capítulo apresenta-se a verificação das soluções uni e

tridimensionais e comparações a modelos oriundos da literatura.
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• Estimativa do fluxo de calor: o processo para estimativa do fluxo de calor é apresentado

neste capítulo, juntamente com a aplicação em um problema unidimensional.

• Estimativa da condutividade térmica: apresenta-se neste capítulo a metodologia para

a estimativa da condutividade térmica dependente da temperatura considerando dois

casos distintos de modelo para a condutividade dependente da temperatura.

• Conclusão: neste capítulo de conclusão mostra-se um paralelo entre as propostas deste

trabalho e os resultados obtidos.



Capítulo 2

Fundamentação Teórica

2.1 Introdução

Nesta seção apresenta-se a abordagem metodológica para solução da equação do calor

transiente não linear. Inicialmente apresenta-se o procedimento para um problema unidi-

mensional e em seguida serão abordados os problemas bi e tridimensionais. Em todos os

casos as soluções analíticas foram obtidas usando o método de funções de Green.

2.2 Solução geral para a equação do calor unidimensional

não linear

O fenômeno de condução de calor não linear é matematicamente descrito, em uma

geometria unidimensional, pela seguinte equação diferencial parcial.

k(T )
∂2T

∂x2
= C(T )

∂T

∂t
(2.1)

onde, C(T ) = ρ(T )cp(T )

Nota-se, observando a Eq.(3.1), a presença dos termos k(T ) e C(T ), que são denominados

funcionais e funções da temperatura que é solução da equação diferencial, deste modo, a

solução T da equação diferencial depende do comportamento dos funcionais k e C.

Este fato impossibilita a aplicação de métodos clássicos de solução como: separação de

variáveis, transformada de Laplace e Funções de Green. Pois, todos métodos, supracitados,

possuem soluções gerais construidas usando da aplicação direta do teorema da superposição.

12
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2.2.1 Linearidade e Superposição

Consideremos a equação diferencial de difusão de calor linear unidimensional transiente,

tem-se:

α
∂2T

∂x2
+ a(x, t) =

∂T

∂t
, (2.2)

onde o termo a(x, t) representa o termo de geração de calor.

Pode-se escrever a Eq.(2.2) como:

LT (x, t) = f, (2.3)

onde f(x) = −a(x) e L representa o operador linear dado por:

LT (x, t) =
∂2T

∂x2
− ∂T

∂t
. (2.4)

Ou seja, define-se LT (x, t) como um operação de transformação.

L : Cn(Ω) → C(Ω) (2.5)

T 7→ LT (2.6)

, (2.7)

onde Cn(Ω) é o conjunto das funções u : Ω → R n vezes diferenciáveis e contínuas.

Usa-se a nomenclatura operador para denotar que a função L está definida entre espaços

de funções, isto quer dizer que o operador L leva uma função T a uma função LT , sendo

LT um operador diferencial parcial. Devido a Eq.(2.2) ser linear, o operador LT é também

linear. Isso quer dizer que L leva a função identicamente nula nela mesmo e ainda:

L(T1 + βT2) = LT1 + βLT2, (2.8)

válido para qualquer T1, T2 no domínio de L e qualquer escalar β ∈ R.

Pode-se ainda associar a equação diferencial parcial não homogênea a uma equação ho-
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mogênea, isto é:

LT = 0, (2.9)

isso significa que, para a Eq. (2.2) o termo f = a(x, t) = 0.

Dessa maneira, observando as Eqs. (2.8)-(2.9) e considerando T1, T2, · · · , Tn satisfazendo

a Eq.(2.9) e β1, β2, · · · , βn escalares tem-se que:

T (x, t) =
m∑

i=1

βiTi, (2.10)

é solução da Eq.(2.9). Pode-se observar que a solução da Eq.(2.2) é dada por uma combinação

linear de soluções, Eq.(2.10).

Em termos de álgebra linear, L é um operador definido em um espaço vetorial de funções

V e as soluções T ∈ V da Eq.(2.9) formam um subespaço vetorial em V . Este fato é definido

como princípio da superposição.

Desta forma o princípio da superposição consiste em buscar uma conbinação linear de

soluções que satisfaçam a equação diferencial.

Porém, quando se trata de uma equação da forma:

k(T )
∂2T

∂x2
= C(T )

∂T

∂x
, (2.11)

devido a não linearidade, não se pode fazer a aplicação do princípio da superposição, pois

não se obtém uma conbinação linear que satisfaça a equação diferencial.

Existem diversos métodos para linearizar a equação do calor, sejam de natureza analítica

ou numérica. Dentre estes, um método poderoso é a aplicação da transformada de Kirchhoff.

2.3 Solução Analítica: Existência e Unicidade

Quando se fala sobre soluções analíticas para quaisquer problemas, duas perguntas surgem

imediatamente: este problema possui solução? Se existe, é única?.

Em outras palavras: a equação de difusão de calor não linear, transiente e com condições

de contorno também não lineares e não homogêneas adimite solução analítica? Ela é única?
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De fato, uma função é dita solução de uma equação diferencial quando esta satisfaz as

condições de contorno e inicial.

Diversos materiais, especialmente metálicos, quando submetidos a altas temperaturas es-

tabelecidas por: tratamento térmico, processos de fabricação como corte ortogonal ou de

soldagem, apresentam um comportamento complexo no sentido de sua estrutura. Estas es-

truturas usualmente implicam em variação de suas propriedades térmicas com a temperatura.

Por exemplo, Borukhov, Tsurko e Zayats (2009) observaram que a condutividade térmica

apresenta alta dependência da temperatura, apresentando grandes variações durante estes

processos.

A fim de mostrar que a solução de difusão de calor não linear possui única solução Cimatti

(2005) define um problema auxiliar aplicando o teorema de Levy-Caccioppoli e mostrou que

a solução da equação de difusão de calor não linear converge para uma subsequência do

domínio da equação diferencial, o que caracteriza a existência de uma solução única para o

problema. Como mostrado no apêndice A.

Trata-se, na próxima seção, a metodologia para determinação da solução analítica para o

problema de condução de calor não linear com condições de contorno não homogêneas e não

lineares. Será abordada a metodologia da transformada de Kirchhoff e sua inversa.

2.4 A transformada de Kirchhoff

Dentre os diversos métodos de linearização apresenta-se como alternativa a transformada

de Kirchhoff.

Carslaw e Jaeger (1959) definem a Transformada de Kirchhoff como:

Φ(x, t) = k(T ) =
1

k0

∫ T

0

k(T̂ )dT̂ (2.12)

onde k0 é definido como condutividade térmica de referência (BAGNALL; MUZYCHKA;

WANG, 2014).

Nota-se que a transformada de Kirchhoff, Eq.(2.12) é dada pelo produto do inverso da

condutividade térmica de referência com a integral do funcional k(T ) com extremos de inte-

gração 0 e T .

Observa-se assim que a variável Φ traz consigo, todo efeito de k(T ), já que Φ, geometri-
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camente, é a área abaixo da curva:

∫ T

0

k(T̂ )dT̂ (2.13)

Da Eq.(2.12), tem-se diretamente, pela definição da integral definida, o seguinte fato:

dΦ

dT
=

k(T )

k0
⇒ k(T ) = k0

dΦ

dT
(2.14)

A Eq.(2.14) é então aplicada ao lado esquerdo da equação da difusão de calor não linear,

Eq. (2.15),

∂

∂x

(
k(T )

∂T

∂x

)
= C(T )

∂T

∂t
, (2.15)

obtendo-se:

∂

∂x

(
k(T )

∂T

∂x

)
=

∂

∂x

(
k0

dΦ

dT

∂T

∂x

)
⇒ k0

∂2Φ

∂x2
(2.16)

Multiplicando-se o lado direto da Eq. (2.15) por ∂Φ
∂Φ

e considerando as propriedades dos

operadores lineares T e Φ obtem-se:

C(T )
∂T

∂t

∂Φ

∂Φ
⇒ C(T )

∂T

∂Φ

∂Φ

∂t
(2.17)

Mas da Eq.(2.14) tem-se que:

dT

dΦ
=

k0
k(T )

, (2.18)

logo:

C(T )
k0

k(T )

∂Φ

∂t
, (2.19)
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assim:

k0
∂2Φ

∂x2
= C(T )

k0
k(T )

∂Φ

∂t
, (2.20)

simplificando o termo k0 em ambos lados da equação tem-se o problema auxiliar dado por:

∂2Φ

∂x2
=

1

α(T )

∂Φ

∂t
(2.21)

Observa-se que a Eq. (2.21) ainda permanece não linear. Entretando a dependência de

α(T ) é bem mais fraca, uma vez que as dependência de k(T ) e C(T ) podem ser eventualmente

compensadas.

Assim assumindo a hipótese (KOVAL’CHUK; LOPUSHANSKAYA, 1993) de α(T ) = α0

tem-se:

∂2Φ

∂x2
=

1

α0

∂Φ

∂t
. (2.22)

A aplicabilidade desta hipótese será analizada mais adiante.

Observa-se que a Eq.(2.22) tem exatamente a mesma forma da equação de difusão de

calor, porém em termos de uma variável auxiliar Φ.

2.4.1 A Transformada Inversa de Kirchhoff

Objetiva-se então, a partir da solução de um problema auxiliar, determinar a solução

analítica para o problema de condução de calor não linear.

Desta forma, usando o problema auxiliar definido na seção anterior pode-se determinar

a solução analítica para o problema, resta apenas explicitar a solução Φ em termos de T , o

que é obtido através da transformada inversa de Kirchhoff.

Reescrevendo a Eq.(2.12):

Φ(x, t) = k(T (x, t)) =
1

k0

∫ T

0

k(T̂ (x, t))dT̂ (2.23)

e considerando k(T (x, t)) = k0f(T (x, t)) uma função integrável e invertível, onde, k0f(T (x, t))

descreve o comportamento de condutividade térmica em função da temperatura. Integrando
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no intervalo de 0 a T a Eq.(2.23) obtém-se:

Φ(x, t) = k(T (x, t)) =
1

k0

∫ T

0

k0f(T̂ (x, t))dT̂ ⇒ Φ(x, t) = k(T (x, t)) = F (T (x, t)) (2.24)

onde

F (T (x, t)) =
1

k0

∫ T

0

k0f(T̂ (x, t))dT̂ (2.25)

assim:

T (x, t) = k−1(Φ(x, t)) ⇒ T (x, t) = F−1(Φ(x, t)) (2.26)

Desta forma,

T (x, t) = F−1(Φ(x, t)) (2.27)

onde F−1(Φ(x, t)) é a função inversa da integral do comportamento de k(T ) aplicado a

temperatura aparente Φ. Assim pode-se explicitar analiticamente a solução geral para um

problema térmico não linear.

Observa-se que, usando o método proposto pode-se determinar analiticamente a solução

para qualquer problema não linear. Para a obtenção das temperaturas. Para tal, basta

conhecer, ou impor, o comportamento de k(T (x, t)).

2.4.2 Condições de contorno

Como as condições de contorno também podem ser não lineares, propõe-se a apicação da

transformada de Kirchhoff também na superfície. Deste modo, como consequência direta da

definição Eq.(2.12), tem-se que:

• Condição de contorno de primeiro tipo:

T = f(−→r ) (2.28)
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então:

Φ = f̂(−→r ) (2.29)

Como f̂ depende do funcional k(T ), e se, por exemplo, considerarmos k(T ) = A+BT

para representar o modelo de comportamento do termo k(T ), teremos como condição

de contorno de primeiro tipo a equação:

Φ = f̂(−→r ) =
(
Af(−→r ) + B

2
[f(−→r )]2 + C

)
, (2.30)

onde C, −→r , A e B são: constante de integração, o vetor (x, y, z) e constantes de k(T )

respectivamente.

• Condição de contorno de segundo tipo:

A condição de contorno de segundo tipo é dada por:

−k(T )
dT

dx

∣∣∣∣
x=xi

= q(−→r , t). (2.31)

Aplicando a transformação de Kirchhoff teremos:

−k0
dΦ

dx

∣∣∣∣
x=xi

= q(−→r , t). (2.32)

• Condição de contorno de terceiro tipo

Dada a seguinte condição de contorno:

−k(T )
dT

dx

∣∣∣∣
x=xi

= h(T − T∞), (2.33)

e aplicando a transformada Kirchhoff obtem-se:

−k0
dΦ

dx

∣∣∣∣
x=xi

= h(k−1(Φ)− T∞). (2.34)



20

Note que a condição de contorno é não linear pois na Eq.(2.34)

h(k−1(Φ)− T∞) 6= h(Φ− T∞), (2.35)

isso ocorre devido ao fato que nem sempre T = k−1(Φ) = Φ no contorno onde ocorre a

condição de convecção de calor.

Cobble (1963) mostrou que a transformada de Kirchhoff pode ser aplicada em condições

de contorno de convecção quando o coeficiente de convecção varia com a temperatura

e de maneira particular quando a temperatura ambiente é zero. Contudo, observando

que aproximação k−1(Φ) → Φ não pode ser rigorosamente aplicada nestas condições.

Bagnall, Muzychka e Wang (2014) observou que para alguns problemas particulares, a

transformada de Kirchhoff fornece bons resultados quando aplicado a problemas com

condição de contorno de fluxo de calor e uma superfície sujeita a um meio convec-

tivo. Os autores observaram que a temperatura atual T e a temperatura aparente Φ

eram aproximadamente iguais na fronteira de convecção. Neste sentido, propuseram a

aproximação: k−1(Φ) em Φ.

Assim, tem-se a condição de contorno de terceiro tipo como:

−k0
dΦ

dx

∣∣∣∣
x=xi

= h(Φ− T∞). (2.36)

Uma vez linearizado, pode-se aplicar o método das funções de Green para obtenção de

solução analítica de problemas não homogêneos, transientes, tridimensionais, com fonte de

calor móvel ou fixa e condições de contorno que podem ser variáveis com tempo e espaço.

2.5 O Método de Funções de Green (FG)

Funções de Green (FG) é atribuido ao método como forma de homenagem a George Green

(1773 - 1841), matemático e físico Inglês. Green, desenvolveu um método para cálculo de

soluções analíticas para equações diferenciais parciais transientes, quase estáticos e lineares.

O método também é aplicável a problemas de convecção ou vários outros que possam

ser descritos pelo mesmo tipo de equação diferencial parcial, e desta forma possui algumas

vantagens em seu uso, como:

• Variação espacial e distribuição de temperatura inicial.

• Condições de contornos variando com o tempo e espaço.



21

• Termo de geração de energia variando com o espaço.

Sem perda de generalidade considere o problema unidimensional em geometria retanguar

na variável T :

∂2T

∂x2
+

1

k
g(x, t) =

1

α

∂T

∂t
t > 0, (2.37)

o termo g(x, t) refere-se a geração de calor.

Sob a condição de contorno geral:

k
∂T

∂x

∣∣∣
xi

+ hiT |xi
= fi(t) t > 0. (2.38)

Observe que as condições de contorno de segundo e terceiro tipos podem ser obtidas fazendo

hi = 0 e fi(t) = 0 respectivamente.

E a condição inicial:

T (x, 0) = F (x). (2.39)

De forma geral a solução para este problema usando FG pode ser construida da seguinte

maneira:

T (x, t) =

∫ L

x′=0

G(x, t|x′, τ)F (x′)dx′

︸ ︷︷ ︸
A

(2.40)

+
α

k

∫ t

τ=0

∫ L

x′=0

gG(x, t|x′, τ)dx′dτ

︸ ︷︷ ︸
B

(2.41)

+ α

∫ t

τ=0

fi(t)

k
G(x, t|x′, τ)dτ

︸ ︷︷ ︸
C

, (2.42)

onde os termos destacados por: A,B e C são as integrais referentes aos efeitos da condição

inicial, geração de calor e convecção ou fluxo de calor respectivamente, G é a FG característica

do problema.

Obsevando a existência de um grande número de soluções analíticas em condução de

calor Beck et al. (2010) propõe um sitema de numeração a fim de facilitar a identificação e

organização dos diversos problemas que possam ser tratados.
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Este sistema de numeração é composto de uma letra e dois números, que respectivamente

simbolizam a direção no eixo cartesiano e os tipos de condições de contornos naquela direção.

Por exemplo as letras X, Y e Z referenciam as coordenadas x, y e z respectivamente. Assim

a equação da difusão:

k∇2T = ρcp
∂T

∂t
, (2.43)

pode estar sujeita a seis condições de contorno distintas:

A primeira condição de contorno possível é chamada de condição tipo zero ou condição

natural, quando se trata de geometria infinita em uma ou mais direções.

O número 1 representa a condição de temperatura prescrita ou de Dirichlet,

T (~ri, t) = fi(~ri, t), (2.44)

onde ~r = (x, y, z).

Condição de fluxo prescrito de calor ou Neumann, é representada pelo número 2.

k
∂T

∂ni

∣∣∣
~ri
= fi(~ri, t), (2.45)

onde n representa a normal para fora da superfície, considerando uma geometria retangular.

E a condição de contorno de convecção ou Robin, representada pelo número 3.

k
∂T

∂x

∣∣∣
~ri
+ hiT |~ri = fi(~ri, t). (2.46)

O número 4 representa problema de condição de contorno de quarto tipo, sem convecção,

−k
∂T

∂x

∣∣∣
~ri
= fi(~ri, t)− (ρcpb)i

∂T

∂t

∣∣∣
~ri
. (2.47)

Condição de quinto tipo, com convecção é representado pelo número 5.

k
∂T

∂x

∣∣∣
~ri
= hiTi = fi(~ri, t)− (ρcpb)i

∂T

∂t

∣∣∣
~ri
, (2.48)

nas condições de contorno de quarto e quinto tipos o termo (ρcpb)i representa uma camada

fina na superfície i onde b é a sua expessura.

As condições de contorno podem ser sintetizadas com sua respectiva numeração conforme

a seguinte tabela:

Exemplificando o sistema de numeração com um problema X21. Tem-se em x = 0
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Tabela 2.1: Tipos e numeração das Condições de Contorno.

Notação Nome do contorno Descrição

0 Tipo zero Sem efeito físico (infinito)
1 Dirichlet Temperatura prescrita
2 Neumann Fluxo de calor prescrito
3 Robin Convecção
4 Quarto tipo (Carlaw) Filme fino, sem convecção
5 Quinto tipo (Jaeger) Filme fino, com convecção

superfície exposta a um fluxo de calor e em x = L a condição de temperatura prescrita.

Para problemas de duas ou três dimensões o raciocínio segue de forma análoga.

Para problemas multi dimensionais, a FG é o produto das FGs características de cada

dimensão. Por exemplo para um problema bidimensional com condições de contorno de

segundo e terceiro tipo na direção x e primeiro tipo na direção y, teremos:

G(x, y, t|x′, y′, τ) = GX23(x, t|x′, τ)GY 11(y, t|y′, τ), (2.49)

o que é outra grande vantagem na utilização no método de FG.

As funções de Green são obtidas facilmente em Beck et al. (2010) apêndice X.

Apresenta-se na próxima seção uma aplicação prática da transformada de Kirchhoff, FG

e da transformação inversa, a fim de explicitar uma solução analítica para um problema

térmico tipo X22.



Capítulo 3

Proposta de Linearização

3.1 Introdução

Nesta seção aborda-se a metodologia para obtenção de solução analítica para o modelo

térmico unidimensional não linear transiente com condições de contorno também não lineares

do tipo X22NL.

3.2 Problema Térmico X22NL

O modelo matemático que descreve o problema é dado por:

k(T )
∂2T

∂x2
= C(T )

∂T

∂t
, (3.1)

onde, C(T ) = ρ(T )cp(T ), e está sujeito as condições de contorno:

−k(T )
dT

dx

∣∣∣
x=0

= q, (3.2)

e

−k(T )
dT

dx

∣∣∣
x=L

= 0, (3.3)

24
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e a condição inicial:

T (x, 0) = T (x), (3.4)

onde 0 ≤ x ≤ L.

Esta combinação específica de condições de contorno caracterizam o problema como

X22NL, isto é, um problema unidimensional transiente na direção da coordenada ortogo-

nal x com condições de contorno de segundo tipo nesta direção, sendo, fluxo de calor e

isolamento térmico respectivamente.

Observe ainda que a Eq.(3.1) define um problema não linear devido aos funcionais k(T )

e C(T ). Note também que as condições de contorno impostas são não lineares. Fato que,

como dito anteriormente, impossibilita a aplicação do método de funções de Green.

Como já observado, será aplicado a transformada de Kirchhoff como alternativa para li-

nearização da equação diferencial e condições de contorno. Este procedimento será detalhado

na subseção a seguir.

3.3 Processo de linearização

Reescrevendo a Eq.(2.12):

Φ(x, t) = k(T ) =
1

k0

∫ T

0

k(T̂ )dT̂ , (3.5)

e aplicando o método de transformação de Kirchhoff nas Eqs. (3.1)-(3.4) como mostrado na

Seção (2.4), obtém-se:

∂2Φ

∂x2
=

1

α0

∂Φ

∂t
, (3.6)

com as condições de contorno:

−k(T )
dT

dx

∣∣∣
x=0

= q ⇒ k0
dΦ

dx

dT

dT

∣∣∣
x=0

= q ⇒ k0
dΦ

dx

∣∣∣
x=0

= q, (3.7)
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−k0
dΦ

dx

∣∣∣
x=L

= 0, (3.8)

e a condição inicial:

Φ(x, 0) = Φ(x), (3.9)

onde 0 ≤ x ≤ L

Observa-se que as Eqs.(3.6)-(3.9) escritas na variável Φ são lineares e portanto podem ser

resolvidas aplicando o método de FG.

3.4 Solução do Problema Auxiliar Via Funções de Green

Apresenta-se nesta seção a aplicação do método FG, descrito na seção(2.5), que pretende

estabelecer uma solução Φ(x, t).

A solução do problema dado pelas Eqs. (3.6)-(3.9) usando FG pode ser escrita como:

Φ(x, t) = Φ0 +
α0

k0

∫ τ

0

Gx22(x, t|x′, τ)qdτ, (3.10)

onde Gx22(x, t|x′, τ) é a função de Green característica do problema linear X22L e pode ser

obtida em Beck et al. (2010) Apêndice X. Assim Gx22(x, t|x′, τ) como:

Gx22(x, t|x′, τ) =
1

L
+

2

L

∞∑

0

e−β2
mα0(t−τ)cos(βmx)cos(βmx

′). (3.11)

Substituindo Eq.(3.11) em Eq.(3.10) e resolvendo a integral temporal obtém-se a solução:

Φ(x, t) = Φ0 +
qα0t

k0L
+

2q

k0L

∞∑

0

cos(βmx)

βm2
− 2q

k0L

∞∑

0

cos(βmx)
e−β2

mα0t

β2
m

, (3.12)

onde βm = mπ
L

.

Assim, para explicitar a solução do problema em termos de T (x, t) resta aplicar a trans-

formada inversa de Kirchhoff, detalhado na seção seguinte.
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3.5 Aplicando a Transformada Inversa de Kirchhoff

Considera-se, de forma hipotética, um comportamento para o funcional k(T ). Assim,

usando novamente a Eq.(2.12):

Φ = k(T ) =
1

k0

∫ T

0

k(T̂ )dT̂ , (3.13)

e considerando k(T ) = k0(1 + AT ), onde A é uma constante, obtém-se:

Φ(T ) = k(T ) =
1

k0

∫ T

0

k0(1 + AT̂ )dT̂ ⇒ Φ(T ) = k(T ) =
AT 2

2
+ T. (3.14)

Fato que implica diretamente que:

Φ(T ) =
AT 2

2
+ T. (3.15)

Para explicitar a solução T (x, t) deve-se determinar a inversa da função AT 2

2
+T . Porém,

note que AT 2

2
+ T é uma função polinomial de grau 2 e não possui inversa para todo o seu

domínio, contudo, considera-se, para aplicações práticas em condução de calor T ≥ 0. Desta

forma pode-se determinar sua inversa, pois, AT 2

2
+ T, torna-se, a partir da restrição imposta,

uma função sobrejetora.

Assim, a função inversa de AT 2

2
+ T, aplicada em Φ(x, t) determina a solução para o

problema analítico em termos de T (x, t), que é dada pela Eq.(3.16) a seguir:

T (x, t) = k−1(Φ) ⇒ T (x, t) =
1

A

(√
1 + 2AΦ(x, t)− 1

)
. (3.16)

Observa-se que, ao aplicar o método FG juntamente com a transformada de Kirchhoff,

o fato que, o termo que caracterizará o comportamento do perfil térmico é a escolha do

comportamento do funcional k(T ).

O funcional k(T ) para fins de aplicações hipotéticas será considerado k(T ) = k0(1+AT ),

contudo, pode-se obter modelos de k(T ), para fins práticos, através de modelos apresentados

na literatura ou estimando experimentalmente. A estimativa do funcional k(T ) será abordado

nas próximas seções.

Uma vantagem da aplicação de FG juntamente com a transformada de Kirchhoff é que
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Matematicamente o problema é dado pela sequinte equação diferencial juntamente com

as condições de contorno:

k(T )

(
∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
+

∂2T

∂z2

)
= C(T )

∂T

∂t
, (3.17)

onde o termo C(T ) = ρ(T )cp(T ).

Submetido às condições de contorno:

−k(T )
∂T

∂x

∣∣∣
x=0

= k(T )
∂T

∂x

∣∣∣
x=L

= 0, (3.18)

k(T )
∂T

∂y

∣∣∣
y=0

= 0, (3.19)

−k(T )
∂T

∂y

∣∣∣
y=W

= q(x, t), (3.20)

ou em uma área parcial:

−k(T )
∂T

∂y

∣∣∣
y=W

= q(x, t) delimitado por L1 ≤ x ≤ L2 × R1 ≤ z ≤ R2, (3.21)

e para a direção z:

k(T )
∂T

∂z

∣∣∣
z=0

= k(T )
∂T

∂z

∣∣∣
z=L

= 0, (3.22)

e a condição inicial:

T (x, y, z, 0) = T0 (3.23)

Observa-se a necessidade da aplicação da transformada de Kirchhoff que pode ser realizada

de forma análoga ao problema unidimensional X22NL, descrita na seção 2.4. Dessa maneira,

tem-se o problema na variável Φ:

∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2
+

∂2Φ

∂z2
=

1

α0

∂Φ

∂t
, (3.24)
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Sujeito às condições de contorno:

−k0
∂Φ

∂x

∣∣∣
x=0

= k0
∂Φ

∂x

∣∣∣
x=L

= 0, (3.25)

k0
∂Φ

∂y

∣∣∣
y=0

= 0, (3.26)

−k0
∂Φ

∂y

∣∣∣
y=W

= q(x, t), (3.27)

ou parcialmente:

−k0
∂Φ

∂y

∣∣∣
y=W

= q(x, t) delimitado por L1 ≤ x ≤ L2 × R1 ≤ z ≤ R2, (3.28)

e para a direção z:

k0
∂Φ

∂z

∣∣∣
z=0

= k0
∂Φ

∂z

∣∣∣
z=L

= 0, (3.29)

e condição inicial:

Φ(x, y, z, 0) = Φ0 (3.30)

Aplica-se então o método FG, obtendo-se a solução:

Φ(x, y, z, t) =

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)Φ(x, y, z, 0)dx′dy′dz′ (3.31)

+
α0

k0

∫ τ

t=0

∫ L2

x′=L1

∫ R2

z′=R1

q(x, t)G(x, y, z, t|x′,W, z′, τ)Φ(x, y, z, 0)dτ ′dx′dz′,

onde G(x, y, z, t|x′, y′, z′, τ) é o produto das funções de Green unidimensionais nas direções

cartesianas x, y e z respectivamente. Observa-se que, por se tratar de um problema com

condições de contorno iguais em todas três dimensões, tem-se então o produto da Eq.(3.11),

onde varia-se apenas as coordenadas cartesianas e autovalores em cada direção.

Assim, efetuada a multiplicação das funções de Green e substituindo o produto na Eq.(3.31)

obtém-se a solução analítica para o problema X22Y22Z22L.
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Fernandes (2009) demonstrou que as integrais no primeiro termo da Eq.(3.31) resultam

em Φ0, isto é:

∫ L

x′=0

∫ W

y′=0

∫ R

z′=0

G(x, y, z, t|x′, y′, z′, 0)Φ(x, y, z, 0)dx′dy′dz′ = Φ0 (3.32)

Resolvendo a integral do segundo termo da Eq.(3.31) obtém-se:

Φ(x, y, z, t) = Φ0

+
a0
k0

1

LWR
(L2 − L1)(R2 −R1)

∫ τ

t=0

q(x, τ)dτ

+
a0
k0

2

WR
(R2 −R1)

∞∑

m=1

e−β2
mα0tcos(βmx) [sen(βmL2)− sen(βmL1)]

1

mπ

×
∫ τ

t=0

q(x, τ)e−β2
ma0tdτ (3.33)

+
a0
k0

2

LWR
(L2 − L1)(R2 −R1)

∞∑

n=1

e−β2
nα0τcos(βny)cos(ny)

∫ τ

t=0

q(x, τ)e−β2
na0τdτ

+
a0
k0

2

LW
(L2 − L1)

∞∑

p=1

e−β2
pα0τcos(βpz) [sen(βpR2)− sen(βpR1)]

1

πp

×
∫ τ

t=0

q(x, τ)e−β2
pa0τdτ

+
α0

k0

4

WR
(R2 −R1)

∞∑

m=1

∞∑

n=1

e−(β2
m+β2

p)α0tcos(βmx) [sen(βmL2)− sen(βmL1)]

× 1

mπ
cos(βny)cos(nπ)

∫ τ

t=0

q(x, τ)e−(β2
m+β2

n)a0τdτ

+
α0

k0

4

W

∞∑

m=1

∞∑

p=1

e−(β2
m+β2

p)α0tcos(βmx) [sen(βmL2)− sen(βmL1)]

× 1

mπ
[sen(βpR2)− sen(βpR1)]

1

pπ

∫ τ

t=0

q(x, τ)e−(β2
m+β2

p)a0τdτ

+
α0

k0

4

LW
(L2 − L1)

∞∑

n=1

∞∑

p=1

e−(β2
n+β2

p)α0tcos(βny)cos(nπ)cos(βpz)

× [sen(βpR2)− sen(βpR1)]
1

pπ

∫ τ

t=0

q(x, τ)e−(β2
n+β2

p)a0τdτ

+
α0

k0

8

W

∞∑

m=1

∞∑

n=1

∞∑

p=1

e−(β2
m+β2

n+β2
p)α0tcos(βmx) [sen(βmL2)− sen(βmL1)]

1

mπ
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× cos(βny)cos(nπ)cos(βpz) [sen(βpR2)− sen(βpR1)]
1

pπ

×
∫ τ

t=0

q(x, τ)e−(β2
m+β2

n+β2
p)a0τdτ,

onde βm = mπ
L

, βn = nπ
W

e βp =
pπ
R

são autovalores.

De posse da solução analítica, Eq.(3.33), para as temperaturas aparentes usando-se a

transformada inversa de Kirchhoff determina-se o perfil térmico do modelo X22Y22Z22NL

em termos de T .

Obsreva-se também na Eq.(3.33) que em todos termos as integrais temporais não foram

resolvidas analiticamente pois pretende-se empregar o uso de soluções híbridas, que será

discutida na seção 3.7. O uso de soluções híbridas, permitem uma flexibilidade na imple-

mentação computacional da solução, pois, nem sempre o fluxo de calor pode ser expresso por

uma função contínua e experimentalmente é dado por um vetor discreto.

Contudo, para obtenção de uma solução puramente analítica, basta impor uma função

matemática para o fluxo de calor e efetuar o cálculo as integrais resultantes.

Assim, usando as propriedades térmicas e geometrias dadas pela Tab.(3.1) apresenta-se

o perfil térmico para o prolema X22Y22Z22NL.

Tabela 3.1: Propriedades térmicas e geométricas usadas na solução X22Y22Z22NL.

Notação Valor Unidade

L,R,W 1× 10−2 m
(x, y, z) (L/2,W,L/2) m

T (x, y, z, 0) 20
◦

C
k(T ) k0(1 +AT ) Wm−1K−1

k0 12, 9 Wm−1K−1

α0 3, 95× 10−6 m2s−1

A −1× 10−3 K−1

q(x, y, z, t) 1× 105 W
t 60 s
dt 1 s

A Fig.(3.2-a) apresenta as temperaturas obtidas usando um fluxo de calor constante em

toda a face y = W . Observa-se um pequeno desvio dos perfis de Φ e T devido a condutividade

térmica diminuir com o aumento da temperatura Fig.(3.2-b). Observa-se ainda uma variação

de aproximadamente 20% da condutividade térmica em função das temperaturas.



33

(a) Comparativo entre os perfis térmicos das
soluções X22Y22Z22NL e X22Y22Z22L

(b) Condutividade térmica variando com a
temperatura no modelo X22Y22Z22NL.

Figura 3.2: Temperaturas e condutividade térmica para o modelo X22Y22Z22NL.

3.7 Solução Híbrida

Observando a Eq.(3.10) nota-se que o integrando depende do modelo do fluxo de calor q

nesse caso se o termo q for uma função ou uma constante obtém-se facilmente uma solução

puramente analítica, obtendo-se para cada forma de fluxo de calor uma solução distinta.

Porém, para fins práticos e de generalização faz-se o uso do fluxo de calor discreto. Desta

forma, propõe-se, como abordado por Fernandes (2013), o uso de soluções híbridas.

Considerando, sem perda de generalidade, a integral:

∫ t

t=0

q(τ)dτ, (3.34)

se o termo q(t) é discreto, então, é representado por um vetor do tipo q(t) = [q1, q2, · · · , qn],
onde para cada intervalo de tempo ∆t tem-se uma componente do vetor q(t) como seu

representante.

O que gráficamente pode ser representado da seguinte maneira:
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veis na literatura.



Capítulo 4

Verificação Intrínseca, Representação

Gráfica e Comparações Com Modelos

Numéricos e Experimentais

4.1 Verificação Intrínseca da Solução X22NL

Inicialmente, a solução analítica não linear X22NL será verificada via comparação com a

solução X22L de um problema linear, dada por Fernandes (2013).

Este procedimento visa verificar se a solução proposta retorna à solução linear caso as

propriedades térmicas k(T ) e α(T ) não variem com a temperatura. Obviamente esta verifi-

cação não garante que a solução do problema não linear esteja absolutamente correta, porém

garante, de certa forma, que a base da solução linear está validada.

As propriedades térmicas dos dois modelos são apresentadas na Tab. (4.1).

Tabela 4.1: Propriedades térmicas que serão aplicadas nos modelos X22NL e X22L

Notação Valor Unidade

L 0, 01 m
x 0 m

T (0, t) 0
◦

C
k(T ) k0(1 +AT ) Wm−1K−1

k0 12, 9 Wm−1K−1

α0 3, 95× 10−6 m2s−1

A A → 0 K−1

q 1× 105 W

Observa-se na Eq.(3.16) que as temperaturas T são dadas pela aplicação da função inversa
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Figura 4.2: Diferença absoluta entre X22L e X22NL

4.2 Verificação Intrínseca da Solução X22Y22Z22NL

De forma análoga verifica-se o cálculo e a implementação da solução analítica X22Y22Z22NL.

Uma vez considerando que a solução X22NL foi verificada, propõe-se o seu uso para a

verificação da solução X22Y22Z22NL.

Observa-se na fig.(4.3) que o problema tridimensional tende a se tornar um problema

unidimensional caso todas as superfícies sejam isoladas exceto x = 0.
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(a) Comparação entre as soluções

X22Y22Z22NL e X22NL

(b) Diferença relativa entre as soluções

X22Y22Z22NL e X22NL

Figura 4.4: Comparação entre as soluções X22Y22Z22NL e X22NL

4.2.1 Representação Gráfica - Modelo X22NL

Apresenta-se nesta seção a representação gráfica da solução do problema X22NL, o com-

poramento do termo k(T ) e a comparação dos resultados obtidos analiticamente com a si-

mulação numérica usando o software Comsol Multiphysics R©.

Observa-se que a implementação da solução analítica, foi feita usando o software Scilab

com os parâmetros dados pela Tab.(4.2)

Tabela 4.2: Propriedades térmicas que serão aplicadas nos modelos X22NL e Comsol.

Notação Valor Unidade

L 0, 01 m
x 0 m

T (0, t) 0
◦

C
k(T ) k0(1 +AT ) Wm−1K−1

k0 12, 9 Wm−1K−1

α0 3, 95× 10−6 m2s−1

A 1× 10−3 K−1

q 1× 105 W

A Fig. (4.2.1) apresenta o comportamento do termo k(T ) considerando as propriedades

apresentadas pela Tab.(4.2)

A Fig. (4.6) apresenta a comparação entre os comporamentos das soluções analíticas

X22L e X22NL, dada pela Eq.(3.12).
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valores de k(T ), o que faz com que a temperatura seja menor para o modelo não linear.

4.3 Representação Gráfica - Modelo X22Y22Z22NL

Calcula-se também as temperaturas do problema tridimensional em três pontos distintos

considerando uma área parcial de fluxo de calor delimitada por 0 ≤ x ≤ L/5 e 0 ≤ z ≤ R/50

sobre a superfície y = W considerando as propriedades térmicas e geométricas dadas pela

Tab.(4.3) e o tempo de simulação de t = 60s.

Tabela 4.3: Propriedades térmicas e geométricas que serão aplicadas nos modelos
X22Y22Z22NL.

Notação Valor Unidade

L = W 0, 01 m
R 0, 1 m

T (0, t) 20
◦

C
k(T ) k0(1 +AT ) Wm−1K−1

k0 12, 9 Wm−1K−1

α0 3, 95× 10−6 m2s−1

A −1× 10−3 K−1

q 1× 106 W

E nos pontos:

• T1 = (L
5
,W, 4R

50
),

• T2 = (4L
5
,W, 4R

50
),

• T3 = (0, W
2
, R
50
).

Como apresentados pela Fig.(4.7).

As temperaturas calculadas nestes pontos específicos simulam um processo real de usina-

gem, onde são fixados termopares na ferramente de corte.

A Fig. (4.8) apresenta as temperaturas para os pontos escolhidos. Pode-se observar

temperaturas mais altas para a posição T3 devido a proximidade com a fonte de calor.
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4.4 Comparação: Solução Analítica Com Método Numé-

rico

Apresenta-se nesta seção uma comparação das soluções X22NL e X22Y22Z22NL com suas

respectivas soluções obtidas através de simulações numéricas, via Comsol.

Uma vez que as soluções analíticas X22NL e X22Y22Z22NL são soluções aproximadas,

entende-se, neste caso, que uma comparação com soluções numéricas apresenta uma boa

ferramenta de verificação de ambas soluções.

Assim, usando o software Comsol Multiphysics R©, simulou-se problema X22 usando os

mesmos parâmetros do modelo analítico. Em seguida, os dados obtidos numericamente foram

comparados aos resultados analíticos e apresentados na Fig.(4.9). Observa-se, na Fig.(4.9),

que as soluções, numérica e analítica são concordantes, sendo a diferença relativa entre as

soluções menores que 2, 7%, Fig.(4.10).

Nota-se que, com o aumento do tempo há um aumento nas diferenças entre os perfis

analítico e numérico, onde as temperaturas numéricas tendem a ser maiores.

Este fato se deve a aproximação α(T ) = α0 realizada analiticamente, onde, no ambiente

Comsol os valores de α permanecem não lineares, pois, numericamente são obtidos através

da relação α = k(T )ρ−1C−1
p . Observe que no modelo analítico α = α0.

Figura 4.9: Comparação entre as soluções X22NL analítica e X22NL COMSOL
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Figura 4.10: Diferença relativa entre entre as soluções X22NL analítica e X22NL COMSOL

Apresenta-se a seguir uma comparação da solução X22NL com dados de temperatura

experimentais, obtidos na literatura.

4.5 Comparação: Solução Analítica X22NL Com Tempe-

raturas Experimentais

Apresenta-se nesta seção a comparação e análise da solução analítica de um problema do

tipo X22, cuja solução é dada pela Eq.(3.16) com temperaturas obtidas experimentalmente

em um problema térmico de mesma característica.

Pretende-se então, usar os valores de temperaturas adquiridos experimentalmente, jun-

tamente com o comportamento da condutividade térmica não linear para fazer comparações

aos resultados apresentados pela Eq.(3.16),usando-se as mesmas condições.

4.5.1 Tillmann (2005)

Foi realizado por Tillmann (2005) o aquecimento de uma amostra de Policloreto de Vi-

nila (PVC) de dimensão 245 × 25 × 245mm, relacionados as coordenadas cartesianas x, z, y
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Serão consideradas para caráter comparativo apenas as temperaturas obtidas pelo termo-

par T1.

A partir dos dados adquiridos, e usando ténicas de otimização, Tillmann (2005) obteve

o comportamento das propriedades k e α, condutividade e difusividade térmica, respectiva-

mente.

Os valores de k obtidos por Tillmann (2005) podem ser observados pela Fig.(4.12). Ob-

serve que k neste caso é composto de valores discretos. Fez-se, assim uma aproximação

usando um polinômio primeiro grau. O polinômio interpolador foi obtido através do software

matemático Wolfram Alphar, é dado por:

k(T ) = −AT +B, (4.1)

onde A = 0, 000173557 e B = 0, 159789.

Observa-se na Fig.(4.13) as diferenças entre os valores estimados para k Tillmann (2005)

e a aproximação realizada pela função k(T ).

Uma vez que a solução analítica X22NL requer funções contínuas para k(T ) e fluxo de

calor F (t), foram obtidas curvas de ajuste tanto para os dados discretos da condutividade

térmica, como para o fluxo de calor experimental.

As Figs. (4.12)-(4.13)-(4.2) apresentam graficamente estes ajustes.

Figura 4.12: Valores experimentais de k e valores da função k(T )
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Figura 4.13: Diferença absoluta entre k estimado e a função k(T ). Eq.(4.1)

A curva:

F (t) = 400e−0,05t, (4.2)

modela, analiticamente, o fluxo discreto usado.
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Figura 4.14: Fluxo de calor ajustado pela Eq.(4.2)

A Tabela (4.4) apresenta as propriedades térmicas e geométricas usadas por Tillmann

(2005) e que serão usadas no modelo X22NL.

Tabela 4.4: Propriedades térmicas e geométricas que serão usadas no modelo X22NL.

Notação Valor Unidade

L 0, 025 m

T (0, t) 20, 81
◦

C
k(T ) −A+BT Wm−1K−1

k0 0, 1560 Wm−1K−1

α0 1, 30× 10−6 m2s−1

A 0, 000173557 K−1

B 0, 159789 K−1

q 400 W
t 2000 s
dt 1 s

Assim, para a posição x = 0 calcula-se as temperaturas. Usou-se a posição x = 0

para os cálculo das temperaturas devido ao fato que serão comparadas aos valores obtidos

experimentalmente, para a posição do termopar T1.

A Fig.(4.15) apresenta a comparação entre as temperaturas obtidas analiticamente e

experimentalmente. Observa-se que as temperaturas provenientes do modelo não linear são
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Figura 4.16: Esquema esperimental usado por Wang et al. (2018)

Por se tratar de um problema bidimensional onde a dimensão y é o dobro da dimensão

x opta-se, sem perda de generalidade, por usar a solução analítica X22 unidimensional para

fins de comparação.

O fluxo de calor q1(t) usado por Wang et al. (2018), Eq.(4.3), foi aplicado no ponto

x = Lx. A Fig.(4.17) mostra graficamente o fluxo de calor.

q1(t) = 3× 105(1− e−0,1t) + 2, 5× 105sen

(
πt

60

)
, (4.3)
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Figura 4.17: Fluxo de Calor Wang et al. (2018)

Wang et al. (2018) também apresentou, em forma de tabela, os valores para a condutivi-

dade térmica dependente da temperatura, que podem ser observados pela Tab.(4.5).

Tabela 4.5: Condutividade térmica dependente da temperatura Wang et al. (2018)

Temperatura oC Condutividade Térmica W/mK

0 61, 5
100 58, 2
200 54, 4
300 50, 2
400 45, 5
500 41, 2
600 36, 8

Analogamente, como os dados da Tab.(4.5) são dados de forma discreta o uso da solução

X22NL requer uma função de ajuste cotínua. O procedimento para obtenção da função k(T )

para este caso é análoga a mostrada na seção (4.5.1). Apresenta-se a seguir, Fig.(4.18), a

representação gráfica resultante da operação realizada.
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Figura 4.18: Valores experimentais de k e valores da função k(T )

Dessa forma resta apenas determinar a inversa da integral de k(T ) = k0 − AT , para que

se possa explicitar a solução analítica tipo X22 para o problema. Assim:

T (x, t) =

[∫ T

0

1

k0
k(T )dT

]−1

. (4.4)

Obtendo-se:

T (x, t) =
1

A
(
√
k2
0 + 2k0AΦ− k0), (4.5)

que é a solução analítica para o problema X22NL nestas condições.

A fig.(4.19) apresenta as temperaturas obtidas por Wang et al. (2018) e pela solução

analítica X22NL considerando as mesmas propriedades, que são apresentadas pela Tab.(4.6).

Observa-se na Fig.(4.19) que os perfis térmicos apresentam boa concordância, com uma

diferença relativa de aproximadamente 20% para entre os tempos 20s ≤ t ≤ 80s. Isto se dá

devido ao fato que o problema proposto por Wang et al. (2018) é bidimensional e foi feita

uma aproximação unidimensional para a solução analítica X22NL.
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Tabela 4.6: Propriedades térmicas usadas por Wang et al. (2018) e o modelo X22NL

Notação Valor Unidade

Lx 0, 075 m
Ly 0, 15 m

TC1
(
19Lx
30

)
m

T (0, t) 20
◦

C
k(T ) k0 −AT Wm−1K−1

k0 61, 5 Wm−1K−1

α0 1, 7× 10−5 m2s−1

A 0, 0407143 K−1

t 120 s
dt 0, 6 s

Observa-se assim uma boa aproximação da solução analítica ao modelo apresentado,

mesmo considerando a simplificação geométrica.

Cabe observar que foram comparadas temperaturas obtidas analiticamente com tempera-

turas experimentais ou numéricas que podem apresentar erros de medição, arredondamento

ou truncamento.

Como pode-se observar que um dos objetivos deste trabalho é de se determinar, de forma

analítica, o fluxo de calor e a difusividade térmica em função da temperatura a partir de

temperaturas obtidas por experimentos simulados analiticamente e numericamente. Estes

procedimentos serão apresentados a seguir.





Capítulo 5

Problema Inverso Não Linear:

Estimativa de Fluxo de Calor Usando

Soluções Analíticas

5.1 Introdução

Apresenta-se neste capítulo a metodologia para problemas inversos onde objetiva-se es-

timar o fluxo de calor e condutividade térmica dependente da temperatura. Para tal será

feito um estudo sobre a determinação da função de transferência não linear para adaptação e

aplicação do método TFBGF (transfer function based on Green’s Functions) para problemas

não lineares. Também será abordado a metodologia para determinação da condutividade

térmica dependente da temperatura.

5.2 Função de Tranferência Não Linear

Nesta seção detalha-se o procedimento de identificação e análise da função de transferência

para um problema não linear.

Em sistemas dinâmicos três são as variáveis a serem estudadas, a excitação, a função

tranferência e a resposta do sistema. Os problemas são resolvidos conhecendo-se sempre

duas variáveis e estimando a terceira: Os problemas inversos são aqueles em que a partir do

conhecimento do sistema e de sua resposta (efeito) estima-se a excitação (causa). É possível

analisar problemas de condução de calor fazendo-se uma analogia aos sistemas dinâmicos

(FERNANDES, 2013).

A aplicação da técnica TFBGF consiste em usar o teorema da convolução para explicitar
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analiticamente a função de transferência, e, conhecendo as temperaturas experimentais ou

simuladas determinar o fluxo de calor. Pretende-se então, realizar uma adaptação da técnica

TFBGF para a estimativa de fluxo de calor quando se trata de problemas não lineares, visto

que neste caso, o comportamento do sistema dependerá da sua saida, fato que não ocorre em

sistemas lineares.

Neste sentido, Bendat e Piersol (2010) definem sistema não linear como um sistema que

atua instantaneamente na presença de uma excitação em um arranjo não linear. A saída do

sistema é função, tanto da entrada quanto do comportamento do sistema, isto é, a saída do

sistema por ser descrita matematicamente como:

y(t) = g(x(t)), (5.1)

onde y(t), x(t) e g(x) são respectivamente a entrada, saída e comportamento do sistema não

linear, fig.(5.1).

Em outras palavras, quando o sistema g(x) é não linear isso quer dizer que para quaisquer

constantes a1, a2 e quaisquer entradas x1(t), x2(t) tem-se

g(a1x1 + a2x2) 6= a1g(x1) + a2g(x2), (5.2)

pois g(x) é não aditivo ou não homogêneo.

Observa-se também que quando x(t) é transladado para x(t + τ) e como y(t) = g[x(t)]

então tem-se y(t+ τ) = g[x(t+ τ)].

Então pode-se observar, que sistemas dinâmicos não lineares não podem ser expressa-

dos matematicamente por uma operação de convolução entre a entrada e saída do sistema,

uma vez que, os dados de saída possuem dependência contínua dos dados de entrada e do

comportamento do sistema, como pode ser observado pela Fig.(5.1).

O que ocorre em sistemas térmicos é análogo ao observado por Bendat e Piersol (2010), os

dados de saída possuem dependência contínua dos dados de entrada e do comportamento do

sistema térmico, uma vez que, as propriedades térmicas do sistema são dependentes da tem-

peratura. Isto é, um sistema térmico não linear pode ser descrito pela função h(α, k(T ), x, t),

onde k(T ) apresenta a dependência da entrada do sistema, que é responsável pela variação

de temperatura ∆T .
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Fazendo a entrada do sistema, descrito pela Eq.(5.3) um pulso de calor, isto é: q(t) = δ(τ)

(FERNANDES, 2013), e observando que no método funções de Green, a função h̃(x, t−τ) é a

FG característica ao problema térmico e que, sem perda de generalidade, a FG para qualquer

sistema térmico é dada em termos de t− τ , obtém-se:

Φ(x, t) = h̃(x, t) ∗ q(t) = α0

k0

∫ τ

0

Gx22(x, t|x′, t− τ)δ(τ)dτ, (5.4)

onde: Gx22(x, t|x′, τ) é dada por Beck et al. (2010).

Gx22(x, t|x′, τ) =
1

L
+

2

L

∞∑

m=1

e−β2
mα0(t−τ)cos(βmx)cos(βmx

′), (5.5)

da propriedade de elemento neutro da convolução: δ ∗ h = h, tem-se que:

h̃(t) =
α0

k0

∫ τ

0

Gx22(x, t|x′, t− τ)δ(τ)dτ =
α0

k0
Gx22(x, t|x′, t). (5.6)

Assim,

h̃(t) =
α0

k0

[
1

L
+

2

L

∞∑

m=1

e−β2
mα0tcos(βmx)cos(βmx

′)

]
. (5.7)

Observe que: δ ∗ h = h, e portanto não existe a não necessidade de se resolver a integral

temporal.

Porém, como

δ(t) ∗ h(t) = T (x, t), (5.8)

e da propriedade de elemento neutro da convolução tem-se que:

h(x, t) ∗ δ(t) = h(x, t) ⇒ h(x, t) = T (x, t), (5.9)
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de acordo com (FERNANDES, 2013). Note que, de forma análoga:

δ(t) ∗ h̃(t) = h̃(t) ⇒ h̃(t) = Φ(x, t), (5.10)

e a partir da transformação inversa de Kirchhoff tem-se:

T (x, t) = k−1(Φ(x, t)). (5.11)

Assim, a partir das Eqs.(5.9)-(5.10) pode-se concluir que a resposta impulsiva para um

problema não linear é dada por:

h(x, t) = k−1(h̃(x, t)). (5.12)

Desta forma:

T (x, t) = q(t) ∗ k−1(h̃(x, t)). (5.13)

Também é propriedade da convolução o fato que, o operador convolução no domínio

do tempo torna-se o operador multiplicação no domínio da frequência. Assim, aplicando a

transformada de Laplace na Eq.(5.13) tem-se que:

L[T (x, t)] = L[q(t) ∗ k−1(h̃)] = L[q(t)] · L[k−1(h̃)]. (5.14)

Assim:

T (s) = q(s) · H̃(s) ⇒ q(s) =
H̃(s)

T (s)
, (5.15)

onde H̃(s) = L[k−1(h̃)] é a função de Transferência e possibilita a estimativa do fluxo de

calor quando se tem um problema de condução de calor não linear.
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Considerando, hipoteticamente, k(T ) = k0(A+ BT ) tem-se que:

h(x, t) = k−1(h̃) = −

√
2Bh̃(x, t) + A2 − A2

B
, (5.16)

onde a função k−1(h̃) é a inversa da integral de k(T ) aplicada a h̃ de forma análoga a descrita

anteriormente.

Assim, a função de transferência de um sistema térmico não linear é dada pela tansfor-

mada de laplace da resposta impulsiva, Eq.(5.16). Observa-se que a função de transferência

fornece informações inerentes ao sistema térmico.

Deve-se também observar, que a função de transferência para o sistema não linear defi-

nida pela Eq.(5.16) apresenta a dependência de k(T ) através das constantes A e B que são

invariantes no tempo e espaço.

De posse da função de transferência e temperaturas é possível determinar o fluxo de

calor (excitação) imposto ao sistema, entretanto, deve-se analisar se existe a transformada de

Laplace da resposta impulsiva e a estabilidade dos problemas direto e inverso. Esta análise

será discutida na seção seguinte.

5.3 Análise de Estabilidade

Como dito anteriormente, a função de transferência de um problema térmico pode ser

definida como a transformada de Laplace da resposta impulsiva do problema, dado pela

Eq.(5.16).

Desta forma pergunta-se: Existe a transformada de Laplace da resposta ao impulso do

sistema, em outras palavras, existe L[k−1(h̃)]? E se existe é estável?

Pode-se definir a transformada de Laplace como: Seja uma função f : [0,+∞) → R a

transformada de Laplace é a função F (s) tal que:

F (s) =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt, (5.17)

onde f(t) é a função a ser transformada para o domínio da frequência.

Se a integral, Eq.(5.17) for convergente então s terá a forma s = a+ bi com a e b ∈ R

O integrando na Eq.(5.17) é o produto de ua função f(t) por uma função exponencial

negativa que tem o declínio a partir de um dado s > 0. Isto implica que e−st → 0 quando
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t → ∞. Se e−st faz com que o integrando corresponda a uma função exponencial implica que

a integral apresente convergência.

Dizemos que f : [0,+∞) → R é de ordem expoencial se existirem M > 0 e γ tal que:

|f(t)| ≤ Meγt ∀ t > 0 (5.18)

Observa-se que na Eq.(5.18) a função f(t) corresponde a Eq.(5.7) onde, se avaliada em

x = 0 resulta em:

h̃(t) =
α0

k0L
+

2α0

k0L

∞∑

m=1

e−β2
mα0tcos(βmx) (5.19)

Considerando o fato que:

|a+ b| ≤ |a|+ |b|, (5.20)

este fato permite analisar termo a termo a equação. Assim, deve-se mostrar se existem M > 0

e γ tais que:

∣∣∣ α0

k0L

∣∣∣ ≤ Meγt (5.21)

e

∣∣∣2α0

k0L

∞∑

m=1

e−β2
mα0tcos(βmx)

∣∣∣ ≤ Meγt (5.22)

Observa-se que a Eq.(5.21) é satisfeita quando M = α0

k0L
≥ 0 e γ = 0 da mesma forma

que a Eq.(5.22) se satisfaz quando M = 2α0

k0L

∑
∞

m=1 cos(βmx) ≥ 0 e γ = −β2
mα0

Nota-se também que h(x, t) = k−1(h̃(x, t)) existe pois trata-se da função inversa da inte-

gral de k(T ) que é uma função contínua, integrável e linear.

Assim, conclui-se que existe a transformada de Laplace da função h(x, t) = k−1(h̃(x, t)).

Sobre a estabilidade do sistema dinâmico obseva-se o Teorema do Valor Final que afirma
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que um sistema dinâmico é estável se:

lim
t→∞

h(x, t) = lim
s→0

sH(s, t), (5.23)

Logo deve-se mostrar a igualdade dos limites na Eq.(5.23).

Considerando:

k(T ) = k0(1 + A1T + · · ·+ AnT
n), n ∈ N, (5.24)

e:

h̃(t) =
α0

k0L
+

2α0

k0L

∞∑

m=1

e−β2
mα0tcos(βmx), (5.25)

então a resposta impulsiva será dada por:

h(x, t) = k−1[h̃(x, t)], (5.26)

e a função de transferência:

H(x, s) = L[h(x, t)]. (5.27)

Observa-se que as funções dadas nas Eq.(5.26) e Eq.(5.27) são referentes ao problema não

linear.

De forma análoga:

H̃(x, s) = L[h̃(x, t)], (5.28)

é a resposta impulsiva do problema linear.

Fazendo An → 0, n ∈ N na Eq.(5.24) tem-se como consequência o fato que k(T ) → k0 e

ainda que:
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h(x, t) → h̃(x, t) (5.29)

H(x, s) → H̃(x, s), (5.30)

e facilmente pode-se notar que:

lim
t→∞

h̃(x, t) = lim
s→0

sH̃(x, s) =
α0

k0L
, (5.31)

e pode-se concluir que:

lim
t→∞

h(x, t) = lim
s→0

sH(x, s) =
α0

k0L
. (5.32)

Desta forma pode-se concluir a partir do Teorema do Valor Final que o sistema dinâmico

não linear é estável.

Resta analizar se o sistema dinâmico inverso também e estável, isto é, Se o produto:

T (x, s)

H(x, s)
, (5.33)

é estável.

Assim, segundo Fernandes (2013) o sistema poderá ser considerado estável se para cada

possível função limitada de entrada:

T (x, t) = L−1[T (x, s)], (5.34)

produzir uma função de saida:

q(x, t) = L−1[q(x, s)], (5.35)

para um sistema com resposta impulsiva:

1

h(x, t)
. (5.36)
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Assim, um sistema físico pode ser dito estável se para cada função limitada de entrada

produzir uma função limitda de saida (FERNANDES, 2013).

Assim:

|q(x, t)| =
∫

∞

0

|T (x, t)|
|h(x, t)| dt, ∀ t > 0, (5.37)

dessa maneira devem existir constantes A e B tais que:

|T (x, t)| ≤ A (5.38)
∣∣∣ 1

h(x, t)

∣∣∣ ≤ B (5.39)

Como T (x, t) são temperaturas experimentais, medidas através de um sistema físico rea-

lizável, logo existe A tal que |T (x, t)| ≤ A, como mostrado por Fernandes (2013).

Mostra-se que a função
∣∣∣ 1
h(x,t)

∣∣∣ é convergente e limitada, isto é existe B tal que
∣∣∣ 1
h(x,t)

∣∣∣ ≤ B
calculando o limite:

lim
t→∞

1

h(x, t)
, (5.40)

Este limite é o inverso ao calculado na aplicação do Teorema do Valor Final, logo:

lim
t→∞

1

h(x, t)
=

koL

α0

. (5.41)

Pode-se assim concluir que o sistema dinâmico inverso é estável e pode ser usado para

estimativa de fluxo de calor em problemas térmicos não lineares.

Uma propriedade interessante da Transformada de Laplace é a translação no eixo da

frequência e do tempo Saute, Azevedo e Strauch (2019), isto é: Se F (s) é a transformada de

Laplace da função f(t) definida para s > s0 então:

L[eatf(t)] = F (s− a) (5.42)

Isto é, há um deslocamento a para a direita no gráfico de F .
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Este fato implica diretamente nas estimativas de fluxo de calor usando a função fft via

Scilab ou Matlab onde é provocado um deslocamento do fluxo de calor estimado para direita

com relação ao fluxo de calor simulado.

Aborda-se a seguir a aplicação da técnica a um problema unidimensional do tipo X22,

onde pretende-se estimar, de forma simulada, o fluxo de calor.

5.4 Aplicação: Problema Térmico X22NL

Apresenta-se nesta seção a aplicação da técnica desenvolvida para estimativa do fluxo de

calor aplicado a um problema unidimensional tipo X22NL. Dessa maneira serão usadas as

temperaturas provenientes da implementação da solução analítica X22 e função de transfe-

rência não lineares

A Tab.(5.1) apresenta as propriedades térmicas e geometria que serão usadas para as

estimativas de fluxo de calor. Observando que para a estimativa de fluxo de calor a forma

de k(T ) deve ser conhecida.

Tabela 5.1: Propriedades térmicas e geométricas usadas para estimativa de fluxo de calor

Notação Valor Unidade

L 10× 10−2 m
x 0, L/2, L m

T (0, t) 25
◦

C
k0 401 Wm−1K−1

α0 117× 10−6 m2s−1

t 200 s
dt 1 s

Considerando a condutividade térmica como k(T ) = k0(1+AT ) onde A = 1×10−3 pode-

se simular temperaturas a partir de diferentes formas de fluxo e usando a Eq.(??) estimar o

fluxo de calor que foi imposto.

como já visto a solução analítica não linear considerando a condutividade térmica k(T ) =

k0(1 + AT ) é dada por:

T (x, t) = k−1(Φ) ⇒ T (x, t) =
1

A

(√
1 + 2AΦ(x, t)− 1

)
, (5.43)

Como serão usados diferentes formas de fluxo de calor então escolhe-se o uso da solução
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aparente Φ(x, t) híbrida, que é dada por:

Φ(x, t) = Φ0+
α0

k0L

N−1∑

n=1

qn(tn+1−tn)+
2α0

k0L

M∑

m=1

cos(βmx)

β2
mα0

N−1∑

n=1

qn(e
−β2

mα0(t−tn+1)−e−β2
mα0(t−tn)).

(5.44)

A Fig.(5.3) apresenta o fluxo de calor do tipo onda quadrada “step heat flux ” aplicado ao

ponto x = 0. Observa-se que o fluxo de calor desta característica apresenta valor máximo

para 40s < t < 140s pode-se notar também que exatamente quando t = 40s e t = 140s existe

um salto de zero para os valores máximo e mínimo respectivamente.

A Fig.(5.4) apresenta as temperaturas simuladas que foram geradas usando o fluxo de

calor, Fig.(5.3), e as propriedades geométricas e térmicas, Tab.(5.1)para as posições x = 0,

x = L/2 e x = L. Observa-se um ganho maior de temperatura para as posições mais próximas

a fonte de calor.

A reposta impulsiva é apresentada pela Fig.(5.5) para as posições x = 0, x = L/2 e x = L

respectivamente.

É importante notar que a resposta impulsiva será a mesma para todas as simulações, pois

se trata da mesma geometria e propriedades usadas.

Figura 5.3: Fluxo de calor usado para simulação de temperaturas experimentais
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Figura 5.4: Temperaturas simuladas para as posições x = 0, x = L/2 e x = L

As Fig.(5.6 a) apresentam respectivamente o fluxo de calor estimado e simulado para a

posição x = 0, observa-se que exatamente no tempo t = 40s, ponto de início do fluxo, um

pico elevado no fluxo estimado, esta divergência é donominada overshoot Fernandes (2013)

que é devido a mudança brusca de valores de fluxo.

Isto é, instantaneamente o fluxo de calor salta de zero para seu valor máximo. Este

fenômeno também pode ser observado na estimativa do fluxo de calor constante. Nota-se

também que para o tempo t = 140s o fonômeno não é observado.

É evidenciado o efeito do overshoot quando se observa as diferenças percentuais Fig.(5.6

b) entre o fluxo estimado e simulado.

As Figs.(5.7a - 5.8a) apresentam a estimativa de fluxo de calor para as posições x = L/2 e

x = L respectivamente. Observa-se a o deslocamento dos fluxos de calor estimados à direita

com relação ao fluxo simulado, este fato é devido a propriedade de translação no eixo da

frequência.

Este fato implica diretamente no cálculo das diferenças percentuais entre as estimativas

e o fluxo simulado, Figs. ((5.7b - 5.8b)) onde as diferenças são grandes nos pontos de

descontinuidade do fluxo simulado. Contudo, observa-se diferenças menores que 10% onde o

fluxo de calor é constante. O que aparenta uma boa estimativa.

De forma análoga, porém usando para este teste A = −1 × 10−3 faz-se a análise para a

estimativa de um fluxo de calor tipo gaussiano.

Observa-se na Fig. (5.9a) as temperaturas geradas usando o fluxo de calor com amplitude

de q = 1× 106.



69

Figura 5.5: Resposta impulsiva

(a) Estimativa x = 0 (b) Diferença relativa

Figura 5.6: Estimativa e diferença relativa para x = 0

Nota-se que como A < 0 o comportamento de k(T ) é decrescente. Pode se observar uma

variação térmica ∆T = 225◦C para a posição x = 0.

Os fluxos de calor estimados para as posições x = 0, x = L/2 e x = L respectivamente

são apresentados pela Fig. (5.9b).

Observa-se um comportamento inesperado na estimativa em x = 0 para os primeiros e

últimos tempos, esse fato se deve a proximidade da fonte de calor. Observa-se fato semelhante

quando estima-se o fluxo para o caso de fluxo tipo onda quadrada.

Para as demais posições x = L/2 e x = L não nota-se esta anomalia, contudo pode-se

observar o efeito de translação das estimativas para estas posições, as diferenças relativas,

desconsiderando o efeito de translação são de 10% e zero respectivamente.
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(a) Estimativa x = L/2 (b) Diferença relativa

Figura 5.7: Estimativa e diferença relativa para x = L/2

(a) Estimativa x = L (b) Diferença relativa

Figura 5.8: Estimativa e diferença relativa para x = L

Para ambos testes observa-se a possibilidade da estimativa de fluxo na face oposta a que é

imposta o fluxo de calor, concordando com a possibilidade de aplicação prática deste método.

Considerando agora uma variação de aproximadamente 62% em k(T ) que impactará dras-

ticamente nas temperaturas geradas pelo modelo não linear. Realiza-se a estimativa de fluxo

de calor para a posição x = L.

Para tal, considera-se A = −3 × 10−3 e um fluxo de calor tipo gaussiano de amplitude

q = 1× 106 e T (x, 0) = 0◦C.

Assim, as Figs.(5.10) apresentam respectivamente o comportamento de k(T ), as tem-

peraturas geradas a estimativa comparada ao fluxo de calor simulado e as temperaturas

recalculadas

Observa-se mais uma vez a presença da translação da estimativa com relação ao fluxo

imposto, nota-se também que a diferença máxima apresentada é inferior a 10%.
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(a) Temperaturas geradas por um fluxo de ca-
lor gaussiano.

(b) Comparativo entre fluxo de calor estimado
em três posições e o fluxo imposto.

Figura 5.9: Temperaturas geradas a partir de um fluxo gaussiano e resultados da apliacação
da técnica para estimativa de fluxo de calor.

Em problemas práticos, ocorre que não se conhece o fluxo de calor que foi imposto expe-

rimentalmente para que se faça comparação entre os fluxos (experimental e imposto). Assim

recalcula-se as temperaturas usando o fluxo de calor estimado e faz-se a comparação.

A Fig.(5.10d) apresenta a comparação das temperaturas simuladas com as recalculadas a

partir do fluxo de calor estimado Fig.(5.10c). Observa-se grande proximidade entre os perfis

térmicos apresentando diferenças inferiores a 0, 5%.

Este fato mostra que a estimativa, mesmo estando defasada com relação a simulada ainda

é capaz de reconstituir as temperaturas.

Pode-se notar que a metodologia desenvolvida apresenta uma ferramenta robusta para

estimativa de fluxo de calor para problemas não lineares.

Assim, para estimar o fluxo de calor deve-se conhecer as temperaturas amostradas em

um problema real e a resposta impulsiva, que foi tratada neste capítulo.

Observa-se também que, as temperaturas experimentais, para aplicação do método podem

ser provenientes de apenas um ponto de acesso da geometria. Fato que pode ser visto como

facilitador para aplicações práticas, pois pode diminuir o tempo e o custo experimental ou

quando se possui apenas uma superfície de acesso.

Desta forma conclui-se que é possível estimar fluxo de calor quando se trata de um pro-

blema não linear de forma rápida, pois, a resposta impulsiva apresenta-se de fácil implemen-

tação, e quando implementada apresenta baixo custo computacional em sua execução.

Apresenta-se no próximo capítulo a abordagem da estimativa da condutividade térmica

variando com a temperatura.
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(a) Variação de k(T ) (b) Temperaturas geradas a partir do uso do
fluxo de calor imposto.

(c) Comparação entre o fluxo imposto e esti-
mado.

(d) Comparativo entre as temperaturas recal-
culadas usando o fluxo estimado e o fluxo im-
posto.

Figura 5.10: Comparativo entre fluxo de calor etimado e temperaturas recalculadas usando
o fluxo de calor estimado.



Capítulo 6

Problema Inverso Não Linear:

Estimativa da Condutividade Térmica

Dependente da Temperatura Usando

Soluções Analíticas

6.1 Intodução

Apresenta-se neste capítulo o desenvolvimento de um método para estimativa do compor-

tamento da condutividade térmica variando com a temperatura. A relevância deste estudo

se dá na obtenção da descrição completa do comportamento da condutividade térmica de um

material variando com a temperatura.

6.2 Desenvolvimento da Técnica

Esta seção é dedicada ao desenvolvimento da técnica para estimativa do comportamento

da condutividade térmica dependente da temperatura. Reescrevendo

Φ = k(T ) =
1

k0

∫ T

0

k(T̂ )dT̂ . (6.1)

Onde a Eq.(6.1) é a definição da transformada de Kirchhoff, e k(T ) = F (k0, A1, A2, · · · , An, T )

é uma função genérica para o comportamento da condutividade térmica. Observa-se que F

é função da condutividade térmica de referência, das constantes A e da temperatura T .

73
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Supondo uma função genérica do tipo: F (k0, A1, A2, · · · , An, T ) tal que F seja contínua,

integrável e sua integral possua inversa, logo, pela definição de integral definida, existe uma

única função F̂ tal que:

Φ = k(T ) =
1

k0

∫ T

0

F (k0, A1, A2, · · · , An, T̂ )dT̂ = F̂ (k0, A1, A2, · · · , An, T ) (6.2)

Observa-se que:

T (x, t) = k−1(Φ) (6.3)

Que é a aplicação inversa da transformada de Kirchhoff, para determinação das tempe-

raturas em termos de T (x, t). Assim, tem-se que:

T (x, t) = F̂−1(k0, A1, A2, · · · , An,Φ), (6.4)

onde a função Φ(x, t) na Eq.(6.4) representa as temperaturas obtidas pela versão linear do

problema.

Desta forma, a partir da definição dos valores A1, A2, · · · , An pode-se apresentar a função

T (x, t), como aplicado no capítulo 3.

Mas o que ocorre em casos práticos é que não se conhece o comportamento da função

k(T ). São conhecidos apenas os valores de temperaturas obtidos experimentalmente.

Assim, pretende-se, determinar o comportamento da função k(T ) a partir do cohecimento

de temperaturas experimentais de um problema não linear.

Como visto na Eq.(6.4), F depende das temperaturas provenientes da versão linear do

problema térmico. Assim, modela-se o problema proposto por uma equação diferencial linear,

com as mesmas condições de contorno, geometria e propriedades témicas a fim de obter-se

as temperaturas aparentes relacionadas ao problema não linear, isto é, o termo Φ(x, t).

Desta forma, a partir do conhecimento dos termos T (x, t) e Φ(x, t) da Eq.(6.4) resta a

determinação dos coeficientes A1, A2, · · · , An.

Apresenta-se a seguir a obtenção dos coeficientes A1, A2, · · · , An. para alguns casos par-

ticulares de k(T ).

Nestes testes as temperaturas experimentais serão obtidas sinteticamente através de si-

mulações numéricas considerando as propriedades térmicas conhecidas.
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6.3 Caso Particular: k(T ) = k0(1 + AT )

Considerando o caso particular k(T ) = k0(1 + AT ), onde A é uma constante. Obtém-se:

Φ(x, t) = k(T ) =
1

k0

∫ T

0

k0(1 + AT̂ )dT̂ ⇒ Φ(x, t) = k(T ) =
AT 2

2
+ T (6.5)

Então:

T (x, t) = k−1(Φ) (6.6)

Logo

T (x, t) =
1

A

(√
1 + 2AΦ(x, t)− 1

)
, (6.7)

é solução de temperatura para o caso particular k(T ) considerado.

Note que na Eq.(6.5), tem-se Φ(x, t) = AT 2

2
+ T onde a constante A pode ser facilmente

isolada se tornando função de T e Φ. Assim, obtém-se:

AT 2 + 2T − 2Φ = 0 (6.8)

onde

A =
−2T + 2Φ

T 2
, T (x, t) 6= 0. (6.9)

Observa-se a restrição T (x, t) 6= 0 na equação anterior. Isso implica que para casos

práticos as temperaturas devem assumir valores não nulos quando medidos em graus Celsius.

Uma alternativa para contorno deste inconveniente é usar temperaturas em escalas absolutas,

como Kelvin.

As temperaturas “experimentais”, aqui chamadas de sintéticas, são obtidas considerando

os seguintes parâmetros.

E com um fluxo de calor do tipo:
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Tabela 6.1: Parâmetros usados para obtenção das temperaturas sintéticas.

Notação Valor Unidade

L 2, 5× 10−3 m
x 0 m

T (0, t) 20
◦

C
k(T ) k0(1 +AT ) −
k0 14, 4 Wm−1K−1

α0 3, 95× 10−6 m2s−1

A A = −2, 67098× 10−6 −
t 300 s
dt 1 s

Figura 6.1: Fluxo de calor usado na obtenção das temperaturas sintéticas.

Devido ao fato de temperaturas experimentais normalmente apresentarem ruídos aleató-

rios inerentes do processo de medição, as temperaturas sintéticas foram obtidas adicionando-

se ruído às simulações, ou seja:

T (x, t) = T (x, t) + ǫσ (6.10)

A Fig.(6.2) apresenta as temperaturas sintéticas com adição do ruído ǫ e desvio padrão

σ geradas pelo modelo não linear.

Usando os mesmos valores apresentados pela Tab.(6.1) determina-se o perfil térmico para
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Figura 6.2: Temperaturas sintéticas com adição de ruído ǫσ.

o problema linear Φ e o seu perfil térmico é apresentado pela Fig.(6.3).

Figura 6.3: Temperaturas do modelo linear dadas em termos de Φ(x, t)

Desta forma, usando a Eq.(6.9) onde Φ(x, t) e T (x, t) são as temperaturas experimental

(sintéticas) e teórica respectivamente pode-se determinar a constante A.

Assim:

A =
−2T + 2Φ

T 2
⇒ A = −0, 0000027 (6.11)
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Note que a equação acima, que determina o coeficiente A vai ter como saída um vetor com

300 valores distintos para o coeficiente, isto se dá pois os vetores T e Φ possuem dimensão

300,

Observa-se também que, as dimensões dos vetores de temperatura dependem do tempo

total de duração do experimento.

Outro fator que influencia no fato da obtenção de valores distintos é a presença do ruído

adicionado as temperaturas do problema não linear.

A Fig.(6.4) apresenta os valores obtidos para o coeficiente A.

Figura 6.4: Valores estimados para o coeficiente A e valor médio.

Tillmann (2005) também obteve valores distintos para as estimativas de k, em seu traba-

lho, e, considerou a média dos valores obtidos. Usando uma metodologia análoga, calculou-se

o valor médio de A, como mostrado na Fig.(6.4).

Observa-se que o coeficiente A estimado é exatamente o mesmo que foi imposto para

gerar as temperaturas simuladas. Observa-se também que mesmo com adição de ruído às

temperaturas foi possível obter a função k(T ) através do coeficiente A.

Conclue-se que para qualquer caso onde o modelo k(T ) possue dependência de apenas

uma constante, esta pode ser facilmente isolada e calculada.

Na próxima seção analiza-se a estimativa de constantes para o modelo k(T ) = k0(A+BT ).
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6.4 Caso Particular: k(T ) = k0(A + BT )

Considerando a função k(T ) é dada por k(T ) = k0(A + BT ) onde A e B são constantes

tem-se:

Φ(x, t) = k(T ) =
1

k0

∫ T

0

k0(A+ BT̂ )dT̂ ⇒ AT +
BT 2

2
(6.12)

Como

T (x, t) = k−1(Φ) (6.13)

Tem-se que

T (x, t) = −
√
2BΦ + A2 − A

B
(6.14)

E também:

AT +
BT 2

2
= Φ (6.15)

Neste caso, não é possível isolar as constantes A ou B sem que ambas fiquem em função

uma da outra, porém, como as funções T (x, t) e Φ(x, t) são conhecidas, pode-se escrever o

seguinte sistema linear:




AT (x, t1) +

B
2
T (x, t1)

2 = Φ(x, t1)

AT (x, t2) +
B
2
T (x, t2)

2 = Φ(x, t2)
(6.16)

Nota-se que no sistema linear, Eq.(6.16), a primeira equação está relacionada ao tempo t =

1 e a segunda ao tempo t = 2, assim, relaciona-se as temperaturas atuais com temperaturas

futuras onde dt = t2 − t1.
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O sistema linear então pode ser reescrito na forma matricial:

[
A B

] [ T (x, t1) T (x, t2)
T (x,t1)2

2
T (x,t2)2

2

]
=

[
Φ(x, t1) Φ(x, t2)

]
(6.17)

Observa-se que a matriz que contém as constantes a serem determinadas pode ser isoladas

na equação matricial AX = B. Assim:

[
A B

]
=

[
Φ(x, t1) Φ(x, t2)

] [ T (x, t1) T (x, t2)
T (x,t1)2

2
T (x,t2)2

2

]−1

(6.18)

Nota-se que em (6.18) que as temperaturas experimentais T não podem ser sequêncial-

mente nulas, ou seja Tm = 0 e Tm+1 = 0 para m ∈ N resultaria em uma matriz com linhas ou

colunas completamente nulas, implicando diretamente na não existência da matriz inversa

das temperaturas experimentais, impossibilitando a aplicação do método que necessita da

inversão da matriz.

Assim, considerando as informações apresentadas pela Tab.(6.2), analogamente ao caso

anterior, gera-se então as temperaturas sintéticas e aparentes para aplicação do método.

Tabela 6.2: Propriedades térmicas e geométricas para determinação de temperaturas sinté-
ticas e aparentes.

Notação Valor Unidade

L 2, 5× 10−3 m
x 0 m

T (0, t) 20
◦

C
k(T ) k0(A+BT ) −
k0 14, 4 Wm−1K−1

α0 3, 95× 10−6 m2s−1

A A = 1, 01 K−1

B B = −5× 10−4 K−1

t 300 s
dt 1 s

A Fig.(6.5-a) apresenta o fluxo de calor imposto para gerar as temperaturas sintéticas e

aparentes T (x, t) e Φ(x, t) respectivamente.

Ao realizar o procedimento proposto, isto é, resolvendo o sistema linear dado pela Eq.(6.16)

nas variáveis T (x, t) e Φ(x, t) pode-se estabelecer as constantes A e B que determinam k(T ).
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Tabela 6.3: Comparativo entre as constantes A e B estimadas e impostas.

Constante Imposto Estimado Diferença percentual

Sem adição de ruído

A 1, 01 1, 01 0%

B −5× 10−4 −5× 10−4 0%

Com adição de ruído

A 1, 01 0, 998694 1, 1%

B −5× 10−4 −4, 67× 10−4 6, 6%

A Tab.(6.3) apresenta os resultados das estimativas de A e B considerando dois testes,

com e sem ruído. É observado que sem a adição de ruído o método é capaz de detemi-

nar exatamente os valores foram impostos. Já com a adição de ruído foram apresentados

respectivamente as diferenças de 1, 1% e 6, 6% para A e B respectivamente.

Obseva-se que a estimativa de B tem um erro de aproximadamente 6 vezes maior do que

A, contudo, pode-se considerar um erro pequeno e que não compromete na reconstrução da

função k(T ).

As Figs. (6.5-c,d) apresentam respectivamente a reconstrução da função k(T ) a partir das

constantes A e B estimadas e a diferença percentual entre k(T ) imposto e estimado. Nota-se

diferenças percentuais inferiores a 1, 2%.

As diferenças no comportamento de k(T ) estimado Figs. (6.5-c) se deve principalmente

ao termo B, pois este na função k(T ) = k0(A+BT ) representa o coeficiente angular da reta

formada por k(T ), que como dito anteriormente, é 6, 6% menor que o valor imposto.

Embora as estimativas, quando considerado adição de ruído, sejam ligeiramente distantes

pode-se considerar uma boa aproximação aos falores reais, que foram impostos.

Deve-se notar que para realizar a estimativa em um caso real, é necessário conhecer, além

da geometria e fluxo de calor, a condutividade térmica de referência k0 e difusividade térmica

α0 do material a que é submetido o fluxo de calor.

Na proxima seção será mostrado a aplicação do método considerando temperaturas que

não foram geradas pela solução não linear proposta neste trabalho, mas sim, do método

numérico elementos finitos através do software Comsol Multphysics.
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(a) Fluxo de calor imposto (b) Temperaturas sintéticas e aparentes

(c) Comparativo entrea condutividade tér-
mica estimada e imposta.

(d) Diferença relativa entre k(T ) imposto e si-
mulado

Figura 6.5: Fluxo de calor, temperaturas aparentes e sintéticas, estimativa da condutividade
térmica e comparativo entre a condutividade estimada e imposta.

6.5 Estimando a Condutividade Térmica Dependente da

Temperatura a Partir de Temperaturas Sintéticas Ob-

tidas Numericamente

Apresenta-se nesta seção a estimativa da condutividade dependente da temperatura consi-

denrando temperaturas sintéticas obtidas via método numérico usando o software COMSOL.

Simulou-se o problema tipo X22NL com fluxo de calor imposto em x = 0 e isolamento

térmico em x = L onde: 0 ≤ x ≤ L = 10× 10−2m. As propriedades térmicas e as constantes

A e B usadas são apresentadas pela Tab.(6.4).

A metodologia para realizar a estimativa de parâmetros para a função k(T ), é o uso das

temperaturas provenientes da simulação numérica, T (x, t), e as temperaturas geradas pelo

modelo linear analítico, Φ(x, t)).



83

Tabela 6.4: Propriedades térmicas e geométricas usadas para obtenção das temperaturas
sintéticas via Comsol.

Notação Valor Unidade

L 10× 10−2 m
x 0 m

T (0, t) 25
◦

C
k(T ) k0(A+BT ) Wm−1K−1

k0 401 Wm−1K−1

Cp 385 JKg−1K
ρ 8933 gcm−3

A A = 1, 01 K−1

B B = −5× 10−4 K−1

t 300 s
dt 1 s

Figura 6.6: Temperaturas

A Fig.(6.5) apresenta as soluções numérica e analítica, isto é, perfis térmicos dados pelo

Comsol e solução não linear X22NL respectivamente.

Nota-se uma diferença entre as soluções, isso ocorre devido ao fato que, para implemen-

tação de parâmetros via Comsol a difusividade térmica é calculada automaticamente usando

a Eq.(6.19).

α =
k(T )

ρCp

. (6.19)
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Desta maneira o COMSOL usa a difusividade térmica também como um parâmetro não

linear.

Já para o modelo analítico não linear, usou-se a seguinte aproximação α(T ) → α0 pois,

como discutido anteriormente, a difusividade térmica em função da temperatura não apre-

senta grande variação, 0, 45%, para este caso específico. Como pode ser observado pela

Fig.(6.7).

Figura 6.7: Variação de α(T )

A critério de comparação, calculou-se a solução analítica X22NL e comparou-se com os

resultados apresentados pelo Comsol. A Fig.(6.8) apresenta a diferença entre os modelos

analítico e numérico, pode-se ver que a diferença máxima apresentada é menor que 1, 3%.

Desta maneira, pode-se concluir que a aproximação da difusividade térmica para um valor

constante não é danosa para o cálculo das temperaturas para modelos não lineares.

Tabela 6.5: Comparativo entre as constantes A e B estimativas e impostas.

Constante Imposto Estimado Diferença percentual

A 1, 01 1, 0146234 0, 45%

B −5× 10−4 −6, 39× 10−4 27%
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Figura 6.8: Diferença relativa entre as soluções X22NL e Comsol.

A Tab.(6.5) apresenta a comparação entre os os valores das constantes A e B estimadas

e impostas. Pode-se observar uma grande aproximação ao parâmetro A e uma diferença

percentual maior entre o valor estimado B quando comparado ao valor imposto.

Contudo, após as constantes A e B estimadas pode-se reconstruir a condutividade térmica

e compará-la com a condutividade imposta, como mostra a Fig.(6.9). Ambas condutividades

apresentam comportamento decrescente, devido ao parâmetro B < 0 e perfis semelhantes

onde pode ser observado a diferença máxima de 0, 1% como apresentado na Fig.(6.10).

Deve-se notar que é mais expressivo observar as diferenças quando se reconstroi a con-

dutividade térmica a partir dos parâmetros A e B estimados pois, como mostrado na seção

anterior o parâmetro B apresentou uma difença percentual de 6, 6% quando comparado ao

imposto. Porém, quando reconstruída a condutividade térmica observou-se diferenças per-

centuais menores que 1, 2%.

Similarmente observou-se uma diferença de 27% entre o valor de B estimado e imposto.

Porém diferenças menores que 0, 1% quando se compara a condutividade reconstruida com

a que foi imposta.

Pode-se observar uma grande proximidade entre as estimativas, tanto provenientes de mé-

todo numérico ou X22NL com os valores impostos, mesmo considerando o uso da difusividade

térmica não linear usada pelo Comsol.
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Figura 6.9: Comparativo entre k(T ) imposto e reconstruído a partir das constantes A e B.

A estimativa da condutividade térmica dependente da temperatura mostrou-se uma forte

ferramenta para a determinação dos coeficientes de k(T ) e sua reconstrução.

Observa-se que para se estimar o comportamento da condutividade térmica é necessá-

rio o conhecimento de temperaturas experimentais, temperaturas aparentes e propriedades

térmicas de referência, que podem ser facilmente obtidas via literatura.

Outro ponto interessante na aplicação da técnica é o fato que as temperaturas usadas

nas estimativas são provenientes de apenas um ponto da superfície de acesso da geometria,

facilitando assim sua aplicação quando se trata de procedimentos experimentais.

Também deve-se observar que as constantes estimadas são dependentes da variação de

temperatura que foi amostrada, logo, para cada ∆T teremos novos valores para A e B.
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Figura 6.10: Diferença relativa entre a condutividade térmica imposta e estimada.



Capítulo 7

Conclusão

Propôs-se neste trabalho, a análise e o desenvolvimento de soluções analíticas de proble-

mas não lineares em condução de calor, soluções de problemas inversos envolvendo estimativa

de fluxo de calor, e o comportamento da condutividade térmica dependente da temperatura.

Inicialmente, observou-se que, os trabalhos disponíveis na literatura propuseram grande

diversidade de métodos para desenvolvimento de soluções à equação do calor não linear, onde

em sua maioria eram métodos numéricos, híbridos, simplificados ou considerando regime

permanente. Neste sentido, este trabalho propôs uma metodologia para determinação da

solução analítica, considerando regime transiente e condições de contorno não lineares.

Abordou-se então, os conceitos matemáticos de não linearidade, Teorema da Superposição

e o Teorema da Existência e Unicidade, observou-se que, o problema proposto possui solução,

e que, poderia ser determinada de forma analítica.

Para determinação da solução analítica, usou-se a transformada de Kirchhoff para lineari-

zar o problema e suas condições de contorno, onde a versão linear do problema foi denominada

de temperatura aparente, assim, aplicou-se o método de funções de Green, para determinação

da solução analítica da versão linearizada.

Usando como hipótese o conhecimento do comportamento da condutividade térmica de-

pendente da temperatura, pôde-se, determinar a solução do problema direto não linear usando

a transformada inversa de Kirchhoff, então, a solução obtida foi verificada e comparada com

soluções disponíveis na literatura. Observou-se grande concordância entre os resultados ob-

tidos, mesmo se tratando de métodos distintos.

A abordagem inversa do problema não linear foi apresentada através da adaptação da

técnica TFBGF, para estimativa de fluxo de calor. Nesta abordagem foi detalhada a meto-

dologia para obtenção da resposta impulsiva não linear e a análise de estabilidade. Onde,

observou-se que a resposta impulsiva é estável, podendo ser aplicada em problemas reais.

88
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A partir de dados sintéticos, apresentou-se a estimativa de fluxo de calor, onde, observou-

se que o fluxo de calor estimado apresentava grande proximidade com o fluxo teórico. Desta

maneira a adaptação da técnica TFBGF para problemas não lineares mostrou-se robusta e

capaz de realizar a estimativa do fluxo de calor, sendo necessário apenas conhecer as tempe-

raturas experimentais e a resposta impulsiva do problema.

Também, apresentou-se a técnica para estimativa dos coeficientes do funcional conduti-

vidade térmica usando soluções analíticas. Para determinação do método, empregou-se uma

consequência imediata da transformada de Kirchhoff, que possibilitou escrever um sistema

linear em função dos coeficientes a serem determinados.

Resolvendo o sistema linear de forma matricial, e usando temperaturas sintéticas, pôde-se

determinar os coeficientes e observou-se grande aproximação com os coeficientes teóricos. O

método desenvolvido mostrou-se eficiente e robusto, para estimativa dos coeficientes, onde,

determinou-se o comportamento da condutividade térmica dependente da temperatura.

Foi observado, como vantagens do método desenvolvido, a possibilidade da estimativa do

comportamento da condutividade térmica, conhecendo apenas a solução analítica linear e as

temperaturas experimentais (sintéticas), em apenas um ponto da geometria.

Propõe-se, para trabalhos futuros, o aprimoramento das técnicas inversas desenvolvidas

neste trabalho, e a aplicação, considerando tecidos vivos, meios multicamada, fontes móveis

de calor e a estimativa da condutividade térmica e fluxo de calor.
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Apêndice A

Existência, Unicidade e Dependência

Contínua Para a Equação De Condução

de Calor Não Linear

Usando o Teorema da inversa global de Levy-Caccippoli Cimatti (2005) provou a exis-

tência, unicidade e dependência contínua para o problema não linear de condução de calor.

O problema clássico de condução de calor não linear com fluxo de calor prescrito em uma

fronteira é dado pela equação:

−∇(k(U)∇U) = f em Ω, (A.1)

sob as condições:

U = 0 em γ, (A.2)

e

k(U)dU
dn

= h(Ua − U) em Γ, (A.3)
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onde h é uma constante positiva. Assumindo:

f(x) ∈ L2(Ω), Ua ∈ H1/2(Γ ). (A.4)

Onde Ω é um subconjunto limitado de R
3 com fronteira ∂Ω = γ

⋃
Γ , γ

⋃
Γ = ∅. U

são temperaturas em Ω e Ua função dada em Γ que representa a temperatura ambiente. A

condutividade térmica k dependente da temperatura satisfaz:

k(s) ∈ L∞(R1), k1 ≥ k(s) ≥ k0 ≥ 0. (A.5)

Usando a transformação dada por:

u = Φ(U) =
∫

U

0

k(z)dz (A.6)

Devido a Eq.(A.5) a função Φ é assintoticamente linear e possui uma inversa global Ψ(u)

em R
1, em função de u, o problema original pode ser reescrito como:

−∆u = f em Ω, (A.7)

sujeito a:

u = 0 em γ, (A.8)

e

du

dn
+ hΨ(u) = g em Γ, (A.9)

onde g = hUa.

Para um uso futuro uma estimativa “a priori”

‖u‖H2(Ω) ≤ C(‖fn‖L2(Ω) + ‖g‖H1/2(Γ )) (A.10)
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válida como solução do problema linear

−∆u = f em Ω, u = 0 em γ,
du

dn
= g em Γ. (A.11)

Teorema: Sejam X e Y espaços de Banach, F : X → Y , F ∈ C1(X, Y ) e ainda

assumindo F apropriado e localmente inversível. Então F é o difeomorfismo global de X em

Y .

F : X → Y é apropriada se para todo compacto K ⊂ Y , F−1(K) é um conjunto compacto

em X.

Para aplicação do teorema define-se:

X = {u ∈ H2(Ω), u = 0 em γ}, Y = L2(Ω)×H1/2(Γ ), (A.12)

F (u) =

( −∆u
du
dn

∣∣∣
Γ
+ hΨ(u|Γ )

)
. (A.13)

Claramente, F ∈ C1(X, Y ), prova-se inicialmente que F é localmente invertível. Seja

u ∈ X, tem-se que:

F ′(u)[ω] =

( −∆ω
dω
dn

∣∣∣
Γ
+ hΨ′(u|Γ )ω

)
. (A.14)

Para mostrar que a derivade F ′(u) é invertível e F ′(u) ∈ L(X, Y ), note que o problema:

∆w = 0 em Ω,
dω

dn
= −hΨ′(u)ω em Γ, ω = 0 em γ, (A.15)

tem única solução trivial ω = 0, multiplicando a Eq.(A.15) por ω tem-se integrando por

partes sobre Ω,

∫

Ω

|∇ω|2dx+

∫

Γ

hΨ′(u)ω2dΓ = 0. (A.16)
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Desde que Ψ′(u) = (k(Ψ(u)))−1 > 0, obtém-se ω = 0. Afirmamos que F também é

apropriado, para este propósito, toma-se un uma sequência arbitrária em X e define-se un ∈ Y

com:

un =

(
fn
gn

)
= F (un). (A.17)

Prova-se que se vn → v em Y , isto é:

fn → f em L2(Ω), gn → g em H1/2(Γ ), v =

(
f

g

)
, (A.18)

então existe uma subsequência de un de tal forma que un → u em X e F (u) = v. Este fato

implicará na adequação de F . A Eq. (A.17) pode ser escrita como:

−∆un = fn em γ (A.19)

dun

dn
= hΨ(un) = gn em Γ. (A.20)

Então, multiplicando a Eq. (A.19) por un e integrando por partes sobre Ω, teremos pela

Eq.(A.20),

∫

Ω

|∇un|2dx+

∫

Γ

unhΨ(un)dΓ =

∫

Γ

gnundΓ +

∫

Ω

fnundx

≤ ‖gn‖L2(Γ )‖un‖L2(Γ ) + ‖un‖L2(Ω)‖fn‖L2(Ω) (A.21)

≤ 1

2ǫ
‖gn‖2L2(Γ ) +

ǫ

2
‖un‖2L2(Γ ) +

1

2ǫ
‖gn‖2L2(Ω) +

ǫ

2
‖un‖2L2(Ω)

Pelo fato de Ψ(s)s ≥ 0 ∀ s ∈ R
1 e fn e gn serem limitadas em L2(Ω) e H1/2(Γ ),

respectivamente, pode-se concluir, com a escolha apropriada de ǫ que un é a priori limitado

por H1(Ω). Contudo, un é limitado em H1/2(Γ ) e L2(Ω). Em outro sentido, como Ψ(s) é

linear no infinito, também gn − hΨ(un) é limitado em H1/2(Γ ).

Observando a Eq.(A.10) pode-se concluir que un é limitada em H2(Ω) assim é possível

extrair a partir de uma sequência un uma subsequência de tal forma que un → u em C0,α(Γ )
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e un → u em H1(Ω). Fazendo n → ∞ em uma formulação fraca do problema dado pela

Eqs.(A.19)-(A.20), isto é:

∫

Ω

∇un · ∇φdx =

∫

Ω

fnφdx− h

∫

Γ

Ψ(un)φdΓ +

∫

Γ

gnφdΓ, (A.22)

para todo φ ∈ H1(Ω), tanto que φ = 0 em γ. Além disso Ψ(un) → Ψ(u) em H1/2(Γ ) e

pela Eqs. (A.19)-(A.20), levando em conta a estimativa da Eq.(A.10), pode-se concluir que

un → u em X. Daí F é um mapa apropriado e pelo teorema de Levy-Caccippoli, define-se

um difeomorfismo global. Existência, unicidade e dependência contínua C1 para a solução

U = Φ(h) das Eqs. (A.1)-(A.2) segue como consequência.
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