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Mirror, mirror of mine, unlock of my shadows

Curious I for visiting the dungeon of the ancient memories of a world poet,
are numbers and infites, countless ...

(Joinster G.)

“Os encantos dessa sublime ciéncia se revelam apenas aqueles que tem coragem de irem a
fundo nela.”
(Carl F. Gauss)






Resumo

Se tivermos um sistema em que o autoestado do hamiltoniano é ndo degenerado, apds uma
evolugdo adiabdtica ciclica ele retornard ao seu estado inicial acrescido de uma fase devido a
dindmica do sistema e ainda também devido ao caminho tragado no espago R, onde R é um
espaco de parametros que retém memoria de sua trajetdria referente ao sistema de interesse.
Se considerarmos essa trajetéria uma curva fechada C, podemos afirmar que a fase geométrica
€ o fluxo de um campo que atravessa uma determinada superficie limitada por C e a fase de
Berry pode ser reescrita usando o teorema de Stokes. Por fim temos ainda uma manifestagao
local de invariancia das propriedades geométricas das fun¢des de onda no espago de parametros
que € denominada curvatura de Berry. No contexto de semicondutores, estes desenvolvimentos
mudaram nossa concepg¢do da teoria de estrutura de bandas usual, que agora incorpora natural-
mente questoes da topologia das relacdes de dispersdo e de seus autoestados. Na matematica,
a topologia estuda propriedades que ndo sao afetadas por deformagdes continuas através de
uma variedade topolégica M e como estas propriedades de certa forma sdo constantes por
transformacdes continuas, podemos dizer que estas sdo invariantes topoldgicos. Em particular,
Thouless, Kohmoto, Nightingale, den Nijs mostraram que na presenca de campos magnéticos
intensos, a quantizacdo da condutividade do efeito Hall quantico pode ser compreendida em
termos de um invariante topoldgico, o nimero de Chern, que € calculado através da integral
da curvatura de Berry ao longo da zona de Brillouin e para poder calcular estd integrar usa-se
um teorema belissimo da geometria diferencial que € sobretudo devido inicialmente a Gauss e
Bonnet, e posteriormente, ao chinés Chern. Assim, pelo fato desse teorema conectar a geometria
de uma superficie com sua topologia, conseguimos tirar informa¢des da mesma simplesmente
olhando sua topologia, a partir de uma grandeza denominada genus g, que € invariante por
transformacgdes continuas. O genus que de modo grosseiro é o nimero de buracos contidos em

uma superficie S fechada.

Palavras-Chave: Topologia. Geometria diferencial. Fase de Berry. Efeito Hall quantico.

Invariantes topolégicos. Nimeros de Chern.






Abstract

If we have a system where the Hamiltonian’s self-state is non-degenerate, after a cyclic adiabatic
evolution it will return to its initial state plus a phase. This is due to the dynamics of the
system and also due to the path traced in R, where R is parameter space that retains memory
of its path referring to the system of interest. If we consider this trajectory a closed curve C,
we can say that geometric phase is the flux of a field that crosses a given surface bounded
by C and Berry’s phase can be rewritten using Stokes’s theorem. Finally we have a local
manifestation of invariance of the properties of wave functions in the parameter space which
is called Berry curvature. In the context of semiconductors, these developments have changed
our conception of the usual band structure theory, which now naturally incorporates issues of
topology, dispersion relations, and their self-states. In mathematics, topology studies properties
that are not affected by continuous deformations through a topological variety M, and since
these properties are somewhat constant by continuous transformations we can say that these are
topological invariants.In particular, Thouless, Kohmoto, Nightingale, den Nijs, they showed that
in the presence of intense magnetic fields, the quantization oh the quantum Hall conductivity
can be understood in terms of a topological invariant, the Chern number; which is calculated by
integral of the Berry curvature along the Brillouin zone, and to calculate this integral a beautiful
differential theorem of geometry is used, which is primarily due initially to Gauss and Bonnet,
and later to the Chinese Chern. Thus, because this theorem connects the geometry of a surface
with its topology, we can derive information from it simply by looking at its topology, from a
magnitude called genus g, which is invariant by continuous transformations. The genus which

is roughly the number of holes contained in a closed surface.

Keywords: Topology. Diferential Geometry. Berry phase. Quantum Hall effect. Topological

invariants. Chern numbern.
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1 INTRODUGCAO

A fundamentacao tedrica da descoberta das transicdes de fase e fases topoldgicas da matéria
renderam recentemente o prémio Nobel de 2016 a David Thouless, Duncan Haldane e Mi-
chael Kosterlitz [*°!. No contexto de semicondutores, estes desenvolvimentos mudaram nossa
concepcdo da teoria de estrutura de bandas usual, que agora incorpora naturalmente questoes
da topologia das relacdes de dispersdo e de seus autoestados. Na matemdtica, a topologia
estuda propriedades que ndo sao afetadas por deformagdes continuas através de uma variedade
algébrica e como estas propriedades de certa forma sdo constantes podemos dizer que elas sdo

0]

invariantes topol6gicos . Em particular %! mostraram que na presenca de campos magnéticos

intensos, a quantizacdo da condutividade do efeito Hall quantico (QHE) pode ser compreendida

em termos de um invariante topoldgico, o nimero de Chern, que € calculado através da integral

U em um

isolante também € definida pela curvatura de Berry e define um invariante topolégico Z; 121,

da curvatura de Berry. Mais recentemente, mostrou-se que a polarizacao elétrica

que indica se existem ou ndo estados de borda topologicamente protegidos pelas simetrias do
material.

A fase de Berry foi inicialmente proposta em 1984 pelo préprio Berry em seu artigo

“Quantal phase factors accompanying adiabatic changes” (13

. Neste trabalho ele argumenta
que se tivermos um sistema em que o autoestado do hamiltoniano € ndo degenerado, apds uma
evolugdo ciclica ele retornard ao seu estado inicial acrescido de uma fase devido a dinamica
do sistema e ainda também devido ao caminho tracado no espaco X, onde X é um espaco de
parametros, ou seja, que retém memoria de sua trajetoria em X. No entanto 1983, Berry ja tinha
publicado o artigo “Holonomy, the Quantum Adiabatic Theorem, and Berry’s Phase” 114, 151

onde ele fornece uma interpretacdo sobre essa contribuicao geométrica.

O efeito Hall € um dos grandes resultados experimentais da fisica no século XIX. Este feito
devido a Edwin Hall pode ser explicado teoricamente através da teoria eletromagnética cldssica
e dos modelos de elétrons livres que a sociedade cientifica daquela época continha 16l Em
decorrer das ferramentas que os cientistas possuiam naquela época, eles conseguiam calcular
certas grandezas que surgiam quando um material metdlico, por exemplo, uma folha metilica
estava sujeita a um campo elétrico contido num plano transversal e um campo magnético
perpendicular a este plano. Esta folha por se metélica possui portadores de carga (um exemplo
bem simples de portadores de carga sdao os elétrons) e que estes sob influéncia da forca de
Lorentz, ao se mover, irdo induzir uma diferenca de potencial na folha que é denominada de
potencial Hall. A partir do potencial Hall podemos determinar outras grandezas, dentre estas
uma muito interessante que € a condutdncia hall.

Um século depois da descoberta do efeito Hall por Edwin Hall, klaus von klitzing,G. e

(17]

colaboradores mostraram que ao manter uma amostra bidimensional de elétrons a baixas
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temperaturas sob influéncia de um campo magnético intenso a condutividade Hall ndo apre-
sentava um comportamento linear com a variagdo campo magnético como esperado no efeito
Hall e sim era quantizada em plateaus da forma de multiplos inteiros da quantidade e?/#. Essa
descoberta rendeu a Von Klitzing o prémio nobel do ano de 1985. Na época a comunidade
cientifica se dedicou a buscar explicagdes tedricas para o assim chamado efeito Hall quantico in-

teiro. Entao em 1981 Laughlin [18]

propds espertamente um experimento onde fora introduzido
alguns conceitos de topologia que o levou a conjecturar que estes plateaus da condutividade
Hall podiam ser explicados em termos das fases geométricas e da invariancia de Gauge, isto &,
considerar que os plateaus fazem parte de um invariante topoldgico do sistema, que no caso era
o muiltiplo inteiro n denominados denominado nimero de Chern.

Os nimeros de Chern sdao nimeros inteiros usados para distinguir estruturas invariantes em
uma variedade topolégica M (191 Eles sdo em homenagem ao matemadtico chinés Shiing-Shen
Chern (1911-2004) que realizou contribui¢cdes importantes na drea da geometria diferencial e
da topologia. A curvatura de Berry € calculada em um espago de parametros R e este, por sua
vez, pode ser considerado uma variedade M. Ao olhar para um teorema muito belo da geometria
diferencial devido a Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) ¢ a Pierre Ossian Bonnet
(1819-1892) observa-se uma relacdo intrinseca com a curvatura de uma dada superficie com
seu invariante topoldgico que a caracteristica de Euler y. Chern, porém conseguiu relacionar o
inteiro n ao ) e mostrou que n € um invariante topoldgico (201,

Neste trabalho decidimos investigar como surge o invariante topoldgico nimero de Chern n
no QHE. As motivacdes a cerca do tema escolhido como propésito de estudo se baseia no fato
de que ndo hd textos, em portugués principalmente, na literatura que falam sobre o tema de uma
maneira que os alunos da graduacdo possam ler de forma facil. Entdo introduzimos conceitos,
com um ponto de vista pedagdgico, para que os estudantes de graduacdo que se interessarem
pelo tema em questao, possam ler com um certo grau de facilidade. Outro ponto que me motivou
bastante a cerca do assunto € o fato de introduzir de maneira rigorosa certos conceitos matema-
ticos que sdo de extrema relevancia para o entendimento de geometria diferencial e topologia
geral que sdo usados na fisica, entretanto muitas vezes passam despercebidos pelos fisicos no
dia a dia. O trabalho foi divido em trés partes que se enquadram em um desenvolvimento
tedrico que sdo: i. Fundamentos matematicos; ii. Fundamentos de fisica do estado sélido; iii.
Fundamentos do efeito Hall quéntico e por fim temos a conclusao e referéncias.

Sugerimos ao estudante que tenha como foco uma leitura rdpida sobre o estudo do efeito

Hall quantico pular o capitulo 2, pois este tem um enfoque bastante matemaético.
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2 Fundamentos Matematicos

2.1 Topologia

2.1.1 Espacgo topoldgico

Quando estamos estudando topologia consideramos certos conjuntos que permitem a no¢ao
de continuidade. Isso comecou a partir do estudo dos conjuntos abertos contidos em R", aos
quais podemos introduzir a nocao de métrica. Para exemplificar essa ideia de maneira simples,

vamos considerar o plano R? tomar uma circunferéncia S' centrada na origem (0,0) da forma
S'={(x.y) e R : d((x,7).(0.0)) = e}, 2.1)

onde como sabemos de geometria analitica que d((x, y),(0,0)) = v/x2 + y2. Aqui temos que d
pode ser considerada uma métrica para R2.

Definicao 2.1.1 Sejam M um conjunto ndo vazio, d : M X M — R é uma métrica em M se, e

somente se, para todo x,y e 7 € M as seguintes propriedades sdo satisfeitas:
1. dx,y) =0 = x=y;
2. dx,y)=d(y,x)V x,y e M;
3. d(x,y) <d(x,y) + d(y,z) (desigualdade triangular);
e o par (M, d) é denominado espaco métrico.
Agora que temos nocao do que é um espaco métrico podemos definir bolas abertas.

Definicao 2.1.2 Uma bola aberta em um espaco métrico M com centro no ponto y e raio € é
dada por B(x,e) ={y € M : d(x,y) < &}.

Na definicdo acima usamos o fato de ser < € e ndo < &, pois ao considerar o segundo
caso estarfamos impondo que a bola possui uma fronteira, denominada por bordo dM e isso
implicaria que a bola seria fechada e ndo aberta. A partir dessa defini¢do podemos notar que
toda bola é aberta, pois temos que toda bola B(xgp,&p) C S I onde S! ¢ circulo contido em R2.
Uma consequéncia da defini¢do de bolas abertas € que em um espaco métrico podemos dizer
que um conjunto U € aberto se para cada ponto p € U temos que p € centro de uma bola aberta
contida em M. Essas bolas abertas formam um base para (M, d) pelo fato que U = U;B;(x, &).

A importancia dos espacos topoldgicos se dd no fato que na fisica sempre queremos estudar
coisas que sdo localmente euclidianas, mesmo que estas sejam m-dimensionais. Podemos ver

um espago topoldgico como a generaliza¢do de um espaco métrico e isso sé torna fundamental
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Figura 1 — Exemplo de transformagdes continuas. Aqui uma xicara pode topologicamente se
transformar em um donuts sem a necessidade de rasgar ou colar a mesma [,

para no¢des dos conceitos de continuidade e convergéncia. Em topologia queremos fixar um
determinado espaco topoldgico e estudar suas propriedades que ndo mudam por deformagdes
continuas e ao estudar esses espagos temos que ter em mente que vamos analisar também os seus
subconjuntos, também conhecidos como “figuras”. Por deformagdes continuas intuitivamente
estamos nos referindo aquelas transformagdes que ndo “cortam” ou “colam” um determinado
ponto a um subconjunto de uma figura, um exemplo disso é ao olharmos para uma esfera e
tomarmos um ponto p que oscula um subconjunto A. Se partimos a esfera em dois hemisférios
de uma maneira bem precisa, tal que o p se separe de A, imediatamente vemos que essa
transformacao ndo € continua, pois antes havia apenas uma parte que era a esfera e depois
observamos duas partes que sdo os hemisférios. Por outro lado o caso oposto que seria colar
dois hemisférios com o propdsito de se obter uma esfera também ndo é uma transformagao
continua pelo mesmo argumento.

Para introduzir uma topologia, ou seja, uma possibilidade de saber quando um ponto esté
colado a um conjunto, temos que introduzir uma opera¢ao que nos diz quando um ponto esta
grudado a um subconjunto A. Dado um conjunto X podemos definir um conjunto formado
pelos subconjuntos de X denominado partes de X denotado por P(X). A partir dessa defini¢ao
podemos introduzir uma operag¢do ¢ : P(X) — P(X) que dado um conjunto X nos informa
qual é a familia de pontos A colados a A. A partir disso j& podemos ter uma breve nogdo de
continuidade, pois de fato uma transformacgao f : X — Y é continua se, e somente se, ela manda
0s pontos os pontos colados a A a imagem dos pontos grudados a A, que matematicamente quer
dizer que f(A) = F(A).

Existem certas propriedades que sdo axiomas e queremos que valha para a operacdo intro-

duzida acima e que valem a pena serem enunciarmos:

1. A primeira delas é que nao hd nenhum ponto grudado no conjunto dos vazios @, sendo

assim temos que @ = @;

2. Se um ponto pertence a A, isso implica que A C A;
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3. Se um ponto estd colado aos pontos que estdo colados a A, logo ele estd colado a A

também, ou seja A=A

4. Dados dois conjuntos A e B, temos que p € A ou p € Bedisso decorre que AU B = AUB;

Definicao 2.1.3 Seja o conjunto C e T o subconjunto formado pelas partes de C, denominado

P(C), entdo T é uma topologia em C se é satisfaz as seguintes propriedades

1. ,Cet;
2. Uyet,Ae A= Uyepa Uy €71/

3. UAET,1</1<m=>ﬂT:1U,1 €T,

O item 1 da defini¢do acima nos diz que para ter uma topologia no conjunto C, o vazio e o
préprio conjunto C devem pertencer a topologia 7. Com os itens 2 e 3 queremos dizer que a
unido de abertos sdo abertos e que a interse¢do de abertos sdo abertos.

Notemos que 7 € composto por uma familia de abertos, logo o par (X, 7) € dito espaco
topolégico, mas para abreviar notacdo, usualmente denotaremos X por espago topoldgico (21

Quando for o caso de usar alguma outra letra para denotar X iremos enfatizar previamente.

2.1.2 Invariantes Topoldgicos

Invariantes topoldgicos sao propriedades de um determinado espacgo topoldgico que € pre-
servada por homeomorfismos. Dentre estas temos a conexividade, compacidade e o nimero de
componentes conexas. Uma funcdo f pode ser dita um invariante topoldgico se os objetos f(x)

e g(y) forem isomorfos quando X e Y forem homeomorfos.

Definicao 2.1.4 Sejam X e M espacos topologicos e um aberto U C M. Uma funcdo f : X —
M é dita continua se a imagem inversa de qualquer aberto F~'(U) é aberta em X. Dizemos

ainda que f é um homeomorfismo se f é continua, bijetora e possui inversa continua.

Definicao 2.1.5 Um espaco topologico X é conexo por caminhos se dados p,q € X, existe um
caminho em X conectando p a q. Um caminho em X é definido por uma funcdo continua f
el =10,1].

Para exemplificar vamos mostrar que a bola aberta B(x,&) em R"™ é homeomorfa ao R". Se
tomarmos quaisquer bolas contidas em R", temos que elas sao homeomorfas entre si, logo basta
mostrar que a bola B(0, 1) ¢ homeomorfa a B(x, €).
Seja fungdo f : B(0,1) — R" definida por
X

f(x) = 1——||x|| (2.2)
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como f € racional ela possui bijecdo continua. Sua inversa g : R" — B(0, 1) é dada por

Yy

LA 2.3
TR (23

g(y) =

que € continua e bijetora (pois de fato g(y) também é racional).

Como & : B(x,e) — B(0, 1), que € dada por h(y) = €y — x € um homeomorfismo, entdo
qualquer bola em R™ é homeomorfa a R".

Seja X um espacgo topoldgico e xo € X. Podemos associar a esse espaco um grupo,
denominado por grupo fundamental, que se constitui das classes de equivaléncia entre lacos em
X com base em xp. Mais adiante comentaremos brevemente sobres o que sdo esses lagos. O
grupo fundamental pode ser considerado um invariante topolégico pelo fato que se dois espacos

X e Y sao homeomorfos, seus grupos fundamentais serdo isomorfos.

Definicao 2.1.6 (Laco) Sejam X um espaco topolégico e xy um ponto fixo de X. Um laco é
uma funcdo continua A : I = [0,1] — X, tal que A(0) = A(1) = x¢. E vamos denotar w(X, x¢)

o conjunto de todo sos lacos {1 : I — X}.

Em topologia queremos saber se um espaco pode ser continuamente deformado e para isso
associamos o conceito de homotopia. Existe um teorema que diz que a relacdo de homotopia
¢ também uma relacdo de equivaléncia e isso se torna importante para enfatizar que os grupos
homotdpicos sdo invariantes topolégicos 221,

O conjunto das classes de homotopia € um nimero inteiro € em um caminho fechado mede o
nimeros de voltas em uma determinada superficie. Esse conjunto ndo forma um grupo segundo
a operacdo produto entre caminhos definida por *, pois o produto entre duas classes ndo estd
sempre bem definido [23.221 "por outro lado se tomarmos um ponto base fixo xo em X e olharmos
apenas para os caminhos que comegam e terminam nesse ponto base fixado, temos que este
lago ird formar um grupo que pode satisfazer a operacdo *, que é grupo fundamental, dai estd a
importancia de definirmos a fun¢ao laco.

Uma propriedade bem interessante do grupo fundamental é que ele estd relacionado com a
geometria das variedades topoldgicas e a estd conexao entre topologia e geometria € atribuida a

caracteristica de Euler, a qual vamos comentar mais adiante.

2.2 Variedades Diferenciaveis
Defini¢Oes para construir um alicerce para compreensdo de variedades diferencidveis:

Definicao 2.2.1 Seja C um espaco topologico e t C P(C), se diz que C é Hausdoff (T,) se para
todo p,q € C,ondep +q,3U,, U, €7, talquep € Uy, qe U, = U,NU,; = @.

Definicao 2.2.2 Uma base de (C,7) é uma colegdo B = {U,,X,} e sendo U, € 7, tal que para

todo U € t existe um subconjunto A’ € A tal que U = U U,,.
PEN’
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Definicao 2.2.3 C é localmente euclidiano se para p € C existe U € 1, onde p € U e existe
uma fungdo ¢ 1 U — ¢o(U) C R, tal que p(U) é um aberto de R™ e ¢ : U — ¢(U) é um

homeomorfismo.

Definicao 2.2.4 Uma variedade topologica M é um espago topologico C tal que: M é Hausdoff,

possui uma base enumerdvel e é localmente euclidiano.

Definicao 2.2.5 Dizemos que A é um atlas maximal se para todo ¢ : U — ¢(U) C R™ for um
homeomorfismo, tal que ¢, € A, tal que VNU =W + @ — ¢, 0 go_1|90<w), @po ‘10v_1|¢(w)

Com base nestas variedades topoldgicas, definimos as variedades diferencidveis (24,251,

Definicao 2.2.6 Uma variedade diferencial é uma variedade topologica + um Atlas maximal.

.\H\ ]RZ
A
FANA
|
i
1 gcf—l
/
/[ R?
Manifold i

Figura 2 — Variedades diferencidveis. Aqui temos uma variedade e estamos tomando cartas
locais em R? a partir das aplicagdes f e g 21,

2.3 Teorema Elegantissimum de Gauss

Existem dois resultados cldssicos na geometria elementar que sdo bastante poupdveis para
até trés dimensodes. Desde o ensino médio aprendemos nas aulas de matemética que a soma dos
angulos internos de um tridngulo devem ser 180° ou 7. O outro resultado, que ndo pode ser tao
6bvio, é para um tridngulo contido num plano S? onde seus lados sdo comprimentos de arcos
a soma dos angulos internos devem ser maior 7. Em decorrer destes resultados podemos nos
questionar sobre um relacdo direta que nos de uma informacao sobre os dngulos de um triangulo
geodésico A. Gauss foi um génio da matemdtica e ao se deparar com o problema sugeriu a

seguinte relacdo

/AK:ZQ,'—JT. (2.4)



22 Capitulo 2. Fundamentos Matemdticos

A integral de K € basicamente a integral de uma funcao continua e limitada definida sobre um

conjunto j-mensuravel R ¢ S. Quando R estd contido numa vizinhanga X(U), podemos definir

/f:/ (f o X)Xy A Xy || du dv (2.5)
R X-1(R)

Mas para o caso geral podemos fazer um j-decomposicao dessa integral, ou seja

/Rf=zl_:/%f- (2.6)

Voltando aos resultados cldssicos que j4 introduzimos, podemos perceber que se estivermos no
plano S, entdo K = 0 e se estivermos em S? teremos que K = 1. Sendo assim a partir da férmula
introduzida por Gauss podemos obter para o primeiro caso ); 8; = m e para o segundo caso
2. 0i = m+ u(A). Portanto a férmula de Gauss generaliza de forma precisa a nocao da soma
dos angulos internos de um superficie S ¢ R™.

Antes de introduzirmos o teorema elegantissimum de Gauss vamos introduzir o conceito de

superficie regulares, de geodésicas e tridngulos geodésicos.

Definicdo 2.3.1 Uma superficie é denominada regular S c R se para todo p € S, existe uma

vizinhanga V de p em R® e uma aplicacdo x : U ¢ R®> — V N S tais que:

1. x é um homeomorfismo diferencidvel;

2. dxy : R? — R? é biunivoca para todo todo q € U;

Definicao 2.3.2 (Geodésica) Seja y : I € R — S uma curva parametrizada e diferencidvel
contida em S, temos que y é denominada uma geodésica parametrizada se a componente
tangencial de seu vetor aceleragdo for nula, isto é, para todo t € I, y"(t) é ortogonal ao plano
tangente T,S, onde p = y(t). Disto, uma curva regular C C S é chamada de geodésica se para
cada ponto p, encontramos uma parametrizacdo local de C em p, tal que possamos escrever
v:ICR—->CCcCS.

Na geometria euclidiana temos que a menor distdncia de um ponto p a um ponto g é uma
reta, a qual defini-se essa distAncia a partir da métrica euclidiana e obtemos d = |/x2 + y2|.
Em geometria diferencial geralmente se € estudado superficies a qual esta defini¢ao de distancia
ndo se aplica. Podemos observar isso ao pegarmos dois pontos equidistantes sobre a casca de
uma esfera. Ao ligarmos os dois pontos, temos que a menor distincia entre eles ndo podera ser
uma reta, pois para ser uma curva reta teriamos que cortar a esfera em um plano, logo a menor

distancia serd uma curvatura parametrizada por um comprimento de arco.

Definicao 2.3.3 (Tridngulo geodésico) Um tridngulo geodésico contido em uma superficie re-

gular S é um subconjunto A de S homeomorfo a bola fechada B,(g) = {x,y € R?: x%+ y? < g}
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contida em R? e seu bordo OA é o traco de uma curva continuay : I ¢ R — S que goza das

seguintes propriedades:
1. I=lap,a1]Vla1,a2] U laz,a3] onde ay < a; < a; < az € R;

2. y(ao) = y(az);
3. Yliagas) € injetiva;

4. parai = 1,2,3 temos que y_a;_1,a; é uma curva geodésica de S que podemos tomar um
intervalo estendido por € > 0, da forma que I = (a;,—1 — €, a; + €) de moda que os vetores

tangentes a essas curvas em um determinado ponto estdo bem definidos.

Na figura 3 podemos observar uma superficie esférica resultante da reunido de tridngulos
geodésicos ideais compostos de curvas geodésicas. J4 na figura 4 temos uma superficie resultante
da reunido de tridangulos aos quais estamos familiarizadas desde o ensino primario. Existe uma
certa categoria de tridngulos denotados por triangulo geodésicos ideais. Vamos desenvolver o

teorema em torno desta classe de tridngulos.

Figura 3 — Essa figura representa uma esfera S composta por tridingulos esféricos. As linhas
onde estdo assinaladas com setas representam curvas geodésicas 131

Definicao 2.3.4 (Triangulo geodésico ideal A) Um tridangulo é dito geodésico ideal A de uma
superficie regular S se ele estd contido na intersecc¢do de bolas geodésicas com os centros em

seus vértices.

Pelo fato deste estar contido numa bola geodésica, entdo ele estd contido numa vizinhanga
parametrizada X(U) c S e da condi¢do que X~ !(U) c S é homeomorfa a bola aberta em R>

implica que A € j-mensurdvel.
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Figura 4 — Aqui temos tridngulos formando uma esfera que diferentemente da figura 3, possuem
tridngulos com angulos internos com soma igual a 7. Denominamos a superficie
resultante dessa jungdo de tridngulos esféricos 41,

Lemma .1 Sejam A triangulos geodésicos ideais de uma superficie regular S e p um vértice de
A. Entdo para todo ponto q oposto do lado de A a p existe uma geodésica radial de p a q a qual

estd contida em A.

Demonstracao 1 Seja y : [a,b] — S uma geodésica do lado oposto a p C A. Podemos
introduzir uma parametrizacdo local em um sistema de coordenadas polares de forma X(U) :
U c R? = S tal que X(U) = X(p,0) = eppw(g). Como queremos mostrar a existéncia de uma
geodésica radial devemos levar em consideragcdo que A — {p} C X(U). Tomando em um uma
curva a(s) = (p(s),0(s)) = X1 (X(a(s))) = X Y(y(s)). Entdo para todo s € (a,b), existe uma

derivada de y(s) que podemos escrever como

Y'(s)

X(0'(5)(p(s),6(s)) + 0 (5)(p(s),6(s)) 2.7)
X,(0'(5)(p(5), 6(s))) + Xo(6'(5)(0(5),6(s))) . (2.8)

A aplicagdo radial X, que surge da derivada de y(s) é o vetor velocidade radial da geodésica
que cola p ay(s) no ponto y(s). Vale ressaltar que geodésicas se interceptam transversalmente.
Logo o vetor velocidade a(s) nunca é horizontal, o que explica que sua trajetoria é uma fun¢do
do tipo p = p(0) € I, = [6(a),0(D)).

A partir dessas consideracées podemos observar que X~ '(A) é a regido de U delimitada
pelo intervalo 1, tendo como fungdo p(6) e ainda, restrita as curvas horizontais 6(s) = 6(a) e
0(s) = 6(b), com s € |a,b]. Entdo para toda q = y(so) com sy € [a,b), existe um 0 localizado
entre 0, e 0y, tal que podemos escrever g = X(p(6p),00). E além disso temos que p estd restrito
a variar até um max 0o, sendo assim p € [0, p(0)] e disso tiramos (p,0y) € X\, que implica a

existéncia de uma geodésica radial
p — X(p,00) com0 < p < p(6o) (2.9

que une o ponto p ao seu ponto oposto q = y(so) C A.
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Lemma .2 Seja A um triangulo ideal em S com vértices p;, onde i = 1,2,3. Suponha que existe
a sequéncia (g,)nen sSobre o lado pyps, tal que g, — pi. Entdo denotando A, C A o tridngulo

geodésico com os vértices p1, p2, qn possua

1. plﬁan -0

2. p2gup3 — p1

3. u(Ay) =0

Demonstracao 2 Denotando por y,, a geodésica contida na superficie regular que tem origem
a partir de p com velocidade w € T,,S. EXxiste um € e um 6, ambos positivos , tal que a

aplicagdo
o(t,w) = yw(0), lt] <€ [lw] <6 (2.10)

esta bem definida e ainda é diferenciavel ao longo do intervalo (—€,€) C Bs. Aqui Bs é a bola
geodésica de raio 6 contida no plano tangente a superficie regular S. Temos que por hipotese
que A esta contido numa bola geodésica de S com centro em p;, sendo assim para todo n € N

existem t, € (—€,€) e w, € B, tais que:

Gn = Yw, (1) = p(t,w) . (2.11)

Uma vez que t, e w, sdo sequéncias limitadas, podemos dizer que (T,,w,) — (to,wo). Vamos

nos apoderar desse fato e de que ¢ é continua e limitada, logo podemos escrever
Yo = $lio,wo) = lim (T, w,) = lim g, = p1 . (2.12)

Em particular temos que p§,p» deve ser menor que dngulo formado por <(wy, wy), sendo assim

podemos aplicar o limite
lim pig,p2 = lim <(wy,, wo) = <(wg,wp) =0, (2.13)
n—>oo n—o0

logo provamos o item i.
Para cada n € N vamos obter um geodésica vy, (t) = exp,, {twn}, onde t € (—€,€). Entdo

Vi, tn) = (d/dty) exp,, {twn} = wn exp, {tnwn}, 0 que implica ao tomarmos o limite temos
lim 7y, () = lim wy, expy, {tawn} = wo exp,, {owo} = 7y, (t0) - (2.14)

Considerando a geodésica de S que liga py a p3 denotada pory : I C R — S, onde y(0) = py,
temos que g, = y(s,) e que s, é uma sequéncia limitada e seu limite tende a 0. Por fim a

igualdade p2gup3 = <(=yy, (tn),¥'(sn)) é vdlida para todo n € N, sendo assim

lim pagups = W=7, (t0),Y'(0)) = P (2.15)
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e assim prova-se o item ii.

Falta ainda provarmos o item iii. do nosso lema. Para isso vamos fazer uma aplicagdo
inversa em um triangulo geodésica ideal que estd contido no plano tangente de S, devido a isso
A, sera levado a um compacto Q, = exp;zl (An) € T,,S que claramente é limitado por uma
curva C,, pois pegamos apenas triangulo geodésico ideal e ndo toda a superficie S. Vamos
considerar que 0, = p1pag, e tomar um ponto a, € C,, tal que ||a,|| = max,ec, ||w||. Vale
ressaltar que o compacto estd contido em um setor circular © que pertence ao espago tangente

de S, ou seja

Q,CcO,eT,S (2.16)
e tem raio igual a ||a,|| e dngulo 8. Podemos ver que

w(€p) < u(©y) (2.17)

e como sabemos calcular o lado direito da desigualdade dado por:

0
u(®n>:/ K = y (2.18)
O,
portanto obtemos
0
H( Q) < p(©y) = —””za d (2.19)

e como u(®,) é limitada superiormente por u(®,,), podemos aplicar o limite quando n vai para
o infinito em u(®,,) e saber o que acontece com u(0®,). Devido ao fato de ||a,|| ser um sequéncia
limitada como denotamos anteriormente, logo lim,_,, ||a,|| = 0.

Agora para terminarmos nossa prova vamos fazer uma parametrizacdo local X : U C R? >

S, pois queremos obter u(Ay), tal que A C X(U) e definindo ¢ = supg_ || X, A X,|, temos entdo

que
(A = / 11X, A X, |ldudv < supg [|X, A Xl l4(@Q0) = (@), (2.20)

Q,
lim u(A,) =0 . 2.21)

n—0oo

0 que prova o item iii. e por fim o lema.

Por fim vamos enunciar uma proposicao que sera bastante util na demonstragao do teorema
[26]

que serd enunciado a seguir, no entanto ndo a demonstraremos, mas ela pode ser vista em
Proposicao 1 (Existéncia da funciao angulo diferenciavel) Seja S uma superficie regular ori-
entdvel, ou seja, temos a existéncia de um campo normal ndo nulo N. Consideremos também
v : 1 =V C S uma geodésica de S que é parametrizada em relagdo ao comprimento de arco
e £,n : R campos diferencidveis tangentes a superficie S, tais que para cada ponto p €C 'V,
temos que {{(p),n(p), N(p)}, onde N(p) é um campo normal a S, formam uma base ortonormal

e com orientagdo positiva em T,S. Existe entdo uma fungdo diferenciavel 0 : I — R?
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Y =cosO(s)(s) +sinf(s)n(s) Vs € I (2.22)

e toda funcgdo 6 que satisfaca a equacdo acima, satisfaz também

0 =) . (2.23)

Finalmente agora temos em maos ferramentas necessdrias para enunciar € provar o teorema
que dd nome a sess@o. Esse teorema serd bem util para quando formos enunciar outro teorema
fundamental da geometria diferencial e um dos de grande relevancia para o campo da fisica dos

isolantes topoldgicos que € o teorema de Gauss-Bonnet.

Teorema 2.3.1 (Teorema Elegantissimum de Gauss) Para todo tridngulo geodésico ideal A

de uma superficie regular orientavel S é valido que

/K=151+152+1f2—ﬂ, (2.24)
A

Onde K é a curvatura gaussiana na superficie S, p; sdo os vértices dos triangulos e p; seus

respectivos dngulos em A.

Demonstracao 3 Vamos pegar um ponto q que esteja contido no interior do lado p\p3 de A e
vamos denotar A’ C A o triangulo geodésico cujo os vértices sdo q,ps,p3. Sejay : 1 CR — S

uma parametrizacdo de N, tal que tenhamos satisfeitas as condigoes:
1. I=lag,a1] VU [a1,a2] U [ay, a3];
2. y(ao) = y(@3) = q, y(a1) = p2 e y(a2) = p3;
3. cada geodésica y; = Y|, ,a;) € parametrizada por comprimento de arco;

Podemos escolher um sistemas de coordenadas conveniente e o mais adequado neste caso serd
usarmos as coordenadas polares em T),,. Ainda iremos supor que A" C 'V C S,onde V é um
aberto e neste aberto A estd definido num campo tangente unitdrio e diferenciavel {, constituido
pelos vetores velocidade geodésicos que partem do ponto py. Seja entdo N o campo normal em
S, podemos observar a existéncia de um campo tangente unitario e diferencidavel em V que pode

ser escrito como

n=NAC (2.25)
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p3

pl p2

Figura 5 — Campos normais em um tridngulo geodésico ideal A’. Aqui temos representados
n:=neC:=/¢.

devido a isso se pegarmos um ponto p € V, temos que existe uma base para R3 formada
pelo conjunto {{(p),n(p), N(p)}. Vale ainda dizer que N é escolhido tal que sua orientacdo é
positiva.

Note que, nesse caso, uma vez que { “aponta para dentro” de Aao longo de y| , “aponta

para fora” de A ao longo de vy, e é tangente a y3 ao longo de y3, tem-se:
1. {{,N Ayp) > 0em(ap,ar);
2. {¢,N NS < 0em(ar,a2);
3. {{,N Avy5) = 0em(az,a3);

Pela proposicdo 1, temos entdo que para cada i = 1,2,3, existe uma funcdo 6; = 0;(s) € [0,2n),

tal que podemos escrever:
v = cos0;(s)(s) +sinB;(s)n(s) Vs € (ai_1,a;) . (2.26)

Denotando que lim,_,,, 6(s) = 6(ao) e § o dngulo de A’ no vértice q, observa-se que cos g =
cos 61(ag) = ({(ao),y{(ao)) e também sin6(ap) = (y|(ao),n'(ao)). Podemos escrever n'(aop)

como um produto externo e tomar proveito da propriedade i. listada a cima

(ri(ao)mlao)) = (yi(ao), Nj(ao) A {(ao)) (2.27)
= —({(ao), N{(ao) A yy(ap)) <0 = —sing, (2.28)
entdo temos que
cos 01(ag) = cos § = cos(2m — §) (2.29)
sin01(ag) = —sin g = sin(27 — §) (2.30)

91(610) = (27T - (?) . (2.31)
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Semelhantemente podemos fazer isso para 01(ay),0(ay),02(az),03(ay) e 03(az) e vamos

obter os seguintes resultados

01(ap) = 2m = q) | 61(a1) = 21 — p1p2gq
Or(a1) =7 — pa 02(a2) = p3
03(ax) = m 03(a3) =n

vamos escrever uma funcdo soma dos angulos de A" em fungdo de 6; e 0;_, dada por

Svo= ) [6da) - Oi(ain)] (2.32)
= [61(a1) = 01(ao)] + [62(az) — O2(a1)] + [03(a3) — 63(az)] (2.33)
= §+p2+ps—n—pipq (2.34)

e do lema .2 temos que limy, _,, p1p2q = 0 e que lim,,_,,, ¢, = p1, e portanto

lim 2y =pr+po+p3—n. (2.35)
q4—D1

Agora vamos tomar uma parametrizagdo local de S, X : UR* — S, tal que o tridngulo
geodésico esteja contido em X(U) e ainda queremos que em decorrer desta parametrizacdo
N o X esteja coincidente com parte X, A X, /|| X, A X, || em U. Denotando a aplicagdo inversa

por Q = X~Y(U) e utilizando a seguinte relagdo

(G-mv) = (Gosmiu) = (N o X)|[ X A X[, (2.36)

temos que

/ K = / (N 0 X)|[ X A X, ||dudy = / (L) = (Gom))dudy . 237)
A Q Q

Uma vez que consideramos nuy = uy == (GusMv) = (s 1) = (&1 )u = (L, )y, portanto nossa
integral toma a seguinte forma de

/ K = /<{’77V>u - <§’nu>vdudv . (238)
A’ Q

Antes de prosseguir temos que observar que a aplicacdo s — X '(y(s)) = (u(s),v(s)),
com s € I, é uma parametrizacdo para 0. Podemos reescrever entdo {(s) = {(u(s),v(s))
e n(u(s),v(s)). Em decorrer disto a parte {({,n’) pode ser escrita como {{,(((s),v(s)))) =
(& u'n, + V) = u{,n) + V' {{,n). Agora, a partir desse resultado, iremos o teorema de

Green (que pode ser encontrado em livros de cdlculo) na equagdo 2.38 e assim obtendo

/ (Y — (Lomudodudy = / W(Emy) +V{Cama)ds = / (Cr'yds (2.39)
Q I I
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e utilizado a proposicdo 1 encontramos a seguinte expressao

3 g 3
/ (Cnyds = ) / Gds = )" [0(ai1) - 0(a)] = Zay (2.40)
1 i=1 Y di-1 i=1

K =2\ . (2.41)
AI

Seja A" C A um tridngulo geodésico de vértices p1,p> e q, € evidente que fA K = /A, K+ /A,, K.

Porém usando o lema .2, a medida que q a pi, temos que a drea de A” converge a zero. Sendo

assim
lim { K+/ K}:/K+O (2.42)
q—pi A ” A
ou ainda
lim K = Ilim A = ﬁl + ﬁz + ﬁ3 -7 (243)
q4=P1 J A q—p1

.'./K:ﬁ1+152+ﬁ3—7r. (2.44)
A

E assim provamos esse belissimo teorema.

2.4 Teorema Egregium de Gauss

Teorema 2.4.1 A curvatura gaussiana é invariante por isometrias locais

Demonstracao 4 Seja S uma superficie regular e um ponto p € S. Para todo n € N, vamos
tomar r, > 0, tal que, B, (p) contenha A,, onde p C int(A,). Ainda vamos supor que a
sequéncia (ry)nen Seja decrescente e convirja para 0. Seja ¥, a soma dos dngulos de A,, do

teorema Elegantissimum de Gauss temos

/ K=%,-n (2.45)
An
e a partir do teorema do valor médio obtemos
| x=kGuua). 2.46)
Ay,

Dado que {p} = N> | A decorre disto que p, — p. E podemos encontrar o valor de K(p)

igualando as integrais e tomando o limite quando n — oo

X, — T
K(p) = lim .
o (A,

(2.47)

Com isso conclui-se que a curvatura € uma propriedade intrinseca de uma superficie regular e

a partir desse resultado podemos analisar dois conceitos cldssicos de curvatura:

_k1+k2

H
2

Curvatura média (2.48)
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K = ky.ko . Curvatura gaussiana (2.49)

+ve
curvature

-ve curvature

>
Jlat
curvature
+ve curvature +ve curvature +ve curvature

Figura 6 — Figura que mostra algumas superficies e suas respectivas curvaturas principais, sendo
que a Unica superficie que possui uma curvatura negativa € a sela 151

2.5 Teorema de Gauss-Bonnet

Teorema 2.5.1 Seja S uma superficie regular compacta. Entdo

/K =21 x(S) (2.50)
S

Demonstracao 5 Vamos considerar uma triangulacdo de S por triangulos geodésicos ideais
0 = {Ay,--- ,Ar} e expressando }; 6;; a soma dos dngulos de A;, onde j = 1,--- ,F. Para
cada vértice p de 6 a soma dos dngulos é igual a 2n. Decorre disto que ); 0;; = 2nV, onde
V é o numero de vértices. Podemos observar que S = UA;, segue-se entdo pelo teorema

Elegantissimum de Gauss temos

/K:Zn:/K:ZF:(ZQU—N):ZF:ZHU—JTF:ZNV—FJT, (2.51)
S 7 YA J i T

onde F é o niimero de faces. Cada triangulo possui 3 lados L e cada lado é comum a
2 triangulos. Logo obstemos uma relacdo entre as faces e os lados da forma 2L = 3F e

substituindo na equacdo acima chegamos ao seguinte resultado:
/K:ZnV—ZﬂL+2nF=2ﬂ)((S) ,com (§)=V-L-F. (2.52)
N

A figura 7 nos ajuda a entender intuitivamente o conceito do teorema de Gauss-Bonnet.
Basta sabermos calcular a integral da curvatura Gaussiana em uma superficie M, a qual este
célculo ndo seja tdo complicado (por exemplo uma esfera), que independentemente da forma das

indmeras superficies que existem, o resultado serd o mesmo desde que estas outras superficies
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sejam homeomorfas a M. Adiante iremos introduzir o conceito de genus e a partir desta

quantidade, podemos com praticidade saber se as superficies serdo equivalentes a M.

/ K dA =27 x(M)
M

4):fK( ):‘/K( ‘\/\)):m

Figura 7 — Representa¢do do teorema de Gaus-Bonnet em superficies fechadas de genus g = 0.

Podemos ainda relacionar o teorema de Gauss-Bonnet com a topologia da superficie através
do genus g que diz simplesmente o numero de furos (ou buracos) que uma dada variedade

topoldgica possui.
Teorema 2.5.2 Um mapa de genus g possui caracteristica de Euler y(M):
xM)=V-E+F=2g-2 (2.53)

Devido ao fato do genus ser um invariante topolégico, consequentemente temos que a
caracteristica de Euler também €. Podemos observar isso ao olhar para um torus, onde este
possui g = 1. Ao aplicar uma deformacdo continua no torus podemos transformé-lo em uma
xicara ou até mesmo em um donuts como mostra a figura 1 e ambos possuem g = 1, logo o
numero de buracos foi preservado mediante uma transformagao continua. Disto decorre que g é
um invariante topolégico. Na figura abaixo € possivel ver outras superficies com seus respectivos

genus e que quando sdo deformadas topologicamente preservam o nimero de buracos.

J 3

Figura 8 — Representa¢do da invariancia topologica do genus.

(6]
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3 Fundamentos de fisica do estado sdlido

3.1 Teorema de Bloch

“Quando comecei a pensar a respeito, percebi que o problema principal estava
em explicar de que forma os elétrons conseguiam passar por todos os ions do
metal... através de uma andlise de Fourier elementar, descobri, para minha
satisfacdo, que a onda diferia da onda plana para elétrons livres apenas por
uma modulagdo periodica.”

F. Bloch

Um cristal € um sélido ao qual podemos dizer que os seus constituintes estao organizados
em um padrao bem definido ao longo das trés direcdes do espaco. No entanto isso € um cristal
idealizados, pois em suma um cristal possui certos tipos de impurezas e até mesmo em cristal
com um alto nivel de pureza existe uma probabilidade, que aumenta proporcionalmente com
a temperatura, de encontrar ions mal posicionados e até mesmo vacancias (auséncia de fons
ou dtomos na estrutura de um s6lido) que quebram a simetria do material. As imperfei¢des
nos cristais sdo responsaveis por algumas propriedades em sélidos, como a resistividade e a
condutividade.

Devido ao fato de que a rede cristalina é periédica podemos estudar diferentes tipos de
materiais, pois cada tipo serd composto de uma tipo de rede distinta. Isso possibilita a compressao
de certas propriedades, dentre estas, temos as bandas proibidas de energia que sdao de extrema
importancia no estudo da fisica do estado sdlido.

O objetivo desta sessdo € estudar a dindmica de um elétron e um rede cristalina sob a
influéncia de um potencial periddico e para isso vamos considerar que o cristal é perfeito, ou
seja, possui simetria em todas as direcdes. Para o caso do cristal real, temos que tomar em maos
a ferramente de teoria perturbativas que pode ser visto na referéncia 271,

Primeiramente vamos considerar o Hamiltoniano em uma dimensdo H = p?/2m + V(x) e
o potencial periddico da forma V(x + a) = V(x), onde a é uma constante de periodicidade da
rede. Sem mesmo conhecer os detalhes do potencial na célula unitdria, somente com a simetria
de translagdo ja se pode obter uma gama de informacdes sobre o espectro de energia do sistema
e suas autofungdes.

Vamos agora introduzir o operador de simetria translacional dado por
T(a) = /" (3.1)

tal que este ao aplicado em uma fung¢ao ¥ (x) (que no nosso caso € a func¢io de onda ), faz com ela
seja deslocada para esquerda ou para direita de modo que 7'(a)y(x) = ¥(x +a). A periodicidade
do potencial implica que [T, H ] = 0, portanto temos que os autovalores do operador de translacio
e do Hamiltoniano aplicados a fungdo de onda ¢ (x) sdo os mesmos, ou seja, Ty (x) = Ay (x).

A func¢do de onda para elétrons em um poténcial peridédico é dada por Y (r) = uk(r) exp(ik - r)



34 Capitulo 3. Fundamentos de fisica do estado solido

e para sistemas infinitos (—oco < x < +c0) a funcdo de onda diverge para valores extremos de
x. Para solucionar esta divergéncia vamos escrever A = ¢'*% onde k é o nmiimero de onda de
Bloch e admite valores dentro do conjunto dos reais (281 Na zona de Brillouin queremos que k
esteja restringindo a um intervalo de 27 /a e de maneira costumeira vamos dividir o intervalo a
seguinte forma I = (-n/a,n/al.

Para cada valor de k, as autofuncgdes e as autoenergias podem ser obtidos ao resolver a
equacgdo de Schorddinger sobre a célula unitdria com a condigdo do teorema de Bloch: ¢ (x+a) =
e*%y(x). Podemos resolver o problema de autovalores num intervalo finito 0 < x < a, assim
as autofuncdes e as autoenergias formam um conjunto discreto {€,(k), ynx(x),n = 0,1,2,--- }.
Devido que k varia continuamente sobre a zona de Brillouin, as autoenergias descrevem um
conjunto de bandas, denominadas de bandas de Bloch.

Agora queremos generalizar o teorema de Bloch para trés dimensdes. Para isto devemos

descrever os vetores da zona de Brillouin que sao chamados de vetores da rede repriproca:

aj X as

G1:27T G2:27'[

_— _ _— 3.2)
ap -az X az a -az X ag az - a; X a

disto podemos escrever entdo o vetor de onda de Bloch em trés dimensdes como k = a1G1 +
Gy + anGs.

Em trés dimensdes o potencial periddico da rede pode ser escrito como V(r + aj) = V(r),
onde j = 1,2,3. Também podemos reescrever o operador de translacdo da forma TJ = ¢2P/h,
Aplicando o operador de translacdo na fungdo de onda (r) obtém-se que os autovalores de
energia sdo da forma A; = ¢®3 Portanto o teorema de Bloch diz que a funcio de onda dos
elétrons em uma rede cristalina deverd conter a mesma periodicidade do potencial da prépria
rede, que podemos expressar como uma onda plana modulada pelo potencial periddico da rede

cristalina
W (r) = e™u(r) (3.3)

onde uk(r) € uma funcgio periddica da rede.
Também podemos fazer uma demostracao utilizando teoria de grupos ou até mesmo a partir

da forma integral da funcio de onda [29. 161,

3.2 Rede Reciproca

Um Cristal €, tecnicamente, uma estrutura que possui alto ordenamento microscopico de
seus constituintes (dtomos, moléculas, ions - - - ) que se repete nas trés dimensdes. Os arranjos
dos dtomos em um s6lido cristalino, podem ser descritos usando pontos de uma rede de linhas
que se estende nas trés dimensdes. Essa rede € denominada rede cristalina. Por “ordenamento”
queremos dizer que existe uma periodicidade dos constituintes, de forma que qualquer ponto da

rede € equivalente ao primeiro.
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Existe um ntdmero infinito de configuracdes de uma rede cristalina em duas dimensdes,
pois ndo ha restri¢des sobre o comprimento dos vetores ou sobre os angulos que estes podem
fazer entre eles. Para obter um ndmero finito de configuragdes de uma rede cristalina deve-se
impor certas restricdes aos vetores, por exemplo, se desejdssemos construir uma rede que seja
invariante por rotagdo. Pelo fato de existir mais de um tipo de rede cristalina, defini-se entdo
rede de Bravais cada tipo distinto de rede cristalina.

Consideremos uma rede de Bravais qualquer com a posi¢ao do centro do i-€simo dtomo da

base da rede cristalina sendo escrita pelo conjunto {r;} dos pontos, tais que

ri=x;a+ y,'b + z;C, (34)

onde x;, yi e z; € Z e a, b e ¢ sdo vetores coplanares definidos da posicao do centro do 4tomo
em relacdo a um ponto na rede. Para cada rj podemos associar uma operacdo de simetria e
translacdo que mantém a rede de Bravais invariante. Entdo se para cada rj associarmos uma
opera¢do, podemos ver uma certa periodicidade na rede, logo o conjunto {r;} define uma certa
periodicidade da rede de Bravais. Agora imaginemos uma onda plana do tipo e’*T, é facil
ver que esta onda estd associada a uma determinada periodicidade, pois podemos escrever
uma exponencial complexa em termos de senos e cossenos, que sdo funcdes periddicas. A
periodicidade dessa onda plana estd inerente ao comprimento de onda, pois k = 27d. No
entanto podemos ser deixados a levar que existe uma periodicidade para qualquer valor de Kk,
porém so existe para certos valores discretos k.

Uma rede cristalina permanece invariante por translacdo da forma T = ua + vb + wc
e grandezas como a concentragdo de cargas, densidade de elétrons, densidade de massa e
densidade dos momentos magnéticos sao invariantes sob T. Muitas das propriedades de um
cristal podem ser relacionadas com a série de Fourier da densidade numérica de elétrons n(r),
pois ela é uma fun¢éo periddica n(T + r) = n(r). Podemos escrever a série de Fourier em uma

dimensao para n(r) tal que

n(x) :n0+z lAj cos (ZTij) + Bj sin (MTX])} (3.5)

Jj>0

Onde A; e B; sdo constantes € R. Podemos simplificar a equagdo acima por

n(x) = Z Cjei¢ (3.6)

j>0

Onde ¢ = 2’fo Jj e C; € C, pois assim podemos garantir que n(x) seja uma fungdo € R. Para
mostrar isso partiremos de que tanto para valores de CJ’?‘ com j < 0 quanto para C; com j > 0¢

necessdrio que os valores da somas sejam iguais, ou seja, isto vale se, somente se

C*. = ¢ (3.7)
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Fazendo n*(x) + n(x) temos que

D+ Y et (3.8)
-Jj J
ZZij (cos ¢ —ising) + C; (cos ¢ + isin ¢) (3.9)
=

Que podemos expandir em funcdes trigonométricas

, [(cr+ c2j)cos o+ (¢ - ¢ ising) (3.10)

J

J

E pela equacdo 3.7 temos que a equacao 3.10 se torna

2Ree{C;}cos ¢ +2Imm{C;} sin¢ (3.11)

Podemos estender n(x) para o R* de forma bem similar, basta definirmos um conjunto {G} ¢ R?

n(r) = Z Cge'S* (3.12)
G

Onde G € um conjunto de vetores que sdo invariantes sob as operacdes de translagdes T, esse

conjunto é denominado vetor da rede reciproca e pode ser escrito como

G =nG1 + Gy + n3G3 (3.13)

Onde h,k,1e€ Ze A, B e C sao vetores que definem os eixos da rede reciproca.

3.3 Movimento dos elétrons na presenga de campos magneéticos

O momento de um elétron livre é dado pela relacdo de De Broglie p = ik, onde k € o vetor
de onda. Na presenca de um campo E e B o elétron ird sentir uma for¢a de Lorenz, e como a

carga do elétron € -e temos:

1
Fp=-e (E + —v X B) . (3.14)
c

Comparando com a segunda lei de newton e utilizando a relacao de De Broglie obtém-se que

F = mv = 7k, (3.15)

e por fim vamos igualar as equacgdes 3.14 e 3.15, onde encontramos a seguinte expressao

. 1
hk = —e (E + -V X B) . (3.16)
c
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Ao resolvermos a equacdo de Schrodinger em 3 dimensdes para para um elétron livre
encontramos como solu¢do ¢ (r) = exp(ik - r), onde as componentes do vetor de onda k devem
ser da forma k, = ky, = k; = 2nn/L, sendo que n € Z e desta forma as componentes de k
satisfazem as condicdes de contorno. Podemos substituir a solucdo que obtemos da equacdo
de Schrodinger na equagdo de autovalores e consequentemente encontrar os valores de energia
acessiveis do sistema que podem ser escritos por gy = i’k?/2m. A energia de Fermi gf é
definida como sendo a energia do nivel mais alto ocupado no estado fundamental de um sistema
contento N elétrons, onde o nlimero total de elétrons deve se levar em conta que estes podem ter
o0 spin up ou down, entdo N = 2np. No estado fundamental deste sistema, podemos representar
os orbitais ocupados pelos elétrons, como pontos no interior de uma esfera no espaco reciproco e
aenergia contida na superficie dessa esfera € a propria energia de Fermi. Os vetores de onda com
respeito a esta superficie possuem mdédulo kr, tal que ao substituir no valor da energia obtido a
partir da equacdo de autovalores podemos obter a energia de Fermi ef = hzk%/ 2m. O vetor de
onda de onda pode ser escrito com respeito a ky, ky, k, da seguinte forma k> = k2 + k§ + k? e
na geometria analitica temos que o médulo de k serd a raio de uma esfera. Portanto a esfera de

raio kr no espaco reciproco € denominada esfera de Fermi.

K E(ks)

ke

kx ky

Figura 9 — Figura mostrando a relacdo entre a esfera de fermi e o plot e(kr) X Kr 71,

Se ndo houver colisdes dos portadores de carga com qualquer tipo de impurezas, fonons ou
com alguma imperfei¢do na rede cristalina, teremos que a esfera de Fermi ird se mover com
velocidade constante no espago reciproco. Para encontrarmos o valor de k iremos integrar a
equacgdo 3.16 e iremos considerar o caso em que E é constante e que B # 0 num intervalo de

tempo de 0 a 7, donde

=, (3.17)
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Sendo assim,

"dk e [! 1
—dt = —— E+-vxB]|dt, 3.18
/0 di h/o( v ) G-19)
que resulta em
e
ok = —ﬁEt, (3.19)

Onde definimos 0k = k(t) — k(0). Cada elétron representado na espera de Fermi, sofre um
deslocamento 0k, logo podemos induzir que a esfera de Fermi se desloca como um todo a uma
velocidade constante. Podemos imaginar ainda que se a esfera de Fermi colidir com alguma
impureza no meio, ela terd um retardo em sua velocidade que era constante e podemos definir
esse retardo como 7!, onde 7 é o tempo médio das colisdes. Relacionando as equagdes 3.16
com a equagdo 3.19 e levando em consideracao o termo de colisdo com o meio obtemos

dok h ( d

1
F=h—+-0k=nh(—+—-]0k. 3.20
dt 1 dt T) (3:20)

Notemos que o termo d/dt representa nada mais, nada menos que a aceleracao dos elétrons na
esfera de Fermi.
Para o caso em que B # 0 e uniforme temos que mv = ik = hdk. Logo, se derivarmos

encontramos F, entdo podemos associd-las a equacdo 3.20 de modo que obtemos

d 1 d 1
F=|—+- =|—+ -] Aok 3.21
(dt+‘r)mv (dt+7') (3-21)
e igualando o primeiro termo da equagdo acima a for¢a de Lorenzt F, chegamos a
d 1 1
(— + —) mv = —e (E + —v X B) . (3.22)
dt 7 c

Como B # 0 e € uniforme, vamos definir e fixar B numa dire¢do qualquer, por exemplo,
B = Bz = B,. Sabemos que E L B e que B deve ser ortogonal a v, entdo definindo E = EX e

v = v¥, a partir da equacgdo 3.22 obtemos

dt 1

Como os elétrons sentem o campo elétrico e comecam a se mover na direcdo dele, na equagao

d 1 1 1
(— + —) mv = —e (Ef( + Zva (¥ x i)) =—e (Ex + Eva) . (3.23)

acima, no lado esquerdo da primeira igualdade teremos que v terd a mesma dire¢do de E que

resulta em

d 1 1
(E + ;) my, = —e (Ex + Eva) . (3.24)

Para o caso em que temos E = E§ e v = vX obtemos

d 1 1
(E + ;) my, = —e (Ey - ;Bvx) . (3.25)
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Para o caso que nos restou temos E = EZ, mas E deve ser perpendicular a B, no entanto ja
definimos uma direcdo para B. No entanto para que seja possivel que os elétrons adquiram
uma velocidade na direcdo do eixo z o campo magnético deve se anular na direcdo z. Por fim

podemos escrever

1
(% + ;) mv, = —ekE, . (3.26)

Nosso objetivo agora € encontrar os valores de v,, v, e de v,. Para isso comegaremos
supondo que E € constante, pois com essa suposicao num dado regime estaciondrio as derivadas
em relacdo ao tempo irdo se anular. Para v, a expressdo 3.24 resulta ja supondo que E seja
constante em

1

1
—myy = —eEy — —Bv,, (3.27)
T c

etE, eB
LV = — - —TVy.
m mc
etE
LV = — i WeTVy . (3.28)
m

Onde definimos que w. = eB/mc € a frequéncia ciclotonica. Fazendo também para v, e v,

obtemos
eTEy
vy = — - + WeTVy . (3.29)
v, =-ZE, . (3.30)
m
3.4 Efeito Hall

Agora que ja falamos sobre o movimento de uma esfera de elétrons sobre influéncia de um
campo externo, que no nosso caso era o campo magnético e elétrico, podemos falar sobre um
outro campo o qual pode influenciar o movimento dos elétrons. Imaginemos um condutor, onde
entre suas faces temos uma corrente J fluindo numa dada direco X, se colocarmos esse condutor
num campo B ird surgir uma diferenca de potencial entre as faces. Denomina-se esse fendmeno
de efeito Hall. Como temos J = JX teremos que os elétrons irdo se mover na dire¢cdo —X, pois é
padronizado que a direcdo positiva da corrente se dd aos movimentos das cargas positivas. Ao
aplicarmos um campo magnético perpendicular a corrente o elétrons estardao sujeitos a forca de

Lorentz

= (3.31)
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Entdo temos uma Forca Fi, na direcdo do eixo y negativo. Sendo assim, vemos que os elétrons
se agrupam na extremidade inferior do condutor. Consideremos que no condutor esteja num
campo E, e num campo magnético transversal B,. Se a corrente ndo poder fluir na direcao vy,

podemos dizer que 6v, = 0. A partir das eq. 2.25 e 2.26, podemos obter

etE etE
Vy = -— L WeTVy = Vy = — * (3.32)
m m
etk etk
vy =-— + WeTVy = = WeTVy (3.33)
m m

E relacionando os dois resultados temos

Ey = ~w.TE, (3.34)

Que € o campo elétrico transversal ou campo Hall para que v, = 0.

O campo Hall € o campo desenvolvido entre as duas faces do condutor e ele estd numa
direcdo que podemos calcular através do produto vetorial J X B. Se dividirmos o campo Hall
por esse produto vetorial teremos um valor de proporcionalidade, o qual denomina-se coeficiente

hall Ry
Ey

“JB
Por outro lado podemos calcular o potencial que ird surgir entre as bordas do condutor. Sabemos

Ry

(3.35)

que a diferencga de potencial pode ser obtida pela equagdo

V(r) = —/rE - dl, (3.36)

Onde ¢ € um ponto inicial de referéncia. Como sabemos o valor do campo elétrico a equacao

do potencial se torna

mc

a a B
V(r) = - / Eydl = wE, / =g 3.37)
0 0

Por causa das colisdes que o gds de elétrons estd sujeito com relagao ao meio, a esfera deslocada
serd mantida num estado estaciondrio no campo E. Entdo podemos encontrar a velocidade da
esfera de Fermi num tempo 7 a partir da equagdo 3.19 e da relagdo de De Broglie.

mv =hok = v = —%ET . (3.38)

Se o campo elétrico € constante e pelo fato de que existem n elétrons na esfera de Fermi de carga
—e, como o fluxo de carga esté distribuido de forma continua podemos calcular a densidade de
corrente J, que € a corrente por unidade drea perpendicular ao fluxo
_dl
=20

(3.39)

Se analisarmos um infinit€simo de drea do gds de elétrons, iremos obter uma uma densidade

p de carga fluindo da mesma. A densidade p € o ndmero de elétrons por unidade de volume
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p = nq. Considerando um certo volume dr’ e como a carga pode ser calculada por dQ = pdr’,

podemos relacionar as expressoes e achar o valor da corrente I
1 5
J=pv=ngv=—ne7tE =cE, (3.40)
m

Onde o valor ne’t/m = o é definido pela lei de Ohm J = o°E, e tem por nome condutividade
elétrica. Podemos ainda atribuir tensores e escrever de forma matricial a relacio para o e para o
campo elétrico em termos da resistividade p que € obtido a partir de uma manipulacdo simples
da equacgao 3.40. Em termos tensoriais temos que as relacdes citadas assumem a seguinte forma

em duas dimensoes

Jx _ Oxx Oxy E, (3.41)
Iy Oyx  Oyy Ey
E para o campo elétrico temos
E, _ Pxx  Pxy Jx — 1 Oyy  ~Oxy Jx (3.42)
Ey Pyx  Pyy Jy OxxOyy = OxyOyx | —Oyx  Oxx Jy

e por simetria temos que oy, = 0y € Oy = Oy,. E interessante procuramos entender os termos

fora da diagonal principal, que € a condutancia transversal

Oy = % = e% , (3.43)

onde com ( ) queremos nos referir ao valor médio. Por fim voltando a equagado 3.35, obtemos

BE |
e S (3.44)

Ry = =
mc  ne’tBE, nec

Esse resultado a primeira vista pode se apresentar simples, pois relaciona o coeficiente Hall
apenas com a condutividade dos elétrons. No entanto se houver portadores de cargas, ou seja,
buracos produzidos pela falta de elétrons em um semi condutor por exemplo, contribuindo para

a condutividade podemos obter uma expressao com um maior grau de complicagao.
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4 Fundamentos do efeito Hall quantico

4.1 Aproximacao adiabatica

A evolugdo de estados em sistemas quanticos € descrita pela equagdo de Schrodinger. Para
cada instante ¢ existird um conjunto completo de auto-estados. O teorema adiabético diz que
um sistema que estd num certo estado H(0), apés uma evolucdo lenta, o estado do sistema
ird permanecer no mesmo autoestado a menos de um fator multiplicativo denominado fator
dindmico. Dentro da descricdo da mecanica quantica de sistemas fisicos podemos ter um es-
paco de Hilbert com dimensao finita ou infinita. Dentro desse espaco contém um conjunto de
operadores lineares que agem sobre os autovetores também do espaco de Hilbert e podemos
interpretar esses operadores como observaveis, ou seja, entes de um sistema que podem ser
medidos. Em sistemas isolados esses operadores dependem de um certo conjunto de parametros
R = (R',R?%,---) e em particular, sistemas que evoluem com o tempo como os sistemas din-
micos temos R = R(7). Para um sistema quantico, os parimetros de R selam os pontos suaves
de uma variedade diferencial M e como os pontos do sistema evoluem com o tempo no plano
dos pardmetros podemos descrever uma curva C : [0,¢] — M onde R(¢) € C. A variedade M
€ denominada espaco de parametros de um sistema quantico e partir dela podemos tirar uma
gama enorme de propriedades geométricas em R", sendo que essas propriedades dependem do
sistema de interesse "',

Seja a equagdo de Schrodinger

. a . — .
lhE la;t) = H(t) |a;t) 4.1)

a solugdo desta equacdo diferencial pode ser escrita como

1) = > enl®) explifa(0)} Ins1) 4.2)

n

onde 0,(t) = —% fol E,(t')dt’. Aqui E Vamos substituir 4.2 em 4.1 e depois usar o resultado

da equacdo de autovalores H(t) |n;t) = E, |n;t). Sendo assim temos

0
ih— | 4,
lhat la; t) 4.3)

ih% [Zn: cn(t) exp{iby(1)} [n; 1)

0 |n;t)
ot

ih [ denl®) exp{if,(t)} |n;t) + ¢,

ot eXp{ié'n(t)}] (4.4)

X explien(0) e nsn) + 0255 | <o, @5

n
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Tomando o produto interno com (m; t| e utilizando a ortonormalidade entro os autosestados

para dado um tempo ¢, ou seja, (m;t|n;t) = 5,,,, podemos encontrar uma equagao para c,(z),

Ml S = Y esplios0) [l o0 o) + il o052 @
éntt) = = 2 a0 XD 0) = 60 (1 [‘9 'g;”] @

Se o Hamiltoniano ndo dependesse do tempo, teriamos que os autoestados seriam estaci-

2 . | . . , ~ ~
ondrios B!, Queremos lidar para o caso mais geral possivel, entdo retornando a equagdo de
autovalores, vamos derivar dos dois lados da equagao em relagido ao tempo e tomar novamente

o produto interno (m;t| e assumir os valores de m # n

0 0

E(H(t)ln,r» = E(Enln;t» (4.8)
g | 20 |n;r>+H<t)%] - [aEa—’f”|n;r>+Ena'”;’>], “9)

(i HOD) = (B0~ E0) Gl | 1| @10

Agora podemos isolar o produto interno do lado direito da equacdo acima que possui um

termo com a derivada do autoestado #,

_ (mst|H@)|ns 1)

0
(m: 1] [E In;t>] = E)—En0) 4.11)

De uma forma mais geral, vamos separar a equacao 4.7 em dois somatorios, um para n = m €

outro paran # m

) (0. ()= d|n;t) (0. ()= d |n;t)
En(t) = = 3 calt)e PO (o [T] - ; en(t)e @O0 (s 1 [T (4.12)
nrm

n=m

no somatério em que temos n = m a soma dentro da exponencial € igual a zero e consequen-
temente temos que o somatdrio se resume a apenas um termo c, multiplicado pelo produto
externo. Por outro lado quando temos que n # m, o somatdrio ndo se resume a apenas um
termo e usaremos o resultado encontrado na equagao 4.11, que nos permite escrever a seguinte
equacdo que € a solucdo geral de dependéncia temporal. Entretanto dizer que n # m nao é
suficiente, dado que pode existir casos onde os estados sdo degenerados, ou seja, E, = E,,, mas

neste trabalho sé consideramos os casos onde ndo temos degenerescéncia.

En(t) = —cn(r) (mit] [8 ll;; t>] _ Z Cn(t)ei(en@)—em(t))% (4.13)

n¥m
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Observando o segundo termo da equacdo acima podemos observar que a medida que o
sistema evolui no tempo os estados n # m irdao se misturar devido ao fato de que o Hamiltoniano

depende do tempo 321,

Na aproximacdo adiabdtica iremos assumir que a escala de tempo
para uma transformacio no Hamiltoniano deve ser muito maior que o periodo do fato de fase
do estado, ou seja, a frequéncia de oscilagdo do sistema muda bem mais rdpido do que o

Hamiltoniano, disto temos

(m;t|H(Oln;1) _ 1
E,(t) — E,(1) T

< (m31] (4.14)

ot

0 |n;t) En
h

Sendo assim podemos resolver a equacao diferencial 4.13 utilizando a aproximacao adiaba-
tica que nos permitird desprezar o segundo termo da mesma, tornando mais simples resolvé-la.
Vamos ainda, tomando esta aproximacao, substituir o termo acompanhado do produto interno

pela energia sobre 7 como mostramos na equagdo acima. Assim, temos

) ~ () = G0

cm(0) exp{— /Ot Em(t)dt’} (4.15)

cm(O)exp{iZ/ (m; t|[ |m; t)] dt} (4.16)
0
SN (1) PR (4.17)

. .1t
Vale ressaltar que o integrando de y,(f) = i /0 (m; 1| [ a7 lmst )] dt’ é imagindrio puro. Podemos
observar isso ao derivar o produto interno de um estado que dependa do tempo. Como o produto
interno retorna um ndmero temos que sua derivada € zero, no entanto ao aplicar a regra do
produto em derivadas podemos igualar os dois termos oriundos da regra do produto e obtemos

que

((nt|[a|nt)])*——(nt|[a|nt>] (4.18)

e consequentemente y,(t) € real.
Na maioria dos casos as equagdes diferenciais para os ¢, ndo sdo dotadas de solugdes exatas,
sendo assim devemos procurar uma solu¢do aproximada e para isso vamos utilizar a expansao

perturbativa para c, até ordem n,

(1

cn(t) ~ (O) T (2)

@™ (4.19)

Entretanto, vamos pegar até a primeira ordem de aproximg¢ao CSZO). Tomando em maos fer-
ramentas da teoria de pertubacdo dependente do tempo, iremos supor que inicialmente existe

apenas um determinado estado j ocupado e usando o método de iteracdao queremos descobrir

()

os valores aproximados de ¢, ( ). Para isso iremos abrir mio a priori de trabalhar com
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os coeficientes ¢, e vamos definir um operador de evolucdo temporal U(t,#y). Podemos fa-
zer uma expansdo aproximativa desse operador que conseguiremos relacionar com os ¢,. Na

representacao de iteracao temos

la,to; 1), = Up(t,to) |, to; to) (4.20)

e substituindo na equagdo de Schrodinger obtemos

d
ihEUI(t, to) = ViU(t, 1) . (4.21)

A condi¢do de contorno dessa equacao diferencial € que para quando ¢t = fy o operador de
evolugdo temporal € igual a matriz identidade I, sendo assim podemos integrar dos dois lados

da equacdo acima em relagdo ao tempo e chegamos a

. t
l 4 4 ’
Ur(t,10) = Uplt,n)],_, - £/ ViU (t', t0)dt (4.22)
1o
. t
- 1—% / ViUt 10)dr . (4.23)
fo

Supondo que em ¢ = £ o sistema esteja em um estado |j) temos entdo que |a,y;f0); = |j)
e para t # ty temos |, fo;t); = Uj(t,19) | j). Podemos ainda expandir o ket | ); da representagao
de iteracdo usando uma base |n), portanto podemos comparar com o ket de autoestado para um

tempo posterior ao tempo inicial

ls1031); = ) cu®) ) = Ui(t,10)1) = Y ealt) In) (4.24)
— (Uit 0)1j) = ) (nl ca(0) In) (4.25)
— (1) = (nl Ui(t,10) 1)) (4.26)

— a0 =1 - [ GO U @2
fo

.t
l ’ . ’ ’
— a=dy-g [ GV UCRd @2
o

e comparando com a equacdo 4.19, podemos de imediato observar que cﬂo) = 0nj. Em decorrer

desde resultado, se um sistema comec¢a num estado |n) de H(0) ele continua no mesmo estado
para um tempo posterior H(t), a menos de uma fase. Para n = j o termo cElO) = 1 e fazendo

m = n em 4.17 vamos substituir o resultado em 4.2, entdo

™ 7y = OO e gy (4.29)
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Por outro lado ao considerarmos o caso em que H(ty) # H(t), temos que y,(t) = +E,t/h e

0,(t) = —E,t/h, entdo por fim obtemos que o estado permanece 0 mesmo

la™; 1) = |n31) . (4.30)

Entendemos entao por aproximacgao adiabdtica o fato que quando o autoestado do Hamil-
toniano evolui no tempo de forma lenta, ele ird retornar a autoestado inicial acrecido de uma

fase.

4.2 A fase de Berry

Dado H(t) : C* — C" uma familia de Hamiltonianas auto adjuntas suaves dependentes do
t € R, que evolui adiabaticamente atravessando uma curva fechada C c P (H). Considerando
uma Hamiltoniana periddica, ou seja, H(t) = H(t+2x), é notavel vermos que H(¢) é uma fungdo
com valores distribuidos no circulo de parametrizacio S' = (¢’ : ¢ € [0,27]). Vamos supor que
a dependéncia temporal do hamiltoniano seja representada na forma de um vetor do espaco de
parametros R(#) que € uma variedade M. A vantagem de se utilizar essa representacdo a partir
dos vetores R(?) € que além destes caracterizarem o hamiltoniano, eles evoluem no tempo. Com
isso nosso ket de autoestado toma a seguinte forma |n;¢) = |n(R(z))). Derivando ambos os

lados da equacgdo e usando derivacao implicita obtemos que

dR
= Velnt) — 4.31)

sendo que VR surge pelo fato que estamos considerando que o hamiltoniano tenha mais de um

parametro, logo

dR
= (n;t|[VR |n;1)] I (4.32)

0
S = Inst
(n '[at'”>

Substituindo este resultado no valor de y,, que foi definido através da equagao 4.17 obtemos uma
relacdo para a fase geométrica no espago de pardmetros M. Ainda vamos considerar o fato de
que os valores do hamiltoniano estdo distribuidos sobre o circulo S', de tal modo que o vetor R

percorre uma curva fechada C. Logo das equacdes 4.17 e 4.32 obtemos que

¥u(C)

t'=t/+2r

dR
i / U et [VR 1)) Sad (4.33)
0 dt

R(2m)
i / (n: 1| [V |n:1)] dR (4.34)
R(0)

i jzf (n:t| [VR |n:1)] dR . (4.35)
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Essa equacdo € uma integral de linha através de uma curva fechada e que tendenciosamente
induz a aplicarmos o teorema de Stokes sobre ela. Vamos definir um potencial vetor de campo
denominado conexdo de Berry como Ay (R) =i (n;t|[VR |n;t)] . Um fato interessante é que a
conexao de Berry é semelhante ao potencial vetor em eletromagnetismo, portanto admite uma
transformacdo de calibre da forma A, (R) — An(R) — VR x € ao aplicar uma transformacdo de
calibre obtemos |n;1) — ¢Y®) |n;¢). Disto podemos observar que a fase y, mudard conforme
x(R(?)) — x¥(R(0)) e como o sistema evolui ciclicamente ao longo de uma curva fechada R(¢) =
R(0) e a condi¢@o de valor dnico da funcdo de onda requer y(R(7)) — y(R(0)) = 2mm, onde
m € Z. Vamos substituir a conexdo de Berry na equagdo 4.35 e aplicar o teorema de Stokes para

trés dimensoes

(C) = yi An(R) - dR //S (V& X An(R)) - da 436)

// Q"(R) - da=®, . 4.37)
S

O termo Q"(R) € definido como tensor curvatura de Berry e suas componentes sdo dadas por

QZV(R) = 0,(A), - 0,(A), (4.38)
= Ouli(n;t| VR |n;0)], — 0 [i (31| VR |5 1)],, (4.39)
= {0, [(n: 1] 8y Ins )] = 0y, [(nst] By |ms 1) ] } (4.40)
= i{(0u(n;1)[0y(n; 1)) = (0y(n; 1)|Bu(n; 1))} . (4.41)

Para o caso em uma dimensao a curvatura de Berry € zero, de fato isso tem que acontecer,

pois em 1D o fluxo € zero.

d +00
An(R) = i / et stnsnds = iS5 [ (el 4.42)
= iilzo. (4.43)

dt

Em mecanica quantica temos a seguinte relacdo de completeza

DIty (mt =1, (4.44)

n
Semelhante o que fizemos na sessdo sobre aproximacdo adiabética, podemos deduzir
uma identidade a partir da equagdo de autovalores. Seja a equagdo de autovalores dada por
H(R) |n;t) = E, |n;t), vamos Derivar ambos os lados em relagado ao vetor R obtemos a seguinte

expressao
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Ve (HR) m50)) = Ve (B, n51)) (445)
(s tIVRHR)I51) = (Ea(0) = En(0)) 3 1] [V 15 1)] (4.46)
— (mt VRl ) = <”1;’('fo‘$))'””> (447)

Por fim podemos chegar a uma expressdo alternativa para a curvatura de Berry para valores

den#m

Q' = Imz (m;t| VRH(R) |n; 1) X (m;t| VRH(R) |n; 1) |

4.48
(En - Em)z ( )

n+m

4.3 Fase de Berry para um sistema de Spin’s

Vamos considerar um elétron com spin 1/2 e que este possua apenas um grau de liberdade.

A Hamiltoniana desse sistema pode ser descrita da seguinte forma

Z X -1y
X+iY —-Z

(4.49)

1
2

Por outro lado, podemos escrever a Hamiltoniana como um produto escalar que resulta em
H(R) = R - &, onde R é um pardmetro da forma R = (hy, hy, h3) e 0 é o vetor de Pauli dado por
0 = dy + &, + F;. Queremos calcular a fase de Berry para R # 0, pois ao considerar valores
nulos para o pardmetro em estudo estariamos de fato supondo que o ponto O = (0,0,0), que é
a origem, evoluisse juntamente com o sistema e ganharia uma fase. Sendo assim para R # 0

temos as seguintes equacgdes de valores proprios

R-&|+R) = +VR|+R) , (4.50)
R-6|-R)=-VR|-,R) , (4.51)

Aqui temos que os autoestados € dado por |+, R), pois o spin pode ser up ou down. Os autovalores
de energia sdo E = +R, onde R € a distancia da origem até um ponto p no espago € para +R = 0,
temos degenerescéncia e também a curvatura de Berry nesse caso diverge, pois (E, — E,,) = 0.

A partir da equacdo 4.35, podemos calcular a fase de berry para esse sistema de spin.
Para o ket referente ao spin down, temos que a curvatura de Berry serd dada por uma integral
fechada sobre um a curva C no espaco de parametros. Neste caso o poténcial vetor € dado
por A(R) = i (—,R|VR|—,R), entdo a partir da defini¢do da curvatura de Berry e novamente

aplicando o teorema de Stokes, obtém-se

y_ = ji AR) - dR = /S Q (R)-ds. (4.52)
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Por outro lado, a partir da equagdo 4.53, podemos reecrever a curvatura de Berry para o sistema

de spin 1/2 da seguinte forma

o SEIVRH [F) X (F| VRH |+)
4R? '

De imediato temos que VRH = ¢. Considerando apenas a parte negativa como fizemos para a

Q*R) = -1 (4.53)

fase de Berry a expressdo acima se torna

o o) x e
4R? '

Para calcular o valor de Q™ (R) iremos desenvolver os brakest’s em funcio das matrizes de Pauli.

Q (R)=-1 (4.54)

Isto ird facilitar as contas uma vez que podemos calcular cada elemento de matriz separadamente

e depois soma-los. Em suma o que temos é

ol = <—|(? (1)) |+>f+<—|((l_) ;i)|+>f+<—|((1) _01)|+>1%, (4.55)

(=lox|+)
A=l ) = [ (= ay 1) |- (4.56)
(—lo|+)

Considerandos os autoestados |+) e |—) da maneira que se precede, poderemos encontrar de

maneira simples os elementos de matrizes de (—| & |+)

1 0
R) = —R) = ) 4.
[+ R) 0)’ |- R) 1) (4.57)
Lembrando que |a)* = {a| = (a; ... a;), consequentemente
0 1}/1
—| & =01 =1; 4.58
(=1 Fx|+) =( )(1 0)(0) (4.58)
0 —i||(l
—| = =1, 4.
(=1 Fx|+) (01)(1‘ 0)(0) i (4.59)
1 01}\/1
—| & =01 =0; 4.60
(I Gl = ( )(0 _1)(0) (4.60)
1
L{=la ) =i (4.61)
0
1
A+ o=y = =i . (4.62)
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Calculando entdo o produto vetorial em 4.54 € possivel obter o seguinte resultado

1 1 0
(lol+)yx(+o|=)y=|i|x|-i|=] 0 (4.63)
0 0 —2i

Por fim ao substituir esse resultado em 4.54 encontramos

0
1
Q®R) = - 5Imf 0 |2 (4.64)
—2i
R 1
= — . 4.65
IR| 2R? (4.65)

onde aqui consideramos Z = R/|R|. Portanto de forma geral podemos escrever a seguinte

expressao para a curvatura de Berry para um sistema de spin:

. R 1

Se ao aplicarmos o gradiente na curvatura de Berry obtemos VRQ = 276(R). O surgimento de
uma delta fornece uma propriedade interessante da superficie sobre a qual estamos integrando
a curvatura de Berry, e esta € que podemos considerar a existéncia de um monopolo magnético
pontual na origem do espaco de parametros em R = 0. Podemos observar a partir da equagdo
4.52 que a fase de Berry y_ do circuito fechado C no espaco de pardmetros é simplesmente o

fluxo do campo do monopolo através da superficie S limitada pela curva C, ou seja,

y_(C) = / Q- ds = ¢ (4.67)
s 2

aqui Q. € o angulo sélido subtendido por C. Devido a isso podemos concluir que o estado do
sistema adquire uma fase puramente geométrica em decorrer da evolugdo adiabética no tempo
do sistema ao longo de uma curva fechada no espago de parametros.

Podemos considerar o caso de um elétron num campo magnético cuja Hamiltoniana € dada
por H = —u - B. Nesse caso o parametro R serd atribuido ao campo magnético, isto €, R := B.

Isso implica que a curvatura de Berry serd dada por

N B
Q*(B) = T (4.68)
e ainda
o7:(C) — Qe /2 (4.69)

Neste caso €. € o angulo sélido relativo a degenerescéncia em B = 0. Ao rotacionarmos B
lentamente em um fator de 27 em torno de um eixo ortogonal ao plano em que se encontra u

e B, teremos que Q. = 27 e a consequéncia dessa evolucdo adiabdtica serd que o autoestado
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|n; tp) ira retornar ao estado inicial na forma — |n;,,), onde o (—1) se da ao fato de uma fase

geométrica acrescida pela evolugdo adiabdtica.

(@ A d

Figura 10 — Fase de Berry em um sistema de dois niveis

Experimentalmente € possivel observar a existéncia dessa fase ao propdr um experimento
onde podemos emitir um feixe elétrons que passa por um anteparo que por sua vez ird dividir
o feixe em outros dois f; e f>. Depois dos feixes divididos, poderemos obter uma situacdo em
que B de f; ndo esteja alinhado com relagdo a f;. Em decorrer dos feixes estarem fora de fase,

existe um contraste na intensidade da forma
1(6) = cos*[nn(1 — cos 0)], (4.70)

onde o semi-angulo 6 é devido ao movimento de B.

4.4 Efeito Hall quantico

441 Niveis de Landau

Vamos considerar o seguinte hamiltoniano bidimensional para uma particula na presenca de

um campo magnético uniforme e a principio sujeito a um campo elétrico

N 1
H= Z—(p—eA)2+q¢, 4.71)
m

onde A e ¢ sdo os potenciais vetor e escalar.

No eletromagnetismo temos que o campo magnético pode ser escrito como B = VX A e
através da lei de Faraday obtém-se E = —V¢ — A /0t e se por ventura A for constante € possivel
obter a expressdo ja conhecida para o campo elétrico. De fato ndo existe apenas um valor de
¢ e A, pois estes podem se transformar por uma transformacao de calibre que matem E e B
inc6lumes. Considerando i, ¢’ dois autoestados que atuam em H e H’ respectivamente, como
a transformacao de calibre € invariante esperamos obter uma equivaléncia entre os autoestados.

Vamos admitir um potencial vetor singular da forma A’ = A + V1. Olhando entdo para
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0A
E:—V¢—E,B:VXA, (4.72)
a forca de Lorentz 3.22 pode ser escrita como
0A
F=—-¢qV¢- v +qV(v-A). (4.73)
Na mecanica cldssica podemos encontrar a seguinte relacao:
d oU JU
_— - (4.74)

KT drox, Ox

e podemos obter uma expressdo para o potencial eletromagnético da forma U = g¢ — gv - A.

Assim , entdo a Lagrangiana £ = T — U do sistema assume a seguinte expressao

1
£=§mv2—q¢+qV-A.

Podemos encontrar o momento conjugado a partir da Lagrangiana

oL

Pk = 0xy

Sendo assim temos que 0 momento pode ser escrito como

p=I1+¢A
~II=p-4gA,

onde II € o momento cinético.
Seja o Hamiltoniano na presenga de um campo magnético
1 (h

2
H:—(7V—eA) —ep+V(r),
2m \i

(4.75)

(4.76)

4.77)
(4.78)

4.79)

temos que a equagdo de Schrodinger deve ser invariante por uma mudanca de calibre da forma

A—> A, =A+Vy
¢ - ¢g = ¢ - X’
e vamos supor entdo uma mudanca de calibre do tipo
U= g = ey,

onde @ = a(r, ) € uma fungdo a ser determinada.

Observemos que:

(4.80)
(4.81)

(4.82)
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« Vi, = e[V +iyVal],
o V2, = 9[V2y +2iVy - Va + iy Via — (Va) 2y,
® 'ﬁg = eia'[gb + la'//],

e tomando um valor pra @« = —e y/f, a equacdo de Schrodinger para as varidveis g podem ser
simplificadas mostrando que a equagdo de Schrodinger € invariante por mudanca mediante o

calibre escolhido,

ou;
ot

- P
= Hoy — g = e Xy ,-ha_‘i’ = Hy. (4.83)

ih
Agora vamos supor que a particula a ser considerada é um elétron, e que este esteja submetido
a apenas a um campo magnético constante. Sendo assim Il = p — eA. Portanto o hamiltoniano

se reduz a

A=—11 (4.84)
onde IT é um operador hermitiano.

Definigiio 4.4.1 Sejam A, Boperadores: [A,B] = X, a; 1) {j] (zj by k) <k|)—zk by k) (k] (zj a; 1)) (jl) _
AB - BA
é definido como comutador de A e B.

Definicao 4.4.2 Sejam A, B operadores: {A, B} = f\i ] (3—23—5 - 3—23—2)

é definido como parénteses de Poisson.

Teorema 4.4.1 Dados dois operadores hermitianos A e B, entdo [A,B] = 0 & 3 {|j)} tal
que A = Z;‘ ajlj){jleB= Z;‘ bj1j) {jl. o que implica A e B serem diagonais.

Dado que o sistema é bidimensional, de modo que I1 = 7; + mTj = mX; + mx;, entdo €
deveras interessante analisarmos a relacdo de comutacio entre as coordenadas de IT. No entanto
utilizaremos a definicdo de parenteses de Poisson para calcular a relagdo {;, 7}, pois como
aqui fora considerado p = 0 £/dx. De fato cobigamos herdar alguma relacdo macia que nos
forneca algum resultado satisfatério. Sendo assim iremos apreciar [7;,77;] a partir de {n;,7;},
verificando se mr; e 7r; sdo observaveis compativeis ou ndo. desta forma, pincelando o olhar sobre

a solugdo do parénteses de Poisson temos

{mi,m;} = {mi,mi;} (4.85)
= {pit+eA;,p;+eA;} (4.86)
aAj (9A,

—e (W - %) = —€€l]kBk , (487)
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entao
[7;,7j] = —eexy B, = —e; . (4.88)

Agora vamos introduzir operadores semelhantes ao de levantamento e abaixamento, seme-
lhantes ao que ja € conhecido para o oscilador harmonico quantico. Sejam os operadores de

abaixamento e levantamento dados respectivamente por

1
a = (7 —imy), (4.89)
2ehB
o+ 1
To= (my +imy), (4.90)

V2ehB

podemos reescrever o hamiltoniano a partir dele e teremos que a forma do Hamiltoniano serd

equivalente a de um oscilador harmdénico

1., 1 ¢hB

H= %H = %(ﬂx —imy)(my +imy) = TohB

1
(ﬂ)zc + 7r§ +i[my, my]) = hw, (aTa + 5) 4.91)

e ao introduzir um estado |n), temos a' |n) = Vi=1|n+1) e a|n) = Vn|n—1), logo ao

resolvermos H |n) = E, |n), temos entio

(4.92)

-

1
E, = c Py
fiw (n+ 2)

com n € R. Na presenca de um campo magnético os niveis energéticos de uma particula sao
quantizados discretamente para valores inteiros de n. O espacamento entre os niveis de energia
€ proporcional a intensidade do campo magnético e esses niveis de energia sdo denominados
niveis de landau.

Por outro lado podemos definir uma mudanga calibre para resolver o Hamiltoniano na
presenca de um campo magnético. Considerando que B esteja na direcdo Z, entdo temos que
A = (0, By,0). Aqui iremos impor que g¢ = 0, sendo assim de H¥ = E¥ encontramos

1 (h 2
— (Tv - eA) Y =EVY. (4.93)
2m \ i

Trabalhando com as varidveis impostas e reescrevendo a equacao em termos das coordenadas

de espaco derivadas do gradiente chegamos a seguinte equacao diferencial parcial

Y Y [ ieB \*. 2mE
- i v+l "y, 4.94
ox2 972 ( ) (454)
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Vamos chutar uma solugdo do tipo W(x,y,z) = exp{i(By + yz}u(x) e substituir na equagao

diferencial parcial acima

. 0> 2m 0 ieB
BN (%) + a_zzet(ﬁyw)u(x) n %Ee’(ﬁy”)u(x) " (5 _ leh Y

E organizando os termos de tal forma para deixar a equacdo em fungdo de U(x) chegamos a

2mE (ﬁ eBx)2
h

2
) B y(x) = 0. (4.95)

u”(x) + u(x) =0, (4.96)

hz

2
e definindo € = E — ;’—myz e passando € para o lado direito da equagdo, podemos reescrever a
EDP como

eB Bh

2
—iu”(x) Lz (—x - —) u(x) = E'u(x) . 4.97)
m m

2m 2

Ao olhar carinhosamente para o termo entre parénteses, percebe-se que usando um truque
simples e audaz, podemos obter uma equagao semelhante a de um oscilador harmdnico quantico.
Chamando o termo ef/u = w,., vamos reescrever o termo entre parénteses da equacdo 4.97

como

B ph\’ n\* o\
(e—x - ﬁ—) = (a)cx - ﬁ—) = a)gﬁ (x - 'B—) = wzﬁ (x —x0)* , (4.98)
m m m 2 mw, 2
onde chamamos mﬁ—i = Xxp € por fim a equacdo 4.97 se torna
h
——u"(x) + wgﬂﬁ (x — x0)? u(x) = E'u(x), (4.99)
2m 22

que € a equacgdo de um oscilador harmoénico em torno de x,, cujos os autovalores de energia sao

dados por

1
c= (n + 5) hiw, , (4.100)

e da definicdo que haviamos feito para relacionar € e E, obtemos a seguinte equagao

1 n o,
E=|n+; ha)c+ﬂk2, (4.101)

sendo que o segundo termo na equacao acima estd relacionado com um certo shift de energia na
direcdo de k,, no entanto esse termo serd igual a zero, pois temos que os niveis de landau estao

em 2D, portanto

E = (n + l) hwe . (4.102)
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4.4.2 Estados de Bloch na presenga de um campo magnético uniforme

Queremos estudar os estados de Bloch a partir de uma condicdo de contorno periddica, que
como o titulo da sessdo sugere, surge a partir da presenga de um campo magnético uniforme.
Vamos considerar um sistema em duas dimensdes que contenha elétrons ndo interagentes entre
si que sintam a influéncia de um campo magnético perpendicular ao plano que estdo estdo.

Podemos escrever a seguinte equagdo de autovalores

1 A\?
P (P + 6’?) +Ux )| Y) =¢ely) (4.103)

o termo entre colchetes é o Hamiltoniano A do sistema, onde p € o momento do elétron, A € o
potencial vetor e U(x,y) € uma fung¢do que depende do potencial. Suponha entdo que U(x,y)

seja uma func¢do periddica e continua, tal que seja valida a expressao
Ux,y)=U(x+a,y)=U(x,y + b) (4.104)

observando a relacdo acima € facil ver que ao longo das direcdes candnicas do plano xy U(x,y)
permanecesse invariante por translacdo. Este fato, a primeira instancia, levd-nos intuitivamente
a supor que o Hamiltoniano também seja invariante por translacdo. Entretanto existe um
leve detalhe que nds ndo podemos deixar passar desapercebido que € o fato de que quando
observamos o potencial vetor, ele ndo € constante ao longo das direcdes candnicas, apesar que
o campo magnético € uniforme e consequentemente isso faz com que o Hamiltoniano nao seja
invariante por translacdo. E interessante fazermos que o Hamiltoniano também seja invariante
por translagdo e para isso vamos introduzir um formalismo que possa suprir esse detalhe.

Seja R um vetor da rede de bravais. Para cada vetor R podemos definir um operador de
translacdo Tk que ao aplicado ao uma fungio suave qualquer, ele ird transladar o argumento da

fungdo em um fator de R. Da literatura temos que 7% é definido por

T = PR/ (4.105)
Aplicando T na equacio 4.103
- L1 A\’
TrH ) =Tk |5 |p+e—| +Ux)|I¥) (4.106)

de imediato ja sabemos que U(x,y) = U(r) € invariante. O objetivo nesse instante é descobrir
se A(r) serd invariante ou nao, porém A(r + R) nem sempre serd igual a A(r). Isso se dd ao
fato de que uma vez que o campo magnético € uniforme A(r + R) e A(r) irdo diferir por um

gradiente de uma funcdo A(r), tal que
A(r) = A(r + R) + VA(r) (4.107)

Por fim iremos considerar um operador de translacdo ndao em relacdo ao vetor r e sim ao

campo magnético B, representado por Mg. Queremos que este operador torne o Hamiltoniano
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invariante por translacdo. Esse operador ja havia sido introduzido de maneira simpléria quando
falamos sobre os niveis de Landau a partir da equagdo ??. Agora iremos introduzi-lo de maneira
mais formal.

Considerando um sistemas com elétrons em um campo magnético uniforme, o operador do
hamiltoniano assume a seguinte forma A = P + ¢/c A. A partir de uma translacdo infinitesimal
Mg(dx), vamos considerar que Mg |/) = Mg |¢"). O operador T satisfaz a propriedade de que
Tr(dx) = 1 —iK dx e temos que o valor esperado do operador momento é o préprio momento.

Sendo assim

A A
WIP+ 1) = (1P + =1y . (4.108)
(1+iK - dx) (P+%)(1—iK-dx): (P+%) . (4.109)
(4.110)

Abrindo as contas e desprezando os termos de ordem maior que 1 chegamos a

A A A A
(P+e—)—i(P+e—)K-dx+i(P+e—)K-dx:P+e—, @.111)
c c c c
—(P+%)K+(P+ﬂ)1(:o, 4.112)
c c
LK (P+eA/c)]=0. (4.113)
Ainda podemos tirar das relacdes acima o valor de K
A
K= (p_ e_) (4.114)
c

Aqui iremos usar uma consequéncia que € obtida ao aplicar o operador de translagdo em um

intervalo finito Ax ,
Tr(Ax) = e7KAX (4.115)
e portanto, substituindo o valor de K na equagéio acima obtemos para o Mg
Mg(a) = ¢7iB-eAlora (4.116)

Agora vamos considerar uma simetria de gauge da forma A = (B X r)/2, logo nosso operador

de translacdo assume a forma

Mg(R) = exp{éR-[2P+e(pr)]} 4.117)
N ie
= TRexp{ﬁ(BxR)-r} (4.118)

E temos que My comuta com o Hamiltoniano. Sendo assim obtemos um operador tal que H se

torna invariante por translaciao na presenca de um campo magnético uniforme.
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Em geral temos que dados dois operadores que atuem em direcdes distintas ndo irdo comutar,
pois M, M, = exp{2ni¢} MM, o que implica [M,, M},] # 0. O termo ¢ é definido como nimero
de fluxo magnético através da célula unitdria e € atribuido a quantidade (2¢B/#f)ab. Se tivermos
0 caso que ¢ = p/q com p,q € Z for uma quantidade racional, ndo teremos h4 existéncia de
orbitas periddicas, ou seja, queremos dizer que o movimentos nunca vai voltar ao ponto inicial,
entretanto ird sempre convergir ao ponto de inicio, mas nunca coincidindo com o mesmo.

Vamos considerar um vetor da rede de Bravais dado por R” = nga + mb. O operador de
translacdo agora estard relacionado com esse novo vetor da rede de Bravais. Seja a autofuncao

i), iremos atuar com M- sobre ela, tal que os autovalores para M, e My assumem a seguinte

forma
Mya ) = €19 |y) (4.119)
My ) = e |y) (4.120)

onde k| e kr sdo vetores de onda relativos ao movimento do elétron no cristal e podem ser
restritos na zona de Brillouin desde que —7/ga < ky < m/qa e também -n/b < ky < m/b.
Podemos entdo escrever as funcdes de onda na forma de Bloch e indexando um indice n que ird

representar um banda

i(kix+koy), n

Vi, () = € Uy, (55) (4.121)

A partir das equagdes 4.118 e 4.120 chegamos a

U o (x+qay) = e ™0l (x,y) (4.122)
Uy (6 y +b) = ™Y (x,y) (4.123)

onde s € Z.

4.4.3 Quantizacdo da condutancia Hall oy

Para mostramos que a condutancia hall é quantizada, devemos antes elaborar a formula de
Kubo para a mesma. Para isto vamos considerar um hamiltoniano na presenca de um campo

elétrico externo que depende do tempo, atuando sobre os estados de Bloch

a 2
eA”—E(t)t) . (4.124)

c

H(t)=ﬁ(p+

Vamos reescrever este Hamiltoniano em termos do vetor de onda de Bloch, sendo assim vamos

obter

2 2
( eA+zE(t)t+hk) 4.125)

1
H(ky,kp) = l% p+
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Vale ressaltar que iremos considerar E como o campo elétrico e € serd atribuido a energia do
sistema. Usando teoria da pertubacdo dependente do tempo e denotando |ug1 kz(l» = |a(r)),

temos

|‘P”(t)):exp{%i /0 tdt’aa(t’)} [ln;t}+ih2 . 1) s (9h 1) |- (4.126)

8m(t,) - Sn(t/)

m#n

Aqui |n; t) representa um certa autoestado instantaneo e a soma é sobre todos os outros autoes-
tados. Para o leitor que queira se aprofundar no assunto de teoria da pertubacdo dependente do
tempo, recomendo ver a referéncia 311,

A partir das seguintes equacdes de autovlores

H(?) |n; 1)
H(t) [m; 1)

enlnst) (4.127)
&n|lm;t) (4.128)

podemos encontrar uma relagdo em termos da derivada do Hamiltoniano

_ (mt|gH()|n.1)
" enlt) - enlt))

Agora vamos definir um operador arbitrdrio M. Atuando com o braket sobre M obtemos a

(m; 1|0 |n.1)

(4.129)

seguinte relagcdo

Or|n; 1) + (n; 1|6, lm; t) (m; t|M|n; 1)
em(t’) — en(t’)

P OMIP @) = (oMl 1y Y LM i1

m#n
(4.130)
Na sessdo sobre efeito Hall chegamos que a condutéancia podia ser escrita como
(Avy)
Oxy=¢€ AL, (4.131)

Vamos usar a ideia que fizemos com o operador arbitrdrio M na velocidade que estd ao longo

da direcd@o y e ao substituir de volta na relac@o para a condutancia obtém-se

il (s tlvy|m; t) (m; t]0|ns t) + (n; t|0;|m; t) (m; t]vy|n;t)

g = eé—
H X 8m(t/) - sn(t/)

(4.132)

m#n
Utilizando a relagdo 4.129 e que 6,H(t) = 0;H(ki1k2) = eE,v,/c, oy, toma a seguinte forma

ih ~o (nstlvylm;t)y (m;t|0;H|n; t) + (n; t|0,H|m; t) (m; t|vy|n; t)

i 4.133)
Y E, m#n (Sm(t,) - Sn(t/))z
_ pih D (ns t|vy|ms; 1) (ms t|ve|ns 1) + <”;t|vg|m?’> ity mt) g 134
c oot (8m(t,) - gn(t,))

Queremos agora encontrar o elementos de matriz do operador velocidade v, e vy. De modo

geral temos que que integrar sobre toda a célula unitdria

qa b
(n;t|vilm;t) = 5k1kl’(5k2k§/0 dx/o dy uzlki(viull;nzké)’ (4.135)
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onde os estados normalizados sdo dados por

qa b
/ dx/ dy |ul> =1 (4.136)
0 0

Podemos escrever o operador velocidade v; em termos da derivada de Hy, x, a partir da equagao

4.125 e considerando apenas os termos da diagonal obtemos

1
(ntlvilm;r) = ;.l<n;t|<9kiH|m;t> (4.137)
1
= £(sm—sn) (n|Ok,u™) (4.138)
1
= —E(sm — &) (O, u"|m) . (4.139)

Para realizar as ultimas passagens usamos a associacao entre as equacdes de autovalores, onde
derivamos ambos os lados em relacdo a K;. Substituindo este resultado na equacdo 4.134

podemos chegar a uma equagﬁo que depende dos estados do sistema

Txy =i Z(c?kl u"|m) (m|Oj,u”) — (O, u" |m) (m| O, u”) . (4.140)

min

Na mecénica quantica temos que a relagdo de completeza € dada por },,., |n) (n| + |m) (m| = 1
e a partir da equacao 4.140, chegamos a

2
'e n n n n
e [0k, u" 0, u™y — (D, u" |0k, u™)] 4.141)

podemos ainda reescrever os braket’s para a derivada dos estados v’ , na forma integral.

kiky

1
2 2 2
|”Z,k2> = 5k1k2/d "”Zlkz = W/d k/d ruzlk (4.142)
SOk Ut ) = 9 — bk /d ru / 2k/d2r —u" (4.143)
1 1%k ky ok 1k2 k1k2 (27_”)2 ok kika
Substituindo em 4.141 e considerando % = h/2n, obtemos
ou”  ou”
o d2 /dz klkz klkz _ kika 7 Tkiko , 4.144
xy 27Tl hC / (9](1 (9](2 (9](2 akl ( )

onde para cada valor inteiro de n, haverd uma contribui¢éo oy, para a condutancia Hall. Esse

valor de n podemos entender como sendo uma representacao para cada faixa de banda.

Seja o vetor de campo da zona de Brillouin dado por

An(ky,kp) = / d*r uf Vil o= W IVl ) (4.145)
tal que
ou" | Ou” ou" | ou”
V x Ay(kpky) = d2 k1ko kiky kiky kiky 4.146
(ki k) / "\ 7ok, 0k, 0k, 0k (4.146)
n 1 62 2
Oyy = i he d“k (V x Ap(ky, k2)); . (4.147)
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O indice 3 no termo entre parénteses representa a terceira componente do vetor resultante do
rotacional.

Agora estamos interessados em entender sobre a ordem topolégica do vetor de campo
Ap(ky,kz). Primeiramente vamos supor que ug, ,(x,y) satisfaca a equacdo de autovalores,
10g0 1,1, (x, y)et/ K1:52) também deve satisfazer, dado que f(ki, k2) € uma fungio arbitrdria que
ndo depende de (x,y). Sendo assim vamos introduzir uma transformag@o em uy, ,(x,y) de tal

maneira que
Uk ko (%, V) = g 1y (%, y) e 1K) (4.148)

Podemos observar que a fungao introduzida € invariante por transformacéo pelo fato de f(ky, k)
ndo depender de (x, y), além disso o estado |ug, x,(x,y)") ird obter um fator de fase. Agora iremos

introduzir uma transformacao para o vetor de campo Ay (ky,k;) da forma
An(k1,k2)" = An(k1, k2) +iVi f(ki, k2) (4.149)

e esta transformacgdo deixa a condutancia Hall invariante.

Como comentado antes, a zona de Brillouin é homeomorfa a um torus 12 = S x S'. Entdo

©)
1

contidos em H'. Podemos observar que o fator de fase geral do vetor de estados estd bem

iremos dividir T1? em duas partes H! e H? de tal modo que os pontos ¢ = (k; kéo)) estejam

definidos em ¢
|ullqk2> = ix(kik2) |”i1k2> , (4.150)

onde y(ki, k) é uma funcdo suave em dH. A topologia ndo trivial de |ug,,) € transferida ao
vetor de campo Ay(Kky,kz). Podemos definir um vetor de campo para cada parte {H' H?} C
I1? que evidentemente nos proporciona Aj(ky,kz) € H' e Ay(ki,kz) € H?. Observando a
equacio 4.149, podemos relacioné-la com os vetores de campo Aj(ky, kz) e Az(ky, ky) devido a
incompatibilidade de fase na equacdo 4.150. A transformacao de calibre toma a seguinte forma
em 0H

A1(k1, kz) = Aa(ky, ko) + iV x (ki ko) . (4.151)

Seguindo a ideia anterior de separar o torus em duas partes, podemos de certa maneira
expandir a equacdo 4.152 em uma soma que dependa dos vetores referentes a cada parte de I12.
1 e

no_ _~ = d2k
T = i he

p
Z V x Aj(ky, kz)) . (4.152)
=1 3

Aqui de fato temos que p = {1,2}, pois dividimos nosso torus em duas partes apenas. Pri-
meiramente iremos abrir o somatorio para os valores admitidos parap e posteriormente aplicar

o teorema de Stokes para as regides de H' e H? fixando a orientacio positiva do fecho com
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respeito a orientagio dada por H'. Assim obtendo

1 e
oy, = —.e— / d*k (VXA1(k1,k2))+/ d*k (V x Ay(ky, k) (4.153)
Y 2mi he | Jgn H?
1 e
= e / dk (A1(ky, k) + / dk (Az(kl,kz))] (4.154)
mi he | Jon _oH
1 e A
= 2—— / (Al(kl,kz)—Az(kl,kz))-ndk . (4.155)
nihe | Jon

Por fim iremos tomar em maos a transformacao de calibre dada por 4.151 e substituindo na

equacdo acima

1 ¢? . N
Try = Tm%[ /6 (Az(ky,k2) +iVix (ki k2) — Az(ki ko)) - B dk (4.156)
H
1 é? . N
= 2—7”% 5 le)((kl,kz)'ndk (4157)
H
1 ¢?
= Saihe @19

onde o termo n = /a " iVix(ki, ky) - i dk é conhecido como Chern number e ele € um valor
inteiro, pois os vetores de estado devem apontar na mesma direcdo apés completar uma volta
em torno de dH B3,

A quantizacdo a condutancia estd relacionada a diferenca de fase adquirida entre as fungdes
de onda localizadas em pontos com e sem singularidade. Os zeros da fun¢do de onda ocorrem
para pontos onde o fluxo magnético atravessa a célula unitdria, sendo assim quando temos a
energia de fermi &r contida entre dois niveis de landau, a condutancia Hall é quantizada em

valores inteiros de €2 /7.

4.4.4 Chern number

Considerando um Hamiltoniano dependente de um paradmetro continuo R e tomando uma
superficie S contida no espago de parametros. Ao integrar a curvatura de Berry do n-iésimo

autoestado energia emanado por essa superficie, temos que o nimero de Chern dado por

1
0" =—— ¢ avas. (4.159)
2 S

Para mostrar que o numero de chern € um inteiro vamos considerar que a superficie S possui
dois ramos: S| e S>, onde a orientacdo de S, € oposta a de S;. Calculando a fase de Berry em
cada ramo da superficie a partir da conexdao de Berry e usando o teorema de Gauss-Bonnet,

temos

Yy = yf A"l = / QMdS + 2xm = - / QMdS + 27m, (4.160)
S[ S2
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onde m,my € Z. Aqui usamos o teorema de Gauss-Bonnet que discutimos anteriormente em
cada superficie, dai decorre o termo 2zmy, comi = 1,2.

O ndmero de chern do estado |n) sobre S pode ser obtido integrando a curvatura de Berry

emS;e S
1
0 = —| [[anas+ [ avas @.161)
T 1Js, S,
1
- / Q" gs — / Q(")dS—Zﬂm1+27rm2] (4.162)
2 Si Si
= my—my mod2r. (4.163)

Como o ndmero de chern € um ndmero inteiro em uma superficie fechada S, ele varia por
deformacgdes suaves do Hamiltoniano ou até mesmo da prépria superficie. Devido a isso o

ndmero de Chern é um invariante topolégico.
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5 Consideracgées finais

Nesta monografia apresentamos conceitos basicos de topologia e geometria diferencial e
também, elaboramos um texto sobre o efeito hall quintico. A topologia estuda os espacos
topoldgicos e suas deformagdes, de grosso modo, podemos dizer que ela estuda as formas bésicas
dos objetos. J4 a Geometria diferencial estuda medidas, angulos, curvaturas destes objetos que
a topologia trata, mas usando ferramentas de célculo diferencial e ambas surgem facilmente em
vérias dreas da fisica. Devido a importancia dessas dreas da matemadtica procuramos elaborar
um texto mais acessivel a alunos de graduacdo, em especifico, os de fisica por ndo terem contato
com disciplinas que tratem dos temas que me propus a estudar.

Antes de nos dedicarmos a fazer uma explicacdo tedrica de maneira pedagdgica do efeito
Hall quantico (QHE), estudamos alguns conceitos importantes, em relacdo ao nosso assunto, de
fisica do estado sélido, como o teorema de Bloch, rede reciproca, energia de fermi, etc. Ainda,
maneira rapida, falamos um pouco sobre a dindmica de um elétron sob acdo de um campo
magnético que nos possibilitou refletir sobre o efeito Hall cldssico. Depois, investigamos os
conceitos de aproximacao adiabdtica e fase de Berry, pois como vimos a conexiao de Berry
estd intimamente ligada ao nimero de Chern n, onde este mostra que condutancia Hall oy €
quantizada por valores inteiros da quantidade e? /7.

Como trabalhos subsequentes podemos abrir um leque de horizontes: i) Para considerar
uma aproximac¢do adiabdtica, antes, devemos ter em mente que o sistema estard evoluindo no
tempo. No espago de parametros teremos que os vetores irdo se transportar paralelamente a
superficie, mas sempre ao longo de uma curva geodésica, onde estas também evoluem com
o tempo. Se considerarmos entdo pontos desta geodésicas e o levarmos a um espago de fase
teremos a existéncia de orbitas periddicas ou ndo. Quando nos deparamos com orbitas ndo-
periddicas temos um sistema cadtico. Podemos entdo dar condi¢des de contorno e estudar em
quais condicOes teremos que estes pontos contidos na curva geodésica serdo cadticos. ii) O
estudo de fluxos geodésicos. O espaco de parametros R é uma variedade M, podemos tentar
estender esse espago a uma variedade Riemanniana M, e observar a qual superficie R serd
homeomorfa, ou seja, topologicamente equivalente. Ainda aplicar os conceitos de fluxo de
Ricci que sdo equagdes diferenciais que evolui um tensor de curvatura da variedade My com
métrica go. iii) Para trabalhos subsequentes também existe a possibilidade de estudar outras
vertentes do (QHE), como por exemplo, o efeito Hall semi inteiro e posteriormente se aprofundar

no estudo dos isolantes topoldgicos.
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