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ergodieidade fraca. Os resultados principais desta dissertação tomam como base o artigo de 

Arbieto, Catalan e Nobili [1],
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Introdução

A teoria de Sistemas Dinâmicos, apresentada no final do século XIX pelo matemático francês 

Henri Poinearé e posteriormente aprofundada por George Birkhoíf no livro Dynamical Systems 

(1927), introduziu um estudo qualitativo para as equações diferenciais que permitiam analisar 

comportamentos assintótieos em relação ao tempo, como estabilidade e periodicidade, sem 

precisar resolvê-las explieitamente,

Uma dinâmica em síntese é uma função de um espaço nele mesmo, e as propriedades mais 

interessantes são extraídas da análise das órbitas, que é o conjunto dos pontos gerados quando 

a função é aplicada iteradamente dado um ponto inicial. As dinâmicas aqui estudadas são 

caóticas, ou seja, possuem uma sensibilidade à condição inicial, o que leva a necessidade de 

estudar a dinâmica num sentido mais geral.

As propriedades dinâmicas estudadas neste texto, em linhas gerais são:

• Transitividade: em que a dinâmica leva qualquer aberto a interseetar outro aberto pelo 

menos uma vez no futuro ou no passado,

• Topologieamente mixing: em que a dinâmica "mistura" o espaço, levando cada aberto 

a interceptar qualquer outro aberto e manter a interseeção infinitamente depois de um 

certo tempo,

• Ergodieidade fraca; em que o conjunto dos pontos cujas órbitas são densas, é um conjunto 

de medida total na variedade.

Alguns difeomorfismos definidos em variedades difereneiáveis compactas desfrutam de estru­

turas dinâmicas especiais. Os apresentados aqui possuem uma decomposição em soma direta 

no espaço tangente gerada pelos autoespaços do operador derivada, chamados de espaços está­

veis, centrais e instáveis. Os quais possuem uma relação com os conjuntos estáveis e instáveis, 

que são formados por pontos que se aproximam no futuro e por pontos que se aproximam no 

passado, respeetivamente,

Quando o espaço central é trivial chamamos o difeomorfismo de hiperbólico ou difeomor­

fismo de Anosov, Neste caso, os conjuntos estáveis e instáveis são subvariedades difereneiáveis,
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consequência do famoso Teorema da Variedade Estável, Quando o subespaço central é não- 

trivial chamamos o difeomorfismo de Parcialmente Hiperbólico, Neste caso, será possível definir 

subvariedades estáveis e instáveis fortes que integram os subespaços estáveis e instáveis.

Chamamos de s—minimal os difeomorfismos de Anosov que possui todas as variedades está­

veis densas e ss—minimal os difeomorfismos parcialmente hiperbólicos que possui todas varieda­

des estáveis densas. Analogamente, definimos u—minimal e uu—minimal usando as variedades 

instáveis no lugar das variedades estáveis. Definimos também os difeomorfismos ms—minimal 

cujo conjunto dos pontos que possuem variedades estáveis densas, é um conjunto de medida de 

Lebesgue total. Definição esta que faz sentido para os difeomorfismos que preservam a medida 

de Lebesgue, Analogamente definimos mu—minimal usando as variedades instáveis ao invés 

das variedades estáveis.

Os três principais resultados do trabalho são os seguintes:

Teorema 0.1. Seja f : M M um difeomorfismo de Anosov. Então, fé s—minimal e 

u—rnímraaZ se, e somente .se, f é topologicamente mixing.

Este é o Teorema 2,7,

Teorema 0.2. Seja f : M M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico preservando a 

medida de Lebesgue m. Se f for ms—minimal ou mu—minimal, então f é topologicamente 

mixing.

Este é o Teorema 3,8,

Teorema 0.3. Seja f : M M um difeomorfismo de classe C 1+a parcialmente hiperbólico. 

Se fé ms—minimal ou mu—minimal, então f é fracamente ergódico.

Este é o Teorema 3,16,

Esta dissertação está dividida da seguinte forma: no Capítulo 1 apresentamos conceitos 

básicos da teoria, no Capítulo 2 estudamos os difeomorfismos de Anosov e no Capítulo 3 os 

difeomorfismos Parcialmente Hiperbólicos,

Jeremias Dourado 

Uberlândia-MG, 17 de fevereiro de 2020,
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Capítulo 1

Conceitos Básicos da Teoria de Sistemas

Dinâmicos

Neste capítulo apresentaremos as noções básicas de Sistemas Dinâmicos, Usaremos sempre 

o conjunto dos naturais incluindo o 0, então N = {ü, 1, 2, • • • } e nos casos em que precisarmos 

excluir o 0 usaremos N = {1, 2, • • • }. Um espaço métrico M é um conjunto com uma métrica 

d que possibilita calcular a distância entre dois pontos quaisquer. Definimos em M a topologia 

Z gerada pela métrica d isto é, Z é a família de abertos de M, pela métrica d. Definimos 

também em M a a—álgebra de Borel B(M) que é gerada pela topologia Z, ou seja, a menor 

a—álgebra que contém todos os subconjuntos abertos de M,

O conjunto M será sempre um espaço topológieo mensurável compacto, e quando ele tiver 

uma outra estrutura ou propriedade, como por exemplo ser uma variedade diferenciável ou um 

espaço de probabilidade, será devidamente caracterizado, A função f : M M será sempre 

uma função contínua, e portanto mensurável, Na sequência vamos definir uma série de termos 

básicos da teoria.

1.1 Dinâmica Topológiea

Vamos definir e mostrar alguns resultados de uma dinâmica sob um olhar topológieo. Dado 

uma aplicação f : M M qualquer, dizemos que f é um Sistema Dinâmico que associa 

um ponto x G M a um outro ponto f (x) G M que é a dinâmica de x uma unidade de tempo 

depois, e portanto f é uma dinâmica com tempo discreto. Definimos f0(x) = x, f1 (x) = f (x) 

e fn(x) = f(fn-1 (x)), que são os iterados futuros de x, e então chamamos de órbita futura 

de x o conjunto O+ (x) = {fn(x); n G N}. Se f for bijetora, definimos também a órbita
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passada de x, o conjunto O- (x) = {f-n(x); n G N}, em que f-1(x) é a pré imagem de x e 

f-n(x) = f-1(f-(n-1)(x)), que são os iterados passados de x, e nesse caso podemos definir de 

maneira generalizada o conjunto O (x) = O+ (x) U O- (x) = {f n(x); n G Z}, que chamamos de 

órbita de x, Caso precisemos deixar claro a qual função estamos nos referindo, denotaremos 

tais órbitas por O+ (x, f), O- (x, f) e O (x, f), respeetivamente.

Dizemos que um ponto p G M é um ponto periódico de f de período t(p) se fT(p) (p) = p 

e chamamos o conjunto finito O (p) = {p, f (p), ••• , fT (p)-1(p)} de órbita periódi ca de p. 

Denotamos por Pern(f) o conjunto dos pontos periódicos de f de período n e Per(f) = 

UneN Pern(f) o conjunto de todos os pontos periódicos de f, Partieularmente quando t(p) = 1, 

ou seja, f (p) = p, chamamos p de ponto fixo de f e definimos Fix(f) o conjunto dos pontos 

fixos de f,

Um conjunto A Ç M é chamado positivamente f—invariante se f (A) Ç A e dizemos 

que o conjunto A é negativamente f—invariante se f-1(A) Ç A. Se f (A) = A dizemos 

que A é um conjunto f—invariante. Observemos que o conjunto Per(f) é um conjunto 

/-invariante. De fato, se p G Per(f) então fT(p) (p) = p, isso implica que fT(p)(f (p)) =

fT(p)+1(x) = f 1+T(p)(x) = f(fT(p)(p)) = f(p), logo f(p) G per(f), ou seja, f(per(f)) Ç

Per(f), Reciprocamente, se p G f-1(Per(f)) significa que f (p) G Per(f) e com raciocínio 

análogo ao caso anterior concluímos que p G Per(f), ou sej a, f-1( Per(f)) Ç Per(f), Portanto 

f (per(f)) = per(f).

Um ponto x G M é um ponto recorrente no futuro (respeetivamente ponto recorrente 

no passado, caso f seja bijetora) se para cada vizinhança VX de x dada, existe n G N tal que 

fn(x) G VX (respeetivamente existe m G N tal que f-m(x) G VX). Se x é recorrente no 

passado e no futuro, isto é, para cada vizinhança VX de x dada, existem m, n G N tal que 

f-m(x), fn(x) G VX, dizemos que x é recorrente, Denotamos por R (f) o conjunto dos pontos 

recorrentes de f, Dizemos que um ponto x G M é um ponto não errante de f se para cada 

vizinhança VX de x dada, existe n G N tal que fn(VX) n Vx = 0, ou seja, para cada vizinhança 

VX de x dada, existem n G Ne y G VX tais que fn(y) G VX- Denotamos por Q(f) o conjunto 

dos pontos não errantes de f,

Seja {xn}neZ Ç M uma sequência de pontos de M, Dizemos que {xn}neZ é uma e—pseudo- 

órbita para f se d (f (xn),£n+i) < e, Se x G {xn}neZ e existe um n0 G Ntalqued(f (xn0-1),x) < 

e e xn0 = x1; dizemos q ue {xn}neZ é um a e—pseudo-órbita periódica c ontendo x, Um ponto 

y G M ê—sombreia a sequência {xn}neZ se dfn(y),xn) < ê para todo n G Z, Dizemos que 

um ponto x G M é recorrente por cadeia se para cada e > 0 dado, existe uma e—pseudo- 

órbita periódica contendo x e denotamos por RC (f) o conjunto de todos os pontos recorrentes
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por cadeia,

Esses conjuntos definidos acima possuem uma relação entre si, que podemos ver na seguinte 

proposição.

Proposição 1.1. Seja f : M M uma aplicação qualquer, então temos a seguinte sequência 

de inclusões:

Per(f) ÇR (f) Ç Q(f) Ç RC (f).

Demonstração. Vamos provar separadamente cada inclusão,

Per(f) Ç R (f) : Sejap G Per(f), então para toda vizinhança Vp de p, temos fT(p)(p) = p G Vx 

e portanto Per(f) Ç R (f).

R (f) Ç A(f) : Sej a x G R (f), então para cada vizi nhança Vx de x dada, existe n G N tal 

que fn(x) G Vx, em particu lar fn( VX) A Vx = 0, com o e > 0 é um qualquer, temos que 

x G Q(f) e portanto R (f) Ç Q(f),

Q(f) Ç RC (f) : Seja x G Q(f), tomemos e > 0 tal que Vx Ç B(x,e), em que Vx é uma 

vizinhança de x. Então, existem n0 G Ne y G Vx tais que fn0 (y) G Vx, Definamos a 

sequência {yn}neZ Ç M tal que yn = fCyi. logo d(f (yn0-1),x) < e, Como e > 0 é um 

qualquer, então x G RC (f) e portanto Q(f) Ç RC (f),

□

Corolário 1.2. Se Per(f) = M, então Q(f) = M.

Demonstração. Aplicando Per(f) = M na Proposição 1,1 temos Q(f) = M, então basta provar 

que Q(f) é um conjunto fechado e concluímos a demonstração. De fato, se (xk)+=1 Ç Q(f) é 

uma sequência que converge para x, então dada uma vizinhança Vx de x, existe um k0 G N 

tal que para todo k > k0 temo s xk G VX- Fixemos um k > k0 e tomem os 5 > 0 tal que 

B(xk,5) Ç Vx. Daí, como xk é não errante, existe n G N tal que fn(B(xk,5)) A B(xk,5) = 0, 

em particular fn(VX) A Vx = 0, Como VX é uma vizinhança qualquer de x, então x G Q(f) e 

portanto Q(f) é um conjunto fechado, concluindo a demonstração, □

Existem dinâmicas cuja órbita de qualquer aberto percorre todo o espaço, e para algum 

iterado futuro intersecta qualquer outro aberto.

Definição 1.3. Seja f : M M uma aplicação qualquer. Dizemos que f é topologicamente 

transitiva, ou apenas transitiva, se para quaisquer abertos U, V Ç M dados, existe n G N tal 

que fn(U) A V = 0.
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A transitividade de uma função pode ser definida, de forma equivalente, através da órbita 

de um ponto.

Proposição 1.4. Sejam f : M M uma aplicação contínua qualquer e M u,m espaço métrico 

compacto, então f é transitiva se, e somente se, existe x0 G M tal que O (x0) = M.

Demonstração. Se f é transitiva, então dados U, V Ç M existe n G N tal que fn(U) n V = 0 o 

que implica f-n(V) n U = 0, em que f-n(V) também é aberto, pois f é contínua, Como M é 

compacto, então admite uma base enumerável de abertos B = {B1, B2, • • • },

Construamos a seguinte sequência de compactos encaixados. Por hipótese, existe n1 G N 

tal que o aberto U1 = B1 n f-ni (B2) = 0, então tomemos um compacto K1 Ç U1. Por hipótese, 

existe n2 G N tal que o ab erto U2 = U1 n f-n2 (B3) = 0, então tomemos um co mpacto K2 Ç U2, 

Repetindo esse processo indefinidamente, obtemos uma sequência de compactos encaixados

Ki D K2 D K3 D •••

em que a órbita futura dos pontos de Kn começam em B1 e intereeeta Bi após ni iterações, 

para i G {1, 2, • • • , n},

O conjunto K Q + j Ki é compacto não vazio, pois é uma interseeção enumerável de 

compactos não vazios encaixados. Portanto, dado x0 G K temos que fni (x0) G B1 para todo 

i G N, e como B é uma base de M, ou seja, para todo aberto A Ç M existe um Bi G B tal que 

Bi Ç A ratão O+ (x0) n A = 0, isto é, O (x0) = M,

Reeiproeamente, dado dois abertos U, V Ç M, Se O (x0) = M, então existe n1, n2 G N tais 

que fni (x0) G U e fn2 (x0) G V; sem perda de generalidade podemos supor n1 < n2, pois a 

órbita de x0 retorna a U e V infinitas vezes, Daí, fni (x0) G U e fn2-ni fni (x0)) = fn2 (x0) G V, 

Portanto tomando n = n2 — temos fn(U) n V = 0, ou seja, f é transitiva, □

Se O (x) = M, para todo x G M, isto é, a órbita de todo ponto é densa em M dizemos que 

f é minimal; essa definição equivale a dizer que M não tem conjuntos próprios f—invariantes 

e fechados. De fato, observemos que dado x G M, o conjunto O (x) é o menor conjunto 

f—invariante contendo x, pois dado qualquer conjunto A Ç M, f—invariante e contendo x, 

então fn(x) G A paia todo n G Z, logo O (x) Ç A Daí, se A for f—invariante e fechado, então 

M = O (x) Ç A e portanto A não é próprio.

Corolário 1.5. Seja f : M M uma aplicação qualquer. Se f for minimal, então f e 

transitiva.

Demonstração. Como f é minimal, então O (x) = M para todo x G M, Em particular existe 

um x0 G M tal que O (x0) = M, e portanto pela Proposição 1,4, f é transitiva, □
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Algumas dinâmicas possuem uma propriedade mais forte ainda do que a transitividade, em 

que além da órbita de um aberto percorrer todo o espaço, ela expande esse aberto de tal forma 

que a partir de um certo iterado, essa órbita continua intersectando consecutivamente qualquer 

outro aberto.

Definição 1.6. Seja f : M M uma aplicação qualquer. Dizemos que f é topologicamente 

mixing, se para quaisquer abertos U,V Ç M dados, existe n0 G N tal que fn(U) A V = 0, para 

todo n > n0.

Proposição 1.7. Seja f : M M uma aplicação qualquer, se f for topologicamente mixing, 

então f é transitiva.

Demonstração. Sejam U, V Ç M dois abertos quaisquer, como f é topologicamente mixing 

então existe um n0 G N tal que para todo n > n0 temos que fn(U) A V = 0, Em particular 

existe um n G N tal que fn(U) A V = 0, ou seja, f é transitiva, □

Esses comportamentos podem ser verificados em várias dinâmicas sobre um mesmo espaço 

ou em dinâmicas semelhantes sobre espaços diferentes. Algumas, apesar de possuírem leis de 

formação diferentes, possuem as mesmas propriedades que podem ser relacionadas através de 

conjugações.

Definição 1.8. Sejam f : M1 M^ g : M2 M2, aplicações quaisquer, em que M^ M2 

são espaços métricos. Dizemos que h : M1 M2 é uma conjugaçao de f e g, se h for um 

homeomorfismo tal que o seguinte diagrama seja comutativo:

fM1
h

M2 g

M1
h

M2

Ou seja, h ◦ f = g ◦ h. Dizemos que f e g são topologicamente conjugadas quando 

existe uma conjugação h entre elas. Lembrando que um homeomorfismo é uma função bijetora 

contínua com inversa contínua.

Veremos agora um resultado que mostra como duas dinâmicas topologicamente conjugadas 

possuem o mesmo comportamento assintótico.

Teorema 1.9. Sejam Mi e M2 espaços métricos, f : M1 Mie g : M2 M2 aplicações, e

h : Mi M2 uma conjugação de f e g, então as seguintes afirmações são verdadeiras:

i) h ◦ fn = gn ◦ h;
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ii) h(Per(f)) = Per(g) 

m) h(R (f)) = R (g); 

w) h(Q(f)) = Q(g);

v) f é transitiva .se, e somente se, g é transitiva;

vi) f é topologieamente mixing se, e somente se, g é topologieamente mixing.

Demonstração, i) Temos que f = h-1 ◦ g ◦ h, pois h-1 existe porque h é um homeomorfismo. 

Então
fn = (h-1 ◦ g ◦ h)n

= (h-1 ◦ g ◦ h) ◦ (h-1 ◦ g ◦ h) ◦ • • • ◦ (h-1 ◦ g ◦ h)

= h-1 ◦ g ◦ (h ◦ h-1) ◦ g ◦ h ◦ • • • ◦ h-1 ◦ g ◦ h 

= h-1 ◦ g ◦ g ◦ • • • ◦ g ◦ h

= h-1 ◦ gn ◦ h

Portanto h ◦ fn = gn ◦ h,

ii) Se h(p) 6 h(Per(f)) então fT(p) (p) = p e pelo item anterior temos gT(p) (h(p)) = h(fT(p) (p))

= h(p), Logo h(p) 6 Per(g), o que significa que h(Per(f)) Ç Per(g), Reeiproeamente, 

se q 6 Per(g) então gT(q)(q) = q e como h é um homeomorfismo podemos escrever 

p = h-1(q) 6 M1 e pelo item anterior temos fT(q) (p) = fT(q\h-1(q)) = h-1(gT(q)(q)) = 

h-1 (q) = p. Logo p = h-1 (q) 6 Per(f) e então q = h(p) 6 h(Per(f)), o que significa que 

Per(g) Ç h(Per(f)). Portanto h(Per(f)) = Per(g),

iii) Se h(x) 6 h(R (f)) então dado uma vizinhança Uh(x) de h(x), temos que Vx = h-1(Uh(x))

é uma vizinhança de x e existe n 6 N tal que fn(x) 6 Vx e pelo primeiro item temos 

gn (h(x)) = h(f"( x)) 6 h(VX) = Uh(x), logo h(x) 6 Q(g), o que significa que h(Q(f)) Ç 

Q(g), Reeiproeamente, se y 6 Q(g) então dada uma vizinhança VX de x = h-1(y), temos 

que h(VX) é uma vizinhança de y e existe n 6 N tal que gn(y) 6 h(VX) e pelo primeiro item 

gn (y) = gn( h(x)) = hfn( x)) 6 h(VX) o que significa que y = h(x) 6 h(Q(f)). Portanto 

h(f = n(g).

iv) Se h(x) 6 h(Q(f)), então dado uma vizinhança Uh(x) de h(x), temos que Vx = h-1(Uh(x))

é uma vizinhança de x e existe n 6 N tal que f n( VX) A Vx = 0, e pelo primeiro item 

temos h(fn(Vx)) = gn(h(Vx)) = gn(Uh(x)), logo gn(Uh(x)) A U^) = 0 e h(x) 6 Q(g),
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o que significa que h(Q(f)) Ç Q(g), Reeiproeamente, se y G Q(g) então dada uma 

vizinhança Vx de x = h-1(y), temos que h(VX) é uma vizinhança de y e existe n G 

N tal que gn(h(Vx)^ n h(Vx) = 0 e pelo primeiro item gn (h(Vx)) = h(fn(Vx)), logo 

h(fn(Vx)) n h(Vx) = 0 e y = h(x) G h(Q(f)), o que significa que Q(g) Ç h(Q(f)). 

Portanto h(Q(f)) = Q(g).

vi) Se f é transitiva então dado dois abertos U2,V2 Ç M2 quaisquer, temos U1 = h-1(U2)

e V1 = h-1(V2) são abertos em M1; logo existe n G N tal que fn(U1) n V1 = 0 e pelo 

primeiro item gn(U2) = gn(h(U-i)^ = portanto gn(U2) n V2 = 0, o que significa

que g é transitiva, Reeiproeamente, se g é transitiva então dado dois abertos U1 ,V1 Ç M1 

quaisquer, temos U2 = h(U1) e V2 = h(V1) são abertos em M2, pois a inversa de h é 

contínua, logo existe n G N tal q ue gn(U2) n V2 = 0 e com o h-1 também é uma conjugação, 

pelo primeiro item fn(U1) = fn(h-1 (U2)) = h-1(gn(U2)), portanto fn(U1) n V1 = 0, o 

que significa que f é transitiva,

vii) Se f topologicamente mixing então dado dois abertos U2, V2 Ç M2 quaisquer, temos U1 =

h-1(U2) e V1 = h-1(V1) são abertos em M1; logo existe n0 G N tal que para todo n > n0 

temos que fn(U1)nV1 = 0 e pelo primeiro item gn(U2) = gn (h(U1^ = hfn (UJ), portanto 

gn(U2) n V2 = 0, o que significa que g é topologicamente mixing, Reeiproeamente, se g é 

topologicamente mixing então dado dois abertos U1, V1 Ç M1 quaisquer, temos U2 = h(U1) 

e V2 = h(V1) são abertos em M2, pois a inversa de h é contínua, logo existe n0 G N tal 

que para todo n ■ n, H'm<» que gn(U2) n V2 = 0 e como h-1 também é uma conjugação, 

pelo primeiro item fn(U1) = fn(h-1 (U2)) = h-1(gn(U2)), portanto fn(U1) n V1 = 0, o 

que significa que f é topologicamente mixing,

□

Corolário 1.10. Nas condições do Teorema 1.9, f é minimal .se, e somente .se, g é minimal.

Demonstração. Dado x G M1; pelo primeiro item do Teorema 1,9, temos h (O (x, fã = 

O (h(x), g), Como f é minimal então O (x, f) = M1 e portanto O(h(x), g) = h(O (x,f)) = 

h(M1) = M2, e com o x é um ponto qualquer e h é bijetora, concluímos que g é minimal. Ana­

logamente, aplicando o mesmo raciocínio para h-1, concluímos que g ser minimal implica em 

f ser minimal, □

Um exemplo interessante de dinâmica, é a rotação irracional na esfera unitária S1 = {z G 

C; |z| = 1} = {e2nix; x G [0, 2n)} em C, Definamos o conjunto R/Z = {[x] G [0,1); x ~ 

x' O x — x' G Z}, em que [x] é a classe de equivalência pela relação ~, Para facilitar a
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notação, ao invés de escrevermos [x] G R/Z, escreveremos apenas x G R/Z onde o x estará 

representando sua classe de equivalência x ( mod 1). Dado um a G R, definamos também 

sobre esses conjuntos as seguintes dinâmicas

Ra : S1 S1 Ta : R/Z R/Z
6 .

e2nix e2ni(x+a) x x + a

Note que Ra(x) é uma rotação do ponto e2nix G S1 pelo angulo a e Ta(x) é a parte decimal 

do ponto x G R/Z transladado por a Vamos mostrar que Ra é minimal quando a G (R — Q), 

e pra isso vejamos que Ra e Ta são topologicamente conjugadas. Seja h : R/Z S1 tal que 

h(x) = e2nix, então h é uma conjugação de Ta e Ra.

i) h é injetora: De fato, seja x, y G R/Z tal que h(x) = h(y), então e2nix = e2niy e2ni(x-y) =

1 2ni(x — y) = ln(1) 2ni(x — y) = 0 x — y = 0 x = y,

ii) h é sobrejetora: De fato, seja z G S\ então z = e2nix para algum x G [0, 2n), logo existe

x G R/Z tal que h(x) = e2nix = z,

iii) h é contínua com inversa contínua: De fato, a função exponeneial é contínua, e sua inversa 

h-1 definida por h-1 (z) = x, em que z = e2nix, é a função logarítmiea e também é contínua,

iv) h ◦ Ta = Ra ◦ h: De fato, (h ◦ Ta)(x) = h(Ta(x)) = h(x + a) = e2ni(x+a) = Ra(e2nix) = 

Ra(h(x)) = (Ra ◦ h)(x).

Então podemos trabalhar apenas com Ta e as propriedades do Teorema 1,9 se aplicam a 

Ra, Vamos ver abaixo dois resultados que earaeterizam a dinâmica Ra em função do a.

Proposição 1.11. Se a for um número racional, então Per(Ra) = Sx.

Demonstração. Temos que Ta = x + a. T / = (x + a) + a = x + 2a e T/ = (x + (n — 1)a) + a = 
px + na. Daí, dado x G R/Z e tomando a = - G Q temos

Tq (x) , , px + qa = x + q- = x + q = x. 
q

Essa última igualdade é verdade porque q é um número inteiro e então x + q tem a mesma 

parte decimal que x. Portando x é periódico, isto é, Per(Ta) = R/Z e pelo Teorema 1,9 item 

ii), concluímos que Per(Ra) = h(Per(Ta)) = h(R/Z) = S1, □

Proposição 1.12. Se a for um número irracional, então Ra é minimal.
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Demonstração. Dado x G R/Z mi ponham!» que O (x) = R/Z, então B = R/Z — O (x) = 0 é 

um conjunto f—invariante aberto e por isso pode ser escrito como a união de intervalos abertos 

e disjuntos. Tomemos I Ç B o maior desses intervalos, e caso tenha mais de um sendo maior 

que os outros, tomemos I um dos maiores. Seja m(I) > 0 a medida desse intervalo, isto é, se 

I = (a, b) então m(I) = b — a.

Afirmação 1: Ta(I) continua sendo o maior desses intervalos, De fato, se I = (a,b) então 

m(Ta(I)) = m((a + a, b + a) = b + a — (a + a) = b — a = m(I),

Afirmação 2: Tfi(I) = I para todo n G N, De fato, suponham os que TpfiI) = I para algum 

n G N, então pelo Teorema do Valor Intermediário, existe um c G I tal que Tfi(c) = c, logo

c + na = c ( mod 1) o que significa que d = na G Z e daí a = d, o que é absurdo.

Afirmação 3: Tfi(I) são dois a dois disjuntos, para todo n G N, De fato, suponhamos 

que exista m, n G N tal que Tm(I) A Tfi(I) = 0, como B é f—invariante e pela Afirmação 2 

Tm(I) = T™(I), então Tm(I) U Tfi(I) Ç B seria o maior intervalo de B, o que é absurdo.

Portanto, podemos concluir que

(
+ro \ +^ +^
U Ta (I) I = £ = £ mj) = +~-

n=0 / n=0 n=0

Absurdo, pois m (U+=o Ta(I)) < m(R/Z) = m([0,1)) = 1. Logo O (x) = R/Z e como x é 

um ponto qualquer, concluímos que Ta é minimal. Daí, pelo Corolário 1,10 Ra é minimal, □

1.1.1 Hiperbolicidade

Quando o espaço M possui certas propriedades, podemos mapear melhor a sua dinâmica. 

Então, sejam M uma variedade difereneiável, f : M M um difeomorfismo de classe Cr e 

p G M um ponto periódico de período t(p). Podemos deeompor TpM através dos autoespaços 

do operador derivada Dfp p : TpM TpM, Chamamos de subespaço estável de TpM 

o subespaço Ep gerado pelos autovalores |À| < 1, subespaço instável Ep o gerado pelos 

autovalores |À| > 1, e subespaço central Ep o gerado pelos autovalores |À| = 1. Temos 

portanto uma decomposição do espaço TpM em soma direta

TPM = Ep © Ep © Ep.

Dizemos que p é um ponto periódico hiperbólico se Ec = {0}, ou sej a, Dfp(p) não possui 

autovalor À com |À| = 1e portanto

TpM = Esp © Ep.
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Essa definição pode ser estendida para os pontos que não são periódicos, Existem conjuntos 

A Ç M que também admitem uma boa decomposição do fibrado tangente, que chamaremos de 

conjuntos hiperbólicos. Mais preeisamente:

Definição 1.13. Seja f : M M um difeomorfismo de classe Cr definido em uma variedade 

diferenciarei M. Dizemos que um conjunto A Ç M é um conjunto hiperbólico se A e 

f— muanante e exi stem 0 < À < 1 e C G R tais que para cada x G A:

i) Existe a decomposição TXM = EX © Ef;

ii) Essa decomposição é Df— muanante, ou seja, Df (EX) = E^X) e Df (Ef) = Ef(X),- 

Ui) ES e E£ uanarn contmoarnente com x;

iv) ||Df n(x) |Ex (v) || < CÀn||v|| para to do v G EX e para to do n G N;

v) ||Df-n(x)|Eu(v)|| < CÀn||v|| para todo v G Ef e para todo n G N.

Quando M é um conjunto hiperbólico, chamamos f : M M de difeomorfismo de 

Anosov, Dizemos que um conjunto hiperbólico A é isolado ou maximal se existir uma 

vizinhança U de A tal que

a=n fn(u).
n€Z

Definimos o conjunto estável local W/ (x) Ç M de x e o conjunto instável local 

W“(x) Ç M de x, respectivamente, por

WS (x) y G M; nlim~d(f“(!),/“(y)) = 0 e d(/'‘(x), fn(y)) < e,Vn G N

W"(x) = Çy G M; nlimwd(f-n(x),f-n(y)) = 0 e d(f-n(x),f-n(y)) < e, Vn G © .

De modo geral, definimos o conjunto estável Ws(x) Ç M de x e o conjunto instável 

Wf(x) Ç M de x, respectivamente, por

Ws(x) = (y G M; lim d(fn(x),fn(y)) =0
I n^+TO

Wf(x) = (y G M; lim d(f-n(x),f-n(y)) =0
I n^+TO v 7

É claro que W/(x) Ç Ws(x) e W“(x) Ç Wu(x). Caso precisemos deixar claro qual a 

função estamos nos referindo, denotaremos tais conjuntos por W/(x, f), W“(x, f), Ws(x,f) 

e Wu(x,f), respectivamente. O próximo resultado relaciona melhor esses conjuntos, e mais, 

mostra que localmente esse conjuntos tem um comportamento parecido com EX e Ef,
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Teorema 1.14. (Teorema da Variedade Estável) Sejam f : M M um difeomorfismo 

de classe C definido em uma variedade diferenciável M, A Ç M u,m conjunto hiperbólico e 

x G A um ponto qualquer, então W£s(x) e WX(x) são subvariedades de M tangentes aEsx e EX, 

respectivamente. Além disso,

Ws(x) = U f-(w?(f“(x))) e Wu(x) = □ fn(»-?(f-(*)))
n=0 n=0

também são subvariedades de M de mesma dimensão que EX e EX, respectivamente, e variam 

continuamente com o x.

Demonstração. Pode ser encontrada em [2], na Seção 8.1.3, Teorema 1.2. □

Um exemplo de dinâmica hiperbólica é o automorfismo hiperbólico no toro Td = Rd/Zd, 

a hm de simplificar os cálculos usaremos o toro de dimensão 2, T2 = R2/Z2, mas o raciocínio 

para dimensão d > 2 é inteiramente análogo. Seja A uma matriz de ordem 2 cujos elementos 

são números inteiros, |det(A)| = 1 e se À for um autovalor de A então |À| = 1. Definamos um 

operador linear F : R2 R2 em que F(z) = Az; e seja n : R2 T2 a projeção natural de 

R2 sobre o toro T2, isto é, n(x,y) = [x,y] em que [x, y] é a classe de equivalência de (x,y) ( 

mod 1). Então A induz uma uma função FA em T2 definida pelo seguinte diagrama

R2-—- R2
n n

T2---- >■Fa
T2

Temos que FA é um difeomorfismo. De feto, a matriz Jaeobiana de FA em todo ponto 

x G T2 é A e como | det(A) | = 1 então FA admite inversa e a Jaeobiana da inversa é A-1. 

Chamamos FA de automorfismo hiperbólico no toro. Apesar do método de construção da 

função FA, a proposição seguinte mostra que ela possui um comportamento bem diferente de 

sua equivalente linear.

Proposição 1.15. 0 conjunto Per(FA) é denso em T2.

Demonstração. Seja p G T2 um ponto qualquer com coordenadas racionais. Encontrando 

um denominador comum se necessário, podemos assumir que p = ’ COm a,/,k G Z.

Sabemos que os pontos com coordenadas racionais são densos em T2, então basta mostrarmos 

que eles são periódicos.

Afirmação: p é periódico, com período menor ou igual s kfi ne fato, assumindo 0 < a < k 
e 0 < /< k, sabemos que existem k2 pontos da forma p = f a, - Como a matriz A é inteira,

a b

c d
podemos supor A com a, b, c, d G Z, então
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r n ■ a - ' aa bft " ' aa + bft ■
a b k k + k k
c d ft ca dft ca + dft

1- L k -J L k + k -J L k -1

a ft

F Ia ft
'' k'k

Ou seja, FA permuta os pontos da forma p =

/ A p = FA(p) com |m — n| < k2. Supondo, sem perda de general idade, que m < n e fazendo 
t(p) = n — m temos FA(p) (p) = FA-m(p) = p, Assim, p é periódico de período t(p) < k2, □

—, — , Logo, existem m, n 6 N tais que 
k k

Os autovalores À1 e À2 de A são números reais. De fato, o polinômio característico de A
é p(À) = À2 — À(a + d) + det(A), sendo as raízes Àj = —1)—j = 1, 2, em que

A = (a + d)2 — 4det(A), então temos dois casos:

Caso 1: det(A) = —1, então A = (a + d)2 — 4det(A) = (a + d)2 + 4 > 0 logo À1, À2 6 R 

Caso 2: det(A) = ad — bc = 1, suponhamos A = (a + d)2 — 4 < 0, então À1 6 Ce
À1 = (0 + d) — da, temos

2

,2 = (a + d)2 + A
N 4 ' 4

(a + d)2 —(a + d)2 + 4 1.
4 + 4

Absurdo, pois |À1| = 1, Portanto A > 0 e À1, À2 6 R,

Como | det(A)| = |À1À2| = 1 e |Àj| = 1 para j = 1,2 então um dos autovalores deve satisfazer 

IÀi| < 1 e |Àj| > 1 par a i = j. Vamos denotar por Às o primeiro eas o, e Àu o segundo. Desta 

forma podemos concluir que os subespaços estáveis e instáveis, Esz e EU, para to do z 6 T2, 

devem ser retas passando pela origem em R2 e com inclinação Às e Àu, respeetivamente, e então 

TzT2 = EZ © EU É ciado que essa decomposição é DFAz—invariante, pois DFAz = A para 

todo z 6 T2 e portan do DFAz (EZ) = AEZ = EsFa (z), o mesmo vale para E'U- Com o F é uma 

transformação linear, então EF e EU variam continuamente com z, O que nos leva a concluir 

que T2 é um conjunto hiperbólico para FA,

Dado z 6 T2, então pelo Teorema da Variedade Estável 1,14, temos que Ws(z) e Wu(z) são 

subvariedades de T2 de dimensão 1 tangentes a EF e EU, respeetivamente, e variam eontinua- 

mente com o z, O que nos leva ao seguinte resultado.

Proposição 1.16. Para todo ponto z 6 T2, temo-s

i) Ws(z) = n(EF);

ii) Wu(z) = n(EU).

Demonstração, i) Se z' 6 W s(z), tomem os l como sendo o segmento de reta que liga z e z', 

Suponhamos que l EF, logo l possui uma componente na direção que expande EU- Absurdo,
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pois limn .. x d(FA(z'), FA(z)) = 0, Portanto l Ç EZ, e então z' G ES ou seja, Ws(z) Ç n(ES). 

Reeiproeamente, se z' G EZ tal que z' = z, tomemos l como sendo o segmento de reta que 

liga z e z'. Pela linearidade de F, temos que F™(l) é um segmento de reta paralelo a Ws e 

como |AS| < 1 então limn .. x Fn(l) = Ani = 0, isto é, o tamanho desse segmento tende a zero. 

Portanto l Ç Ws(z), e então x' G Ws(z), ou sej a, n(EZ) Ç Ws(z),

ii) Essa demonstração é inteiramente análoga ao item anterior, usando a inversa da função 

Fa. □

E o resultado mais interessante desse exemplo, é que para todo z G T2, as suas variedades 

estáveis e instáveis são densas em T2, o que chamaremos no próximo eapítulo de s—minimalidade 

e u—minimalidade, respeetivamente.

Proposição 1.17. Dado z G T2 um ponto qualquer, então as variedades estável Ws(z) e 

instável Wu(z) de z são densas em T2.

Demonstração. Comecemos por verificar que ES é uma reta com inclinação irracional em R2, 

ou seja, se z = (x0,y0) e EZ = {(x,y) G R2; (y — y0) = a(x — x0)}, então a G (R — Q), De 

fato, suponhamos que a G Q, então existe um ponto k = (k1,k2) G ES tal que k1,k2 G Z, E 

como A é uma matriz de elementos inteiros, então FA (k) G Z2 para to do n G N. Absurdo, pois 

lini„ .. x d(FA(k), Fn(z)) = 0.

Agora, tomando os pontos da forma (kj, j) G EX que são a interseeção das retas da forma 

y = n, paralelas ao eixo x em R2 com EZ, como a inelinação de EZ é irracional, então kj G (R—Q) 

para todo j G Z, e portando n(kj,j) = (aj, 0) para algum irracional 0 < a < 1, Os pontos 

da forma (x, 0) G T2 define um circulo no toro e suas imagens por FA são uma rotação por 

um ângulo irracional, então pela Proposição 1,12 temos que a interseeção de Ws(z) = n(ES) 

com esse círculo é denso nele, ou seja, Ws(z) é densa verticalmente no toro. Basta verificarmos 

então para a segunda coordenada.

Tomando os pontos de Ws (z) que interceptam as retas d a forma y = n + Z, em que 

Z G Q C (0,1), temos que para cada Z a variedade estável Ws(z) é densa no circulo formados 

pelos pontos da forma (x,Z), e como os racionais são densos em [0,1), os círculos também são 

densos no toro. Portanto Ws(z) é denso em T2,

Para Wu(z) a demonstração é análoga, □
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1.2 Dinâmica Ergódica

Nessa seção vamos estudar uma dinâmica sob o olhar da teoria ergódica, cujo foco são 

as dinâmicas que preservam uma medida. Começaremos vendo as condições necessárias pra 

garantir a existência de pontos recorrentes e de medidas invariantes, para podermos definir 

ergodieidade e provar seus resultados,

O resultado que garante que quase todo ponto é recorrente, relativamente a uma medida 

finita f—invariante, é o Teorema da Recorrência de Poinearé, Usaremos com frequência, para 

estudarmos medida de um conjunto, a função característica XE : M R do conjunto E, isto 

é, XE(x) = 1 se x G E, e XE(x) = 0 se x G E, Definimos p : B(M) R uma medida em M, 

onde R = RU { — to, +to} é a reta estendida. Denotaremos essa medida apenas por p; dizemos 

que p é uma medida finita se p(M) < +to e p é uma probabilidade se p(M) = 1, Dizemos 

que pé f—invariante se para todo conjunto E Ç M mensurável vale p(f-1(E)) = p(E),

Dizemos que uma propriedade P vale para p—quase todo ponto x G E, quando existe 

um conjunto N Ç E com p(N) = 0, tal que P vale para todo ponto x G (E — N), Finalmente 

podemos enunciar o primeiro resultado.

Teorema 1.18. (Teorema de Recorrência de Poinearé - versão mensurável) Sejam 

f : M M uma aplicação mensurável e p uma medida f — invariante finita. Se E Ç M é 

um conjunto mensurável qualquer com p(E) > 0, então pa ra p—quase todo po nto x G E, existe 

n G N tal que fn(x) G E.

Demonstração. Chamemos E0 Ç E o conjunto dos pontos x G E que não retornam a E, ou 

seja, x G E0 implica que para todo n G N* temos que fn(x) / E, Basta provarmos que E0 tem 

medida nula, e concluímos a demonstração.

Afirmação: As suas pré-imagens f~n(E0) são duas a duas disjuntas. De fato, suponhamos 

que existam m, n G N* com m > n tais que f-m (E °) n f ~n( E °) = 0, tomem os x um ponto 

dessa interseeção e seja y = fn(x). Então y G E° e fm-n(y) = fm-n◦ fn(x) = fm(x) G E° Ç E, 

isso significa que y retorna a E, o que é absurdo pois y G E0, Logo as pré-imagens de E0 por 

f são duas a duas disjuntas. Então, pela a—Atividade de p, temos

(
+ro \ +^ +^
Uf "d Eo) = E pf-(E»)) = £ p(E 0).

n=0 / n=0 n=0

Na última igualdade usamos a hipótese de que p é f-invariante, ou seja, pf n(E0)J = 

p(E0) para to do n G N. Com o p é finita, temos que pí U+=0 f -n( E0) ) < +to, por outro lado,
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à direita temos que V+ 'j, p(E°) é uma soma infinita de termos constantes, A única forma dessa 

soma ser finita, é se todas as suas parcelas forem nulas. Portanto concluímos que p(E°) = 0, 

como queríamos provar, □

Esse resultado têm uma consequência direta mais forte, em que além de p— quase todo 

ponto voltar a E, eles continuam voltando uma infinidade de vezes.

Corolário 1.19. Nas condições do Teorema 1.18, para p—quase todo ponto x E E, existem 

infinitos valores n E N, tais que f n(x) E E.

Demonstração. Chamemos Ek Ç E o conjunto dos pontos x E E que retornam a E exatamente 

k vezes, ou seja, x E Ek implica que existem exatamente n1, n2, • • • , nk E N, tais que fni (x) E E, 

onde i E {l, 2, • • • ,k}. Logo o conjunto dos pontos que retornam a E um número finito de 

vezes é U+=i Ek e então

(
+ro \
ijeJ <£ ^Ek).

k=1 / k=1
Basta provarmos que Ek tem medida nula, para todo k E N, e concluímos a demonstração

do corolário. Suponhamos que p(Ek) > 0, então pelo Teorema 1,18 temos que para pquase 

todo ponto x E Ek existe n E N tal que fn(x) E Ek. Fixemos um desses x e denotemos 

y = fn(x) E Ek, Pela definição de Ek, temos que y tem exatamente k iterados em Ek, mas

como y é um iterado de x, então x tem pelo menos k + 1 iterados em Ek o que é absurdo. Logo 

p(Ek) = 0, como queríamos provar, □

Na sequência vamos mostrar uma versão topológiea desse resultado, que é útil para relaci­

onarmos com os resultados da seção de dinâmica topológiea.

Teorema 1.20. (Teorema de Recorrência de Poincaré - versão topológiea) Sejam 

f : M M uma aplicação mensurável e p uma medida f — invariante finita. Se M admite 

uma base enumerável de abertos, então p—quase todo po nto x E M é recorrente.

Demonstração. Seja B = {Uk; k E N} uma base enumerável de abertos de M, Para cada 

k E N, representaremos por U° o conjunto dos pontos x E Uk que nunca regressam a Uk, ou 

seja, x E U° implica que para todo n E N temos que fn(x) E Uk, Então, pelo Teorema 1,18, 

U° tem medida nula pra todo k, e portanto se U = (J +=fi U°. temos que

(
+ro \
Uu° <£ p(u°) = o-

k=1 / k=1
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Logo ^(U) = 0, Então basta provarmos que para todo x G M tal que x G U, temos que 

x é recorrente, e assim concluímos a demonstração. Sejam x G (M — ÚZ) e Vx uma vizinhança 

aberta qualquer de x, como B é uma base de M então existe Uk G B tal que x G Uk Ç Vx. 

Como x / U, então x / U0, ou seja, existe um n G N, tal que fn(x) G Uk Ç Vx. Como Vx é 

uma vizinhança arbitrária, então x é um ponto recorrente, como queríamos mostrar, □

Esses resultados acima dependem fortemente da medida ser f—invariantes, o que será ga­

rantido pelo próximo teorema.

Teorema 1.21. (Teorema da Existência de Medidas f invariantes / Seja M um espaço 

métrico compacto. Se f : M M é uma aplicação contínua, então existe pelo menos uma 

probabilidade f—invariante.

Demonstração. Pode ser encontrada em [5], no Capítulo 2, Teorema 2,1, □

Podemos então concluir que com hipóteses relativamente fracas, conseguimos sempre en­

contrar pontos recorrentes em uma dinâmica.

Corolário 1.22. (Teorema da Recorrência de Birkhoff) Seja M um espaço métrico com­

pacto. Se f : M M é uma aplicação contínua, então f tem algum ponto recorrente.

Demonstração. Pelo Teorema 1,21, existe uma probabilidade f—invariante Como M é com­

pacto, então admite uma base enumerável de abertos, logo pelo Teorema 1,20 ^—quase todo 

ponto x G M é recorrente. Em particular o conjunto dos pontos recorrentes é não vazio, 

concluindo a demonstração, □

O próximo resultado é o Teorema Ergódico de Birkhoff que nos permitirá um bom entendi­

mento das dinâmicas em termos da densidade de suas órbitas em relação a uma medida. Sejam 

f : M M uma aplicação mensurável, x G M um ponto qualquer e E Ç M um conjunto 

mensurável, vamos fixar n G N e dehnir In = {0,1, • • • , n — 1} Ç N, o conjunto dos n primeiros 

números naturais, e então vamos considerar Tn(E, x) como sendo a fração dos j G In tal que 

fj(x) G E, ou seja, Tn(E,x) = n#{fj(x) G E; j G In}, onde #{fj(x) G E; j G In} é a 

eardinalidade do conjunto. Observe que podemos reserever Tn(E,x) da seguinte forma
, n— 1

Tn(E,x) = XE f (x)) • (Í-1)
n j=0

Definição 1.23. Sejam f : M M uma plicação mensurável e x G M um ponto qualquer. 

Definimos t(E, x), o tempo médio de permanência da órbita de x em E, como sendo o 

limite de Tn(E, x) quando n tende ao infinito, ou seja,

t(E,x) = lim Tn(E,x).
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Em geral, esse limite pode não existir, Mas quando existe, podemos garantir que ele não 

varia na órbita do ponto.

Lema 1.24. Sejam f : M M uma plicação mensurável e x G M um ponto qualquer. Se o 

tempo médio de permanência t(E,x) existe, então

T (E,f (x)) = T (E,x)-

Demonstração. Por definição temos

’(E,f(x)) = lim T4E,f(x))
v 7 n——+to v 7

.. n—1
lim -Y,xdfj(/(»)))

n—+to n \ 7 /
j=0
n

lim XE f j (x))—+to n 7 7n—+to n
j=1 

Z n— 1- / 1 r
lim - Xe (fj (x))----- Xe(x) — Xe (fn(x))

n—+to n \ z' n L
\j=0

n—1 1
n— to nlim - 72 Xe (fj (x)) — lim - Xe(x) — Xe (fn(x))

n—+to 77- v ' n— to n v 7
j=0

1

1
= t (E,x) — lim — Xe (x) — Xe ffn(x)) 

n—+to n L v '

Como a função característica é limitada, esse ultimo limite é igual a zero, e o lema está de­

monstrado, □

Com esses resultados, podemos provar o próximo teorema, que garante a existência desse 

limite e dá um método para calcular sua integral.

Teorema 1.25. Sejam f : M M uma aplicação mensurável e p uma probabilidade f—in- 

variante. Dado qualquer conjunto mensurável E Ç M, o tempo medio de permanência t(E,x) 

existe para p—quase todo ponto x G M. Além disso,

t (E,x)dp(x) = p(E). (1.2)
IM

Demonstração. Seja E Ç M um conjunto mensurável qualquer, Para cada x G M, definamos

n— 1
t(E,x) = limsup 72 XE(fj(x)) e

n—+to n
j=0

n—1

t (E,x) = liminf — Xe fj (x)).
n—+to n y v 7

j=0
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Para todo x G M temos que

T(E,f (x)) = T (E,x) e r(E,f (x)) = T(E,x). (1.3)

A demonstração das equações em (1,3) é análoga a do Lema 1,24,

Para demonstrar a existência do tempo médio t(E,x), basta mostrar que para ^—quase 

todo ponto x G M, temos

T (E,x) = t (E,x). (1,4)

Como 0 < t(E,x) < T(E,x) para todo x G M, então fM t(E,x)d^(x) < fMT(E,x)d^(x), 

E caso t(E,x) exista, pela definição de liminf e limsup teremos 0 < t(E,x) < t(E,x) < 

T(E,x) para todo x G M, e então fM t(E,x)d^(x) < fM t(E,x)d^(x) < fM T(E,x)d^(x), 

Logo, pra demonstrarmos a igualdade dada no teorema, basta provarmos a seguinte desigual­

dade (1.5), e concluímos a demonstração,

/ T(E,x)d^(x) > ^(E) > t(E,x)d^(x). (1,5)
Jm Jm

Vamos provar a segunda desigualdade em (1,5), Seja e > 0 dado, por definição de limsup 

existem t G N, tais que para todo x G M, temos

Tt(E,x) > T(E,x) — e. (1,6)

Definamos t : M N uma função que leva o ponto x G M ao primeiro t que satisfaça (1,6), 

Agora dividiremos a demonstração em dois casos.

Caso Particular: Suponhamos que a função t seja limitada, ou seja, existe um K G N tal 

que t(x) < K para todo x G M, Fixando um n G N e dado x G M, definamos uma sequência 

x0,x1, • • • ,xs de pontos de M e uma sequência t0,t1, • • • ,ts de número naturais, do seguinte 

modo:

1, Tomemos x0 = x,

2, Depois fazemos ti = t(xi) e xi+1 = fti (xi),

3, Terminamos quando encontrarmos xs tal que t0 + t1 + • • • + ts > n.

Pela definição de Tt(E,x) em (1.1), temos

ti-1
Tti(E,x) = -^2 Xe (fj(x))

j=0

ti-1
'22xe f j (x)) = tiTti(E,x). 
j=oi
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Como essa equação vale para todo x G M em particular vale para todo xi; e aplicando em 

(1,6), temos

ti-1

EXe (fj (x))
j=0

= tiTti (E,xi)

> t^T (E,xi) — e). (1-7)

Pela definição da sequência xi temos que

x0

x1

x2

x3

x

f10 (x>) = f (x)

f11 (x) = f11 (f 10 (x)) = f 1o+11 (x) 

f‘2 (x2) = f (/1o+11 (x)) = fl0+1l+l2 (x)

to +tl+-- +ts-1 (x).x s f

E pelo item 3 da definição das sequências, temos que t0 + t1 + • • • + ts > n, então t0 + t1 + 

• • • + ts-1 > n — ts, e como to do ti = t(xi) < K temos que t0 +11 + • • • + ts-1 > n — K, Note que 

aplicando xi = f to+tl+-+ti (x) em (1.3), te mos T (E,xi) = T (E,x) para to do xi da sequência, 

Como ts é o menor número tal que t0 + t1 + • • • + ts > n, se tirarmos ele dessa soma teremos,

t0 + t1 + • • • + ts-1 < n o que implica na seguinte desigualdade t0 + t1 +---- + ts-1 — 1 < n — 1,

Então podemos reescrever (1.7), colocando xi em função de x para todo xi da sequência, e 

somar todos eles, em que

n- 1
£Xe (fj (x)) >
j=0

>

to+---+ts-1"1

E Xe( fj (x))
j=0

(t0 + t1 + • • • + ts-1) (t(E, x) — e)

> (n — K) (t (E,x) — e). (1-8)

Como o x G M é um qualquer, então essa desigualdade vale para todo x G M, e como 

as funções características são integráveis e não negativas, a integral preserva a desigualdade e
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temos
n—1

53 XE fj(x))d^(x) > (n — K)(t(E,x) — s)d^(x)
j=o 7m

í XE fj(x))dp,(x) > (n — K) ( í r(E,x)dp,(x) — £ í dp,(x) 
•0 J M \JM JM

' M

(1-9)

yy ^(E) > (n — K) Çj t(E,x)d^(x) — e^(M)^

np,(E) > (n — K )( t (E,x)d^(x) — £
' M

^(E) >
(n — K)

t(E, x)d^(x) — £ I .
n \JM

No membro da esquerda em (1.9), todas as parcelas da soma é igual a p,(E) pois é 

f—invariante, Esse resultado vale para todo n G N, então passando ao limite quando n +rc>, 

temos

M(E) > lim '(n — K)

lim
n^+^

' M

n \JM
(n — K)

n

t (E, x)d^(x) — £

t (E,x)d^(x) — £
' M

t(E, x)d^(x) — £.

Esse resultado vale para todo £ > 0, então podemos passar ao limite quando £ 0, e temos

p,(E) > t(E,x)dp,(x).
Jm

Terminando assim a demonstração para esse caso, onde a função t é limitada.

Caso Geral: Quando t for ilimitada, partindo do £ > 0 dado em (1.6), fixemos K G N, 

suficientemente grande, de modo que o conjunto B = {y G M; t(y) > K} seja tal que ^(B) < £.

Vamos mostrar que esse K de fato existe. Definamos, para todo m G N, Am = {y G 

M; t(y) < m}. Temos que Am Ç Am+1 e Um=0 Am = M, então lim,., ■ ■ x Am) = (Um=0 Am) 

= ^(M) = 1, ou seja, para todo S > 0 dado, existe m0 G N, tal que m > m0 implica 

^(Am) > 1 — S. Tomemos então K > m0 e S = £, então ^(AK) > 1 — £, isso implica 

^(M — Ak) < £, Agora observe que (M — AK) = {y G M; t(y) < K} = B.

De maneira similar ao caso particular, fixando um n G N e dado x G M, definamos uma 

sequência x0, x1, • • • , xs de pontos de M e uma sequência t0,t1, • • • , ts de número naturais, do 

seguinte modo:

1, Tomemos x0 = x.
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2, Se t(x*) < K, fazemos t* = t(x*) e x*+1 = fti(x*),

3, Se t(x*) > K, fazemos t* = 1 e x*+1 = f (x*),

4, Terminamos quando encontrarmos xs tal que t0 + t1 + • • • + ts > n,

Do caso particular, temos que para todo i E N, tal que t(x*) < K, a desigualdade (1,7) 

continua valendo
ti-i

'Y^Xe f (x*)) > ti(T(E,x) - e). (1,10)
j=0

A partir da desigualdade acima podemos escrever a seguinte
ti-1 ti-i

J2xe(fj(xi)) > ti(r(E,x) - e) — £XB f (x*))• (L11)
j=0 j=0

Essa desigualdade tem a vantagem de valer para todos os x*. De fato, basta vermos que 

quando xi for tal que t(xi) < K, o ultimo somatório fica igual a zero, e decorre diretamente 

de (1.10), e quando t(x*) > K, temos que t* = 1e esses somatórios terão apenas um elemento, 

ficando
ti-i ti-i
J2xe fj (xi) > ti (t(E,xi)- e) fj(x*))

j=0 j=0

Xe(f (xi)) > (r(E,Xi) - e) — XB (f (x*)) •

E temos que (t(E,x*) — e) < 1 pois t(E,Xí) < 1 e e > 0, e como XB (f (x*)) = 1 pela 

definição de B e pela escolha do x*, então podemos concluir que a desigualdade é verdadeira, pois 

o membro da esquerda é maior do que ou igual a zero, pela definição de função característica, 

e o da direita é menor que zero,

Agora usando o mesmo método que usamos pra concluir (1,8), fazendo novamente x* = 

f t°+ti+-+ti-1 (x) para to do x* da sequência, Tem os que t0 + t1 + • • • + ts-1 > n — ts > n — K, 

pois pelo o item 4 da definição da sequência, t* < K para todo t*. Aplicando novamente 

x* = f t°+tl+-+íi (x) em (1,3), temos t (E,x*) = t (E,x) para to do x* da sequência, E temos 

também que vale a desigualdade t0 +11 + • • • + ts-1 — 1 < n — 1, então podemos generalizar,

n-1 to+ +ts-i-1

J2xe(fj (x)) > xe(fj (x))
j=0 j=0

to+--- +ts-1-1

> (to + t1 +--------- + ts-D^r (E,x) — e) — XB (fj (x))

j=0
n-1

> (n — K (E,x) — e) (f j (x)) •
j=0
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Como o x G M é um qualquer, então essa desigualdade vale para todo x G M, e como 

as funções características são integráveis e não negativas, a integral preserva a desigualdade e 

temos
n—1 n—1

/ 52 xe f j (x)) d^(x)
'M

(n — kxt(#,x) — x — 52 xb (x)) d^(x)

n— 1
j=0 j=0

n—1

52 / Xe(x))d^(x) > (n — K) (t(E,x) — £)dp,(x) — ^ / Xb(x))d^(x)
, n JM JM JMj=0 j=0

n—1n—1 z \ n—1

52^(E) > (n — K)(/ t(E,xW(x) — q — 52^(B)
j=0 \J M / j=0

>
' M

n^(E) > (n — K) yj t(E,x)d^(x) — £j — n^(B) 

(n — K)
t(E,x)d^(x) — £ I — ^(B)a(E) > n 'M

Como esse resultado vale para todo n G N, então passando ao limite quando n +rc>, e

lembrando que ^(B) < £, temos

(n — K) T(E, x)d^(x) — £ I — £^(E) > lim
n—+to

lim 
n—+to

(n — K)
'M

t(E,x)d^(x) — £ I — £

t (E, x)d^(x) — 2£.

Esse resultado vale para todo £ > 0, então podemos passar ao limite quando £ 0, e temos

^(E) > t(E,x)d^(x). (1,12)
Jm

Isso completa a demonstração do caso geral, para a segunda desigualdade em (1,5), E para a 

primeira, basta notarmos que t(E,x) = 1 — t(M — E, x). De fato, pois XM—E = 1 — XE o que 

implica XE = 1 — XM—E, logo

n— 1
t (E, x)

t (E, x)

t (E, x)

t (E, x)

liminf — 5 XE (fj (x)) 
n—+to n yj=0 

. n— 1
liminf- 52 f1 — Xm—e (fj(x)) 
n—+to n £' \

j=0

1 n— 1
1 — lim sup - 52 Xm—e fj (x)) 

n- to n j=0

1 — t (M — E, x).

' M

n
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Então t(M — E,x) = 1 — t(E, x), e aplicando o conjunto mensurável M — E na desigualdade 

(1,12) temos

t (M — E, x)dp(x)

'M
1 — T (E, x)dp(x)

1 — T (E,x)dp(x)
Jm

'M
t (E,x)dp(x)

< p(M — E)

< 1 — P(E)

< 1 — P(E) 

> p(E).

M

Portanto mostramos que JM t(E,x)dp(x) = p(E), o que garante a existência do tempo 

médio para t(E,x) para p—quase todo ponto x G M, provando assim o teorema, □

Para uma aplicação mensurável f : M M, uma função integrável p : M R, e um 

ponto qualquer x G M, Definimos p(x), a média temporal da 6rbita de x pelo potencial p, 

como sendo o seguinte limite

1 n—1

<u(x) = lim -J2p(fj(x)) •
j=0

Em geral esse limite pode não existir. Definimos também p, a média espacial da função 

p em M, como sendo

P = I P dP. p(M) Jm

Um caso mais geral do Teorema 1,25, conhecido como Teorema Ergódico de Birkhoff, é um 

dos resultados principais dessa seção, e será enunciado a seguir.

Teorema 1.26. (Teorema Ergódico de Birkhoff) Sejam f : M M uma aplicação 

mensurável e p uma probabilidade f— mwnante. Dada çwaãpíer/wção integrável p : M R, 

a média temporal p(x) existe em p—quase todo ponto x G M. Além disso,

/ p dp = p dp.
Jm Jm

Demonstração. Este enunciado mais geral pode ser provado usando uma versão um pouco mais 

elaborada do argumento usado pra provar o Teorema 1,25, que pode ser encontrada em [5], no 

Capítulo 3, Teorema 3,2,3, □

O Teorema 1,25 é o caso particular do Teorema Ergódico de Birkhoff 1,26 quando p = XE, 

a função característica do conjunto E,
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1.2.1 Ergodieidade

Dizemos que uma aplicação f : M M é ergódica para uma probabilidade f—invariante 

p (também dizemos que a probabilidade p é ergódica pra sistema (f, p) é ergódieo)

se as médias temporais coincidirem p—quase todo ponto x G M com as respectivas médias 

espaciais, ou seja, <p(x) = (para p—quase todo ponto x G M e para toda função integrável 

( : M R, Uma fun ção ( : M R é dit a f—invariante se (( ◦ f )(x) = ^(x) par a p—quase 

todo ponto x G M,

Proposição 1.27. Sejam f : M M uma aplicação mensurável e ( : M R uma função 

integrável. Então a média temporal ( é f—invariante.

Demonstração. Para demonstrarmos essa Proposição, precisaremos enunciar o seguinte Lema, 

cuja demonstração é encontrada em [5], no Capítulo 3, Lema 3,2,5,

Lema 1.28. Sejam f : M M uma aplicação mensurável e f : M R uma função integrável,

então limn .. — f(fn(x)) = 0 para p—quase todo po nto x G M. 
n

Então, sejam ( : M R um função integrável qualquer e a sua média temporal

— n—1

((x) = iim (x))•
n^+TO n £'

j=0

Fixemos um x 6 M, e temos

(( ◦ /) (x) = ((f (x))
n— 1

lim 52 ’Áfjf(x)))
n^+TO n £/ \ /

j=0 
n— 1

lim \ (Tf j+1 (x))
n^+TO n 2-—' ' v

j=0
n

n^+TO n

lim —
n^+TO n

nu (x
j=1 

n— 1
j52 (x)) + Hfn(x)) — Hf 0(x))

Lj=0

lim (x)) + lim — p(fn(x)) — lim — ((x)_ + n m \J v 7 7 n^+TO n r ■ v n^+TO n r 7n^+TO n
j=0

n^+TO n

—Sm, U- fj x

—
((x) + lmi -u(fn(x)).

n^+TO n

E pelo Lema 1,28 temos limn .. 

tanto (pé f—invariante.

n n (x)) = 0 para p—quase todo po nto x G M, Por-

□
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Existem várias maneiras equivalentes de definir a ergodieidade de uma aplicação, o próximo 

teorema relaciona alguma delas.

Teorema 1.29. Sejam f : M M uma aplicação mensurável e p uma probabilidade f—inva­

riante. São equivalentes:

i) O sistema (f, p) e ergódico.

U) Se E Ç M é um conjunto mensurável f — muananíe, então p(E) = 0 ou, p(E) = 1.

iii) Se : M R é uma função mensurável f —muananíe, então é constante para p— quase 

todo ponto x E M.

Demonstração, i) ii) Seja E Ç M um conjunto mensurável, como f é ergódiea, então 

p(x) = Im p dp para toda função p integrável e para p—quase todo ponto x E M, Tomemos 

p = XE a função característica do conjunto E, então

XE (x) = XE dp = p(E)
Jm

Temos também que f (E) = E, pois E é f—invariante, então

p(E) Xe (x)
n—11lim -^2XEfj(x))

n^+ro —
j=°
n—1

lim \ XE (x)
n^+ro —

j=°

lim — (nXE (x)jn^-+-rx — v '

Xe (x)

E como XE(x) só assume valores em {0, l}, então p(E) = 0 ou p(E) = —

ii) iii) Sejam : M R uma função mens urável f—invariante e c E R uma constante

qualquer, então os conjuntos ^—1(c) Ç M são f—invariantes, De fato, se x E ''1(c) então 

^(x) = qeeomo é f—invariante temos que ^(f(x)) = ^(x) = c, logo f(x) E ^—1(c), O que 

implica que f (^—1 (c)) Ç ^—^c). Reeiproeamente, se f (x) E f b'1(c)) então ^(f(x)) = c e 

como é f—invariante temos que ^(x) = ^(f (x)) = c, logo x E ^—1(c), O que implica que 

/'1(c) Ç f (T1(c)^, Portando ^—1(c) = f (^—1(c)),

Logo, por hipótese temos que p(^—^c)) = 0 ou p(^—^c)) = — e com o c é uma constante 

qualquer, então existe c E R tal que p(^—1(c^ = — De fato, suponhamos que não exista c E R

27



tal que p(^ x(c)) = 1. Entã o p(^ x(c)) = 0 para to do c G R, logo

0 < p(m) = p(^-1 (R)) = p (^-1 (U M)) < p(^-1(c)) = 0
\ \ceR / ) cgR

o que é um absurdo pois p(M) = 1, Portanto existe uma constante c G R tal que ^(x) = c 

para p—quase todo ponto x G M,

iii) i) Seja c : M R uma função integrável, Pela Proposição 1,27, <p é uma função 

f—invariante. Então, por hipótese, <p é constante para p—quase todo ponto x G M e, pelo 

Teorema Ergódieo de Birkhoíf 1,26, temos

C = C = <p dp = <p / 1 dp = <pp(M) = p
Jm Jm Jm

Portanto (f, p) é ergódieo, □

Dizemos que uma medida v é absolutamente contínua em relação a outra medida p, 

e denotamos por v p, se para todo conjunto mensurável E Ç M tal que p(E) = 0, 

então v(E) = 0, O próximo resultado mostra que duas medidas absolutamente contínua e 

f—invariante, se forem ergódieas então são iguais.

Proposição 1.30. Sejam f : M M uma aplicação mensurável e, p e v probabilidades 

invariantes. Se p é ergódica pra f e v é absolutamente contínua em relação a p, então p = v.

Demonstração. Sejam E Ç M um conjunto mensurável qualquer e XE : M R a sua função 

característica, Como p é ergódica pra f, então XE(x) = XE = fM XEdp = p(E) para p—quase 

todo ponto x G M, e como v p, então XE(x) = p(E) para v—quase todo ponto x G M, 

Logo,

XPe(x) dv = p(E) dv = p(E) 1 dv = p(E).
m Jm Jm

E pelo Teorema Ergódieo de Birkhoíf 1,26, temos

p(E) = XE(x) dv = XE dv = v(E).
Jm Jm

Como E Ç M é um conjunto mensurável qualquer, então p = v. □
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Capítulo 2

Densidade das Variedades Estáveis e

Instáveis dos Difeomorfismos de Anosov

Neste capítulo estudaremos o comportamento das variedades estáveis e instáveis para difeo­

morfismos de Anosov, Para tal precisaremos de algumas definições adicionais. Seja f : M M 

um difeomorfismo de Anosov, Considerando Ws(x) Ç M a variedade estável do ponto x G M, 

chamamos de disco estável de x de tamanho fc, a bola fechada Dk(x) Ç Ws(x) de raio 

fc, pela métrica em Ws(x), e centrada em x, Analogamente, definimos o disco instável 

Du(x) Ç Wu(x) de x de tamanho fc, Caso precisemos deixar claro qual a função estamos 

nos referindo, denotaremos tais discos Dk(x, f) e DU(x, f), respectivamente. Dizemos que um 

conjunto A Ç M é é—denso em M se para qualquer aberto U contendo uma bola de raio é, 

tem-se que U C A = 0, É claro que A Ç M é denso em M se, e somente se, A é é—denso em 

M, para todo é > 0,

Nosso principal objetivo, nesse capítulo, é estudar a s—minimalidade e u—minimalidade dos 

difeomorfismos de Anosov, definidas a seguir.

Definição 2.1. Seja f : M M um difeomorfismo de Anosov. Dizemos que fé s—minimal 

se para todo ponto x G M, a variedade estável Ws(x) é densa em M. Analogamente, dizemos 

que fé u—mimmaZ se para todo ponto x G M, a variedade instável Wu(x) é dens a em M.

Decorre diretamente da definição acima, a seguinte proposição.

Proposição 2.2. Seja f : M M um difeomorfismo de Anosov. Se f for s—minimal ou 
u—minimal, então dado é > 0, existe um K > 0 suficientemente grande tal que Dj(u) (x) é 

é—denso em M para todo x G M.

Demonstração. Vamos demonstrar para o caso de f ser s—minimal. Para u—minimal a de­

monstração é a mesma trocando os papéis de f por f-1,
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Sejam S > 0 e x G M um ponto qualquer. Como Ws(x) = M, pois f é s—minimal, então 

existe kx G N tal que DSx (x) é S—denso em M, De fato, pois Ws(x) UfcxSN Dkx (x)-

Pela continuidade das variedades estáveis e instáveis existe uma vizinhança aberta Vx de x 

tal que para todo y G Vx, temos que DSx (y) também é S—denso em M, Como x é um ponto 

qualquer de M, então [JxeM VX é uma cobertura aberta de M, Pela eompae idade de M existe 

n G N tal que M Ç (J”=1 VXi. Seja k G N tal que DSx (xi) seja S—denso em M, e tomemos 

K = max{ kXl, kX2, ••• , kXn }, Então, para qualquer x G M temos que x G VXi para algum 

i G N, logo DC(x) eontém Dk (x), e portanto é S—denso em M, □
xi

Os próximos resultados são fundamentais para demonstrarmos o teorema principal dessa 

seção. Dizemos que um difeomorfismo f : M M tem acessibilidade, ou é acessível, se 

para todo x,y G M, podemos ligar x a y por finitos Ws e Wu, ou seja, para todo x,y G M 

existem x1,x2, • • • ,xk G M tais que podemos ligar o ponto x a y pelas variedades estáveis e 

instáveis desses pontos xi; para i = 1, 2, • • • , k.

Proposição 2.3. Se f : M M é um difeomorfismo de Anosov, então f tem acessibilidade.

Demonstração. Dado x G M, definamos o seguinte conjunto:

Ax = {y G M; y pode ser ligado a x por finitos Ws e W“}.

Afirmação 1. Ax = 0.

De fato, pela continuidade das variedades estáveis e instáveis, existe uma vizinhança de x, 

tal que todo ponto dessa vizinhança está em Ax,

Afirmação 2. Ax e um conjunto aberto.

De fato, seja y G Ax, Consideremos x1, x2, • • • , xk G M os pontos que dão a acessibilidade de 

x a y e assim suponhamos que Ws(y) intereeeta transversalmente Wu(x1) (para o eas o de Wu(y) 

interceptar transversalmente Ws(x1), o raciocínio é análogo). Logo, pela continuidade das 

variedades estáveis, existe S > 0 tal que se z G B(y, S), então Ws(z) intereeeta transversalmente 

W^xJ, ou sej a, z é acessível também a x, logo B(y, S) Ç Ax e portanto Ax é aberto.

Afirmação 3. Ax e um conjunto fechado.

De fato, seja (yn)+=1 Ç Ax uma sequência convergente, e y o seu limite. Pela continuidade 

das variedades instáveis, W u(yn) converge p ra W u(y). Tomem os S > 0 de modo qu e se z G 

B(y,S), então Ws(z) intereeeta transversalmente Wu(y), Logo, existe um n0 G N tal que para 

todo n > n0, yn G B(y, S) e portanto Wu(yn) intereeeta Ws(y). Assim, fixando um N > n0, 

Wu(yN) intereeeta Ws(y), logo y pode ser ligado a x por finitos Ws e Wu, ou sej a, y G Ax e 

portanto Ax é fechado.
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Como M é conexo, as Afirmações 1, 2 e 3 implicam que Ax = M, □

Vamos enunciar na sequência um famoso resultado da teoria clássica de sistemas dinâmicos.

Teorema 2.4. (X—Lemma) Sejam f : M M um difeomorfismo, p G M um ponto fixo 

hiperbólico e DU(p) o disco instável compacto de p de tamanho k. SeD é um disco qualquer de 

mesma dimensão que W u(p) e interceda transvers a Imente W s(p), então da do e > 0, podemos 

fixar n0 G N tal que para todo n > n0, existe um d isco Dn Ç D tal que f n( Dn) est á e — C1 

próximo de DU(p)

Demonstração. Pode ser encontrada em [6], na Seção 2,7, Teorema 7,1, □

Corolário 2.5. Sejam p, q G Per(f) pontos periódicos hiperbólicos de f. Se Ws (p)CWu(q) = 0, 

então Wu (p) Ç Wu(q) e Ws (q) Ç Ws (p).

Demonstração. Definamos g : M M tal que g = fT(p)T(q), note que g também é um difeomor­

fismo e p, q G Fix(g) são pontos fixos hiperbólicos de g, ou seja, gn(Wu(q, g)) = Wu(q, g), para 

todo n G Z, Seja x G Wu(p,g), então existe DU(p,g) Ç Wu(p,g) um disco instável compacto 

que contém x. Tomemos um disco D Ç Wu(q, g), em que W s(p, g) CD = 0, ou sej a, D intersecta 

transversalmente Ws(p,g). Então, pelo X—Lemma (Teorema 2,4), dado e > 0 podemos fixar 

n0 G N tal que para todo n > n0, existe Dn Ç D tal que gn(Dn) Ç gn(Wu(q,g)) = Wu(q,g) 

está e — Cpróximo de DU(p, g) Ç Wu(p, g).

Logo, como e > 0 é dado arbitrariamente, x G Wu(q,g), E como x é um qualquer, então 

Wu(p,f) = Wu(p,g) Ç Wu(q,g) = Wu(q,f), como queríamos demonstrar,

Para Ws(q) Ç Ws(p) a demonstração é análoga, basta notar que nesse caso a aproximação 

acontece no passado, □

Lembremos que uma é—pseudo-órbita para f é uma sequência {xn}neZ Ç M, em que 

d(f(xn),xn+^ < é. Dizemos que {xn}neZ é uma é—pseudo-órbita periódica, se existe um 

n0 G N tal q ue xn0 = aq. E um po nto y G M e—sombreia uma pseudo-órbita {xn}neZ se 

d(fn(y),xn) < e para todo n G Z. Quando f é um difeomorfismo de Anosov, as pseudo-órbitas 

periódicas são sombreadas por um ponto periódico, mais precisamente:

Lema 2.6. (Lema do Sombreamento) Sejam f : M M um difeomorfismo e A Ç M um 

conjunto hiperbólico compacto. Para todo e > 0 dado, existe um é > 0 tal que to da é—pseudo- 

órbita periódica {x0,x1, • • • ,xn0} Ç A é e—sombreada por um ponto periódico.

Demonstração. Pode ser encontrada em [2], na Seção 10,3, Teorema 3,1, □
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Agora vamos enunciar e demonstrar o resultado principal desse capítulo.

Teorema 2.7. Seja f : M M um difeomorfismo de Anosov. A.s seguintes afirmações são 

equivalentes:

i) Q(f) = M;

U) Per(f) = M;

Ui) fé s—minimal;

iv) fé u—minimal;

v) f é topologicamente mixing;

vi) f é topologicamente transitiva.

Demonstração, i) ii) Sej a U Ç M um aberto qualquer. Tomemos B Ç U e £ > 0 pequeno

o suficiente, tal que B(x,£) Ç U, para todo x G B, Pelo Lema do Sombreamento 2,6 

existe um ã > 0 tal que to da d—pseudo órbita periódica é £—sombreada por um ponto 

periódico. Fixemos um x G B, e como todo ponto x Ç M é não errante, existe n G N tal 

que fn(x) G B (x,ã). Logo, a sequência {x, f (x), ••• , fn— 1(x)} Ç M é uma ã—pseudo- 

órbita periódica contendo x. Assim, pela Lema do Sombreamento 2,6, existe p G Per(f) 

que £—sombreia esta ã—pseudo-órbita periódica.

Portanto, existe um ponto periódico p G B(x, £) Ç U, Como U Ç M é um aberto 

qualquer, temos Per(f) = M,

ii) iii) Vamos dividir a demonstração em dois casos, primeiro vamos provar que a variedade

estável de um ponto periódico qualquer é densa, e depois provaremos para um ponto 

qualquer.

Caso Particular: Sejam p G Per(f) e V Ç M um aberto qualquer. Como Per(f) = M, 

então existe p0 G Per(f) Cl V, Pela Proposição 2,3, existem x1,x2, • • • ,xk G M, pontos 

que ligam p0 a p pelas suas respectivas variáveis instáveis ou estáveis. Pela continuidade 

das variedades estáveis e instáveis podemos tomar um £ > 0 pequeno o suficiente de
forma que B(p0, £) Ç V, e se d(z, w) < £ então W7(u)(z) Cl W-u(s)(w) = 0, em que W7(u)(z)

u(s)

Y > 0, Pela densidade dos pontos periódicos, existem p1,p2, • • • ,pk G Per(f), tais que 

pi G B (xi,£) para to do i = 1, 2, • • • , k. Assim, por escolha de £ > 0 p0 pode ser ligado 

a p pela variedades estáveis ou instáveis desses pontos periódicos.
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Como Ws(p) C Wu(pk) = 0, então Ws(pk) Ç Ws(p), pelo Corolário 2,5, E como Ws(pk) C 

Wu(pk—1) = 0, então Ws(pk—1) Ç Ws(pk), pelo mesmo Corolário 2,5, O que implica 

Ws(pk—1) Ç Ws(pk) Ç Ws(p), Aplicando esse raciocínio reeursivamente, temos

Ws(po) Ç Ws p Ç ... Ç Ws(pk—1) Ç Ws(pk) Ç Ws(P).

Então, p0 G Ws(p) e portanto Ws(p) C V = 0, De modo análogo concluímos que Wu(p) 

também é densa em M, aplicando o Corolário 2,5 nas variedades instáveis dos pontos pi; 

para i = —, 2, • • • , k.

Caso Geral: Seja x G M um ponto qualquer. Dado e > 0, exist e k G Ne um conjunto 

P = {pi G Per(f); — < i < k} e—denso em M, De fato, UPgPer(f) B(p, e) é uma 

cobertura aberta de M, e de sua eompaeidade, existe k G N tal que M Ç (Jk=1 B(pi,e), 

em que pi G Per(f),

Fixando um ponto z G ^^mo Wu(pi) = M, então existe zi G Ws(z)CWu(pi), para todo 

i = —, 2, • • • , k. Logo, existe ni G N tal que para todo n > ^ temos f—n(zi) G W£u(pi), 

Tomemos Nz = ma^{ n1,n2, ••• , nk}, logo para t odo n > Nz temos f—n(zi) G W£u(pi), 

ou seja, o conjunto {f—n(z1), f—n(z2), • • • , f—n(zk)} é também e—denso em M para todo 

n > Nz; o que implica que f—n(Ws(z)) é e—denso em M para todo n > Nz,

Pela continuidade das variedades estáveis e instáveis, existe áz tal que o argumento acima 

é verdadeiro para todo y G B(z,áz), isto é, f—n(Ws(y)) também é e—denso para todo 

n > Nz, Como [JzeM B(z,£z) é uma cobertura aberta de M, de sua eompaeidade, existe 

t G N tal que M ,: LJÍ 1 B(zi,éZi). Tomemos N = ma^{ NZ1, Nz2, ••• , Nzt}, logo para 

todo y G M temos que fn (Ws(y)) é e—denso em M, para todo n > N, Em particular, 
Ws(x) = f—n(Ws(fn(x))) é e—denso em M,

Portanto, como e é tomado arbitrário, Ws(x) = M,

iii) iv) Sejam U Ç M um aberto qualquer e x G M um ponto qualquer. Sejam y G U 

e y > 0 tais que W^y) Ç U, Tomemos um e > 0, suficientemente pequeno, de forma 
que se d(z,w) < e então W-S(u)(z) C W-U(s)(w) = 0, o que é possível pois as variedades 

estáveis e instáveis variam eontinuamente. Pela Proposição 2,2, como f é s—minimal, 

existe K > 0 uniforme tal que DK (z) Ç Ws(z) é e—denso em M para todo z G M, Por 

hiperbolicidade, existe n G N tal que f—n(W^(y)) eontém DK(f—n(y)), logo fn(U'-s(y)) 

é e—denso em M,

Por escolha de e temos que W“(f—n(x)) C f—n(W^(y)) = 0, pois f—n(W^(y)) passa e 

próximo de f—n(x), ou seja, existe w G f—n(W^y)) tal que d(w,f—n(x)) < e, o que
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implica que existe q G Wu(f n(x)) nf n(W7(y)), Como q G Wu(f n(x)) então fn(q) G 

f W u(f -n(x))) = W u(x) e com o q G f -n(Ws(y)) entã o f n(q) G f f -n(Ws(y))^ =

W7s(y) Ç U.

Portanto, fn(q) G Wu(x) n U^ rn seja, Wu(x) n U = 0, Como U Ç M é um aberto 

qualquer e x G M um ponto qualquer, isso prova que fé u—minimal,

iv) v) Sejam U, V Ç M dois abertos quaisquer. Tomemos x G U um ponto qualquer e ã > 0 

tal que V contenha uma bola de raio ã, Como f é u—minimal, pela Proposição 2,2 existe 

um K > 0 uniforme tal que DK(z) Ç Wu(z) é ã—denso em M, para todo z G M,

Tomemos e > 0 tal que W“(x) Ç U, Por hiperbolicidade existe n0 G N tal que para todo 

n > n0, temos q ue fn (W“(x)) conté m DuK (f n(x)), ou sej a, DU (f n(x)) Ç f n( W“(x)) Ç 

W u(fn(x)), Com o DU (fn (x)) é ã—denso e m M e como DU (fn (x)) Ç f n(W£U(x)), então 

f q wu (x)) também é ã—denso em M, para todo n > n0.

Portanto W£u(x) Ç U e fn (W£u(x)) n V = 0 para to do n > n0, ou sej a, f é topologieamente 

mixing.

v) vi) Demonstrado na Proposição 1,7,

vi) i) Sejam x G M um ponto qualquer e Vx uma vizinhança qualquer de x, Como f é 

transitiva, então existe n G N tal que fn(VX) n VX = 0. Logo, x G Q(f) e portanto 

Q(f) = M.

□
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Capítulo 3

Densidade das Variedades Estáveis e

Instáveis dos Difeomorfismos 

Parcialmente Hiperbólicos

Neste capítulo enfraqueceremos as hipóteses usadas na construção do conjunto hiperbólico, 

não teremos os mesmos resultados do caso Anosov, mas ainda assim podemos extrair resultados 

interessantes. Começaremos por supor que o subespaço central não é o subespaço trivial, isto 

é, EX = {0}, para to do x E M, E para isso, introduziremos um novo conceito de decomposição 

do espaço tangente, em que um subespaço domina o outro, mais preeisamente:

Definição 3.1. Seja f : M M um difeomorfismo de classe Ck definido em uma variedade 

difereneiável M. Dizemos que um conjunto A Ç M admite uma decomposição dominada no 

espaço tangente se A é f —muanante e existem 0 <À< 1 e C E R, tais que para cada x E M:

i) Existe uma decomposição TXM = Ex © Fx;

ii) Essa decomposição é Df— muanante, ou seja, Df (Ex) = E^x) e Df (Fx) = Ff(xy,

Ui) Ex e Fx variam continuamente com x;

iv) !!Df |Ex(V)h < CÀnl|v|| para todo v E TXM e todo — E N. llDfn\Fx (v)ll
Essa decomposição estabelece uma relação entre os subespaços Ex e Fx, embora eles possam 

não contrair nem expandir sempre, sabemos que quando Ex contrai, ele o faz exponeneialmente 

mais rápido que o Fx, e quando Ex expande, Fx também expande exponeneialmente mais 

rápido. Note que um conjunto hiperbólico possui uma decomposição dominada, basta tomar 

Ex = EX e Fx = Ef. Podemos então definir uma decomposição pareialmente hiperbólica.
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Definição 3.2. Seja f : M M um difeomorfismo de classe Ck definido em uma variedade 

diferenciável M. Dizemos que A Ç M é um conjunto parcialmente hiperbólico, se A e 

f— ráwnante e exi stem 0 <À< 1 e C G R tais que para cada x G A:

i) Existe a decomposição TXM = EX © EX © EX;

ii) Essa decomposição é DfX —ráwnante, ou seja, Df (EX) = EJ^, Df (EX) = e

Df (EX) = BUW;

Ui) EX, EX e EX variam continuamente com x;

iv) ||Dfn|Ex(v)|| < CÀ”j|v|| para todo v G EX e todo n G N

v) «Df n|Eu(v)« < CÀn||v|| para todo v G EX e todo n G N

«D/“Iej (vml BDflEj(v)L- CA„,|v 
m> ||DMe.(v)| < CA l|v < CÀn || v ||, para to do v G TXM e todo n G NllDf n|EX (v)

Quando M é um conjunto pareialmente hiperbólico, chamamos f : M M de difeo­

morfismo Parcialmente Hiperbólico. Note que o subespaço EX forma uma decomposição 

dominada com EX e EX, isto é, nos pontos em que EX contrai, EX contrai exponeneialmente 

mais rápido, e nos pontos em que EX expande, EX expande exponeneialmente mais rápido. Isso 

significa que os subespaços centrais são dominados em ambos os extremos pelos subespaços 

estáveis e instáveis. Analogamente ao caso Anosov, podemos garantir a existência de varieda­

des estáveis e instáveis forte locais, embora elas possuam um comportamento diferente, como 

veremos no próximo resultado.

Teorema 3.3. Sejam f : M M um difeomorfismo de classe Cr definido em uma variedade 

diferenciável M, A Ç M um conjunto parcialmente hiperbólico e x G A um ponto qualquer, 

então existem variedades locais únicas W^x) e WjXX(x) que integram EX e EX, respectivamente, 

em que f (Wl0C(x)) Ç Wl0C(f(x)) e f-1(W^Xf(x)) Ç WlXX(x). Além disso,

Wss(x) = U r“( WS©©) e WXX(x) = □ f>( WiXC (f-(x)))
n=0 n=0

também são subvariedades de M de mesma dimensão que EX e EX, respectivamente, e variam 

continuamente com ox. E Wss(x) é chamada de variedade estável forte de x e WXX(x) de 

variedade instável forte de x.

Demonstração. Pode ser encontrada em [7], no Capítulo 5, Teorema 5.5 e Corolário 5.6. □
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É claro que Wss(x) e Wuu(x) estão contidas, respeetivamente, nos conjuntos estáveis e 

instáveis, que em geral não são subvariedades, Nosso objetivo principal desse capítulo é estudar 

as propriedades provenientes da densidade das variedades fortes.

Definição 3.4. Seja f : M M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico. Dizemos que f 

e ss—mimrnaZ se para todo ponto x G M, a variedade estável forte Wss(x) é densa em M. 

Analogamente, dizemos que fé se para todo ponto x G M, a variedade instável

forte Wuu(x) é densa em M.

Chamamos de disco estável forte de x de tamanho k, a bola fechada DSS(x) Ç Wss(x) de 

raio k pela métrica em W(x) e centrada em x, Analogamente, definimos o disco instável 

forte DUu(x) Ç Wuu(x) de x de tamanho k, Caso precisemos deixar claro qual a função estamos 

nos referindo, denotaremos tais discos por DSS(x,f) e DUu(x,f), respeetivamente.

Vejamos que ss(uu)—minimalidade também tem implicações topológieas na dinâmica assim 

como o Teorema 2,7,

Teorema 3.5. Seja f : M M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico. Se f for 

ss—minimal ou uu—minimal, então f e topologicamente mixing.

A demonstração desse teorema é inteiramente análoga a apresentada no passo iii) iv) do

Teorema 2,7,

Esse teorema não é uma equivalência, como no caso Anosov, porque a demonstração de 

topologicamente mixing implicar s(u)—minimal depende fortemente da existência de um ã > 0 
tal que se d(z,w) < ã então W/(u)(z) C W£u(s)(w) = 0, o que nesse caso não acontece, pois a 

dimensão de EX é diferente de 0, daí não podemos garantir que as variedades estáveis e instáveis 

fortes locais desses pontos se intersectam, por transversalidade,

A seguir estudaremos o caso em que a ss—minimalidade e uu—minimalidade existe a menos 

de conjuntos de medida nula,

3.1 m—minimalidade

Existem difeomorhsmos parcialmente hiperbólicos em que o conjunto dos pontos cuja vari­

edade estável e instável forte são densas em M é um conjunto grande em termos de medida, 

Para estudarmos esse caso, precisaremos de algumas definições adicionais.

Definição 3.6. Sejam f : M M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico e m uma 

medida de Lebesgue f— ráwnante tal que m(M) = 1. Definimos o.s conjuntos Xs(f) = {x G

37



M; Wss(x) = M} e Xu(f) = {x E M; Wuu(x) = M}, o conjunto dos pontos que possuem 

variedade estável forte densa em Meo conjunto dos pontos que possuem variedade instável 

forte densa em M, respectivamente; e X (f) = X s(f) AX u(f). Dizemos que fé ms—minimal 

sem( X s(f )) = 1. Analogamente, dizem os que f é mu—minimal m( Xu(f)) = 1. Finalmente, 

dizemos que fé m—minimal se for a mbos, l e mu—minimal, ist o é, m( X (f )) = 1.

Em (Arbieto/Catalan/Nobili [1]), eles mostram que difeomorfismos m—minimais são abun­

dantes no conjunto dos difeomorfismos. Mais preeisamente:

Teorema 3.7. Seja Diffm(M) o conjunto dos difeomorfismos de M em M de classe C1 que 

preservam a medida m. Então, e^te um conjunto aberto G Ç Diffm(M) tal que todo difeo­

morfismo de classe C2 parcialmente hiperbólico f E G é m—minimal.

Demonstração. Pode ser encontrada em [1], Teorema 1,4, □

Na sequência enunciaremos o resultado principal desse capítulo.

Teorema 3.8. Seja f : M M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico preservando a 

medida de Lebesgue m. Se f for ms—minimcd ou, mu—minimal, então f é topologicamente 

mixing.

Para provar esse teorema, demonstraremos alguns resultados preliminares, como o Lema a 

seguir.

Lema 3.9. Sejam M uma variedade difereneiável compacta contando com uma a—álgebra de 

Borel, e m uma medida de Lebesgue em M tal que m(M) = 1.5e A Ç M e um conjunto aberto 

e A Ç (JXgA B(x,êX), em que B(x, êx) é uma bola aberta contida em A para todo x E A, então 

para todo e > 0 dado, existe um conjunto finito {x1,x2, • • • ,xk} Ç A tal que

m
k

A — U B(xí,^xi)
i=1

< e

Demonstração. Para uniformizar a demonstração, faremos uma substituição de notação, faça­

mos ^x = ^x-

Tomemos y1 = sup {^X; x E A}, Pela eompaeidade de M temos que y1 E Re pela definição 

de supremo existe x1 E A tal que ãX1 > Yr-
Se A Ç B(x1, JX1), como ^B(x1, êX1) — B(x1, ^X1)) = 0, então m(A — B(x1, ãX1)) =0 < e 

finalizando a demonstração.
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Se A B(x1,ãX1), então A — B(x1,ãX1) = 0 é um conjunto aberto e podemos tomar ãX < ãX 

de forma que

A — B(x1,ãXi) Ç U B(x,ãX).
xgA-B(xi,óX1)

Assim, tomemos y2 = sup {ãX; x G A — B(x1,ãX1)}. Pela definição de supremo existe 

x2 G A — B(x1, ãX1) tal que ãX2 > Y2- Note que por construção temos B(x1, ãX1) nB(x2, ãX2) = 0.

Seguindo reeursivamente esse processo de construção, podemos chegar a um dos dois casos: 

Caso 1: Existe um k G N tal que
k

A ç u B (xi,ãXi).
i=1

Caso 2: Existe uma sequência infinita de pontos xi G A tal que ãXi > 0 e Bi = B (xi, ãXi) Ç 

A é uma sequência de abertos dois a dois disjuntos,

Se vale o Caso 1, então a demonstração está concluída. Por outro lado vejamos o cenário 

do Caso 2, Observemos que como os Bi são dois a dois disjuntos e m(A) < m(M) = 1, temos 

que lim ãX. = 0. Usando isso mostraremos a seguinte afirmação,
í^+to .

Afirmação: m
+TO

A -U Bi

i=1

= 0.

lim
n^+TO

De fato, seja Di = B(xi, 5ãX.). Como lim ãX. = 0, temos que lim m(Di) = 0 e portanto. í^+to . í^+to
I TO \

m(Di) I = 0, Vamos mostrar agora que A — Un=i B» Ç Ui=n+1 Do Dado x G A —
i=n+1 /

U”=1 Bi; por definição de y» existe n0 > n tal que d(x, xno) < 4ãn°'o ■ Daí, x G B(xno, 5ãX.) = Dno, 

logo x G (J TO=n+1 Do Com o x G A — U 2=1 Bi é um qualquer, temos que A — J ’=1 Bi Ç U TO=n+1 Di-

Logo,
+ TO

m | A — , ,
i=1

n

A—U Bd = „“m» m(A—UBi

(
n

I I d»

i=n+1 
+ TO

m(Di)
< lim

n^+TO

= 0.
^i=n+1

Mostrando a Afirmação,

Portanto, dado e > 0 existe k G N tal que m(A — (Jk=1 B*) < e, Como ãX. < ãXi temos

A — U B(x», ãX.< ^^A — U B^ < e.
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E assim, concluímos a demonstração. □

Definamos os conjuntos X/ (f) = {x G M; Wss(x) é é—denso em M} e Xáu(f) = {x G 

M; Wuu(x) é é—denso em M}, Note que tais conjuntos são abertos, pois Wss(x) e Wuu(x) 

variam continuamente com x, e temos as seguintes inclusões: Xs(f) Ç X/(f) e Xu(f) Ç XU(f), 

A seguinte proposição é uma consequência da definição de ms—minimal e do Lema 3,9,

Proposição 3.10. Sejam f : M M um difeomorfismo parcialmente hiperbólico e e G (0,1] 

dado, se f for ms—mirama/ ou mu—mirama/, então para todo é > 0, existe um conjunto 
W Ç Xs(u)(f) e K > 0 suficientemente grande tal que DSS(uu) (x) é S—de^o em M para todo 

x G W e m(W) > 1 — e.

Demonstração. Vamos provar para o caso ms—minimal. Para o caso mu—minimal a demons­

tração é análoga.

Seja é > 0 e x G Xs(f) um ponto qualquer. Então, existe kx > 0 tal que /V'(x) é é—denso

em M, Pela continuidade das variedades estáveis fortes, existe uma vizinhança Vx Ç X/(f) tal 

que D--(y) é é—denso em M para todo y G Vx, Como x é um ponto qualquer de X/(f), então

UxgX/(f) K é uma cobertura aberta, e portanto mensurável, de X/(f). Temos que m(X/(f)) = 

1, pois Xs(f) Ç X/(f) e, por ms—minimalidade, m(Xs(f)) = 1, Logo, pelo Lema 3,9, dado 

e > 0 existe n G N tal que m (U™=1 VxJ > 1 — e.

Seja ki G N tal que D-X. (xi) seja é—denso e m M, tomemos K = ma^{ kxi, kx2, ••• , kxn} 

e W = Xs(f) C (Uni=1 Vxi). Note que m(W) = m (U) > 1 — e, pois m(Xs(f)) = 1. 

Então, para todo x G W temos que x G VV, para algum i G N, logo DSS(x) eontém D-s (x), e 

portanto é é—denso em M, concluindo a demonstração, □

Agora podemos demonstrar o Teorema 3,8,

Demonstração do Teorema 3.8. Vamos provar para o caso mu—minimal. Para o caso ms—mi­

nimal a demonstração é análoga.

Sejam U, V Ç M dois abertos quaisquer. Tomemos e > 0 tal que U contenha uma bola 

aberta B de raio e, e DUu(x) Ç U para todo x G B, Como B é aberto, então b = m(B) > 0,

Seja é > 0 tal que V contenha uma bola de raio é, Como f é mu—minimal, pela Proposição 

3,10 existem W Ç M e K > 0 sufieientemente grande, tal que DKu(x) é é—denso para todo 

x G W e m(W) > 1 — b. Por hiperbolicidade, existe n0 G N tal que fn(DUu(x)) D DKu(fn(x)) 

para todo n > n0 e para to do x G M, Observemos que m(f -n(W)) = m(W) pois f preserva 

a medida. Fixemos n > n0.

Afirmação: f-n(W) C B = 0.
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De fato, suponhamos que f n(W) n B = 0, Daí, por aditividade da medida, temos que se 

f—n(W) n B = 0 então m(f—n(W) U B) = m(f—n(W)) + m(B) > b +1 — b =1, Absurdo pois 

f—n(W) U B Ç M e m(M) = 1. Logo f—n(W) n B = 0.

Tomemos, agora, z G f—n(W) n B, Como z G f—n(W) temos também que fn(z) G W, 

logo fn(DU“(z)) D DKU(fn(z)) é S—denso em M, Por escolha de B, temos DUu(z) Ç Ue por 

escolha de S, temos fn(DU“(z)) é S—denso, logo interseeta V^ rn seja, fn(U) n V = 0, Como 

n > n0 foi hxado arbitrariamente, então fn(U) n V = 0 para todo n > n0 e portanto temos que 

f é topologieamente mixing, □

3.1.1 Propriedades Ergódicas

Além das propriedades topológieas, a m—minimalidade também desfruta de propriedades 

ergódicas interessantes, Lembrando que uma dinâmica é ergódiea para uma probabilidade p, 

se as médias temporais coincidirem p—quase todo ponto x G M com as respectivas médias 

espaciais, isto é, <p(x) = para p—quase todo ponto x G M e para toda função integrável 

p : M R, em que

1 n— 1
<Xx) = iim ~^2Af3 (x))

j=0
p dp.e p

' M

Definiremos a seguir, uma propriedade ergódiea satisfeita pelos difeomorfismos m—mini- 

mais.

Definição 3.11. Um difeomorfismo f : M M é fracamente ergódico em relação a medida 

f —invariante p, se a órbita de p—quase todo ponto x G M, é densa em M.

A ergodieidade fraca, como já diz no nome, é uma definição mais geral do que a de ergodi­

eidade propriamente dita, como mostra a proposição a seguir.

Proposição 3.12. Seja f : M M um difeomorfismo ergódico em relação a uma probabilidade 

p aôso/atameníe contfnaa em re/açao a medida de Lebesgue m. Então, f e fracamente ergódico.

Demonstração. Por eompaeidade, M admite uma base enumerável de abertos {Bn}ngN Dado 

k G N, definamos o seguinte conjunto:

Ak = {x G M; O (x) n Bk = 0}.

Afirmação 1: Ak e am conjanto aberto f — maanante e p(Ak)=l.

De fato, elaramente Ak á f—invariante porque x G Ak se, e somente se, O (x) Ç Ak. Dado 

x G Ak exist e j G N tal q ue fj (x) G Bk, Daí, co mo Bk é aberto e f é um difeomorfismo,
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existe um aberto U contendo x, tal que fj (U) Ç Bk e portando U Ç Ak, ou sej a, Ak é aberto, 

Como p é absolutamente contínua em relação a medida de Lebesgue m e todo conjunto aberto 

é mensurável na a—álgebra de Borel e possui medida de Lebesgue positiva, então p(Ak) > 0, 

Pelo item ii) do Teorema 1,29, temos que p(Ak) = —,

Portanto A QTO=1 Ak é o conjunto dos pontos que possuem órbitas densas em M, Como 

p(Ak) = — para to do k G N, então p(A) = p( Afc) = p( Ufc=1 (M — Ak)) = —, pois 

p(M — Ak) = 0 para to do k G N, Logo, f é fraeamente ergódieo, □

No âmbito dos difeomorfismos pareialmente hiperbólicos, para demonstrarmos a propriedade 

de ergodieidade fraca, usaremos um resultado demonstrado por (Zhang[8]) que garante que as 

variedades estáveis fortes e as instáveis fortes estão contidas em um conjunto mensurável.

Teorema 3.13. Sejam f : M M um difeomorfismo de classe Cr, em que r > — p u,ma 

probabilidade f—invariante absolutamente contínua em relação a medida de Lebesgue m e A Ç 

M um conjunto mensurável pareialmente hiperbólico. Então, para cada ponto x G A, tem-se 

Wss(x) Ç A e Wuu(x) Ç A.

Demonstração. Pode ser encontrada em [8], Corolário 1 do Teorema 3,3, □

Esse teorema nos leva a concluir, no lema seguinte, que se f : M M é um difeomorfismo 

ms(mu)—minimal, então não existe sub conjunto f—invariante próprio de M, com medida po­

sitiva, que seja compacto.

Lema 3.14. Seja f : M M um difeomorfismo de classe C1+a pareialmente hiperbólico 

ms—mirarncd ou mu—minimal. Se A Ç M é um conjunto compacto f —mcarianíe com m(A) > 

0, então A = M.

Demonstração. Seja A Ç M um conjunto compacto f—invariante com m(A) > 0, pelo Teorema 

3.13, Wss(x) Ç Ae Wuu(x) Ç A Como m(Xs(f)) = — pois f é te mos m( A C

Xs(f)) = m(A) > 0 e daí Xs(f) = 0, Então, para todo x G A C Xs(f) temos Wss(x) Ç A e 

Wss (x) = M, e como A é fechado, temos A = M, □

A seguinte proposição, que é uma consequência direta do lema anterior, relaciona a ms (mu) — 

minimalidade com ss(uu)—minimalidade.

Proposição 3.15. Seja f : M M um difeomorfismo de classe C 1+a pareialmente hiperbólico. 

Então, são verdadeiras as seguintes afirmações:

i) Se fé ms—minimal e existe um conjunto compacto f—invariante A Ç Xs com m(A) > 0, 

então f e ss—minimal.
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ii) Se fé mu—minimal e existe um conjunto compacto f —invarian te A Ç Xu com m(A) > 0, 

então f é uu—minimal.

Demonstração. Vamos provar o primeiro item, Para o segundo item a demonstração é análoga. 

Pelo Lema 3,14, temos que A = M, Portanto, como A Ç Xs(f), temos Xs(f) = M, ou seja, 

fé ss—minimal, □

Agora podemos enunciar e demonstrar o teorema que garante a ergodicidade fraca dos 

difeomorfismos ms (mu)—minimal.

Teorema 3.16. Seja f : M M u,m difeomorfismo de classe C 1+a parcialmente hiperbólico. 

Se fé ms—mirarncd ou, então f é fracamente ergódico.

Demonstração. Por eompaeidade, M admite uma base enumerável de abertos {Bn}ngN- Dado 

k G N, definamos o seguinte conjunto:

Ak = {x G M; O (x) C Bk = 0}.

Afirmação 1: Ak é um conjunto compacto f—invariante.

De fato, elaramente Ak é f—invariante porque x G Ak se, e somente se, O (x) Ç Ak, E 

seja (M — Ak) = {x G M; O (x) C Bk = 0}, Então, d ado x G (M — Ak) exist e j G N tal que 

fj(x) G Bk, Daí, como Bk é aberto e f é um difeomorfismo, existe um aberto U contendo x, 

tal que fj(U) Ç Bk e portando U Ç (M — Ak), ou seja, (M — Ak) é aberto e por isso Ak é 

fechado. Logo, Ak Ç M é compacto, pois é um fechado contido em um compacto,

Como Ak C Bk = 0 e m(Bk) > 0 pois é um aberto, tem os que m(Ak) < m(Ak U Bk) < 1,

Afirmação 2: m(Ak) = 0 para to do k G N.

De fato, suponhamos que m(Ak) > 0 Logo, Ak é um conjunto compacto f—invariante com 

m(Ak) > 0 e pelo Lema 3,14, Ak = M. Absurdo, pois Ak C Bk = 0,

Portando, por construção de Ak, para cada k G N o conjunto (M — Ak) é o conjunto dos 

pontos cujas órbitas passam por Bk, Logo, P|keN(M — Ak) é o conjunto dos pontos cujas órbitas 

passam por todos os abertos da base. Daí, para concluir a demonstração, basta mostrarmos 

que m (P|keN(M — Ak)) = 1. De fato, m (UkeN Ak) = 0 o que impliea m (p|keN(M — Ak)) = 

m (M — UkeN Ak) = 1- □
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