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DOURADO, J. Consequéncias da Hiperbolicidade na Dindmica das Fungoes. 2020. (44 pag)
p. Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O objeto de estudo desde trabalho é a hiperbolicidade e suas consequéncias na dinamica dos
difeomorfismos definidos sobre variedades diferenciaveis compactas. Apresentamos os difeo-
morfismos de Anosov e os Parcialmente Hiperbdlicos e a partir do nivel de hiperbolicidade de
cada um tiramos consequéncias e relacoes entre propriedades topologicas e ergodicas como:
transitividade, topologicamente mixing, densidade das variedades estaveis e instaveis fortes e
ergodicidade fraca. Os resultados principais desta dissertacdo tomam como base o artigo de

Arbieto, Catalan e Nobili [1].

Palavras-chave: Difeomorfismos de Anosov, Difeomorfismos Parcialmente Hiperbolicos, Ergo-

dicidade, Hiperbolicidade, Topologicamente mixing, Transitividade, s—minimal, ms—minimal.
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DOURADO, J. Consequences of Hyperbolicity on Function Dynamics. 2020. (44 pages) p. M.
Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work we concern about hyperbolicity and vour consequences in the dynamics of dif-
feomorphisms acting on compact manifolds. We introduce Anosov and Partially hyperbolic
diffeomorphisms, and from hyperbolicity we get some topological and ergodic properties as
transitivity, mixing, density of stable and unstable manifolds, and weak ergodicity. The main

results in this dissertation are from the article of Arbieto, Catalan and Nobili [1].

Keywords: Anosov Difeomorphisms, Differentiable dynamics, Ergodicity, Hyperbolicity, Topo-

logicamente mixing, Transitivity, s—minimal, ms—minimal.
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Introducao

A teoria de Sistemas Dinamicos, apresentada no final do século XIX pelo matemético francés
Henri Poincaré e posteriormente aprofundada por George Birkhoff no livro Dynamical Systems
(1927), introduziu um estudo qualitativo para as equagoes diferenciais que permitiam analisar
comportamentos assintoticos em relacdo ao tempo, como estabilidade e periodicidade, sem
precisar resolvé-las explicitamente.

Uma dindmica em sintese ¢ uma funcao de um espaco nele mesmo, e as propriedades mais
interessantes sdo extraidas da anéalise das 6rbitas, que é o conjunto dos pontos gerados quando
a funcao é aplicada iteradamente dado um ponto inicial. As dindmicas aqui estudadas sao
cadticas, ou seja, possuem uma sensibilidade a condicao inicial, o que leva a necessidade de
estudar a dindmica num sentido mais geral.

As propriedades dindmicas estudadas neste texto, em linhas gerais sao:

e Transitividade: em que a dinamica leva qualquer aberto a intersectar outro aberto pelo
menos uma vez no futuro ou no passado.

e Topologicamente mixing: em que a dindmica "mistura" o espaco, levando cada aberto
a interceptar qualquer outro aberto e manter a interseccao infinitamente depois de um
certo tempo.

e Ergodicidade fraca; em que o conjunto dos pontos cujas 6rbitas sao densas, é um conjunto

de medida total na variedade.

Alguns difeomorfismos definidos em variedades diferenciaveis compactas desfrutam de estru-
turas dinamicas especiais. Os apresentados aqui possuem uma decomposicao em soma direta
no espaco tangente gerada pelos autoespacgos do operador derivada, chamados de espacos esta-
veis, centrais e instaveis. Os quais possuem uma relacao com os conjuntos estiveis e instaveis,
que sao formados por pontos que se aproximam no futuro e por pontos que se aproximam no
passado, respectivamente.

Quando o espaco central é trivial chamamos o difeomorfismo de hiperbélico ou difeomor-

fismo de Anosov. Neste caso, os conjuntos estiveis e instaveis sao subvariedades diferencidveis,



consequéncia do famoso Teorema da Variedade Estavel. Quando o subespaco central é nao-
trivial chamamos o difeomorfismo de Parcialmente Hiperbolico. Neste caso, serd possivel definir
subvariedades estaveis e instaveis fortes que integram os subespacos estaveis e instaveis.

Chamamos de s—minimal os difeomorfismos de Anosov que possui todas as variedades esta-
veis densas e ss—minimal os difeomorfismos parcialmente hiperbolicos que possui todas varieda-
des estaveis densas. Analogamente, definimos u—minimal e vu—minimal usando as variedades
instaveis no lugar das variedades estaveis. Definimos também os difeomorfismos ms—minimal
cujo conjunto dos pontos que possuem variedades estaveis densas, é um conjunto de medida de
Lebesgue total. Definicdo esta que faz sentido para os difeomorfismos que preservam a medida
de Lebesgue. Analogamente definimos mu—minimal usando as variedades instaveis ao invés
das variedades estaveis.

Os trés principais resultados do trabalho sdo os seguintes:

Teorema 0.1. Seja f : M — M um difeomorfismo de Anosov. FEntao, [ é s—mimimal e

u—minimal se, e somente se, f € topologicamente mixing.
Este é o Teorema 2.7.

Teorema 0.2. Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbélico preservando a
medida de Lebesgue m. Se f for ms—minimal ou mu—minimal, entdao [ € topologicamente

mizing.
Este é o Teorema 3.8.

Teorema 0.3. Seja [ : M — M um difeomorfismo de classe C1Y® parcialmente hiperbolico.

Se f é ms—minimal ou mu—minimal, entao f € fracamente ergddico.

Este é o Teorema 3.16.
Esta dissertacao estd dividida da seguinte forma: no Capitulo 1 apresentamos conceitos
bésicos da teoria, no Capitulo 2 estudamos os difeomorfismos de Anosov e no Capitulo 3 os

difeomorfismos Parcialmente Hiperbolicos.

Jeremias Dourado

Uberlandia-MG, 17 de fevereiro de 2020.



Capitulo 1

Conceltos Basicos da Teoria de Sistemas

Dinamicos

Neste capitulo apresentaremos as nocoes bésicas de Sistemas Dinamicos. Usaremos sempre
o conjunto dos naturais incluindo o 0, entdao N = {O, 1,2,--- } € NOS casos em (ue precisarmos
excluir o 0, usaremos N, = {1,2,--- }. Um espa¢o métrico M ¢ um conjunto com uma métrica
d que possibilita calcular a distancia entre dois pontos quaisquer. Definimos em M a topologia
( gerada pela métrica d, isto é, ( é a familia de abertos de M, pela métrica d. Definimos
também em M a o—é&lgebra de Borel B(M), que é gerada pela topologia (, ou seja, a menor
o—algebra que contém todos os subconjuntos abertos de M.

O conjunto M serd sempre um espacgo topologico mensurdvel compacto, e quando ele tiver
uma outra estrutura ou propriedade, como por exemplo ser uma variedade diferenciavel ou um
espaco de probabilidade, ser4 devidamente caracterizado. A funcao f: M — M ser& sempre
uma funcao continua, e portanto mensuravel. Na sequéncia vamos definir uma série de termos

béasicos da teoria.

1.1 Dinamica Topologica

Vamos definir e mostrar alguns resultados de uma dindmica sob um olhar topolégico. Dado
uma aplicacdo f : M — M qualquer, dizemos que f ¢ um Sistema Dinamico que associa
um ponto x € M a um outro ponto f(z) € M que ¢ a dinAmica de x uma unidade de tempo
depois, e portanto f é uma dinamica com tempo discreto. Definimos fO(z) = z, f1(z) = f(x)
e ["(x) = [(/""(x)), que sdo os iterados futuros de x, e entdo chamamos de érbita futura

de x o conjunto O (x) = {f™(x);n € N}. Se [ for bijetora, definimos também a 6rbita

3



passada de z, o conjunto O~ (z) = {/™(z);n € N}, em que f~'(z) é a pré imagem de x e
f~(x) = f! ( f‘<”_1>(x)), que sao os iterados passados de x, e nesse caso podemos definir de
maneira generalizada o conjunto O (x) = O (x) UO~ () = { f*(x);n € Z}, que chamamos de
o6rbita de z. Caso precisemos deixar claro a qual funcao estamos nos referindo, denotaremos
tais orbitas por Ot (x, f), O~ (x, f) e O (x, f), respectivamente.

Dizemos que um ponto p € M é um ponto periédico de f de periodo 7(p) se f7®(p) = p
e chamamos o conjunto finito O (p) = {p, f(p), -+, /"~ (p)} de 6rbita periédica de p.
Denotamos por Per,(f) o conjunto dos pontos periddicos de f de periodo n e Per(f) =
Unen Pern(f) o conjunto de todos os pontos periodicos de f. Particularmente quando 7(p) = 1,
ou seja, f(p) = p, chamamos p de ponto fixo de f e definimos Fix(f) o conjunto dos pontos
fixos de f.

Um conjunto A C M é chamado positivamente f—invariante se f(A) C A e dizemos
que o conjunto A ¢ negativamente f—invariante se f~!(A) C A. Se f(A) = A dizemos
que A é um conjunto f—invariante. Observemos que o conjunto Per(f) é um conjunto
J-invariante. De fato, se p € Per(f) entdo [™™(p) = p, isso implica que ["P)(f(p)) =
FO@) = PO — F(FO) = fp), logo f(p) € Per(f), ou seja, f(Per(f)) €
Per(f). Reciprocamente, se p € f~'(Per(f)) significa que f(p) € Per(f) e com raciocinio
anélogo ao caso anterior concluimos que p € Per(f), ou seja, f~'(Per(f)) € Per(f). Portanto
[(Per(f)) = Per(f).

Um ponto x € M é um ponto recorrente no futuro (respectivamente ponto recorrente
no passado, caso f seja bijetora) se para cada vizinhanca V, de x dada, existe n € N tal que
f*(x) € V, (respectivamente existe m € N tal que f~™(x) € V,). Se x é recorrente no
passado e no futuro, isto é, para cada vizinhanca V, de x dada, existem m,n € N tal que
f~™(x), ["(x) € V,, dizemos que x é recorrente. Denotamos por R (f) o conjunto dos pontos
recorrentes de f. Dizemos que um ponto x € M é um ponto nao errante de f se para cada
vizinhan¢a V, de x dada, existe n € N tal que f"(V,) NV, # 0, ou seja, para cada vizinhanga
V. de x dada, existem n € N e y € V, tais que ["(y) € V.. Denotamos por Q(f) o conjunto
dos pontos nao errantes de f.

Seja {x, }nez € M uma sequéncia de pontos de M. Dizemos que {x, } ez ¢ uma e—pseudo-

IA

orbita para f se d(f(xn), an) <e. Sex € {xy}ner e existe um ny € N tal que d(f(xno_l), x)
£ € Tp, = T1, dizemos que {x, }nez € uma e—pseudo-6rbita periddica contendo x. Um ponto
y € M —sombreia a sequéncia {z, ez, se d(f"(y),x,) < & para todo n € Z. Dizemos que
um ponto x € M é recorrente por cadeia se para cada ¢ > 0 dado, existe uma s—pseudo-

6rbita periodica contendo x e denotamos por RC (f) o conjunto de todos os pontos recorrentes

4



por cadeia.
Esses conjuntos definidos acima possuem uma relagdo entre si, que podemos ver na seguinte

proposicao.

Proposicao 1.1. Seja f: M — M uma aplicacao qualquer, entdo temos a sequinte sequéncia
de inclusoes:

Per(f) SR (f) SQf) SRC(f).
Demonstragao. Vamos provar separadamente cada inclusao.

Per(f) CR(f): Sejap € Per(f), entdo para toda vizinhanca V,, de p, temos f™P)(p) =p €'V,
e portanto Per(f) CR(f).

R(f) CQf): Seja x € R(f), entdo para cada vizinhanca V, de z dada, existe n € N tal
que f"(z) € V,, em particular f™(V;) NV, # 0, como € > 0 ¢ um qualquer, temos que
x € Qf) e portanto R (f) C Q(f).

Q(f) CRC(f): Seja x € Q(f), tomemos ¢ > 0 tal que V, C B(x,e), em que V, é uma
vizinhanca de x. Entdo, existem ng € N e y € V, tais que f™(y) € V,. Definamos a
sequéncia {yntnez C M tal que y, = f(y), logo d(f(yno_l),x) < e Comoe >0 ¢éum
qualquer, entdo x € RC (f) e portanto Q(f) C RC (f).

Corolario 1.2. Se Per(f) = M, entdo Q(f) = M.

Demonstragio. Aplicando Per(f) = M na Proposicio 1.1 temos Q(f) = M, entédo basta provar
que Q(f) é um conjunto fechado e concluimos a demonstracao. De fato, se (xg)% C Q(f) é
uma sequéncia que converge para x, entdo dada uma vizinhanca V, de x, existe um ky € N
tal que para todo k& > ko temos z, € V,. Fixemos um k > kg e tomemos & > 0 tal que
B(xy,6) C V,. Dai, como z, ¢ ndo errante, existe n € N tal que f"(B(x,8)) N Bz, 0) # 0,
em particular f*(V,) NV, # 0. Como V, é uma vizinhanga qualquer de x, entdo x € Q(f) e

portanto Q(f) ¢ um conjunto fechado, concluindo a demonstragio. O

Existem dinamicas cuja orbita de qualquer aberto percorre todo o espaco, e para algum

iterado futuro intersecta qualquer outro aberto.

Definicao 1.3. Seja [ : M — M uma aplicagao qualquer. Dizemos que f € topologicamente
transitiva, ou apenas transitiva, se para quaisquer abertos U,V C M dados, existe n € N tal

que fH(UYNV £ (.



A transitividade de uma funcao pode ser definida, de forma equivalente, através da orbita

de um ponto.

Proposicao 1.4. Sejam [ : M — M wma aplicagao continua qualquer e M um espaco métrico

compacto, entdo [ € transitiva se, e somente se, existe xo € M tal que O (xg) = M.

Demonstragdo. Se [ é transitiva, entdo dados U,V C M existe n € N tal que f(U)NV £ 0 o
que implica f[~(V)NU # 0, em que f~"(V) também é aberto, pois f é continua. Como M &
compacto, entdo admite uma base enumerdvel de abertos B = { By, By, - }.

Construamos a seguinte sequéncia de compactos encaixados. Por hipo6tese, existe n; € N
tal que o aberto Uy = BN f~™(By) # ), entdo tomemos um compacto Ky C U;. Por hipotese,
existe ny € N tal que o aberto Uy = Uy N f7"2(Bs) # (), entdo tomemos um compacto Ky C Us.

Repetindo esse processo indefinidamente, obtemos uma sequéncia de compactos encaixados
Ki2Ky;yDK32---

em que a Orbita futura dos pontos de K, comecam em B; e intercecta B; ap06s n; iteracoes,
parai € {1,2,--- n}.

O conjunto K = j:of K; é compacto nao vazio, pois é uma interseccao enumeravel de
compactos ndo vazios encaixados. Portanto, dado zp € K temos que f"(xy) € B; para todo
i € N, e como B é uma base de M, ou seja, para todo aberto A C M existe um B; € B tal que
B; C A, entido OF (z) N A #£ 0, isto é, O (xo) = M.

Reciprocamente, dado dois abertos U,V C M. Se m = M, entao existe ny, ny € N tais
que f™(xg) € U e f™(xy) € V; sem perda de generalidade podemos supor n; < ng, pois a
orbita de 2o retorna a U e V infinitas vezes. Daf, f™ (x0) € U e f727"(f™ (20)) = f™2(20) € V.

Portanto tomando n = ny — ny temos f*(U) NV £ (), ou seja, f ¢ transitiva. O

Se O (x) = M, para todo x € M, isto é, a 6rbita de todo ponto ¢ densa em M dizemos que
f ¢ minimal; essa defini¢do equivale a dizer que M ndo tem conjuntos proprios f—invariantes
e fechados. De fato, observemos que dado x € M, o conjunto O (x) é o menor conjunto
f—invariante contendo x, pois dado qualquer conjunto A C M, f—invariante e contendo zx,
entdo ["(r) € A para todo n € Z, logo O (x) C A. Dai, se A for f—invariante e fechado, entdo

M = O (x) C A e portanto A ndo é proprio.

Corolario 1.5. Seja f : M — M wuma aplicagcao qualquer. Se [ for mimimal, entao f €

transitiva.

Demonstra¢ao. Como f é minimal, entdo O (x) = M para todo x € M. Em particular existe

um ry € M tal que O (xy) = M, e portanto pela Proposicio 1.4, f é transitiva. O
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Algumas dindmicas possuem uma propriedade mais forte ainda do que a transitividade, em
que além da orbita de um aberto percorrer todo o espaco, ela expande esse aberto de tal forma
que a partir de um certo iterado, essa 6rbita continua intersectando consecutivamente qualquer

outro aberto.

Definicao 1.6. Seja [ : M — M uma aplicagao qualquer. Dizemos que f € topologicamente
mixing, se para quaisquer abertos U,V C M dados, existe ng € N tal que f"(U)NV £ 0, para

todo n > ng.

Proposicao 1.7. Seja f: M — M uma aplicacao qualquer, se [ for topologicamente mixing,

entao f € transitiva.

Demonstragao. Sejam U,V C M dois abertos quaisquer, como f é topologicamente mizing
entdo existe um ng € N tal que para todo n > ngy temos que f*(U) NV # (. Em particular

existe um n € N tal que f*(U) NV £ 0, ou seja, f é transitiva. ]

Esses comportamentos podem ser verificados em varias dindmicas sobre um mesmo espaco
ou em dindmicas semelhantes sobre espacos diferentes. Algumas, apesar de possuirem leis de
formacao diferentes, possuem as mesmas propriedades que podem ser relacionadas através de

conjugacoes.

Definicao 1.8. Sejam f : My — My e g : My — M, aplicagdes quaisquer, em que My e M,
sao espagos métricos. Dizemos que h : My — M, é uma conjugagao de f e g, se h for um

homeomorfismo tal que o sequinte diagrama seja comutativo:

M, —L

3 |o

M2—9>M2

Ou seja, ho f = go h. Dizemos que f e g sio topologicamente conjugadas quando
existe uma conjugacao h entre elas. Lembrando que um homeomorfismo é uma funcao bijetora

continua com inversa continua.

Veremos agora um resultado que mostra como duas dindmicas topologicamente conjugadas

possuem o mesmo comportamento assintotico.

Teorema 1.9. Sejam M, e My espacos métricos, f : My — My e g : My — M, aplicagoes, e

h: My — My uma conjugacao de f e g, entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

Z) hofn:gnoh;



ii) h(Per(f)) = Per(g):

iii) h(R(f)) =R (9):

iv) h(Q(f)) = Qg):

v) [ € transitiva se, e somente se, g é transitiva;

vi) [ € topologicamente mizing se, e somente se, g é topologicamente mixing.

Demonstragdo. i) Temos que f = h™'o go h, pois h~! existe porque h é um homeomorfismo.

Entao
[ = (hltogoh)”
— (hogoh)o(hlogoh)o---o(h ogoh)
— h7logo(hoh™ogoho---oh™logoh
~ hlogogo---ogoh

— h7log"oh
Portanto ho f* = g" o h.

ii) Se h(p) € h(Per(f)) entdo f7® (p) = p e pelo item anterior temos ¢"®) (h(p)) = h(f™® (p))
= h(p). Logo h(p) € Per(g), o que significa que h(Per(f)) C Per(g). Reciprocamente,
se ¢ € Per(g) entio ¢"9(g) = ¢ e como h é um homeomorfismo podemos escrever
p = h7'(q) € M; e pelo item anterior temos 7@ (p) = D (h=Y(q)) = h™ (479 (q)) =
h=(q) = p. Logo p = h™'(q) € Per(f) e entdo ¢ = h(p) € h(Per(f)), o que significa que
Per(g) C h(Per(f)). Portanto h(Per(f)) = Per(g).

i) Se h(z) € h(R(f)) entdo dado uma vizinhanga Uy, de h(z), temos que V, = h™ (Upeay)
¢ uma vizinhanca de x e existe n € N tal que f*(x) € V, e pelo primeiro item temos
g"(Mx)) = h(f™(x)) € M(Vz) = Upwy, logo h(x) € Q(g), o que significa que k(Q(f)) C
Q(g). Reciprocamente, se y € Q(g) entao dada uma vizinhanca V, de x = h=1(y), temos
que h(V,) é uma vizinhanca de y e existe n € N tal que ¢"(y) € h(V,) e pelo primeiro item
g"(y) = g"(h(x)) = h(f™(x)) € h(V,) o que significa que y = h(z) € R(Q(f)). Portanto
B(O(S) = Q).

w) Se h(z) € h(Q([)), entdo dado uma vizinhanga Uy, de h(z), temos que V, = h™ (Upey)
¢ uma vizinhanga de x e existe n € N tal que f*(V;) NV, # 0, e pelo primeiro item

temos h(f*(V2)) = ¢"(M(V2)) = ¢"(Unw)), logo ¢" (Un)) N Uy # 0 e h(z) € Q(g),
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o que significa que 2(Q(f)) € Q(g). Reciprocamente, se y € Q(g) entdo dada uma
vizinhanca V, de x = h~!(y), temos que h(V,) ¢ uma vizinhanca de y e existe n €
N tal que g"(h(V;)) N h(Vz) # 0 e pelo primeiro item ¢"(h(V,)) = h(f™(V2)), logo
h(f*(Va)) Nh(Va) # B ey = h(z) € h(Q(f)). o que significa que Q(g) € h(Q(f)).
Portanto h(Q(f)) = Q(g).

vi) Se f é transitiva entdo dado dois abertos U, Vo, C M, quaisquer, temos U; = h=1(U,)
e Vi = h™1(V,) sdo abertos em M, logo existe n € N tal que f*(U;)) NVy # 0 e pelo
primeiro item ¢"(Uz) = ¢"(h(U1)) = h(f™(U1)), portanto ¢"(Uz) N'Va # 0, o que significa
que g ¢é transitiva. Reciprocamente, se ¢ é transitiva entao dado dois abertos Uy, V) C M,
quaisquer, temos Uy = h(U;) e Vo = h(V}) s@o abertos em M, pois a inversa de h é
continua, logo existe n € N tal que ¢"(U3)NV, # e como h~! também ¢ uma conjugacao,
pelo primeiro item [™(Uy) = f*(R~Y(U2)) = ™ (g"(Us)), portanto f™(Uy) NV #£ 0, o

que significa que f é transitiva.

vii) Se [ topologicamente mixing entdo dado dois abertos Uy, Vo C M, quaisquer, temos U} =
h=Y(U,) e Vi = h=1(V}) sao abertos em M, logo existe ng € N tal que para todo n > ng
temos que f™(U;)NV; # () e pelo primeiro item ¢"(Us) = ¢" (h(U1)) = h(f"(U1)), portanto
g"(Uy) N'Va £ 0, o que significa que g é topologicamente mixing. Reciprocamente, se g é
topologicamente mixing entdo dado dois abertos Uy, Vi € M quaisquer, temos Uy = h(U;)
e Vo = h(V}) sdo abertos em M,, pois a inversa de h é continua, logo existe ng € N tal
que para todo n > ng temos que ¢"(U) NV, # 0 e como h~! também ¢ uma conjugacio,
pelo primeiro item [™(Uy) = f*(R~Y(Us)) = h™(g"(Us)), portanto f™(U) N'Vy #£ 0, o
que significa que f é topologicamente mixing.

O

Corolario 1.10. Nas condicoes do Teorema 1.9, f é nanimal se, e somente se, g € minimal.

Demonstragio. Dado x € M, pelo primeiro item do Teorema 1.9, temos k(O (z,[f)) =
O(h(x),g). Como [ & minimal entdo O (z, f) = M e portanto W = h(m) =
h(M;) = Ms, e como x é um ponto qualquer e h é bijetora, concluimos que g ¢ minimal. Ana-
logamente, aplicando o mesmo raciocinio para h~!, concluimos que ¢ ser minimal implica em

f ser minimal. O

Um exemplo interessante de dinAmica, é a rotacdo irracional na esfera unitaria S! — {z €
C;lz| = 1} = {e*™*; z € [0,27)} em C. Definamos o conjunto R/Z = {[z] € [0,1); = ~

¥ e -2 e Z}, em que [x| é a classe de equivaléncia pela relagdo ~. Para facilitar a
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notagio, ao invés de escrevermos [r] € R/Z, escreveremos apenas v € R/Z onde o x estaré
representando sua classe de equivaléncia x ( mod 1). Dado um o € R, definamos também

sobre esses conjuntos as seguintes dindmicas

Ry: S' —» & T.:R/Z — R/Z

e2mix 627Tz'(m+a) T = Tt a

Note que R,(x) ¢ uma rotacio do ponto e?™ € S! pelo angulo a e T, (z) é a parte decimal
do ponto x € R/Z transladado por a. Vamos mostrar que R, ¢ minimal quando o € (R — Q),
e pra isso vejamos que R, e T, sdo topologicamente conjugadas. Seja h : R/Z — St tal que

h{x) = e*™* entdo h é uma conjugacio de T, e R,.

i) h éinjetora: De fato, seja x,y € R/Z tal que h(x) = h(y), entdio ™ = 2™ = 2milz—y) —

l=2ri(z—y)=In(l) = 2ri(zr—y) =0=>2—y=0=x=1y.

2mix

ii) h é sobrejetora: De fato, seja z € S1, entdo 2 = e para algum x € [0, 27), logo existe

xr € R/Z tal que h{x) = *™ = 2,

iii) A é continua com inversa continua: De fato, a fungdo exponencial é continua, e sua inversa

2mix

h~! definida por h=1(z) = x, em que z = *™*, & a funcio logaritmica e também ¢ continua.

iv) hoT, = Ry oh: De fato, (hoT,)(x) = h(Ta(z)) = h(z + a) = *™=t) = R, (¢?™) =
Ro(h(z)) = (Ra o h)(x).

Entao podemos trabalhar apenas com T, e as propriedades do Teorema 1.9 se aplicam a

R,.. Vamos ver abaixo dois resultados que caracterizam a dinamica R, em funcao do a.
Proposigao 1.11. Se a for um nimero racional, entio Per(R,) = S*.

Demonstragio. Temos que T, = x+a, T2 = (x+a)+a=x+2ae Ty = (x+(n—1)a) +a =

x + na. Dai, dado x € R/Z e tomando o = Pe Q temos
q

Taq(x):erqoz:erqB:erq:x.
q

Essa ultima igualdade é verdade porque ¢ é um ndmero inteiro e entdao x + ¢ tem a mesma
parte decimal que x. Portando x é periddico, isto é, Per(1,) = R/Z e pelo Teorema 1.9 item
i), conclufmos que Per(R,) = h(Per(T,)) = h(R/Z) = S". O

Proposicao 1.12. Se a for um nimero irracional, entao R, é minimal.
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Demonstrag¢io. Dado x € R/Z, suponhamos que O (z) # R/Z, entao B=R/Z — O (x) £ &
um conjunto f—invariante aberto e por isso pode ser escrito como a unido de intervalos abertos
e disjuntos. Tomemos I C B o maior desses intervalos, e caso tenha mais de um sendo maior
que os outros, tomemos [ um dos maiores. Seja m(l) > 0 a medida desse intervalo, isto é, se
I = (a,b) entdo m(l) = b — a.

Afirmagdo 1: T,(I) continua sendo o maior desses intervalos. De fato, se I = (a,b) entdo
m(Tou(I)) =m((a+a,b+a)) =b+a—(a+a)=b—a=m(l).

Afirmagdo 2: T2 (1) # I para todo n € N. De fato, suponhamos que T7?(1) = I para algum
n € N, entdo pelo Teorema do Valor Intermediario, existe um ¢ € I tal que T?(c) = ¢, logo
c+mna=c( mod 1) o que significa que d = na € Z e dai a = g, o que ¢ absurdo.

Afirmagdo 3. T7(I) sdo dois a dois disjuntos, para todo n € N. De fato, suponhamos
que exista m,n € N tal que T7*(I) N T2(I) # (), como B é f—invariante e pela Afirmagio 2
T (1) # T2(1), entdo T (1) UT?(I) C B seria o maior intervalo de B, o que é absurdo.

Portanto, podemos concluir que

+o0 +oo +o0
m <U Ta(1)> = " m(T1) = m(l) = foc.

Absurdo, pois m (U, %5 Tu(I)) < m(R/Z) = m([0,1)) = 1. Logo O (x) = R/Z e como x é

n—=0 " &

um ponto qualquer, concluimos que T, é minimal. Dai, pelo Corolario 1.10 R, é minimal. [

1.1.1 Hiperbolicidade

Quando o espaco M possui certas propriedades, podemos mapear melhor a sua dinamica.
Entao, sejam M uma variedade diferencidvel, f : M — M um difeomorfismo de classe C” e
p € M um ponto perioédico de periodo 7(p). Podemos decompor T, M através dos autoespacos
do operador derivada Dfi® - T,M — T,M. Chamamos de subespago estavel de T,M
o subespago F gerado pelos autovalores [A\| < 1, subespago instavel F o gerado pelos
autovalores |A| > 1, e subespago central IS o gerado pelos autovalores |A| = 1. Temos

portanto uma decomposicao do espaco T, M em soma direta
T,M=E & E; @ E].

Dizemos que p é um ponto periddico hiperbélico se £° = {0}, ou seja, Df;@) nao possui

autovalor A com |A| = 1 e portanto
T,M — ES & B
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Essa definicao pode ser estendida para os pontos que nao sao periodicos. Existem conjuntos
A C M que também admitem uma boa decomposicao do fibrado tangente, que chamaremos de

conjuntos hiperbolicos. Mais precisamente:

Definicao 1.13. Seja f: M — M um difeomorfismo de classe C™ definido em uma variedade
diferencidvel M. Dizemos que um conjunto A C M é um congunto hiperbdlico se A é

f—invariante e existem 0 < A < 1 e C' € R, tais que para cada x € A:
i) Eziste a decomposicio T,M = E & EY;
it) Essa decomposicio é D f—invariante, ou seja, Df(E}) = Ej ) e Df(EY) = EY ;

iii) ES e EY variam continuamente com x;

w) | Df*(x)

g (V)|| < CA*||v|| para todo v € E e para todo n € N;
v) |Df7(x)|ge(v)|| £ CA™||v|| para todo v € Y e para todo n € N.

Quando M é um conjunto hiperbolico, chamamos f : M — M de difeomorfismo de
Anosov. Dizemos que um conjunto hiperbolico A é isolado ou maximal se existir uma

vizinhanca U de A tal que

A=) ).

nez

Definimos o conjunto estavel local W:(x) C M de x e o conjunto instavel local

W¥(x) € M de x, respectivamente, por

n—+o00

Wi(z) = {yEM; lim d(f”(w),f”(y))Oed(f”(w),f”(y))<6,VTLEN},

Wi(x) = {y € M; lim d(f_”(x),f_”(y)) =0e¢ d(f_”(x),f_”(y)) <e,Vn € N} )

n—+o00

De modo geral, definimos o conjunto estavel W3(x) C M de x e o conjunto instavel
W*(x) C M de x, respectivamente, por

W) - {yeM; lim d(f”<x>,f“<y>>o},

n——+oo

W)~ {ye bt tm a7 6) o}

n——+oo

E claro que W5(x) € W*3(x) e W¥(x) € W%(x). Caso precisemos deixar claro qual a
fungio estamos nos referindo, denotaremos tais conjuntos por Wi(x, f), W2(x, f), W*(x, f)
e W*(x, [), respectivamente. O proximo resultado relaciona melhor esses conjuntos, e mais,

mostra que localmente esse conjuntos tem um comportamento parecido com FEj e I,
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Teorema 1.14. (Teorema da Variedade Estdvel) Sejam [ : M — M um difeomorfismo
de classe C" definido em uma variedade diferencidvel M, A C M um conjunto hiperbdlico e
x € A um ponto qualquer, entdo W2(x) e W2(x) sdo subvariedades de M tangentes a ES e EY,

respectivamente. Além disso,
+o0 too
Wi = e (were)) e we = (@)

também sao subvariedades de M de mesma dimensao que IS e EY

x>’

respectivamente, e variam

continuamente com o x.

Demonstrag¢io. Pode ser encontrada em [2], na Se¢do 8.1.3, Teorema 1.2. O

Um exemplo de dindmica hiperbélica é o automorfismo hiperbolico no toro T¢ = R?/Z¢,
a fim de simplificar os calculos usaremos o toro de dimensao 2, T? = R?/Z?, mas o raciocinio
para dimensdo d > 2 é inteiramente andlogo. Seja A uma matriz de ordem 2 cujos elementos
sdo ndameros inteiros, |det(A)] = 1 e se A for um autovalor de A entdo |A| # 1. Definamos um
operador linear I/ : R? — R? em que F'(z) = Az; e seja 7 : R? — T? a projecao natural de
R? sobre o toro T?, isto é, 7(x,y) = |x,y] em que [z,y| é a classe de equivaléncia de (x,7) (

mod 1). Entdo A induz uma uma fungio F4 em T? definida pelo seguinte diagrama

R2 _F> R2

1
P]IQ TA> P]IQ

Temos que F4 é um difeomorfismo. De fato, a matriz Jacobiana de F4 em todo ponto

x € T? é A, e como |det(A)| = 1 entdo F4 admite inversa e a Jacobiana da inversa é A%

Chamamos Iy de automorfismo hiperboélico no toro. Apesar do método de construcao da

funcdao Fj4, a proposicao seguinte mostra que ela possui um comportamento bem diferente de

sua equivalente linear.
Proposigao 1.15. O conjunto Per(F4) ¢ denso em T2

Demonstracio. Seja p € T? um ponto qualquer com coordenadas racionais. Encontrando
. . : a f
um denominador comum se necessario, podemos assumir que p = | —, — |, com «, 5,k € Z.
k' k
Sabemos que os pontos com coordenadas racionais sdo densos em T?, entdo basta mostrarmos
que eles sao periodicos.

Afirmacdo: p é periddico, com periodo menor ou igual a k2. De fato, assumindo 0 < o < k

e
e 0 < B < k, sabemos que existem k? pontos da forma p — <E’ E) . Como a matriz A ¢ inteira,
a b ~
podemos supor A = com a,b,c,d € Z, entao
c d
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a ac n @ ac + b3
» (g g) I 2N I B I R k
A\ Ek call s ca  dp ca + dp
k k k k
Ou seja, I'4 permuta os pontos da forma p = <%,§ . Logo, existem m,n € N tais que

F(p) = F%(p) com |m — n| < k% Supondo, sem perda de generalidade, que m < n e fazendo

7(p) = n — m temos FX@ (p) = F7"™(p) = p. Assim, p ¢ periodico de periodo 7(p) < k*. O

Os autovalores A1 e Ay de A sfo nameros reais. De fato, o polinémio caracteristico de A

—1)7VA
¢ p(A) = X2 — Ma + d) + det(A), sendo as raizes \; = (atd) +2( PVA

, 7 = 1,2, em que
A = (a+ d)* — 4det(A), entdo temos dois casos:
Caso 1: det(A) = —1, entdo A = (a + d)? — 4det(A) = (a + d)* + 4> 0logo A\, N2 € R

Caso 2: det(A) = ad — bc = 1, suponhamos A = (a + d)? — 4 < 0, entdo \; € C e
(at+d) iVA]

A — 5 5 , dai temos
» f(atd? A (atd)? —(atd®+4

Absurdo, pois |A;| # 1. Portanto A >0 e A, Ay € R.

Como | det(A)| = [MA2] = 1 e |\;| # 1 para j = 1,2 entdo um dos autovalores deve satisfazer
|Ai] < 1e|X| > 1parai+# j. Vamos denotar por As o primeiro caso, e A, o segundo. Desta
forma podemos concluir que os subespacos estéveis e instaveis, E¥ e EY, para todo z € T?,
devem ser retas passando pela origem em R? e com inclinacio ), e \,, respectivamente, e entdo
T,T? = E5 @ EY. E clado que essa decomposicio ¢ DF4,—invariante, pois DFy, — A para
todo z € T? e portando DF 4, (E$) = AES = B, (), © mesmo vale para 7. Como F' ¢ uma
transformacao linear, entdo E? e EY variam continuamente com z. O que nos leva a concluir
que T? é um conjunto hiperbélico para Fjy.

Dado z € T?, entdo pelo Teorema da Variedade Estavel 1.14, temos que W#(z) e W*(z) sdo

subvariedades de T? de dimensio 1 tangentes a E* ¢ E“, respectivamente, e variam continua-

z7

mente com o z. O que nos leva ao seguinte resultado.
Proposicao 1.16. Para todo ponto z € T?, temos
i) We(z) = m(E7);

Demonstragao. 1) Se 2/ € W#(z), tomemos [ como sendo o segmento de reta que liga z e 2.

Suponhamos que [ € E%, logo | possui uma componente na dire¢io que expande EY. Absurdo,
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pois limy,_, o d(F(2), F(2)) = 0. Portanto [ C EX, e entdo 2’ € E3, ou seja, W*(z) C 7(E5).
Reciprocamente, se 2/ € E? tal que 2/ # z, tomemos [ como sendo o segmento de reta que
liga z e 2. Pela linearidade de F', temos que F%(l) é um segmento de reta paralelo a W* e
como |Ag| < 1 entdo lim,_, o F™(l) = A = 0, isto é, o tamanho desse segmento tende a zero.
Portanto [ € W*(z), e entdo o’ € W*(z), ou seja, m(ES) C W*(z2).

i1) Essa demonstragio é inteiramente anéloga ao item anterior, usando a inversa da fun¢do

Fy. U

E o resultado mais interessante desse exemplo, é que para todo z € T?, as suas variedades
estaveis e instaveis sdo densas em T?, o que chamaremos no préximo capitulo de s—minimalidade

e u—minimalidade, respectivamente.

Proposi¢ao 1.17. Dado z € T? um ponto qualquer, entio as variedades estdvel W*(z) e

instdvel W*(z) de z sio densas em T2

Demonstragdo. Comecemos por verificar que E¥ ¢ uma reta com inclinagio irracional em R
ou seja, se z = (o, yo) e B = {(x,y) € R?% (y—yo) = alr — xo)}, entdo o € (R — Q). De
fato, suponhamos que a € Q, entdo existe um ponto k = (ki,ks) € ES tal que ki, ko € Z. E
como A é uma matriz de elementos inteiros, entao F'(k) € Z? para todo n € N. Absurdo, pois
limy, oo d(F(k), Fi3(z)) = 0.

Agora, tomando os pontos da forma (k;,j) € ES que sdo a interseccdo das retas da forma
y = n, paralelas ao eixo x em R? com E%, como a inclinagdo de E é irracional, entao k; € (R—Q)
para todo j € Z, e portando 7w (k;,j) = («;,0) para algum irracional 0 < o < 1. Os pontos
da forma (x,0) € T? define um circulo no toro e suas imagens por F, sdo uma rotacio por
um angulo irracional, entdo pela Proposicdo 1.12 temos que a interseccdo de W?3(z) = n(E?)
com esse circulo é denso nele, ou seja, W*(2) é densa verticalmente no toro. Basta verificarmos

entdo para a segunda coordenada.

Tomando os pontos de W#(z) que interceptam as retas da forma y = n + 5, em que
8 € QnN(0,1), temos que para cada [ a variedade estavel W*(z) é densa no circulo formados
pelos pontos da forma (x, 3), e como os racionais sdo densos em [0, 1), os circulos também sdo

densos no toro. Portanto W#*(z) é denso em T2,

Para W"(z) a demonstragdo ¢ analoga. O
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1.2 Dinamica Ergddica

Nessa secdo vamos estudar uma dindmica sob o olhar da teoria ergddica, cujo foco sao
as dindmicas que preservam uma medida. Comecaremos vendo as condicoes necessarias pra
garantir a existéncia de pontos recorrentes e de medidas invariantes, para podermos definir
ergodicidade e provar seus resultados.

O resultado que garante que quase todo ponto é recorrente, relativamente a uma medida
finita f—invariante, é o Teorema da Recorréncia de Poincaré. Usaremos com frequéncia, para
estudarmos medida de um conjunto, a funcao caracteristica Xr : M — R do conjunto F, isto
6, Xp(x) =1lsex € B, e Xg(vr) = 0se v ¢ E. Definimos p : B(M) — R uma medida em M,
onde R = RU { — 00, +oo} é a reta estendida. Denotaremos essa medida apenas por y; dizemos
que p ¢ uma medida finita se (M) < +oo e i € uma probabilidade se (M) = 1. Dizemos
que p1 é f—invariante se para todo conjunto E C M mensurdvel vale u(f~'(E)) = u(E).

Dizemos que uma propriedade P vale para py—quase todo ponto x € E, quando existe
um conjunto N C E com u(N) = 0, tal que P vale para todo ponto x € (F — N). Finalmente

podemos enunciar o primeiro resultado.

Teorema 1.18. (Teorema de Recorréncia de Poincaré - versdo mensurdvel) Sejam
f M — M uma aplicacao mensurdvel e p uma medida f—invariante finita. Se B C M €
um conjunto mensurdvel qualquer com p(E) > 0, entdo para u— quase todo ponto x € F, existe

n € N tal que f*(x) € E.

Demonstracio. Chamemos E° C F o conjunto dos pontos ¥ € F que ndo retornam a F, ou
seja, x € EY implica que para todo n € N, temos que f*(z) ¢ E. Basta provarmos que E° tem
medida nula, e concluimos a demonstragao.

Afirmacao: As suas pré-imagens f™" (EO) sao duas a duas disjuntas. De fato, suponhamos
que existam m,n € N, com m > n tais que f~™(E) N f="(E") # 0, tomemos x um ponto
dessa interseccao e sejay = [*(x). Entdoy € E%e [ (y) = [ "o fM(x) = f™(x) € E° C I,
isso significa que y retorna a F, o que é absurdo pois y € EY. Logo as pré-imagens de E° por

f sdo duas a duas disjuntas. Entdo, pela o—aditividade de u, temos

(U] = Sou(mw) - Suten)

Na tltima igualdade usamos a hipotese de que p é f-invariante, ou seja, u( [ (EO)> =

1(E®) para todo n € N. Como p ¢ finita, temos que u( M (EO)> < 00, por outro lado,
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a direita temos que %7 y¢(E°) € uma soma infinita de termos constantes. A tnica forma dessa
soma ser finita, é se todas as suas parcelas forem nulas. Portanto concluimos que M(EO) =0,

como queriamos provar. O

Esse resultado tém uma consequéncia direta mais forte, em que além de p— quase todo

ponto voltar a F, eles continuam voltando uma infinidade de vezes.

Corolario 1.19. Nas condigoes do Teorema 1.18, para p—quase todo ponto x € E, emstem

infinitos valores n € N, tais que ["(x) € E.

Demonstragao. Chamemos £, C I o conjunto dos pontos x € I que retornam a F exatamente
k vezes, ou seja, x € I implica que existem exatamente ny, ng, -+ ,ng € N, tais que " (x) € E,
onde 1 € {1,2, e ,k}. Logo o conjunto dos pontos que retornam a F um ntmero finito de

vezes é |23 E) e entéo
“+oco 40
p <U Ek> <> u(B).
k=1 k=1
Basta provarmos que E) tem medida nula, para todo k& € N, e concluimos a demonstracao

do corolario. Suponhamos que M(Ek) > 0, entao pelo Teorema 1.18 temos que para pu—quase
todo ponto x € FEj existe n € N tal que f"(x) € Fj. Fixemos um desses x e denotemos
y = ["(x) € Eg. Pela defini¢io de Ly, temos que y tem exatamente k iterados em FEj, mas
como ¥y é um iterado de x, entdao x tem pelo menos k + 1 iterados em Ej o que é absurdo. Logo

1t(Ex) = 0, como querfamos provar. O

Na sequéncia vamos mostrar uma versao topologica desse resultado, que ¢é util para relaci-

onarmos com os resultados da secao de dindmica topologica.

Teorema 1.20. (Teorema de Recorréncia de Poincaré - versao topoldgica) Sejam
f: M — M uma aplicagio mensurdvel e p wma medida f—invariante finita. Se M admite

uma base enumerdvel de abertos, entao u—quase todo ponto x € M é recorrente.

Demonstra¢io. Seja B = {U,; k € N} uma base enumeravel de abertos de M. Para cada
k € N, representaremos por Up o conjunto dos pontos x € U, que nunca regressam a Uy, ou
seja, € Uy implica que para todo n € N temos que [*(x) ¢ U. Entdo, pelo Teorema 1.18,

U2 tem medida nula pra todo k, e portanto se U = | J/°S U?, temos que
N +oo +oo
0<p(U)=p <U U,S) < u(®y) =o.
k—1 k=1
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Logo u(U) = 0. Entdio basta provarmos que para todo x € M tal que x ¢ U, temos que
x & recorrente, e assim concluimos a demonstracfio. Sejam x € (M — U) e V, uma vizinhanca
aberta qualquer de x, como B é uma base de M entado existe Uy € B tal que x € U, C V,.
Como z ¢ U, entdo x ¢ UQ, ou seja, existe um n € N, tal que f*(x) € Uy € V,. Como V, ¢

uma vizinhanca arbitraria, entdo x é um ponto recorrente, como queriamos mostrar. O

Esses resultados acima dependem fortemente da medida ser f—invariantes, o que sera ga-

rantido pelo préoximo teorema.

Teorema 1.21. (Teorema da Existéncia de Medidas f—invariantes) Seja M um espago
métrico compacto. Se f : M — M ¢é uma aplicagdo continua, entdo exriste pelo menos uma

probabilidade f—invariante.

Demonstragio. Pode ser encontrada em [5], no Capitulo 2, Teorema 2.1. O

Podemos entdo concluir que com hipoteses relativamente fracas, conseguimos sempre en-

contrar pontos recorrentes em uma dinimica.

Corolario 1.22. (Teorema da Recorréncia de Birkhoff) Seja M um espagco métrico com-

pacto. Se [ M — M é uma aplicacao continua, entao f tem algum ponto recorrente.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.21, existe uma probabilidade f—invariante p. Como M é com-
pacto, entdao admite uma base enumerivel de abertos, logo pelo Teorema 1.20 p—quase todo
ponto x € M é recorrente. Em particular o conjunto dos pontos recorrentes é nao vazio,

concluindo a demonstracgao. O

O proéximo resultado é o Teorema Ergddico de Birkhoff que nos permitird um bom entendi-
mento das dindmicas em termos da densidade de suas 6rbitas em relagdo a uma medida. Sejam
f: M — M uma aplicagdo mensuravel, x € M um ponto qualquer e £ C M um conjunto
mensuravel, vamos fixar n € N e definir [, = {O, 1,---,n— 1} C N, o conjunto dos n primeiros
nameros naturais, e entdo vamos considerar 7,,(/, x) como sendo a fragdo dos j € I, tal que
Jl(x) € E, ou seja, 7,(E,x) = 14{f/(x) € E; j € I,}, onde #{fi(x) € E; j € L,} ¢ a

cardinalidade do conjunto. Observe que podemos rescrever 7,,(E, x) da seguinte forma

—_

n—

To(l, x) = XE<fJ(x)) (1.1)

I
<
g

Definicao 1.23. Sejam f : M — M wuma plicagao mensurdvel e x € M um ponto qualquer.
Definimos 7(FE,x), o tempo médio de permanéncia da drbita de x em L, como sendo o

limite de 7,,(F,x) quando n tende ao infinito, ou seja,

(B, x)= lim 7,(F, x).

n——+oo
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Em geral, esse limite pode nao existir. Mas quando existe, podemos garantir que ele nao

varia na 6rbita do ponto.

Lema 1.24. Sejam f : M — M uma plicagao mensurdvel e x € M um ponto qualquer. Se o

tempo médio de permanéncia 7(E,x) existe, entdo

T(E, f(x)) =7(F, x).

Demonstragao. Por definicao temos

T(E,f(l’)) = lim Tn<E fx ))

n—+o00

- nL“fooﬁZXE( )

= lim —ZXE f(x

n—+oo n

nm52%wwngﬂm>XWWM
= (B — Jim [ X)X (@)

Como a funcao caracteristica é limitada, esse ultimo limite é igual a zero, e o lema esta de-

monstrado. [

Com esses resultados, podemos provar o préximo teorema, que garante a existéncia desse

limite e d4 um método para calcular sua integral.

Teorema 1.25. Sejam f : M — M uma aplicagao mensurdvel e p wma probabilidade f—in-
variante. Dado qualquer conjunto mensurdvel & C M, o tempo médio de permanéncia 7(F,x)

existe para p—quase todo ponto x € M. Além disso,

| B duta) — e, (12)

Demonstragao. Seja E C M um conjunto mensurivel qualquer. Para cada x € M, definamos

T(E,x) = limsup— ZXE f(x

n——+oo

T(E,x) = hmmf—ZXE f(x

n—+oo N,
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Para todo x € M temos que

7B, f(2)) =7(B.2) e z(B f(x))=1(E ). (1.3)

A demonstragio das equacoes em (1.3) é andloga a do Lema 1.24.
Para demonstrar a existéncia do tempo médio 7(F, x), basta mostrar que para u—quase

todo ponto x € M, temos

T(F,x) =1(F, x). (1.4)

Como 0 < 7(E,z) < 7(E,x) para todo € M, entdo [,, 7(E,x)du(x) < [, 7(E, x)du(z).

T(E,z) para todo x € M, e entdo [, 7(E,x)du(x) < [, 7(E,x)dp(x) < [, 7(E, z)du(z).

E caso 7(F,x) exista, pela defini¢cio de liminf e limsup teremos 0 < z(E x) < 7B, x) <

Logo, pra demonstrarmos a igualdade dada no teorema, basta provarmos a seguinte desigual-

dade (1.5), e concluimos a demonstracio.

JECE RN R ) (1.5)

Vamos provar a segunda desigualdade em (1.5). Seja ¢ > 0 dado, por defini¢do de lim sup

existem t € N, tais que para todo x € M, temos
(B, x) >7(FE,x) —e. (1.6)

Definamos ¢ : M — N uma funcio que leva o ponto x € M ao primeiro ¢ que satisfaca (1.6).
Agora dividiremos a demonstracao em dois casos.

Caso Particular: Suponhamos que a funcao ¢ seja limitada, ou seja, existe um K € N tal
que t(x) < K para todo x € M. Fixando um n € N e dado x € M, definamos uma sequéncia
Xo,%1, - ,%Ts de pontos de M e uma sequéncia fg, 1, - ,t; de nimero naturais, do seguinte

modo:
1. Tomemos zg = x.
2. Depois fazemos t; = t(x;) e x;11 = fY(x;).
3. Terminamos quando encontrarmos x, tal que &g + t; + -+ + t, > n.

Pela defini¢io de 7(F,x) em (1.1), temos

tz_l t;—1

ZXE F) — ZXE(fj(x)) — 7, (B, x).
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Como essa equacao vale para todo x € M em particular vale para todo x;, e aplicando em

(1.6), temos

t;—1

S (@)~ b (B

> 4L(T(E, ;) —¢). (1.7)

Pela definicao da sequéncia x; temos que

w = @
R RCORIEC

no= ) = (@) =
mo= [Pm) = (@) = )

T ft0+t1+"'+tsfl(x).

E pelo item 3 da definicao das sequéncias, temos que to +t; + -+ +ts > n, entao to + t1 +
oo te_y > n—ts e como todo t; = t{x;) < K temos que to+t;+---+1s_1 > n— K. Note que
aplicando x; = ffotit—ti(z) em (1.3), temos T(F,x;) = 7(F,x) para todo x; da sequéncia.
Como ts é o menor namero tal que tg + t; + -+ ts > n, se tirarmos ele dessa soma teremos,
to+t1 + - +ts_1 < n o queimplica na seguinte desigualdade to+¢; +---+t,_1— 1 <n—1
Entdo podemos reescrever (1.7), colocando z; em fun¢io de x para todo x; da sequéncia, e

somar todos eles, em que

n—1 totetis—1—1
Z Xe(f/(x) > Z Xi(f (x))
Z (to+t1+"'+ts—1) <F(E7$)_€>

Y

(n—K)(F(E,x) —¢). (1.8)

Como o x € M é um qualquer, entdao essa desigualdade vale para todo x € M, e como

as funcoes caracteristicas sao integraveis e ndao negativas, a integral preserva a desigualdade e
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temos

| Y@t > [ -1 - <)

(n — K) </MF(E,x)du(x)—5/Mdu(x)> (1.9)

Sui) = =1 ( [ 7B 0dute) - euon)

S
&
=
=
=
E
2

%

o) = 0= ([ 7o) <)
ue) = P ([ i <))

n

No membro da esquerda em (1.9), todas as parcelas da soma é igual a p(F) pois u é
f—invariante. Esse resultado vale para todo n € N, entao passando ao limite quando n — +o0,

temos

W(B) > lim {M ( /M F(E,x)du(x)—gﬂ

Esse resultado vale para todo ¢ > 0, entdao podemos passar ao limite quando ¢ — 0, e temos

() > /M (B, 2)dp().

Terminando assim a demonstracao para esse caso, onde a funcao t é limitada.

Caso Geral: Quando ¢ for ilimitada, partindo do ¢ > 0 dado em (1.6), fixemos K € N,
suficientemente grande, de modo que o conjunto B = {y € M; t(y) > K } seja tal que u(B) < e.

Vamos mostrar que esse K de fato existe. Definamos, para todo m € N, A, = {y €
M; t(y) < m}. Temos que A, C Appyq e U, A = M, entfio lim,,, oo pt(A) = (U:go An)
= (M) = 1, ou seja, para todo § > 0 dado, existe mg € N, tal que m > mg implica
w(A,) > 1 — 4. Tomemos entdo K > mg e 6 = e, entdo u(Ag) > 1 — ¢, isso implica
(M — Ag) < e. Agora observe que (M — Ag) = {y € M; t(y) < K} = B.

De maneira similar ao caso particular, fixando um n € N e dado x € M, definamos uma
sequéncia xg, 1, -+ ,xs de pontos de M e uma sequéncia tg,t1,--- ,ts de nimero naturais, do

seguinte modo:

1. Tomemos g — x.
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2. Se t(l’z) S K, fazemos tz = t(l’z) € X1 — ftz(l’z)
3. Se t(x;) > K, fazemos t; = 1 e x4 = [(1:).
4. Terminamos quando encontrarmos xs tal que to + ¢4+ -+ +ts > n.

Do caso particular, temos que para todo ¢ € N, tal que t(r;) < K, a desigualdade (1.7)
continua valendo .

ZXE(fj(xi)) > 4;(F(E,x) —¢). (1.10)

A partir da desigualdade acima podemos escrever a seguinte

t;—1 t;—1

Z X ( () > 4:;(F(E,x) —¢) — Z Xp (7 (x:)). (1.11)

Essa desigualdade tem a vantagem de valer para todos os z;. De fato, basta vermos que
quando x; for tal que t(x;) < K, o ultimo somatorio fica igual a zero, e decorre diretamente
de (1.10), e quando t(x;) > K, temos que ¢; = 1 e esses somatorios terdo apenas um elemento,

ficando

t;—1 t;—1

Z Xp(fi(x)) > LFE2) —¢) - Z Xp(f(x:))
XE<f(x,)) > (F(E,xi) — 5) — XB<f(xi)).

E temos que (F(E,x;) —¢) < 1 pois 7(E,x;) < 1 ees > 0, e como Xg(f(x;)) = 1 pela
definicao de B e pela escolha do x;, entao podemos concluir que a desigualdade é verdadeira, pois
o membro da esquerda é maior do que ou igual a zero, pela definicao de fun¢do caracteristica,
e o da direita é menor que zero.

Agora usando o mesmo método que usamos pra concluir (1.8), fazendo novamente x; =
flotht+tioi() para todo x; da sequéncia. Temos que to +t; + -+ +tey >n—1t, >n— K,
pois pelo o item 4 da definicao da sequéncia, ¢; < K para todo ¢;. Aplicando novamente
xy = foortirt-ti(py em (1.3), temos 7(F,x;) = T(F,x) para todo z; da sequéncia. E temos

também que vale a desigualdade tg +¢; +---+ts_1 — 1 <n — 1, entdo podemos generalizar,

n—1 totetts—1—1

ZXE(fj($)) > Z Xp(f (x))

" " tot-tts—1—1 '
> (to+ti+-+to)(T(E,x) —¢) — Z Xp(f(x))
> (n—K)(F(E,x)—&?)—Z_:X3<fj(x)>.
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Como o x € M é um qualquer, entdao essa desigualdade vale para todo x € M, e como
as funcoes caracteristicas sao integraveis e ndao negativas, a integral preserva a desigualdade e

temos

/ <<n KB ) - Y XB(fj(x))> dux)

f/jﬁﬂj du(r) > (n—K)/M((Ex—edu nz:MXBfJ dp(x)
iu(E) > (n—K) </MF(E,:U)du() )JSM(B)
wlB) = 0K [ 70t < ) ()
pgy > R ( [ e >—M(B)

Como esse resultado vale para todo n € N, entao passando ao limite quando n — +o0, e

lembrando que p(B) < &, temos

WE) > lim {

n——+oo

= lim{

n——+oo

(";Kq </MF(E,x)du(x)—5> e

= /MF(E,x)du(x) — 2e.

Esse resultado vale para todo ¢ > 0, entdao podemos passar ao limite quando ¢ — 0, e temos

W(E) > /MF(E,a:)du(x). (1.12)

Isso completa a demonstracdo do caso geral, para a segunda desigualdade em (1.5). E para a
primeira, basta notarmos que 7(F,z) =1 —7(M — E,x). De fato, pois Xy _p = 1 — X o que

implica Xg = 1 — Xy/_g, logo

_ - ]

m(B,x) = %IBEB.%ZXE S
1n 1
) - %@i{.ﬁg;(“"M—E<ﬂ<@>)
n—1
Ex) = 1-1 X j

(B, x) fgigopnz; v-p(f(x))
7(F,z) = 1—-7(M—FE x).
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Entdo 7(M — E,x) = 1 —7(F, x), e aplicando o conjunto mensuravel M — F na desigualdade

(1.12) temos
[ 7= Bodut) < (M - B)
[ - sBaduta) < 1)
1= [ zBa)du@) < 1—uB)

/M 2(B,2)dp(z) > p(E).

Portanto mostramos que [, 7(E, x)du(x) = p(E), o que garante a existéncia do tempo

médio para 7(E, x) para p—quase todo ponto x € M, provando assim o teorema. O

Para uma aplicacao mensuravel f : M — M, uma funcao integravel ¢ : M — R, e um
ponto qualquer z € M. Definimos $(x), a média temporal da 6rbita de x pelo potencial ¢,
como sendo o seguinte limite

p(r) = lim —Zw f(x

n—+oo N,

Em geral esse limite pode nao existir. Definimos também P, a média espacial da fungao

w em M, como sendo

__ 1
gOM(M)/MSOCZ”'

Um caso mais geral do Teorema 1.25, conhecido como Teorema Ergédico de Birkhoff, é um

dos resultados principais dessa secao, e serd enunciado a seguir.

Teorema 1.26. (Teorema Ergoédico de Birkhoff) Sejam f : M — M wuma aplicagio
mensurdvel e i uma probabilidade f—invariante. Dada qualquer fungao integrdvel ¢ : M — R,

a média temporal p(x) eriste em pu—quase todo ponto x € M. Além disso,

/@@/ww
M M

Demonstragao. Este enunciado mais geral pode ser provado usando uma versdo um pouco mais
elaborada do argumento usado pra provar o Teorema 1.25, que pode ser encontrada em [5], no

Capitulo 3, Teorema 3.2.3. 0

O Teorema 1.25 ¢ o caso particular do Teorema Ergodico de Birkhoff 1.26 quando ¢ = X,

a funcao caracteristica do conjunto F.
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1.2.1 Ergodicidade

Dizemos que uma aplicacao f: M — M é ergddica para uma probabilidade f—invariante

i (também dizemos que a probabilidade p é ergodica pra f, ou que o sistema (f, ) é ergodico)

se as médias temporais coincidirem p—quase todo ponto x € M com as respectivas médias

espaciais, ou seja, @(r) = P para u—quase todo ponto x € M e para toda fun¢io integravel

v : M — R. Uma fungio ¢ : M — R é dita f—invariante se (¢ o f)(x) = ¥(x) para u—quase

todo ponto x € M.

Proposicao 1.27. Sejam f : M — M uma aplicagio mensurdvel e o : M — R uma funcao

integrdvel. Entao a média temporal ¢ é f—invariante.

Demonstragao. Para demonstrarmos essa Proposicdo, precisaremos enunciar o seguinte Lema,

cuja demonstragdo é encontrada em [5], no Capitulo 3, Lema 3.2.5.

Lema 1.28. Sejam f: M — M uma aplicagao mensurdvel e ¢ - M — R uma funcao integravel,

1
entdo lim,— 0o —¢(f"(x)) = 0 para u—quase todo ponto x € M.
n

Entao, sejam ¢ : M — R um funcao integravel qualquer e a sua média temporal

o(x)

Fixemos um x € M, e temos

(@of)@) = &(f@)

1 _ J
ggnwa

+ lim l<,0<f (x ))— lim l90(:1:)

n—+oo 1, n—+oo 1,

— () + lim lwuﬂ<»

n—+oo N,

1
E pelo Lema 1.28 temos lim,, o —¢
n

tanto ¢ ¢ f—invariante.

(f”(x)) = 0 para u—quase todo ponto x € M. Por-
]
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Existem véirias maneiras equivalentes de definir a ergodicidade de uma aplicacio, o proximo

teorema relaciona alguma delas.

Teorema 1.29. Sejam f: M — M uma aplicagao mensurdvel e i uma probabilidade f—inva-

riante. Sao equivalentes:
i) O sistema (f, 1) € ergddico.
ii) Se E C M ¢é um conjunto mensurdvel f—invariante, entio u(E) =0 ou pu(FE) = 1.

iii) Se v : M — R é uma fun¢do mensurdvel f—invariante, entdo v é constante para u— quase

todo ponto x € M.

Demonstragdo. i) = i) Seja £ C M um conjunto mensuravel, como [ é ergodica, entdo
¢(x) = [, ¢ du para toda funcio ¢ integravel e para p—quase todo ponto x € M. Tomemos

p = X, a funcao caracteristica do conjunto F, entao

Xp(z) = / Xpdp = p(E)
M
Temos também que f(F) = FE, pois F é f—invariante, entdo

WE) = Xg(r)

~ lim lixE(fj(x))

n—+oo N,

) 1
= lim -—
n—+oo 1}, 4
]:
] 1
= lim —(nXp(x))

n—+oo N,

E como Xg(x) s6 assume valores em {0,1}, entdo p(F) =0 ou u(E) = 1.

i1) = iii) Sejam ) : M — R uma fun¢io mensuravel f—invariante e ¢ € R uma constante
qualquer, entdo os conjuntos ¥~(c) € M sao f—invariantes. De fato, se x € ¥~!(c) entio
Y(x) = ¢, e como ¢ ¢ f—invariante temos que ¢ (f(x)) = ¢(x) = ¢, logo f(z) € ¥~ (c). O que
implica que f(/"'(c)) € ¢ ~'(c). Reciprocamente, se f(z) € f(¢~'(c)) entdo ¢ (f(z)) = c e
como ¢ é f—invariante temos que ¢(x) = ¢(f(z)) = ¢, logo ¥ € ¢~!(c). O que implica que
470 € F(@(0)). Portando §(e) — F(47(0).

Logo, por hipétese temos que u(y~(c)) = 0 ou ()" (c)) = 1, e como ¢ é uma constante

qualquer, entdo existe ¢ € R tal que u(w_l(c)) = 1. De fato, suponhamos que nio exista ¢ € R
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tal que (¢! (c)) = 1. Entdo p(y~'(c)) = 0 para todo ¢ € R, logo

0 < pu(M) = p(¥~ (R)) = u <¢‘1 <U {c})) <Y u(@(e) =0,

ceR ceR
o que é um absurdo pois (M) = 1. Portanto existe uma constante ¢ € R tal que ¥(x) = ¢
para u—quase todo ponto x € M.

i) = i) Seja ¢ : M — R uma func¢io integravel. Pela Proposi¢io 1.27, ¢ é uma fungio
f—invariante. Entdo, por hipotese, ¢ é constante para p—quase todo ponto x € M e, pelo

Teorema Ergodico de Birkhoff 1.26, temos

@/wdu/sbdu@/lduséu(M)@-
M M M

Portanto (f, i) é ergodico. O

Dizemos que uma medida v ¢ absolutamente continua em relacdo a outra medida p,
e denotamos por v < pu, se para todo conjunto mensuravel £ C M tal que pu(FE) = 0,
entdo v(F) = 0. O proximo resultado mostra que duas medidas absolutamente continua e

f—invariante, se forem ergodicas entao sao iguais.

Proposicao 1.30. Sejam f : M — M uma aplicagao mensurdvel e, p e v probabilidades

wnvariantes. Se u € ergodica pra f e v é absolutamente continua em relacao a p, entao = v.

Demonstragcao. Sejam E C M um conjunto mensuravel qualquer e Xz : M — R a sua funcao
caracteristica. Como p é ergodica pra f, entio Xg(x) = Xg = [y Xedp = p(E) para p—quase
todo ponto € M, e como v < p, entdo Xg(x) = wu(E) para v—quase todo ponto z € M.
Logo,

/M)EE(Q;) du/Mu(E) duu(E)/Mlduu(E).

E pelo Teorema Ergodico de Birkhoft 1.26, temos

M(E)/MQEE(:C) du/MXE dv = v(E).

Como E C M é um conjunto mensuravel qualquer, entdao pu = v. O
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Capitulo 2

Densidade das Variedades Estaveis e

Instavels dos Difeomorfismos de Anosov

Neste capitulo estudaremos o comportamento das variedades estaveis e instaveis para difeo-
morfismos de Anosov. Para tal precisaremos de algumas definicoes adicionais. Seja f: M — M
um difeomorfismo de Anosov. Considerando W*(z) C M a variedade estavel do ponto = € M,
chamamos de disco estavel de x de tamanho k, a bola fechada Dj(z) C W#(x) de raio
k, pela métrica em W?*(x), e centrada em x. Analogamente, definimos o disco instavel
Di(x) € W¥(x) de x de tamanho k. Caso precisemos deixar claro qual a fungdo estamos
nos referindo, denotaremos tais discos Dj(x, f) e D¥(x, f), respectivamente. Dizemos que um
conjunto A C M é —denso em M se para qualquer aberto UU contendo uma bola de raio 6,
tem-se que UN A # (. E claro que A C M & denso em M se, e somente se, A é §—denso em
M, para todo o > 0.

Nosso principal objetivo, nesse capitulo, é estudar a s—minimalidade e u—minimalidade dos

difeomorfismos de Anosov, definidas a seguir.

Definicao 2.1. Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov. Dizemos que f é s—minimal
se para todo ponto x € M, a variedade estdvel W3(x) € densa em M. Analogamente, dizemos

que [ é u—minimal se para todo ponto x € M, a variedade instdvel W"(x) € densa em M.
Decorre diretamente da defini¢ao acima, a seguinte proposicao.

Proposicao 2.2. Seja [ : M — M um difeomorfismo de Anosov. Se [ for s—mimimal ou
u—minimal, entdo dado 6 > 0, existe um K > 0 suficientemente grande tal que D;§U> (x) é

d0—denso em M para todo x € M.

Demonstragao. Vamos demonstrar para o caso de [ ser s—minimal. Para u—minimal a de-

monstracao ¢ a mesma trocando os papéis de f por f~1.
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Sejam § > 0 e x € M um ponto qualquer. Como W#(x) = M, pois f é s—minimal, entdo
existe k, € N tal que D} () é d—denso em M. De fato, pois W*(x) = |, o Di_ ().

Pela continuidade das variedades estaveis e instaveis existe uma vizinhanca aberta V, de x
tal que para todo y € V,, temos que Dj (y) também é d—denso em M. Como x é um ponto
qualquer de M, entdo | J,.,, Vo ¢ uma cobertura aberta de M. Pela compacidade de M existe
n € N tal que M C |J; | Vi, Seja k; € N tal que D,ﬁzi (x;) seja 0—denso em M, e tomemos
K = max{kml,kmz, e ,kmn}. Entao, para qualquer x € M temos que x € V,, para algum

i € N, logo D% (x) contém D (x), e portanto é §—denso em M. O

Os préximos resultados sao fundamentais para demonstrarmos o teorema principal dessa
secao. Dizemos que um difeomorfismo f : M — M tem acessibilidade, ou ¢é acessivel, se
para todo x,y € M, podemos ligar x a y por finitos W* e W*, ou seja, para todo x,y € M
existem xq, 9, -+ ,xx € M tais que podemos ligar o ponto x a y pelas variedades estaveis e

instaveis desses pontos x;, para1=1,2,--- , k.
Proposicao 2.3. Se f: M — M ¢é um difeomorfismo de Anosov, entao f tem acessibilidade.

Demonstragao. Dado x € M, definamos o seguinte conjunto:
Ay = {y € M; y pode ser ligado a x por finitos W?* e W“}

Afirmacdo 1. A, # 0.

De fato, pela continuidade das variedades estaveis e instaveis, existe uma vizinhanca de z,
tal que todo ponto dessa vizinhanca estd em A,.

Afirmacdo 2. A, é um conjunto aberto.

De fato, seja y € A,. Consideremos x1, 2, - ,xx € M os pontos que dao a acessibilidade de
x ay e assim suponhamos que W*(y) intercecta transversalmente W*(x,) (para o caso de W*(y)
interceptar transversalmente W#*(x;), o raciocinio é analogo). Logo, pela continuidade das
variedades estaveis, existe 0 > 0 tal que se z € B(y,0), entdo W*(2) intercecta transversalmente
W*(xy), ou seja, z é acessivel também a x, logo B(y,d) C A, e portanto A, é aberto.

Afirmacdo 3. A, é um conjunto fechado.

De fato, seja (y,)1° € A, uma sequéncia convergente, e y o seu limite. Pela continuidade
das variedades instéveis, W*(y,) converge pra W*(y). Tomemos ¢ > 0 de modo que se z €
By, d), entdo W*(z) intercecta transversalmente W*(y). Logo, existe um ny € N tal que para
todo n > ng, y, € B(y,d) e portanto W¥(y,) intercecta W*(y). Assim, fixando um N > ny,
W*(yn) intercecta W*(y), logo y pode ser ligado a x por finitos W* e W*, ou seja, y € A, e

portanto A, é fechado.
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Como M é conexo, as Afirmacoes 1, 2 e 3 implicam que A, = M. O
Vamos enunciar na sequéncia um famoso resultado da teoria classica de sistemas dinamicos.

Teorema 2.4. (A—Lemma) Sejam f : M — M um difeomorfismo, p € M wum ponto fizo
hiperbdlico e D}(p) o disco instdvel compacto de p de tamanho k. Se D é um disco qualquer de
mesma dimensdo que W"(p) e intercecta transversalmente W*(p), entdo dado € > 0, podemos
fizar ng € N tal que para todo n > ng, existe um disco D, C D tal que f" (Dn) estd ¢ — C!

prézimo de D3 (p).
Demonstragio. Pode ser encontrada em [6], na Se¢do 2.7, Teorema 7.1. O

Corolario 2.5. Sejam p,q € Per(f) pontos periddicos hiperbdlicos de f. Se W*(p)NW¥(q) # 0,
entio W*(p) C Wu(q) e W*(q) C W*(p).

Demonstracdo. Definamos ¢ : M — M tal que g = f7®7@ note que g também é um difeomor-
fismo e p,q € Fiz(g) sdo pontos fixos hiperbolicos de g, ou seja, ¢"(W*(q,g)) = W*(q, g), para
todo n € Z. Seja x € W"(p, g), entdo existe Dy (p,g) C W*(p, g) um disco instével compacto
que contém x. Tomemos um disco D € W*¥(q, g), em que W*(p, ¢g)ND # 0, ou seja, D intersecta
transversalmente W*(p, g). Entdo, pelo A—Lemma (Teorema 2.4), dado ¢ > 0 podemos fixar
no € N tal que para todo n > ng, existe D,, € D tal que ¢"(D,) C ¢"(W"(q,9)) = W“(q, 9)
estd ¢ — C'! proximo de D¥(p, g) C W*(p, g).

Logo, como ¢ > 0 é dado arbitrariamente, x € W%(q,¢). E como x é um qualquer, entio

W p, [) =W p,g) €W 4q,qg)=Wq, [), como queriamos demonstrar.

Para W*(q) C Ws(p) a demonstracio é aniloga, basta notar que nesse caso a aproximagao

acontece no passado. O

Lembremos que uma §—pseudo-6rbita para f é uma sequéncia {x,}nez € M, em que
d(f (), 1) < 6. Dizemos que {2,}nez ¢ uma d—pseudo-6rbita periddica, se existe um
no € N tal que z,, = r;. E um ponto y € M s—sombreia uma pseudo-6rbita {x,},cz se
d ( f”(y),xn) < ¢ para todo n € Z. Quando [ é um difeomorfismo de Anosov, as pseudo-6rbitas

periddicas sao sombreadas por um ponto perioédico, mais precisamente:

Lema 2.6. (Lema do Sombreamento) Sejam f : M — M um difeomorfismo e A C M um
conjunto hiperbolico compacto. Para todo € > 0 dado, existe um 6 > 0 tal que toda d—pseudo-
orbita periddica {xo,x1, - ,xn,} C A é e—sombreada por um ponto periddico.

Demonstragio. Pode ser encontrada em [2], na Se¢io 10.3, Teorema 3.1. ]
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Agora vamos enunciar e demonstrar o resultado principal desse capitulo.

Teorema 2.7. Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov. As sequintes afirmacoes sao

equivalentes:

Z) Q(f) = M;

ii) Per(f)= M;

i) [ é s—minimal;

w) [ € u—minimal;

v) [ € topologicamente mizing;
vi) [ € topologicamente transitiva.

Demonstragao. i) = ii) Seja U C M um aberto qualquer. Tomemos B C U e ¢ > 0 pequeno
o suficiente, tal que B(x,e) C U, para todo x € B. Pelo Lema do Sombreamento 2.6
existe um ¢ > 0 tal que toda d—pseudo oOrbita peridédica é e—sombreada por um ponto
periddico. Fixemos um x € B, e como todo ponto x C M é nao errante, existe n € N tal
que f*(x) € B(x,6). Logo, a sequéncia {z, f(x), -+, f*Yz)} € M ¢ uma d—pseudo-
6rbita periodica contendo x. Assim, pela Lema do Sombreamento 2.6, existe p € Per(f)

que e—sombreia esta d—pseudo-6rbita periddica.

Portanto, existe um ponto periédico p € B(x,e) C U. Como U C M é um aberto

qualquer, temos Per(f) = M.

i1) = 1i1) Vamos dividir a demonstragdo em dois casos, primeiro vamos provar que a variedade
estavel de um ponto peridédico qualquer é densa, e depois provaremos para um ponto

qualquer.

Caso Particular: Sejam p € Per(f) e V C M um aberto qualquer. Como Per(f) = M,
entdo existe py € Per(f) NV. Pela Proposi¢do 2.3, existem xy,xs, -+ ,xx € M, pontos
que ligam py a p pelas suas respectivas varidveis instaveis ou estaveis. Pela continuidade
das variedades estaveis e instaveis podemos tomar um ¢ > 0 pequeno o suficiente de
forma que B(po, <) C V, e se d(z,w) < ¢ entio W™ (2) AW (w) £ 0, em que W2 (2)
e Wy (<) (w) sdo as variedades estaveis (e instéveis) locais de z e w, respectivamente, e
~v > 0. Pela densidade dos pontos periddicos, existem py,pa, - ,pp € Per(f), tais que
pi € B(x;,e), para todo ¢ = 1,2,--- k. Assim, por escolha de £ > 0, py pode ser ligado

a p pela variedades estaveis ou instaveis desses pontos periodicos.
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Como W*(p)NW"(pg) #£ B, entdo W*(p) C W3(p), pelo Corolario 2.5. E como W*(p,) N

W pp_1) # 0, entdo W3(pe_1) € W3(pe), pelo mesmo Corolario 2.5. O que implica

W (pr—1) C W*(pr) C W*(p). Aplicando esse raciocinio recursivamente, temos

We(po) € We(p1) € -+ C We(pre1) © We(pr) € We(p).

Entéo, py € W#(p) e portanto W*(p) NV £ (. De modo analogo concluimos que W*(p)
também é densa em M, aplicando o Corolario 2.5 nas variedades instaveis dos pontos p;,

parat=1,2,--- k.

Caso Geral: Seja x € M um ponto qualquer. Dado ¢ > 0, existe £ € N e um conjunto
P = {p; € Per(f); 1 < i < k} e—denso em M. De fato, |J,cpe, (s B(p,¢) ¢ uma
cobertura aberta de M, e de sua compacidade, existe k € N tal que M C Ule B(ps,e),
em que p; € Per(f).

Fixando um ponto z € M, como W*(p;) = M, entdo existe z; € W3 (z)NW*(p;), para todo

i=1,2,--- k. Logo, existe n; € N tal que para todo n > n; temos f~"(z;) € W2 (p;).
Tomemos N, = max{nl,ng, . ,nk}, logo para todo n > N, temos [~"(z;) € WX(pi),
ou seja, o conjunto { f7(z1), f7(22), -+, [T"(2k) } ¢ também e—denso em M para todo

n > N; o que implica que f~"(W*(z)) ¢ e—denso em M para todo n > N,.

Pela continuidade das variedades estaveis e instaveis, existe 9§, tal que o argumento acima
é verdadeiro para todo y € B(z,6,), isto &, f~"(W?*(y)) também é e—denso para todo
n > N,. Como |J,.,, B(z,0,) é uma cobertura aberta de A, de sua compacidade, existe
t € Ntal que M C (J;_, B(%,0,). Tomemos N = max {N,,N,,, -, N, }, logo para
todo y € M temos que f~"(W*(y)) é e—denso em M, para todo n > N. Em particular,
We(x) = f™ (WS (f”(x))) é e—denso em M.

Portanto, como ¢ ¢ tomado arbitrario, W*(x) = M.

1) = iv) Sejam U C M um aberto qualquer e x € M um ponto qualquer. Sejam y € U
e v > 0 tais que W3(y) C U. Tomemos um ¢ > 0, suficientemente pequeno, de forma
que se d(z,w) < £ entdo Wi (2) N W2 (w) #£ 0, o que é possivel pois as variedades
estaveis e instiveis variam continuamente. Pela Proposicao 2.2, como f é s—minimal,
existe K > 0 uniforme tal que D3 (z) C W*(z) é e—denso em M para todo z € M. Por
hiperbolicidade, existe n € N tal que f="(W:2(y)) contém Dj (f~"(y)), logo f~"(W:(y))

¢ c—denso em M.

Por escolha de ¢ temos que WY (f™(x)) N f~"(W3(y)) # 0, pois [~ (W3(y)) passa ¢

proximo de f~"(x), ou seja, existe w € f‘”(Wj(y)) tal que d(w, f7"(z)) < &, o que

33



i) =

implica que existe ¢ € W*(f~"(x)) N f~(W:(y)). Como g € W*(f~"(x)) entao f”(q)
W (@) = W) e como g € f(Wi(y)) entio f(q) € [ (£ (W30))) =
Wi(y) CU.

Portanto, f"(q) € W*(x) NU, ou seja, W*(x) N U # §. Como U C M & um aberto

qualquer e x € M um ponto qualquer, isso prova que [ é y—minimal.

v) Sejam U,V C M dois abertos quaisquer. Tomemos x € U um ponto qualquer e § > 0
tal que V contenha uma bola de raio 6. Como f é u—minimal, pela Proposicao 2.2 existe

um K > 0 uniforme tal que D} (z) € W¥(z) é §—denso em M, para todo z € M.

Tomemos € > 0 tal que W*(x) C U. Por hiperbolicidade existe ny € N tal que para todo
n > ng, temos que (W2 (x)) contém DY (f"(x)), ou seja, Dy (f"(x)) C fH(W2(z)) C
W (f™(z)). Como D (f"(x)) ¢ 6—denso em M e como Dy (f™(z)) C f*(WH(x)), entdo
S (W¥(x)) também ¢ §—denso em M, para todo n > nq.

Portanto W¥(z) C Ue f*(W*(x))NV # 0 para todo n > ng, ou seja, f ¢ topologicamente

mizing.

v) = vi) Demonstrado na Proposi¢io 1.7.

vi) =

i) Sejam x € M um ponto qualquer e V, uma vizinhan¢a qualquer de z. Como f é
transitiva, entdo existe n € N tal que f*(V;) NV, # 0. Logo, x € Q(f) e portanto
Q(f) = M.
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Capitulo 3

Densidade das Variedades Estaveis e
Instaveis dos Difeomorfismos

Parcialmente Hiperboélicos

Neste capitulo enfraqueceremos as hipoteses usadas na construcao do conjunto hiperbélico,
nao teremos os mesmos resultados do caso Anosov, mas ainda assim podemos extrair resultados
interessantes. Comecaremos por supor que o subespaco central nao é o subespaco trivial, isto
é, S # {0}, para todo x € M. E para isso, introduziremos um novo conceito de decomposi¢io

do espaco tangente, em que um subespaco domina o outro, mais precisamente:

Definicao 3.1. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C* definido em uma variedade
diferencidvel M. Dizemos que um conjunto A C M admite uma decomposi¢cao dominada no

espacgo tangente se A é f—invariante e existem 0 < A < 1 e C € R, tais que para cada x € M:
i) Eziste uma decomposi¢io TyM = E, © Fy;
it) Essa decomposi¢do € D f—invariante, ou seja, Df(E,) = Ej,y e Df(Fy) = Fyuy:

iii) E, e F, variam continuamente com x;

D"z (V)]
1D/ 7. (W)l

Essa decomposicao estabelece uma relacao entre os subespacos E, e F,, embora eles possam

i)

< CX*||v|| para todo v € T, M e todo n € N.

nao contrair nem expandir sempre, sabemos que quando E, contrai, ele o faz exponencialmente
mais rapido que o F,, e quando FE, expande, F, também expande exponencialmente mais
rapido. Note que um conjunto hiperbdlico possui uma decomposicao dominada, basta tomar

L, =L e F, = E}. Podemos entdo definir uma decomposicao parcialmente hiperbolica.
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Definicao 3.2. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C* definido em uma variedade
diferencidvel M. Dizemos que A C M ¢é um conjunto parcialmente hiperbdlico, se A é

f—invariante e existem 0 < A < 1 e C' € R, tais que para cada x € A:
i) Eziste a decomposi¢ao T,M = E* & ES @ EY:;

it) Essa decomposicio € D f,—invariante, ou seja, Df(E}) = Ej,. Df(E;) = Ef, e
DJ(EY) = Ejys

iii) E2, ES e EY variam conlinuamente com x;

w) [|Df"

(V)| < CN*||v|| para todo v € E; e todo n € N;

v) [|Df g (v)]] < CA||v| para todo v € EY e todo n € N;

D"z ()] D" |5 ()]
1D 7 e (V)] 1D f™ e (V)]

Quando M é um conjunto parcialmente hiperbolico, chamamos f : M — M de difeo-

vi) < COXY|v|| e < CX*||vl|, para todo v € T,M e todo n € N.

morfismo Parcialmente Hiperbolico. Note que o subespaco S forma uma decomposicao
dominada com E? e I, isto é, nos pontos em que F contrai, I contrai exponencialmente
mais rapido, e nos pontos em que I expande, IV expande exponencialmente mais rapido. Isso
significa que os subespagos centrais sao dominados em ambos os extremos pelos subespacos
estaveis e instaveis. Analogamente ao caso Anosov, podemos garantir a existéncia de varieda-
des estéveis e instaveis forte locais, embora elas possuam um comportamento diferente, como

veremos no préoximo resultado.

Teorema 3.3. Sejam f: M — M um difeomorfismo de classe C" definido em uma variedade
diferencidvel M, A C M um conjunto parcialmente hiperbdlico e x € A um ponto qualquer,

entdo existem variedades locais unicas Wi (x) e W (x) que integram ES e EY, respectivamente,

em que f(VVlffc(x)) C Wss (f(x)) e f‘%VVﬁﬁgf(x)) C Wue(x). Além disso,

W () = Dof—no/[/lisc(f”(x))) e W% (x)= Dofn (ngg<f_n($)>>

também sao subvariedades de M de mesma dimensao que IS e EY

x>’

respectivamente, e variam
continuamente com o x. E W?*(x) é chamada de variedade estdvel forte de x e W' (x) de
vartedade instdvel forte de x.

Demonstrag¢io. Pode ser encontrada em [7], no Capitulo 5, Teorema 5.5 e Corolério 5.6. ]
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E claro que W*(x) e W (x) estdo contidas, respectivamente, nos conjuntos estéveis e
instaveis, que em geral ndo sdo subvariedades. Nosso objetivo principal desse capitulo é estudar

as propriedades provenientes da densidade das variedades fortes.

Definicao 3.4. Seja f: M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbolico. Dizemos que f
é ss—minimal se para todo ponto x € M, a variedade estdvel forte W**(x) € densa em M.

Analogamente, dizemos que [ é vu—minimal se para todo ponto x € M, a variedade instdvel

forte W¥(x) € densa em M.

Chamamos de disco estével forte de x de tamanho k, a bola fechada D;*(x) C W**(z) de
raio k pela métrica em W*(x) e centrada em z. Analogamente, definimos o disco instavel
forte D} (x) C W*¥(x) de x de tamanho k. Caso precisemos deixar claro qual a funcdo estamos
nos referindo, denotaremos tais discos por Di*(x, f) e D{(x, f), respectivamente.

Vejamos que ss(uu)—minimalidade também tem implicagoes topologicas na dindmica assim

como o Teorema 2.7.

Teorema 3.5. Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbolico. Se f for

ss—minimal ou vu—mimimal, entao f é topologicamente mixing.

A demonstragio desse teorema ¢é inteiramente andloga a apresentada no passo i) = iv) do
Teorema 2.7.

Esse teorema nao é uma equivaléncia, como no caso Anosov, porque a demonstracao de
topologicamente mixing implicar s(u)—minimal depende fortemente da existéncia de um § > 0
tal que se d(z,w) < ¢ entdo W;S(u)(z) N W§<S)(w) # 0, o que nesse caso ndo acontece, pois a
dimensao de EY¢ é diferente de 0, dai nao podemos garantir que as variedades estaveis e instaveis
fortes locais desses pontos se intersectam, por transversalidade.

A seguir estudaremos o caso em que a ss—minimalidade e vu—minimalidade existe a menos

de conjuntos de medida nula.

3.1 m—minimalidade

Existem difeomorfismos parcialmente hiperboélicos em que o conjunto dos pontos cuja vari-
edade estavel e instavel forte sdo densas em M ¢é um conjunto grande em termos de medida.

Para estudarmos esse caso, precisaremos de algumas defini¢oes adicionais.

Definicao 3.6. Sejam f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbolico e m uma

medida de Lebesgue f—invariante tal que m(M) = 1. Definimos os conjuntos X*(f) = {x €
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M; Wss(z) = M} e X*(f) = {x € M; Wu(x) = M}, o conjunto dos pontos que possuem
variedade estavel forte densa em M e o conjunto dos pontos que possuem variedade instdvel
forte densa em M, respectivamente; e X(f) = X5(f)NX"([f). Dizemos que [ é ms—minimal
sem(X*(f)) = 1. Analogamente, dizemos que [ é mu—minimal m(X*(f)) = 1. Finalmente,

dizemos que f é m—minimal se for ambos, ms—minimal e mu—rmainimal, isto é, m(X(f)) = 1.

Em (Arbieto/Catalan/Nobili [1]), eles mostram que difeomorfismos m—minimais sdo abun-

dantes no conjunto dos difeomorfismos. Mais precisamente:

Teorema 3.7. Seja Diff. (M) o conjunto dos difeomorfismos de M em M de classe C' que
preservam a medida m. Entdo, existe um conjunto aberto G C Diff! (M) tal que todo difeo-

morfismo de classe C? parcialmente hiperbolico f € G ¢ m—minimal.

Demonstragao. Pode ser encontrada em [1], Teorema 1.4. O

Na sequéncia enunciaremos o resultado principal desse capitulo.

Teorema 3.8. Seja f : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbélico preservando a
medida de Lebesgue m. Se f for ms—minimal ou mu—minimal, entdao [ € topologicamente

mizing.

Para provar esse teorema, demonstraremos alguns resultados preliminares, como o Lema a

seguir.

Lema 3.9. Sejam M uma variedade diferencidvel compacta contando com uma o—dlgebra de
Borel, e m uma medida de Lebesque em M tal que m(M) = 1. Se A C M ¢é um conjunto aberto
e ACJ,eq B(x,0,), em que B(x,0,) € uma bola aberta contida em A para todo x € A, entdo

para todo € > 0 dado, existe um conjunto finito {xl,xg, e ,xk} C A tal que

m <A - UB(x,.,ami)> <e

Demonstragao. Para uniformizar a demonstracao, faremos uma substituicao de notacao, faca-
mos 0} = 4.

Tomemos v; = sup {4;; = € A}. Pela compacidade de M temos que 1 € R e pela definicao
de supremo existe z; € A tal que §,, > L.

Se A g B($176%1)7 como m<B(x176;1) - B(xhél

xr1

)) =0, entdo m(A — B(x1,05)) =0<e

finalizando a demonstracao.
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Se A ¢ B(xy,61)), entdo A— B(x,0L) # 0 ¢ um conjunto aberto e podemos tomar §2 < 5}

de forma que

A-B,s)c | B@d).
zeA-B(z1,6%))
Assim, tomemos 7y, = sup {65 r e A-— B(T} Pela definicao de supremo existe
x2 € A= B(x1,6L) tal que 62, > 2. Note que por construciio temos B(x1,d} )N B(xs,82,)) = 0.
Seguindo recursivamente esse processo de construcao, podemos chegar a um dos dois casos:

Caso 1: Existe um k € N tal que

k
cUp.a)

Caso 2: Existe uma sequéncia infinita de pontos x; € A tal que 8%, > 0e B; = B(x;,0.,) C
A é uma sequéncia de abertos dois a dois disjuntos.

Se vale o Caso 1, entdao a demonstracao esti concluida. Por outro lado vejamos o cenério
do Caso 2. Observemos que como os B; sdo dois a dois disjuntos e m(A) < m(M) = 1, temos

que lim 6 = 0. Usando isso mostraremos a seguinte afirmacao.
1—+oo

40
Afirmacdo: m <A — U Bi> = 0.

i=1

De fato, seja D; = B(x;,50% ). Como lim 4% = 0, temos que lim m(D;) = 0 e portanto

1—+oo 1——+o0

40
lim < Z m(D; )) = 0. Vamos mostrar agora que A —J; , B; € U, Di. Dadox € A—

n——+oo

t=n+1
Ui Bi, por definigio de v; existe ng > n tal que d(x, 24,) < 403° . Dai, 2 € B(2p,,50;,) = Da,
logo x € Ui~ Ds. Como x € A—|J; | By & um qualquer, temos que A—J;", B; € U=, ., D

Logo,

+oo n
m <A— UB’> = nl_i)rfoom <A—HB¢>

i=1

VAN VAN
==
15 15
8E 8E

T~ 3
| +

Mg I

< =
T B
N

~

Mostrando a Afirmacao.

Portanto, dado ¢ > 0 existe k € N tal que m (A — Ule B;) < ¢&. Como 4% < 4, temos



E assim, concluimos a demonstracao. O

Definamos os conjuntos X;(f) = {x € M; W*(x) ¢ 6—denso em M} e Xy (f) = {x €
M; W (x) ¢ —denso em M }. Note que tais conjuntos sio abertos, pois W*(z) e W*(x)
variam continuamente com x, e temos as seguintes inclusées: X*(f) C X5 (f) e X*(f) C X (f).

A seguinte proposicao ¢ uma consequéncia da definicio de ms—minimal e do Lema 3.9.

Proposicao 3.10. Sejam [ : M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico e ¢ € (0, 1]
dado, se [ for ms—minimal ou mu—minimal, entdo para todo 6 > 0, existe um conjunto
W C X5(f) e K > 0 suficientemente grande tal que D™ () é 6—denso em M para todo
reWem(W)>1-—e.

Demonstragao. Vamos provar para o caso ms—minimal. Para o caso mu—minimal a demons-
tracao ¢ analoga.

Seja & > 0 e x € X*(f) um ponto qualquer. Entdo, existe k, > 0 tal que D’ (x) é —denso
em M. Pela continuidade das variedades estaveis fortes, existe uma vizinhanca V, C X7(f) tal
que D¢ (y) é 6—denso em M para todo y € V. Como x é um ponto qualquer de X3'(f), entdo
U.cxz(s) Ve € uma cobertura aberta, e portanto mensuravel, de X7(f). Temos que m (X5 (f)) =
1, pois X*(f) C X;5(f) e, por ms—minimalidade, m(X*(f)) = 1. Logo, pelo Lema 3.9, dado
e > 0 existe n € N tal que m (U, _; Va,) > 1 —c.

Seja ki € N tal que Dy (2;) seja d—denso em M, tomemos K = max {ka,, kay, -+, ku, }
e W =x(f)n (U, _, Va,). Note que m(W) =m (U, _, Va,) > 1 — &, pois m(X*(f)) = 1

Entdo, para todo x € W temos que x € V,,, para algum 7 € N, logo Dy(x) contém D’ (x), e

portanto é d—denso em M, concluindo a demonstracao. O
Agora podemos demonstrar o Teorema 3.8.

Demonstragao do Teorema 3.8. Vamos provar para o caso mu—minimal. Para o caso ms—mi-
nimal a demonstracao ¢ anéloga.

Sejam U,V C M dois abertos quaisquer. Tomemos ¢ > 0 tal que U contenha uma bola
aberta B de raio ¢, e D¥*(x) C U para todo x € B. Como B ¢é aberto, entdo b = m(B) > 0.

Seja & > 0 tal que V contenha uma bola de raio §. Como f é mu—minimal, pela Proposic¢ao
3.10 existem W C M e K > 0 suficientemente grande, tal que D¥(x) é 6—denso para todo
x € W em(W) > 1—b. Por hiperbolicidade, existe no € N tal que f*(D(x)) 2 Dy (f"(x))
para todo n > ng e para todo x € M. Observemos que m(f~(W)) = m(W) pois [ preserva
a medida. Fixemos n > ng.

Afirmacao: f~"(W)nN B #£ (.
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De fato, suponhamos que f~(W) N B = (). Dai, por aditividade da medida, temos que se
JSTMW)YN B = 0 entdo m(f~ (W)U B) =m(f~(W)) +m(B) >b+1—0b= 1. Absurdo pois
fT"(WYUBC Mem(M)=1. Logo f~(W)N B # 0.

Tomemos, agora, z € f~"(W)N B. Como z € f~(W) temos também que f*(z) € W,
logo f™(Dv(z)) 2 Dy (f™(2)) ¢ 6—denso em M. Por escolha de B, temos D*“(z) C U e por
escolha de 4, temos f"(DY(z)) é —denso, logo intersecta V, ou seja, () NV # (). Como
n > ng foi fixado arbitrariamente, entao f*(U)NV #£ () para todo n > ng e portanto temos que

f € topologicamente mixing. O

3.1.1 Propriedades Ergoédicas

Além das propriedades topologicas, a m—minimalidade também desfruta de propriedades
ergodicas interessantes. Lembrando que uma dindmica ¢é ergddica para uma probabilidade p,
se as médias temporais coincidirem p—quase todo ponto x € M com as respectivas médias
espaciais, isto é, p(r) = P para u—quase todo ponto x € M e para toda fun¢do integravel

v: M — R, em que

Br) — lim — i( 7= .
B(x) n;rfmn2¢f e P /deu

Definiremos a seguir, uma propriedade ergodica satisfeita pelos difeomorfismos m—mini-

mais.

Definicao 3.11. Um difeomorfismo f: M — M ¢ fracamente ergddico em relacao a medida

f—invariante u, se a orbita de p—quase todo ponto x € M, é densa em M.

A ergodicidade fraca, como ja diz no nome, é uma definicao mais geral do que a de ergodi-

cidade propriamente dita, como mostra a proposi¢cao a seguir.

Proposicao 3.12. Seja f : M — M um difeomorfismo ergddico em relagcdo a uma probabilidade

i absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue m. Entdo, f € fracamente ergodico.

Demonstragcao. Por compacidade, M admite uma base enumeravel de abertos {Bn}n oy Dado

k € N, definamos o seguinte conjunto:
Ap={z e M; O(x)N By £ 0}.

Afirmacao 1: Ay € um conjunto aberto f—invariante e u(Ag)=1.
De fato, claramente Ay é f—invariante porque x € Ay se, e somente se, O (x) C Ag. Dado

x € Ag existe j € N tal que f/(x) € Bg. Dai, como By ¢ aberto e f é um difeomorfismo,
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existe um aberto U contendo z, tal que f/(U) C By, e portando U C Ay, ou seja, A é aberto.
Como p é absolutamente continua em relacao a medida de Lebesgue m e todo conjunto aberto
¢ mensuravel na o—algebra de Borel e possui medida de Lebesgue positiva, entdo p(Ag) > 0.
Pelo item i) do Teorema 1.29, temos que p(Ag) = 1.

Portanto A = (-, Ax ¢ o conjunto dos pontos que possuem Orbitas densas em M. Como
1(Ay) = 1 para todo k € N, entdo p(A) = p((MNey Ax) = (U (M — Ag)) = 1, pois
(M — Ay) = 0 para todo k € N. Logo, [ é fracamente ergodico. O

No ambito dos difeomorfismos parcialmente hiperbolicos, para demonstrarmos a propriedade
de ergodicidade fraca, usaremos um resultado demonstrado por (Zhang|8]) que garante que as

variedades estaveis fortes e as instaveis fortes estdo contidas em um conjunto mensuravel.

Teorema 3.13. Sejam f : M — M um difeomorfismo de classe C”, em que r > 1, u uma
probabilidade f—invariante absolutamente continua em relagdo a medida de Lebesgue m e A C
M um conjunto mensurdvel parcialmente hiperbolico. Entdo, para cada ponto x € A, tem-se

Wes(x) C A e W*(x) CA.
Demonstragio. Pode ser encontrada em [8], Corolario 1 do Teorema 3.3. O

Esse teorema nos leva a concluir, no lema seguinte, que se f: M — M é um difeomorfismo
ms(mu)—minimal, entdo ndo existe subconjunto f—invariante proprio de M, com medida po-

sitiva, que seja compacto.

Lema 3.14. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C** parcialmente hiperbélico
ms—minimal ou mu—minimal. Se A C M é um conjunto compacto f—invariante com m(A) >

0, entao A = M.

Demonstragdo. Seja A C M um conjunto compacto f—invariante com m(A) > 0, pelo Teorema
3.13, W= (x) € A e W*(x) € A. Como m(X*(f)) = 1, pois [ ¢ ms—minimal, temos m (A N
X*(f)) = m(A) > 0 e daf X*(f) # 0. Entdo, para todo z € AN X*(f) temos W™ (z) C A e

Wss(x) = M, e como A é fechado, temos A = M. O]

A seguinte proposi¢do, que é uma consequéncia direta do lema anterior, relaciona a ms(mu)—

minimalidade com ss(uu)—minimalidade.

Proposicao 3.15. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C** parcialmente hiperbolico.

Entao, sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:

i) Se [ é ms—minimal e existe um conjunto compacto f—invariante A C X* com m(A) > 0,

entao f € ss—minimal.
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ii) Se [ é mu—minimal e existe um conjunto compacto f—invariante A C X" com m(A) > 0,

entao f € uu—manimal.

Demonstragao. Vamos provar o primeiro item. Para o segundo item a demonstracao é analoga.
Pelo Lema 3.14, temos que A = M. Portanto, como A C X*(f), temos X*(f) = M, ou seja,

f € ss—minimal. O

Agora podemos enunciar e demonstrar o teorema que garante a ergodicidade fraca dos

difeomorfismos ms(mu)—minimal.

Teorema 3.16. Seja [ : M — M um difeomorfismo de classe C* parcialmente hiperbolico.

Se f é ms—minimal ou mu—minimal, entao f € fracamente ergddico.

Demonstragcao. Por compacidade, M admite uma base enumeravel de abertos {Bn}n oy Dado

k € N, definamos o seguinte conjunto:
Ap={z e M; O(x)N By, = 0}.

Afirmacao 1: Ay € um conjunto compacto f—invariante.

De fato, claramente A, é f—invariante porque z € Ay se, e somente se, O (x) C Ap. E
seja (M — Ay) = {x € M; O(x)N By # 0}. Entdo, dado x € (M — Ay) existe j € N tal que
f?(x) € By. Dai, como By ¢ aberto e f ¢ um difeomorfismo, existe um aberto U contendo ,
tal que f/(U) C By e portando U C (M — A), ou seja, (M — A;) é aberto e por isso Ay é
fechado. Logo, Ar € M é compacto, pois é um fechado contido em um compacto.

Como A N By = e m(By) > 0 pois é um aberto, temos que m(Ag) < m(Ax U By) < 1.

Afirmagdo 2: m(Ag) = 0 para todo k € N.

De fato, suponhamos que m(Ag) > 0. Logo, A ¢ um conjunto compacto f—invariante com
m(Ag) > 0, e pelo Lema 3.14, Ay, = M. Absurdo, pois A, N By = (.

Portando, por constru¢do de Ay, para cada k € N o conjunto (M — Ag) é o conjunto dos
pontos cujas 6rbitas passam por By. Logo, [\,(M — A) € o conjunto dos pontos cujas 6rbitas
passam por todos os abertos da base. Dai, para concluir a demonstracao, basta mostrarmos
que m (Npen(M — Ax)) = 1. De fato, m (e Ax) = 0 0 que implica m (e (M — Ax)) =
m(M—UkGNAk) = 1. 1

43



Referéncias Bibliograficas

[1] Alexander Arbieto, Thiago Catalan e Felipe Nobili, On m-minimal partially hyperbolic dif-
feomorphisms, arXiv:1512.00388, 2015.

[2] Clark Robinson, Dynamical Systems - Stability, Symbolic Dynamics, and Chaos, CRC Press,
22 Edicao, 1999.

[3] Andrzej Lasota e Michael C. Mackey, Chaos, Fractals, and Noise - Stochastic Aspects od
Dynamics, Springer, 2% Edicdo, 1985.

[4] Peter Walters, An Introduction to Ergodic Theory, Springer, 1* Edicao, 1982.
[5] Krerley Oliveira e Marcelo Viana, Fundamentos da Teoria Ergddica, SBM, 22 Edigao, 2019.

[6] Jacob Palis, Jr e Welington de Melo, Geometric Theory of Dynamical Systems - An Intro-
duction, Springer-Verlag, 1% Edicao, 1982.

[7] Morris W. Hirsch, Charles C. Pugh e Michael Shub, Lecture Notes in Mathematics - Inva-
riant Manifolds, Springer-Verlag, 12 Edicao, 1977.

[8] Pengfei Zhang, Partially hyperbolic sets with positive measure and ACIP for parti-
ally hyperbolic systems, Discrete and Continuous Dynamical Systems, volume 32, 2010.

DOI:10.3934 /dcds.2012.32.1435

44



