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DANTAS, M. M. Sobre funcoes distancia minima de codigos do tipo Reed-Muller. 2020. 60p.
Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Nesta dissertacao introduzimos os codigos projetivos do tipo Reed-Muller sobre corpos finitos e
exploramos suas propriedades. Depois definimos as chamadas funcoes distancia minima de um
ideal, pois em alguns casos tais func¢oes fornecem uma formulacao algébrica para o parametro
distancia minima deste tipo de cédigo e utilizando-as em conjunto com a teoria das bases de
Grobner, a teoria das fungoes de Hilbert e a técnica da pegada de um ideal, obtemos cotas
inferiores para a distancia minima dos cédigos projetivos do tipo Reed-Muller.

Palavras-chave: Decomposicao Primaria, Espaco Projetivo, Bases de Grobner e Pegada.
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DANTAS, M. M. On minimum distance functions of Reed-Muller-type codes. 2020. 60 p. M.
Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this essay we introduce the projective Reed-Muller-type codes over finite fields and explore
its properties. Then we define the so called minimum distance functions of an ideal, because in
some cases these functions give an algebraic formulation for the minimum distance parameter
of this type of codes and by using them together with the theory of Grobner basis, the theory
of Hilbert functions and the footprint techniques we obtain lower bounds for the minimum
distance of projective Reed-Muller-type codes.

Keywords: Primary Decomposition, Projective Space, Grobner basis and Footprint.
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Introducao

Neste texto vamos trabalhar com os cédigos projetivos de tipo Reed-Muller. Gragas a
estrutura destes codigos conseguiremos, em alguns casos particulares, encontrar uma formulacao
algébrica para o parametro distancia minima utilizando as chamadas fungoes distancia minima.
Este trabalho foi realizado tendo como base o artigo Minimum distance functions of graded
tdeals and Reed-Muller-type codes cujos autores sao José Martinez-Bernal, Yuriko Pitones e
Rafael H. Villareal [8]. Entretanto, o contetido foi selecionado e reorganizado no que pensamos
ser uma ordem que facilita a compreensao e fluidez da teoria.

No primeiro capitulo trabalharemos os pré-requisitos necessarios para desenvolver a teoria
presente no artigo, em especial na teoria das bases de Grobner e na decomposicao priméria
de ideais pois estas teorias exercerao um papel crucial nos resultados dos capitulos dois e trés.
Alguns tépicos dos pré-requisitos serao discutidos de maneira sucinta, porque caso contrario
esta dissertacao ficaria extensa demais. No entanto, direcionamos o leitor para as referéncias
necessarias para o aprofundamento em cada assunto.

No capitulo dois vamos partir da teoria das funcoes de Hilbert para definir o que é o grau
de um ideal. Depois definimos as fungoes distancia minima e seguimos caminhando com a
teoria em dire¢ao a demonstrar que, em alguns casos especiais, estas fungoes distancia minima
descrevem o parametro distancia minima dos cédigos projetivos do tipo Reed-Muller. Ou seja,
obtemos uma formulagao puramente algébrica para este parametro.

No terceiro capitulo introduzimos a pegada de um ideal e demonstramos suas propriedades
necessarias para definir a funcao pegada de um ideal, e é com estas fungoes que iremos obter
cotas inferiores para as funcoes distancia minima e consequentemente obtemos também cotas
inferiores para o parametro distancia minima de alguns casos especiais dos cddigos projetivos
do tipo Reed-Muller.

Neste trabalho K denota um corpo qualquer e xg,x1,...,z, denotam variaveis distintas.
Durante o desenvolvimento da teoria em algumas se¢oes estaremos trabalhando no espago afim
e em outras no espago projetivo, por este motivo chamamos a ateng¢ao para a notagao K[X] que
pode representar tanto o anel dos polinémios com coeficientes em K e n varidveis K[zy, ..., x,]
quanto o anel com n + 1 variaveis K[z, z1, ..., x,]. No inicio de cada se¢ao deixamos explicito
qual anel a notacao K[X] representa. Além disso, utilizaremos a notagao K[X], como sendo o
conjunto de todos os polinomios homogéneos de grau d de K[X] adicionado o polinémio nulo.

Matheus Manoel Dantas
Uberlandia-MG, 20 de fevereiro de 2020.



Capitulo 1

Alguns T6picos de Algebra

1.1 Anéis Noetherianos

Ha muito conteudo sobre os anéis noetherianos nos livros de Algébra. Tais anéis possuem
excelentes propriedades e sao pontos de partida para varias teorias. Neste trabalho nao iremos
precisar utilizar muitos resultados a respeito destes anéis, apenas duas defini¢oes e dois teoremas
serao o suficiente.

Definicao 1.1 Seja R um anel. Dizemos que R é noetheriano se todos os seus ideais sao
finitamente gerados. Isto €, dado um ideal I C R existem elementos aq,...,a, € R tais que
I ={ay,...,an) onde 0 <m € N.

Chamamos de cadeia ascendente de ideais um conjunto de ideais {/;};en de R organi-
zados de forma Iy Cc y C---C [, C---.

Teorema 1.1 Um anel R € noetheriano se, e somente se, toda cadeia ascendente de ideais de

R
Lhchc---Ccl,C---

estaciona, isto é, existe um natural N € N tal que In = Iny; para todo j € N.
Demonstracao.

[=] Suponha que R seja um anel noetheriano. Seja Iy C I; C --- C I, C --- uma cadeia
ascendente de ideais de R. Pela relacao de continéncia dos elementos da cadeia temos que I =

U;io I; é um ideal de R e portanto existem elementos ay, ..., a, € R tais que I = (a1, ..., an).
Como [ é uma unido, existem indices iy, ..., i, tais que a; € I;; para todo j € {1,...,m}.
Tomando N = max{iy,...,7.} obtemos que I = Uj’;l I; = Iy, pois os ideais sao encaixados.

Consequentemente, para todo [ € N temos que
IyCIyacI=|]JIL=1Iy
j=1
donde Iy = Inyy.

[<=] Suponha que R seja um anel onde toda cadeia ascendente de ideais estaciona. Seja
I C R um ideal qualquer. Vamos construir uma cadeia ascendente de ideais da seguinte forma:
seja 0 # a; € I um elemento, definimos Iy = (a;). Se I = Iy, entdo I é finitamente gerado e
concluimos a demonstragao, se nao, considere ay € I\Iy e defina I; = (a;,as). Novamente, se
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I = I, acabou, se ndo, podemos tomar um elemento as € I'\I; e definir o ideal Iy = (a1, as, as).
Continuando com este processo iremos obter uma cadeia de ideais

IOC[1CIQCC[nCtalqueI]CIV]EN

Entao, por hipétese, existe N € N tal que Iy = Iyy; para todo [ € N. Pela maneira como
construimos a cadeia isto significa que I = Iy = (ay,...,ay_1) ¢é finitamente gerado. Portanto
R é noetheriano.

Com relagao a estrutura de anéis, o foco deste texto é trabalhar sobre anéis de polinomios
com coeficientes sobre um corpo. Por este motivo, o seguinte teorema ¢é fundamental para o
nosso desenvolvimento teérico:

Teorema 1.2 (Teorema da Base de Hilbert) Se K é um corpo, entio o anel K|z, ..., x,]
dos polinomios em n varidveis com coefientes em K € noetheriano.

Demonstracao.
Para uma demonstragao classica consulte [7]. Para uma demonstragao utilizando a teoria
de ordens monomiais, que discutiremos adiante, consultar [3].

1.2 Dicionario Algebra—Geometria

O dicionario Algebra—Geometria faz a ligacao entre duas grandes areas da matematica via duas
pontes, uma delas associa polinomios e ideais a conjunto de pontos e a outra associa conjunto
de pontos a ideais. E importante perceber que a conexao entre a Algebra e a Geometria nao é
uma ponte de sentido duplo, sao duas pontes distintas cada uma com suas propriedades. Este
detalhe ficard evidente no decorrer deste texto.

Seja 0 < n € N um nimero natural. Chamamos de espacgo afim n dimensional o produto
cartesiano K™ que também pode ser denotado por A™(K). Esta segunda notagao é geralmente
utilizada para nao criar confusao com o espaco projetivo sobre K, o qual discutiremos no final
deste capitulo.

Defini¢ao 1.2 Seja f € K|xy, ..., z,] um polindmio. Definimos a variedade afim de f pela
1gualdade
V(f)={PeK": f(P)=0},

ou seja, V(f) € o conjunto de zeros do polinomio f.
Dado um ideal I C K|xy,...,z,] definimos a variedade afim de I como sendo o conjunto

V(I):={PeK": f(P)=0, Vfel}.

Segue da definicao que: se I = (f1,..., f,), entdo V(I) = V(f1,..., fn) =iey V(fi). Mas
e o caminho inverso? Se possuimos um conjunto de pontos X C K" como procedemos para
encontrar um ideal I tal que X = V(I)?

Definicao 1.3 Seja X C K" um conjunto de pontos. O conjunto
I(X) ={f €K[z1,..., 2] : f(P) =0,VP € X}

é chamado de tdeal de X.



Nao é dificil demonstrar que (X)) é de fato um ideal. Deixamos a cargo do leitor demonstrar
as relagoes entre a variedade de um ideal e o ideal de uma variedade dadas abaixo. Observe
que estas relagoes justificam a discussao sobre as pontes entre a Algebra e a Geometria.

i) I(V(J)) 2 J para todo ideal J C K[X].
ii) V(I(X)) 2 X para todo subconjunto X C K".
iii) V(I(V(J))) = V(J) para todo ideal J C K[X].

Agora vamos caminhar em direcdo a enunciar um dos teoremas principais do dicionario
Algebra-Geometria. Para isto precisamos da seguinte definicao:

Definicao 1.4 O radical de um ideal I C K[X] € o conjunto:
VI =rad(I):={f e K[X]: f" €I para algum n € Z,}.
E dizemos que I ¢ um ideal radical se I = /1.

Temos que o radical de um ideal I também é um ideal que satisfaz as propriedades I C /T

e VVI =+/I. Como K é um corpo e todo corpo é um dominio de integridade, obtemos que
o ideal I(X) é radical para todo subconjunto X C K". Vamos enunciar o famoso teorema de
Hilbert:

Teorema 1.3 (Nullstelensatz.) Seja K um corpo algebricamente fechado. Entao para todo
ideal J C K[zy, ..., 1z, temos que I(V(J)) =/ J.

Demonstragao. Veja [4] cap. 1, segao 1.7.
|

As definigoes desta secao e o teorema de Hilbert constituem a porta de entrada para a
Geometria Algébrica classica. Na secao seguinte veremos uma outra teoria que possui diversas
aplicagoes na Geometria Algébrica e também na Algebra Comutativa.

1.3 Bases de Grobner

As chamadas bases de Grobner surgiram na tese de Doutorado do matematico Alemao Bruno
Buchberger, ver [1], cujo assunto foi resolver o problema que seu orientador de doutorado,
Grobner, estudava a mais de vinte anos. O problema era o seguinte: dado um ideal nao nulo
I € K[zy,...,2,] encontrar uma base para o quociente K[zy,...,z,]/I como um K-espago
vetorial. Durante o caminho Burchberger definiu as bases de Grébner que possui as mais
diversas aplicagoes, e inclusive foi um avango cientifico significativo no ramo da ciéncia da
computacao. Nesta se¢ao discutiremos brevemente tal teoria, para mais detalhes indicamos o
capitulo 2 do livro [3].

1.3.1 Ordens Monomiais

Se observarmos com cuidado o algoritmo da divisdo entre polinomios do anel K[z] vamos per-
ceber que é crucial escrever os polinomios da maior poténcia de x para a menor. Ou seja, é
crucial ordenar os termos dos polinémios de K]z] e fazemos tal ordenacgao pelo expoente de .
Para anéis de polinomios em geral nio é tao simples, de fato, qual monémio é maior, 2% ou z3

em K|z, 25] 7 Por este motivo comegamos com a seguinte definigao:

4



Defini¢ao 1.5 Uma ordem monomial em Klzy,--- ,x,] € uma relagao < em N (ou equiva-
lentemente, uma relagao sobre o conjunto dos monomios X onde o € N"), satisfazendo:

i) < € uma relagao de ordem total em N™.
ii) Se a < 3, entao a+y < B+, para todos o, ey € N".

iii) < € wma boa ordem, isto €, todo subconjunto nao vazio de N" tem elemento minimo com
relacao a ordem <.

Como vamos trabalhar muito no conjunto N", definimos o grau de um elemento a =
(aq,...,a,) € N* denotado por ||, pela equagao |a] = ag + - -+ + ;. Definimos também o
grau de um monémio X* € K[zy, ..., z,] como sendo o natural deg(X?*) = |a|.

Ha& trés ordens monomiais que sao bem conhecidas:

Defini¢ao 1.6 (Ordem Lexicografica) Sejam o = (aq, -+ ,ay) e 8 = (1, ,0n) € N
Dizemos que o >, B se na diferenca vetorial o — 3 € Z™, a primeira coordenada nao nula
lendo da esquerda para a direita € positiva. FEssa € a ordem lexicogrdfica cldssica onde
consideramos as varidveis ordenadas da forma x1 >iep To >jew *** >lew Tn. Podemos trocar a
ordem das varidveis e obter outras ordens lexicograficas.

Definigao 1.7 (Ordem Lexicografica Graduada) Sejam a, § € N". Dizemos que o > giey
B se |al > |B] ou |a] = |B] e & > B. Ou seja, primeiro olhamos para o grau dos monémios
e, caso 0s dois possuam o mesmo grau, utilizamos a ordem lexicogrdfica para “desempatar”.

Definicao 1.8 (Ordem Lexicografica Graduada Reversa) Sejam «, 5 € N". Dizemos
que & >grevier B se o] > |B| ou |a] = |B| e a primeira coordenada ndo nula de o — B lendo da
direita para a esquerda é negativa.

Nao demonstraremos que estas trés definicoes satisfazem as condigoes para serem ordens
monomiais. Tais provas podem ser encontradas na referéncia [3]. Vamos denotar uma ordem
monomial qualquer por < e caso haja necessidade de alguma ordem monomial especifica diremos
no enunciado do resultado.

Uma grande vantagem de utilizar ordens monomiais é o fato de existir um algoritmo da
divisao. Para enunciar tal algoritmo precisamos de mais uma defini¢ao.

Definig¢ao 1.9 Seja f =) aa X # 0 um polinomio em K[X] e seja < uma ordem monomial.
Definimos

i) O multigrau de f como sendo a n-upla mdeg(f) = max_{a € N" : a, # 0} com relagao
a ordem monomial <.

i) O coeficiente lider de f como sendo a constante LC(f) = amgeq(s) € K.
iii) O monémio lider de f como sendo o monémio LM(f) = Xmdes(f),

iv) O termo lider de f como sendo o termo LT(f) = LC(f) - LM(f).

O maior problema na hora de estabelecer um algoritmo da divisao em K|z, ..., z,] é saber
como definir o resto da divisao. Em K]z|, a divisdo termina quando o termo lider do divisor
possui grau maior que o dividendo. Seguindo por este caminho obtemos:



Teorema 1.4 (Algoritmo da divisao em K[X]) Sejam fi,--- , fs polinémios ordenados em
K[zq, -+, x,]. Entdo, todo polinomio f € Klxy,--- ,x,] pode ser escrito como

onde ay,...,as,r € K[z, ,2,] er = 0 our é uma combinagao linear de monémios de
tal forma que nenhum dos termos de v € divisivel por LT(f1),---,LT(fs). Seja F = {f; :
i =1,...s}, chamaremos r de resto da divisio de f por F. Além disso, se a;f; # 0, entdo

mdeg(f) = mdeg(a;f;).

Demonstracao.

A demonstracao deste teorema é longa e a explicacao de como utilizar o algoritmo também,
por este motivo nao faremos neste trabalho. Para ler a demonstragao e obter mais detalhes
sobre o algoritmo veja teorema 2.3.3 de [3].

Uma pergunta que surge naturalmente é: quais propriedades o algoritmo da divisao em
K[zq, -, x,] possui? Por exemplo, em K[x] o resto é uinico, mas infelizmente o resto em K[X]
nao possui esta propriedade.

Exemplo: Dividindo o polinoémio f = 2%y + zy? +y*> € Rlz,y| por fi=zy—1le fo=y*—1
obtemos que
f=l+ylley—1)+ @ -1+ (@+y+1),

logo r1 = = + y + 1. Por outro lado, invertendo a ordem dos divisores e refazendo a divisao
obtemos que
f=@+)@* -1 +z(zy—1)+2x+1)
onders =2x+1#x+y+1=r.
Portanto concluimos que a ordem dos divisores pode alterar o resto, e também que nor-

malmente o resto nao é tinico. As bases de Grobner resolvem este problema como veremos
adiante.

1.3.2 Ideais Monomiais

Defini¢ao 1.10 Um ideal I C K[X] € chamado de ideal monomial se I possui um conjunto
gerador de mondmios. Em outras palavras, existe um conjunto de expoentes A C N" (nao
necessariamente finito) tal que

[=({X":ac A

Os ideais monomiais tem uma propriedade muito boa: seja I = (X*: o« € A C N") um
ideal monomial. Entdo o monomio X? € I se, e s6 se, X | X” para algum o € A.

Definicao 1.11 Seja {0} # I C K[X] um ideal.
i) Definimos o conjunto LT (I) :={cX* e K[X]|:3f € I e LT(f) = cX*}.

ii) Denotamos por (LT (I)) o ideal gerado pelos elementos de LT (I) chamado de ideal de
termos lideres de I.

Por definigao temos que (LT'(I)) é um ideal monomial. Além disso, se I = (fy,---, f.) C
K[X], entao temos que (LT(f1),---,LT(f.)) C (LT(I)) pois cada LT(f;) € LT(I) mas em
geral nao é uma igualdade. Vejamos o exemplo abaixo.



Exemplo: Considere I = (fy, fo) onde f; = 2% — 2xy e fo = 2%y — 2y* + x. Vamos utilizar a
ordem lexicogrifica graduada em K[z, y]. Veja que z-(z2y—2y*+x) —y(z3—2zy) = 2% € I, logo
LT(2%) = 2 € (LT(I)) mas z* nao ¢ divisivel por LT(f1) = 2 tao pouco por LT(fy) = 2%y,
ou Seja” ZEQ ¢ <LT(f1)a LT(f2>>

Definigao 1.12 Seja 0 G I C K[X] wm ideal. Um subconjunto finito G = {g1,--- ,g-} C 1 €
chamado de base de Grobner de I (ou base padrao) se satisfaz a igualdade

(LT(I)) = (LT(g1),- -~ . LT(gv))-

Segue da definigdo que um subconjunto {gi, -+ ,¢,} C I é uma base de Grébner se, e
somente se, para qualquer f € I, existe 1 <i <7 tal que LT(g;) | LT(f). E segue diretamente
do teorema da base de Hilbert e do algoritmo da divisao a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1 Todo ideal I C K[X] nao nulo possui uma base de Grébner quando fixada
uma ordem monomial. Além disso, qualquer base de Grébner de um ideal I € um conjunto
gerador de 1.

Demonstracao .

Do teorema da base de Hilbert segue que o ideal (LT(I)) possui um conjunto finito de
geradores. Pela definigao de LT(I) encontramos elementos cujos termos lideres geram (LT'(1))
e aplicando o algoritmo da divisao mostramos que estes elementos geram 1.

A forca da teoria das bases de Grobner estd nas suas propriedades extremamente tteis.
As bases de Grobner possuem diversas aplicagoes, principalmente na Algebra Comutativa, na
Geometria Algébrica e na Ciéncia da Computacao. Vejamos algumas destas propriedades:

Proposicao 1.2 Seja G = {g1, -+, gm} uma base de Grobner para o ideal I C K[X] e seja
f € K[X] um polinémio qualquer. Entao existe um unico polinomio r € K[ X| com as sequintes
propriedades:

i) Nenhum termo de r € divisivel por LT (g;) para todo i = 1,---  m.
ii) Eziste g € I tal que f=g+r.

Em particular, v € o resto na divisao de f por G nao importando a ordem dos elementos g; € G
na diwvisao. Ou seja, o resto € unico.

Demonstracao.

Pelo algoritmo da divisao obtemos que f = a;g1 + - - - + angm + r onde r satisfaz a condigao
[i]. Tomando g = ajg1 + - amgm temos que g € I e f = g+ r. Logo existe um resto r
satisfazendo [i] e [ii], resta provar que tal resto é tinico. Suponha que existem ¢’ € I e 7’ € K[X]
taisque f=g+r=g¢ +7r',entaor —r' =g — g € I. Como G é base de Grobner, segue que
LT(r—7") € (LT(g;) : 1 =1,---,m) o que acontece se, e somente se, 7 — ' = 0 uma vez que
vale a propriedade [i| para r e r'. Portanto r = r’.

O resto r também é chamado de forma normal de f com relacao a I e, além disso, uma base
de Grobner também pode ser caracterizada pela propriedade do resto tinico. No entanto, mesmo
que o resto 7 seja Unico, os coeficientes a; da divisao podem ser diferentes quando mudamos a

ordem dos divisores g;. Terminamos esta secao com uma das melhores propriedades das bases
de Grobner:



Corolario 1.1 Seja G = {g1,- - ,gm} uma base de Grébner para o ideal I C K[X]|. Entdo
f €1 se, e somente se, o resto de f na divisao por G € zero.

Demonstracao.
Consequeéncia direta da proposicao anterior.

1.4 Decomposicao Primaria

Primeiramente vamos definir o que é uma variedade algébrica irredutivel e um ideal irredutivel.
Em seguida demonstraremos que todo ideal em Klzy,..., z,], onde K é um corpo, possui de-
composicao em irredutiveis nao necessariamente tnica. Além disso, toda variedade também
possui decomposicao em irredutiveis, a qual é inica a menos de permutacao. Em busca de
unicidade para a decomposicao de ideais, vamos demonstrar que todo ideal possui uma decom-
posicao priméaria nao redundante que é tnica. Concluimos a secao explorando a relacao entre
a decomposicao primaria nao redundante de um ideal e a decomposicao irredutivel de uma
variedade.

1.4.1 Ideais e Variedades Irredutiveis

A decomposicao primaria de ideais aparece naturalmente em anéis bem conhecidos! Para dar
um bom exemplo precisamos primeiro definir o produto de ideais:

Definicao 1.13 Sejam R um anel e I, J C R ideais de R. Definimos o ideal produto de I e
J por

IJ:{ZaibieR:0<meNeaieI,bieJWe{l,...,m}}.
i=1
Nao € dificil ver que IJ € um ideal de R. Além disso, fitamos a notacdo I* = I1---1.

—_—

kprodutos

Vamos comecar com um exemplo pra motivar a decomposicao priméaria. Nos inteiros sabe-
mos que, como 360 = 23 -5 - 32, entao

(360) = ((2))" N (5) N ((3))*.

Outro caso onde uma decomposigao similar ocorre é o seguinte: seja I = (f) C Klzy,...,z,]
onde a decomposicao de f em irredutiveis é f = fi*--- f'. Entao

= ((f)™ 00 ((fm))™

As decomposic¢oes acima sao muito praticas e sao utilizadas de varias maneiras e em varias
teorias. Infelizmente a decomposicao utilizando os elementos irredutiveis nem sempre é possivel.
Por esta razao precisamos de uma teoria mais geral para decompor ideais.

Definicao 1.14 Um ideal I C R ¢ redutivel se pode ser escrito como intersecao de dois ideais
matores de R. Isto ¢, I = Jy N Jy tais que [ ; Ji, Jo. Se I nao € redutivel, dizemos que I é
irredutivel.

Para obter exemplos temos a seguinte proposigao (¢ muito bom quando a teoria funciona
como nos inteiros):



Proposicao 1.3 Todo ideal primo é irredutivel.

Demonstracao.

Seja I C R um ideal primo. Sejam Ji, Jo C R ideais tais que I = J; N Jy. Suponha que
I # Jp, entdo existe f € Ji\I tal que para todo g € J5 temos que fg € JyNJy =1. Como [ é
primo e f ¢ I, g € I para todo g € Jy. Portanto I = Js.

Definigao 1.15 Seja V C A™(K) uma variedade algébrica. Se existem subvariedades Vi, Vo &
V' tais que V. = V3 U Vy, entao dizemos que V' é uma variedade redutivel. Caso contrdrio,
dizemos que V' € irredutivel.

Sera que ha uma relagao entre a irredutibilidade de uma variedade e a irredutibilidade de
um ideal 7 A resposta é sim, e para demonstrar esta relagao precisamos do seguinte lema:

Lema 1.1 Seja V =V, UV, C A*(K) uma unido de variedades. Entao
1(V) = I(G UVa) = I(Vi) N I(Va).

Demonstracao.

Se f € I(V), entao f(P) = 0 para todo P € V, em particular, como V;,V, C V, temos que
fel(Vi)NnI(Vs). Por outro lado, se f € I(Vi)N1(V3), entao para todo P € V; UV, temos que
f(P) =0, ouseja, feI(V).

Teorema 1.5 (Relagao entre Variedades e Ideais Irredutiveis.) i) Se V C A"(K) ¢
uma variedade algébrica irredutivel, entdo (V) € um ideal primo.

i) Se V. .C A™(K) € uma variedade irredutivel, entio o ideal 1(V') € irredutivel.
iii) Se I C Klzy,...,x,] € irredutivel, entao V(I) € irredutivel.

Demonstracao.

[i)] Suponha que I(V') ndo seja um ideal primo, entao existem fi, fo € K[X]\I(V) tais que
fifo € I(V). Considere as variedades V(f1), V(f2) C A*(K). Temos que VNV (f;) & V para
i =1,2. De fato, se VNV(f;) =V, entao V C V(f;) donde f;(P) = 0 para todo P € V, ou
seja, fi € I(V) o que é um absurdo. Agora vejamos que

V=VnV(fi)uVnV(f).
E claro que (VNV(f)U(VNV(f2)) C V. Seja P € V, entdo f1fo(P) = 0jd que fifo € I(V).

Como K é um corpo, temos que f1(P) =0 ou fo(P) = 0, ou seja P € V(f1) ou P € V(f3) o
que implica que P € (VNV(f1)) U (VNV(fz)). Portanto V é redutivel.

[it)] Se V- C A™(K) irredutivel, entdo I(V) é um ideal primo e, pela proposi¢ao anterior,
todo ideal primo ¢ irredutivel.

[iit)] Seja I C K[zy,...,x,] um ideal e suponha que V(I) C A"(K) seja redutivel, isto é,
existem variedades V1, Vo GV tais que V(I) = V3 U V5. Dai,

IcI(V(I))=1(V1)NnI(Va).
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Como Klzy,...,x,] é noetheriano, temos que (({(V1) NI(Va))\I) = (y1,...,Ym) onde m € N e
y; € K[z, ..., z,] para todo j € {1,...,m}. Completando os geradores podemos escrever

I(‘/l): <y17"'7ym7 wm+17"’>w7’> 6[(‘/2): <y17“'7ymuzm+17'”728>

onder, s € Ne w1, .- Wy, Zmit,---, 2s € K|y, ..., x,]. Definindo os ideais J; = (w11, - .., w,)
e Js = (zZmi1,-..,2s) obtemos que [ = J;NJ; onde [ ; J1, Jy e Jy # Jo pois Vi # Vs, Portanto
I ¢é redutivel.

Agora vejamos alguns exemplos nao triviais!

Exemplo: Vejamos que I = (zy,y*) C K[z, y] é redutivel.

De fato, vamos provar que I = (y) N (z,y?). Primeiramente, pelos geradores de I é claro
que I C (y) N (x,y?). Por outro lado, se z € (y) N (x,y?), entdo existem h, g € K[z, y| tais que
z = hz + gy? e como z € (y) temos que y | h. Logo existe hy € K[z,y] tal que h = hoy e dai
z = hy(zy) +gy* € 1.

Vejamos que (y) e (z,y?) sdo irredutiveis. Como y ¢ irredutivel, (y) ¢ um ideal primo
e portanto irredutivel. A irredutibilidade de (z,y?), que nao é primo, nao sera tao simples.
Suponha que existam Ji, Jo € K[z, y] ideais tais que (z,y*) = Ji N Jy onde (z,y%) G J1, Ja.
Entao, para i = 1,2, vale dim(K|x,y]/J;) < dim(K|x,y]/{x,y*)) = 2 como K-espagos vetoriais.
Portanto devemos ter que dim(K[z,y]/J1) = dim(K[z,y]/J2) = 1, ou seja, J; e Jy sdo ideais
maximais que contém (x,y?). Agora observe que a tinica possibilidade é J; = (z,y) = J, o que
¢ uma contradigao. Portanto (x,y?) é um ideal irredutivel.

Exemplo: A decomposigao em irredutiveis nao é tnica. Seja I = (2% xy,y?) C K[z, y].
Deixamos a cargo do leitor demonstrar que

I={(a%y)N{z,y’) = (z+y,2%) N (2,97
onde (x?,y), (z,y?), (y + z, %), (x,y*) sdo irredutiveis.

Nem sempre um ideal possui decomposi¢ao em irredutiveis. A condigdo que necessitamos
para que exista tal decomposicao é o anel ser noetheriano.

Proposicao 1.4 Seja R um anel noetheriano. Todo ideal I C R pode ser escrito como I =
LNnLN---NIy,. ondem € N e cada I; € irredutivel. Dizemos que a decomposicao € fracamente
nao redundante se nenhum dos I; pode ser removido, isto €, I; ;é Lin---NL NN Ny,

Demonstracao.

Se I C R é um ideal irredutivel, entao fazemos m = 1 e I = [; e problema resolvido.
Se I C R é um ideal redutivel, entao existem ideais I1,J; C R tais que I G I, I G Ji e
I =1,NnJ;. Se I e J; sao irredutiveis terminamos a demonstracao, se nao, suponha sem perda
de generalidade que I; é redutivel, entao existem ideais I, JJo C R tais que [, ; L, I ; Jo
e Iy = I, N Jy. Se nunca obtemos uma escrita como intersecao de irredutiveis para I, entao
continuando com este processo iremos obter uma cadeia ascendente de ideais

C C Cc...C C ...
I¢11¢12¢ ¢["¢

onde I =LNJ, I G L, Jielj=1I1NJj comI; G Iy, Jii. Dessa forma obtemos uma
cadeia ascendente de ideais que nao estaciona. Portanto, R nao é noetheriano.
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Temos um resultado semelhante para variedades:

Teorema 1.6 Seja V C A"(K) uma variedade. Entao podemos escrever V.=V, UVoU---UV,
onde r € N e cada V; € uma variedade irredutivel. Se essa escrita é nao redundante, isto é,
Vi € V; para todo i # j, entdo a decomposicao € inica a menos de permutagao. Os V; com
Jj€{l,...,r} sio chamados de componentes irredutiveis de V.

Demonstracao.

[Existéncia] De modo semelhante a proposi¢ao anterior, suponha que V' C A™(K) é uma
variedade redutivel que nao pode ser escrita como no enunciado, entao obtemos uma cadeia
descendente de variedades

Vo222V, 2.

que nunca termina. Tomando os ideais de tais variedades obtemos uma cadeia de ideais

IV)SIWV)GIV) G- CIV,) S

que nunca estaciona, o que significa que K|z, ..., z,] ndo é noetheriano. Absurdo. Portanto
existem variedades irredutiveis V4, ..., V, C K" taisque V=V, U---UV,.
[Unicidade] Suponha que temos duas representagoes

V:VlU---UV;:Vl/U---UVS/

onde V; € V; e V! € V] para todo i # j. Dal,

Vi=vnvi={JwinW)

i=1

e como Vj ¢ irredutivel temos que V; = V; NV donde V; C V, para algum m € {1,...,s}.
Por outro lado, V!, = V NV e repetindo o argumento obtemos que existe um [ € {1,...,r}
tal que Vy, C Vj. Por hipédtese, V; € V; se i # I, portanto Vi C V), C Vi, ou seja, Vi = V.
Reproduzindo o argumento um nimero finito de vezes obtemos a unicidade da decomposicao
em irredutiveis de uma variedade.

Mesmo que a decomposigao para variedades em irredutiveis seja tinica, infelizmente ja vimos
que para ideais essa decomposicao em irredutiveis nao é necessariamente tinica. Nosso objetivo
nesta segao serd encontrar condicoes para que haja unicidade na decomposicao de ideais.

1.4.2 Ideais Quociente

Definicao 1.16 Dados ideais I, J C R, definimos o ideal quociente de I por J pela igualdade
(I:J)={reR:rJCI}.

E facil verificar que (I : J) é de fato um ideal. Observe ainda que para quaisquer ideais

I,J,K C R wale IJ C K se, e somente se, I C (K : J). Esta propriedade justifica a escolha
do nome.

Agora vejamos algumas relagoes entre ideais quociente e o dicionario Algebra-Geometria.
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Proposicao 1.5 Dados dois ideais I, J C K[zy,...,x,] e duas variedades V, W temos que:
i) (I:J)C I(V(D\V(J)).

i) (I(V): I(W)) = I(V\W).

Demonstracao.

[i] Sejam r € (I :J)e P e V(I)\V(J). Entao existe f € J tal que f(P) # 0. Temos que
rf € le f(P)# 0. Entao rf(P) = r(P)f(P) = 0, pois P € V(I). Logo r(P) = 0 donde
re I(V(D\V(J)).

[ii] Seja r € (I(V) : I(W)). Para cada P € V\W existe um polinomio g € I(W) tal
que g(P) # 0 (caso nado existisse tal polinomio g, entao P € V(I(W)) = W o que é uma
contradigao). Por hipétese, rg € I(V), entdao rg(P) = 0 e portanto r(P) = 0. Logo r €
I(VAW).

Por outro lado, dado r € I(V\W) e f € I(W) temos dois casos possiveis para P € V:

{PGV\W =r(P)=0=rf(P)=0,
PeVnW= f(P)=0=rf(P)=0.

Consequentemente rf € I(V) para todo f € I(W), ou seja, r € (I(V) : I(W)).
|

Vejamos agora uma maneira de calcular o ideal quociente (I : J) a partir dos geradores da
intersecao I N J.

Proposicao 1.6 Sejam I C Klzq,...,x,] um ideal e g € K[zy,...,x,] um polinémio. Se

In{g) = (h1,...,hs), entao
i) = (M )

Em geral, se J = {(g1,...,9r) C Klxy,...,2,] € um ideal, temos que
(L:J)=(T:(g)N---N(L:{g))

Demonstracao.

Como cada h;/g € (I : (g)) a inclusdo contraria é direta. Agora dado f € (I : (g)),
temos por definigdo que fg € I, logo fg € I N {g). Entao existem ay,...,as € K[X] tais que
fg = aihi+---+ash,. Como g divide cada h;, segue que f = %—l—- : ~+% € (hi/g,...,hs/q).

Para o caso geral em que J = (g1,...,¢,), a inclusao (I : (¢g1))N---N(L:{g.)) C([:J)é
direta e a inclusao contraria segue de

fe(d:J) = fgel VYgeJ
= fg.el, Yie{l,...,r}
= fe(l:{g)), Vie{l,...,r}
= fe:(g)n N :(g))
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1.4.3 Decomposicao Primaria

Definicao 1.17 Um ideal I em um anel R é chamado de primdrio se, para todo par de
elementos f,g € R tais que fg € I vale f € I ou g™ € I para algum inteiro positivo m.

Da defini¢ao obtemos que se Q C R é um ideal primario, entao seu radical /() ¢ um ideal
primo, chamado de primo associado a (). Facamos alguns exemplos!

Exemplo: Seja f € K[X] um irredutivel. Entdo P = (f) é um ideal primo e para todo
0 <m € N oideal P™ é primério.

Proposicao 1.7 Sejam M = (xq,...,x,) C Klzy,...,2,] e [ CKlxy,...,z,]| um ideal tal que
MFE C T para algum 0 < k € N. Entdo I é primdrio.

Demonstracao.

Suponha que existam f, g € K[X] tais que fg € I e g™ ¢ I para todo 0 < m € N. Entao
g™ ¢ M para todo 0 < m € N pois caso contrario ¢™* € I. Devemos provar que f € I. Com
este intuito primeiro definimos:

. K[X] K[X]
Hg - ME MFE

Deixamos a cargo do leitor demonstrar que p, estd bem definida e ¢ um homomorfismo de
K-espagos vetoriais. Provemos que p, é injetor. Como g ¢ M, ¢(0,...,0) # 0 e assim, dado
h € K[X]\MF temos que h(0,...,0) # 0 e a expansdo de Taylor de h ao redor da origem é da
forma

h=hg+ termos de ordem maior, hy # 0

consequentemente a expansao de gh é da foma
gh=9(0,...,0)hgy + termos de ordem maior,

onde o primeiro termo g(0,...,0)hy # 0. Portanto hg ¢ MP*, ou seja, p, é injetora. E como
dimenséao de K[X]\MF ¢ finita, p, também é sobrejetora.

Seja I = {h+ MF* : h € I}. Veja que se h + M* € I, entdao hg + M* € I, pois hg € I.
Logo py(I) C I. Como p, é sobrejetora, devemos ter que p,(I) = I. Assim, se h + M* ¢ T,
entdao hg + M* ¢ I. Portanto fg € I implica que p,(f + M*) € I, ou seja, f + M* € I. Mas
por hipétese M* C I, entao f € I.

Exemplo: Em Z é facil perceber que os ideais {0} e (p") sdo primdrios onde p € Z é um
nimero primo e m um inteiro positivo. Mas nem sempre os ideais primarios sao poténcias de
primos. De fato, o ideal Q = (x, y*) C K[z, y] é primério e temos que v/Q = (x, y) = P que é
um ideal primo. No entanto, P? # @ e ainda vale P? ; Q ; P. Logo @ nao pode ser poténcia
de P.

Exemplo: E também nem toda poténcia de um ideal primo é priméria. Considere o ideal
P=(AD — B* AF —C* DF — E*, AE — BC,BE — CD,BF — CE) c K[A,B,C,D, E, F).

O ideal P? nao é primario. Para uma demonstracao deste fato ver capitulo de decomposicao
priméria de [6].

Agora veremos uma caracterizacao dos ideais primérios e uma aplicagao do primo associado!
Para isto definimos:
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Definicao 1.18 Sejam I C R um ideal e a € R um elemento qualquer. Dizemos que a é um
divisor de zero em R se existe um elemento 0 #% b € R tal que a -b = 0. Caso contrdrio,
dizemos que a € um elemento regular.

Agora observe que se I C K[X] é um ideal e f € K[X] um polinémio. Por abuso de notagao,
diremos que f é um divisor de zero em K[X]/I se existe um elemento g € K[X|\I (I # 9)

tal que fge I (fg=1).

Proposicao 1.8 Um ideal I C R é primario se, e somente se, cada divisor de zero do quociente
¢ nilpotente. Além disso, quando I € primdrio, um elemento de R/I é divisor de zero se, e
somente se, é a imagem de um elemento do ideal primo associado P = /I pelo homomorfismo
canonico e tal elemento nao esta em I.

Demonstracao.

Suponha que I seja um ideal primario. Dado um divisor de zero f € R/I, temos que f ¢ I
e existe um elemento g € R\I tal que gf € I. Como g ¢ I e I é primario, temos que f™ € [
para algum 1 < m € N, ou seja, f é nilpotente em R/I. Suponha agora que todo divisor de
zero de R/I seja nilpotente. Seja f € R\I um divisor de zero, entao existe g € R\I tal que
fg € I. Assim g também é um divisor de zero em R/I, o que implica que g é nilpotente em
R/I, ou seja, existe 1 <m € N tal que ¢ € I. Portanto I é primério.

Vejamos a segunda equivaléncia. Sejam I C R um ideal primario e 7 : R — R/I o
homomorfismo canoénico. Seja f um divisor de zero em R/I, entdo pela equivaléncia anterior
existe 1 < m ¢ N tal que f™ € I. Segue que f € P =+/1 e w(f) = f. Por outro lado, suponha
que I # f = n(f) para algum elemento f € P\I. Como P = /I, existe 1 < m € N tal que
f™ € I, consequentemente (™) = 7" =1, ouseja, [ é nilpotente. Pela primeira equivaléncia
que demonstramos, f é um divisor de zero em R/I.

Daqui em diante estaremos considerando que o anel R é noetheriano, comutativo e com
unidade.

Proposicao 1.9 Todo ideal irredutivel de R é primario.

Demonstracao.
Suponha que I C R seja um ideal irredutivel e tome elementos f, g € R tais que fg € I.
Comecamos considerando a sequéncia de ideais

IC(T:{g)C:(g")C--C(L:{g™)C-.

Como R é noetheriano, existe N € N tal que (1 : (¢™V)) = (I : (¢™**)) para todo k € N. Vamos
provar que
I+ NI +(f) =1

E fécil ver que I estd contido nesta intersecio. Por outro lado, seja b € (I+(g¥))N(I+(f)),
entdo existem y, 2 € [ e a, b € R tais que h = y+ag" = z+bf. Multiplicando esta igualdade
por g obtemos que

hg =yg+ag" ™ = zg +b(fg),
——

~——
el el

ou seja, hg € I. Além disso, da igualdade segue que ag¥*! = 29 + b(fg) —yg € I. E como
(7:(g™)) = (I : (g"")), segue que

(I:(g™)=(I:(gN 1))
re(I:{(¢g")) = rgN el A
{ e (]( <gf<\7+1§§ P rgN'H el — ('rgN €l <— rgN+1 € I)
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Assim, agVt' € I implica que ag” € I e consequentemente h = y + ag” € I. Portanto
(I + {(g™)N(I+(f)) = 1. No entanto, I é irredutivel por hipétese, entao devemos ter que
I=T1+{(g")oul=TI+(f). Em outras palavras, I é priméario.

Finalmente com esta proposicao obtemos que:

Teorema 1.7 (Teorema da Decomposicao Primaria: ) Dado um ideal I C R podemos
escrever I da forma I = QN ---NQ, onde cada Q; é um ideal primdrio. Esta escrita é
chamada de decomposicao primdria de I.

Demonstracao.
E uma combinacao das proposicoes 1.4 e 1.9.

Da mesma maneira como fizemos para os irredutiveis no inicio desta se¢ao temos que: se
nenhum dos (); ¢ desnecessario na decomposicao de I, entao diremos que a decomposicao
primaria é fracamente nao redundante. Nessas condicoes, os ideais primos do conjunto

Ass(I) = {V/Q1,...,v/Q,} sdo chamados de primos associados de I. No caso em que [ é
primério, temos que Ass(I) = {/I}. Infelizmente nem mesmo essa decomposicio é tinica.

Exemplo: Considere I = (22, zy) C R[x,y]. Temos que I pode ser escrito como interse¢ao
de ideais primarios de duas maneiras diferentes:

I=(x)N{y, ) =Q1NQ2e = {(x)N(y* 2* zy) =Q1NQ;.

Note que 1 = P; é um ideal primo, ()2 e (), sdo primérios pela proposigdo 1.7 e observe

também que Q) € Q2 e Q4 2 Q2. No entanto, temos que Py = /Q2 = /@5 = (z,y). Isto
é, 2 e @ possuem o mesmo primo associado. Portanto investigar os primos associados pode
nos levar a tao desejada unicidade.

Uma boa aplicagao da decomposicao primaria de um ideal é a seguinte:

Exemplo: Vamos dar uma aplicagao da relacao ideal-variedade utilizando as decom-
posigoes. Seja I = (vz — y?, z — zy) C Rz, y, 2] um ideal, vamos determinar V (I) utilizando
a decomposicao primaria de I. Observe que :

I= <{L‘Z—y2, Z— 1Y, y—xQ)ﬂ(y, Z> = <2_mya y—xQ)ﬁ(y, Z> :QIQQQ-
Note que ()1 e Q2 sao primos. De fato, () consiste nas equacgoes que se anulam na imagem
do morfismo ¢ : R — R? dado por ¢(t) = (¢,t%,t%) = V(Q) que é irredutivel e portanto Q; é
primo. Dessa forma, V(I) é exatamente V(Q1) UV (Q2), ou seja V(I) = Img(¢) U {(z,0,0) €
R?: z € R}.
1.4.4 Unicidade da Decomposicao Primaria

Em busca da unicidade vamos primeiramente determinar a natureza dos primos associados de
um ideal I. Para isto precisamos do seguinte lema:

Lema 1.2 Sejam P C R um ideal primo e I, ..., I, C R ideais.

i) Se (=, I; C P, entdo existe i € {1,...,m} tal que I; C P.
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ii) Em particular, se P = ﬂ;nzl I;, entao P = I; para algum i € {1,...,s}.

Demonstracao.

[i)] Suponha que I; € P para todo 1 < j < m. Entdo é possivel escolher elementos
gj € I;\P tais que g = g - - - g, € P e nenhum elemento deste produto estd em P, logo P nao
é primo o que é uma contradi¢ao. Portanto existe i € {1,...,m} tal que I; C P.

[ii)] Primeiramente observe que, como P = (i, I;, entdo P C I; para todo j. Por outro
lado, pelo item i), existe um ¢ € {1,...,m} tal que I; C P. Portanto P = I;.

Teorema 1.8 Seja I C R um ideal com decomposi¢ao primaria fracamente nao redundante
I=0Q:N---NQ,. Entao os primos associados de I sao eratamente aqueles ideais primos que

podem ser escritos da forma
P=/(I:(f))

para algum elemento f € R. Em particular, os primos associados sao unicamente determinados
por I.

Demonstracao.
Ja demonstramos que

(L= () =@ {N)N--N(Qr: (f)):

Vamos demonstrar agora que

Seja g € /(I:(f)). Entao g™ € (I : (f)) para algum 0 < m € N, consequentemente
g™ € (Q; : (f)) para todo i € {1,...,r}, ou seja, g € /(Q;: (f)) para todo i. Portanto
g€ (Q1:{(f))N---N/(Qr: (f)). Por outro lado, dado g € /(Q1: (f)) N---N/(Qr : (f))

existem inteiros positivos myq,...,m, tais que g™ € (Q; : (f)) para todo i € {1,...,r}.
Tomando m = max{my,..., m,} obtemos que ¢™ € (Q; : (f)) para todo i, ou seja, (9™ € I :
(f)) e portanto g € \/(I : (f)).

Agora observe que: caso f € @y, entdo (Q; : (f)) = +/(Q: : (f)) = R, entretanto, se f ¢ Q;,
entdo (Q; : (f)) ={r € R:rf € Q;} é o conjunto dos divisores de zero em R/Q); unido com

Q;. Pela caracterizacdo dos ideais primarios (proposigao 1.8) temos que /(Q; : (f)) = P.
Assim, como a decomposi¢ao primdria I = (),_, Q; é fracamente nao redundante, existe
fi & Qj tal que f; € ,; Qi- Logo f; & I e pela observagio acima segue que

VI :{f;))=RN---RNP,NRN---NR=P.

Portanto os primos associados de I sao escrito da maneira que queriamos.
Resta provar que se um ideal primo pode ser escrito como o radical do quociente de I por
algum elemento f de R, entao este ideal é um primo associado de I. Seja P = /(I : (f)) um

ideal primo para algum elemento f € R. Segue que P = +/(Q; : (f))N---N/(Q, : (f)), entdo
existem indices i1, ...,is € {1,...,r} tais que P = P, N---N P;,. Como P é primo, pelo lema
anterior P = P;, para algum i; € {i;,...,is}, ou seja, P é um primo associado de I.
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E um fato relativamente bem conhecido que o radical de um ideal I é a intersecao de todos
os ideais primos que contém /. Vamos demonstrar que nao precisam ser todos os ideais primos,
é suficiente fazer a intersecao dos primos associados de uma decomposicao priméria fracamente
nao redundante.

Corolario 1.2 Seja I C R um ideal com decomposi¢cao primdria fracamente redundante I =
QiN---NQ,. Sejam P; = /Q); os primos associados de I, j =1,...,r. Entdao VI = ﬂ;:1 P;.

Demonstracao.
Na demonstracao do teorema anterior, provamos que dado f € R temos que

V() =V(Qu ()N nVI(Qr: ()

Em particular, como R é um anel noetheriano, comutativo e com unidade, escolhemos f =1 e
como (J:R)=(J:(1))={g€ R:9-1€ J} =J obtemos que

VI= VI D)= V@ min-nVig - m=Nva=Nr

Estamos quase conseguindo nossa querida unicidade. Precisamos ainda melhorar nosso
conhecimento sobre os ideais primarios na decomposicao de I.

Definigao 1.19 Seja I C R um ideal. Um ideal primo P associado a I é chamado de minimal
se nao contém nenhum dos outros primos associados de 1. Caso contrario, dizemos que P €
mergulhado.

A importancia desta definicao fica evidente com o seguinte resultado:

Proposicao 1.10 Sejam @)1, Q2 C R ideais primdrios tais que /QQ1 = P, C /Qs = Ps.
Entao Q1 N Qo € um ideal primdrio e /Q1 N Qs = P;.

Demonstracao.

Sejam f, g € R tais que fg € Q1 N Q2. Se f € 1 N Q2 nao precisamos fazer nada, se nao,
entdao f ¢ Q1 N Q) implica que f ¢ Q1 ou f ¢ (3. Suponha, sem perda de generalidade, que
f ¢ Q1. Nesse caso, como ()1 é primério e fg € @1, entdo ¢g" € @1 para algum 0 < m € N e dai
g € P, mas P, C Py = \/Q, logo existe 0 < k € N tal que ¢* € Q,. Tomando M = max{m, k}
temos que g™ € Q, N Q, e portanto Q; N Q, é primadrio.

Vejamos que v/Q; N Qs = P;. Como Q;NQ C Q1, temos que \/Q, N Qs C /Q, = P,. Por
outro lado, dado f € P, como P; C P,, existem inteiros positivos m, e my tais que ¢ €
e g™ € Qy, logo g™ € Q; N Q, onde M = max{m;, my}. Portanto g € v/Q1 N Q.

Esta proposicao nos fornece o caminho para a tao sonhada unicidade. Primeiramente observe
que, se I C R é um ideal com decomposicao primaria fracamente nao redundante dada por
I =QiN---NQ, onde Q; e Qs satisfazem P, = /Q; C /Q2 = P, entdao tomamos Q' = Q1NQs
e temos que I = Q' NQ3N---NEQ, também é uma decomposicao primaria fracamente nao
redundante de I mas nesta decomposi¢ao temos um primo mergulhado de / a menos que na
decomposi¢ao anterior. Esta propriedade é o que nos permite fazer a seguinte definicao:
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Definigao 1.20 Uma decomposi¢ao primdria de um ideal é (fortemente) nao redundante
se € fracamente nao redundante e nenhum dos primos associados estd contido em outro (em
outras palavras, minimais). Isto €, P; ¢ P; para todo i # j.

Nos ja demonstramos que os primos associados de I sao unicamente determinados por I.
Agora vamos demonstrar que os ideais primarios de uma decomposicao nao redundante sao
determinados pelos primos associados.

Teorema 1.9 Seja I C R um ideal com decomposi¢ao primdria nao redundante I = Q1N ---N
Q. Para todo j € {1,...,r} temos que se P; € um primo associado minimal, entio existe um
elemento a € ﬂ#j P; tal que a ¢ Pj e

Este resultado ird implicar que a decomposicao primdria nao redundante € unica.

Demonstracao.

Primeiramente observe que se (), 4 P C Pj, entao pelo lema anterior segue que F; C P;
para algum i # j o que nao ocorre porque a decomposicao primaria é nao redundante. Além
disso, é claro que P; ¢ ﬂ#j P;. Entao podemos tomar um elemento a € ﬂ#j P; tal que a ¢ P;.
Provemos que

Qi=JU: (@)
m=1
Dado = € @)}, como a € ﬂi# P;, existem inteiros positivos mq, ..., m;j_1,mji1, ..., m, tais

que a™ € Q; para todo i # j. Tomando M = max{m; : i # j} temos que za™ € Q; para todo
i€{l,...,r}, ouseja, xra™ € I o que significa que z € (I : (a™)).

Por outro lado, se z € |J-_ (I : (a™)), entdo existe m € Z tal que = € (I : (a™)), logo
ra™ € I e portanto za™ € Q;. Mas @); é primério e a ¢ P; o que significa que a* ¢ Q; para
todo inteiro positivo k, assim devemos ter que x € @);.

Pela proposicao anterior a decomposicao priméria nao redundante de um ideal existe e, além
disso, possui a propriedade que desejamos, a nossa tao sonhada unicidade:

Teorema 1.10 Seja I C R um ideal. A decomposi¢ao primdria nao redundante de I existe e
¢ unica.
Demonstracao.

Falta apenas demonstrar que a decomposicao primaria nao redundante de I é tnica. O
primeiro passo é provar que os primos associados sao finitos e nenhum deles é desnecessario.
Sejam [ =Q1N---NQpel=0Q]N---NQ, duas decomposigdes primérias nao redundantes
de I. Pelo corolario 1.2 segue que

Vi=PNn---NP,=P,Nn---NP

onde P; = /@Q; para todoi € {1,...,m} e P/ = ,/Q) paratodo j € {1,...,7}. Em particular,
Niv, P; C Py, entdo pelo lema 1.2 existe um [ € {1,...,m} tal que P, C P{. Mas P/ é um
primo associado minimal, portanto devemos ter que P = P,. Retirando P, e P| obtemos que

PiN---NP_NPuN---NP, =[P
j=2
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Podemos repetir o processo que fizemos e demonstrar que Py = Py, paraalgum k € {1,...,[—
1,1+ 1,...,m}. Como as intersegbes sao finitas, repetindo este processo obteremos que m = r
e para todo j € {1,...,r} existe i € {1,...,m} tal que P; = P}, ou seja, os primos associados
minimais sao unicos.

No segundo passo vamos demonstrar que os ideais primarios sao tnicos. De fato, dado
kp € {1,...,m} existe ky € {1,...,r} tais que P, = P;,. Pelo teorema anterior, existe um
elemento a € (", Fi =, Ij tal que a ¢ Py, = Py, e valem

oo o

Qn =JI: (@) e O, = JU = (a)).

i=1 i=1
Portanto Qp, = @}, e a decomposicao primdria nao redundante ¢ tinica.

A primeira aplicacdo que faremos da decomposicao priméaria nao redundante de um dado
ideal I C R é continuar com o trabalho de identificar os divisores de zero do quociente R/I.
Generalizando o que fizemos na proposicao 1.8 obtemos o teorema:

Teorema 1.11 Se I C K[X] € um ideal com decomposi¢cao primdria ndo redundante I =

Q1N -NQ,n, sabemos que os primos associados de I sao os ideais P; = \/Q);. Nessas condicoes,

m

U@ +1.

i=1

€ o conjunto dos divisores de zero de K[X]/I.

Demonstracao.
Seja x um divisor de zero de K[X]/I, entao existe 0 # 7y € K[X]/I tal que -7 = 0, ou
seja, yr € I = (-, Q;. Dai, como y ¢ I, existe pelo menos um natural j € {1,...,m} tal que

y ¢ Q; donde z* € Q; para algum a € N, pois (); é um ideal primario. Consequentemente,
T€\/Q;=F;

Por outro lado, dado = € J* | (P; + I), € P; para algum j € {1,...,m}. Seja 5 o menor
natural tal que z° € @Q;. Como a decomposi¢io é nao redundante, Q; 2 ), oy (Q); e os primos
associados sao minimais, entao existe y € ﬂ#j Qital quey ¢ P; D Q; . Segue que y ¢ I e
2Py € Q; para todo i € {1,...,m} e dai T- (2#~1y) = 0 onde x#~1y # 0. De fato, como 3 é a
menor poténcia tal que 2 € @, temos que 277! ¢ Q; e como y ¢ P; segue que y? ¢ Q; para
todo v € N o que significa que 2%~y ¢ Q;, ou seja, "'y ¢ I. Portanto = é um divisor de zero
em K[X]/I.

Finalmente, podemos explorar a relagao entre a decomposicao primdaria de um ideal e a
decomposi¢ao em irredutiveis de uma variedade. Seja V' =V, U---UV, C A"(K) uma variedade
escrita na sua decomposicao em irredutiveis. Entao, I(V) = I(Vi)N---N1(V,) onde cada I(V;)
é um ideal primo e irredutivel, além disso, I(V;) # I(V;) se ¢ # j. Em outras palavras, o ideal
de cada componente irredutivel de V' é um primo associado de (V).

Por outro lado, se I = Q1 N---NQ, C K[zy,...,x,] é um ideal na sua decomposic¢ao
priméria nao redundante, entao a decomposicao em irredutiveis de sua variedade associada é
V() =V(Q)U---UV(Q,) e temos que I C I(V(I)) = I(V(Q1))N---NI(V(Q,)) onde
cada I(V(Q;)) é um ideal primo e irredutivel. Além disso, v/Q; C I(V(Q;)), ou seja, o primo
associado minimal P; = /Q; estd contido em I(V(Q;)) e, caso K seja um corpo algebricamente
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fechado, entao pelo Nullstelensatz, vale a igualdade P; = \/Q; = I(V(Q;)), em outras palavras,
os ideais I(V(Q;)) sdo os primos minimais de .

Para finalizar, ainda no caso em que K ¢é algebricamente fechado, temos que I(V([)) =
VI=/QiN---N+/Q,, isto é, ja temos a decomposicao primdria de I(V (1)) a partir da de-
composi¢ao primaria de I.

Exemplo: Seja I = (2% 2y) C R[z,y|, vamos determinar as componentes irredutiveis de
V(I). Temos que I = (z) N (2%, y) = Q1 N Q. Temos que @Q; é um ideal primo e Q5 é um
ideal primério. Os primos associados de I sao Py = Q1 ¢ P» = (z, y) e, como Pi & P,, o tinico
primo minimal de I é P;. Portanto, V(I) =V (z) = {(0,y) € R? : y € R}.

1.5 A Dimensao de Krull e a Altura de um Ideal

1.5.1 Dimensao de Krull

Seja M um conjunto de conjuntos. Uma cadeia em M é um subconjunto C C M que é
totalmente ordenado com a inclusao. O comprimento de C é definido como

length(C) :=|C| —1 € NU{-1,00}.

E denotaremos uma cadeia de comprimento n por C = {X, ; X ;Ct ;Ct X, }. Definimos
também o comprimento de M como

length(M) = sup{length(C) : C C M € uma cadeia}.

Definicao 1.21 Sejam X wum espaco topologico e F C X um subconjunto fechado. Dizemos
que F € wrredutivel se F' nao pode ser escrito como unidao de dois fechados proprios. Isto €,
se Fy, Fy C F sao fechados tais que F' = Fy U F,, entao F = I} ou ' = F5.

Vejamos um exemplo que motivara nossa definicao de dimensao de Krull:

Exemplo: Sejam V um K-espaco vetorial e M o subconjunto de todos os K-subespagos veto-
riais de V. Entao podemos escrever:

dimg (V') = sup{dimg(H) : H é K-subespago vetorial de V'}
= sup{length(C) : C é uma cadeia em M}
= length(M).

Defini¢ao 1.22 (Dimensao de Krull.) a) Sejam X um espago topolégico e M o conjunto de
todos os fechados irredutiveis de X. A dimensdo de Krull de X é definida por dim(X) :=
length(M). Se FF C X é um fechado, entdo a dimensao de Krull de F' é o comprimento da
maior cadeia de fechados irredutiveis contida em F.

b) Seja R um anel. Como os fechados irredutiveis de R na topologia de Zariski sao os ide-
ais primos, entdo definimos a dimensao de Krull de R como sendo o valor dim(R) =
length(Spec(R)). Em particular, dado um ideal I C R, definimos a dimensao de Krull
de I como sendo o comprimento da maior cadeia de ideais primos contida em 1.

c) Seja K um corpo. A dimensao de um subconjunto fechado X C K™ pela topologia de Zariski
€ o comprimento da maior cadeia de variedades irredutiveis contida em X. Como toda
variedade V- C K" € um conjunto fechado, definimos a dimensao de Krull de V como sendo
a mator cadeia de variedades irredutiveis contida em V.
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Caso nao haja possibilidade de confusao iremos nos referir a dimensao de Krull simples-
mente por dimensao.

Exemplos:
1) Todo corpo tem dimensao de Krull zero.

2) Como as cadeias de ideais primos de Z sao da forma {0} & (p) & Z para algum niimero
primo p € Z, entao dim(Z) =2 —1=1.

3) Seja R um anel noetheriano. Nao ¢ dificil demonstrar que dim(R|xy, ..., z,|) = dim(R)+n.

4) Seja R =K[zy,...,2,,...] 0 anel dos polinémios em infinitas varidveis sobre K. Como

{O};Cé(:m);(xl,m);;(xl,,xn>;

¢ uma cadeia em R, entdao dim(R) = oo.

Pela definicao poderiamos pensar que dado um anel R temos que R ¢é noetheriano se, e
somente se, dim(R) < oo. No entanto, ambas as implicagoes sao falsas! O fato de trabalharmos
apenas com cadeias de ideais primos nao ¢é o suficiente para garantir tal equivaléncia. Para
encontrar os contra-exemplos das implicagoes consulte exemplo 2.3 e exercicio 5.3 de [7].

1.5.2 Altura de um Ideal

Um outro conceito que esta relacionado com comprimento de cadeias é a ideia de altura de um

ideal. Nao entraremos em muitos detalhes sobre o assunto, para mais informagoes consultar [7]
e [9].

Definicao 1.23 Sejam R um anel e P C R um ideal primo. Definimos a altura de P como
sendo o comprimento da maior cadeia de ideais primos contida em P que termina em P. Isto

s

67
ht(P) := sup{length(C) :C={P G PL G --- G P, = P} € uma cadeia de ideais primos}

Se o ideal I C R nao é primo, como definiremos a altura de I? Definiremos como sendo a
altura do primo ”mais préximo”de I.

Definigcao 1.24 Seja I C R um ideal. A altura de I é definida como sendo o valor
ht(I) = min{ht(P): I C P, P € Spec(R)}.

Em geral, dim(R/I) + ht(I) < dim(R) valendo a igualdade em diversos casos. A diferenca
dim(R) — dim(R/I) := codim(I) é chamada de codimensao de /. Para mais detalhes sobre
este assunto consultar Capitulo 6 de [7]. Além disso, utilizaremos o seguinte resultado:

Proposicao 1.11 Seja P C Kz, ..., x,] um ideal primo. Entdo vale a igualdade
ht(P) + dim(K[X]/P) = n = dim(K[X]).

Demonstracao.
Corolério 1 pagina 218 de [9].
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Com esta proposicao iremos concluir a secao com a prova de um resultado que utilizaremos
em algumas demonstragoes adiante.

Teorema 1.12 Seja K um corpo. Para todo ideal I C K[xq,...x,] vale a igualdade
ht(I) + dim(K[X]/I) = n.

Demonstracao.
Seja P C K[X] um ideal primo minimal de I tal que ht(I) = ht(P). Entao existem ideais

primos P, ..., Pht(P) =P, Q=P Q... 7Qdim(K[X]/P) - K[X] tais que
OSPG S Pupy=P=Q5A& & Qumxxy/r) =K[X].

Em particular, Phypy—1 & I G P pois caso contrério terfamos ht(I) = ht(Pyyp)—1). Dai, pela
proposicao anterior a cadeia de ideais primos

OSPS -SSP SISPSO S G Qumxxyp) = KIX].
possui comprimento maximo. Logo
ht(P) + dim(K[X]/P) = n.

Precisamos demonstrar ainda que dim(K[X]/I) = dim(K[X]/P). Por um lado, como ht(I) =
ht(P) temos que

dim(K[X]/I) + ht(I) < n = dim(K[X]/I) < n — ht(P) = dim(K[X]/P).

Por outro lado, sabemos que I C P, entao no quociente obtemos que dim(K[X]/I) > dim(K[X]/P).
Portanto dim(K[X]/I) = dim(K[X]/P) e

dim(K[X]/I) + ht(I) = n.

1.6 Ideais Nao Misturados

Precisaremos do conceito de ideais nao misturados para obter boas cotas inferiores para as
funcoes distancia minima. No entanto, nao iremos nos aprofundar nesta teoria.

Definigao 1.25 Um ideal I C R é nao misturado se ht(I) = ht(P) para todos os primos
associados minimais P de I.

1.7 Espaco Projetivo

O espago projetivo é obtido através do espaco afim adicionando pontos chamados de pontos no
infinito. Nesta dissertacao nao utilizaremos muito da geometria projetiva em si, utilizaremos
apenas a definicao, a transicdo entre o espaco afim e o espaco projetivo e dois resultados
particulares. Para um estudo aprofundado do espago projetivo recomendamos os livros [6] e
3].

Para definir o espaco projetivo n dimensional sobre K precisamos da seguinte relacao de
equivaléncia sobre os pontos de K"™'. Sejam P = (xg,...,z,) e P’ = (z,...,2)) € K**!
dois pontos com n + 1 coordenadas. Dizemos que P e P’ estdao relacionados, e denotamos
P ~ P’ se, e somente se, existe uma constante nao nula A € K tal que P’ = AP, isto é,
(g, ..., x) = (Azo, ..., A\x,). Deixamos a cargo do leitor demonstrar que ~ é uma relagao de

equivaléncia.

22



Definigao 1.26 O espaco projetivo n dimensional sobre K, denotado por P*(K), € o
conjunto das classes de equivaléncia da relagao ~. Ou seja,

P"(K) = (K""'\{0})/ ~

onde 0 denota o vetor nulo em K", Seja P # 0 uma (n+1)-upla de K", entdo P representa
um ponto do espago projetivo cuja notagao é P = (xg : 21 : -+ : ) e dizemos que (zg : ... : Ty)
sao coordenadas homogéneas de P.

Por causa da definicao acima, sempre precisamos trabalhar com os chamados polinémios
homogeéneos quando utilizamos o espaco projetivo. Vejamos o motivo.

Defini¢ao 1.27 Um polinomio f € K[z, -+ ,x,] é chamado de polinémio homogéneo de
grau d se todos os seus termos tem grau exatamente d.

Um exemplo simples é o polinémio f = z? + xy + y* € K|z, y] homogéneo de grau dois. O
motivo pelo qual precisamos trabalhar com polindbmios homogéneos é o seguinte: considere o
polinémio nao homogéneo f = zyz —r € Rz, y, 2|, temos que f(r,1,1) = 0 mas f(Ar,\,\) =
A3r —r que é diferente de zero se A # 1. No entanto, (r,1,1) e (Ar, A\, \) com X # 0 representam
o mesmo ponto espaco projetivo P2(K). Isto nao ocorre se f for homogéneo.

Proposicao 1.12 Seja f € Klzo, ..., x,] um polindmio homogéneo de grau d onde 1 < d €
N. Se f se anula em um representante do ponto P € P*(K), entdao f se anula em qualquer
representante de P.

Demonstracao.
De fato, seja (ag : ... : a,) = P um representante de P tal que f(ay,...,a,) =0. Dado um
escalar 0 # \ € K[X] poderemos colocar A¢ em evidéncia na escrita de f(Xag, ..., \a,) pois

cada termo de f tem grau d e cada variavel z; sera substituida por Aa;. Em outras palavras,

f(Xag, ..., Aay) = M f(ag,...,a,) = 0.
Portanto f se anula em qualquer representante do ponto P € P"(K).
|

Do mesmo modo que temos o dicionario Algebra—Geometria para o espago afim, podemos
construir um dicionario Algebra—Geometria para o espaco projetivo. Nao é tao simples como
no caso afim mas também nao é muito complicado. Primeiro definimos um caso particular de
variedades projetivas:

Definigao 1.28 Sejam fi, -, fm € Klzo, ..., x,] polindmios homogéneos. Definimos o con-
Junto

V(fi,--, fm) ={(ag:...:a,) € P"(K): fi(ag,...,a,) =0V1 <i<m}
chamado de variedade projetiva definida por fi,..., fin.

Note que nao definimos a variedade projetiva de um ideal. Isto ocorre porque nao é natu-
ral, temos o problema devido aos varios representantes de um mesmo ponto. Para chegar as
defini¢oes que queremos vamos definir uma passagem de K[z1, ..., x,] para K[zg, 21, ..., z,]| de
modo que o resultado serao ideais apropriados.

Defini¢ao 1.29 Seja g € K|z, ..., 2z, um polindmio de grau d.
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i) Reorganizando os termos de g como polinémios homogéneos podemos escrever g = gq +
-+ 4 g1+ go onde cada g; € composto pelos termos de grau v de g. Estes polinomios g; sao
chamados de componentes homogéneas de g. Entao

9" = g4+ ga1To + ga_ori 4 -+ g1l + goxd

¢ um polinomio homogéneo de grau d em Kz, ..., x,] chamado de homogeneiza¢ao de
qg.

ii) A homogeneizagio de g pode ser calculada pela expressao

T Xz
h __ _d 1 n
g —Jio'g(—,...,—).
i Zo

i) A desomogeneizacdo de g" € g que é obtida pela expressio g = g"(1,x1,...,x,). Observe
que o processo de desomogeneizacao pode ser aplicado a qualquer polinémio homogéneo de
K[zo, ..., 2]

w) Seja F € Klxg,...,z,] um polinémio homogéneo e seja xf a maior poténcia de xqy que

divide F. Se f = F(1,z1,...,1,) € a desomogeneizacio de F, entdo F = xk fh.

Deixamos a cargo do leitor demonstrar os detalhes das afirmacoes presentes na definigao
anterior. Uma consequéncia direta da definigao anterior é a seguinte: seja W =V (fy,..., fm) C
A"(K) uma variedade afim, entdao V = V(f ..., 1) C P*(K) é uma variedade projetiva obtida
através de W.

Precisamos resolver um problema sério. Um ideal gerado por polinomios homogéneos nao
contém apenas polindmios homogéneos porque a soma de dois polinomios homogéneos de grau
diferente nunca sera um polinomio homogéneo. Estes elementos de I que sao polindbmios nao
homogéneos sdo um problema na hora de definir V(7). A solugdo deste problema estd nas
componentes homogéneas de um polinémio nao homogéneo.

Defini¢ao 1.30 Um ideal I em Klzo,...,x,] € dito homogéneo se para cada f € I, as
componentes homogéneas f; de f estao em I.

A vantagem de se trabalhar com ideais homogéneos é o fato que estes sao finitamente gerados
por polindomios homogéneos (teorema 8.3.2 de [3]). Podemos entao definir:

Defini¢ao 1.31 Seja I C K|xy,...,x,] um ideal homogéneo. Definimos a variedade projetiva
de I como sendo o conjunto

V(I)={PeP"(K): f(P)=0, Vf € I}.

A variedade projetiva de I estd bem definida. De fato, se I = (fi,... f,,) onde cada f; é
homogéneo, entdao V(1) = V(fi,..., fi) € mantemos nossa primeira definigdo. Para terminar
o que discutiremos sobre o dicionario Algebra-Geometria temos a seguinte proposigao:

Proposicao 1.13 Seja V' C P*(K) uma variedade projetiva. Entdo o conjunto
I(V):={f €Klzg,...,zs): flag,...,a,) =0, Y(ag:...:a,) €V}

¢ um ideal homogéneo em K|z, ..., z,]. (Note que, pela escrita (ag: ...: a,) €V, f tem que
anular todos os pontos P de V independente da escolha das coordenadas homogéneas de P).
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Demonstracao.
Proposigao 8.3.4 de [3].

Além do que ja fizemos até aqui, durante esta dissertacao utilizaremos ainda mais dois
resultados sobre as caracteristicas do espago projetivo.

Proposigao 1.14 (Propriedades do Espaco Projetivo.) SejaY = {[a], [3]} C P". Entao:
i) Existe um polinomio h € K[X], tal que h([a]) # 0 e h([8]) = 0.
i) Para todo 1 < d € Z existe um polinomio f € K[X], tal que f([a]) # 0 e f([5]) = 0.

ii1) Se X C P™ € um subconjunto finito com |X| > 2, entao para todo 1 < d € Z existe
feK[X], tal que f ¢ I(X) e (I(X): f)#1(X).

Demonstracao.
[i] Como [a] e [f] sdo distintos, temos que existem pelo menos duas varidveis dentre
Zo,T1,...,%, que nao anulam [a] e [B] simultaneamente, ou seja, dim(K[X],/I(Y):) > 2,

entao existem dois polinomios distintos linearmente independentes de grau 1 que nao estao em
I(Y), logo a transformagao linear de avaliagao

T: KX|, — K2
fo— (f([ed), £(18])

satisfaz dimg(Im(T)) > 2 e como dim(K?) = 2 obtemos que T' é uma transformagao linear
sobrejetora. Ent@o existe um polinomio homogeéneo h € K[X]; tal que T'(h) = (1,0), ou seja,

h([a]) =1 # 0 e h([5]) = 0.

[ii] Seja h o polinomio homogéneo do item anterior. Entao h? € K[X], e h¥([a]) =1#0e

h((B]) = 0.

[i17] Sejam m, d € N dois naturais tais que d > 1 em > 2. Digamos que X = {[a1],..., [am]}
Pelo item anterior, existem polinoémios fi, fo,. .., fim € K[X], tais que fi([ou]) =0, fi([ae]) # 0
e para todo ¢ € {2,...,m} valem f;([a1]) # 0 e fi([ow]) = 0. Dessa forma f; ¢ I(X) para todo
1<i<mmas fi(fy o fu) € I(X). Butao g = fo-- f € (I(X) : f) e g & I(X).

Proposicao 1.15 Seja X C P™ um subconjunto finito do espago projetivo. Seja [o] = (ap :
D an) € X com oy, # 0 para algum k € {1,...,n}. Seja Iiq C Klzg,...,x,] o ideal dos
polindmios homogéneos que se anulam em |a). Entdo I € primo e valem

I = {apw; — ooy -k #i€{0,...,n}}),

dim(K[X]/Iio) = 1, ht(Ijo) =1 e [(X) = yex Ll € uma decomposicao primdria do ideal
de X.

Demonstracao.
Primeiramente, como {[a]} C P" é irredutivel, entao Ij4 ¢ um ideal primo. Por um lado,
como para cada k # i € {0,...,n} temos que axr; — ;x) anula [, entdo ({agx; — axy : k #
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i €{0,...,n}}) C Ijy. Por outro lado, seja f € Ij,). Definimos em K[X] a ordem lexicografica
< com a seguinte ordem de variaveis:

Tp <Top <y <+ < Tpog < Tpyr < < Ty
Dessa forma, ao dividir f por agxg — apxy, obtemos dois polinémios gg, h € K[X] tais que
f = go(agzo — o) + h.

Além disso, como deg(agrg — apxy) = 1 e LT (g — apzy) = g temos que a variavel zg

nao aparece em h, isto é, h € Klzy,...,z,]. Repetindo o processo para os outros geradores
apT; — ), obtemos polindmios g1, ..., Grk—1, Gks1, - - - » gn € K[X] e uma constante ¢ € K tais
que

f = golarro—apzr)+- - +gr_1(arrr_1—ak_1Tk)+gri1 (pTri1 —pr12k)+ -+ gn(QpTp—anx))+C.
Dai,
0= f(le]) = go([a]) - O+ - + gr—1([a]) - O+ gry1([a]) - O+ -+ gn([a]) - 0 + ¢,

ou seja, ¢ = 0. Portanto f € ({agr; — oz 1k #1€{0,...,n}}).
Vejamos os demais detalhes. Pelos geradores de I, temos que o complementar do ideal de
termos lideres de I}, é um conjunto de constantes, logo dim(K[X]/j,)) = 1. Pelo teorema 1.12,

segue que ht(Ij)) = dim(K[zo, ..., z,]) — dim(K[X]/[js) =n+1—-1=n.
[
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Capitulo 2

Coédigos Projetivos de Tipo
Reed-Muller e Funcao Distancia
Minima

Neste capitulo vamos definir os codigos projetivos de tipo Reed-Muller e estudar o seu parametro
distancia minima. Depois vamos trabalhar as teorias de func¢oes de Hilbert e de grau de um
ideal para encontrar uma formulagao algébrica para a distancia minima destes cédigos.

Primeiramente vamos definir o que é um cédigo corretor de erros. A ideia basica é construir
maneiras de preparar uma mensagem de modo que ao envia-la conseguiremos obter a mensagem
correta mesmo se houver erros de transmissao.

Definigao 2.1 Seja 0 # n € N. Um cddigo corretor de erros ¢ um subconjunto C' C A"
onde A € um conjunto finito qualquer chamado de alfabeto. Os elementos de A™ sao chamados
de palavras.

O natural n presente na definicao anterior é chamado de comprimento do codigo C, isto
é, o tamanho de cada palavra. E a quantidade de palavras que o cdédigo possui é chamado de
dimensao. Ha ainda um terceiro parametro importante em um codigo corretor de erros mas
para explicd-lo precisamos de uma defini¢ao.

Na teoria de codigos conseguimos medir a distancia entre duas palavras utilizando a métrica
de Hamming:

Definigao 2.2 Sejam u,v € A", definimos a disténcia entre u e v denotada por d(u,v) como
sendo o numero de coordenadas nao nulas do vetor u — v.

Visto que C' é um conjunto finito munido com uma métrica definimos o terceiro parametro
importante de um cédigo, a distancia minima

d(C) := min{d(u,v) : u,v € C, u # v}

Estamos interessados nos casos em que A = K é um corpo e C' C K" é um subespaco
vetorial. Nesses casos, a dimensao do codigo C' é a dimensao de C' como um K-espaco vetorial
e dado u € C podemos definir a norma de Hamming

||ul| := d(u,0)
como sendo o numero de coordenadas nao nulas do vetor. Dai
d(C) = min{d(u,v) : u,v € C, u # v} = min{||u—v|| : 0 # u—v € C'} = min{]||u|| : 0 # u € C}.

O parametro distancia minima esta intimamente ligado a quantidade de erros por palavra
que o c6digo consegue corrigir e por definigdo temos que 6(C') > 1.
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2.1 C(Cddigos Projetivos de Tipo Reed-Muller

Sejam K = [F, um corpo finito com ¢ elementos, P" o espago projetivo sobre K, ¥ C P"
um subconjunto finito do espago projetivo e {P;, ..., P,,} um conjunto de representantes de
Y. Fixando 0 < d € Z, temos que, pela proposicao 1.14, existem polinomios homogéneos
fiooo, fm € K[X], tais que fi(P;) # 0 para todo i € {1,...,m} (a rigor, pela proposigao,
fi(P;) = 0 para algum j # i, mas nao utilizaremos esta informacao). Podemos entdo definir a
funcao:

evg . Klzg,x1,...,25)a — K™
f(P)  f(Pe) f(Pm)
/ — <f1(P1)’ f(P2)7 " fm(Pm)>

Temos que evy é uma transformacao linear o que nos permite definir:

Definicao 2.3 Cy(d) := Im(evy) € um subespago vetorial de K™ chamado de cédigo proje-
tivo de tipo Reed-Muller de grau d em Y .

Além disso, evg nao depende da escolha dos representantes de Y. De fato, temos o resultado:

Lema 2.1 (Independéncia dos Representantes.) a) A funcao evy estd bem definida,
1sto €, nao depende da escolha dos representantes de Y .

b) Os parametros bdsicos do cédigo projetivo de tipo Reed-Muller associado a evq sao inde-
pendentes da escolha de fi, ..., fm.

Demonstracao.
[a)] Seja { P/, ..., P, } um outro conjunto de representantes de Y. Entao existem constantes
Ay ooy A € K* tais que P/ = \;P; para todo i € {1,...,m}. Entao

f(P) _ J(NF) _ N f(P) _ f(P)
fi(P)  fiuP)  Nfi(P)  fi(B)

[b)] Sejam f1,..., f;, € K[X], polinémios homogéneos tais que f;(F;) # 0 para todo i €
{1,...,m}. Definimos

ev): Klzg,x1,...,25la — K™
f2)  f(B) . _f(Pm)
! — (e e AES)
a funcdo avaliagdo relativa a fi,..., f;,. Pela definicdo de evy e ev), temos que ker(evy) =
ker(ev))) e |leva(f)|| = |lev)(f)|| para todo f € K[X],. Entao os parametros de evq e ev); sdo os

Mesmos.
|

Esse tipo de cédigo tem comprimento |Y|, dimensao dimg Cy (d) e distancia minima deno-
tada por dy (d) := 6(Cy (d)).

Os cédigos projetivos de Reed-Muller possuem uma propriedade interessante que se rela-
ciona com a teoria que iremos desenvolver. A proposicao a seguir nos diz que a medida que
aumentamos o grau dos polindomios que avaliamos, a distancia minima do Cédigo Projetivo de
Reed-Muller estaciona em dy (d) = 1.

Proposicao 2.1 FExiste um inteiro r > 0 tal que
’Y’ = 5)/(0) > 5y<1) > > (Sy(d) = 5y(7’) =1

para todo inteiro d > r.
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Demonstracao.

Primeiramente fixamos a notacao Vy (f) como sendo os pontos de Y nos quais o polinémio
f se anula. Além disso, observe que o nimero minimo de entradas nao nulas é igual ao total
de entrada menos o maximo de entradas nulas. Isto é,

Oy (d) = min{{[eva(f)]] : f € KX]N(YV)} = [Y] = max{|Vy ()] : eva(f) # 0, f € K[X],}.

Note que para o caso d = 0, como K[X], = K s@o as constantes, o maximo da igualdade anterior
é zero e portanto dy (0) = |Y|. Segundo, se dy(d) = 1 para todo d > 0, entao nao hé nada para
provar.

Suponha que dy(d) > 1. Vamos provar que dy(d + 1) < dy(d). Seja g € K[X], tal que
g ¢ I(Y) e vale

(Vy (9)| = max{|Vy(f)| : eva(f) # 0, f € K[X],}.
Entao, como dy(d) > 1, temos que dy(d) = |Y| — |[Vy(g)| > 2. Entao existem a e f € Y tais
que g(a) # 0 e g(3) # 0.

Agora vamos construir um polinéomio de grau d + 1 com ao menos uma entrada nula a mais
que g. Primeiramente, pela proposi¢do 1.14, existe h € K[X], tal que h(a) # 0 e h(5) = 0.
Assim, hg(a) # 0 porque K é um corpo e hg(8) = 0. Além disso, deg(hg) = d + 1 e vale
|Vy(hg)| > |Vy(g)| + 1 donde

max{|Vy (f)] : evar1(f) # 0, f € K[X]; 1} > max{[Vy ()] : eva(f) # 0, f € K[X],}

e portanto

oy(d+1) = Y| —max{|Vy(f)| : evar1(f) # 0, f € K[X],,}
< Y| = max{[Vy(f)] : eva(f) # 0, f € K[X];} = dy (d).

Para concluir a demonstragdo observe que, como evy(f) # 0 na definicdo da distancia
minima, temos que max{|Vy(f)| : eva(f) # 0,f € K[X],} < |Y|—1 o que significa que
dy(d) > 1 para todo d > 1.

Para procurar de maneira mais eficiente quanto vale a distancia minima de um codigo
projetivo de tipo Reed-Muller, uma boa estratégia é diminuir o conjunto K[X],. Em outras
palavras, precisamos encontrar as caracteristicas dos polinomios homogéneos de grau d nos
quais a distancia minima sera atingida.

Como evy é uma funcdo de avaliacao, fica facil encontrar com quais polinoémios de K[X],
devemos nos preocupar. Seja Y C P" finito e I(Y') o ideal da variedade. Temos:

e Se feI(Y), entdao f(P) = 0 para todo P € Y o que implica que evy(f) = 0. Ou seja, a
distancia minima nao sera atingida nestes polinomios.

e Agora,se f ¢ I(Y) eparatodog ¢ I(Y) temos que fg ¢ I(Y), entao f(P) # 0 para todo
P €Y. Isto porque caso f ¢ I mas anule algum ponto P, podemos utilizar a proposigao
1.14 para construir um outro polindémio g ¢ I tal que fg € I. Concluimos entao que a
distancia minima também nao sera atingida nos polindmios deste caso.

e E o ultimo caso, se f ¢ I(Y) e existe g ¢ I(Y') tal que fg € I(Y). Nesse caso, [ se anula
em alguns pontos de Y mas nao em todos.

Sendo assim, sabemos que nossa distancia minima vao ocorrer nos polinomios do tltimo
item. KEstes polinomios sao especiais. Com efeito, note que o ultimo item corresponde aos
divisores de zero no anel K[X]/I(Y). Utilizando os ideais quociente podemos escrever de
maneira equivalente:
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e Se feI(Y),entao (I(Y): f) = K[X].
e Se f ¢ I(Y) eparatodo g ¢ I(Y) temos que fg ¢ I(Y), entao (I(Y): f) =I1(Y).

o Se f & I(Y)eexiste g ¢ I(Y) tal que fg € I(Y), entao I(Y) & (I(Y) : f) & K[X].
Por este motivo vamos reduzir o nosso trabalho e nos concentrar em avaliar os polinomios
do conjunto

Fo={feKX] N :(I:f)#I}
onde I C K[X] é um ideal.

2.2 Funcoes de Hilbert

Nesta secao vamos definir as funcoes de Hilbert e introduzir uma técnica de trabalhar os ideais
pelos elementos do complementar do seu ideal de termos lideres. Tal técnica foi desenvolvida
primeiramente por Hilbert para determinar a dimensao de uma variedade. Vamos partir de
uma motivacao geométrica que é o estudo da dimensao de uma variedade. Embora ja tenha-
mos estudado dimensao de Krull de uma variedade, podemos também definir a dimensao de
variedades utilizando as funcoes de Hilbert que é uma abordagem diferente que serd apresen-
tada ao longo desta secao como uma curiosidade. Além disso, vamos trabalhar de maneira que
o conceito de grau de um ideal fique claro.

2.2.1 A Variedade de um Ideal Monomial

Comecaremos a trabalhar com as variedades de um ideal monomial porque dessa forma ficara
mais facil de entender o significado das defini¢oes e objetos que veremos adiante.
Seja I = (x?y, 2%) C R[z,y] um ideal monomial. Denotando os eixos coordenados como H,

e H,, temos que
V(I)=V(z*y)NV(z*) = (H,UH,)NH, = H,.

Lembrando que H, também ¢ um espago vetorial faz sentido pensar que dimg (V' (1)) = dimg (H,)
1. Com este exemplo surgem varias perguntas. Dentre elas, ha uma que devemos destacar:
sempre é possivel associar uma variedade a subespacos vetoriais ? Se estivermos trabalhando
com ideais monomiais, entao a resposta é sim.

Estendendo a notagao dos eixos coordenados, definimos os espacos vetoriais

Hyp oz, = {(a1,. .. a0) € AK)" 1 ayy = -+ = a;, = 0}

onde r # n é um numero natural. Quando um subespaco de K" é determinado definindo
coordenadas iguais a zero, como € o caso dos espagos acima, atribui-se a eles o nome de espagos
de coordenadas. Em particular,

Hxhxizmxir = V(xila xiga ceey xir)'

Agora vejamos um problema que pode ocorrer quando vamos associar variedades de ideais
monomiais a subespacos vetoriais. Seja I = (y?23, x°24, 2%y2?) C Rz, v, z]. Nesse caso,

V(I) =V(y*2*) NV (22" NV (2*y2*) = (H,U H,)N (H, UH,)N (H, U H,U H,)
=[(H,NH,)UH,|=H,, UH,.

Qual a dimensao de V(I)? Como uniao de espagos vetoriais ndo é um espago vetorial, nao
podemos calcular a dimensao de V(1) como fizemos anteriormente. No entanto, estamos falando
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de espacos vetoriais de dimensao finita, e mais que isso, pela estrutura destes espagos sabemos
que aquele de maior dimensao ird conter cépias dos outros. No exemplo acima, dim(H,) = 2
(plano x = 0) e dim(H,.) = 1 (eixo z) onde H, contém varios subespagos isomorfos a H,,. Por
este motivo, definimos:

Definicao 2.4 Seja W =W, U---UW, C K" uma unido finita de subespacos vetoriais de K™
onde K € um corpo. Definimos a dimensao de W como

dimg (W) = max{dim(W), ..., dim(W,)}.

Com esta definicao, a dimensao da variedade no exemplo anterior é dois. Repetindo as
contas que fizemos nos dois exemplos anteriores podemos entender como é a variedade de um
ideal monomial.

Proposicao 2.2 A wvariedade de um ideal monomial em K[z, ..., x,] € uma uniao finita de
subespacos de coordenadas.

Demonstracao.
Vamos comegar com o caso em que / é gerado por um tinico monoémio. Seja I = (z7! - - z7") C
K[X] onde a; > 1 para todo 1 < j < r. Nesse caso,

7

ou seja, V(I) é uma uniao finita de supespagos de coordenadas.

Agora, como K[X] é noetheriano, dado um ideal monomial I C K[X] sabemos que I é
gerado por uma quantidade finita de monomios, digamos que [ = (X ... X°). Entao
V() =V(X*)N---NV(X) é uma intersecao finita. Pela primeira etapa, cada V(X)) é
uma uniao finita de subespacos de coordenadas. Pelas férmulas de De Moivre e pelo fato que
intersecao de subespaco de coordenadas também ¢ um subespaco de coordenadas, podemos
reescrever V() como uma uniao finita de subespagcos de coordenadas.

Dado um ideal monomial I C K[X], se escrevermos a decomposi¢ao de V(I) como su-
bespacos de coordendas omitindo os subespacos que estao contidos em outros maiores, entao
V(I)=ViU---UV,onde V; € V; sei # j. E facil ver que esta escrita é dnica. Isto significa que
a dimensao de uma variedade de um ideal monomial estd bem definida, em outras palavras,
podemos utilizar a definicao anterior sem preocupacoes.

Pela proposigao acima, significa que existe um subespago de coordenadas Hy, ; ..«

dime(V(I)) = dimg (Hy, 4, 0 ) =1 — 7.

_ tal que

2

Ou seja, a dimensao da variedade de um ideal monomial é a quantidade total de variaveis menos
o nimero minimo delas que precisamos zerar para anular todos os monémios geradores de [.

2.2.2 O Complementar de um Ideal Monomial

Em um de seus artigos, Hilbert teve a ideia de estudar um ideal pelos elementos do seu comple-
mentar. Com isto Hilbert demonstrou que é possivel determinar a dimensao de uma variedade
calculando o crescimento do nimero de elementos no complementar de I a medida que o grau
maximo permitido para estes elementos também aumenta.

Uma maneira de organizar os monémios que nao estao em I é a seguinte: seja I C K|z, y] um
ideal monomial. Entdo fazendo a associacio z°y” € K[z, y] «+— (o, 8) € N? e representando
por bolas fechadas os monomios que estao em I e por bolas abertas os monomios que nao estao
em [, temos a seguinte representacao grafica onde k£ é o menor grau de x que aparece em algum
monoémio de I e [ é o menor grau de y que aparece em algum monoémio de I.
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Os monomios no complementar de I consistem em k linhas verticais descritas no conjunto
{z%y’:0<a<k-1, BN},
[ linhas horizontais dadas por
{z%9’ ;a0 €N, 0< <11}

mais uma quantidade finita de monomios.

Agora vamos contar quantos monomios nao estao em I de grau menor ou igual a um natural
s, e se s for suficientemente grande, entao demonstraremos adiante que podemos obter uma
formula polinomial para contar esses monomios.

Definicao 2.5 Seja I C K[X] um ideal monomial. Vamos denotar o conjunto dos expoentes
dos monomios que nao estao em I por:

O() = {a € N": X* ¢ I}.

Sejam ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € N os vetores classicos. O motivo pelo qual conseguimos
determinar a dimensao de uma variedade de um ideal monomial utilizando os elementos de
C(I) é a seguinte proposicao:

Proposicao 2.3 Seja I C K[X] um ideal monomial. Entao:

i) O subespago vetorial H, C V(I) se, e somente se, (¢ : j & {i1,i2,...,i,.}) C C(I).

ilxiZ iy

ii) A dimensdo da variedade V(I) é igual a dimensao do maior subespacos de coordenadas de

o).

Demonstracao.

Para simplificar a demonstracao vamos supor, sem perda de generalidade, que os indices
i; = j para todo j € {1,...,r}.

[(i), =] Suponha que H,, ., = V(zi,...,z,) C V(I). Entdo, dado o € (e;11,...,¢€n),
podemos escrever o = (0,...,0, @41, ..., a,) € N". Agora considere o ponto

P=(0,...,0,1,...,1) € Hy, ..,
N——
temos que

XO(P) = 1971 ... 19 = 1 £0.
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Assim X ¢ I o que significa que o € C(I).

[(i), <] Suponha que (€,41,...,6,) C C(I). Seja X* um monémio de I, entdo, pela
defini¢ao de C'(I), existe uma variavel x; onde j € {1,...,r} tal que z; divide o monémio X*,
digamos que X = z; - X Seja P € V(xy,...,z,), entdo P = (0,...,0,a,41,...,a,). Dai,

X*(P)=(0)- X¥(P) =0,

ou seja, P € V(I).

[ii] Pelo item anterior, cada subespagos de coordedadas de V' (I) corresponde a um subespago
de coordenadas de C([I) e, além disso, os subespagos associados tem a mesma dimensao. De
fato, dimensao de dim(V (z;,,...,2;.) =n—1r e dim({(e;41,...,6n)) =N — 7.

Podemos entao determinar exatamente a natureza do complementar de um ideal monomial.
Em outras palavras, podemos entender quem ¢é o conjunto C'(I). Observe o seguinte exemplo:
seja I = (23y°, aty*, 2593, 2%y?) C Rz, y]. Entao C(I) é o conjunto dado na imagem abaixo:

Perceba que C'(I) é uma unido finita de translagoes de subespagos de coordenadas. De fato,

C(I)= ({e1)U(ea+ (e1)) U (ea) U (e1 + (ea)) U (2e1 + (e2)) U{(3,2)} U---U{(7,2)}U
U{(3,:3)} U{(4,3)} U{(5,3)} U{(3.4)}.

onde cada ponto é uma translacao do subespaco de coordenadas 0-dimensional que é a origem
2
em N~

Teorema 2.1 Se I C K[X] ¢ um ideal monomial proprio, entio o conjunto C(I) C N" de
expoentes dos monomios que ndo estao em I pode ser escrito como uma unidgo finita, ndao
necessariamente disjunta, de translacoes de subespacos de coordenadas de N™.

Demonstracao.
Se I = (0), entdo C(I) = N" e pronto. Suponha entao que I # (0). Vamos demonstrar por
indugéo sobre o nimero de varidveis. Primeiramente, se n = 1, entao I = (z*) G K[z] para

algum k£ € N e nesse caso os tinicos mondémios que nao estdo em I sdo 1,z, 2%, ...,2F 1. Ou
seja, C'(I) é uma unido de k — 1 subespagos de coordenadas 0-dimensionais.

Suponha entao que o resultado seja verdadeiro para n—1 coordenadas. Seja [ ; Klzq, ..., 2]
um ideal monomial. Para cada j € N definimos o ideal I; C Klzy,...,z,-1] dado por
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I = {y € Klz1,...,2,1] : y-2J € I}. Deixamos a demonstracio que I; é um ideal a
cargo do leitor. Entao C'(I;) é o conjunto dos expoentes o € N*~! tais que Xz ¢ I.

Como [ ¢é um ideal, I; C I; se j < i. Assim, [y C I; C Iy C --- é uma cadeia ascendente
de ideais em um anel noetheriano, ou seja, existe um jo € N tal que I; = [, para todo j > jo.
Vamos demonstrar que

jo—1

C(I) = (C(Ly, x Nyu [ (C(1;) x {7})). (2.1)

J=0

Primeiramente note que por definicao C(1;) x {j} C C(I). Vejamos que C(1;,) x N C C(I).
Como I;, = I; para j > jo temos que C(I;,) x {j} € C(I) donde C(I;,) x Ns,;, € C(I). Por
outro lado, se j < jo, entdo dado o € C(I},) temos que X2 ¢ [ e como I é um ideal X*z? ¢ I
pois caso contrario X“x! - 2077 = X%zJ> € [ o que é um absurdo. Ou seja, (o, j) € C(I). Isso
significa que C(1;,) x {j} € C(I) o que conclui a primeira inclusao.

Agora seja o = (v, ..., a,) € C(I), entao por construcao o € C(I,,) X {ay}. Temos dois
casos possiveis: ou a, < jo 0 que implica que a € Uj(’:_ol C(1;) x {j} ou a, > jo e neste caso
a € C(I;,) x {an} C C(Ij,) x N. Portanto vale a igualdade (2.1).

Pela hipétese de indugao cada um dos complementares C'(ly), ..., C(Ij,) é uma unido finita
de translacoes de subespacos de coordenadas. Tomando estas unioes e substituindo no lado
direito da equagao (2.1) demonstramos que C'(I) é uma uniao finita de translagoes de subespagos
de coordenadas.

Para obter conclusoes a respeito de I a partir de seu complementar precisamos contar
quantos monomios nao estao em I quando estipulamos uma cota superior para o grau destes
monomios. O primeiro resultado nesta direcao é o seguinte:

Lema 2.2 O ndmero de mondémios de grau menor ou igual a s em Klxy, ..., x,] € o coeficiente

binomial ("js) )

Demonstracao.

Basta observar que um monémio X® tem grau menor ou igual a s se a3 + -+ + a, < s
onde o = (ay,...,q,). Isto significa que o nimero de monémios de grau menor ou igual a s
em K[X] é igual ao ntiimero de solugdes inteiras positivas da equagao

o+ -+ a, <s.
Por combinatdéria obtemos que este nimero é (”:S)
|

Lembre da notacgio |o| = ay + - - - 4+ a,, para o grau de a € N*. E claro que deg(X®) = |a/.
Com esta notagao e utilizando o lema anterior obtemos que o nimero de pontos de grau menor
ou igual a s em um subespaco de coordenadas n dimensional é ("js) Agora observe que se
fixarmos n, entao obtemos a expressao

BN TR——

que é um polinémio em s de grau n cujo coeficiente lider é 1/n!.
E quantos pontos de grau < s hd em uma translacao de um subespaco de coordenadas? Con-

sidere a translagao T'= (0,...,0,Gpmy1,---,0n) + (€1, ..., m) € N*. Uma vez que a1, ..., a0,
sdo naturais fixos e |o| = g+ -+ @ + Amy1 + - - - + a,, para todo a € T, 0 niimero de pontos
de T de grau menor ou igual a s é igual o niimero de pontos de {eq,...,e,) de grau menor ou
igual a s — a1 — - -+ — a,. De modo geral temos o seguinte resultado:
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Lema 2.3 Seja o+ (esy, ..., €i,,) C N" uma transla¢io de um subespaco de coordenadas onde
o = Zi¢{i1,u-,im} a;€;. FEntao:

m+s—\a|) ]

i) O nidmero de pontos em o+ (e;,, ..., ¢€;,,) de grau menor ou igual a s € igual a ( lal

ii) Para s > |a| o numero de pontos de grau menor ou igual a s em o + (€, ...,€;,) € uma
fungao polinomial de s de grau m e o coeficiente de s™ € 1/m!.

Demonstracao.
Combinagao do lema anterior com a observagao acima.

Teorema 2.2 Se I C K[X] é um ideal monomial com dimV (I) = d, entao para todo s sufi-
cientemente grande o numero de monomios de grau menor ou igual a s que nao estao em I €
expresso por um polinémio de grau d em s. Além disso, o coeficiente de s¢ é positivo.

Demonstracao.

Pelo teorema 2.1 sabemos que C(I) = T3 U --- U T, onde cada T; é uma translagao de um
subespaco de coordenadas e T; # T} para todo ¢ # j. O problema é que estes conjuntos podem
ter intersecao. Como a dimensao de cada T; ¢ a dimensao do subespaco associado e a dimensao
de V(I) é d, entdo dim7; < d para todo i € {1,...,7}, e além disso, existe [ € {1,...,r} tal
que dim 7T} = d.

Vamos denotar por C([)<s os elementos de C(]) com grau menor ou igual a s. Seguindo
esta notagao temos que

O(I)Ss = (TI)SS U---uU (TT)SS‘

Pelo principio da inclusao-exclusao obtemos que

,
ICD<sl = Y 1Tl = D 1T N (Tl + D WL s N (L)< N (Th) | +
i=1 i<j i<j<k
+o (DT < 0N (T <l

Pelo lema anterior, |(7;)<s| é um polinomio de grau m; = dim 7; em s para s suficientemente
grande e o coeficiente é 1/m;!. Dai, da equagao (2.2) segue que deg|C(I)<s| < d. Basta de-
monstrar entao que o grau do lado direito da equagao é d. Observando que a intersecao de duas
translagoes de subespacos de coordenadas é uma translacao de um subespago de coordenadas
e lembrando que m; = diml; = d, temos que existe pelo menos um monomio de grau d no
lado direito de (2.2). No entanto, como m; < d para todo i e os coeficientes lideres de cada um
destes polinémios é positivo, segue que todos os monomios de grau d no lado direito de (2.2)
possuem coeficiente positivo. Portanto deg |C'(I)<s| = d e seu coeficiente lider ¢ positivo.

(2.2)

Observe que o teorema acima nos fornece uma outra maneira puramente algébrica de definir
a dimensao de uma variedade. Vamos entrar em mais detalhes adiante. Além disso, pela
demonstracao do teorema obtemos que:

Proposigao 2.4 Se I C K[X] ¢ um ideal monomial e dimV (I) = d, entdo para todo s sufici-
entemente grande o nimero de pontos de C(I) com grau menor ou igual a s € um polinémio
de grau d em s que pode ser escrito da forma

>a(,” )

onde a; € Z para todo i > 0 e ag > 0.

Agora ja podemos comecar a teoria das funcoes de Hilbert!
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2.2.3 A Funcao de Hilbert Afim

Primeiramente, para definir a funcao de Hilbert precisamos obter subespagos vetoriais de K[X]
de dimensao finita. Observe que: como dimg(K[X]) = oo, uma das maneiras de obter espagos
vetoriais de dimensao finita devemos restringir o grau dos polinémios, isto é, dado d € N
definimos o conjunto

KX]cy =Kz, .., 20]ca = {f € Klzy, ..., 2] : deg(f) < d}

que é um K-espaco vetorial satisfazendo

dimg (K[X].,) = (" j; d) .

Além disso, se I C K[X] é um ideal, denotamos /<4 = I N K[X]_,.

Definigao 2.6 Seja I C K[X] um ideal. A funcao de Hilbert afim de I é a sequinte fung¢ao:

“HF;: N — N
d — “HFI(d):dimK (K[X]gd/lﬁd)

Note que *HF; esta bem definida pois a dimensao de um espaco vetorial é tinica. Além
disso, da algebra linear sabemos que

“HFy(d) = dim(K[X]..,/I<q) = dim(K[X].,) — dim(I<,).

Sabemos também que nem sempre ¢é facil calcular a dimensao de um espaco vetorial. Felizmente
0 nosso interesse nas fungoes de Hilbert é dado pela proposi¢ao abaixo:

Proposicao 2.5 Seja I C K[X] um ideal monomial. Sao vdlidas:

i) Para todo s € N, “HFj(s) é o numero de monomios que nao estao em I cujo grau é menor
ou iqual a S.

ii) Para s suficientemente grande, existem inteiros d, ay,...,aq com d >0 e ag > 0 tais que
d s
“HF;(s) = a; .
o=y a(,” )

iii) O inteiro d no item anterior € a dimensao de V(I).

Demonstracao.

[i] Primeiramente observe que {z* € K[X] : |a| < s} é uma base de K[X]_, como espaco
vetorial. Além disso, o conjunto {z® € I : |a| < s} é uma base de I, como K-espaco vetorial,
e portanto, o conjunto {[z%] : |a| < s, z* ¢ I} é uma base de K[X]|_,/I<s 0 que completa a
prova do item [i]. -

Utilizando o item [i] e os resultados anteriores obtemos os itens [ii] e [iii].

A priori pode parecer que esta proposicao nao é tao boa pois é valida apenas para ideais
monomiais enquanto a funcao de Hilbert afim estd definida para qualquer ideal. Mas tem
muitas coisas na vida que sao flores! Para contornar este empecilho vamos fixar < como sendo
a ordem lexicografica graduada no conjunto K[X] e demonstrar o seguinte teorema:
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Teorema 2.3 Seja [ C K[X]| um ideal. Entdo o ideal monomial (LT (I)) possui a mesma
fungdo de Hilbert afim que o ideal I. Em outras palavras, *HFi(s) = “HF ) (s) para todo
s € N.

Demonstracao.
Fixe um natural s e considere os monomios lideres dos elementos de /<,. Entao o conjunto
destes elementos ¢ finito e podemos obter elementos fi,..., f,, € I<s tais que

LM(I)<s ={LM(f1),...,LM(fm)}

como um K-espaco vetorial. Além disso, retirando elementos duplicados e reordenando se ne-
cessario podemos supor, sem perda de generalidade, que LM (fy) = LM(fs) >= -+ = LM(fm).
Vamos provar que I<5 = (fi1,..., fm) como um K-espago vetorial.

De fato, considere uma combinagao linear nao trivial ¢; fi + - - - + ¢, fm € seja ¢; a primeira
constante nao nula da combinagao. Como os lideres monomiais de fi,..., f,, sao distintos e
estao ordenados de maneira decrescente, é impossivel a combinacao linear cancelar o elemento
¢;LT(f;), portanto o conjunto { f1, ..., f,} ¢ linearmente independente sobre K. Por construgao
obtemos também que W = (fy,..., f,) C I<s. Por outro lado, suponha por absurdo que existe
f € I<,\W de grau minimo. Observe que f # 0 porque 0 € W. Entéo existe um inteiro
i € {1,...,m} tal que LM(f) = LM(f;), ou seja, LT(f) = ¢+ LM(f;) para algum ¢ € K.
Assim f—c- f; € I<s e deg(f —c- fi) < deg(f) e pela minimalidade do grau de f devemos ter
que f —c- f; =0, donde f € W. Contradicao!

'.]gs:W:<f17"'7fm>‘

Por construgao LM (I)< representa todos os lideres monomiais de I de grau menor igual a s,
além disso, pela escolha dos elementos f1, ..., fm, segue que (LT(I)<s) = (LM (f1),...,LM(fn))
como um K-espago vetorial. Portanto dimg (/<) = dimg (LT (])<) e dai concluimos que

QHF[(S) = dlmK(K[X]<S) — dimK(ISS) = dlmK(K[X]SS) — dlmK(LT(I)SS) = QHFLT([) (S)

Assim, pela proposigao anterior, dado um ideal I C K[X], se s é suficientemente grande,
entao podemos escrever a funcao de Hilbert afim de I como um polinémio

“HF(s) = ibi (d:)

1=0

chamado de Polinémio de Hilbert de I denotado por “hp;(s).

Definicao 2.7 O menor inteiro v tal que a funcdo de Hilbert afim de I assume comportamento
polinomial é chamado de indice de regularidade de I, denotado por reg(K[X]/I). Em outras
palavras, v é o menor inteiro tal que “HF;(s) = “hp;(s) para todo inteiro s > r.

Note que o grau do polinomio de Hilbert é o mesmo grau do polindmio que encontramos na
Proposicao 2.4 e também exerce uma funcao parecida com a funcao daquele polinomio antigo.
Utilizando o teorema anterior, obtemos que o polinomio de Hilbert afim de I conta quantos
monodmios nao estao em LT'(). Além disso, o grau do polinémio de Hilbert afim de I é igual
a dimensdo de V(I), ou seja, temos uma maneira algébrica de definir a dimensdo de uma
variedade. Todas estas observacoes deixam evidente a importancia do polindmio de Hilbert
afim de I.
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Note que ainda nao estd perfeitamente claro esta questao da dimensao de uma variedade
porque estamos partindo do ideal. Dado uma variedade V' € K" qual a dimensao de V7
Lembre que podem existir varios ideais I distintos que satisfazem a equacao V = V(I). Em
corpos algebricamente fechados é facil de resolver o problema porque podemos combinar o
Nullstelensatz com o seguinte fato:

Proposicao 2.6 Se I C K[X] € um ideal, entio os polinémios de Hilbert afim de I e \/I
POSSUEM 0 MESMOo grau.

Demonstracao.

Para todo ideal monomial I C K[X] temos que V(I) = V(v/I) e pelos resultados anteriores
segue este caso.

Agora seja I C K[X] um ideal qualquer. Provemos que

(LT()) € (LT(VI)) € V(LT(D)).

Como I C /T segue a primeira inclusdo. Para a segunda inclusdo tome um elemento X €
(LT(V/I)). Entdo existem um polinomio f € v/T tal que LT(f) = X e um inteiro r > 0 de
modo que f" € I. Logo LT(f") = X" € (LT(I)). Portanto X € /(LT'(1)).

Utilizando que, se I C J entao deg (“hp;) > deg (“hp;), das inclusoes anteriores obtemos
que

deg (“hprn)) = deg (ahP@T(ﬁ») 2 deg (ahp\/@m») :
Mas (LT(I)) é um ideal radical e portanto deg (“hp<LT(I)>) = deg <“hp <LT(I))> donde deg (ahp<LT(1)>) =
deg (ahp<LT(ﬁ)>). Portanto

deg (“hp) = deg (“hpuray) = deg (“hpirym) ) = deg (“hpys)
[

Todas estas observacoes que fizemos é para que a teoria fique mais intuitiva. Tudo o que
estamos fazendo esta relacionado de certa forma, principalmente no caso afim. Observe que, se
I é um ideal monomial ou K é algebricamente fechado, entdo I(V(I)) = v/I e dizemos que a
dimensao de V' é o grau do polinémio de Hilbert afim de I(V'). Mas se nao estamos nesse caso,
entao temos varias complicagoes.

Até aqui fizemos muito trabalho no caso afim! Mas nao podemos esquecer do caso projetivo,
pois € nele que estamos interessados. Trabalhar no caso afim tem varias vantagens:é mais fécil
entender as ideias e as demonstragoes, podemos aproveitar o que fizemos para simplificar as
demonstragoes do caso projetivo e estamos trabalhando de maneira mais geral.

2.2.4 A Funcgao de Hilbert Projetiva

Podemos repetir muitos resultados que ja demonstramos para o caso projetivo e utilizando
fatos analogos aos que demonstramos podemos definir também a dimensao de uma variedade
projetiva utilizando o polinomio de Hilbert projetivo. Mas este nao ¢ o nosso foco, entao vamos
abreviar esta secao para seguir adiante.

Definigao 2.8 Seja I C Kz, 21, ..., x,] um ideal homogéneo. A fungdo

HF;: N — N

¢ chamada de funcao de Hilbert projetiva de I.
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E possivel demonstrar que I possui a mesma funcio de Hilbert projetiva que (LT(I)), que
HFy(d) é o nimero de monémios de grau d que nao estao em (LT'(I)). Além disso, as fungoes
de Hilbert afim e projetiva estdo intimamente ligadas pela relacdo *HFy(s) = H Fu(s) onde I"
¢ a homogeneizacao de I. Mais detalhes sobre esta teoria podem ser encontrados no capitulo 9
de [3]. Estamos interessados em um resultado particular:

Proposicao 2.7 Seja I C Kz, ..., x,] um ideal homogéneo. Entao existe um polindmio hpy
tal que para todo s suficientemente grande vale a igualdade

HF;(s) = hp(s).

Demonstracao.

Como no caso projetivo trabalhamos apenas com ideais homogéneos, temos pela definicao
que a fungao de Hilbert projetiva de I conta quantos monomios de grau s nao estao em (LT'(1)).
De fato, para s suficientemente grande temos que “HF(s) = “hp;(s) é o niimero de monémios
de grau menor ou igual a s que nao estao em (LT(I)), entao

hpr(s) = “hpr(s) — “hpi(s —1) = “HF(s) — “HF;(s—1) = HFj(s)

¢ um polindmio que conta quantos monomios de grau s nao estao em [ para s suficientemente
grande.

2.3 Grau de um Quociente

Defini¢ao 2.9 Seja I # {0} um ideal homogéneo de Kz, ..., x,] com dimensio de Krull k.
Definimos o grau de K[X]/I como sendo o numerador do coeficiente lider do polinémio de
Hilbert hp; quando k > 1. E caso a dimensao de I seja 0, definimos o grau de I como sendo a
dimensao do quociente K[ X]/I.

A primeira propriedade do grau que veremos é a aditividade.

Proposicao 2.8 (Aditividade do Grau de um Ideal.) Se I C K[X] é um ideal com de-
composicao primaria nao redundante I = Q1N --- N Q,y, entao

deg(K[X]/I) = > deg(K[X]/Q)).

B(Q:)=ht(T)
Demonstracao.
Proposicao 2.1 de [8].
|
Lema 2.4 Seja I C K|xg,...,x,] um ideal radical e nio misturado. Se f € K[X] é um

polinémio homogéneo tal que (I : f) # I, entao ht(I) = ht({I, f)) e

deg(K[X]/(1, )) = ) deg(K[X]/P)

PecA

onde A € o conjunto de todos os primos associados de I que contém f.
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Demonstracao.

Se f é um divisor de zero em K[X]/I, entdo f pertence a algum primo P associado de [
e ht(P) = ht(I), pois I é nao misturado. Entdo, I C (I, f) C P donde ht(I) < ht({I, f)) <
ht(P), e portanto, ht(I) = ht({I, f)). Provamos a primeira afirmacao e também que A # &.

Como [ é um ideal radical, sabemos que I = (-, P, onde cada P; ¢ um primo associado
minimal de /. Denotando A = {Pi,..., P} podemos obter ideais primarios Q. ,,...,Q} C
K[X] tais que

(L) =PAN-NPNQL N,

¢ uma decomposi¢ao priméria ndo redundante onde ht(P;) = ht(I) para todo i € {1,...,7} e

ht(Q}) > ht(I) para todo j € {r +1,...,t} pois I C (I, f). Pela aditividade do grau de um
ideal segue que

deg(K[X]/(1, f)) = Y. deg(K[X]/PR)
WP =hE((L1)
h()=ht((1.5))
= > deg(K[X]/P)

ht(P;)=ht(I),fEP;

= > deg(K[X]/P).

PcA

2.4 Funcoes Distancia Minima

Sejam Y C P™ um subconjunto finito e /(Y') o ideal de Y. Vamos denotar a fungao de Hilbert
de I(Y') por Hyyy(d) = Hy(d) e o polinomio de Hilbert por hpyyy = hpy. A regularidade de
K[X]/I(Y) é definida como sendo a regularidade de Hy (d) e denotada por reg(K[X]/I(Y)).

Dado um ideal I C K|xy,...,x,], lembre que estamos interessados nos polinomios do con-
junto:

Fao={f eKX] N\ :(I:f)#1}.

Pois é em F,; que a distancia minima sera atingida. Finalmente podemos definir as chamadas
funcoes distancia minima.

Defini¢ao 2.10 Seja I C K[X]| um ideal. A fun¢ao 6;(d) : N — Z dada por

51(d) = deg(K[X]/I) — max{deg(K[X]/(, f)) : f € Fa} se Fa# 2,
! deg(K[X]/1) se Fy= @.

¢ chamada de funcao distancia minima de I.

Em geral a fungao distancia minima ¢ dificil de se calcular. Discutiremos casos em que é
relativamente facil calcular a funcao distancia minima no préximo capitulo. Em alguns casos
especificos conseguimos simplificar as contas, como é o caso a seguir:

Teorema 2.4 Sejam I C K[X] nao misturado e d € N um natural. Se (xg,x1,...,2,)* ¢ I,
entao

0r(d) = min{deg(K[X]/(I : f)) : f € K[X],\I}

Demonstracao.

Nao faremos esta demonstracao porque precisariamos adicionar muita teoria que seria uti-
lizada apenas nesta prova. A demonstracao pode ser encontrada na referéncia [8] teorema
4.4.
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2.5 Aplicacoes da teoria sobre os Cdédigos Projetivos de
Tipo Reed-Muller

Proposicao 2.9 Seja Y C P™ um subconjunto finito nao vazio. As sequintes afirmacoes sao
verdadeiras:

i) Hy(d) = dimg Cy (d), para todo d > 0.
ii) ht(I(Y)) = n
iii) deg(K[X/1(Y)) = |Y].
iv) 8y (d) =1, para todo d > reg(K[X]/I1(Y)).

v) Cy(d) # (0) para todo d > 1.

Demonstracao.
[i] Sabemos que evq(f) = (f(P1),..., f(Pn)). Por definicdo Hy (d) = dim(K[X],/I1(Y)a) e
como ker(evg) = I(Y)q segue que

dim(Cy (d)) = dim(Im(evy)) = dim(K[X],) — dim(I(Y)q) = dim(K[X],/I(Y)q) = Hy (d).

[ii] Pelo lema 1.15, I(Y) = (), ¢y Lo onde deg(K[X]/I,) =1 e ht(I,) = n para todo o € Y.
Como os primos minimais de 1(Y') s@o os ideais I, que possuem altura constante, temos que
ht(I(Y)) = n.

[iii] Seja A o conjunto dos primos minimais de I(Y). Como as alturas sdo constantes, pelo
item (ii) e pela aditividade do grau de um ideal temos que

deg(K[X]/1(Y)) = ) deg(K[X]/P) = ) deg(K[X]/L.) =Y.

PeA acY

[iv] Proposigao 2.1.

[v] Como Y ¢ finito e ndo vazio, se d > 1, entao K[X], # I(Y)q pela proposicao 1.14. Do
item (i) acima segue que dim(Cy (d)) = dim(K[X],/1(Y)q4) # 0.

Lema 2.5 Seja Y C P" finito e I(Y) C K[X] o0 ideal de Y. Se 0 # f € K[X] é homogéneo,
entao o numero de zeros de f em'Y ¢é dado por

deg(K[X]/{I(Y), f)) se (I(Y) : f) # I(Y),
V(= { 0 fe (I(Y): f)=1I(Y).

Demonstracao.

Para demonstrar esta igualdade vamos aplicar o lema 2.4 ao ideal de Y. Mas para fazer isso
precisamos demonstrar primeiro que I(Y) é um ideal nao misturado.

Seja P = (g :0q ... ) €Y ea; # 0 para alguma coordenada j. Entdo, pelo lema
1.15, Ip é primo e temos que

Ip = <{Oéjl'i_04ixj j?’éze{]-??m}})’
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onde deg(K[X]/Ip) =1, ht(Ip) =n e I(Y) = [pey Ip ¢ uma decomposicao primaria de I(Y").
Contudo, cada Ip é primo, logo I(Y') é um ideal radical e como ht(Ip) = n para todo P € Y,
I(Y) é um ideal nao misturado.

Vamos demonstrar a igualdade proposta no lema. Sejam f € K[z, ..., x,] homogéneo tal
que (I(Y) : f) # I(Y) e A o conjunto dos ideais Ip tais que f € Ip. Como f € Ip se, e somente
se, f(P) =0, temos que A = {[p C K[X] : f(P) =0} ={Ip CK[X]: P € Vy(f)}. Assim,
aplicando o lema 2.4 e utilizando que deg(K[X]/Ip) = 1, iremos obter que

Vv (f Z deg X]/Ip) = Z deg(K[X]/Ip) = deg (%) :

Se |Vy(f)] # 0, entao existe P € V4 (f). Tomamos entao o polinomio g € K[X] tal que
g9(Q) =0 para todo P # Q € Y e g(P) # 0. Nessas condigoes, g ¢ I(Y) mas fg € Y, ou seja,

€ (LY : )M(Y)).
|

E finalmente chegamos em um dos principais resultados desta dissertacao! Conseguimos
uma formulacao algébrica para a distancia minima dos cédigos projetivos de tipo Reed-Muller.

Teorema 2.5 Seja Y CP" finito. Se |Y| > 2, entdo
(5y(d) = (5[(y)(d) >1, Vd>1.

Ou seja, as fungoes distancia minima descrevem o parametro distancia minima de codigos
projetivos de tipo Reed-Muller.

Demonstragao. Por definicao

eva(f) = (f(P1),.... [(Pm)) e |[Vy(f)| = {P €Y : f(P) = 0}].

Dali,
dy(d) =min{[leva(f)|| : f € K[X],, eva(f) # 0}
= Y| = max{|Vy(f)| : f € K[X], eva(f) # O}.

Como |Y| > 2, para I = I(Y') temos, pelo item (iv) da proposigao 1.14 ,que F, # & para
todo d > 1. Entao, pelo lema anterior,

max{|Vy (f)| : eva(f) # 0, f € K[X]} =
= max{deg(K[X]/(I, f)) : | € Fa}.

Dai,
Oy (d) = deg(K[X]/I) — max{deg(K[X]/(I, f)) : f € Fa} = 0r(v)(d).
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Capitulo 3

Cotas para a Funcao Distancia Minima

Neste capitulo iremos desenvolver técnicas para obter cotas superiores e inferiores para a
distancia minima. Nao entraremos em muitos detalhes sobre as cotas superiores porque na
teoria de cddigos elas nao sao muito uteis. Por outro lado, utilizaremos as técnicas da pe-
gada de um ideal para simplificar nosso problema e entao obter cotas inferiores para a funcao
distancia minima de [ utilizando uma funcao auxiliar chamada funcao pegada de I.

3.1 A Pegada de um Ideal

A pegada de um ideal foi um conceito que surgiu na tese de doutorado do matematico alemao
Bruno Buchberger como a base do K-espago vetorial K[X]/I, contudo a teoria das bases de
Grobner recentemente comegou a ser utilizada para encontrar cotas inferiores para o parametro
distancia minima na teoria de Codigos Corretores de Erro. Tal técnica foi introduzida por Geil
[5] e amplamente trabalhada por Carvalho [2]. Neste texto vamos utilizar a pegada de um ideal
para obter cotas inferiores pada a distancia minima de um tipo especifico de codigo, os cédigos
projetivos de tipo Reed-Muller.

Definicao 3.1 Sejam M C K[X] o conjunto de todos os mondmios e < uma ordem monomial
em K[X]. Definimos a pegada de I como sendo o conjunto

AI):={feM:Vgel, LT(9)1 [}

Note que os expoentes dos monomios de A (1) sao os elementos do conjunto C(LT(I)) que
definimos no capitulo anterior. Um elemento da pegada de I é chamado de mondémio padrao
e um polinémio que é uma combinacao linear de monomios padroes ¢ chamado de polinémio
padrao.

A pegada de um ideal I é um conceito que esta intimamente ligado com as bases de Grobner

de I.

Proposigao 3.1 Sejam I C K[X] um ideal ¢ G = {g1,...,gm} uma base de Grébner para I.
Entao X* € A(I) se, e somente se, X nao é maltiplo de LM (g;) para todo i € {1,...,m}.

Demonstracao.

[=] Pela definicao de base de Grobner temos que (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(gm)). Dai,
se X € A(I), entao X* ¢ (LT(I)). Isto significa que X* nao é multiplo de LT(g;) para todo
1=1,---,m.

[<=] Se X* nao é miltiplo de nenhum LT(g;), entdao X« ¢ (LT(g1),..., LT (gm)) = (LT(I)).
Entao por definicao X* € A(I).
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Assim se obtivermos uma base de Grobner para I, facilmente determinamos A(7). A ligagao
entre os dois conceitos é tao forte que o inverso também ¢é verdadeiro, isto €, conhecendo pegada
de I podemos determinar uma base de Grébner para I.

A pegada de um ideal tem diversas aplicagoes, vamos demonstrar uma propriedade que
utilizaremos e citar uma outra como curiosidade.

Teorema 3.1 Seja I C K[X]. Entio B := {X*+1: X* € A(I)} € uma base para K[X]/I
como um K-espago vetorial.

Demonstracao.

Vejamos que B gera K[X]/I. Seja G = {g1,...,9mn} uma base de Grébner de I. Dado
f € K[X]\I existem polinémios qi, . .., ¢n,r € K[X] tais que f = >""", ¢;g; + r onde r é tnico
e LT(g;) tr para todo i. Assim f —r € [ donde f+ I =r+ 1 em K[X]/I e, como LT(g;) {r
para todo 7, temos pela proposi¢ao anterior que r + I € B.

Provemos agora que B é um conjunto linearmente independente. Sejam 0 < k € N,
X o X% e A(D) e ay,...,a; € K tais que

(a1 X 4 aqp X))+ T =1,

logo a1 X* + -+ + ap X € I. Se a; # 0 para algum j € {1,...,k}, entdo Zle X é um
polinémio de I onde LT(g;) ¥ LT (3.1, a;X®) para todo i € {1,...,m}, mas isso contraria o
fato de G ser uma base de Grébner para I. Portanto a; = 0 para todo .

Proposicao 3.2 Seja I C K[z, ..., x,] um ideal tal que A(I) € um conjunto finito. Entdo a
variedade afim de I também é um congunto finito e |V (I)| < |A(I)|.

Demonstracao.
Teorema 2.14 de [2].

Observe que do teorema anterior obtemos uma relagao muito forte entre a pegada de um
ideal e sua funcao de Hilbert projetiva. De fato, temos que

HF;(d) = dim(K[X];/la) = |A(])al

Esta relagao motiva a simplificacao do problema de encontrar cotas que faremos na secao a
seguir.

3.2 Simplificando o Problema

Nos ja encontramos um bom conjunto onde a distancia minima sera atingida por seus ele-
mentos, a saber, o conjunto F,;. Basicamente o que faremos para encontrar cotas é encontrar
subconjuntos de F; com uma estrutura conveniente.

Fixando um natural 0 < d € N temos que AL(I)y = {X*,..., X%} é um conjunto finito.
Utilizando AL (1) conseguimos identificar bons polinomios para procurar a distancia minima,
tais elementos denotamos pelo conjunto

Foai= {f:Z)\iX‘“:f;éO,)\ieKe([:f)yél}
=1
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das combinagoes lineares dos elementos de A(I), com coeficientes em K.
A utilidade deste conjunto é a seguinte: seja f € Fg4, entao pelo algoritmo da divisao, existe
g € I; e constantes cq,...,c. € K tais que

f=9g+aX" +-+c X"
onde ¢; # 0 para algum j € {1,...,7}. Seja f/ = >, ¢;X%. Entdo da igualdade anterior
segue que (I, f) = (I, f'). Consequentemente
o1(d) = deg(K[X]/I) — max{deg(K[X]/(I, f)) : f € Fa}
= deg(K[X]/I) — max{deg(K[X]/(I, f)) : f € Fxa}-

Ou seja, conseguimos reduzir ainda mais os elementos onde a distancia minima sera atingida.
Além disso, pela propriedade do resto tinico das bases de Grobner, temos também que

Fit O Fig#o.

Com esta simplificacao, se K = F, ¢ um corpo finito, entao o nimero de polinémios padrao
de grau d em K[z, z1,...,2,] € N9 — 1 onde N é o nimero de monomios padrao de grau d.
Dessa forma, para pequenos valores de N e ¢ conseguimos calcular d;(d). Note que para que o
valor N seja pequeno, o numero de variaveis e o natural d devem ser pequenos.

3.3 Cotas Superiores

Para encontrar cotas superiores para dy(d) ¢ relativamente facil: de fato, como estamos tra-
balhando com os polindmios do conjunto Fy = {f € K[X],: f ¢ I e (I : f) # I}, um jeito
natural de obter cotas superiores para d;(d) é restringir F,. Em particular, podemos restringir
F~.a- Denotando F_, ; C F. 4 obtemos que

max{deg(K[X]/(1, f)) : f € FL 4} < max{deg(K[X]/(L, f)) : f € Fxa}
donde
dr(d) = deg(K[X]/I) — max{deg(K[X]/(I, ) : f € Fxa}
< deg(K[X]/I) — max{deg(K[X]/(I, f)) : [ € FL 4} = 0;(d).

Ou seja, 07(d)’ é uma cota superior para d;(d). Em geral utiliza-se o conjunto

= {szAiX‘“:fyéo,)\ie{o,l}e([:f);él}

onde estamos considerando A ([)y = {X%, ..., X% }.

3.4 Cotas Inferiores com a Funcao Pegada de [

A simplificacao do conjunto Fy que fizemos no inicio do capitulo é apenas o comeco do nosso
trabalho. No entanto, ja deixa evidente que a pegada de um ideal é um bom caminho na
procura das cotas inferiores. Adiante ficara claro o motivo pelo qual vamos definir a seguinte
funcao auxiliar:

Definigao 3.2 A func¢do fp;(d) : N — Z dada por

Fpi(d) = { deg(K[X]/T) — maX{deg (%) X% e A<(])d} se AL(1)y # @,
deg(K[X]/T) se A(I)a = 2.

¢ chamada de funcao pegada de I.
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O motivo pelo qual definicao a funcao pegada de I que é uma simplificacao da funcao
distancia minima € o seguinte lema:

Lema 3.1 Seja I C K[X] um ideal nao misturado. Se f € K[ X] é um polinémio homogéneo e
(I:f)+#1, entao

deg(K[X]/(1, f)) < deg(K[X]/(LM(I), LM(f))) < deg(K[X]/I)
e vale deg(K[X]/(I, f)) < deg(K[X]/I) se I € radical e nao misturado com f ¢ I.

Demonstracao.

Para simplificar a escrita desta demonstragao denotaremos L = (LM (I), LM(f)). Primeiro
vamos mostrar que as dimensoes de Krull de K[X]/I, K[X]/(I, f) e K[X]/L sao iguais.

Seja f um divisor de zero em K[X]/I. Entao existe um primo associado P de I tal que
f € P. Como I é nao misturado segue que ht(P) = ht(I). Pelo teorema 1.12 sabemos
que dim(K[X]/I) = dim(K[X]) — ht(I) para todo ideal I C K[X]. Entao dim(K[X]/P) =
dim(K[X]/I) e dai,

I C (I, f)cP=KX]/I>KX]/If) >K
- an () cam (55 2 0m ()
)

f
K[X K[X
Por outro lado, sabemos que as fungbes de Hilbert de I e LM (1) sdo iguais, assim como as
fungoes de Hilbert de P e LM (P), logo

dim(K[X]/(LM(I))) = dim((LM(I))) = dim(I) = dim(P) = dim((LM (P))) = dim(K[X]/(LM (P))).
Finalmente, (LM (I)) C L C (LM(P)) implica que ht(I) < ht(L) < ht(P). No entanto,

ht(I) = ht(P) donde ht(I) = ht(L) e dai dim(K[X]/L) = dim(K[X]/I).
Agora observe que se a dimensao de Krull de I é zero, entao como I é nao misturado segue

do lema 2.4 que ht(I) = ht({I, f)) consequentemente dim(K[X]/I) = dim(K[X]/(I, f)) e dai,
pela defini¢ao do grau de um ideal temos que

deg(K[X]/(L, f)) = deg(K[X]/L) = deg(K[X]/I).

Assim, se dim(I) > 0, entdo com o primeiro passo demonstramos que os polinomios de
Hilbert de I, L e (I, f) possuem o mesmo grau. Agora vamos demonstrar a desigualdade do
enunciado deste lema. Seja G = {¢1,...,¢,} uma base de Groébner de I. Entao (I, f) =
(GUA{f}) edai

AL, f)) € A(LM(g1), - -, LM(gy), LM(f)) = A(LM(I), LM(f)) = A(L) C A(G) = A(D),

ou seja, A((I, f)) € A(L) C A(I). Pela relacao entre a fungao de Hilbert e a pegada de um
ideal temos que Hs s (d) < Hp(d) < H(d). Mas estes trés polindmios possuem o mesmo grau
k = dim(K[X]/I), portanto

. (Hup(d) _ (Hi(d) . ((H(d)
! ZEIEY < gy <kl .
kdllr?o( dk Sk m o\ g ) SR

Em outras palavras,

deg(K[X]/(I, f)) < deg(K[X]/L) < deg(K[X]/I).

Para concluir a demonstracao, note que se I é um ideal radical nao misturado, entao I é a
intersecao de seus primos associados, e nesse caso, f ¢ I significa que existe um primo associado
de I tal que f ¢ P. E pelo lema 2.4, segue que deg(K[X]/(I, f)) < deg(K[X]/I).
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Deste lema vamos obter duas informagcoes importantes. A primeira delas é uma cota superior
para o numero de pontos da variedade de um polinémio em um subconjunto finito X C P".

Corolario 3.1 Sejam X C P" e I[(X) C K[X] o0 ideal de X. Se 0 # f € K[X] é homogéneo e
(I(X): f) # I(X), entdo

K[X] ) K[X]
<I<X>,f>) < deg <<LM<I<X>>,LM<f>>
e deg(K[X]/(I(X), f)) < deg(K[X]/T(X)) se f ¢ I(X).

V()] = deg ( ) < deg(K[X]/I(X)),

Demonstracao.
Basta aplicar o lema anterior ao lema 2.5.

A segunda é a ideia por tras da definicao da funcao pegada de I: se I C K[X] é um ideal
nao misturado, entao dado f € K[X],\I tal que (I : f) # I, temos que o lider monomial de f
estd em LM(f) = X* e AL(I)4, e pelo lema anterior segue que

deg(K[X]/(LM (), X*)) > deg(K[X]/(/, f))
donde,
fpi(d) = deg(K[X)/1) — max { deg (rapiniaesy ) : X7 € A<D f
< deg(K[X]/I) — max { deg %) (fe ]—}7(1}
= 07(d).

Ou seja, a funcao pegada de I fornece uma boa cota inferior para a fungao distancia minima
de I. Infelizmente sem outras condicoes sobre I a funcao pegada de I pode nao fornecer uma
boa cota inferior. Com efeito, fp; pode assumir valores negativos (veja exemplo 7.3 de [8]).
Vamos em busca de uma condi¢ao para melhorar esta cota inferior.

3.5 Aperfeicoando as Cotas Inferiores

Teorema 3.2 Seja I C K[X] um ideal nao misturado com dimg (1) > 1 tal que as varidveis x;
sao divisoras de zero em K[X]/I para todo i € {1,...,n}. Entao para todo 1 < d € Z valem:

i) Fa={feKX],: f¢ 1,(I:[)#1} #2.
i) or(d) > fpi(d).
i) deg (7% ) < deg (v ) < deg (7).
w) fpi(d) = 0.

v) 6;(d) > 6;(d+1) > 0.

vi) Se I é radical e seus primos associados sao gerados por polinomios homogéneos de grau
um, entao existe um inteiro r > 1 tal que

5](1) > (5[(2) > e > 5[(T) = 5[(60 =1

sempre que d > 1.
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Demonstracao.

[i] Fixado d € N, como dim(K[X]/I) > 1, existe uma varidvel z; tal que ¢ ¢ I para algum
j€{1,...,n}. Por hipétese, = ¢ um divisor de zero em K[X]/I, isto é, existe g € K[X]\I tal
que z§ - g € I, ou seja, (I : z9) # I. Portanto z§ € Fy.

[ii] Por hipdtese I é um ideal ndo misturado e pelo item anterior F,; # &, logo F~ 4 é nao
vazio e sob estas condigoes ja demonstramos que 67(d) > fp;(d).

[iii] Basta observar que cada elemento X € AL([]), satisfaz as condi¢bes do lema anterior.

[iv] Pelo item anterior, para todo X € AL(I)y, temos que deg(K[X]|/(LM(I),X*)) <
deg(K[X]/I) donde

fpi(d) = deg(K[X]/I) — max{deg(K[X]/(LM(I), X)) : X* € A(I)a} = 0.

[v] A demonstragao deste item pode ser encontrada no teorema 4.5 de [8]. Nao faremos a
demonstracao pois a mesma utiliza resultados sobre sequéncias exatas e sua relagao com fungoes
de Hilbert e tal teoria nao foi discutida neste texto.

[vi] Suponha que I seja um ideal radical. Como I é nao misturado, dado f € F; temos que
deg(K[X]/(I, f)) < deg(K[X]/I) pelo lema anterior. Dai, pelo item [i] obtemos que

0r(d) = deg(K[X]/I) — max{deg(K[X]/(I, [)) : f € Fa} = 1.

Se d7(d) = 1 para todo natural d, entdo nao ha nada a fazer. Seja 0 < d € N um natural
tal que 07(d) > 1. Pelo item [v] temos que d;(d) > §;(d + 1), entdo ¢ suficiente demonstrar que
d7(d) > 6;(d+1). Como Fy # @, F<q4 # @ e portanto podemos escolher F' € Fy tal que f ¢ I,
(I:F)#Te

deg(K[X]/(I, F)) = max{deg(K[X]/(, F)) : f € K[X],\I, (I : F) # I}.

Sejam Py, ..., P, os primos associados de I. Como F ¢ [ C P,N---N P, Entao, pelo lema
2.4 obtemos que

0r(d) = deg(K[X]/I) — deg(K[X]/(I, I})
= 2.ty deg(K[X]/P)) = 3 pep, deg(K[X]/P) > 2,

pois por hipétese §;(d) > 1. Entao existem Py, # P; primos associados de [ tais que F' ¢ P,UP;.
Utilizando a hipétese que os primos associados de [ sao gerados por polinomios homogéneos de
grau um, podemos tomar um polinémio homogéneo h € P\ P; de grau um. Assim, hF € Py
e hF' ¢ P; porque P; é um ideal primo. Segue que hF ¢ I e como F' é um divisor de zero de
K[X]/I, segue que hF' também é um divisor de zero do quociente. Portanto, novamente pelo
lema 2.4, obtemos que

deg(K[X]/(I, F)) = Y deg(K[X]/P,) < ) deg(K[X]/P,) = deg(K[X]/(I, hF)).

FePp; hFeP;

Por construcao, deg(K[X]/(I, F')) = max{deg(K[X]/(I, F)) : f € K[X],\I,({ : F') # I}, entao
a inequagao acima implica que d;(d) > ;(d + 1).

Antes de concluir o capitulo com um exemplo, temos um coroldrio que resume 0 nosso
objetivo ao longo de todo este trabalho.
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Corolario 3.2 Sejam K um corpo e X um subconjunto finito de P*. Se x; é um divisor de
zero de K[X]/I(X) para todo i € {0,...,n}, entdo

dx(d) = d10x0)(d) = fpix)(d) = 1
para todo natural d > 1.

Demonstracao.
Pelo lema 1.15 obtemos que (X ) é um ideal nao misturado, entao basta utilizar os teoremas
25e3.2.

Exemplo: Seja X um subconjunto de P? parametrizado por xgx1, 122, Tox3 € Toxs sobre o
corpo F3. Temos que

d 17273
IX] 16 16|16

Hx(d) | 4 [ 9 |16
ox(d) | 9 14| 1
foixy || 6] 3 |1

Este exemplo foi feito computacionalmente e seu cédigo pode ser encontrado no exemplo
7.2 de [8]. Observe que a fungao pegada de I(X) pode fornecer uma boa cota inferior, prin-
cipalmente nas condigoes do teorema anterior. Este exemplo também demonstra que todo o
nosso trabalho e desenvolvimento tedrico tem aplicagoes boas na teoria dos cédigos projetivos
de tipo Reed-Muller.
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