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ATAÍDES, I. F.; Estrutura da Superfície Livre de um Filme Líquido Escoando sobre 
uma Placa Plana Vertical: Fenômeno do Flooding, Uberlândia, 1994, 135 p.

RESUMO: O fenômeno do fíooding, que ocorre num escoamento vertical de um 
filme líquido, sujeito a uma vazão de gás a contra-corrente, tem sido estudado a 40 
anos. A sua compreensão é muito importante para se resolver diferentes problemas 
que aparecem na Engenharia Química, na Engenharia de Petróleo e na Engenharia 
Nuclear. O flooding é um fenômeno de transição de um escoamento de um filme 
líquido a contra-corrente a um fluxo de gás, para um filme co-corrente. Realizou-se, 
neste estudo, um modelamento numérico que possibilita determinar, com precisão, 
este ponto de transição da configuração do escoamento. Apresenta-se, no primeiro 
capítulo, um abrangente apanhado bibliográfico a respeito do fíooding, a fim de 
obter informações sobre os diferentes critérios utilizados no estudo do fenômeno, 
para caracterizar o ponto de transição, além de levantar as influências das 
características geométricas e das propriedades do escoamento como também fluido. 
No segundo capítulo, procede-se a formulação matemática para um escoamento 
de um filme líquido sobre uma parede plana vertical, a contra-corrente a um 
escoamento de um gás. Nesta formulação, aplica-se as equações de conservação 
para um escoamento bidimensional e isotérmico. Utilizando o teorema dos PI de 
Vashy-Buckingham, faz-se uma minuciosa análise dimensional, a fim de obter 
parâmetros que possibilitem estabelecer uma análise assintótica para as equações 
adimensionais e reduzir um conjunto de EDP's a uma única EDP, referente à 
espessura do filme líquido. No capítulo 3, a EDP referente a espessura do filme 
líquido é decomposta em uma equação não-linear para o problema permanente e 
outra, linear, referente ao problema transiente. Na solução da EDP para o problema 
permanente, aplica-se o método espectral, considerando-se especificamente o 
método da colocação de Chebyshev para a sua discretização. Em seguida, estuda-se 
o problema transiente, realizando-se uma análise de instabilidade temporal, a fim 
de obter o ponto de transição do escoamento, através de uma análise sobre o 
comportamento das velocidades de onda no plano complexo. No capítulo 4, 
apresenta-se os resultados referentes ao estudo descrito nos capítulos precedentes. 
Estes resultados são apresentados nos padrões existentes na literatura; isto é, uma 
carta de transição de escoamento contra-corrente para co-corrente. Esta carta é 
apresentada relacionando a velocidade superficial do líquido versus a velocidade 
superficial do gás. Estes resultados concordam razoavelmente bem com os 
existentes na literatura. E por último, apresenta-se a conclusão final sobre as 
vantagens e desvantagens do estudo e proposições para a continuação da pesquisa.

ESCOAMENTO BIFÁSICO. FLOODING. TRANSIÇÃO. INSTABILIDADE.



ATAÍDES, I. F. ; The Structure of the Free Surface of a Liquid Film Over a Vertical 

Fiat Plate: The Flooding Phenomenon, Uberlândia, 1994, 135 p.

ABSTRACT: The flooding phenomenon occurs in a vertical liquid film flow with a 

gas flow in the counter-current sense. This problem has been studied during the last 

40 years. The comprehension of this kind of flow is very important for many 

practical applications. In this work, the transition phenomenon of flooding is studied 

with the aid of a semi-analytical mathematical model. A set of partial differential 
equations are reduced to a single partial differential equation, using an asymptotic 

analysis. The partial differential equation is related to the liquid film thickness. This 

equation is split in its steady-state part and its transient part. The first equation 

(steady-state) is solved with the Chebyshev spectral method and the second 

equation (transient) is solved with the aid of a stability analysis. The main results 

are related to the flooding point determination. They are presented as a function of 

the liquid velocity and gas velocity. They agree very well with the experimental 

results existing in the current literature.

TWO PHASE FLOW. FLOODING. TRANSITION. INSTABILITY.
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1. INTRODUÇÃO

Um importante apanhado bibliográfico a respeito do fenômeno denominado 

"flooding” pode ser encontrado em BIAGE [4], o qual, devido à sua forma 

consistente e clara, será aqui resumida. Biage (1989) mostra, concisamente, a 
evolução no estudo do fenômeno flooding, fazendo um apanhado dos pontos 

enfocados nas mais importantes pesquisas dos últimos anos.

No final deste capítulo, será apresentado um resumo gerai que finaliza com 

o conceito do flooding adotado neste trabalho.

1.1. FLOODING. CONSIDERAÇÕES GERAIS

O fenômeno do flooding, que ocorre num escoamento vertical de um filme 

líquido, sujeito a uma vazão de gás a contra-corrente, tem sido estudado a 40 anos. 

A compreensão deste fenômeno é muito importante para se resolver diferentes 

problemas que aparecem na Engenharia Química, Engenharia de Petróleo ou na 

Engenharia Nuclear.

O escoamento de um filme líquido sobre a parede de um canal, na presença 

de um gás escoando a contra-corrente, pode existir somente para um intervalo de 

vazões de gás abaixo de um certo limite, para uma vazão de líquido fixa. Acima 

deste limite, experimenta-se uma forte diminuição da vazão de líquido descendente 

sob forma de filme. O conjunto composto pela vazão de gás crítica, mais a vazão 

de líquido que corresponde a esta limitação, é considerada definição do que se 

denomina o Ponto de Flooding.

O escoamento a contra-corrente entre um gás e um líquido pode apresentar 

três configurações (Taitel e Barnea, 1983):

ra escoamento sob forma de filme

bi escoamento sob forma de bolhas

ra escoamento sob forma de pistões de líquido, constituído de uma longa bolha 

de Taylor separando estes pistões.

O escoamento sob forma de filme é aquele que pode existir dentro de um 
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amplo intervalo de vazões de líquido e de gás, com uma grande diferença de 

pressão entre as extremidades de entrada e saída de líquido. Por este fato, esta é 

a forma mais comum entre os escoamentos a contra-corrente.
O fíooding, em um escoamento sob forma de filme, é estudado através de 

dois tipos de geometria representadas na Fig. 1.1. Na primeira geometria, o líquido 
é introduzido por intermédio de um reservatório, na extremidade superior do canal, 

enquanto que na segunda, o líquido é injetado por meio de uma porção de parede 

porosa, situada entre as extremidades do conduto.

Num escoamento sob forma de filme, o termo fíooding é utilizado para 

descrever vários aspectos da transição de um escoamento a contra-corrente para 

um escoamento co-corrente. Os vários critérios propostos para caracterizar esta 

transição são: a manutenção de um filme suspenso, o desencadeamento do 

processo de dispersão de gotículas, formação de uma ponte ou de um pistão de 

líquido através do canal, a existência de uma configuração de escoamento caótico, 

e o aumento brutal do gradiente de pressão na seção de ensaio.

Em consequência, os valores das vazões de gás e líquido, correspondentes 

ao ponto de fíooding, diferem e as correlações empíricas ou os modelos teóricos 

desenvolvidos não concordam.

Um outro fator que contribui para a dispersão dos resultados experimentais 

é a utilização de diferentes tipos de geometria de injeção e de extração do gás e do 

líquido. A Fig. 1.2 mostra as principais geometrias de injeção de líquido e de gás 

empregadas.

Uma grande parte das pesquisas sobre os escoamentos, sob forma de filme 

a contra-corrente, realizadas até aqui, têm como alvo principal o estudo das 

influências das propriedades dos fluidos e das geometrias experimentais (diâmetros, 

comprimento do conduto, mecanismos de injeção e extração de líquido, etc). 

Somente algumas poucas trataram do comportamento do fluxo antes e após o 

fíooding, a fim de melhor explicar a causa e o mecanismo da transição. De fato, 

após vários anos de estudos, o mecanismo do fíooding é ainda obscuro. Assim, 

segundo os pesquisadores, o comportamento da interface gás-líquido, antes e 

depois do fíooding, é descrito de maneira completamente contraditória. Além disso, 

os fenômenos de arrastamento e deposição de gotículas ainda não foram estudados 
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em escoamentos sob forma de filme a contra-corrente.

Faz-se necessário reforçar que, neste capítulo, examina-se a evolução das 

pesquisas existentes, tratando das descrições dos fenômenos.

Figura 1.1 - Tipos de sistema experimental: (a) Sistema com injeção de líquido através de um

reservatório; (b) Sistema com injeção através de parede porosa.

EXTREMIDADE 
SUPERIOR

EXTREMIDADE
INFERIOR

Figura 1.2 - Principais geometrias de injeção e extração de líquido
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1.2. OS ESCOAMENTOS A CONTRA-CORRENTE GÁS-LÍQUIDO E O FENÔMENO 
DO FLOODING

Este item apresenta um resumo das principais publicações contidas na 
literatura especializada a respeito do comportamento da interface gás-líquido de um 
escoamento a contra-corrente. As características dos sistemas experimentais, 

utilizados nos respectivos estudos, são apresentadas na Tabela 1.1.

Segundo Wallis (1962 a,b), antes do fíooding, a interface pode apresentar 

uma configuração caótica, de forma que as ondas de perturbação se propagam da 

parte inferior na direção da parte superior do tubo. Isto ocasiona uma diminuição da 

vazão de líquido extraído abaixo da vazão de líquido injetado. Quando do fíooding, 

o autor observou, primeiro, a presença de pontes e, num estágio posterior, a 

presença de pistões de líquido. No primeiro trabalho (Wallis, 1962 a), o autor define 

o fíooding pela presença de pontes de líquido. No trabalho seguinte (Wallis, 1962 

b), define-se o ponto de fíooding como aquele onde o filme líquido se afila (ou 

adelgaça) na subida dentro do tubo, deixando seca uma parte deste, abaixo da zona 
de injeção (manutenção do filme suspenso).

Hewitt e Wallis (1963) estudaram o fenômeno do fíooding num sistema com 

injeção de líquido através de uma parede porosa. Observou-se que, antes do 

fíooding, a interface gás-líquido torna-se lisa ou apresenta uma aparência 

ligeiramente ondulada. Momentos antes do fíooding, a superfície do filme líquido 

apresenta-se com fortes intumescências em equilíbrio. Quando do fíooding, estas 

intumescências estouram e a água é enviada na direção da extremidade superior do 

tubo. Neste momento, o filme líquido torna-se caótico por toda parte e grandes 

ondas de perturbação, deslocando-se sob forma de esteira, aparecem na superfície 

do filme. Concluiu-se que o fíooding resulta de um brusco processo, provavelmente, 

associado ao rápido crescimento de uma onda sobre a superfície do filme líquido, 

ao invés de um retro-arrastamento do fluxo de líquido sob o efeito do cisalhamento 

interfacial, como proposto por Wallis (1962, b).

Shearer e Davidson (1965) constataram que o fíooding aparece em duas 

posições diferentes, de acordo com a vazão de líquido. Para uma vazão considerada 

fraca (J,"1'2 < 0,4), o fíooding é caracterizado por uma ponte líquida numa zona 



próxima da extração. Para uma elevada vazão (J|’1/2 > 0,6), a ponte aparece numa 

zona próxima da injeção.
Clift e outros (1966) observaram que, para uma velocidade do gás inferior 

àquela quando do flooding, o filme líquido é perturbado por ondas que tornam-se 
visíveis um pouco abaixo do ponto de injeção do líquido. As amplitudes destas 
ondas aumentam à medida que elas se deslocam na direção da parte inferior do 

tubo. Para uma velocidade do gás mais próxima daquela referente ao flooding, estas 

ondas crescem em amplitude e o ponto de aparecimento destas se aproxima da 

entrada do líquido. Para um grande número de Reynolds do filme líquido, as ondas 

descritas anteriormente são substituídas por ondulações menores e aleatórias. 

Quando do flooding, as ondas sobre o filme líquido tornam-se suficientemente 
grandes para formar as pontes ou os pistões de líquido. Estas pontes são dispersas 
sob forma de gotículas as quais são arrastadas pelo escoamento do gás.

Pushkina e Sorokin (1969) também estudaram o fenômeno flooding, 

utilizando os dois tipos de mecanismos de injeção de líquido: a parede porosa e o 

reservatório. O ponto de flooding é suposto atingido quando uma parte do líquido 

é descendente sob forma de filme e a outra ascendente sob forma de gotículas, 

dentro do meio gasoso. Se for usada a parede porosa como mecanismo de injeção, 

as gotículas arrastadas pelo escoamento de gás se depositam sobre a parede do 

tubo, acima da zona de injeção de líquido, formando um filme que escoa na direção 

desta região de injeção. Para uma velocidade de gás superior àquela quando do 

flooding (segundo a definição de flooding utilizada aqui), o filme líquido, antes 

descendente, irá subir na direção da extremidade superior do tubo. Esta 

configuração é considerada pelos autores como o limite superior do flooding.

Tobilevich e outros (1968) observaram, para um sistema água-ar, que 

gotículas eram dispersas para uma velocidade de gás superior a 10 m/s. Quando a 

velocidade do gás atinge o valor de 15 m/s, produz-se o fenômeno de retro- 

arrastamento do filme líquido. Quando o líquido era uma mistura água-açúcar (mais 

viscoso do que a água somente), os autores observaram, que numa velocidade da 

ordem de 6,5 m/s, as ondas circulares se deslocam na direção da parte superior do 

tubo, ao longo do filme líquido, o qual escoa na direção da parte inferior deste. 

Quando a velocidade do gás aumenta, a amplitude das ondas cresce e, finalmente. 



o escoamento a contra-corrente se transforma em um escoamento co-corrente.
Até 1969, observou-se que as descrições do mecanismo de flooding, 

apresentadas pelos investigadores citados, podem ser classificadas em duas 

categorias: (i) formação de uma ponte de líquido através do conduto, devido ao 
forte crescimento de uma onda sobre a superfície do filme; (ii) retro-arrastamento 

do filme líquido (filme suspenso), o que caracteriza o fim do processo de transição.

O primeiro mecanismo possibilitou o desenvolvimento de várias teorias a 

respeito do fíooding. Pode-se citar: Shearer e Davidson (1965), Jameson e 

Cetinbudaldar (1969), Imüra e outros (1977), McQuillan e outros (1985), Bachir 

(1987), etc.

O segundo mecanismo também conduz a uma outra série de modelizações 

teóricas e empíricas a respeito do fíooding. Pode-se citar: Wallis e Makkenchery 

(1974), Wallis e Kuo (1976), Eichhorn (1980), Mishima e Nishihara (1980).

Stainthorp e Batt (1967) introduziram um novo ponto de vista a respeito do 

fíooding e, em particular, sobre a evolução da estrutura da interface gás-líquido. 

Estes autores mediram a amplitude, a frequência e a velocidade de ondas num 

escoamento anular a contra-corrente. Eles constataram uma estrutura de interface 

gás-líquido similar àquela descrita por Stainthop e Allen (1965), que estudaram, 

anteriormente, a estrutura de um filme líquido, escoando sobre a parede de um tubo 

vertical, na ausência de escoamento de gás a contra-corrente. Esta estrutura é 

composta por várias regiões:

h Uma região de filme praticamente liso, compreendida entre a injeção e 

o ponto de aparição visual das ondas.

e Uma região estreita formada por ondas regulares que tendem a tornar-se 

sinusoidais.

is Uma região extensa, onde as amplitudes das ondas crescem rapidamente 
e suas formas se modificam.

n Uma última região, em que as ondas parecem ser ondas solitárias 

subsistentes das ondulações do substrato.

Os autores constataram também que a taxa de crescimento das ondas 



(variação da amplitude de onda em função da variação da velocidade do gás), é 

muito maior na zona próxima à injeção do filme líquido do que na zona próxima de 

sua extração. Eles observaram ondas de grande amplitude (= 0,4 mm) na zona 

intermediária, mas sem possibilidade de formarem pontes sobre o conduto, cujo 

diâmetro era de 34,5 mm. A medida de velocidade de ondas não mostrou a 
presença de ondas ascendentes sobre a superfície do filme líquido.

Suzuki e Ueda (1977) observaram a seguinte estrutura da interface do filme 

líquido: à proporção que a velocidade do gás aumenta, a amplitude das ondas 

também aumenta. Uma onda de grande amplitude se forma próxima da extremidade 

inferior da seção de ensaio. Logo que a amplitude desta onda atinge um certo valor, 

ela começa a se alongar na direção circunferencial. A crista desta onda é então 

dispersa sob forma de gotículas. A onda e as gotículas são arrastadas na direção 

da parte superior do tubo, pelo escoamento do gás. Quando esta onda chega ao 

nível da injeção de líquido, o filme torna-se fortemente perturbado. Uma parte do 

líquido sobe, em forma de filme, na direção da extremidade superior do tubo e uma 
outra parte continua na descendente. Para uma velocidade ainda maior, todo o 

líquido sobe, na forma de filme, em direção à parte superior do tubo.

As observações destes autores introduzem uma nova questão sobre o 

mecanismo do flooding, Elas tendem provar que este fenômeno resulta da subida 

de uma onda, ao invés da formação de ponte, pelo líquido, no conduto.

Dukler e Smith (1979) afirmaram que, dependendo da vazão de líquido, há 

três mecanismos que conduzem ao flooding-.

h CASO I : baixa vazão de líquido (Re, = 310 e Re, = 776);

13 CASO II : elevada vazão de líquido (Re, = 3105);

0 CASO III: vazão de líquido intermediária(Re,= 1552).

Para uma baixa vazão de líquido (CASO I), a estrutura da interface gás- 

líquido praticamente não se modifica antes que a velocidade do gás tenha atingido 

uma velocidade próxima daquela correspondente ao flooding. Próximo do flooding, 

a amplitude de uma onda, situada logo abaixo da injeção do líquido, cresce 

rapidamente. Pequenas gotículas se depositam sobre a parede interna do tubo. 
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logo acima da injeção, onde se constata um aumento da perda de pressão. Quando 

do flooding, todo o filme líquido é perturbado. Produz-se um brusco aumento do 

arrastamento de gotículas e as ondas se formam sobre ele. Estas ondas se 
deslocam na direção da parte superior do tubo, ultrapassando a região de injeção 
do líquido. Neste momento, constata-se uma considerável perda ,de pressão 

generalizada dentro do tubo. Um filme bastante perturbado apresenta-se acima da 

zona de injeção de líquido. A espessura média do filme descendente aumenta por 

causa da formação de ondas estacionárias sobre a sua superfície. Conclui-se que, 

para o CASO I:

ei 0 flooding é produzido próximo da injeção do líquido por causa do 

crescimento de ondas estacionárias.

ra Nenhuma onda forma uma ponte antes e depois do flooding.

Para o CASO II, as características do escoamento são as seguintes:

h Quando a velocidade do gás é nula, o filme líquido é liso próximo da zona de 

injeção e ondulado próximo da zona de extração do líquido.

ra Quando a velocidade do gás se aproxima daquela quando do flooding, as 

gotículas são arrastadas pelo meio gasoso. Estas são depositadas sobre a 

parede interna do tubo, acima da injeção, formando um filme líquido delgado 

que torna a descer na direção desta zona de injeção.

ei Quando a velocidade do gás se aproxima ainda mais daquela quando do 

flooding, o filme líquido parece perturbado numa faixa de, aproximadamente, 

quinze centímetros abaixo da zona de injeção. As amplitudes das ondas 

formadas nesta região permanecem constantes e são caracterizadas pelo 

arrastamento de gotículas.

ra Quando do flooding, nenhuma onda estacionária se forma sobre o filme 

líquido.

Para uma vazão de líquido intermediária (CASO III), o flooding se apresenta 

da mesma maneira que no CASO II. No ponto de flooding, a estrutura das ondas 



sobre o filme líquido não se modifica muito, exceto dentro de uma zona de, 

aproximadamente, quinze centímetros abaixo de sua zona de injeção. Nesta região, 

a configuração do escoamento é extremamente caótica. Os autores observaram a 

presença de uma grande onda, cuja crista é dispersa sob forma de gotículas.
Barathan e outros (1978), utilizando o sistema de injeção através de 

reservatório, descobriram que a estrutura da interface gás-líquido poderá ser 

caracterizada por três regimes diferentes, segundo os valores das tensões de 

cisalhamento interfacial e de cisalhamento na parede:

ei Quando o cisalhamento interfacial é desprezível em relação ao cisalhamento 

na parede, a vazão de líquido injetado desce sob a forma de um filme liso, 

sem ser perturbado pela vazão de gás ao longo do tubo. Este é o chamado 

regime liso.
ra Quando o cisalhamento interfacial é muito maior que o cisalhamento na 

parede, a interface gás-líquido apresenta uma configuração perturbada e 

ondulada ao longo do tubo. A vazão de líquido extraida é muito menor do 

que a injetada. O filme torna-se mais espesso e ondulado, ocasionando um 

aumento do cisalhamento interfacial. Este é o chamado regime de filme 

rugoso.

b Existe um regime intermediário aos dois citados acima, caracterizado por um 

regime de filme liso na parte superior do tubo e um regime de filme rugoso 

na parte inferior. A descontinuidade entre as duas espessuras do filme é 

instável e pode oscilar dentro do tubo.

ra Finalmente, uma situação onde o filme líquido é arrastado na direção da pfe 

superior do tubo, graças a uma vazão de gás elevada. Nesta situação, a 

parede, na parte inferior do tubo, torna-se seca.

Whalley e McQuillan (1985) analisaram a hipótese segundo a qual o 

fenômeno de fíooding ocorre devido ao crescimeto de uma onda sobre a superfície 

do filme líquido. Por isto, eles geraram as ondas sobre o filme através de injeção 

pontual de líquido e observaram o comportamento da interface. Estas ondas foram 

geradas em vários pontos entre a injeção e a extração do líquido. Os autores 
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utilizaram dois procedimentos de injeção de ondas: ou uma única onda, ou várias 

ondas. A influência destas ondas sobre o comportamento da interface foi estudado 

para duas vazões de líquido: uma considerada baixa (37,8 g/s) e outra considerada 

elevada (88,2 g/s).
Os resultados experimentais obtidos, com a injeção de uma onda única, 

confirmam a hipótese de crescimento da onda até a amplitude crítica. As 

observações podem se resumir em:

n A perturbação do filme é provocada pela onda injetada.

n É possível desencadear o fíooding, através da geração de uma onda dentro 

do filme líquido, quando a vazão de gás é bastante próxima daquela 
correspondente ao fíooding.

ra A geração da onda na extremidade superior do tubo é mais susceptível de 

provocar o fíooding do que a geração no centro ou na parte inferior.

Os resultados experimentais, correspondentes à situação em que várias 

ondas são injetadas no filme, mostram que esta injeção de ondas provoca o fíooding 

para uma vazão de gás inferior àquela para a qual este é produzido sem a injeção 

de ondas. Isto não é verdadeiro se a frequência de injeção for inferior a 1 Hz.

Maron e Dukler (1984) basearam-se nas observações de Dukler e Smith 

(1979), como também nas de outros investigadores, para conceituar o fíooding 

dentro de dois tipos de sistemas experimentais. Para o sistema com injeção feita 

através de reservatório, o fíooding é definido como um brusco crescimento da 

ondulação da superfície do filme, acompanhado pela dispersão de gotículas. Para 

o sistema com injeção através de parede porosa, o fíooding é definido pela 

existência de um filme líquido ascendente, acima da zona de injeção. Os autores 

confirmam que o fíooding é sempre acompanhado por um brusco aumento da perda 

de pressão.

Muito recentemente, Zabaras e Dukler (1988) mediram a espessura do filme, 

o gradiente de pressão e o atrito na parede. Foi constatado que próximo da zona de 

injeção do líquido, para uma velocidade de gás inferior àquela quando do fíooding, 

a superfície do filme é lisa ou geralmente coberta por ondas capilares. Quando a 
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velocidade do gás está próxima daquela quando do fíooding, a amplitude das ondas 

aumenta fortemente nesta região. Na região próxima da zona de extração do líquido, 

a amplitude das ondas, quando do fíooding, aumenta geralmente de maneira 

contínua, ao mesmo tempo em que a velocidade do gás aumenta de maneira 

descontínua. Os autores ainda determinaram a espessura máxima do filme. Esta não 

é jamais superior a 20% do raio do tubo. Em consequência, eles concluiram que o 

mecanismo do fíooding, baseado no crescimento de uma onda até a formação de 

uma ponte de líquido, não pode existir. Os autores determinaram igualmente a 
velocidade das ondas, por tratamento estatístico da espessura do filme 
instatâneo. Eles mostram, por meio de seus resultados, que a velocidade das 

ondas muda pouco antes do fíooding, mas diminui no ponto de fíooding. Esta 

diminuição parece ser devido ao decréscimo da vazão de líquido descendente. 

Os autores não constataram a presença de ondas ascendentes dentro do tubo. Em 

consequência, estimam que o fíooding não foi provocado pelo aparecimento de 

uma onda estacionária ascendente no canal. Segundo os autores, o mecanismo do 

fíooding é controlado pelo escoamento à altura da zona de injeção do líquido. Isto 

se passa numa posição mais distante da injeção e não é um simples efeito do 
escoamento do gás a contra-corrente ao filme líquido.

1.3. O EFEITO DO COMPRIMENTO DO CONDUTO

O efeito do comprimento do conduto foi estudado por Hewitt e outros 

(1965), Hewitt (1977), Suzuki e Ueda (1977), Sudo e Ohnuki (1984), Whalley e 

McQuillan (1985) e Zabaras e Dukler (1988). A influência do comprimento do 

conduto sobre o fíooding é complexo e os resultados são algumas vezes 

contraditórios. Hewitt e outros(1965) observaram, para certa geometria, que a 

velocidade do fíooding decresce com o aumento do comprimento do conduto. Em 

seguida o mesmo Hewitt (1977) encontrou que, para uma outra geomentria, a 

velocidade do fíooding depende pouco do comprimento do conduto. Suzuki e Ueda 

(1977) encontraram resultados similares aos obtidos por Hewitt (1977). Estes 

autores constataram que o comprimento do canal exerce uma influência mais 



significativa sobre a velocidade de flooding, para velocidades superficiais, do filme 

líquido, mais elevadas. Além disso, eles constataram que o efeito do comprimento 

do canal tende a diminuir quando o líquido é mais viscoso. Sudo e Ohnuki (1984) 

concluiram que a velocidade do flooding cresce com o comprimento do canal para 

comprimentos muito pequenos (entre 3 e 50 mm) e que esta velocidade decresce 
com o comprimento para os comprimentos médios (entre 50 e 250 mm). Zabaras 

e Dukler (1988) verificaram que o comprimento do conduto não apresenta 

praticamente nenhum efeito sobre a velocidade do flooding. Taitel e Barnea 

(1982) indicam que o efeito do comprimento do conduto vem de variações do atrito 

interfacial, que depende da geometria do canal (diâmetro e comprimento). Maron 

e Dukler (1984) indicam que o efeito do comprimento é devido ao mecanismo de 

depósito de gotículas sobre o filme líquido. Se o comprimento do conduto é 

aumentado, a chegada de gotículas acima da injeção do líquido torna-se difícil. A 
deposição se faz, sobre o filme líquido, abaixo da injeção, o que ocasiona uma 

diminuição da velocidade do flooding. Whalley e McQuillan (1985) indicam que a 

influência do comprimento do conduto está de acordo com a teoria a qual surgere 

que o flooding é provocado pelo crescimento de uma onda até uma amplitude 

limite. Segundo os autores, para vazões de gás e de líquido fixas, a taxa de 

crescimento de uma onda é independente do comprimento do conduto, mas a 

distância entre a injeção e a posição onde uma onda atinge a amplitude máxima 

crítica, para desencadear o flooding, depende do seu comprimento. Em 

consequência, o flooding se desencadea quando o comprimento do conduto for 

suficientemente grande para permitir o crescimento de uma onda até a amplitude 

crítica.

1.4. CONCLUSÃO

Até 1969, os investigadores definiram o flooding a partir de observações 

visuais, sem medir as espessuras do filme líquido, à excessão contudo de Hewitt 

e Wallis (1963) como também de Stainthorp e Batt (1967). As duas definições 

adotadas são: ou a existência de uma ponte líquida através do conduto, ou o retro- 



arrastamento do filme líquido em direção à parte do canal, superior à injeção de 

líquido.
Porém o mecanismo de formação de ponte deve ser eliminado, como 

resultado das medições da espessura do filme líquido realizadas por Stainthorp e 
Batt (1967), Suzuki e Ueda (1977), Dukler e Smith (1979) além de Zabaras e Dukler 

(1988). O mecanismo de subida do líquido também deve ser abandonado, no que 

diz respeito à definição de fíooding, porque corresponde ao fim da transição e não 

ao seu desencadeamento.

A partir de 1977, a maioria dos autores (Suzuki e Ueda, 1977; Dukler e 

Smith, 1979; Whalíey e McQuillan, 1985; etc) apontaram como definição do 

fíooding, o início da subida de uma onda de grande amplitude. Entretanto, as 
medidas de velocidade das ondas (Stainthop e Batt, 1967 e Zabaras e Dukler, 

1988) mostram que este fenômeno parece não existir.

Enfim, outros autores ( assim como Bachir, 1987) apontaram como critério 

de desencadeamento do fíooding, dentro de seus estudos teóricos, o brusco 

aumento da amplitude de uma onda, fenômeno que seria susceptível de provocar 

a dispersão de gotículas. Entretanto as experiências (Pushkina e Sorokin, 1969; 

Zabaras e Dukler, 1988) mostram que pode muito bem haver o arrastamento de 

gotículas sem haver aumento brutal da espessura do filme.

Em conclusão, parece poderem ser eliminados quatro critérios de 

desenvolvimento do fíooding: o de formação de ponte, retro-arrastamento do filme 

líquido, elevação de uma onda de grande amplitude e, por fim, aumento brutal 

da espessura do filme.

O termo fíooding tem sido utilizado para descrever vários aspectos da 

transição entre um escoamento de um filme a contra-corrente para um escoamento 

co-corrente. Em função disso, utilizou-se várias definições do fenômeno de fíooding 

como também estabeleceu-se vários critérios para caracterizar esta transição 

(parágrafo 1.1). A definição do fíooding depende do processo de introdução do 

líquido: quer por um reservatório situado na extremidade superior do conduto, ou 

por injeção no meio da seção de ensaio, através de uma parede porosa.

Neste estudo, considerando a injeção como sendo feita através de uma 

parede porosa, a definição do fíooding é dada como sendo o ponto (par vazão de 



líquido injetado - vazão gasosa) antes do qual a totalidade do líquido escoa na 

direção da base da seção de ensaio e após o qual uma parte do líquido é arrastado 

na direção da parte superior desta seção, formando um escoamento de um filme co- 

corrente, e a outra parte continua a escoar em direção à base, a contra-corrente 

com a vazão do gás.
Esta definição dada ao flooding corresponde, na realidade, a uma transição 

na estrutura da espessura do filme líquido descendente. Esta mudança constitui um 

fato, provavelmente, mais fácil de prever numa modelização teórica.
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Tabela 1.1: Características dos sistemas experimentais, das medidas realizadas 
pelo método de visualização

AUTORES
Mecanismos 
de Injeção de 

Líquido
a) reservatório;
b) meio poroso

Medidas 
Realizadas 

(outras além)

Geometria do 
Canal 

diâmetro 
L: comprimento 

(mm)

Método de 
Visualização

Wallis 
(1962a) a -

'!> =12,7; 19,5;
25,4 e 50,80 

L = ?

visual

Wallis 
(1962b)

a - =19,5; 25,4
L = ?

visual

Hewitt e 
Wallis 

(1963)

b
- Veloc. das

ondas
- Espessura 

media

4> = 31,75
L = 903

cinemato­
gráfico (alta 

velocidade)

Shearer e 
Davidson 

(1965)
a -

£ = 38,10 
L = ?

visual

Clift e outros 
(1966)

b - $ = 63,5 
L = 1806

visual

Pushkina e 
Sorokin(1969)

a e b <!' = (entre 6 e
309)

L =2500

visual

Tobilevich e 
outros (1968)

b - $ =32,7 e 52,5 
L =2500 e 3000

visual

Stainthorp e 
Batt (1967) b

- velocidade, 
amplitude e 
frequência 
das ondas

$ = 34,5 
L = 700

visual

Suzuki e Ueda 
(1977)

b - espessura 
média

'!> =10,18 e 28,8 
L =590, 1540 e

1830

fotos (alta 
velocidade)

Dukler e 
Smith 
(1979)

b
- espessura 

média
- gradiente de 

pressão

<í> =50,8 
L =1505

visual
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(Tabela 1.1: Características dos sistemas experimentais, das medidas realizadas pelo 
| método de visualização (continuação)

AUTORES
Mecanismos de 

Injeção de 
Líquido

a) reservatório;
b) meio poroso

Medidas 
Realizadas 

(outras além)

Geometria do 
Canal 

*f>: diâmetro 
L : comprimento 

(mm)

Método de 
Visualização

i Bharathan e 
outros (1978)

a
- espessura 

média
- gradiente de 

pressão

<I> = 25 e 51 
L = 1520

visual

Whalley e 
McQuillan
(1985)

b -
# = 32
L = 500, 1000 e
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2. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO PROBLEMA

O sistema em estudo constitui-se de um filme líquido, escoando sobre uma 

placa plana vertical, submetido a um escoamento de gás a contra-corrente. A Fig. 

2.1 apresenta, esquematicamente, um conduto retangular com um sistema de 

alimentação do líquido na parte superior de uma de suas paredes e a respectiva 

descarga na parte inferior da mesma. Tanto a alimentação quanto a extração de 

líquido são feitas através de parede porosa. O líquido escoa por gravidade.

um filme líquido sobre uma paredeFigura 2.1- Escoamento de
escoamento de um gás a contra-corrente.

plana vertical submetido ao

2.7. EQUAÇÕES GOVERNANTES

As hipóteses restritivas utilizadas são as seguintes: 

(H1) O escoamento é ísotérmico

(H2) Não há mudança de fase

(H3) O escoamento é bidimensional
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(H4) Os fluidos são Newtonianos e incompressíveis
(H5) A tensão superficial é constante e constitui a única propriedade da interface 

(H6) Ausência de escorregamento na parede.

Em virtude de (H3), utiliza-se um sistema de coordenadas (x,y) como indicado 

na Fig. 2.1, ou seja, uma coordenada de fluxo longitudinal e uma coordenada 

transversal, na direção normal à parede. Despreza-se a outra coordenada 

transversal, cuja direção é ortogonal a estas duas. As componentes do vetor 

velocidade V, no líquido, serão notadas u e v nas direções x e y, respectivamente.
Devido às hipóteses levantadas anteriormente, o sistema de equações que 

rege o escoamento do filme líquido é o seguinte:

2.1.1. EM TODO O FILME LÍQUIDO

a) As Equações do Movimento (Navier-Stokes)1

1* Representa os termos dimensionais

dt* dx* dy*
-g+

P dx*
d2u* d2u*
dx*2 dy*2

= 0 (2.1)

dt* dx* dy* P dy* dx*2 dy*2
(2.2)

b) A Equação da Continuidade

ôu* + (2.3)dx* dy*



2.1.2. CONDIÇÕES DE CONTORNO

a) Condição Cinemática na Interface Gás-Líquido

v* = dh* + u*— ; y* = £*(x*, f) 
dt* dx*

(2.4)

b) Tensão Normal na Interface Gás-Líquido

[i+<
d2h*
í)y*2dx 7a* = 0

"2d-k*) 2-i 

dx*

(2.5)

em

y* = h*(x*f t*)

c) Tensão Tangencial na Interface Gás-Líquido

rhl* dv* X du*r*yx_ /£££_ + 2±—- ) -2 (tg -2p.—— 
Tg k dy* dx* dx*

dh* 
dx* (2.6)

em

y* = h*(x*, t*)

d) Velocidade do Líquido na Parede

u* = v* = 0 ; em y* = 0. (2.7)

2.2. ADIMENSIONALIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES

As Equações Diferenciais Parciais (EDP) mostradas regem o sistema

esquematizado pela Fig. 2.1. Estas EDP's deverão ser transformadas para se obter
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uma única Equação Diferencial Parcial para a espessura do filme líquido 

adimensional (h), em função da variável de comprimento adimensionalizada (x) e do 

tempo (t), também adimensionalizado. Este procedimento exige uma grande 

quantidade de manipulações matemáticas. As principais, são apresentadas em 

anexos, no final deste estudo.
O primeiro passo será a análise dimensional dos termos envolvidos neste 

sistema de equações que será objeto do Anexo I. Neste anexo encontra-se um 

importante estudo a respeito do grau de interferência de cada variável no sistema, 

traduzido pela presença do elemento perturbador e, resumindo-se numa análise de 

ordem de grandeza.
No final do Anexo I, são apresentados os grupos usados na 

adimensionalização de cada variável do sistema. A partir destes, torna-se possível 

a estruturação do Anexo II, que trata, exatamente, da adimensionalização das 
equações do sistema, constituído das equações (2.1) até a (2.7). Portanto, do 

Anexo I, obtém-se:

U* = (J2!) 3 u . = (2.8)
V V

x* = 2(22pX; y*=(22)3y; = (2.9)
8 g g e g2Q

i - 2
£*=(22)373; P* = 2 (pg) 3 (H0) 3p (2.10)

g 8

2 - 2<1 2
a* = JL (pg) 3 (pp) 3 a ; = p (2_2) 3 . (2.11)

p3 V2

Para se proceder a adimensionalização já mensionada, basta substituir estes 

parâmetros nas equações, como foi feito no Anexo II, resultando nas seguintes 

relações:
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a) Para as Equações do Movimento (Navier-Stokes):

d2u
dy2 dx + e Re(- du 

dt

dP 
dy

+ 1

b) Para a Equação da Continuidade:

du dv 
dx dy (2.14)

c) Para a Condição de Contorno Cinemática na Interface Gás-Líquido:

dt
dh

(2.15)

d) Para a Tensão Normal na Interface Gás-Líquido:

{az)2 [P2 - (a-^)2] +e{- 2az[zP2 +
dx2 1

(Pc - a2^)P z (o )2]}+

- (zo = [1
dx2

onde:

Z
3

a
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e) Para a Tensão Tangencial na Interface Gás-Líquído:

yx 
G

dh 2

+ 2 (tXX 
G + 2 Z Qh 

dx + e4 [z dh} 2] 
dx J (2.17)

f) Para as velocidades do Líquido na Parede:

U = v = 0 . (2.18)

2.3. EXPANSÃO EM SÉRIES ASSINTÓTICAS

O próximo passo será a expansão das velocidades e pressão da fase líquida 

em séries assintóticas, segundo as potências do parâmetro perturbador e Esta 
expansão será feita como se pode ver a seguir:

u - u<0) + eu(1) + e2u(2) + e3u(3)

v = + ev(1) + e2v(2) + e3v(3)

P = p(°) + eP(1) + e2P<2’ + e3P(3)

Torna-se importante salientar que o parâmetro perturbador e, definido no 

Anexo I como e = hN/L, é extremamente pequeno. O numerador hN é a Espessura 

de Nusselt e L é o comprimento característico do canal, podendo ser conferido na 
Fig. 2.1.

Todo o processo de transformação das equações do sistema, devido à 

expansão de seus termos em série assintótica, será desenvolvido no Anexo III O 
resultado será o novo sistema de equações a seguir:

(.20)
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a) Equações do Movimento:

ra Na direção x

+ u (0)

82u (0)
dy2

ÕPW 
dx

d2u (1) 
dy2

dPw 
dx -Re ( duw 

dt

duw 3.^(0) 

dx ~ãy- ‘J ay2 dx dx2 -Re{ du (1) 
dt

+ u (0) du (1) 
dx

d) du w 
dx

+ vw du (1) 
dy

d) du (0) 
dy )] +O(e3) =0'(2.22)

+ e [

+

m Na direção y

dPw 
dy

dPw
dy

e2 ( dP{2} 
dy

d2vw,
ay2

+ O(e3) =0 (2.23)+ E 4*

b) Equação da Continuidade:

au>»>, „<au^+^-)+e2(^.+-^)+o(e’)=o <2.24)
-&T ST “'ST ay dx dy

c) Condição Cinemática:

dh 
dt

vw + u (0> -^ + E [u (1)“ V(1)] +
dx dx

+ e2[u<2’-|^ - v<2’] (2.25)0
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d) Tensão Normal na Interface Gás-Líquido:

(az)2 [ (P<0*)2- (o-p)2! + e([2azP(0) (azP(1) -zPw - Pe) +

+ 2az [a2v£yP<0) + z(o|^)2]} + e2{(zp(0’ + PG) + (azP(1) + a2Tcy)2-

2a2Ty (3zp<o) + pG) - 2azP(1) (2zP<°> + PG) +2 (az)2P(0) (P<2) - 

)+(az-|È)2[(P<0))2 + 2(O|^)2]-
dy dx dxà

- (^^-I^)2}+O<e3) =0 
dxÀ 1 (2.26)

e) Tensão Tangencial na Interface Gás-Líquido:

+ E [-Z du (1) 
ôy

+ e2 [ ~z du (2) 
õy

<1’2 (z duw 
dy

n dh2aTff ãx

du (0) 
dx + ^gX> 3 +O(e3) =0 (2.27)

] +

f) Velocidades do Líquido na Parede:

ia Na direção x

u (o) + e u(1) + e2u(2) + O(e3) = 0 (2.28)
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e Na direção y

v(o) + evd) + e2v(2) + <2(e3) = 0. (2.29)

2.4. SISTEMAS DE EQUAÇÕES REFERENTES AOS TERMOS DE O(e° ) E O{ e1 )

Observa-se que, em cada uma das equações, os termos da esquerda são 

igualados a zero. Para isto ser verdadeiro, os termos que acompanham e°, e1, e2, 

etc. deverão ser nulos. Desta maneira, obtém-se vários sistemas de equações 

diferenciais parciais (EDP) com suas condições de contorno, como será visto a 

seguir.

a) Para os termos que acompanham e°:

d2u(0) dPw
dy2 dx (2.30)

3P'°' - 0 
dy (2.31)

duw dvw
dx dy U (2.32)

b Suas condições de contorno:

p(0) = ~ ° 4-4;
dx2 (2.33)

_ r(o) + u(o)^È = 0 em h
dt dx J (2.34)
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duw 
dy em y-h (2.35)

u (0) = 0 em y = 0 (2.36)

v(a> = 0 em y = 0 (2.37)

b) Para os termos que acompanham e:

92U(D dp(D
~d^-~-dF-~Re{~dE- u<0> ^L+Vwdu^_ 

dx dy (2.38)= 0

aP(i) 
dy = 0

duw + dv™ 
dx dy

(2.39)

(2.40)

o Suas Condições de Contorno:

p (1) ~ ~ ~xGVy em y = haz z (2.41)

u(l) - v (1) - o em y = h (2.42)

du (1) 
dy

= - 2 a —2— em y = hz dx J (2.43)

u (1) = 0 em y - o (2.44)

v(1) = 0 em y = o (2.45)
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Não foram apresentados os sistemas acompanhados por e2, e3, etc. porque 

apenas a resolução destes dois primeiros será suficiente para se obter uma 

excelente aproximação do problema real.

Da resolução do primeiro sistema, obtém-se as equações para u(o’e v(0), o que 

possibilita resolver o segundo, já que ele depende somente das equações das 
velocidades que acompanham e°. E assim todos os sistemas, apartir do segundo, 

só depende dos resultados obtidos nos sistemas de ordens inferiores. Portanto, o 

segundo sistema depende da resolução do primeiro, o terceiro depende das soluções 

do primeiro e segundo e assim, sucessivamente.

2.5. RESOLUÇÃO DOS SISTEMAS

No Anexo III, encontra-se a resolução do sistema de equações que 

acompanha e°, ou seja, as equações de (2.30) a (2.37), obtendo-se a equação 
diferencial parcial para a espessura do filme líquido h(x,t).

Ainda no Anexo III, além da equação para a espessura do filme, também são 
desenvolvidas as equações para as velocidades u"”(x,y,t), v(0’(x,y,t) u(1’(x y t) e 

vl1’(x,y,t).
Neste ponto do desenvolvimento matemático, torna-se interessante salientar 

que há uma enorme semelhança entre as equações para as velocidades 

apresentadas por Chang [6] e as que foram obtidas neste estudo. A análise 
dimensional desenvolvida, através do teorema dos PI de Buckingham é a 

responsável pelas principais diferenças. A introdução do parâmetro de perturbação 

(e), por meio de equações que levam em consideração aspectos não só 

matemáticos mas, principalmente físicos (Anexo I), proporciona o aparecimento de 

termos, acompanhados por v (tensão superficial), que tornam as equações bem mais 

completas. Além disso, surgem termos relativos ao gás, que são r Yy t xx o p 

assim como suas derivadas, que em Chang [6] não aparecem.

No presente trabalho, apenas a tensão de cisalhamento tgyx será considerada 

através de equação empírica. Despreza-se as tensões tgyy e rGxx, as derivadas da 

pressão do gás PG, em relação a x, e também os gradientes de T yx

Para fazer-se um estudo completo deste sistema, torna-se necessário 
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proceder o desenvolvimento também da fase gasosa, assim como foi feito para o 
filme líquido, acoplando-se então as equações resultantes. Esta poderá ser uma 

proposta para trabalhos futuros.

Para obter-se a equação final para a espessura do filme líquido, procede-se 

da seguinte maneira:

0 Despreza-se os termos não acompanhados por Re na equação (111.47) do 

Anexo III.
o Divide-se a equação resultante por h3.

0 O resultado deverá ser somado à equação (111.31) do Anexo III.

Assim, a equação abaixo, resultante deste processo, é a EDP para a 

espessura do filme líquido.
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dh 
dt

+ &lh (h + a 
dx h +

3 Sx“ 2z dx

ah.,2. Pb 3 V*dv* t 3 Vx ah; 
dx 3 dtdx3 8 z2 dx 8 z dx

3 d3h dh £ 2 /3 dh + 7 + 3 d3h dh,
10 dx3 dx dx 4z dx 2 ° dx

5_ dh r _1 dxGyx
6 dx z dt

dh
^t (1 + a ^)]

dx3
m

2520 ah4
dx5

1 +

+ 0 (
ax4 J

frGyx d*h
dx dx4

13 + 2 )
12 0 z dx5 5 dtdx4

h +

No próximo capítulo, será apresentado o processo de discretização 

matemática da Eq. (2.46), a fim de que esta possa ser resolvida numericamente.



3. SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL ORDINÁRIA NÃO- 

LINEAR DA ESPESSURA DO FILME

3.1. TRANSFORMAÇÃO DA EQUAÇÃO DA ESPESSURA DO FILME LÍQUIDO 

PARA A APLICAÇÃO DA TEORIA ESPECTRAL DA COLOCAÇÃO

No Capítulo 2, obteve-se, a partir de conjunto de EDP’s, uma única EDP para 

a espessura do filme líquido h, altamente não-linear. Para se chegar a esta equação, 
expandiu-se as velocidades e pressão em séries assintóticas até o termo de segunda 

ordem. Esta é uma equação geral que foi obtida utilizando-se parâmetros de escala, 
cuidadosamente determinados (conforme pode ser observado no Anexo I), de forma 
a caracterizar o efeito assintótico.

Neste capítulo far-se-á a solução da espessura do filme líquido, utilizando-se 

somente os termos de primeira ordem. Conjectura-se que seja possível obter uma 

excelente aproximação para a solução de espessura do filme líquido, apenas com 

estes termos.
A fim de adequar a equação da espessura do filme líquido à técnica numérica 

a ser empregada, como também de representar a carta de transição do fíooding, em 

função das velocidades superficiais do gás e do líquido, realizou-se uma 

transformação dos grupos adimensionais utilizados na análise assintótica, para as 

variáveis x, h, t e a, da seguinte forma:

eL
2

X

7 Vg 

g

h - h1'
3 ( vg) 3

3

(3.1)

o o

v
L3 p. (3.2)

Os parâmetros mantidos na equação em suas formas originais são TQyx e z.

A escolha desta forma de adimensionalização justifica-se devido ao esquema 

de eixos adotado na Fig. 3.1.
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CORTE "AA"

Fig. 3.1. Filme líquido escoando sobre uma das paredes de um canal retangular vertical, na 
presença de um gás escoando a contra-corrente.

Com esta transformação de escala, a Eq. (2.46), da espessura do filme líquido 
retendo somente os termos de primeira ordem, torna-se:

9A 
dt

(3.3)
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onde

JV = (—) = Número de Weber 
pghN ' (3.4)

F = = cte. = 3

Nesta equação, as barras sobre as variáveis transformadas, por meio das Eqs.

(3.1) e (3.2), foram eliminadas para simplificar o trabalho, mesmo porque, não 

havería necessidade das mesmas.

3.2. EQUAÇÕES PARA A TENSÃO TANGENCIAL DO GÁS NA INTERFACE 

E CONDIÇÕES LIMITES EM X

Para a solução da Eq. (3.3), tem-se a necessidade de utilizar uma equação para 

a tensão de cisalhamento do gás. Inicialmente será utilizada a seguinte equação 

para a tensão interfacial:

f1 pc Uq (Barathan e outros, 197 8) (3.5)

onde tem-se:

f. = A [0,005 + B (1 - cj (3.6)

e os coeficientes A, B e C são os seguintes:

ra Correlação : A = 1; B - 14,6 e C - 1,87 para (1 - aj < 0,1.
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Tem-se ainda que:

a = (g~A)
tts “ A s (3.7)

A correlação experimental (3.5) tem sido utilizada com sucesso em vários 

modelos de estudo do fenômeno fíooding, tornando a mais indicada pelos 
pesquisadores. Por este motivo, ela será adotada neste estudo.

Adimensionalizando-se a Eq. (3.5), com os grupos adimensionais já mostrados 

neste capítulo, esta se torna uma função do número Reynolds do gás e dos 
parâmetros Kp e Kv. O parâmetro Kp representa uma relação entre forças 

gravitacionais do gás e do líquido e o parâmetro Kv representa uma relação entre 
forças viscosas e gravitacionais da fase gás. Portanto,

= (2) 3 (f; Kp Kv Re^
Z o

onde

Kp =
pff(s hN) g 

phNg

(3.8)

(3.9)

Kv = (3.10)

(3.11)

A relação entre a tensão de cisalhamento interfacial e a tensão tangencial do 

gás depende das direções do sistema de eixos de referência. Para as direções 

especificadas na Fig. 3.1, tem-se:
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donde obtém-se:

yx 
G (3.12)

VX O —
= - (4) 3 £. Kp Kv Re% Z 8 (3.13)

Esta será a equação utilizada na resolução da Eq. (3.3), para a avaliação da 
estabilidade do filme líquido e obtenção da espessura do mesmo.

3.3. CONSIDERAÇÕES GERAIS SOBRE O PROBLEMA

Substituindo-se a Eq. (3.13) na Eq. (3.3), obtém-se:

48e3í7

dh
dt

dh 
dx

h2 + 16 e3 W-ÈÍÈ
dx*

h3

^h2
dx Kp Kv = O(e) (3.14)

+ 6 +

E.

Comparando-se esta equação com a Eq. (3.3), nota-se a ausência dos termos 

acompanhados dos gradientes de ij* que, como já foi visto, são despresados.

Pretende-se estudar a evolução de um filme líquido, utilizando a equação da 

espessura Eq. (3.14), mostrada anteriormente. A solução desta equação pode ser 

obtida quando se conhece os seguintes parâmetros: h, ReG, a, fi, Kp, Kv, W e
Consequentemente, tem-se as Eqs. (3.5) e (3.14) e oito variáveis desconhecidas. 

Dentre estas, quatro dependem de parâmetros geométricos e/ou das propriedades 

dos fuidos, que servirão somente para verificar os efeitos destes parâmetros na 

estrutura do escoamento. Portanto, estes parâmetros serão fixados em 

conformidade com o intervalo de variações destes, utilizados em estudos existentes 
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na literatura, a fim de comparar os resultados. Em resumo, tem-se as Eqs. (3.5) e 

(3.14) e três variáveis desconhecidas: h, e e ReG.

Observa-se que o sentido do escoamento do filme líquido depende, 

essencialmente, destas três variáveis. Dependendo dos valores de ReG e, portanto, 

de h e e, as soluções possíveis são:
(i) Um filme líquido descendente, escoando a contra-corrente com o gás;
(ii) Um filme líquido ascendente, escoando a co-corrente com o gás;
(iii) Coexistência de dois filmes: um ascendente e outro descendente.

Quando da solução da Eq. (3.14), é necessário discernir as soluções que 

correspondem a estes três casos. Esta distinção é feita com o auxflio de vários 

critérios, diferentes entre si, conforme descrito no capítulo 1. Além disso, a 
distinção só é possível se a solução da Eq. (3.14) for realizada respeitando o 

seguinte procedimento:

a) Fixar a vazão de líquido e, consequentemente, o parâmetro e;

b) Variar o número de Reynolds do gás dentro de um certo intervalo, obtendo 

as soluções para h correspondentes a estes valores;

c) O ponto de flooding será obtido quando ocorrer uma brusca mudança na 

espessura h. O par composto pelo número de Reynolds do gás e pela vazão 

de líquido, correspondentes a esta mudança, será considerado oponto de 

flooding. Este será o critério, a priori, utilizado.

3.4. SOLUÇÃO DO PROBLEMA, UTILIZANDO A TÉCNICA DA ESTABILIDADE DE 

SOLUÇÃO PERMANENTE

3.4.1. PRINCÍPIOS MATEMÁTICOS DA TÉCNICA

Conforme descrito por Stakgold (1979), no regime permanente, estuda-se um 

problema de valor limite (contorno) em coordenadas espaciais (denotada por x). O 

problema dependente do tempo é do tipo de valor inicial e do tipo de valor limite no 



espaço. Embora normalmente pensa-se na solução como uma função de h(x,t), 

na qual as variáveis x e t têm mais ou menos iguais pesos, um outro ponto de vista 

mais útil, será apresentado a seguir. Em cada tempo t, a solução h é um elemento 

ou ponto num espaço de Hilbert H. Quando t muda, o elemento h = h(t) move no 
espaço de Hilbert de acordo com a equação de evolução

-Ah(x,t) = F(h, ReG) ; t>0; ht=0 = h0, (3.15)

onde h0 é o valor inicial de h e F é uma transformação (geralmente, não linear) de 

H dentro dele mesmo. As derivadas com respeito às coordenadas espaciais estão 

contidas no operador F.
Uma das principais questões relacionadas a (3.15) é a da estabilidade de 

regimes permanentes. Considera-se hf como sendo um elemento do espaço H que 

satisfaz

ReG) =0. (3.16)

Então hj não depende de t e, portanto, também é uma solução de (3.15) com 

valor inicial h0. Considera-se h, uma solução permanente ou um estado de equilíbrio 

que intera sempre pelo efeito de pequenas perturbações num estado de equilíbrio. 

Tais perturbações desaparecem, crescem ou permanecem do mesmo tamanho. A 

análise que permite caracterizar o efeito destas perturbações consiste em estudar 

(3.15) com valor inicial h0 próximo de hr Diz-se que h, é estável se existe um 

e > 0, tal que a solução de h(t) da Eq. (3.15) satisfaz

lim||h - 12j| = 0 quando ||h0 - hj á e. ._
t-»0 (3.17)

Considera-se h(t) uma solução de (3.15), correspondente ao valor inicial 

h0 , próximo a h; como segue:
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h = hi + eh (3 .18)

onde e é um pequeno parâmetro.
Substituindo-se (3.18) em (3.15), obtém-se.

dh = F{h1 + ehr ReG) F(hit ReG) Re^ h + r
dt 8

(3.19)

onde FJhi, ReG) é a derivada de Fréchet de F em função de h„ e em função de um 
parâmetro peZurbador, (isto é a linearização de F em h.) e r é o erro de ordem 

superior em h:

lim (kll/ll-M) = 0.
h-0

Desde que o valor inicial para h seja pequeno, o comportamento da solução 

de (3.19) será determinado pela equação linearizada

dh 
dt

= Fh{hlr ReG) h (3.20)

Pode-se assumir o seguinte princípio de estabilidade linearizado: se todas as 

soluções de (3.20) diminuem exponencialmente com t e com x, então deseja-se 

soluções de (3.20) para hlo) suficientemente pequenas. Se (3.20) tem alguma 

solução que está aumentando exponencialmente, existirá um pequeno estado inicial 

e/ou limite para o qual a solução de (3.19) aumenta rapidamente no início, até a 

não-linearidade se sobrepor.
Este princípio está bem estabelecido para equações diferenciais ordinárias e 

para algumas classes de equações diferenciais parciais. Em alguns casos um estudo 

de (3.19) inicia-se com (3.20).
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A questão é, então, quando (3.20) tem todas as soluções decrescentes 

exponencialmente? Se se tentar uma solução da forma

J5(x, t) - 'Pd (3.21)

onde A é um elemento de H (espaço de Hilbert), independente do tempo e da 

coordenada x. Aplicando (3.21) em (3.20) obtém-se:

Fh(hirReG) = fi-ikc, (3.22)

onde k e c são, respectivamente, os números de onda e a velocidade de 

propagação de uma onda elementar e 0 é o coeficiente de amplificação temporal. 
Nesta análise de instabilidade temporal sobre ondas periódicas é conveniente definir 

uma variável complexa Cque estabelece uma relação entre a variação de h~com t 

e a variação de l~com x. Esta relação é descrita como segue:

(3.23)
/ dh >

(3.24)

Ainda, na análise de instabilidade temporal linear, para cada modo k existe 

uma ou várias soluções correspondentes a C. cuja parte real é a velocidade de 

propagação e a parte imaginária é o fator de amplificação. Uma onda com c>0 e 

k<0 é convectivamente instável.

3.4.2. APLICAÇAO DA TÉCNICA NAS EQUAÇÕES DO PROBLEMA EM ESTUDO

Doravante, a teoria exposta no item 3.4.1 será usada. Aplica-se, inicialmente, 

a Eq. (3.16) na equação que descreve o problema físico em estudo, ou seja, a Eq. 

(3.14), donde obtém-se :
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F(hít ReG} d4/!.16 e3 W-----i A?
dx4 48e3W d3^ dh, 

dx3 ~3x +

, 2 dh^+ 3 fi Kp Kv ReG hj = 0 (3.25)

A equação acima será resolvida conjuntamente com as seguintes condições 
de contorno:

a) Na entrada do líquido:

dhd d3hi &lh1
1' (3.26)

b) Na saída do líquido:

dhi _ Fhi _ Phi _ 
hí ~ h»! ~3x dx2 dx3 dx4 (3.27)

onde hN é a espessura de Nusselt.

As condições limite têm uma forte influência sobre a estrutura do escoamento 
e, consequentemente, sobre o flooding. Entretanto, neste trabalho será explorada 

somente a situação caracterizada pelas Eqs. (3.26) e (3.27).

No conjunto de Eqs. (3.25), (3.26) e (3.27) será aplicada a técnica espectral 
da colooaçao para a solução do problema. Esta solução será utilizada na análise de 

instabilidade do problema transiente.

A espessura instantânea do filme líquido será obtida aplicando-se a teoria 
«escrita pela Eq. (3.19) sobre a Eq. (3.14), donde obtém-se:
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= [-12hi -48e3Wh?
dt 1 dx 2

d^h ■ 131-^z^Wh. 
dx*

d3hÁ dh±
dx3 ~dx

~b [-l6e5^-^]Ã3+ [-6 72?-48e3ff/2? 
dx*

+ 3 fi KpKvReihA +■ dx

■~4 + [-16^/2?] ~^+ [-12e/2i-96e4WJ?2i^Í + 
dx3 dx4 1 Qx3

^fiKpKvReiyh^t-^-^z^^í?^

+ [-9 6 e4^- [-48e5I7 dhi 
dx ] J23

+ [-48e4^2?] dh d3h +
~cix dx3

,7 dh d3h + [-488tMÃ2j^-a3^
dx dx3

(3.28)

.' I
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Espera-se que somente os termos lineares, contidos na Eq. (3.28), sejam 

suficientes para descrever o comportamento do problema físico, considerando-se 

que, normalmente, as ondas existentes na superfície do filme são ondas de 
pequenas amplitudes que se amplificam fortemente, somente no momento que 

acontece a transição (flooding}.
Assim, mantendo somente os termos lineares na Eq. (3.28), obtém-se:

Para a solução do problema descrito pela equação anterior, torna-se 

necessário considerar quatro condições limites e uma condição inicial. Entretanto, 

Para uma análise de instabilidade , a fim de caracterizar a transição do fenômeno 

(fíooding], como é o caso deste trabalho, não se faz necessário assumir estas 

condições limites e inicial.

3.5. MÉTODO ESPECTRAL PARA A RESOLUÇÃO DO PROBLEMA 

3.5.1. MÉTODO DE COLOCAÇÃO DE CHEBYSHEV

Os métodos espectrais são diferenciados não somente pelo tipo de método 

(Galerkin, Colocação ou Tau), mas também pela escolha particular das funções 

tentativas. As funções tentativas, mais frequentemente usadas, são os polinômíos 

trigonométricos, os de Chebyshev e os de Legendre.

O mais versátil conj'unto de funções tentativas é composto pelos polinômios 

rie Chebyshev. Estes são definidos no intervalo [-1,1 ] por:

Tk(x) = COSitO (3.30)
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onde k é inteiro não negativo, x = cos 0 e 0 < 0 < . Desta forma x decresce

de 1 para -1. A função Tk(x) é definida por (3.30) no intervalo de -1 < x < 1. Este 

intervalo é denotado por I, tal que para x E I encontra-se um único valor 

de 0 = arccosx que satisfaz 0^ % e Tk(x) tem o valor igual a coskfl.

Portanto, Tk(x) é uma função real definida em I, que pode ser escrita como 

(CANUTO e Outros, 1988):

Tk(x) ~ cosjfc(a.rccosx) (3.31)

onde

x=cos9 ou 0 = arcosx.

A partir de (3.30). se x 6 I, o seguinte intervalo -1 . Tk(x) £ ) é satisfeito 

e OS pontos de I. nos quais trk(x) I = 1. são denominados de pontos extremos de 

Tk(x).

Escolhendo as funções tentativas

£ = 0, 1, ■ ■ • /^(x) = Tk^ '
(3.32)

a solução aproximada para h, e para as
derivadas de ordem inferior de h| tem as

Se9uintes representações:

AJx, t) =£ ;
k=0

dhi N
(x, t) =£ b$k(x) ;

k=0

(3.33)
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{x, t) =£ <^(x) ;
^í{x, t)=f dAU)

ôx k=0
(3.34)

dx^
(x,

N
t) =£ e^(x) 

k=0'

(3.35)

Na versão de colocação do MWR (Método dos Pesos Residuais), as funções 

testes são as funções delta de Dirac modificadas, escritas a seguir:

Yj(x) = Ô (x - Xj) , í ,N~1 (3.36)

, r-ninracão distintos no intervalo (-1, 1). A aplicação onde os x. são os pontos de colocaçao,
„ 1 diferencial qualquer, designado por M, pode serdo MWR sobre um operador padrao diterer v

escrito como segue:

pM(hJ Y/x) dx = 0; J - 1/ ,27-1 (3.37)

o qual reduz-se a

t / ,27-1. (3.38)
X=Xj

~ Hp X são chamados de pontos de colocação, queOs pontos discretos de x
~ rhPhvshev-Gauss-Lobato, é definido como segundo o processo de integração de Cheoysnev

segue (CANUTO e outros, 1988):

x^cos^-; j=Qfl,2, . . . ,N
j 27

A partir da seguinte propriedade dos polinômios de Chebyshev:

Tk+1{x) = 2xTk(x) -Tk^{x) para k> 1

(3.39)

(3.40)

obtém-se:
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(TTi) T'k+Í {x) +
(3.41)

para k z 3

onde o superscrito alínea no polinômio de Chebyshev representa a derivada deste 

poünôinio com relação a x.
„ . r- Qe Pnc (3 33) (3.34) e (3.35) e realizando algumasAplicando na Eq. (3.41) as Eqs. i

manipulações matemáticas, obtém-se as seguintes relações.

2kak - k>k-i ~ -^^+1 (3.42)

2 kbk ~ ck-x ~ (3.43)

2kck - c^_i “ Ekdk+1 (3.44)

2kdk = ew - Ekek+i (3.45)

onde

k = 1,2........... N-1

e

Ek=-

se k= 1
2
4 se k=2
1 outros casos
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Toda esta conceituação, referente ao método espectral, aplicada nas Eqs. 

(3.25) a (3.27), possibilitará cálcular espessura média do filme que sera utilizada na 

análise de instabilidade do mesmo.

3.5.2. APLICAÇÃO 00 MÉTODO ESPECTRAL DA COLOCAÇÃO NAS EQUAÇÕES 

DO PROBLEMA

Quando se aplica as equações de (3.32) a (3.45) sobre as Eqs. (3.25) a 

(3.27). isto é. quando se utiliza o pnncípio do método espectral da colocação e 
. ncnanqõRS em séries, propostos pelas equações considera que os coeficientes das espansoes em « h 

de (3.33) a (3.35) são variáveis complexas, obtém-se.

b Equação referente à parte real.

£ [AAjkRa^BBjkIak]-CCj} j-1,2, . . . ,27-1

k=0

onde

N

+ TjXy) T^Xj) TifXj)};
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onde

Ib.Rc^Rb^c^ Tk(Xj) T^Xj) TitXj)};

N
CC.: = fi Kp Kv Re% £ Rbi T2 {Xj)

.1 = 0

c Equação referente à parte imaginária:

(3.47)

2Rb1Tk{xj) T1(xj) +16 e
1 = 0

-IbiICi+RbiRCj] Tk^Xj) Tj^Xj) Ti(Xj) ;
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+ 2?bJZci + TJbi2?ci]Tfc(xj) TjUj)

FF' = fi Kp Kv Rec £ IbiTi 
J 1=0

onde Ia,, |bk, lc„, Id, e lek são as partes imaginárias e Rak. Rbk, Rck, Rdk e Rek são as 

Partes reais, respectivamente, dos coeficientes ak, bk, ck, d, e ek que aparecem nas

equações de (3.33) a (3.35). 
.. limitps definidas pelas Eqs. (3.26) e (3.27)Similarmente, as condições limit ,

Poderão ser escritas, respectivamente, como seg

N (3.48)
£ [AA^Ra^BB^Iãk] -CC0;

k=0

£ [AANkRak + BBNkIa^ ~CCx' 
k=0

com
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h^Rhã + IhZ (3.50)

onde hN é a espessura de Nusselt, RhN e lhN são, respectivamente, as partes real e 

imaginária de hN.
As condições limites para o escoamento permanente são assumidas como 

sendo iguais à espessura de Nusselt. Entretanto, considera-se a existência de uma 

componente imaginária, a fim de obter modos também imaginários na solução. A 

consideração de uma parte imaginária na condição limite poderá influenciar na 

estabilidade do problema. Este é um fato que deverá ser comprovado.
As equações de (3.42) a (3.45) e de (3.46) a (3.49), juntamente com as 

condições limites dadas pelas Eqs. (3.26) e (3.27), permitem estabelecer um 
sistema de equações para determinar os coeficientes reais e imaginários, referentes 

às equações de (3.33) a (3.35) e, consequentemente, a espessura do escoamento 

Permanente. Em resumo, este sistema de equações poderá ser evidenciado como 

sogue.

AAjft .............

.....

DDm DDm............. DDw EE™

AAq1 ...........
......... ^Alat

BBOÍ ... • • ■ sbok ^0 ,CCo

nn . ... . . . cc,• • •

. . . CCK
, . . BBnNmbqi • • *

...

- ■ • FF»

(3.51)
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i i
1 o
0 1
0 1

1 ........................................10.......................................................... 0
-0,5 0.............................................................................................................0

0 -4 0........................................................................................................ 0
0 -10000 ...................................................................................... 0

0 .
1 -1
0 .
0 .
0 .
0 .

1
0 10-10................................................................. 0
.....................10...........................................................0
......................... 11 ................................................. 1
......................... 1 0 -0.5 0 0 0 ........................ 0
..................................1 0 -4 0 0 0 .... 0
.................................... 1 0 -1 0 0 0 ... 0

0 .
0 . 0 1-1 1

010-10
. . . -1 1

0 ,
2Xak 
íüãj

2kRat

2 (jr-1) Ra,,^ 
0 
0

2Xax
tla2

2klak

0

(3.52)

1 1
1 0
0 1
0 0

1 ...............................
-0,5

0
1

0'
0,
Oi
0

/Rc“l

0 .
1 -1
0 .
0 .
0 .
0 .

........................... 0 10-10.. • ...................... .... . . 0
.....................................0
.....................................1

......................................................... 10 -0.5 0 0 0 ....................0
................................................. 1 o -4 0 0 0... . 0

0-1000.. . 0

0 .
0 . 0 1-1 1

010-10
..,-11'

2kRbk

* I

2 (N-l)
0
0

2Ibk

2klbk

2{N-l)Iblt.l

(3.53)

1 1 ..10
1 0 -0,5
0 1 0 . . ....................... . . . «
0 0 1 o -1000. .

0 .
1-1 1
0 .
0 .
0 .
0 .

0 .
0 .

1 0 .
. 1 1
. 1 0
. . 1

-0.5 000.. 
0 -4 0 0 0 .
1 0-1000

........................ oi-i 1

O| 
oj 
1
0
0
o

0 1 0 -1 0|
. . . -1 1J

2 (JV-lJíIcU

I 0 '
0

2TCJ. I

2klck

2 (N-l) JCjM
0

(3.54)
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0

0
0

1
1
0
0

1 1 ............................... ,.io. . • • .............................u
........................ 0

0 -0,5 . . 0
1 0 n
0 1

0
1
0
0
0
0

-1
..010-10..

..10
.... 1 1 ..............................................
.... 1 o -0.5 0 0 0 ....................

1 0 -4 0 0 0 ... •
1 0-1000...

0 1-1 1

. ..010-10
............................... -11

0
0
1
0
0
0

^0

2kRdk

0
«0 * 0

2rdx

2kldk

2 (tf-1) Tcf^
0

(3.55)

O procedimento de resolução do sistema de equações de (3.51) a (3.55) é

0 seguinte:

^^kiici a r

iniciar propriedades 
do líquido e do gâs

valor inicial Ha, la, nu, iu 
Rc, Ic, Rd, Id, Re, le

4.

Eq. 3.51

—1---------------------- --

Eq. 3.52

’ - L---- -  111 —--------
Eq.3.53

1——---------- --------
Eq. 3.54

________ 1-----------------—--------------
| Eq.3.55

/Ha - Ra v , ________ ____________________

imprimir resultados

F'9ura 3.2 - Diogromn de Blocos representativo do procedimento de cálculo de espessura do filme
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As Eqs. de (3.52) a (3.55) foram resolvidas, utilizando-se o procedimento de 

decomposição LDU, cujas rotinas encontram-se desenvolvidas em VETTERLING, W. 

T. e outros, 1988.

3.5.3. ANÁLISE DO COMPORTAMENTO DA ESPESSURA FLUTUANTE DO FILME

LIQUIDO h

acnera-se que somente os termos lineares, Como explicado anteriormente, espera se qu
.fí^inntfls oara descrever o comportamento do contidos na Eq. (3.28), sejam suficientes para

. u no fato de que as ondas existentesproblema físico. Isto é justificado, baseando-se no tato "

amnlitude, que se amplificam somente no na superfície do filme são de pequena P
instante em que acontece a transição {flooding)-

x OS termos lineares existentes na Eq. (3.28). SeA Eq. (3.29) contém apenas os term
cniurão obtida para a espessura do filme liquido se aplicar, nesta equaçao, a soluç ~ a
ítpm anterior, a seguinte equaçao, representando a 

permanente, determinada no item
espessura do filme flutuante, pode ser apresentada.

= COEF1 h + C0EF2 + C0EF3 -0 + COEF4

(3.56)

Cujos coeficientes são representados, consecutivamente, por:
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jV n n
COEFl^hfiKpKvReGY RbkTk(xj> _12E E [Raj^Rbi-Ia^b^ Tk{x^ T^x.) - 

k=Oi=O

-48e3&52 E E [RakRa1Rd1-Ia^Rd^Ia^a^- 
k=0i=01=0

~RaklaiId1] Tk(Xj) T^xJ T^Xj) ~96e3^E E E [Ra^b^ar Ia^RC}- 
w-4» v

- IakRb1Ic1-RãkIb1lc1] Tk{Xj} Titxj) T1(xj')\ +

+ i{lfiKpKvRe£ IbkTk^ -l2f f w^Ra.IbJ W W -

M k=01=0

N N N 
-48e3F/£ £ E 

£=02=01=0

[ RakRaf Ic^ - Iak Iai Idi + Za^a^ +

+RakIaiRd1] Tk(Xj) T^Xj)

N N N
(x.) -96e3^É E E lRakRbiIci~

J k=Qi=01=0

- IakIbi ICj_ + IakRbiRci
■^RaJbiRc,] Tk(Xj) T.tXj) (3.57)



53

, N N N
C0EF2 = {3 f i KpKvRe^ Rak Tk < xj) ~6EE [RakRat - 

k=0 k=Oi=O

N N N
-Iakia.] Tk(Xj) Titxj) -48e3 [Rã^ãíRc^ - Iã^RCi -

k=Qi=Ql=O

~ IãkRã^IC^~ RãkIã±ICj] Tk(Xj) T^(Xj) Tj(Xj) J +

[Za^+^JaJ T^Uj.) Ti (x^ -

N N N
-48e3F/y} V' £ [RakRaiIci~IakIaiIc1 + lakRaíRc1 + 

k=0i=01=Q

+RãkIaíRCj] Tk{Xj) Tj (xj) Tj (Xj)| (3.58)
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N N
COEF3 = -48e3w£ £ [jRãkRbi- Iaj^Ibi] Tk{xj) T^Xj) + 

k=0í-0

N N
+ i{-48e3 [IakRbi+RakIbi]Tk(xj)Ti(xj)} (3.59)

k=Oí=O

N N N
C0EF4 = -16 e3 OE - IakIajRa1 -

k=0i=01=0

-IakRaiFa1-RaklaiIa2’] T^Xj} T2 (xj) T2 (xj) +

N N N
+ i{-16 e3 ^5} £ 23 lRakRai Iai" IakIai Iai + 

k=0í=01=0

■H Ra-Ra, (3.60)

Utilizando-se a Eq. (3.23) e aplicando a Eq. (3.2)) e suas derivadas de 

Poeira, terceira e quarta ordens com reiação à coordenada x. na Eq. (3.56). 

“btém-se duas importantes relações entre k. c e 0 . Estas duas relações são 



55

apresentadas a seguir, sendo a primeira referente à parte real e a segunda à parte 

imaginária.

a) Parte Real

P ' XcoEFl +kIC0EF2 ~k3 IC0EF3 ~ RC0EF4 0

b) Parte Imaginária

- kC - IcOEFl ' kRC0EE2 + RC0EF3 ~ ^OEFi = °

(3.61)

(3.62)

reais obtidas,„ R e RrnPFA são as partes reais obtidas,
OS termOS RCOEF1r ^C0EF2' "C0EF3 coef

rancei COEF2, C0EF3 e C0EF4. Da mesmarespectivamente, dos coeficientes C0EF1, cutrz, uu
, são as partes imaginárias obtidas, 

quais são apresentados nas
forma, os termos ICOefv Ícoef2' *coef3 e ,C0EF4 

respectivamente, dos mesmos coeficientes, 

equações de (3.57) a (3.60).
As Eqs. (3.61) e (3.62) permitem obter 

efeitos dos modos temporaisconsiderando os 

caracterizada no item 
equações, far-se-a seguindo o 

de valores para K (número 

obtida neste intervalo (máximo

3.5.2. A transição do

a transição do escoamento, 

sobre a solução permanente 

escoamento, utilizando estas 

( procedimento no qual é estabelecido um intervalo 

de ondas), onde é levantada a máxima amplificação 

valor de p ), em função do número de Reynolds do 

«lifiracão é tomado como o ponto de flooding. Tal 9as. Este ponto de máxima amphficaçao e w
K j . ,Qhiliriade temporal foi utilizado com relativo sucesso

Procedimento de análise de instabilid
« . o limitação desta análise baseia-se no fato de queP°r Bachir (1987). Entretanto, a limitaça „

. dicnprsivas que, comprovadamente, nao é o<*ta teoria é aplicada para ondas nao d.spers.vas ,
„ , altamente dispersivo, devido a forte interaçao 

caso do problema em estudo, qu 
entre os efeitos viscosos das fases liquida e gasosa.
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Entretanto, o Método Espectral da Colocação de Chebyshev, descrito no 

<tem 3.5.1 e aplicado na solução permanente, é o procedimento mais apropriado 

Para ser utilizado na solução da Eq. (3.56), juntamente com as condições limites 

adequadas ao problema. A aplicação desta técnica não apresenta limitação quanto 

ao caráter de ondas serem dispersivas ou não e ainda permite levantar diretamente 

a solução da espessura do filme líquido flutuante. Neste caso, um critério de 

análise do comportamento da Densidade Espectral poderá levantar o ponto de 

transição do escoamento, e consequentemente, o ponto de fíooding. Mas, nenhuma 

destas técnicas serão utilizadas neste estudo, por considerar que tal estudo 

constitui um trabalho, extremamente amplo, para uma dissertação de mestrado. 

porém, esta discussão está sendo apresentada, a fim de ilustrar a amplitude deste 

trabalho e orientar a sequência da pesquisa no futuro.



4. DISCUSSÃO, RESULTADOS E CONCLUSÃO

4.1. DISCUSSÃO

Os programas computacionais, referente ao fluxograma mostrado na Fia.

3.2, foram executados numa estação de trabalho fBM_RISÇ 6091 19 do 

Departamento de Engenharia Mecânica da Universidade Federal de Uberlândia. Estes 

Programas foram escritos na linguagem de programado C, e o procedimento 

utilizado na solução das matrizes descritas pelas Eq. (3.52) a (3.55), foi o método 

LDU. cujo programa aplicando-se esta técnica, desenvolvido na linguagem de 
processamento C, encontra-se já pronto em VETTERLING, W. T. e Outros. 1989.

As equações (3.33) a (3.35), representando as expansões de h, e suas 

derivadas de ordem superior, com relação a x, são expandidas até ordem de 30 

termos (N = 30). A expansão é limitada nesta ordem, devido ao tempo de 

Processamento ser extremamente longo, pois trata-se de um programa cujo 

procedimento de cálculo é iterativo.
Entretanto, nos trabalhos futuros, este programa será implementado no 

Computador IBM 3090, da Universidade Federal de Uberlândia, e portanto, deverá 

ser resolvido com uma ordem de expansão bem maior, o que possibilitará observar 

mrxíu r. . do filme, com frequências mais elevadas e demelhor as flutuações da espessura ao iuu«.
«x à coordenada espacial x. A evolução destasmenores amplitudes, com relaçao a cooro»nau K
_ ria Revnolds do gás, podem alterar o ponto dePequenas amplitudes com o numero ae neyiiuiuo « 
fíooding. Entretanto, este é um fato a ser comprovado

O procedimento de execução do programa, para encontrar o ponto de 
transição na estrutura do escoamento (ponto de «oodin^. é aquele no qual a 

~ 1 .. área é fixada, e a vazão de gás ( ou número devazao1 de líquido por unidade de área e hacu 
d .oimontP até ultrapassar o ponto de transição doReynolds) é aumentada gradualmente, ate p

escoamento (fíooding). 
obtido, considerando-se 

do filme, com relação a

Este ponto de transição da estrutura do escoamento é 

como critério de fíooding, o fato de que a espessura média 

x (veja a Eq. 4.1), aumenta consideravelmente no ponto de

~"——- utilizados similarmento neste capitulo, de acordo com
termos vazio de líquido, vazSo de flás, J(, G° °° 

veniôncla necessária.
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fíooding. ou, em algumas vazões de líquidos (as menores), esta mudança acontece 

de maneira brusca.

<h> - (4*1)

Este critério de transição é consistente com o comportamento físico do 
problema, conforme explicado no item 3.3, devido às explicações seguintes: o 
sentido do escoamento do filme líquido depende, essencialmente de três variáveis 

( h, e e Rej. Dependendo dos valores de Re0 e, portanto, de h e e, as soluções 

possíveis são:

- Um filme líquido descendente, escoando a contra-corrente com o gás 

n Um filme líquido ascendente, escoando a co-corrente com o gás;

□ Coexistência de dois filmes: um ascendente e outro descendente.

Quando da solução do problema, através do procedimento exposto na Fig.

3.2, é necessário discernir quando ocorre a transição de uma solução para outra, 

conforme caracterizado anteriormente. Neste estudo, esta distinção entre as 

s°luç6es é feita, considerando-se o fato da espessura média do filme aumentar 

consideravelmente e imediatamente cair de forma brusca quando da transição. Este 

'«o é fisicamente consistente se se considerar que o aumento brusco da espessura 

«o filme provoca uma diminuição da velocidade do escoamento do líquido, 
mantendo a vazão constante. Entretanto, quando a espessura média do fiime decai. 

imnH- . , -ohía induz-se a concluir que uma parte do líquido•mediatamente após o aumento, inauz
, arretado devido ao atrito interfacial, provocado Ascendente em forma de filme é arrastado oeviu

no. r _ * „„ntn n0 aUal se constata o primeiro arrastamento
Pelo escoamento do gás. Este ponto, no que.
.. . , como o ponto de fíooding (este critério éParcial do líquido descendente, é tomado como u p
n IY1 -eQ pynerimental de Biage, 1989). Logicamente, este0 mesmo considerado na pesquisa experimem
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ponto caracteriza o início do processo de transição. Após este ponto, o aumento do 
número de Reynolds do gás provoca novos picos na espessüra média do filme 
liquido, o que caracteriza novos flooding, até que o processo de transição atinge o 

seu estado final. Este processo de transição foi observado experimentalmente por 
Biage. 1989.

O procedimento para encontrar o ponto de flooding,segundo o critério 
estabelecido, constitui um trabalho árduo, devido ao fato de que as soluções são 

obtidas fixando-se, inicialmente, uma vazão de gás zero, que, após a convergência 
do problema, com um erro da ordem de 10 3, é incrementada gradualmente. Este 
incremento no número de Reynolds deverá ser pequeno e a solução obtida para o 

problema, referente ao número de Reynolds anterior é tomada como o valor inicial, 

no processo iterativo, para a solução referente ao número de Reynolds seguinte. 
Este procedimento é absolutamente necessário devido o problema em estudo ser 

altamente não-linear e a convergência tornar-se extremamente difícil num processo 

iterativo, se os valores iniciais admitidos não estiverem próximo da solução 

Procurada. Considerando-se este fato e sabendo-se que o ponto de transição deverá 

ser procurado num amplo intervalo do número de Reynolds, a determinação de um 

ponto de flooding referente a uma vazão de líquido fixa, constitui, como afirmado 

enteriormente, um árduo trabalho que poderá levar semanas de cálculo, mesmo se 

o processamento for executado em Estação de Trabalho IBM RISC 6091.

4-2. RESULTADOS

As Figs. de 4.1 a 4.6, mostram as espessuras do filme líquido em função 

de onde estas variáveis estão adimensionalízadas, conforme especificado pelas 

E<ls. (3.1) e (3.2). Em cada figura é caracterizada a evolução do comportamento do 

f',rr,e em relação ao número de Reynolds do gás.

Observa-se, através destas figuras, que a espessura do filme líquido oscila 

a° tango do comprimento do canal, representado pela variável x. Esta oscilação com
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relação a x aumenta quando a vazão de líquido é menor. Este fato concorda com 

as observações experimentais apresentadas em Biage, 1989. Entretanto, para 

observar de uma forma mais consistente, o comportamento das flutuações com 

relação a x, torna-se necessário realizar os cálculos para a espessura do filme 
líquido, com uma expansão para h, e de suas derivadas de ordem superior com 

relação a x, até um valor de N muito maior que o utilizado neste trabalho. 
Logicamente, quanto maior é o valor de N, mais modos frequenciais aparecerão nos 

resultados similares aos apresentados nas Figs. de 4.1 a 4.6. Observa-se, também, 

nestas figuras que as curvas referentes à espessura do filme líquido apresentam um 

comportamento simétrico com relação a x. Este comportamento, advém do fato 

Que as condições limites especificadas pelas Eqs. (3.26) a (3.27) ) são simétricas.

Ainda, nas Figs. 4.1 a 4.6, o fato mais significante mostrado é que as 
flutuações e a espessura média do filme liquido, aumentam com o crescimento do 

número de Reynolds. Este fato é concordante com as observações experimentais, 

apresentadas na literatura especializada, especialmente, em Biage,1989. Quando 

o número de Reynolds atinge o ponto de fíooding, correspondente a uma vazao de 

líquido fixa, conforme caracterizado nas figuras citadas, a espessura do filme 

diminui bruscamente, caracterizando um arrastamento parcial do líquido 

descendente. O par de vazões de líquido e gás referente a este ponto é denominado 

de ponto de fíooding. Entretanto, os níveis de flutuações continuam a aumentar, 

mesmo após o início do processo de transição. O aumento do nível de flutuação 

com o número de Reynolds do gás é mais significativo, para as vazões de líquidos 

menores. Isto é devido ao fato das tensões da parede e interfacial atuarem numa 

fai«a maior, no interior do filme líquido, quando a espessura deste é menor. Como 

as flutuações no filme são, essencialmente, devido à viscosidade, então, este 

caráter apresentado, mostrado nas figuras citadas acima, é consistente com 

comportamento físico do problema. Outro fato importante, observado nestas 

fi9uras é que a queda da espessura do filme líquido, é mais acentuada quando a 

Vazão de líquido é menor. Este fato se justifica, também, devido à interação dos 

efeitos da tensão de cisalhamento devido à parede e à interface.

As Figs. 4.7 e 4.8 mostram a evolução da espessura média do filme líquido 

c°m relação a x, para várias vazões de líquidos. O fato mais importante a ser 
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caracterizado nestas figuras é a observação apresentada no final do parágrafo 

anterior, onde a queda da espessura do filme líquido é mais acentuada quando a 

vazão de líquido é menor. Outra observação a ser feita nestas figuras, é o fato do 
ponto de flooding aumentar com a diminuição da vazão de líquido. Este fato é 

observado em todas as cartas de flooding, apresentadas na literatura. Fisicamente, 

isto é devido, também, à interação das tensões devido à parede e a interface. Após 

o ponto de flooding, que neste trabalho caracteriza o início da transição, novos 

Picos na espessura do filme acontecem. Estes picos caracterizam novos 

arrastamentos de líquido pelo escoamento de gás, até que a transição aconteça 

totalmente.
As Figs. de 4.9 a 4.11 mostram as evoluções da espessura média do filme 

líquido, dimensional - definida pela Eq. (4.1) - em função da velocidade superficial 

«O gás, para várias velocidades superficiais de líquidos. A conversáo das variáveis 

existentes nestas curvas sáo necessárias para comparação com os resultados 

experimentais e com o modelo, baseado na teoria da bifurcação, aplicado sobre um 

escoamento de um filme plano, vertical, e contra-corrente a um escoamento de um 

9ás.Os resultados experimentais e o modelo encontram-se apresentados em Biage, 

1989. As variáveis J, e J, encontradas nestas figuras são, respectivamente, as 

velocidades superficiais do líquido e do gás. Elas são definidas como segue:

(4.3)

°nde QVie q9| são respectivamente, as vazões volumétricas do líquido e do gás, At 

é a área transversal do canal.
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De uma forma gerai, observa-se nas Figs. 4.9 a 4.11 que os picos 

existentes na espessura do filme líquido, concordam quase que perfeitamente com 

°s picos desta variável, obtidos experimentalmente, mostrando uma ótima 
aproximação nos pontos de flooding. Entretanto, quanto ao valor médio da 
espessura do filme líquido com relação aos resultados experimentais, ela apresenta 

U|na diferença em torno de 35% em todas as curvas. Esta aproximação pode ser 

considerada razoável, se se observar que em valores numéricos, ela corresponde a 

menos de 0,2 mm e medidas experimentais em canais verticais ou horizontais, com 

Precisão menor que esta ordem de grandeza, é praticamente impossível, desde que 

as superfícies internas dos canais apresentam irregularidades maiores que estes 
valores. O modelo de Escoamento plano, desenvolvido na teoria da bifurcação, 

apresenta uma boa concordância com os resultados experimentais, para a espessura 
õo filme líquido. Esta concordância é devido, principalmente, ao fato que neste 

modelo, o desenvolvimento dos cálculos da espessura inicia com o valor da 

espessura, obtida experimentalmente, para uma velocidade superficial Jfl = 0. Então, 

e partir deste valor inicial, a espessura do filme é perturbada pela velocidade 

superficial do gás, através de incrementos graduais até ultrapassar o ponto de 

transição que caracteriza o ponto de flooding. Os pontos de flooding obtidos através 

deste modelo apresentam um erro de aproximação, conforme caracterizado em 

Biage (1989), de aproximadamente 22%. A fraca aproximação deste modelo advém 

do fato que as equações de conservação que descrevem o problema físico sao 

obtidas através de balanços globais sobre um escoamento plano vertical, onde 
despreza-se os termos inerciais contidos nestas equações, além de ser necessário 

utilizar correlações experimentais, tanto para a tensão interfacial, quanto para as 

tensões nas paredes em contato com o gás e com o liquido. Entretanto, este 

modelo apresenta uma formulação simples e este fato pode ser vantajoso em 

a^9umas situações.
A Fig. 4.12 mostra a carta de flooding que de uma forma padrão, ela quase 

sempre é apresentada, na literatura especializada, no plano Nesta figura

f°ram colocados os pontos experimentais obtidos por Biage (1989) e duas outras 

curvas obtidas através das correlações experimentais de Feind (1960) e English e 

Outros (1963). Estas correlações foram escolhidas por apresentarem grande 
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aproximação para resultados experimentais obtidos por vários outros pesquisadores. 

Neste estudo, as correlações de Feind e English e Outros, apresentam uma erro 
relativo médio de 15% e 11%, repectivamente, considerados bons. Estas 

correlações são definidas pelas seguintes equações:

h Correlação Feind (1960):

Reo t P_n°,4(_M,75 + 1.4xl0-4 = 1300 (^)1>25 
' (Reel) a Pg

(4.4)

. * na annarão acima são definidos de acordo comonde os coeficientes apresentados na equaçao acima

as seguintes relações:

p = 92;^ = 0,33 se Regl<1600
200á2?eá2500L = 315/4 ; n = o,5 para os demais

h Correlação English e Outros (1963).

^=0,286
íph°'322 p°'419°0'097 }

(4.5)

pQ são.

Pi e /JQ

nas eauacões acima, isto é, pt e 
onde as variáveis apresentadas

., , ._ línuirin e do qás e da mesma forma,
respectivamente, as densidades do q
_ * ■ oc an líouido e do gás, s é a espessura do canal, hN é
sao as viscosidades dinâmicas do liquiuo e
a o lt a tensão superficial e NI, e Mo são, respectivamente, os
a espessura de Nusselt, a e tensão

d fase gás e finalmente, Dh é o diâmetro 
fluxos de massa da fase liquida
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hidráulico do canal. Os grupos adimensionais, ReG e Re„ são definidos de acordo 

com as seguintes equações:

91JlDh
Pi

(4.6)

. da Fia 4.12, observa-se uma concordânciaQuanto aos resultados, através da rig. h-.
„ fínnriina referente a este estudo e aquela quase que perfeita entre a curva de fíooamg rererei

r O erro relativo médio é de aproximadamentereferente aos resultados experimentais, u erro reidu

de 3%. Este modelo, apesar <---- .

os termos flutuantes com
filme líquido. Portanto, deve-se 
forma considerável, o escoamento e

. * fato deverá ser comprovado, resolvendoPelo escoamento permanente. Este tato uever
Problema com a inclusão da solução transiente relativa ao tempo, juntamente 
solução permanente. Posteriormente, deve-se comparar os resultados 

. ac duas soluções (permanente e transiente),
apresentados e os envolvendo as d

resultados experimentais para <—

de complexo quanto à sua formulação, não apresenta 

relação ao tempo, contidos na equação da espessura do 
concluir que os termos flutuantes não afetam, de 

neste caso, a transição é influenciada somente 
este

com 

aqui 

com 

outras formas geométricas e de outros pesquisadores.
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b-s-b-hs Reg 
£?&&&& Reg 
íH«Wrír Reg 
***** Reg 
Ge©Ôô Reg

= 3578,45
= 10735.37 .
Z 15888^35 (fíooding)
= 16103.10

r. .f nm funcSo da posição x, para J, = 0.022 m/s^'íiura 4.2 - Espessura adimensional do filme liquido em função
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Reg

= 3578,45
= 10735,37
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= 14383,55
= 14671,68
= 15029,52
= 15745,21

(flooding)

filme líquido em funçSo de posição x. pera J,=0.035 m/s
^■9ura 4.3 _ Espessura adimensional do
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neste trabalho, com aquelas 

obtidas experimentalmente
líquido obtida

plano jB,a9e

Comparaç&o da espessur piano e com as
«ndodoescoamem h 

determinadas pelo ^ét

em Biage, 1989,
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líquido obtida neste trabalho, com aquelas

determinadas pelo método

9ura4.i0- Comparação da espessura .
d0 escoamento plano e com as obtidas expenmentaimente

□ □□□□ Dados Experimentais 
Este Estudo (Biage

aaaaa Modelo tsc. F / \

em Biage, 1989.
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Klois 

wwb Dados Experimen ai 
2S^3g(^<ao9e

0.00
0.00

F'9Ura 4.ii Comparação da espessura do «me 

determinadas pelo método 

experimentalmente em Biage,

líquido obtida neste trabalho 

escoamento plano e com

com aquelas 

as obtidas





4-3- CONCLUSÃO

Neste trabalho, foi desenvolvido um estudo sobre o escoamento de um filme 
'íquido sobre uma parede plana vertical, submetida a um escoamento de gás a 

contra-corrente. A partir das equações de conservação, referentes ao domínio e as 
fronteiras, foi aplicado um procedimento de adimensionalização que permitiu 

•utroduzir a teoria da perturbação e, consequentemente, reduzir o problema, a 
Pdncípio, constituído de inúmeras variáveis, e iguais números de equações, em um 

Problema caracterizado somente por uma equação, definida pela espessura do filme 
línitiri , . «.smatrnq característicos do escoamento, que“quido, em função de vários parâmetros carauí*

Ha filme. Esta redução do número de 
definem o comportamento da estrutura do rume, c

nr,.. ~ difícil A solução remanescente que defineequações constitui um trabalho arduo e difícil. a suiuV

° Problema foi decomposta em doas equações, sendo a pnmeira referente ao 

escoamento permanente e a segunda referente ao escoamento transrente.

~ n.r «eia aauela referente ao escoamento Somente a primeira equaçao, ou seja, aq

nA<;tp estudo, sendo resolvida pelo Método Permanente, tornou-se objeto de solução neste estuu

Po , nintados na Carta de Flooding (Fíg. 4.12),EsPectral da Colocação. Os resultados plotados na

foram os melhores possíveis.

_ nata será muito importante que se estime.Em estudos subsequentes a

.e variáveis tais como o comprimento do modelo, as influencia

- • fnrras viscosas e de superfície, alem daquelasgravítacionais, força

« iniciais Devido ao grande interesse que3 condições limites e mrc.ais, ue

através deste

canal, forças

exercidas pelas ____ narâmetros, torna-se. então, perfertamente

representa dominar o efeito destes P^e. Até 0 momento nenhum medeio tem 

.hn comp,ex’d „ Pnrém O estudo aqui
Justificável enfrentar taman nestes parâmetros.

„ o mfluência deste» r «feitos de todas estas
Estimado com precisão a trabalh°s sobre 0

apresentado, possibilita desenvo

Vanáveis.
. a <?prá objeto de uma série de estudosA complementaçao ae parâmetros a seguir, sobre a

^quentes, que irâo verificar as infiuencas 

s°Mo do escoamento permanente: parâmetro

A comprimento do cana ,
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A parâmetro Kp, definido pela Eq. (3.8), que representa a relação entre as 

forças gravitacionais do líquido e do gás;
* parâmetro Kv, definido pela Eq. (3.9), que representa a relação entre as 

forças viscosas e gravitacionais da fase líquido,
* parâmetro a, definido pela Eq. (3.2), que representa os efeitos da força

superficial;
novas condições limitesA

influenciando no comportamento da transição.

- da solução permanente com relação aosApós analisar o comportamento da soiucd p
~ Pnh,Pãn transiente no problema, apresentada 'tens acima citados, a introdução da solução transi

n_ U nnfinnr a nrÓDria influência desta equação e deno item 3.5.3, é importante, para verificar a propn
estudo deverá constituir-se da etapa 

das Condições limites sobre o problema.
a análise envolvendo os itens citados subsequente do problema que, ao conter a analise

ac’ma, constitui o estudo mais complexo deste m
~ Ho resultados deste estudo com os Finalmente, uma comparação de resuit

„ . .nro difprentes qeometnas, poderá validar
exPerimentais de outros pesquisadores, p

0 niodelo proposto. ~ ,
, . nom n estudo da transiçao de um escoamento a 

Entretanto, este modelo para n~n
cont ♦ á hastante completo e, ate o momento, nao existe
nntra^corrente para co-corrente e bas

eSn hastante animadores e servirão como Oufo na literatura. Os resultados obt.dos sao basta

e®tímulo para os estudos subsequentes.
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6. ANEXOS

amáuse dimensional
6.1. ANEXO I. ANALISE Ui

medidas para os 
tempo (TI, 
de padrões 

código para 

as unidades

meio

usadas como 
Existem cinco entidades comprimento IL1,

sistemas físicos. Tais entid ~ representados P
temperatura e carga eiétrica W constituem um

internacionais. Matematicamente. varia quando

informar como o a variações P^^Xma MLT’ >à ** 3

básicas de medida sa comum. adota-se lacões matemáticas
Para obedecer 80 [q) „So estão P^^88^^ das grandezes

temperatura [«1 e a carg , fornece * dB equaçao
desenvolvidas neste estudo. a dimension

... Anesquisapat»3’ 
físicas deste trabalho.. P * efetuados

desconhecida denom.n nsionaís mi"zad teorema fornece uma

O cálculo dos grupo ^.BucWrrgham. que governam
utilizando o teorema dos 0^ f(sic0.

técnica sistemática para e g compreen q funcão
o problema, facilitando a expene ^.^Mngbam

Utilizando o teorema d
(I.l)

o, v, ?' M
U = £{Q> ?g' p" *'

^^definidasnaü—s 

outras variave,í>
onde U é a velocidade e as . % necessita das

.. _,.;nnal da td- ' •
6 símbolos.

Segundo Vernier

seguintes etapas:

redução

«I Escrever a matriz das dim
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Pn (1.11. no sistema de m grandezas fundamentam
das n grandezas que figuram na q-
(massa M, comprimento L e tempo T, m

Fn (I 1b r grandezas primárias . dpterminantes da Eq.
(») Escolher, dentre as grande f No caso da Eq. (1.1 b r - m
9a. sendo r as linhas da matriz de dimensões (r s >■

= 3.

(•ii) Determinar a matriz das dimensõ

aA , (0 = 1, ■

subsistentes na
p_ (11) no sistema r grandezas bsistentes na Eq. '

das (n-r) grandezas secundárias su ~ sistemas lineares
Primárias. As matrizes a/são as solucoes

(1.2)

(iv) Obter os PI por meio das exp

= a, K..<*''>•
(1.3)

~ „ tal como
A forma reduzida das equaço

Eq. (Mb é do tipo
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n = 4> ^A> ■ ■ ■)

°nde 0éa função f(1 ,...,rrA,..J-

ndezas primárias escolhidas são QL, PLg,
No presente trabalho, as gra obtém-se os grupos adimensionais

Se9uindo os procedimentos já mostrad ggora em diante.

^Queridos no problema explorado. É o que s

■ rQnrP«;entado por x, tem-se a expressão 
a) Considerando o comprimento, aqui

Hx

O sistema linear montado
de acordo com a Eq. (I.2), apartir de dados

ret'rados da Tab. 1.1, fica da forma.
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a 
b 
c

-1 1 0
-2 -1 -1
-2 -1 2.

■ 0 ■

0
1 \ /

A resolução deste, possibilita obter

X*_______ .
1 — 

pP(p^) 3^3
nx =

Ou ainda, utilizando-se da relação v
= p!p, pode-se afirmar que

i (1.4)

ír) de acordo com a Eq. (1.3), tem-se: 
b) Para a Tensão de Cisalhamento ( ,h

n2 = < <p^)" {OlI

„ pn (I ?), sera 
O sistema linear, de acordo com

'110
-2 -1 -1
-2 -1 2-

A resolução deste sistema produ
*

(1.5)

o) De acordo com a
Eq. (1-3). considera^0 a

Tensão Superficial (c), tem-se.
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n3 = b

O sistema linear, de acordo com a Eq. (I

■ 1 1 o' 

-2 -1 -1 
-2 -1 2.

A resolução deste sistema produz

(1.6)

d) Considerando a Velocidade (v) na direç

n4

p_ í|,2), sera 
O sistema linear, de acordo com

Resolvendo este sistema, obt'

n4 =

6 c°nsiderando v = fjlp> po^e-se a^’rn1
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(1.7)

-r- íti dp acordo com a Eq. (1-3), tem-se. 
e) Considerando o Tempo (t).

O sistema linear, de acordo com a Eq.d-2L s

• 1 I 0 
-2 -1 -1 
-2 -1 2-

’ 0
1
0

a 
b 
c

A resolução deste sistema possibilita ob

e' fazendo v = plp, pode-se afirmar que

f) Considerando a Pressão

i
3

(P), de acordo com a Eq. (1.3), tem-se:

(1.8)

= í0l>
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O sistema linear, de acordo com a Eq. (1-2),

110 
-2 -1 -1 
-2 -1 2.

A resolução deste sistema possibilita

g) Considerando,
a Eq. (1.3) tem-se:

finalmente, a espessura
do/filme líquido (h).

(1.9)

de acordo com

n7 = h*

O sistema linear, de acordo com a

'110
-2 -1 -1
-2 "1 2-

a 
b 
c

a otoma possibilita obter:
A resolução deste sistema p

°u' como v = p/p, é possível afirmar que
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(1.10)

Faz-se necessário agora, um estudo do grau de importância das variáveis, ou 

SeJ'a, o quanto cada variável interfere nos fenômenos que ocorrem no sistema. Para 
tan<o, procede-se uma análise de ordem de grandezas, introduzindo um parâmetro 

dimensional muito pequeno e - Este é um parâmetro perturbador do sistema 

dfinido pe|a re|ação geométrica (h0/L) para a parte líquida e eQ = (s -h)/ L, 

°u ainda, eq - s/|_ - Sf para o gás.
Tomando um escoamento do tipo mostrado na Fig 1.1, a equação do 

Movimento na direção x é dada por

a2u + OC7=0 d.ii)
f p

,09«camente contando com as condições de contorno:

u = 0 quando y = 0

4“ = 0
^y

quando y ~ ho

O desenvolvimento dessas ed
Ve’ocidade u:

conduz à seguinte equação para a

Sal>e-se que a taxa de fluxo de massa é dada por.

Substituindo a Eq. (1-12) na equação da vazão. obtém-se:
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(1.13)

Isto possibilita mostrar que.
1

. Nusselt, a qual corresponde ao fluxo de liquido
nada mais é do que a espessura de N

COm ausência de tensão interfacial. _ sabe-se que
Na superfície livre, ou seja, quand

q Uo h0 ■
(1.14)

Ao substituir a Eq. (1.14) na Eq. d
13), pode-se obter

(1.15)

\
X
X
X 
X
X
X
X
X 
X
X 
X
X
X 
X
X
X 
X 
X
X

p.
9ura l.f. Esquema que mostra o

escoamento de um
filme plano

sobre uma parede vertical
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(1.16)
Substituindo a Eq. (1.13) na Eq (1.15), pode-se obter

Equações (1.13) e (1.16) pode
Torna-se necessário observar que apartir das

ser obtido, respectivamente:

i 2
"q , "V Q > 3 =>b = 3 3 (—-)■‘■‘o J y

h0 a 1,44 s 0(1)

g

(1.17)

e

Uo a 0,693 s 0(1)

(S-Si)'3 
' V

(1.18)

É desejável que

6 ainda que

x * i ,
L

°u seja.

X
L

y_ s 0(1)
h0

Da Eq. (1.17) obtém-se:
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(1.19)

x
L

/ V g) 3
g =» x 0
h0

onde_ g - 
e

Partindo-se da Equação da Continuidade é possível realizar a seguinte análise:

e

du + dv = o

Assim,

O(v) " e ' v

(1.20)

Da equação para o tempo

0 Aue permite afirmar que

o(t) e

(1.21)

cp o seguinte expediente. 
íP) utiliza-se o sey

Para a análise da Pressão

Portanto,
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e « (9(1) ■
' 1 4

(pg)3 (p

Finalmente, a análise da Tensão Superficial (a),que é feita apartir de

Desta forma.

Considerando que:

2 <<< 1 '
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E assim:

[pgr (p0)2J 3

(1.22)a 0 B 0(^-)

• adimensionalizadas nas suas formas fma.s. 
Apresenta-se a seguiras variávers introduzido por razões

Será notado a presença do parâmet P
. nnsta forma tem-se.

já salientadas anteriormente, v

p =
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6-2. ANEXO II

6'2.1. adimensionalização das equações do movimento e 

CONTINUIDADE

As equações de conservação de quantidade de movimento. Eqs. (2.1) e

«o Capitulo 2, assim como a equação da continuidade, Eq. (2.3), escritas 

abaixo:

du* 
dt*

dy*2
(ii.1)

dv* 
dt*

d2v*} 
dy*2

= o (II.2)

du*_+dXl=o 
dx* dy*

(II.3)

S^o submetidas aos parâmetros de adimensionaiização a seguir, que foram obtidos 

n° Anexo l;

1 t v2 ) T. P* = — [<pSr)2M^ 3 ■
y*-y{^; '

mn ao longo de todo este anexo, as 
Nas Ea (ll 1) a (II 5), assim comotq. (ll.ll a ui.oi, caracterizadas como variaveis

^«dezas não acompanhadas do astenstico é da
^eneion^, exceto os grupos caracterishcos encontra

•densional apresentados no Anexo I •
P a. substituição dos grupos (11.4) e (ll.bl nas Eqs.

O resultado do processo da s
(l|.2) e (H 3) resu|ta nas seguintes equações.

!



_ Q /,). O Número de Reynolds

Mc do líquid0 (Re ~ L -L p as forças viscosas, 
onde Re é o Número de Reyn° ^tf0 aS forças inércia 

tepresenta, fisicamente, a

acq DE CONTORNO 
, 1ZAÇÂO DAS CONDIÇO 

6.2.2. ADIMENSIONAUZAVh

As condições de con
■ nais defin,ao 

mesmos grupos adimensio

As equações que ^^ntadas no 

físico em estudo, que fora

^ension^- u,"ÍZan<*0'S6 “ 

SerS° ’ , 111 5>- além d°S se9U"',eS' 
(||,4) e u*'0'

, vg) ^h- 
b’ = {g

„torr>o para 0 Problema 
u-nfíes de contorn P ..... .....

:°nd Ç , , serão transcritas u . -
Capítulo 2. set

(II.9)

a seguir.

■ « na lnterface:
■ Condição Cinemátic *

, = + u "ã^v at*
§o na lnterface:

H Componente Noraal «a TenS

(II.io)

*sg (II • lD
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B Componente da Tensão Tangencial na Interface.

dh*

dx

(11.12)

■ Condição de Velocidade na Parede do Conduto:

u* = o; vt = 0
(11.13)

-nnais iá apresentados, sobre a Eq. (11.10), Aplicando-se os grupos adimensi
°btém-se a seguinte equação adimensionaliza

v=-rt + u7& ■
(11.14)

Prosseguindo no processo de adimensíonalização. agora com a Eq. (11.11), 
Obs*roa.se que esta apresenta alguns termos acompanhados do índice G que 

'nt,icam serem referentes à fase gasosa. Tais termos introduzem a interferência do 

9ÍS "o sistema. Portanto faz-se necessário inserir um novo parâmetro perturbador 

COrresPondente ao gás. Já que este parâmetro para o líquido é dado por £ = h0/L, 

Para O «rooma forma, somente lembrando que esta° 9as será dado exatamente da mesma romio,
fase °cupa. em média, o espaço de (s - M da largum do canai, onde s é a iargura 

**** canai. Assim, o tal parâmetro, para a fase gasosa, é dado por

L

° qüe Pode ser transformado da seguinte forma:

■^0

L
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S/L o resultado será
Fazendo a = s/u

eG = a '

(11.15)

e rie adimensioi 
-8 a única diferença nos pa"^ * se colocar o 

Para ° tados no final *> A"e’‘° pcrtencentes ao 
relação aos apresentad indlCando serem P
grandezas aqui existente 

exemplo.

ãonalização, com 
índice G nas 

gás. Assim, Por

etc •
i Ui; 

„• - ÍS [(pff)» 110 e“ 
Pg eG

„ *yy tem’se*
Para a tensão tg -

(IX.lfi)
2 4 ^v<s .

- e) MV 7

nsforma9õeS
1RI chega-se

Parâmetros adimensíonais, da no tertT1 ,,
i;,ada e truncao p_ za* (-—5 ’ JIequação adimensionahz0 ) dx

*yy = 2 
*G utilizando , além dos

ap trainún,er0X.(n.i^
- i as td5’

e truncad’ no ’-

z[zí-^^’
a222 [P^(^>^'23

à seguinte

. av)P,(?0-a ■t0’ 

,.2,y-2a z’®' 
,.2Z(P<3

, 2, 2,311)2+11 P 2
+ e(z2 [a2 ( (IX-I7)

°nde ainda tem-se que
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A Eq.dl.l 2), quando sul

6 (11.9), assim como a

2 11 Ia ( v2

(P?) 1^0° ’2 
lbmetida aos parâmetros adimensionais

/

i „ -
' XG

resulta, depois de uma série de transf - ”

^]+e2(-r^)2+^^ 

tfy-z^ +e ['23TG 3Xj
G dy

(11.18)

(11.4) , (H.5)

(11.19)

matemáticas, na seguinte equação:

(11.20)

s anteriormente, 
tendo ainda que a e z já foram m depois 

Finalmente, a Eq-
^dimensionais, transforma-se em

u = 0;

de submetida

y = 0 '

ue os termos nao 
É muito importante ressaltar qu

’ndice, referem-se ao líquido-

aos parâmetros

(11.21)

ão acompanhados por nenhum
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6>3- ANEXO III

6,3-1- DESENVOLVIMENTO EM SÉRIE ASSINTÓTICA DAS EQUAÇÕES DO

MOVIMENTO E CONTINUIDADE

Considere duas funções a(x,y.t) e blx.y.t) que doravante serão notadas por

9 6 b- respectivamente. Expandindo-as em séries assintóticas. com relação ao 

t6rmo perturbador e , o resultado será:

a = a(0) + ea(1) + e2a(2> (III.1)+

(0) (D (2) (III.2)

b é, simplesmente, a operação

1,2,3,...):
A adição ou subtração entre as séries de a e j.. _

ten"0 a termo das partes que acompanham um determinado e j -

(III.3)

0 produto entre a e b é dado por.

(1) (2)

(1) (0)
(1) í1)

(2) (0)
(2)

(2) (2) (III.4)

„ . lei de formação que e confirmada por
Observa-se neste produto um

EB0V'TZ 11 Sl' ■ da função a, em relação, por exemplo, à

A derivada parcial de ordem b



103 utras coordenadas Y ou t} fica da
ser uma das outras

coordenada x, (poderia tam

seguinte forma:
(III.5)

. . de ordem ir da função b, em 

s0 a pela der-da
O produto da resulta em:

relação à coordenada x IP
. ... +.. •

. 3*1
3ib a«nõiV+ea 3*

' 8 3X

. {n3^- + -

+ 8 a' '"fa*
(III.6)

n desenvolver 

e b poderão ser 

P/ por serem as 
p não apresenta

latéa«u-6’'éSUfÍC'entePa'a

Este tratamento, desde a ^"^dorme"»- 

as equações que serão apress"'8 oU ainda, pe

Substituidas pelas velocidades u ^t6ticas. APenaS a 

funções expandidas em série 

derivadas em relação ao temp

EQUAÇÕES DO W'°V,Wl . Ha na direção x, Eq- 
,0 adin'enstóna"za ' l1)a(l1l.6), o

.odo^"16" aS eq^es de O"-1’ 
Partindo-se da equação dgd0 nas

e considerando-se o 
í6sultado é a equação a segu',r
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o,. (0) +g2t
+ U(0)^_ +V(0)^y-N

V Ea. (2.13)» odn na direção y, «>•
♦n adimensionaliza09' ~ aSSjntótica

A equação do movinien < respeito da expansao seguinte
também é submetida às consideraço como res

Mostradas nas equações de v

equação:

ap(°) 

dy

(III.8)

6>3-1.2. EQUAÇÃO DA CONTINUIDA
•a»de (2.1 *l. oWém-se: 

nuacão da continuidade
Da mesma forma, partindo da eq-

a^) + ...^ <^-9)

(0) au(1) +i^)+£2(-^r+ dy
du^\dv^L^{^r+ dy

dx dy

aSSINTÓTICA DAS 
twí SÉRIE ASS1N

6*3.2. DESENVOLVIMENTO

CONTORNO

CONDIÇÕES DE

6,3-2.1. CONDIÇÃO CINEMÁTICA

De maneira semelhante a 
temática, Eq. (2.15), torna-se'-

«tn a Condição 
até o momento.

realizad0 at
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(III.10)

6.3.3 2
PENSÃO NORMAL NA INTERFACE GÁS-LÍQUIDO

Eq, (2 ifti
°btéq1 s ° e a eQuaÇao da Tensão Normal na Interface Gás-Líquido

[(p(°f)2 _ (a ÍL21) 2]l + e2/2ãzP(0) (azP(1> - zp(o) - p ) +
dx2 1 1 G

4- 2/5
+ + P(J2+ (azPW +a2xyy}2_

dx2 > 1

T<? (3zP<0} +PG) -2azPw {2zPw +PG) +2 {az)2Pw {P™ -2~^L) +

T^SÃO TANGENCIAL NA INTERFACE GÁS-LÍQUIDO

$e; (2.17), que é da Tensão Tangencíal na Interface Gás-Liquido, obtém-
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0 (11 «*»]«2l-z-5F ax
, «» , a.iü--2atoãx

r~y^_z3u—] +el~z dy 
L^g z 9y

dh ôuJlL]+o(e3)
(III•12)

NA P*rEDE6-3.2.4. VELOCIDADE DO LÍOUlD0 vplocidades do líquido

representa as 
(2.'18b(luer P

E, finalmente, através da Ed 

na parede, obtém-se:

(III.13)

,,(o) + eu 
u ~ u

= 0
+ e^2’ +

_ v(o) + ev(1) 
v - v

6-3.3. RESOLUÇÃO DO SlSTEM^

= o- 
+ e2^2’ + ’ ■ ’ 

acompanHA e°
uirepe<id°0Prin,eÍt0SÍStema

nte di^ca. **>

Por uma questão Puratn acOfnpanha e *

de equações, ou seja, aquele d

SP^L = 0
a2u<0) +i" ""ã* 
''dy*' (IXI.16)

dP^L = 0 
-^y

3 to) 9^ * 0
3u_L- + "tf
""9%

Condições de contorno- dh 0;
dh _ v(0) + u(0’^

dt



= o;

(IIX.20)

(íU-22)

yc0

obtém-se- 
ão a Y' 

pffl W**'*'«111.161, e”
integrando a Eq-'

telaça°

onde C, é a constante m-,e 

condição de contorno

r * 0
pio) +

an para se

reSUUa °btélTVSe 
proceden

a2^
s °'ax3

, r utiiUa'se 3 
obter cv

e< consequentemente,
portanto,

.obst^o^0"-151'aria com Y 
pio) nã° v 

te concbJi'se qUe pOssa ser s>

Como <r é uma constan 0 resd'ta
Crivando P(0’ em relação a x, Pa

°btém-se-. .

A Eq. (111.15) torna-se-. a2#
+ 1 + 0 ax3

(IIX*24)
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Integrando-se esta Eq. (III-24) em
, a V. Obtém-se, com o auxílio da 

integrando-se esta Eq- (111-24) em rea, 
eondição de contorno (111.20), a seguinte equaçao.

(III.25)çPh m = o
au<°’ + <-rtíJ+oã?
“Ãv- dxy ' M ilação à variável y e

„„ os) novamente em relaçao 
Integrando-se agora a Eq. < ' obtém-se a equação para u

co"siderando-se a condicão de contorno (IH-2 ’>

phb)y |nI-
dx3

1 + ^+h + ° 
u(0) = H" -2ã?

Desenvolvendo-se a Eq. (III-17Í' obté

(III.27)
(•xdulLdy

r101 ’ - 'ST
necessário diferenciar u'” em relação

Desta forma, para se obter v *“' „roduzirá:
a * 6 substituir o resultado na Eq. <I|| Z ’ ,8)

a. d11-28'

3 12 ax4 2
H m ser obtidas fazendo y = h(x,tl, o 

(o) v10’ podem ser
interface gás-líquido u e

qUs resulta em:
(III.29)

(III.30)

v(o) =

ssura do f'lme líquld°' 
nríal Para a eSP /ui 30) na condição 

„ Rnalmente, a equação diferença (|1| 29) e (IH-3
°rresPondente a e°, será obtida substituindo ^^doserá;

"Cética, Eq. (111.18). Assim procedend



,apro^ei8—■

. p que e dp de ordem e, m 
onde O(e) representa o err

QUE acolha
_ ctQTEMA qUE . 6nl O sistema

6.3.4. RESOLUÇÃO 0° S „ ^nuitamb

6.3
3„repeW-sea‘'U'

Pelo mesmo motivo alegad

titie acompanha e:
(XXX.32>

(XXX.

aFl»0
(XXX-34)

9x
aFL'0

*"Ty

Condições de cootom

Pg - '
P(x}~~ãz Z

u gx

y'^
(XXX-35)

(XXX.36)

aFL »- (XXI-3'”

ul” „ o; r’° (XXX-38)

v‘» ’ C"
y’°

teco"®3®

D „ resolução ^ado^
Para proceder a (m .281-

Eticamente, às Eqs. V"-2 fclação aS 

’E e, da mesma tom13-

6sPectivamente:

3O
se \

lfdenaO3S * "

6 3.3- 6 n'a'S 

relaçã° a° 

obtém'86.



tíx 2 dx4 7 z dx dx dx3 dx4

du (0)
~~Sy~

-(1+a^)y + l^.+b'1+c^)] (III‘41)

s,ftiples &r°Cessos de multiplicação usados para obter-se os grupos são muito 

^r°ced" nã° *razem nenhuma complicação matemática. Por outro lado, o 
er,to é extremamente longo, exigindo muito trabalho e concentração.

9 Se9bi Oniancío'Se a Eq. (111.23) aos dois grupos mensionados, obtém-se a relação

du (0)
+ „ (0) du(0)

~d3T

- -i q d4/)
3 dx4

[(1 + a-^lh +
dx3

+ o +
dx3

+ dfi
dx

+ 1
z dx

a d3hdh{^ + o^h) -
2I& dx z dx3

d4!?
dtdx3’7 dtdx3 z dt

+ —
d3h} dhXvg^dt)7 (111-42)

^h^indo.s& (ill 42) em (hi,32), a resolução 

e íeva à seguinte equação para u •

é idêntica àquela do item
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+a-^d dh dh
+ h + O &Èh)h3 +

dx3
JL-d-hh5 (l+o
10 Õx4

) +

fcyG* &hdh}}~dF Od^dt}f

~2ã
(III.43)

Panind
0 da Eq. (111.34), obtém-se:

v t1)
fy^Ldy. 

Jo ™

(III.44)

nni resPe,*° A c°
Portanto, derivando-se

^e9rando-se o

'riiatfe é a

ito à variável x e, posterior mente, 

r(isultado com respeito à variável y, no intervalo 0 < x < y, que 

e*tensão compreendida pelo filme líquido, obtém-se:
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zdx z

6ÕZL dx ^x dx3 dx4 dx

-^^)+d2^Xh(1+a^l)]-^-[o^hz(l+0^) + 
dx3 dx3 ~dxy { dx3 12(j dx5 dx3

ê>2>}~

[ 1 d3Ty* dtd^^ aã^)l ^[dx4dt dtdx4 dtdx3dxJJy

- ^y3 +

3>hy°ã?)

K-i í^h 5h3[o£llhtèo-£ídx
9x4 3 dx

Re
yx d2h ) 1 +
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Re
+ ”Th{ 3 9*3 3x X

+o'áxi
Ph r?.®^ + 0 9/3 

a3h . . Re^2^ 2(lH-45)
+ 1 S2h hM+aW 2D 3^^^

2 dtdx 3x yy
32h iiY^ai 3/2 4 rn serobtidaS

........ ....««».—»■..... *• ••■•

>.... —. »•••■d „, .....••"' „ 

taabalho é uma tônica neste e y ^(oC,d3
Obtidas as velocidades “ ituindo-se eS ° seguinte' 

Isaura do filme W'd0 "“^ps”*’8"' “ 

tesultado, para os termo5

.-se
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[h(l )+2±]-^[^a
z dx 3

dih 
dtdx3

+_13 -çZ-x
dx‘ 5 gêã^Tõz12 [5Í'^?' '-í-frZ T“W!

1 dh 
x~dx

a

-^-2(_L 3!poh-
s 3a dx2 3 dx2

G^r^senta o erro de ordem ez

h + 2axxox
dh} _ 
dx

<2ZI.46)
dx dx dx3

que é aproximadamente igual a zero.

I
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nrMTCC À DETERMINAÇÃO da espessura

6.4. ANEXO IV. PROGRAMASESC0AWIENT0 DE UM

filme a contra-corrente

tfinclude <math.h>
#include <stdlib.h> 
#include <malloc.h> 
#include <stdio.h>

double Tk(int, int, int); 
void INIT_VET(double a[],int N

double HN,E,W,AS,KP,KV,RE,

,double VALOR)/
■ mm roí CP2 CP3.CP4;FI,FR,HMR,HMLCP1,CPZ^

void nrerror(errortext) 
char error text[J;
{

void exit();

}

■ ai Recipes run-time error..An ), 
fprintf(stderr,"Numencal 
fprintf(stderr,"%s\n' <err- system 
fprintf(stderr,''...n°w exit<ng t° 

exit(1);

..An");

void lubksb(a,n,indx,b) 
double a[][400],b[];
,nt n,indx[];
{

int i,ii = O,ip,j; 
double sum;

for (i=1;i< =n;i + í 
íp = indx[il/ 
sum = b[ipL 
b[ip] = 
if(ii) ... ,_-i.i;j++)sum':=

for (j^1^ J 
elseif (sum)ii = ,; 
b[i] = sum;

} ■ u
for (i = n;i> i

sum = b[i]í

a[i][il*b[j];
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a[<lül*bül;

for (j = i +1 ;j<"" 
b[i] = sum/aniW;

n.j + +) sum

define TINY 1.0e-20;

void ludcmp(a,n,indx,d)
*nt n,indx[]; 
double a[][400],d[];

int i,imax,j,k;
double big,dum,suni,tern 
double vv[400J;
void nrerrorO;

*d=1.0; ,
for (i = 1 ;i< =n;i+ + ' <•

to U=°A< = ":iXwíÍl» ? LUDCMP",:

vv[i] = 1 .o/big;

} u
for (j=1;j< =n;j++ »}

sum=al* +)íun> -= allR

alilljl = sum:

}
big=°.O: i++){
for (i = j:' < "

sunl = aWW- +)
for(k=1;k<!'ra[il[W‘aW111' 

sum . r
aW|jJ = sum:].fabs|sum)l>= 19

if 1 ,duva=r:
irtia*88'*'

=*:kVXaxíi«;

aijjlkl’*"1"”

}
*d = .(*d);
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vv[imax] = vvljl;

indxljl = imax; = TlNY;
if (aülül = °-0) aÜJlJJ

'*11 !_dum = 1-0«’®®^i+ ) a[mj] .= dum;

for (i = j+1;l<

#undef TlNY 

double Tk(k,N,j) 
•nt k,j,N;

double aux;

aux = cos(k * j * (M_Pl i N));

}
return aux;

Vo'd INTEGIN_CO(intr1,N,NN) 
'nt l\l,NN;
double intrl [];
{

int i,j,k;
double apoi,aju,ittr;

PI/ND;

v°id IIMTEG CO(intrl ,intr2,N) 
?°uble intrl [],intr2[J;
int N;
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int j,k;
double apoi.aju;

}

INIT_VET(intr1 ,N,0.0); 

for(k= 1" k< =N + 1; k+ í
for(j = 1; j< = N +1: j + +.H fabs((j-2)*(M_Pl/N)-(j'1 )*(M_PI/N)); 

else apo>=^ UkMJU™
intrllk] += apoi mtrZIjJ

tf(k = =1) aju = 1-O/M-pl'
else aju= 2.0/M-Pl;
intrllk] = aju*intr1[W>

} 

void M_MAT(M_B,Ra,Bl,N) 
double **M_B, *Ra, *B1; 
int N;
{
register int i,j;

for(i = 3; i< =N; i+ +)
{ M_B[i][i] = 1-°í 

M_B[i][i + 2] = -1 -0' 
B1[i] = 2*i*Raíi+

}
= 1.0;

M_B[1][3] = -0.5;
M B[2][2] = 1.0; 
M_B[2][4] = -1.0; 
B1[1] = Ra[2];
Bl[2] = 4*Ra[31; 

}

Dh Rc Rd,laJb'lc',d,NI
void MAT_PR(MAT,Ra,Rb'K ' 
double MAT[][400], RaO- RDU'

Red, RdO, la[], ibO*
lc[], ld[J;

’nt N;



9 & o.o;
register int aUll1 = 0.0^“*
doubleaux- = °'°'
tortl = -l :« = 101*NJÍ = 10*N:J +

fodJ^ 1 '

n--; , , m -1++ (
for(L=1 *»L .!<++) t++H ..+){

fortK = 0 -,K< =N =N -,J+ + =N ;!<•
,orlJ ,orl áux+;l+1l+

. . 1]*ldí' +
4.11-0.333*’3 J „ U.TK».N’U:

(0.333»Ra[J + 1l*Rdl ,n*TK(K’N’U TkU-N'
*i i* |cH +

RbU + i]*RcB + 'il-'blJ+ aux1 ,+ld’l+ll+
ro.333*la[J + irHd0+1>+°-333‘^lN.ü- Th(J.N.t>*^'N'V’:

*|GÍi+™

, r^+i,+

5 ie ! i»Tk(J'N'L';16.O’P°'F
» 120*»lJ+IÉ3.01‘W Tk(j,N,L): 

16.O,<JÊ1l*T*lfcN'U 
-2-°*I1>Í1(E,3-0'*^m L)«Tk(J'N'LV'

.11

0.333

«bW + 1]*Rcll+1l + RblJ'V11

0 333 
10.333* Ra[J +11* 'dd +1 + 

ri4-1l*Rcll + 
Rb[J+ l]*lc[l + +

♦

+ '
i * =

3UX1 ♦ 
aux3 

at

aux 
a^x 
aux^ 

av- «..

lUx2 +

} .^,+1llK+

WA^itüíM^ . o.o;

aux

- aux;
21 * 1

aux1 '•

SF;í;uí--! •

}
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/* Matriz p/ Rb */
for(l = 1; K =N+1; ’+ ? + II = 1-0;MAT[2*N + 3H2*N + 2+U
M = 3; l< =N; 1+ +) 1,,;>.N+2+n=1-°:.

{ MAT[2»N + 3+ 112 4+n = -1.0.
MAT[2*N + 3 + Hl* ,2*1;MAT[2*N + 3 + lW +11

MAT[2*N + 4][2*N + 31 =
^AT[2*N + 4H2*N + 5] =
MAT[2*N + 5][2*N + 4I *
MAT[2*N + 5][2*N + 6] =
^AT[2*N + 4][2] = -1;
MAT[2*N + 5][3] = ’4'
M=i; |< = n + i; 1+ +] 2+1]* Tk(,'1,N'Nb 

MAT[3*N + 3][2*N +
Matriz p/ Ib *7

M=1; |< =N + 1 J+ +],J.q + |]*']'0;
MAT[3*N + 4H3*N +

1.0; 
-0.5;
1.0; 

-1.0;

M=3;l<=N;l++] nn*N + 3 + ,rV0; 
{MAT[3*IM + 4+ 3*H + 5 + n'2*n 

MAT[3*N + 4+ ~. + 2+ll == MAT[3*N + 4 + ul
^AT[3*n+ 5H3*N + *1 * ?5; 
MAT[3*N + 5][3*N + 6] = '0.
"flAT[3*N + 6][3*N + 51 * ^q.JaAT[3*N + 6][3*N + 7] ' 
^1(3* N + 5][N + 3] =
W,AT[3*N + 6][N + 4] = '4'

ii 1 M=vl<=N+i:i++,i!(+3+n='rkl '
MAT[4*N + 4H3 ’

!* Matriz p/ R2a */

M = 1:1<=N + 1;l++^ ^1-°=
MAT[4«N + 5h4 ”
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for{l = 3; l< = N; 1+ +) . *4-11=*
{ MAT[4*N + 5 + l][4 N +

MAT[4*IM+5 + l](4*N + 6 + n
1.0; 
-1.0;

+ l] = 1.0; , crii =-1.0;
MAT[3*N + 4 + l][3*N+. ~ _2<(.
MAT[3*N + 4 + l][N + 2+ll

MAT[3*IM + 5][3*N + 4] =
MAT[3*N + 5][3*N + 6] =
MAT[3*N + 6][3*N + 5] -
MAT[3*íM + 6][3*N + 7] = ■'■u'
MAT[3*i\1 + 5][N + 3] = '1;
MAT[3*N + 6][N + 4] = -A'

for(l = 1; |< =N + 1; l+ +J _,n
MAT[4*N + 4][3*N + 3 +

Tk(l-1

Z* Matriz p/ R2a */

M = l; i< =w + l; !+ +) 11 = 1.0;
MAT[4*N + 5][4*N + 4

Ml = 3; |< =N; 1+ +) ^m + 4 + I] = 1-0;
{ MAT[4*N + 5 + I)H N l)c-1.o;

MAT[4*N + 5+UL4 •»

-0.5;
1.0;

-1.0;
-1;
-4;

{ MAT[4*N + 5 + lH4*N^ 
I 

hn [5*N + 6] = 1-0: 
JfiAT[5*i\i + 7][5*N + 8] “ 
MAT[5*j\| + 8][5*N + 71 ' 
JJAT[5*n + 8][5*N + 9] = 
^AT[5*fy + 7]t3*N + 5] = 
mAT[5*n + 8j13*n + 6] =

f°r(,s=1; l<=N + 1;l++) <-4.11= Tk(l'1'N’rJ1,
MAT[6*N + 6][5*N + 5

Z* Matriz p/ Rc */ 

f°r(l==1; l< =N + 1; 1++) a4ii = 1.0;
MAT[6*N + 7][6*N + 6 +

f°r(, = 3; |< |++) #N + 6 + 0ss1'n
{ MAT[6*N + 7 + IH6 ^+8 + l]--1-%.

MAT[6*N + 7 + lH6 N+ 5] == -2 >
MAT[6*N + 7 + lH4 N

}



FC
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MAT[9*N + 9][8*N + 8 + ll = Tkd 1'N/ 

/* Matriz p/ Id */

for(l=i; |< =n+1; l+ +) n n- 1 0 
MAT[9*N + 10][9*N + 9 + ij~

M = 3; |< = N; I + + )
{ MAT[9*N+1O + IH9* 

MAT[9*N + lO + lin° 
MAT[9*N + 1O + I]I7*

f\i _f- 9+n 
*l\l +11 + *] 
N + I + 81 ~

1.0; 
= -1.0;
-2’1;

,V|AT[9*|\j + ti][9*|\| + 10] = 1-?' 
J/,AT[9*N+n][9*N + l2] = 
JJAT[9*n + 12][9*N+11] = 
MAT[9*n+ 12][9*N + 13J = ’1'U' 
J/,AT[9*n + 11][7*N + 9] = 
MAT[9*j\|+ 12][7*N+ 101 ~ "4;

f°r(l=1; |< =n + 1; 1+ +1 Q4.|]= Tk(l-']-N'N!:
MAT[1 O*N +10][9*N + 9

^°id EQS0L(VET,Rb,!b,N) 
intUNe VET[L Rb[L lb[B

int J,L; 
double aux = 0.0,

aux1 = 0-0,
aux2 = 0.0;

. j VETÍJI = O’°'

for(J= 1 ;J< = 1O*N +
N—;
aux = FI*KP*KV*RE*R '
for(L=1 ;L<=N JL+t, . =N ;J+t i1*Tk(J^'L,;

for(J = u
ouxl tÜ ÍMj + 11aux2 +

) alix*aux1;
VET[L+1] = aux*ai,x2; 
VET[N + L+, o.O;
aux1 = aux2

? 4i = hmb;
VET[1] = VET[N+1]
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}
VET[N + 2] = VET[Z*N + 21 = HMI'

void 
{

MACROS(void)

float Qgaux;
double aux; Rg,Ng,a9.A'B'C'NI:
double Mi,Ro,Gr,Q,L,Si,o,n9'

*/

Mi = 0.90925e-3;
Ro = 996.7;
NI = 0.912e-6;
Gr = 9.8067;
Q = 166.66e-5;
L = 1.05;
Si = 0.0726;
S = 0.025;
Rg = 1.191; . ....
Ng = 1.5525e-5; _a0 De GAZ W-
printf("\nENTRE COM A V
scanf("%f" ,&Qgaux); inIlnADE (M3/H)
Qg = (double) QgaaX.'.cFORMACA0 DE
Qg/= 900.0; /* TRANSFOHiví

PARA (M2/S)

A =1.0;
B = 14-6; 0/3.0);
C = 1-87; o*(Mi,Q>/|RO ’ ’
aux = (double) pow(3.u
HN = aux;
E = HN/L;
W = Si/(Ro*Gr*HN*HNb
AS = (S - HNJ/S;
KP = Rg*(S - HN)/(RO T^.O)*^
KV = (Ng*Ng)/(Pow(S '
RE = Qg/Ng; nw/(1.0-AS,c),:
FI = A* (0.005 + B p°^;Qv
FR = (Gr*pow(HN,3))/<N
HMR = 0.95;
HMI = 0.05;

= (S - HNJ/S;

^hk|C°PY{VET'AUX,N) 
intt’6 VeT[],AUX[J;

re9ister int i;
„ VETíd

Mi=1 ;i<=N;i++)AÜXÍ,J'

}
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}

'nt CONVERGE(VET,AUX,N,ERR'DEF) 
double VET[],AUXIJ;
int N,DEF;
double ERR;

register int i;
double aux;

printf("\nCONV_%d 
if(aux > = ERR) return 

} 
printf("\n");

j return 1;

,r,t pRlNTIa(VET,N) 
uouble *VET- 
>nt M-
{

register int i;

j return 1;

dn ^ntmatívet.ni
y°uble **\/ET'
•nt m;

register int i,m; 
int k=1;

for(m=i ;m<=N;m++) 
for(i=1 ;i<=N',+ 

if(k = = 24) { getchar();

else k + +' 
printfC^M

return 1;
}
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void PRINTRala(VET,VET2,l\l) 
double VET[],VET2[];
int N;
{

register int i;

for(i = 1 ;i< =N ;i + +) printf("\nRa[%2d] = % 2.17E la[%2d] = % 
2.17E",i,VET[i],i,VET2[iJ);

printf("\n\n");
getcharf);

}

void INIT_VET(a,N,VALOR)
double a[J;
double VALOR;
int N;
{

register int i;

for(i=1 ;i< =N ;i + +) a[iJ — VALOR;
}

void FUNC(V1,V2,l,f) 
int I;
double **V1; 
double V2[6][6], f[6];
{

int j,i;

INIT VET(f,5,0.0);

}

void XJ( double aux[], int N) 
{

register int j;

}
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register int i,j,k,m,l,n,p;
double VET2[400],aux1 [6],fo[400][400],li[6][6];
double Ii1 [6],li11 [6];

p= N/5;
if(q = = 1)XJ(VET2,N);

/♦ primeira derivada */

for(n= 1 ;n< =p ;n+ + )
for(í = 1 ;i< =5 ;i + +) fo[n][i] = 0.0; 

l= 0;
for(j = 0 ;j<N ;j+ =5) {

I + +;
for(i = 1 ;i<=5;i++) fo[l][i] = VET1[i + j];
for (n=1; n< =5; n+ +)

for (i=1; i< =5; i++) li[n][i]= 0.0; 
m= 1;
whileím < = 5) {

for (i = 1; i < = 5; í + +) 1'1 [i] = 1 -0;
k= 1;
while(k< = 5) {

if(m = = k)
foríi =1 ’i < = 5 ;i + + )

if(i 1= m) litmllk) + = 1.0/(VET2[m+j]-VET2[i+jl); 
else {

foríi =1 ;i < = 5 ;i + +)
if(|<!= i)li1[W * = (VET2[k + j]-VET2[i+j]); 

lil 1 [k] = 1.0;
(VET2[m+jJ-VET2[i+jJ);

1= ») ÍiílM * = (VET2tm+jJ-VET2[i+jJ|; 

li[m][k] = lil 1 [k]/li1 [kJ;
}
k + +;

}
m + +;

FUNC(fo,li,Laux1);
for(i = 1; i< = 5; i+ + l
aux[i+jl- auxIUL

} }

Vo,’d func(x,f,df) 
double x,*f,*df;
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}

*f = CPI*x*x*x + CP2*x*x + CP3*x + CP4; 
*df = 3*CP1*x*x + 2*CP2*x + CP3;

double funccalcfdouble a,double b)
{

double xo,x1,fx,fxl,xerr,eps = 0.5e-5; 
int i;

xo — (a + b)/2;
func(xo,&fx,&fxl);
for(i =1 ;i < = 100 ;i + +) { 

x1 = xo - (fx/fxl); 
func(xo,&fx,&fxl); 
xerr = fabs(xl-xo);
if(fabsffx) < eps) return x1; 
iffxerr < eps) return xl;
xo = x1;
func(xo,&fx,&fxl);
}

return -999;
} 

void newton_rapson(fi,ls,IV,raiz) 
double li,ls,IM;
double *raiz;
{

double delta,xf,aux,auxold;

xf = li;
delta = (Is - li)/N;
auxold = li;
*raiz = 0.0;
do{

xf = li + delta;
aux = func_calc(li,xf); 
if(*raiz - = 0.0) *raiz = aux; 
iffaux = = -999) li = xf;
else if(aux = = auxold) li = xf;

else {
if(fabs(aux) < 3) { 

if(aux > 0) auxold = 
else auxold = aux;

*raiz = aux;

} 
else

iffaux < *raíz)
iffaux > 0) auxold = *raiz = aux;

I
I
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else auxold = aux;
iffli < aux) li = aux; 
else li = xf;

}
}while(li < Is);

}

ffdefine MAX 100
tfdefine MAX8 400

voíd main(argc,argv)
int argc;
char **argv;
{

int i, j, k, m, I, DIM, indx1[MAX8], tecla;
double A[MAX8][MAX8], SOL[MAX8], auxla[MAX], auxRafMAX], 

la[MAX],
RafMAX], erro, somafMAX], somai [MAX], soma2[MAX], max1, 
errol,
d, aux1, teta, teste, tít1, tit2, tit3, tit4, NK, 
R2a[MAX],l2a[MAX], 
lb[MAX], RbfMAX], lc[MAX], Rc[MAX], ld[MAX], Rd[MAX], 
vc[MAX], alpha[MAX], beta[MAX], wn[MAXJ, 
IC0EF1 [MAX], RC0EF1 [MAX], RCOEF_2[MAX],

ICOEF 2[MAX],
IC0EF_3[MAX], RC0EF_3[MAX],IC0EF_4[MAXJ, 

RC0EF_4[MAX],
raiz, vcold, wnold, alphaold, betaold;

float Raux = 0.0, laux = 0.0, valor, kn,
FILE *fp;
static unsigned long cont;
char nome[13], name[50];
char nome1[13], name1[50];

strcpy(name,"//u//edna//gabriel// L 
strcpy(name1,7/u//edna//gabriel// ),

Íf|arSC <pnntf("ENTRE COM NOME DO ARQUIVO (p/ Ra e Ia): 

scanf("%s",nome); 
ifflstrcmpfnome,""))

strcatfname, "default.doc );
else

strcatfname,nome);

}
else

strcatfname,argv[1]J;

Íf<ar9C <printf("\nENTRE COM 0 NOME DO ARQUIVO (HW: "I;
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scanf("%s",nome1 );
if(!strcmp(nome1," ”))

strcatínamel,"default.doc"); 
else

strcatínamel,nome 1); 
}
else

strcat(name1 ,argv[2j);
printf("\nENTRE COM A DIMENSÃO DA MATRIZ: ")• 
scanf("%d",&DIM);
erro = 1e-1;
errol = 3e-1;
for(i= 7 ;ic = io*DIM ;í + +) {

indx1[i] = 0; SOL[i] = 0.0;
1 for(j = 1 ;j< = 10 *DIM ;j + +) A[i](j] = 0.0;

forfi = 1 ;i< =DIM ;i+ + ) {
auxlali] = auxRali] = la[i] = 0.0;
Ra[i] = lb[i] = Rb[í] = lc[i] = Rc[i] = 0.0;
R2a[i] = I2a[i] = ld[i] = RdfiJ = 0.0; 
somafi] = somai [i] = soma2[i] - 0.0; 
ICOEF_1[i] = RCOEF_1[i] = 0.0; 
ICOEF_2[i] = RCOEF_2[i] = 0.0; 
ICOEF_3[i] = RCOEF_3[i] = 0.0; 
IC0EF_4[i] = RC0EF_4[i] = 0.0; 
vc[í] = alphafi] = beta(i) = wn[i] = 0.0;

príntf("\nENTRAR COM VALORES INICIAIS p/ Rs e Is (1 ou 0)? ")• 
scanf("%d",&tecla);
íf (tecla = = 0)

if((fp = fopen(name,"rt")) = 
printf("Nao foi possível

= NULL) {
abrir o arquivo desejado." ):

exit(1);

forfi =1 ;i<~DIM ;i++){ 
fscanf(fp,”%E %E ",&Raux,&!aux); 
Ra[i] = (double} Raux;
la[i] = (double) laux; 

fscanf(fp,”%E %E ”,&Raux,&laux);
Rb[i] = (double) Raux; 
lb[i] = (double) laux; 
fscanf(fp,”%E %E ”,&Raux,&laux); 
R2a[i] = (double) Raux;
I2a[i] = (double) laux; 
fscanf(fp,"%E %E ",&Raux,&laux); 
Rc[i] = (double) Raux; 
lc[i] = (double) laux;
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fscanf(fpr''%E %E ",&Raux,&laux); 
Rd[iJ — (double) Raux; 
ld[i] = (double) laux;

fclose(fp);
} 

else { 
ll\IIT_VET(la,DIM,0.002); 
INIT_VET(Ra,DIM,0.0l8); 
INIT_VET(l2a,DIM,0.002); 
INIT_VET(R2a,DIM,0.018); 
INIT_VET(lb,DIM,-0.2); 
IMIT VET(Rb,DIM,-0.2); 
INIT_VET(lc,DIM,-0.2); 
INlTVET(Rc,DIM,-0.2); 
JNITVETfld, DIM,-0.2); 
INIT VET(Rd,DIM,-0.2);

}
MACROS»; 
cont = 1; 
do{

INIT_VET(soma1,DIM,0.0J; 
INIT_VET(soma2,DIM,0.0); 
IJVJT_VET(soma,DIIVI,0.0); 
COPY(Ra,auxRa,DIM); 
COPY(la,auxla,DIM); 
MAT_PR(A,Ra,Rb,Rc,Rd,la,lb,lc,ld,DIM); 
ludcmp(A,10*DIM,indx1,&d); 
EQSOL(SOL,Rb,lb,DIM); 
lubksb(A,10*DIM,indx1,SOL); 
for(i= 1 ;i< = DIM ;i+ +) {

Rali] = SOL[i];
la[i] = SOLlí+DIM];
RblíJ = SOL[i+2*DIMJ; 
lb[i] = SOL[i +3*DIM]; 
R2a[i] = S0L[i + 4*DIM]; 
Í2aíi] = SOL[i+5*DIM]; 
Rc[i] = SOL[i + 6*DIMJ; 
lc[i] = SOL[í+7*DIMl; 
RdfiJ - SOL[i + 8*DIMJ; 
ld[i] = SOL[i + 9*DIM];

}

for(j=0;j< = (DIM-1);j++) 
for(k= 1 ;k< = D,M ;k + + H 

teta = atan(la[k]/Ra[k]); 
aux1 = pow(Ra[k],2.0) + pow(la[k],2.0); 
aux1 =pow(aux1,0.5)*fabs(Tk(k-1,DIM-1J)); 
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somai [j+1] += auxl *cos(teta); 
soma2[j+1] += auxl *sin(teta); 
soma[j+1] + = auxl;

/*for(i = 1 ;i< = DIA/I ;i+ + ) 
printf("\nRa = % 2.17Ela = % 2.17E",Ra[i],la[i])-*/ 
printf("\n%d",cont);
cont + + ;

}while(!(CONVERGE(Ra,auxRa,DIM,erro,1) && 
CONVERGE(la,auxla,DIM,erro1,2)));

printf("\nVETOR DE Ra e la:\n"); 
if((fp = fopen(name,"wt")) = = NULL) { 

printfCNao foi possível abrir o arquivo desejado."); 
exit(1);

} 
for(i = 1 ;i< =DIM ;i + +) { 

printf("Ra[%2d] = % 2.17E la[%2d] = % 
2.17E\n",i,Ra[i],í,|a[i]);

fprintf(fp,"% 2.17E % 2.17E ",Ra[iJ,la[i]); 
fprintf(fp,"% 2.17E % 2.17E ",Rb[i],lb[iJ); 
fprintf(fp,"% 2.17E % 2.17E ”,R2a[i],l2a[i]); 
fprintf(fp,"% 2.17E % 2.17E ",Rc[i],lc[iJ); 
fprintf(fp,"% 2.17E % 2.17E\n",Rd[i],ld[iJ);

}
fclose(fp);
valor = 0.0;
for(i= 1 ;i< =DIM ;i+ +) valor + = soma[i];
valor /= DIM;

if«fp = fopen(name1,"wt")) = = NULL) { 
printfCNao foi possível abrir o arquivo desejado."); 
exit(1);

for(i= 1 ;i< =DIM ;i+ + ) {
printf("\n| Hk| [%2d] = % 2.17E",i,soma[i]); 
fprintf(fp,"% 2.17E\n",soma[iJ);

}
fclose(fp);

/* wnold = -20000.0;

* * * * Calculo do coeficiente 1 * * * * *

if«fp = fopen(’7/u//edna//saida.doc","wt")) - - NULL) { 
printfCNAO FOI POSSÍVEL ABRIR SEU ARQUIVO DE SAIDA ),

exit(1); 
}
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forfm =1 ;m< = 10;m++){ 
wnofd + = 10000.0; 
for(j=1; j< = DIM; j + +) { 

double TKAUX,tit5,tit6,tit7,tit8,tit9,tit10;

tit1 = 0.0;
tit2~0.0;
tit3 = 0.0;
tit4 - titõ = titõ = tit7 = tit8 = 0.0; 
for(k = 1; k < = DIM; k + +) { 

for(i=1; i< =DIM; i+ +) { 
tit1 + = -(Rb[í]*Ra[k]-lb[i]*la[k])*

Tk(k-1 ,j-1 )*Tk(í-1 ,DIM-1 ,j-1);
tit2 += -(la[k]*Rb[i] + Ra[k]*lb[i])*

Tk(k-1 ,DIIV1-1 J-1) * Tk(i-1 ,DIM-1 ,j-1 );
for(i=1 ;I<=DIM ;l++) {
TKAUX = Tk(k-1,DIM-1,j-1)*Tk(i-1,DIM-1,j'-1)* 

Tk(l-1,DIM-1,j-1);
titõ + = -(Ra[k]*Rb[i]*Rc[í]-laík]*lb(i]*Rc[l]- 

la[k]*Rb[i]*lc[l]-Ra[k]*lb[i]*lc[l])* 
TKAUX;

tiíG + = -(Ra[kJ*RafiJ*Rd[l]-la[k]*la[í]*Rd[l]- 
la [k] * Ra[i] * Id[!]-Ra[k] * Ia [i] * ld[í J) * 
TKAUX;

tit7 + = -(Rafk]*Rb[i]*lc[l]-la[k]*lb[í]*lc[l] + 
la[k]*Rb[i]*Rc[l] + Ra[k]*lb[i]*Rc[ID* 
TKAUX;

tít8 += -(Ra[k]*Ra[i]*ld[l]-la[k]*la[i]*ld[l] + 
la [k] * Ra [i] * Rd[l] + Ra [k] * Ia [i] * Rd[IJ) * 
TKAUX;

}
}

tit3 + = Rb[k]*Tk(k-1,DIM-1,j-1); 
tit4 += lb[k]*Tk(k-1,DIM-1,j-1);

}
tit1 ♦= 4*FR;
tit2 *= 4*FR;
tit3 *= FR*FI*KP*KV*pow(RE,2.J;
tít4*= FR*FI*KP*KV*pow(RE,2.);
tit5 *= 32*pow(E,3)*W*FR;
tít6 * = 16*pow(E,3)*W*FR;
tít7 *= 32*pow(E,3)*W*FR;
tit8*= 16*pow(E,3)*W*FR;
RC0EF_1|jJ = titl + tit3+ tit5 + tít6;
ICOEFJOJ = tit2+tit4 + tit7 + tit8;
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Calculo do coeficiente 2 ***** 

titl = 0.0;
tit2 = 0.0;
tit3 = 0.0;
Ut4 = tit 5 = tit6 = tít 7 = tit8 = titã = titl O = O.O; 
for(k=1; k< = DIM; k + +) { 

for(i = 1; i < = DIM; i + + ) {
TKAUX = Tk(k-1 ,DIM~1 ,j-1 )*Tk(i-1 ,DIM-1 ,j-1); 
titl + = -(Ra[k]*Ra[iJ-la[k]*la[i])*TKAUX; 
tit2 += -(Ra[k]*la(i] + la[k]*Ra[i])*TKAUX; 
tit9 + = -(Rafk]*Rbfi]-la[k]*lb[i])*TKAUX; 
titl O + = -(la[k]*Rb[i]-Ra[k]*lb[i])*TKAUX; 

for(l=1 ;l< =DIM ;l++) {
TKAUX = Tk(k-1,DIM-1J-1)*Tk(i-1,DIM-1,j-1)* 

Tk(I-1,DIM-1,j-1);
tit5 + = -ÍRa[k]*Rafí]*Rc[IJ-lafk]*la[i]*Rc[l]- 

lafk]*Ra[iJ*lc[l]-Ra[k]*la[i]*lc[l])* 
TKAUX;

tit6 += -(Ra[k]*Ra[i]*lc[l]-la[k]*la[i]*lc[l] + 
la[k]*Ra[i]*Rc[l] + Ra[k]*la[i]*Rc[l])* 
TKAUX;

tit7 + = -(Ra[k]*Ra[i]*Rc[IJ-lafk]*lafi]*Ra[l]-
Ia[k] * Ra[íJ* Ia [IJ-Ra [k] * Ia [i] ♦ Ia [I]) * 
TKAUX;

tít8 += -(Ra[k]*Ra[í]*la[l]-la[k]*la[i]*la[l] +
la [k] * Ra [i] * Ra[l] + Ra [k] * Ia [i] * Ra [I]) * 
TKAUX;

}
}

tit3 + = Ra[k]*Tk(k-1,DIM-1,j-1);
tit4 += la[k]*Tk(k-1,DIM-1,j-1);
}

titl * = 2*FR;
tit2 ♦= 2*FR;
tit3 *= FR*FI*KP*KV*pow(RE,2.);
tit4 * = FR*FI*KP*KV*pow(RE,2J;
tit5 *= 16*pow(E,3)*W*FR;
tit6 *= 16*pow(E,3)*W*FR; 
tit7*= 16*pow(E,3)*W*FR; 
tit8*= 16*pow(E,3)*W*FR; 
tit9 *= 16*pow(E,3)*W*FR; 
tit1O*= 16*pow(E,3)*W*FR; 
RCOEF_2[j] = tit1+tit3 + tit5; 
ICOEF__2[j] = tit2 + tit4 + tit6; 
RC0EF_4[j] = tit7; 
ICOEF_4lj] = tit8;
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RC0EF_3[j] = tit9;
IC0EF3U1 = titIO;
iffwnold ! = 0.0) {

vcíj] = -(RC0EF_2[j] + ICOEF_1[j]/wnold) + 
RCOEF_3]j]*wnold*wnold-lCOEF_4Ij]*pow(wnold,3); 
beta® = RC0EF_1|j] -wnold*ICOEF_2[jJ + 
ICOEF_3üJ*pow(wnold,3)+RCOEF_4(j]*pow(wnold,4); 
fprintf(fp,"% 2.2E % 2.17E % 2.17E\n", 

wnold,vc[j],betalj]);
}

}
}
fclose(fp);
*/ 
printf("\nVALOR = % 2.3E\n",valor);}

I


