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Resumo

Em 2004, K. Novoselov e A. Geim (Laureados com o Nobel de 2010) conseguiram isolar
e depositar em um substrato uma tnica monocamada de carbono em uma estrutura
hexagonal. Estes desenvolvimentos deram origem as pesquisas em materiais bidimensionais,
e materiais que apresentam cones de Dirac na estrutura de bandas. O confinamento lateral
da monocamada introduz as nanofitas de grafeno do tipo zigzag e armchair, cujos nomes

se referem a aparéncia do arranjo dos atomos de carbono em suas bordas.

Nesta dissertacao, investigamos teoricamente a estrutura eletronica e condicdes de contorno
destas nanofitas sob novas perspectivas. O modelo efetivo do grafeno ¢ dado por um
Hamiltoniano (tipo Dirac) linear no momento &, o que introduz duas peculiaridades.
Primeiro, o confinamento eletronico nao é obtido pela condi¢do de contorno trivial de caixa
fechada (¢ = 0 nas fronteiras). Em seu lugar, costuma-se usar as condi¢oes de contorno
de Brey e Fertig (BF), nas quais as estruturas atomisticas das bordas devem ser levadas
em consideracao. Segundo, quando simulagoes numéricas sao necessarias, o processo de
discretizacao do operador k = —i0, via diferencas finitas leva ao problema do duplicamento
de Férmions em Hamiltonianos k-lineares, que introduz solu¢bes numéricas espurias
proximas ao nivel de Fermi. Adicionalmente, as condigdes de contorno de Brey e Fertig nao
sao implementaveis na abordagem por diferencas finitas. Assim, nesta dissertacdo revemos
estes problemas, a priori distintos, e descobrimos que estdao intimamente relacionados e

propomos uma solugao tnica.

Nossos resultados sao fundamentados na demonstracao de que as condi¢des de contorno de
BF séao equivalentes as de McCann e Fal’ko (MF), sendo que estas ultimas sao véalidas para
qualquer Hamiltoniano k-linear. Veremos que as condi¢oes de MF podem ser estabelecidas
por teoria de grupos e sao definidas pelas quebras de simetria impostas pelo confinamento.
Também utilizando teoria de grupos, mostramos que as corregoes k-quadraticas do Ha-
miltoniano das nanofitas sdo dadas por formas matriciais equivalentes as que definem as
condigoes de MF. Demonstramos aqui que estas correcoes quadraticas, conhecidas como
massa de Wilson, além de resolver o problema do duplicamento de Férmions, modificam

as condicoes de contorno para a forma trivial de ¢ = 0 nas fronteiras.

Esta nossa proposta de uma nova abordagem para estudos de Hamiltonianos dominados
k-lineares ainda nao é estabelecida na literatura. No entanto é de grande abrangéncia,
pois nossos resultados sao validos nao sé para grafeno, mas para todos os Hamiltonianos

k-lineares em estado sélido, como em isolantes topologicos, férmions de Weyl, etc.

Palavras-chave: Grafeno. Modelo efetivo. Condi¢oes de contorno.






Abstract

In 2004, N. Novoselov and A. Geim (Nobel 2010) have isolated a single layer of graphene on
a substrate. Thus yielding novel research fields in two-dimensional materials, and materials
that are characterized by Dirac cones in their electronic structure. The lateral confinement
of a monolayer introduces the graphene nanoribbons, which can be of the type zigzag or

armchair, whose names refer to the shape of the atomic arrangement at their borders.

In this dissertation, we investigate the electronic structure and boundary conditions of
graphene nanoribbons under novel perspectives. The effective model of graphene is given
by a Dirac Hamiltonian, linear in momentum £, which introduces subtleties. First, the
hard wall confinement is not given by trivial boundary conditions () = 0 at the Edges).
Instead, one usually applies the Brey and Fertig (BF) boundary conditions, which requires
an analysis of the atomistic terminations of each boundary. Second, whenever numerical
simulations are necessary, the discretization of the operator k = —id,, via the finite
differences method, yield the Fermion doubling problem for k-linear Hamiltonians, which
introduces spurious numerical solutions near the Fermi energy. Moreover, the BF conditions
are not compatible with the finite differences method. Here, in this dissertation, we revisit
these issues, which are seemingly unrelated, to find out that they are closely related,

allowing us to propose an unique solution.

Our results are based on the demonstration that the BEF boundary conditions are equiv-
alent to those introduced by McCann and Fal’ko (MF), which are valid for all k-linear
Hamiltonians. We will show that the MF conditions can be established using group theory,
being defined by the broken symmetries caused by the confinement. The group theory
analysis also allow us to show that the k-quadratic corrections of the Hamiltonian are given
by the same matrices that define the MF conditions. We show here that these quadratic
corrections, known as Wilson’s mass, not only solves the Fermion doubling problem, but

also modify the boundary conditions, allowing for the trivial ¢» = 0 condition at the edges.

Our proposal for a new approach for Hamiltonians dominated by k-linear terms is not yet
established in the literature. However, it is of broad interest, since our results are valid
beyond graphene, and can be applied to all k-linear models, like topological insulators,

Weyl fermions, etc.

Keywords: Graphene. Effective model. Boundary conditions.
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1 Introducao

1.1 Grafeno, nanofitas e aplicacoes

O grafeno é um semimetal formado por atomos de carbono dispostos em uma
rede hexagonal planar [forma de colmeia, veja Figura 1(a)]. O interesse da comunidade
cientifica no grafeno despertou em 2004, quando A. Geim e K. Novoselov conseguiram
isolar e caracterizar uma unica monocamada (NOVOSELOV et al., 2004). Para isso, estes
pesquisadores utilizaram uma inusitada técnica de esfoliagao usando fita adesiva (BOHR,
2015). A descoberta deste material foi revolucionéaria por duas principais razoes: (i) por
mostrar que é possivel obter experimentalmente, com estabilidade, materiais ultrafinos
compostos por uma unica camada atémica; e (ii) por este material ter sido o primeiro de
muitos a apresentar uma estrutura de bandas composta por cones de Dirac no contexto de
estado solido (NOVOSELOV et al., 2005). De fato, o grafeno deu origem a toda uma nova
linha de pesquisa em materiais bidimensionais (NETO; NOVOSELOV, 2011; HE; CHAT;
LIAO, 2018; ROLDAN et al., 2017). Estes desenvolvimentos foram reconhecidos com o
prémio Nobel de 2010 (NOVOSELOV, 2011).

(a) (b)

borda tipo armchair

borda tipo zigzag
dezdiz odry epioq

borda tipo armchair

Figura 1 — (a) Ilustragdo de uma rede de grafeno exibindo as estruturas hexagonais, que
dao o nome da rede colmeia. (b) Nanofita de grafeno enfatizando as bordas
tipo zigzag e armchair.

A monocamada de grafeno traz consigo diversas caracteristicas peculiares. Por
exemplo, a forte ligacdo quimica, formada pela hibridizacao sp? dos dtomos de carbono,
resulta em uma grande rigidez estrutural no plano, porém maleavel para fora do plano.
Tornando-se assim uma grande promessa para o desenvolvimento de novos dispositivos
eletronicos flexiveis (HAN et al., 2017). Adicionalmente, grafeno mostrou-se um excelente
condutor elétrico e térmico (BALANDIN et al., 2008). Além de dispositivos eletronicos,
estas propriedades tornam o grafeno interessante para desenvolvimento de novas baterias

mais leves e eficientes (KIM et al., 2014). Intimeras outras possiveis aplicagdes do grafeno
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surgem diariamente em diferentes linhas de pesquisa. Por exemplo, recentemente foi de-
monstrado que bicamadas de grafeno sao supercondutoras quando rotacionadas por angulos
magicos (CAO et al., 2018), provendo assim um novo material supercondutor ultrafino, e
provavelmente gerando avancos futuros na nossa compreensao da supercondutividade de

forma geral.

No contexto de dispositivos eletronicos, a monocamada de grafeno possui um
empecilho. Sua estrutura eletronica é formada por cones de Dirac protegidos por simetria,
com gap nulo. Esta caracteristica é extremamente interessante para se estudar analogos
de fendmenos relativisticos, caracterizados por Hamiltonianos lineares em k do tipo de
Dirac, por exemplo: o paradoxo ou tunelamento de Klein (KATSNELSON; NOVOSE-
LOV; GEIM, 2006). No entanto, dispositivos eletronicos tipicamente requerem gaps para
criar jungoes p-n (KITTEL, 2000), ou para se controlar propriedades de absorcao ética
(BAUDISCH et al., 2018). O gap na estrutura de bandas pode ser aberto quebrando-se
simetrias intencionalmente, ou de forma induzida pelo confinamento. Neste ultimo caso
temos a formagao das nanofitas de grafeno (FUJITA et al., 1996; NAKADA et al., 1996;
WAKABAYASHI et al., 1999).

As nanofitas de grafeno possuem diferentes propriedades dependendo da diregao de
confinamento. Cortando a monocamada em uma certa direcao cristalografica, obtemos
nanofitas do tipo zigzag, cujo nome reflete o arranjo dos atomos de carbono nas bordas.
O corte em uma dire¢ao ortogonal a anterior, resulta em nanofitas tipo armchair, onde
os atomos de carbono nas bordas formam uma figura que se assemelha a uma poltrona.
Estas duas formas estao ilustradas na Figura 1(b). A estrutura eletronica resultante destas
nanofitas sdo bastante distintas nos casos zigzag e armchair, (BREY; FERTIG, 2006;
SON; COHEN; LOUIE, 2006). As nanofitas zigzag apresentam estados de borda préximo
ao nivel de Fermi, sendo que estes fornecem canais de condugao unidimensionais com
propriedades magnéticas peculiares (YAZYEV; KATSNELSON, 2008). J& as nanofitas
armchair apresentam estruturas de bandas mais tradicionais, porém hiperbdlicas, com um

gap que pode ser controlado pela largura da nanofita ou por potenciais externos.

1.2 Motivacées e justificativas

No caso particular das nanofitas armchair, surpreendentemente, existe ainda hoje
uma contradicao na literatura sobre o comportamento do gap como func¢ao da largura L da
nanofita. Calculos tedricos, via método k- (BREY; FERTIG, 2006) ou tight-binding (SON;
COHEN; LOUIE, 2006), mostram que a nanofita armchair pode ser semicondutora (gap
finito), ou semimetalica (gap zero). Os casos semicondutores ocorrem quando o nimero
de dtomos de carbono ao longo da largura L é N, = 3p ou 3p + 1, sendo p inteiro. E o

caso semimetalico ocorre quando N, = 3p + 2. Porém, resultados de calculos ab initio



1.8. Organizagdo desta dissertagdo 17

(SON; COHEN; LOUIE, 2006) e experimentos (HAN et al., 2007; TAPASZTO et al., 2008;
BARONE; HOD; SCUSERIA, 2006) mostram que mesmo no caso 3p + 2 existe um gap
que diminui com o inverso de L. Nesta dissertacao nés investigamos esta contradi¢ao no
contexto dos modelos efetivos (ou método k- p), e descobrimos que esta contradi¢ao é
consequéncia das condigdes de contorno introduzidas na referéncia (BREY; FERTIG, 2006).
Veremos que no caso 3p + 2, esta condicao de contorno leva a consequéncias nao-fisicas.
Entao propomos uma abordagem mais geral para obter estas condi¢oes de contorno via

teoria de grupos e andlise das simetrias de cada nanofita.

Adicionalmente, ambos tipos de nanofitas, zigzag e armchair, apresentam um se-
gundo problema ainda nao solucionado na literatura. Porventura, estudam-se teoricamente
diversas propriedades, e.g., elétricas, térmicas, 6ticas, das nanofitas através de simulacoes
numéricas. Porém, tipicamente utilizam-se abordagens tipo tight-binding (NETO et al.,
2009) ou ab initio, que podem ser bastante custosas computacionalmente. J& modelos
efetivos de baixa energia raramente sao usados neste contexto devido ao problema do
duplicamento de Fermions (HERNANDEZ; LEWENKOPF, 2012; RESENDE et al., 2017).
Como discutiremos nesta dissertacao, este problema surge devido ao processo de discre-
tizagao numérica da derivada primeira em Hamiltonianos lineares em k (lembrando que
k, = —id,). Nesta dissertagdo veremos que este problema numérico também é sanado,
de forma eficiente e precisa, pela mesma abordagem utilizada para obter as condi¢oes de

contorno que mencionamos acima.

1.3 Organizacio desta dissertacao

No Capitulo 2 apresentamos a metodologia e conceitos fundamentais que serao
utilizados nesta dissertacao. Comecamos revisando os fundamentos de teoria de grupos
aplicado a estruturas cristalinas. Em particular, apresentamos o método dos invariantes
(secao 2.1.3) que sera utilizado frequentemente na dissertagdo para obter a forma matricial
dos termos dos Hamiltonianos, respeitando o grupo de simetria de cada problema. Esta
abordagem nos permitira colocar todos os nossos resultados em um alicerce sélido. Na Secao
2.2 introduzimos o método numérico de diferencas finitas, o problema do duplicamento
de Férmions associado a discretizagao do operador derivada, e sua solugao genérica na
forma da massa de Wilson. Na secdo 2.3 apresentamos as condi¢oes de contorno para
Hamiltonianos lineares em k. Em nossos resultados, veremos que as matrizes M,, e M. que

definem a massa de Wilson e a condi¢ao de contorno de McCann-Fal’ko estao relacionadas.

No Capitulo 3, comegamos a apresentar nossos resultados deduzindo o Hamiltoniano
do grafeno via teoria de grupos. Nesta se¢ao nosso objetivo é mostrar como usar o método
dos invariantes para obter os termos do Hamiltoniano que sao permitidos por simetria. Na

sequéncia utilizamos as condi¢oes de contorno de Brey-Fertig para obter as estruturas de
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bandas das nanofitas zigzag e armchair, bem conhecidas na literatura. Estas servirao de

base para comparagdo com nossos resultados para o modelo k-quadratico.

Antes de introduzir o modelo k-quadratico, apresentaremos nosso primeiro re-
sultado desta dissertacao. Mostraremos que as condi¢oes de contorno de Brey-Fertig e
McCann-Fal’ko sao equivalentes (segdo 3.1.5), e que estas condigoes de contorno podem

ser estabelecidas via teoria de grupos (secao 3.2).

Na Secao 3.3 passamos a discutir o modelo k-quadratico. Neste caso vamos além
da literatura usual, e calculamos, via método dos invariantes, os Hamiltonianos efetivos
de cada nanofita (zigzag e armchair). Sendo que em cada caso o grupo de simetria é
reduzido, em relagao a monocamada de grafeno, devido ao confinamento. Nesta abordagem
mostramos que os termos quadraticos em k sao naturalmente acompanhados das massas
de Wilson. Mostramos também que as matrizes M,, e M., que definem a massa de
Wilson e o confinamento de McCann-Fal’ko, sao equivalentes, ou seja M,, = M.. Em
trabalhos anteriores (RESENDE et al., 2017), nosso grupo de pesquisa havia proposto esta
equivaléncia como uma conjectura justificada a posteriori, verificando que os resultados
obtidos para a estrutura de bandas estavam corretos. Em contraste, aqui nés provamos
que esta igualdade é sempre verdadeira, e as matrizes M,, = M, sao definidas pelo grupo
de simetria da nanofita, ou seja, sao definidas pela quebra de simetria induzida pelo
confinamento. Por fim, esta metodologia é aplicada as nanofitas zigzag e armchair, e
comparamos os resultados obtidos com o modelo linear e quadratico em k. Concluimos a

dissertagao sumarizando os resultados e discutindo brevemente perspectivas futuras.

Complementarmente, no Apéndice A apresentamos o método k- p, sendo que
este auxilia a compreensao dos modelos efetivos apresentados ao longo da dissertacao.
No Apéndice B.1 apresentamos os cédigos-fontes utilizados para obter os Hamiltoniano
via método dos invariantes. E no Apéndice B.2 apresentamos os cddigos utilizados para

diagonalizar os Hamiltonianos das nanofitas via método de diferencas finitas.
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2 Metodologia

Nesse capitulo buscamos contextualizar alguns conceitos que serao importantes para
entendermos os resultados obtidos. Assim, iniciamos com uma breve discussao da teoria
de grupos e do método dos invariantes, que serao utilizados para definir os Hamiltonianos
modelo para a monocamada de grafeno e para as nanofitas tipo zigzag e armchair. Estes
Hamiltonianos serao trabalhados tanto analiticamente, quanto numericamente. Assim,
na sequéncia introduziremos a abordagem numérica em termos do método de diferengas
finitas. Complementarmente, no Apéndice A mostramos que a abordagem via método dos

invariantes é equivalente ao método k - p.

2.1 Introducdo a teoria de grupos

No estudo de propriedades eletronicas de materiais ¢ 1til analisar suas simetrias,
pois através das simetrias e do método dos invariantes (WINKLER, 2003) podemos
calcular as suas estruturas de bandas, como serd visto adiante neste trabalho. Para
tal, faz-se necessario um entendimento de teoria de grupo abstrato (DRESSELHAUS;
DRESSELHAUS; JORIO, 2007; FAZZIO; WATARI, 2009).

Sera dito um grupo, sempre que um conjunto de operacoes obedecer as seguintes

propriedades:

Fechamento: tomemos um conjunto de elementos G, tal que A e B pertencam a
G, a operagao AB (note que AB nao necessariamente representa uma multiplicacdo, mas

sim A atuando em B) resulta em um valor C que também pertence a G;
Associatividade: sendo A, B e C pertencente a G tem-se: (AB)C = A(BC);

Elemento identidade: para todo A pertencente a G, temos um elemento E

também pertencente a G tal que EA = AE = A;

Elemento inverso: para todo elemento do conjunto G, por exemplo A, existe um

elemento complementar A~! tal que, A™'A = AA"! = FE.

Sendo assim, todo conjunto que obedece as propriedades mencionadas acima sera
denominado grupo. Quando além de tais propriedades ele ainda for comutativo (AB =

BA), ele sera dito grupo Abeliano ou grupo comutativo.

Os grupo podem ser subdivididos ainda quanto a quantidade de elementos de duas
maneiras distintas. Grupos finitos sdo aqueles que contém um ntimero finito de elementos.
Em contrapartida, grupos infinitos possuem um nimero infinito de elementos. Estes podem

ainda ser grupos infinitos discretos, nos quais os elementos podem ser parametrizados
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Tabela 1 — Exemplo de tabela de multiplicacao (FAZZIO; WATARI, 2009).

por niimeros inteiros. Por ultimo, grupos infinitos continuos, nos quais os elementos sao
densos e parametrizados por nimeros reais. Um grupo também pode ser denominado como
ciclico, essa denominacao sera utilizada quando tivermos um conjunto de n elementos,
de tal forma que os elementos desse grupo sejam compostos por A" = AA...AA, sendo a
repeticao da aplicacdo de A em A feita n vezes. Assim, este grupo é dado pelos seguintes
elementos: A, A2, A3 ..., A" = E, logo A sera o elemento gerador do grupo ciclico que
possuira ordem n. Outras terminologias fundamentais para o entendimento da teoria de

grupo serao apresentadas a seguir.

Tabela de multiplicacao: define como ocorre a atuagao de todos os elementos de
um grupo atuando um no outro. A sua construgao se assemelha com a de uma matriz, onde
os elementos da 1* coluna e 1* linha serdo todos os elementos do grupo, e o cruzamento de
linha com coluna representa a aplicacao do elemento da linha no elemento da coluna. Na

ilustracao da Tabela 1, temos, por exemplo C'D = B.

Subgrupo: consiste em um grupo onde os seus elementos estao todos contidos em
um outro grupo G e além disso obedece as regras para ser um grupo, ou seja, fechamento,

associatividade, elemento identidade e elemento inverso.

Elementos conjugados: Sejam A, B elementos de um grupo G, se existe algum
X € G, tal que XAX ! = B, diz-se que A e B sao conjugados. Ou seja, dizemos que A e
B sao semelhantes, j4 que a operacio X AX ! = B ¢ uma transformacao de semelhanca.
O conjunto dos elementos conjugados entre si, elementos semelhantes, forma uma classe

de simetria.

Coset: seja um subgrupo S de um grupo G, se S tiver ordem h e G tiver ordem g,
tal que h < g, o grupo G tera elementos nao contidos em S. Se pegarmos um elemento de
G que nao esta contido em S, por exemplo X, e fizermos a aplicacao de X nos elementos
de S, o conjunto formado pelos elementos resultante dessa aplicacao serd denominado
coset ou conjunto complementar. Quando a aplicacao se der pela direita ele recebera o
nome de grupo coset a direita, se essa aplicagao vier pela esquerda ele recebera o nome

de grupo coset pela esquerda. Quando todos os cosets pela esquerda sdo iguais aos cosets
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pela direita, o subgrupo S é dito invariante, ou seja:

XS =5X (2.1)
XSX t=8xx"1 (2.2)
XSX '=SF (2.3)
XSX =5 (2.4)

2.1.1 Simetrias Cristalinas

Uma estrutura cristalina pode ser entendida como um arranjo periédico bem
definido dos atomos. A menor sequéncia de atomos que se repete de forma peridédica recebe
o nome de célula unitéria. Os vetores que definem as translacoes da célula unitéria, e
geram a rede completa, recebem o nome de vetores primitivos, como podemos ver na

Figura 2.

1
a2
3 4
[ O ¢ .

Figura 2 — Ilustracao de uma rede quadrada, destacando uma célula peridédica pelos vértices
1,2, 3 e 4. Os vetores a; e do indicam as translagdoes R = nid; + nods.

Toda operacao que leva de um ponto a outra da rede, sem promover qualquer
alteracao fisica da sua estrutura, a deixando indistinguivel da posi¢ao inicial, serd chamada
de operacao de simetria. Tais operacoes de simetria, sdo feitas a partir de um elemento de
simetria, ou seja, entidades geométricas em relacao a qual ocorre a operagao, por exemplo:

um ponto, uma reta ou um plano.

A operagao feita a partir do vetor de translagao R (de maneira geral E=% n;d;,
para i = 1,2,3), denomina-se operagdo de transla¢do e serd representada nesta dissertagao
por T (ﬁ) Tomando como exemplo, um cristal formado por uma rede de Bravais como a
da Figura 2, ao tomar o vértice 1 como elemento de simetria, se ele sofrer uma translagao

de R da rede, ele ird para o mesmo vértice 1 da préxima cela.
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Tabela 2 — Tabela de multiplicacao do grupo Dy, que representa as simetrias do quadrado.

Ao adotarmos um plano que passe pelo cristal, podemos montar entao uma operagao
de simetria que recebera o nome de reflexao, operacao a qual levard * — —z, ou y — —y,
dependendo de qual plano utilizamos. Essa operacao sera denominada reflexdao no plano,
ou ainda mirror (do inglés, espelho). Por exemplo, aqui usaremos a notagao M,, para uma
operacao de espelho que leva x — —z. Utilizando o mesmo quadrado de vértices (1,2,3,4),
teremos como planos de reflexdes os que passam paralelos ao eixo y (M,), paralelo ao eixo
x (M,), os planos diagonais que ligam os vértices 2 e 3 (M), e o outro plano que liga o
vértice 1 e 4 (Mys).

Partindo do exemplo, podemos pegar o espelho M, e realizar a operacao de simetria
no quadrado, que ird levar x em -x, partindo do quadrado (1,2,3,4) teremos como resposta
o quadrado (2,1,4,3). De uma maneira geral, ao aplicarmos reflexdes em um nimero par
de repetigoes voltaremos a posicao original do cristal, ou seja, faremos uma operacao de
identidade. Para repeticoes impares teremos como se houvesse aplicado somente uma vez

a reflexdo.

Outra operagao de simetria importante é a inversao com relacao a origem, onde
conseguimos levar 7 em —7r, ou seja, podemos levar x = —x, y = —y e z = —z sem alterar
a estrutura da rede. Esta operacdo é denominada inversao. Para o exemplo de caso ao
qual estamos utilizando, esta operacao é a equivalente a sairmos do quadrado (1,2,3,4) e

chegarmos no quadrado (3,4,1,2).

Peguemos agora, qualquer eixo que passe pelo centro geométrico do quadrado
(1,2,3,4), que estamos utilizando como exemplo. Rotagoes feitas em torno deste eixo, serdao
chamadas de rotacoes préprias e também serao operacoes de simetria, representadas por
Cn(z) ( rotacionando de um angulo § = 2% ). No caso do quadrado (1,2,3,4), podemos,
por exemplo, adotarmos a rotacao Cy(z), que seria uma rotacao para 6 = 90° ao redor do

eixo z, o que levaria o quadrado para a configuracao (2,4,1,3).

Com base nas operagoes de simetrias mencionadas acima, podemos construir uma

tabela de multiplicagdo de todas as operagoes do quadrado (1,2,3,4) que utilizamos como
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exemplo. Para obter essa tabela devemos ver o que o produto da aplicagao das operacoes
seguidas no quadrado retoma, como, o M,M,(1,2,3,4) = M,(2,1,3,4) = (4,3,1,2) =
Cy(z) = (1,2,3,4), aplicando sucessivamente as comutagoes chegamos na tabela de

multiplicacao exibida na Tabela 2.

2.1.1.1 Teorema de Bloch

Tomemos um operador de translacao da rede T', tal que esse operador aplicado a

fungao de onda (7, retoma a mesma funcao de onda deslocada de ﬁ, ou seja

Ta(7) = (7 + R). (2.5)

Se tomarmos um outro R; que pertenga a rede, e aplicarmos o operador Tz e em

seguida o operador T em v (r), vamos obter:

TTs () = (7 + Ry + R). (2.6)

Como R; + R é uma soma, podemos troca-los de ordem sem alterar o resultado,

ou seja, ﬁl + FB = ﬁ + ﬁl, 0 que nos remete:

TiTy =Ts Th. (2.7)

1
Logo podemos afirmar que os operadores de translagao da rede Bravais comutam
entre si, uma vez que nao sao especificados R ou R;. Essa regra de comutacao vale para
qualquer translacao, com uma tnica obrigatoriedade, Re I3L1 devem ser vetores da rede.
Portanto o grupo formado pelos vetores de translacao da rede de Bravais (Gr) é um grupo
Abeliano, que possui como propriedade ter as representacoes irredutiveis unidimensionais.

A tabela de multiplicagdo de G pode ser formada a partir da seguinte regra:

ToTs = Tq s 2.8
DF[T3).D*[Ty 1 = DM[Ts, 5], 2.9)
f(ﬁ> f(ﬁl) = f(ﬁ + é1) (2.10)

A tnica funcao f (R) que satisfaz a relacao acima ¢ a exponencial, portanto temos

que f(R) = e*. Assim, o produto na tltima equacio acima torna-se e®f.e®f1 = e(fith)

Como R e Ry sao quaisquer vetores da rede de Bravais, estas relagoes também

devem ser validas para R=0c¢ ﬁl = Lz;, sendo L — oo a largura total do cristal em
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uma certa direcao. Para estas translacoes extremas, devemos considerar as condigoes de
contorno periddicas de Born—von Karman (ASHCROFT; MERMIN, 1976), tal que

T, =T, (2.11)
D*(Ty) = D(Ty) (2.12)
et =1, (2.13)
sendo que esta ultima condigao implica
2mn
=i—. 2.14
a=i—r (2.14)

No limite de L — oo, temos que o — ik, o que resulta no teorema de Bloch,

I

(7 + R) = e* Ry (7). (2.15)

No Capitulo 3, utilizaremos o teorema de Bloch para definir a fase relativa entre os

orbitais p, nas subredes do grafeno e definir nossas fungoes de base.

2.1.2 Grupo da equacdo de Schrodinger

Dado H = p*/2m + V (), o grupo da eq. de Schrédinger ¢ dado pelas operacoes de

simetria que mantém o cristal invariante, ou seja, que mantém V (7) invariante.

Considerando R como uma operacao de simetria genérica de um grupo G, a atuacao

de R na equacao de Schrodinger para um Hamiltoniano genérico H é

RHY(7) = eRy(7), (2.16)
RHR'Ry(7) = eRY(7), (2.17)
RHR '¢(7) = ep(7), (2.18)

onde introduzimos a identidade R~'R = 1, e assumimos que ¢(7) = Ri(F) # ¥(7).

Dizemos que R serda um elemento do grupo da equagao de Schrodinger, se e somente
se ¢(7) também obedecer a mesma equagao de Schrodinger que ¥(7). Assim, queremos
que H seja invariante pela transformaciao de semelhanca RHR~! = H. Multiplicando por

R pela direita, vemos que esta invariancia é equivalente a

[H,R] = 0. (2.19)

Assim, vemos que o grupo G da equacao de Schrodinger é definido pelo conjunto de

operagoes de simetria que comutam com H.
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2.1.2.1 Grupo do ponto k

Em geral, queremos definir Hamiltonianos efetivos que descrevam aproximadamente
a estrutura de bandas préxima a um certo ponto k da zona de Brillouin. Caso este seja o
ponto I i.e. k= 0, devemos trabalhar com o grupo GG da equacao de Schrodinger como
definido acima. Porém, para outros pontos k (por exemplo, para o ponto K do grafeno),
veremos que devemos trabalhar em um subgrupo Gy de G. O subgrupo G} é o chamado

grupo do ponto l;, pois mantém o ponto k invariante.

Sejam 1, x (para n =1,2,---) auto-estados de H no ponto k= K, e 1,y auto-
estados no ponto M. Aqui entendemos K e M como dois pontos ndo-equivalentes na zona
de Brillouin'. Uma operacao R de G pertence ao subgrupo G do ponto K se transforma

¥, i simplesmente numa combinagao linear de suas parceiras,

Rdjn,K = Z mem,Ka (220)

ou seja, R atuando em 1, k¢ nao introduz fungoes de base de outro ponto da zona de
Brillouin. As operagoes R que satisfazem esta condigao, sdo as mesmas que mantém o

ponto K invariante na zona de Brillouin.

Portanto, o subconjunto de operagoes R de G, que mantém um ponto k invariante,
define o subgrupo Gy do ponto k. Consequentemente, para descrever o Hamiltoniano
efetivo em torno de um certo ponto k= Eo, basta considerarmos uma base composta por
solucoes conhecidas deste ponto, e as operacoes de simetria que o mantém invariante. Na

proxima se¢ao veremos como usar o método dos invariantes com este proposito.

2.1.3 M¢étodo dos invariantes

Suponha que queiramos obter um Hamiltoniano efetivo para um certo ponto k= /;0,
que ¢ invariante perante as operacoes do grupo Gj,. Para simplificar a notacao, podemos
definir k = %0 + K, sendo K uma nova coordenada no espago-k, com origem em EO. O
método dos invariantes (WINKLER, 2003) consiste em considerar H como uma expansao
de Taylor no momento K, e obter os coeficientes da expansao impondo que H comute com

os elementos do grupo Gy,. Assim, consideramos a expansao

H = Z hmmlignlig = h0,0 + hfl,Oﬂm + h()iny + hzoﬁli + ho’gliz + hl,llimliy + - y (22].)

m,n

sendo que os coeficientes h,, ,, sao matrizes desconhecidas.

Lembrando que dois pontos da zona de Brillouin sdo equivalente se existir um vetor mb; + pbs que os
conecte, sendo m e p inteiros.
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Agora, vimos que para todo R no grupo Gy, devemos ter [H, R] = 0. Como esta

relacao deve valer para todo k, e k,, podemos impd-la ordem a ordem, ou seja,

[hoo, R] =0, (2.22)

[h1 0k + ho1ky, R] =0, (2.23)

[ha,0ks + hookl + hi1kaky, R] = 0, (2.24)
(2.25)

No capitulo seguinte aplicaremos este método para obter o H do grafeno até
segunda ordem. Complementarmente, no Apéndice A, mostramos que esta abordagem é

equivalente ao tradicional método i - P.

2.2 Método de diferencas finitas

Uma vez obtido o Hamiltoniano efetivo como fung¢ao de x (por exemplo, H =
hvpa - K), passamos a focar na busca pelas solucoes da equagao de Schrodinger. Em alguns
casos podemos diagonalizar o Hamiltoniano analiticamente. Em outros, precisamos de
técnicas numéricas. Assim, nesta se¢ao introduzimos o método numérico de diferencas

finitas (PANG, 1997), que sera utilizado no decorrer desta dissertagao.

Se o sistema é confinado na direcao x, devemos fazer x, = —i9,. Assim, o método
de diferencgas finitas consiste em transformar estas derivadas em representagdes matriciais
em um espaco discreto, i.e. x — x; = 1o + tAx, sendo Ax o passo de discretizagao. Para
isso, considere uma fungao f(x), e o deslocamento discreto, ou passo, Az. As fungdes

deslocadas f(z 4+ Az), podem ser expressas em uma série de Taylor para Az ~ 0 na forma

flz 4+ Az) =~ f(z) + f'(x)Ax + W, (2.26)
flo — Az) ~ f(z) — f/(z) Az + f(g),m (2.27)

Subtraindo as duas equacoes acima, obtemos uma expressdo aproximada para a

primeira derivada,

yo flz+Ar) — f(zr — Ax)
/ fi—i—l - fz/—
fi="5x (2.29)

(2.28)

sendo que na segunda forma introduzimos a notagao f; = f(z;), fix1 = f(x £ Az).
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Para obter uma representagao matricial, considere a expressao de f; para i =
1,2,3...N,

f2_f0

parai=1, [} =%, (2.30)
i=2, f}= fz;xfl, (2.31)

i=3, fi= f‘;;f, (2.32)
i=4, fi= f52 Mf‘”’, (2.33)

j =l (2.34)

i=N-1, fi_, = fNQ_A];N 2 (2.35)
=N, fi= w. (2.36)

Note que na primeira e tltima equacao aparecem os termos fy e fyi1 que estao fora do
dominio que definimos de i = 1, para N. Para elimind-los das equagoes e achar uma forma
matricial fechada, devemos considerar as condi¢oes de contorno. Como queremos confinar
os elétrons, e entendendo que eventualmente f(z) representard uma funcao de onda, é
natural imaginar que a condigdo de contorno adequada é fy = fy1 = 0, ou seja, a fungao

vai a zero nas fronteiras. Com estas consideragoes, obtemos a forma matricial

1] 0 1 0 0 - [h
/ ! -1 0 1 0 --||p
N——20 -1 0 1 -- . 2.37
72 O f B 237
o 0 0 0--- =1 0] \fn

Seguindo o mesmo procedimento, podemos definir uma forma matricial para a
segunda derivada, para representar k2 = —92. Neste caso somamos as Eqs. (2.26) e (2.27)

para obter

flz+Az) —2f(z) + f(z — Ax)
Ax? ’

f'(x) = (2.38)

cuja representacao matricial fica
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Vi -2 1 0 0 0 ---)[f
v ) 1 =21 0 0 -|]|f
M= —0l0 1 -2 1 0 -- 2.39
Il O f R 239
f ] 0 0 0 -1 =2f \fn

na qual utilizamos novamente as condigoes de contorno fo = fy11 = 0.

Estas formas matriciais nos permitem escrever os Hamiltonianos H na forma
de matrizes e a equacao de Schrodinger em um problema de auto-valor que pode ser
facilmente diagonalizado em qualquer linguagem de programacao moderna. No Apéndice
B.2 apresentamos os codigos implementados nesta dissertagao, referentes aos resultados

que serao apresentados no proximo Capitulo.

Note que nas defini¢des acima utilizamos as condi¢oes de contorno de uma particula
em uma caixa. Ou seja, implicitamente estamos assumindo que a funcao de onda vai a zero
nas fronteiras. Abaixo, na Secao 2.3.1 mostraremos que estas condi¢des de contorno nao
sao apropriadas para Hamiltonianos lineares. Adicionalmente, na préxima segdo veremos
que este processo de discretizagao, quando aplicado a Hamiltonianos lineares em k, leva ao
problema do duplicamento de Férmions. Ao longo desta dissertacao, veremos que estes dois

problemas podem ser resolvidos incluindo termos quadraticos em k£ de forma apropriada.

2.2.1 Problema do duplicamento de Férmions

Para compreender os problemas da discretizacao de um Hamiltoniano linear em &,
vamos considerar um caso simples, porém ilustrativo, dado pelo Hamiltoniano unidimensi-

onal

H = hvpo,k,, (2.40)
cujos auto-valores exatos nos dao a relagao de dispersao (k) = thvpk.

Agora, veremos como o processo de discretizacao da secdo anterior modifica a

relagdo de dispersao. A equagao de Schrodinger discreta fica

hwpo.k(x) = ep(x), (2.41)
—ihvpo, ‘”12;5"1 — iy, (2.42)

Va

’ ) ¢ um spinor.

sendo que ¥ (z) — ; = <¢
Bii
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Podemos expressar 1; e 1,41 em termos de séries de Fourier discretas,

v =Y(x) = Z Cpe'n® (2.43)

Pie1 = (2 £ Ax) =Y el int AT, (2.44)

sendo que o coeficiente ¢,, é um spinor, g, = 27n/L, e L um periodo em z, que no final
deve ser considerado L — oo, tal que g, — k torne-se continuo. Aplicando estas definigoes
na Eq. (2.42), obtemos

. in(q, A
Z e'dn® {h@FUIW — 5] ¢, = 0. (2.45)

Como esta equagao deve ser valida para todo z, o problema de auto-valores torna-se

sin(kAx)

A, Ck = €0k, (2.46)

FLUFO'm

onde ja tomamos o limite . — o0 e q,, — k.

Figura 3 — A figura ilustra o problema de duplicamento de Férmion, a linhas pontilhadas
em vermelho representam a estrutura de bandas via diferenca finitas, temos 4
valores possiveis para energia no nivel de Fermi (er), representada pelos dois
pontos vermelhos e dois pontos pretos. A linha preta representa a estrutura
de banda continua, com apenas duas solugoes em ep. As linhas azuis ilustram
a relacgdo de dispersao via diferencas finitas com a introducao da massa de

Wilson.

Diagonalizando a equagdo acima, obtemos as energias e (k) = j:hvf%. Na

Figura 3 comparamos esta relagdo de dispersao discreta (curva vermelha) com a solugdo
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exata (linha preta). Para k pequeno as duas solugoes concordam razoavelmente bem, pois
sin(kAx)/Az ~ k. Porém, para k maiores, vemos que a curva da dispersao resultante o
modelo discreto introduz um par de solugoes espurias (circulos vermelhos). Estes sao os
férmions duplicados (KAPLAN, 1992; TWORZYDLO; GROTH; BEENAKKER, 2008;
HERNANDEZ; LEWENKOPF, 2012; RESENDE et al., 2017).

2.2.2 Massa de Wilson

O problema do duplicamento de Férmions, apresentado acima, é um problema que
se faz presente devido a discretizacdo do Hamiltoniano linear. Em cromodinamica quéntica,
varias possiveis solugoes foram investigadas (DEGRAND, 2007; CHANDRASEKHARAN;
WIESE, 2004; SUSSKIND, 1977; STACEY, 1982; TWORZYDLO; GROTH; BEENAK-
KER, 2008; WILSON;, 1974; KOGUT; SUSSKIND, 1975; BERMUDEZ et al., 2010; ZHOU
et al., 2017; SVETITSKY et al., 1980; QUINN; WEINSTEIN, 1986; KAPLAN, 1992;
KAPLAN; SUN;, 2012; CREUTZ; HORVATH, 1994), porém de acordo com o teorema de
Nielsen-Ninomiya, todas estas solugoes introduzem nao-localidade ou quebram alguma
simetria do problema de forma indesejada (NIELSEN; NINOMIYA, 1981b; NIELSEN;
NINOMIYA, 1981a; KARSTEN, 1981). J4 na fisica do estado sélido, uma solugdo parcial
para este problema foi introduzida na referéncia (HERNANDEZ; LEWENKOPF, 2012), e
mais recentemente nosso grupo de pesquisa descobriu que a inclusao da massa de Wilson

(RESENDE et al., 2017) prové uma solu¢ao completa e adequada.

A massa de Wilson (WILSON, 1974) consiste em termo quadrético em x que é

adicionado ao Hamiltoniano, tal que este fica
H = hopo,ky, + moyk2, (2.47)

sendo m a massa de Wilson, e 0, uma matriz unitaria que serd definida abaixo. Aplicando

novamente as séries de Fourier, a versao discreta deste Hamiltoniano torna-se

sin(kAx) 2
thJIT + maw@[l — cos(kAz)]cx = ecy. (2.48)
Em k = 7/Ax temos
4 T
mO’w@Cﬂ- = £ <A(L‘> Cr, (249)
T dm
) =4+ 2.
: (Am) Az?’ (2:50)

sendo que nesta tltima expressao assumimos que o, tem autovalores +1. Assim, a escolha

de o, parece ser limitada a qualquer matriz unitaria que faca com que H abra um
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gap em k = +m/Ax, como ilustrado pela curva azul na Figura 3. Neste caso, para k
pequeno o espectro segue aproximadamente igual ao exato, enquanto que para k grande o
gap introduzido em k = m/Ax elimina os férmions duplicados, deslocando-os para altas

energias.

Nesta dissertacao, veremos que os termos quadraticos, que definem a massa de
Wilson, nao precisam ser adicionados manualmente no Hamiltoniano. Estes termos surgem
naturalmente no método dos invariantes e respeitam as simetrias do sistema. Adicional-
mente, mostraremos que a matriz que define o termo de Wilson (o, neste exemplo), é
sempre equivalente a matriz que define a condi¢ao de contorno do problema na formulacao
de McCann e Fal’ko (MCCANN; FAL'KO, 2004), que discutimos a seguir.

—

2.3 Condicoes de contorno para Hamiltonianos lineares em k

Originalmente, Brey-Fertig (BREY; FERTIG, 2006) estudaram as condigdes de
contorno e confinamento de uma monocamada de grafeno. Veremos no Capitulo 3.1 que

os Hamiltonianos do grafeno nos pontos K e K’ da zona de Brillouin sao

HK = hUF(}) . IZ, (251)

HK’ = h’UFC_f* . ]{3, (252)

sendo vr a velocidade de Fermi, & as matrizes de Pauli atuando nas subredes A e B,
k= (ky, ky), € x indica a conjugagao complexa. As nanofitas de grafeno sao obtidas cortando
a monocamada, tal que os elétrons ficam confinados na direcdo x (zigzag) ou y (armchair).
Na proposta da referéncia (BREY; FERTIG, 2006), as condigoes de contorno apropriadas
para cada caso sao obtidas analisando-se as terminac¢oes atomisticas das nanofitas. Para
nanofitas do tipo zigzag (secdo 3.1.3), uma das bordas é composta exclusivamente de
atomos de carbono da subrede A, enquanto a outra borda é composta de atomos da subrede
B. Assim, Brey-Fertig propoem que a funcao de onda 14 correspondentes a subrede A deve
ir a zero em uma borda, enquanto que g deve ir a zero na outra. Ja para as nanofitas
tipo armchair (se¢ao 3.1.4) as duas bordas possuem dtomos das subredes A e B. Assim,

Brey-Fertig concluem que ambas as fungoes de onda devem ir a zero nos extremos.

Esta abordagem de Brey-Fertig é elegante, pois nos da uma interpretacao fisica
concreta das condigoes de contorno. De fato, pode também ser usada para isolantes
topoldgicos (ARA(JJO et al., 2016). Porém, esta proposta sempre requer uma analise das
terminagoes atomisticas, o que pode se tornar inviavel em sistemas mais complexos. Assim,
nesta dissertagao buscamos formas alternativas de obter estas condi¢oes de contorno via

teoria de grupos. Para este propésito, utilizaremos as condi¢oes de contorno propostas nas
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referéncias (BERRY; MONDRAGON, 1987), (MCCANN; FAL'KO, 2004) e (AKHMEROV;
BEENAKKER, 2008), que serao introduzidas na préxima segao.

2.3.1 CondicGes de contorno de McCann-Fal’ko

Condigoes de contorno genéricas e adequadas para Hamiltonianos lineares em
k foram introduzidas originalmente nas referéncias (BERRY; MONDRAGON, 1987),
(MCCANN; FAL’KO, 2004) e (AKHMEROV; BEENAKKER, 2008). Aqui, nos referimos a
estas como condigoes de contorno de McCann e Fal’ko (MF), pois seguimos uma formulagao

e problemas semelhantes aos destes autores.

Para obter estas condi¢oes de contorno, vamos considerar novamente um sistema
unidimensional simplificado, porém genérico o suficiente para que a expressao final seja

valida de forma ampla. Assim, utilizaremos aqui o Hamiltoniano linear em k na forma

H = aMyk, (2.53)

sendo « uma intensidade arbitraria, M, uma matriz unitaria que define a forma do
Hamiltoniano, e £ o momento ao longo da direcdo de confinamento, que aqui definiremos
como z. Queremos definir o sistema de forma que os elétrons estejam confinados no
intervalo —%L <zx< %L. Para que isso ocorra, é necessario que a regiao externa, r < —% e
x > %L, seja proibida. Ou seja, que haja um gap, como ilustrado na Fig. 4. Caso nao haja
gap nas regides externas, os elétrons sempre terao estados acessiveis e nao serao confinados.

No contexto de transporte, esta condi¢ao é conhecida como tunelamento Klein (KLEIN,
1929; KATSNELSON; NOVOSELOV; GEIM, 2006).

Para introduzir o gap nas regides laterais e gerar o confinamento, adicionamos um

potencial confinante ao Hamiltoniano,

H:aMkk—ﬁMc[@(—x—;L) —i—@(as—;L)], (2.54)

sendo O(z) a fungao degrau®. O sinal dos novos termos é arbitrario, pois 3 é arbitrério, e
o escolhemos como negativo por conveniéncia para deixar a expressao final mais intuitiva.
Assim, para —%L <z < %L temos simplesmente H = aMik como antes. Mas para
T < —%L ou xr > %L temos H = aMpk — BM., sendo que as possiveis matrizes unitarias
M, devem ser tais que abrem um gap = 2|| para k = 0 nas regides exteriores, como

ilustrado na Fig. 4.

Nas regioes exteriores, devido ao gap, entendemos que as fung¢oes de onda sao
evanescentes, com comprimento de penetragao < /3. No limite de parede rigida, § — oo,

a fungao de onda vai a zero rapidamente apos a barreira. Com estas consideragoes em

Ox)=1sex>0,e0(z)=0sez <0.
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Figura 4 — (a) Se ndo ha gap nas regides externas, x < —%L ex > %L, existem estados
permitidos e ndo hé confinamento. (b) Para que haja confinamento, a estrutura
de bandas nestas regioes externas precisa ter um gap.

mente, obtemos a condi¢ao de contorno adequada ao Hamiltoniano linear integrando a
equacao de Schrodinger ao redor de cada interface. Vamos ilustrar este procedimento
para a interface em x = —%L. Integrando a equacao de Hy(x) = £¢(x) no intervalo

1 1
—3L —n <z <—35L+n, temos

No limite n — 0, o lado direito vai a zero. Do lado esquerdo, no primeiro termo temos
ki) (x) = —i0,1(x) e a integral é imediata. J4 no segundo termo, devemos considerar que
a funcdo ©(—z — L/2) é um degrau que vai de 1 para 0 em z = —L/2, enquanto que
¥(x) tem um comportamento oposto, é aproximadamente nulo para © < —L/2, devido
ao gap 8 — oo, e finito para x > —L /2. Assim, podemos aproximar O(—z — L/2)i(zr) ~
cd(x + L/2)(—3L") para z ~ —L/2, sendo que constante ¢ > 0 serd definida adiante.

Assim, obtemos
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i M (5 17) — o~ L7)] — eBMap(~ 3 L) =0, (2.57)
—iaMj — cﬁMcw(—;m 0, (2.58)

pois 1/1(—%[7) — 0 para 3 — oo. Para definir ¢, reescrevemos a Eq. (2.58) na forma

1 B 1 1
— L) = i MM (—=L) = Uip(—=L), 9.
v(~20) = i MM~ ) = Ui~ 1) (2:59)
sendo U = i(cB/a) M/ M.,. Para preservar o médulo de ¢)(—L/2), devemos ter |detU| = 1,

como My e M, sao unitarias, esta condigao implica ¢ = /(.

Aplicando os resultados acima de volta na Eq. (2.58) obtemos a condi¢ao de
contorno MF para a interface em © = —L/2. O mesmo procedimento acima pode ser

repetido para a interface x = L/2, tal que obtemos

(M, + iMc]@Z)(i—;L) 0, (2.60)

Estas sao as condigoes de contorno de McCann e Fal’ko. Assim, vemos que solugoes
nao-triviais requerem det[M, £+ iM.] = 0, o que define as possiveis matrizes M.. Note
que, implicitamente o sinal + esta relacionado a normal da superficie onde a condicao
de contorno é aplicada [esta foi a motivagao da convencao pelo sinal negativo nos novos
termos da Eq. (2.54)].

Veremos nesta dissertagio, que: (i) para as nanofitas de grafeno zigzag e armchair,
é possivel escolher matrizes M. que fazem com que estas condi¢oes de contorno sejam
iguais as condigoes de contorno de Brey e Fertig (BF) apresentadas na referéncia (BREY
FERTIG, 2006), sendo que estas sao as condigoes usualmente aplicadas as nanofitas
de grafeno; e (ii) estas matrizes M, também aparecem naturalmente no método dos
invariantes, e atuam como os termo quadriticos k? que definem a massa de Wilson.
Adicionalmente, ao introduzir os termos quadraticos, o Hamiltoniano passa a aceitar
condigoes de contorno triviais 1(0) = ¥ (L) = 0, que sdo compativeis com o método de

diferencas finitas apresentado acima.
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3 Resultados: Grafeno

O grafeno (NOVOSELOV et al., 2004; NETO et al., 2009) consiste de atomos de
carbono em uma rede de Bravais bidimensional triangular com uma base (KITTEL, 2000;
ASHCROFT; MERMIN, 1976), que em tultima instancia forma uma rede com forma de
colmeia. A Figura 5 ilustra uma cela unitaria da rede. Aqui, escolhemos os vetores de base

ai e dy como ilustrados,

d = S3i+V3)), (3.1)
ag , » A
dy = 5 (31 = V3)), (32)

sendo ag = 1,42 A a distancia entre dois atomos de carbono, ou seja, o tamanho de uma

aresta do hexagono.

el e

Figura 5 — Célula hexagonal da rede cristalina do grafeno indicando os vetores primitivos
d; e dy. Os atomos das subredes A (azul) e B (vermelho) sao indicados acom-
panhados dos expoentes que representam a fase de Bloch que multiplica cada
orbital p., sendo ¢ = 2m/3. A fase i que acompanha a subrede B ¢é incluida
por conveniéncia.

A periodicidade da rede cristalina implica que também ha uma periodicidade no
espago reciproco, i.e., o espago do quasi-momento k. Os vetores de base a; da rede cristalina

e os vetores de base b; do espaco k devem satisfazer d; - b; = 2m¢; ;. Assim, obtemos



36 Capitulo 3. Resultados: Grafeno

N 2T A N

b = —[i + v/3]] (3.3)
3&0

i 27TA A~

by = —11 — V37]. 3.4

= 5, 1= 3] (3.4)

Como ilustrado na Figura 6, os vetores b; e by definem uma rede reciproca triangular.
Nesta, a origem k = 0 e todos os outros pontos I' sdo equivalentes devido a periodicidade,
sendo dados por I' = n1b; + nyby, com ny e ny sendo inteiros. Na Figura 6 ilustramos

apenas a primeira zona de Brillouin, ou seja, apenas uma célula periddica do espago k.

M S ————
r X T X T k

Figura 6 — Rede reciproca do grafeno ilustrando os vetores de base l;i, com origem no
ponto I'. Os cones de Dirac se concentram nos pontos K e K’. As nanofitas
tipo zigzag (armchair) sdo obtidas confinando o grafeno na diregdo y (), e a o
espaco k referente a cada nanofita é dado pelas projegoes indicadas nos eixos

ky (ko).

Como vimos no Capitulo anterior, os pontos I' obedecem o mesmo grupo de simetria
que o cristal, no caso do grafeno G = Dg;, (FAZZIO; WATARI, 2009; DRESSELHAUS;
DRESSELHAUS; JORIO, 2007). J4 os pontos K da Figura 6 sdo invariantes perante o
grupo G = Dg;,. Em particular, estaremos interessados nos pontos K e K', pois a relacao
de dispersao do grafeno, proxima ao nivel de Fermi, é dada pelos cones de Dirac em torno

destes pontos.

Neste capitulo comecaremos discutindo o modelo efetivo para a estrutura de bandas

de grafeno, dado pelo conhecido Hamiltoniano de Dirac H = hvpo - E, sendo que devemos
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entender k como o desvio do ponto K. Apresentaremos em detalhes a deducao deste
Hamiltoniano via método dos invariantes. Nesta abordagem queremos enfatizar que este
termo linear é apenas o primeiro termo de uma série de Taylor. Usaremos o Hamiltoniano
linear para obter a estrutura de bandas das nanofitas zigzag e armchair usando as condigoes
de contorno de Brey-Fertig, e mostraremos que estas sao equivalentes as condi¢oes de
contorno de McCann-Fal’ko. Esta equivaléncia introduz nosso primeiro resultado, onde
mostramos que as condi¢oes de McCann-Fal’ko podem ser obtidas via teoria de grupos. Por
fim, introduzimos os modelos k-quadraticos para as nanofitas e veremos que a introducao
do termo de Wilson simplifica a abordagem numérica e reproduz as mesmas estruturas de

bandas obtidas analiticamente para o modelo k-linear.

3.1 Modelos k-linear e solucoes analiticas

Nesta se¢ao, usaremos teoria de grupos para obter o Hamiltoniano efetivo do grafeno
até segunda ordem em k. Porém, inicialmente utilizaremos apenas o termo linear. O termo
quadratico serd utilizado mais adiante na Secao 3.3. Aqui, apresentaremos e aplicaremos
as condigoes de contorno de Brey-Fertig (BREY; FERTIG, 2006) para obter a estrutura
de bandas exatas das fitas tipo zigzag e armchair utilizando apenas o termo linear em k.
Por fim, mostraremos que estas condigdes de contorno sao equivalentes as de McCann e
Fal’ko (MCCANN; FAL'KO, 2004), apresentadas na Se¢do 2.3.1. O desenvolvimento destes
resultados analiticos, apesar de ja conhecidos, serao importantes para depois contrastarmos
os termos lineares e quadraticos na abordagem numérica apresentada na Secao 3.3. Esta
comparacao serda fundamental para estabelecer nossa proposta das massas de Wilson para

nanofita zigzag e armchair de grafeno.

3.1.1 Grupo de simetria e funcdes de base

Para entendermos o modelo linear, precisamos primeiro encontrar as simetrias do
grafeno. Como apresentamos anteriormente, o grafeno possui uma rede hexagonal, tipo
colmeia. O hexagono possui como grupo de simetria o Dg,. Como ilustrado na Figura 7,

as operagoes de simetria deste grupo sao
E: operagao identidade;

2
2C% (2S6): rotagoes préprias (impréprias) em torno de z por um angulo i%;

T
2C'5 (283): rotagoes préprias (impréprias) em torno de z por um angulo i?;
C5: rotacao de m em torno do eixo z;

3C%: rotagoes de m em torno dos eixos que cortam vértices;

3CY: rotagdes de 7 em torno dos eixos que cortam arestas;
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@ o4 ® | 2 © 4

Figura 7 — Ilustragdo dos eixos de simetria do grafeno, grupo Dg,. S6 nao estdo ilustradas
identidade F, a operacdo de inversdo I, que tem centro na origem e troca r —
—r, e areflexdo M, no plano xy, que faz z — —z. (a) O eixo z define as rotagoes
2C%, 2C5 e (Y, e as rotagdes impréprias 255 e 253. (b) Os eixos ou planos que
cortam os vértices definem as rotagdes 3CY% e espelhos 3Mj;. (¢) Os eixos ou planos
que cortam as arestas definem as rotagoes 3CY e espelhos 3M,,. (d) O subgrupo
de simetria do ponto K é o Dsj, composto por {E,2C3,3CY, M., 255,3M,}.

My, reflexdo no plano xy;

3M: reflexdes nos planos que cortam os vértices;
3M,,: reflexdes nos planos que cortam arestas;

I: inversao em torno da origem.

As rotacoes improprias sao dadas por rotagoes em torno do eixo especificado, seguida por

reflexdes por um plano perpendicular a este eixo. Por exemplo, Sg = CgM..

As operacgoes de simetria acima mantém a rede cristalina do grafeno invariante.
Porém, aqui queremos estudar a estrutura de bandas do grafeno préximo aos pontos K e
K’ da zona de Brillouin. Nestes pontos, a equacao de Schréodinger é invariante por um
subgrupo do grupo da rede cristalina. Vimos no Capitulo anterior, que o subgrupo do
ponto k deve manter este ponto invariante. Os pontos K ou K’ sdo invariantes pelas
operagbes do grupo Dsp, composto pelas operacoes {F,2C5,3CY, M,,2S3,3M,}, como
ilustrado na Figura 7(d).

Para prosseguir, devemos definir as funcoes de base que usaremos para expandir
nosso Hamiltoniano segundo o método dos invariantes. Estas fun¢oes de base serdo
utilizadas para obter uma representacao para as operagoes de simetria do grupo Dsy.
Para simplificar o desenvolvimento, basta trabalharmos com uma opera¢ao de simetria
representante de cada classe de conjugacao do grupo Dsj. Assim, abaixo discutiremos as
operacoes {E, Cs., Ss., Coy, My, M. }.

Sabemos que as bandas de conducgao e valéncia, que compde o cone de Dirac em
torno do ponto K, sdo compostas majoritariamente por orbitais p,. Como o grafeno possui
dois dtomos na base de sua célula unitaria, obtemos duas fungoes de base ¥ 4(7) e ¥ 5(7).

Cada uma destas é composta por orbitais p, centrados na subrede A ou B, respectivamente,
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como ilustrado na Figura 5. Assim, definimos o spinor ¢ (7") em termos destas fungoes de

base,

2 — [¥al®)
() (%(ﬂ) : (3:5)

A seguir, utilizaremos este ¥ (7) para definir as representagoes das operagoes de
simetria no espaco de Hilbert. Estas, serdo denominadas D¥(R) para R € Dsy,. Posterior-
mente, apresentaremos as representacoes destas mesmas operacoes de simetria no espago

k, que serdo denominadas D*(R).

Considerando as fases de Bloch ilustradas na Figura 5, e que em cada sitio das

redes temos um orbital p,, verificamos por inspecao que a agao das operagoes de simetria

em Y4 e YPp sao

DY(E)a=1ta,  DY(E)Yp=1s, (3.6)
DY(M.)a = —tpa,  DY(M.)pp = —tp, (3.7)
DY (My)a = —ivvp,  D¥(My)tp = +itha, (3.8)
D¥(Coy)pa =itbg,  D¥(Cyy)op = —itha, (3.9)
DY(Cs)oa = €%ha,  D¥(Cs.)hp = e g, (3.10)
D¥(S3.)pa = —€%ha,  DY(Ss)0bp = —e 1, (3.11)

sendo ¢ = 27/3.

Considerando o spinor (), Equagao (3.5), e o resultado das operagdes acima,

obtemos as seguintes representacoes matriciais para as operacoes de simetria,

10
D¥(E) = 01 ) = oo, (3.12)
-1 0
D¥(M.) = 0 1 ) = —0o, (3.13)
. 0
DM =1 . ] =% (3.14)
0 —1
D¥(Cyy) = - ) =0y, (3.15)
e 0
DY(Cs,) = 0 it ) = 0( Cos ¢ + 10, sin ¢, (3.16)
e
» —e 0 o
D¥(Ss,) = 0 s | =00 cos ¢ — 10, sin @, (3.17)
—e



40 Capitulo 3. Resultados: Grafeno

sendo que no lado direito de cada expressao, representamos as matrizes em termos da

identidade o e das matrizes de Pauli o,, 0,, € 0., que atuam no espago das funcoes de
base {14, Vp}.

Para achar as representagoes das operacgoes de simetria no espago k, procedemos
de maneira analoga. Assim, podemos verificar, por inspegao, quais sao as matrizes que
representam a acao de cada operacao no vetor k = (k,, k). Esta representacao é dada

pelo grupo O(2) de rotagao-inversao. Assim temos

sing coso

DME) = ; 2) 7 (3.18)
D¥(M,) = ; ?) : (3.19)
D*(M,) = '61 2) : (3.20)
D*(Cy,) = ?g, (3.21)
e - (o). oz
DH(S.) = (¢ _'SH1¢) , (3.23)

Como estas operagoes atuam no espaco k = (k, k,), ndo devemos representé-las em termos

dos o, j& que estas matrizes atuam no espago {14, ¥p}.

3.1.2 Modelo efetivo: cones de Dirac

Na secao anterior definimos as matrizes de representagdo no espago de Hilbert
{¥a,vp} e no espago k= (ky, ky). Agora utilizaremos estas representagoes para obter
o Hamiltoniano efetivo do grafeno via método dos invariantes. O termo linear deste
Hamiltoniano (NETO et al., 2009) é conhecido como Hamiltoniano tipo Dirac do grafeno,
H = hvpo - k. Porém, aqui estamos interessados em seguir a expansao de Taylor até

segunda ordem em k.

Primeiro, vejamos como obter o termo linear em k. Considere a expansao truncada

H = ho + hoky + hyky, (3.24)

onde as matrizes hg, h, e h, sao incégnitas. O método dos invariantes nos diz que o

Hamiltoniano H do sistema deve comutar com qualquer operagao do grupo pontual, i.e.
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[H,R] =0, VR € Dy;,. Como esta relacao deve valer para todo k, e k,, podemos impor

esta relacao de comutagao ordem-a-ordem.

Em ordem zero, supomos que hq seja

hy = €y0¢ + €10, + €20, + €30, (3.25)

onde €;—_g|1)2j3, sao incognitas (escalares), e as matrizes de Pauli foram definidas na Secao
anterior. Estas atuam no espago de Hilbert {14,15}, e obedecem [0g,0,] = 0 (para

n=um7y,z),e [0z 0, = 2ic,. Agora, devemos impor [hg, R|] = 0 para todo R € Ds,.

Como DY¥(M,) = —0oy, esta operagao comuta trivialmente com hg. J4 a comutagao
com D¥(Cy,) e D¥(C3,) nos dé

[ho, D¥(Cy,)] = 0+ 2iey0, + 0 — 2iez0, = 0, (3.26)
[ho, D¥(Cs,)] = 0 + 2¢;5ingo, — 2€asingo, + 0 = 0. (3.27)

Como as matrizes de Pauli formam uma base linearmente independente para as

matrizes 2 X 2, a inica solugao possivel é ¢ = €5 = €3 = 0. Assim, obtemos

ho = €p900- (328)

De maneira analoga, devemos impor a comutacao dos termos hgk, + hyk, com
as operacoes R € Dgj. Neste caso devemos carregar os dois tremos juntos, pois algumas
operagoes misturam k, e k,. Assim, queremos impor [h,k, + hyk,, R] = 0. Abrindo o

comutador e multiplicando por R™! pela direita, obtemos

(haky + hyky)R — R(hgky + hyk,) =0, (3.29)
hoky + hyky = R(hyky + hyk, )R (3.30)

Agora podemos inserir a identidade R~'R = 1 do lado direito para obter

hoks + hyk, = (Rhy R™")(Rk,R™") + (Rh,R™)(Rk,R™"), (3.31)
hoky + hyky = hoky + hyk,, (3.32)

onde definimos a transformacio de semelhanca A = RAR™!. Lembrando que as matrizes

h; estao definidas no espaco de Hilbert {1 4,v 5}, enquanto k, e k, definem o espaco k,
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calculamos as transformagoes de semelhanga segundo (DRESSELHAUS; DRESSELHAUS;
JORIO, 2007; FAZZIO; WATARI, 2009)

hj = DY(R)h;D¥(R™), (3.33)

(Z) = D*(R) (i‘:) (3.34)

Adotaremos h, = Byog + 105 + B20y + B302, € hy = Y000 + V105 + Y20y + V30

Vamos ilustrar como aplicar a comutagao com Cy, e Cs,.

Primeiro, para Cf, temos
k k —k
) = DF(C T = N 3.35
() =)= (1) =
v ' (3.36)
Aplicando estas expressoes na Equacao (3.32), obtemos

(Booo + P10y + Baoy + [30.) ke + (Y000 + 110 + Y20, + Y302k, =
(=Booo + P10z — Baoy + B30 )k + (Y000 — V102 + Y20y — Y302 )ky.  (3.38)
Como esta igualdade deve valer para todo k, e k,, concluimos que By = o =71 = 73 = 0.
Assim, por enquanto temos h, = 810, + B30, € hy = Y00 + Y202.

Agora devemos aplicar o mesmo procedimento considerando a operagao Cs,. Assim,

comecamos calculando as transformacoes de semelhanca,

P V3
kx) k Ka _% v =g ky
1 =D (ng)< > = ( (3.39)
(ky ky B, — Lk,
hy = D¥(Cs.)h, DV (Cs,) ™" = —621(% —V30,) + B0, (3.40)
hy = D¥(Co:)hy D*(Cor) ™ = 7000 = 5 (V30s + 7). (3.41)

Novamente, aplicamos estas transformacoes na Equacao (3.32). Neste caso encontramos
B3 = =0, e o = 1 = hvp, sendo que aqui adiantamos que estas constantes definem a

velocidade de Fermi vr do cone de Dirac, Figura 8.

Portanto, esta abordagem via método dos invariantes nos da

H = €000 + thE . E (342)
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Figura 8 — Figura de dispersao: cone de Dirac ao redor do ponto K.

Por simplicidade, podemos escolher nossa energia de referéncia no nivel de Fermi, tal que

¢p = Fr = 0. No Apéndice A mostramos que esta metodologia é equivalente ao método

el
=y

Para obter os termos quadraticos, podemos seguir o mesmo procedimento acima,

mas agora considerando novos termos em H,

H — H + hook? + hoykaky + by, k2. (3.43)

Porém, uma vez que ja compreendemos este procedimento analitico, podemos automatizar
o processo utilizando computacao simbodlica. Com este proposito, recentemente foi dispo-
nibilizado o pacote Python QSymm (VARJAS; ROSDAHL; AKHMEROV, 2018). Este
recebe como entrada as matrizes de representacio DY (R) e D*(R) para todo R € G, e
retorna as matrizes hg, h,, etc. Assim, a partir do cddigo apresentado no Apéndice B.1,

obtemos a expansao de H via método dos invariantes até ordem k2,

1
H=hvpo -k+m §ay(k§ — K2) + ogkoky|, (3.44)
sendo m a intensidade do termo quadratico.

Nas secoes seguintes nos restringiremos aos termos lineares em k, I = hvpo - k.
Discutiremos as solug¢oes analiticas deste H para o caso de nanofitas tipo zigzag e armchair,
utilizando as condigoes de contorno de Brey-Fertig (BREY; FERTIG, 2006). Posteriormente,
ao discutir os métodos numéricos, utilizaremos os termos quadraticos para introduzir as

massas de Wilson.
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Figura 9 — lustragoes das nanofitas de grafeno tipo (a) zigzag com largura W e (b)
armchair com largura L. A nanofita zigzag (armchair) é confinada na dire¢ao
x (y) e periddica na dire¢ao y (x). O vetor primitivo @ indica a periodicidade
de cada rede e demarca em laranja as células unitarias. As bordas da nanofita
zigzag em x = £W/2 terminam em atomo de subredes opostas. Ja as bordas
em y = +L/2 na armchair exitem sempre dtomos das duas subredes. Os sitios
marcados com circulos abertos ndo pertencem as nanofitas, mas indicam onde
a monocamada foi cortada para formar as nanofitas.

3.1.3 Nanofitas zigzag

Cortando lateralmente a monocamada de grafeno, como indicado na Figura 9(a),
obtemos nanofitas tipo zigzag de largura W. Uma carateristica peculiar deste corte é que
de um lado da nanofita temos apenas atomos pertencentes a subrede A, enquanto do outro
temos apenas atomos da subrede B. No espaco k, o confinamento em x projeta a zona
de Brillouin sob o eixo k,, como indicado na Figura 6. Nota-se que os pontos K e K’ sdo
projetados em pontos distintos do eixo k,. Assim, como estamos interessados na estrutura
de bandas préxima a um destes pontos, é suficiente trabalharmos com o Hamiltoniano do

ponto K discutido na se¢ao anterior. Considerando apenas o termo linear, temos

Hy = Twpd - k. (3.45)
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Para obter a estrutura de bandas, devemos resolver a equagao de Schrodinger
Hyp = €. Para tanto, podemos considerar as condi¢oes de contorno de Brey-Fertig
introduzidas na referéncia (BREY; FERTIG, 2006). Nesta referéncia, os autores exploram as
terminacoes atomicas de subredes opostas da nanofita zigzag, e impdem que as componentes
da funcao de onda de cada subrede devem ir a zero na posicao dos sitios que foram
cortados para formar a nanofita (sitios marcados com circulos abertos na Figura 9). Ou
seja, Ya(z = =) =0 e Yp(r = +%) = 0, sendo W’'/2 = W/2 + ay.

T

4 2 0 2 a
ky[nm_l]

Figura 10 — Estrutura de bandas de uma nanofita tipo zigzag com W ~ 5 nm, obtida dos
zeros da equagdo transcendental (3.47).

Como estamos considerando uma nanofita confinada na direcao z, temos invari-
ancia translacional na direcdo y, portanto ¥(x,y) = e*wi(x). Assim, podemos omitir
a coordenada y no que segue. Na dire¢do x, para obter a solucdo confinada devemos

considerar ondas propagantes e contra-propagantes em x, assim, a solugdo geral é

. 1 ) 1
_ iknT —iknx
(x) = Ce <6i0k> + De (_e—i9k>’ (3.46)
sendo tan 0 = ky/ky, € €,(ky) = £hop,/k2 + k2. Impondo as condigoes de contorno de

Brey-Fertig, ¥4(xz = —WTI) =0e¢p(x= +W7’) = 0, obtemos uma equacao transcendental

cujos zeros nos dao os valores quantizados de k,,

oy

tan[k, (W + 2a0)] = k—n (3.47)
y
Para resolver esta equagao numericamente, primeiro invertemos a relacao de dispersao

para escrever k, = +,/(e/hvr)? — k2. Entdo, para cada valor de k,, varremos ¢ buscando
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os zeros da Equagao (3.47). O resultado estd ilustrado na Figura 10. Nesta, as bandas
de condugao e valéncia quantizadas se referem a valores reais de k,,, enquanto que na
banda plana com € ~ 0 temos k,, como imagindrio puro. Consequentemente, estes estados
sao localizados nas bordas, pois para k, imaginario as ondas planas da equacao (3.46)

tornam-se evanescentes.

3.1.4 Nanofitas tipo armchair

As nanofitas tipo armchair sao obtidas confinando a monocamada de grafeno na
direcdo y, tal que a fita tenha largura L = (N, — 1)v/3a¢/2, como ilustrado na Fig. 9(b),
sendo N, o nimero de sitios ao longo da nanofita. No espago k, este confinamento projeta
a zona de Brillouin no eixo k,, como pode ser visto na Fig. 6. Neste caso, os pontos K e
K’ da monocamada sao projetados no ponto I' da nanofita armchair. Consequentemente,

devemos trabalhar com os Hamiltonianos dos dois pontos projetados, ou seja

Hy = lwpé - k = hop(o.ks + oyky), (3.48)
Hyr = hopd* - k = hop(o.ky — oyky), (3.49)

sendo que o sinal negativo em Hy: é devido as fases de Bloch referentes ao ponto K’. Na
Figura 5, as bases 1/, e ¥ para o ponto K’ podem ser obtidas trocando ¢ — —¢. Assim, nas
equagoes acima, Hy atua no spinor ) = (14, ¥p), enquanto Hy: atua em o' = (¢4, ).
Compondo as solugoes de K e K’ a fungao de onda completa é (DIVINCENZO; MELE,
1984; BREY; FERTIG, 2006)

v = (S200) + e () 50

sendo AK = 4m/3/9a, a distancia entre os pontos K e K’ no espaco k. Esta fase nas
solucoes de K’ aparece por que escolhemos a origem do nosso vetor k sob o ponto K
(DIVINCENZO; MELE, 1984). Devido a invariancia translacional na diregao z, temos
U, (1, y) = e, (y) e Y (z,y) = e*=2y/ (y), para v = {A, B}. Assim, abaixo podemos
omitir a direcao x.

As bordas em y = +L/2 da nanofita armchair sdo compostas tanto por dtomos da
rede A, quanto da rede B. Entao, Brey-Fertig (BREY; FERTIG, 2006) propoem que a
funcao de onda seja nula nos sitios seguintes, cortados para formar a nanofita (circulos
abertos na Figura 9), ou seja U(y = £L'/2) = 0, sendo L'/2 = é + %\/§a0. Assim,

aplicando esta condigdo de contorno na equagao (3.50), obtemos

@Du( + 12/) _ _eiiAK%wly(i I2/> (3.51)



3.1. Modelos k-linear e solugbes analiticas 47

Para um dado k,, as solugoes gerais de Hy e Hy sao

) (3.52)
( ) — Cleikny + J)lefikny7 (353)
d}B(y) _ Cei(knyfek) + Jjeﬂ'(kn&/*91~c)7 (354)
( ) Clei(kny+9k) + Dlefi(knerek)’ (355)

sendo tan(fy) = k,/ks, e k, — k, serd quantizado devido ao confinamento. Estas solugoes
satisfazem a Equagao (3.51)se D=C"=0,C=+D', ¢

L 213 nm
sen|( ) 5 } 0 = %0, 7 (3.56)

sendo n um inteiro qualquer. Por fim, a estrutura de bandas é dada por

enlky) = £1/k2 + k2, (3.57)

Esta relagdo de dispersao esta ilustrada na Figura 11. Para nanofitas compostas por
N, = 3p + 2, sendo p inteiro, verifica-se que k,,; = 0, consequentemente fechando o
gap em k, = 0 na Figura 11(a). Este caso é conhecido como nanofita armchair metalica

(BREY; FERTIG, 2006; SON; COHEN; LOUIE, 2006). Para qualquer outro valor de N,,

a estrutura de bandas possui gap, como na Figura 11(b).

N

2 0 2 4
Ky [nm~]

Figura 11 — Estrutura de bandas de uma nanofita tipo armchair, obtida da soluc¢ao do
Hamiltoniano linear, equagdo (3.57). Em (a) temos o caso metdlico com
L =4.79 nm. Em (b) vemos o caso semicondutor com L = 4.92nm.
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3.1.5 Equivaléncia entre condicoes de contorno de Brey-Fertig e McCann-Falko

Nas segoes anteriores utilizamos as condigoes de contorno de Brey-Fertig (BREY;
FERTIG, 2006) para obter as estruturas de bandas das nanofitas tipo zigzag e armchair.
Porém, na Secao 2.3.1 mostramos que as condigoes de contorno adequadas para um Hamil-
toniano linear em k sdo dadas pela formulagao apresentada por (BERRY; MONDRAGON,
1987) e (MCCANN; FAL’KO, 2004). Entao, antes de avangar para o calculo numérico,

vamos mostrar que estas duas abordagens para as condicoes de contorno sao equivalentes.

Nanofitas tipo zigzag. Consideramos acima que as nanofitas tipo zigzag possuem
largura W, sendo que a borda a esquerda (direita) é composta apenas por atomos da
rede A (B). Assim, as condigoes de Brey-Fertig nos dizem que a fun¢ao de onda de cada

subrede devem ir a zero em bordas opostas, ou seja

Ya(=W'/2) =0, (3.58)
Up(+W'/2) =0, (3.59)
sendo W'/2 = W/2 + ay.

As condic¢oes de contorno de McCann e Fal’ko foram derivadas na Secao 2.3.1.

Aplicando-as ao grafeno zigzag, temos

. Ya(=W'/2)\
(M — iM,) (m—wvz)) ~0, (3.60)
(Mj, + iM,) (Z;Ei%g;) — 0, (3.61)

sendo que M = o, corresponde a matriz unitaria que aparece em H multiplicando o
termo linear k,, referente a direcdo de confinamento. Ja a matriz M, deve satisfazer
det(M +iM.) = 0, para que as equagoes acima tenham solugoes nao-triviais. Neste caso,
poderfamos ter M, = o, ou M, = 0,. Veremos na préxima segao como escolher a matriz

M. corretamente. Por hora, usaremos M, = o, para obter

) @E:Z;) ) (1 a 1) W:Z;) (s, gy) =0 2
e K e B T R

Portanto, recuperamos as condi¢oes de Brey-Ferig vistas anteriormente, 14(—W'/2) =
vp(+W'/2) = 0.

Nanofitas tipo armchair. Neste caso devemos considerar Hyx e Hg na forma
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H 0 15 ok k 0
H=["% _ (Twr(ocks + oyky) . (3.64)
0 HK/ 0 hUF(O'xkx - O'yky>

Considerando o confinamento em ¥, a matriz que multiplica k, em H ¢

M, = (Uy 0 ) (3.65)

0 —oy

Para obter a matriz M. das condi¢oes de contorno de McCann-Fal’ko, lembramos que
esta deve satisfazer det(Mj +iM,.) = 0. Verificamos que a matriz M, que satisfaz esta

condicao é

A NIESY
MC:( v SVIE Uy), (3.66)

svV1+ Mo, Aoy
sendo A uma constante real qualquer, e s = £1.

Em termos destas matrizes My e M., as condi¢es de contorno de McCann-Fal’ko

ficam
(M, + M)y (+L'/2) = 0, (3.67)
sendo
Ya(y)
Yaly) = Zig , (3.68)
Vi(y)

e lembrando que L'/2 = L/2 4+ v/3ay/2. Aqui, como anteriormente, omito a variével = por
simplicidade. Abrindo estas equagdes, vemos que a condi¢ao de contorno impoe a seguinte

relagdo entre a componente v = {A, B} das fungoes de base do ponto K e K,

Se:l:le)\

1/1,,(:|:[2/) = - 1/1{,(:&12/), (3.69)

tan(fy) = 1/A. (3.70)

Portanto, estas condi¢oes de contorno de McCann-Fal’ko correspondem as condigoes de

Brey-Fertig da Equagao (3.51) se s =1, e
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L 273 (N, + 1)
0, = AK— = L= . 3.71
A 2 9ag 3 (371)

Sobre a matriz M,.. Vimos acima que, tanto para as nanofitas zigzag quanto
armchair, foi possivel seguir a formulacao de McCann-Fal’ko e encontrar matrizes M, que
nos retornam as condigoes de Brey-Fertig. Portanto, entendemos que estas duas condicoes
de contorno sao equivalentes. Porém, a escolha das matrizes M, parece arbitraria. Na
proxima secao, mostraremos que podemos obter as matrizes M, via teoria de grupos e o

método dos invariantes.

3.2 Obtendo as condicGes de contorno via teoria de grupos

Na secao anterior apresentamos os modelos lineares em k para nanofitas de grafeno
tipo zigzag e armchair, e obtivemos sua estruturas de banda resolvendo a equacao de
Schrodinger analiticamente, na qual utilizamos as condigoes de contorno de Brey-Fertig
(BREY; FERTIG, 2006). Adicionalmente, mostramos que estas condi¢oes de contorno sao
equivalentes as condigoes de contorno obtidas na formulagao de McCann-Fal’ko (MCCANN;
FAL’KO, 2004). Porém, demonstramos esta equivaléncia buscando uma matriz M, que
satisfaga as condigoes de McCann-Fal’ko (apresentadas na no Capitulo 2.3.1), e nos retorne

as condicoes de Brey-Fertig.

Nesta secao nos perguntamos se seria possivel obter as matrizes M, via teoria
de grupos, sem conhecer previamente as condicoes de Brey-Fertig. Para tanto, vamos
considerar novamente o Hamiltoniano genérico apresentado no Capitulo 2.3.1 para a

derivacao das condic¢oes de contorno de McCann-Fal’ko, ou seja

H = oMk, — ﬁMc@( - 5) _ 5’Mg@( to— §> (3.72)

sendo que aqui consideramos apenas os termos na dire¢ao de confinamento x por simplici-
dade, mas sem perda de generalidade. Lembrando que ©(z) é a fungao de Heaviside, no

intervalo —% <r< % o Hamiltoniano é dado apenas pelo termo linear H = aMk,.

O método dos invariantes (veja Capitulo 2.1.3), nos diz que podemos obter os
termos permitidos por simetria impondo que H deve comutar com todas as operacoes de
simetria do grupo da equacao de Schrodinger. Como esta condicao deve valer para todo

k. e todo x, temos

[aMyk,, R] = 0, (3.73)

[—BMC@<—x— ;’) —B’MC’@(+$—§>,R] —0, (3.74)
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para toda operacao de simetria R do grupo. Da primeira equacao obteriamos M) como

antes. J4 para a segunda equacao obtemos duas possibilidades, como discutido a seguir.

Caso 1. Primeiro, vamos supor que no grupo de simetria GG da equagao de
Schrodinger nao exista uma operacao R que transforme x — —x. Neste caso, os dois
termos na Equacao (3.74) devem comutar com todo R € Gy independentemente. Assim,

obtemos

[—[)’Mc@< - é’),R] —0 — [M,R] =0, (3.75)
[—5'M;@< Vo s),R] —0 — [M,R]=0. (3.76)

Portanto, podemos concluir que M. = M., deixando 5 e /3’ como variaveis independentes.
Este é o caso, por exemplo, da nanofita tipo C de PbSe da referéncia (ARA(JJ O et al.,
2016).

Caso 2. Agora, vamos supor que o grupo G contenha as operagoes R do caso 1,
e complementarmente possua operagoes R, que levam z — —z. Assim como no caso 1, as

operagoes R implicam M. = M.. Porém, agora as operagoes tipo R, impoem

(oo -2 £) 502 £))n] o

M.(BO_ + B'O,)R, — R,M.(BO_ + B'6,) =0,

onde definimos ©4 = O(+x — L/2), tal que R;'O1R, = O. Inserindo a identidade

R;'R, =1 a direita de M, no primeiro termo e rearranjando a expressio, obtemos

(BM.R, — B/ RuM.)O, + (B'M.R, — BR,M,)©_ = 0. (3.77)

Como esta expressao de ser valida para todo z, ou seja, para todo O, s existe solucao se

(' = B e, como no caso 1, [M,, R,] = 0.

Nanofitas. Nos dois casos acima, vimos que a matriz M, deve comutar com todas
as operacoes de simetria do grupo. Adicionalmente, as nanofitas zigzag e armchair de
grafeno correspondem ao caso 2, ou seja = (3. A seguir, discutiremos como obter M.,

pra estas nanofitas usando o método dos invariantes.

3.2.1 Nanofitas zigzag

Para obter a nanofita zigzag, confinamos a monocamada de grafeno na direcao

x. Isto implica a quebra de algumas operagoes de simetria, por exemplo C5,. Assim, o
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grupo de simetria da nanofita zigzag em torno do cone de Dirac é o (5, composto pelas
operagoes de simetria Cy, = {F, M,, M,, Cy,}. As representa¢des matriciais, D¥(R) e
D*(R) para R € (,, sdo as mesmas apresentadas anteriormente no Capitulo 3.1.1. Aqui

precisamos apenas das representacoes no espago de Hilbert (14, ¥p),

D¥(M.,) = —oy, (3.78)
D¥(M,) = —o,, (3.79)
D¥(Cy,) = —0y,. (3.80)

Adicionalmente, sabemos que o cone de Dirac possui simetria quiral devido a suas subredes
A e B. Assim, com o propésito de comparar nossos resultados com o modelo linear em k,
devemos também impor quiralidade, cujo operador é x = o, (NETO et al., 2009), tal que

tanto H quanto M. devem satisfazer a anticomutacao {M., x} = 0.

Impondo estas simetrias acima, vemos que a tnica possibilidade ¢ M. = o,. Vimos
que esta op¢ao para a condi¢ao de contorno coincide com as condigoes de contorno de Brey-
Fertig (BREY; FERTIG, 2006). Porém, Brey-Fertig obtém suas condigbes de contorno
analisando as terminagOes atomisticas do grafeno, o que pode nem sempre ser viavel,
dependendo da complexidade do sistema. Em contraste, nossa abordagem via teoria de
grupos obtém o mesmo resultado analisando apenas as simetrias presentes no sistema

confinado.

3.2.2 Nanofitas armchair

A nanofita tipo armchair é obtida confinando na direcao y. Neste caso, os pontos K
e K’ da zona de Brillouin da monocamada séo projetados no mesmo ponto I' da nanofita,
como vimos na Figura 6. Consequentemente, devemos trabalhar com a base combinada dos
pontos K e K'. Neste caso, o grupo de simetria é o Doy, = {E, Cay, Csy, Cay, I, My, M, M, }.
Seguindo o mesmo procedimento apresentado na Secao 3.1.1, obtemos as representacoes

destas operagoes no espago de Hilbert (14,5, ¢y, ¥g),
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D¥(Cy,) = _O _go), (3.81)
o, 0
D¥(Cy,) = Oy U), (3.82)
0 —o
Dw<02z): . Oy)> (383)
ey = | ° ‘By) (3.84)
—0 0
DY (M,) = oy _0), (3.85)
0 o
DU(M,) = | 0), (3.86)
—0y 0
D¥(M,) = 0 _U), (3.87)
X = ‘B :) (3.88)

sendo que a ultima expressao representa o operador de quiralidade, que impoe { M., x},

como vimos acima.

Impondo estas simetrias, obtemos duas possiveis matrizes M,.. Estas podem ser

combinadas na forma

0 0 A V14+ M2
M= |7 Yo ) = v SVIEA) (3.89)
0 o, o, 0 sv1+ Aoy, Aoy,

sendo que a forma expressa a direita é obtida impondo que det M. = 1, o que implica
c1 = Aecy=s5v1+ A2, com s = =£1. Esta foi a matriz M, utilizada para demonstrar a

equivaléncia entre as condi¢des de McCann-Fal’ko e Brey-Fertig na Se¢ao 3.1.5.

Portanto, vemos que ¢é possivel obter a estrutura da matriz M, via teoria de grupos
também para a fita armchair. Porém, neste caso M, nao é unica e fica parametrizada em
termos de A e s = 1. De fato, esta indeterminacao dos coeficientes ¢ uma caracteristica
do método dos invariantes. Note que na deducao do Hamiltoniano linear do grafeno
Hyg = hvpa - /;, obtivemos a forma correta de Hg, porém hvp é introduzido como um
parametro indeterminado. Assim, tanto hvg, quanto s e A devem ser obtidos por outros
meios: comparacao com experimentos, calculos DFT, ou comparando com outras condigoes

conhecidas, como no caso da equivaléncia com Brey-Fertig acima.
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3.3 Modelos k-quadrado e solucoes numéricas

Nas segoes anteriores, apresentamos o Hamiltoniano linear em k para uma mo-
nocamada de grafeno e para as nanofitas zigzag e armchair. Aplicamos as condigoes de
contorno de Brey-Fertig e vimos que estas sao equivalentes as condi¢oes de contorno de
McCann-Fal’ko. A menos da equagao transcendental obtida para a nanofita zigzag, todo o
processo acima foi feito analiticamente. Porém, em certas circunstancias, é interessante
resolver estas relacdes de dispersdo numericamente (HERNANDEZ; LEWENKOPF, 2012).
Por exemplo: (i) podemos querer incluir potenciais V() que representem impurezas, ou
campos eletrostaticos na nanofita; (ii) geometrias mais complicadas; (iii) incluir efeitos de
campos magnéticos. Ou seja, existem casos nos quais novos ingredientes sao adicionados aos
Hamiltonianos, tal que nao seja mais possivel obter solu¢ées analiticas. Porém, vimos no
Secao 2.2.1 que a discretizacao numérica de Hamiltonianos lineares em £ leva ao problema
do duplicamento de Fermions (KAPLAN, 1992; TWORZYDLO; GROTH; BEENAKKER,
2008; HERNANDEZ; LEWENKOPF, 2012; RESENDE et al., 2017). Sendo que uma

possivel solugao é incluir um termo quadrético, a massa de Wilson (WILSON, 1974).

Nesta secao veremos que a massa de Wilson para nanofitas de grafeno zigzag e
armchair surge naturalmente via método dos invariantes. Basta considerarmos a expansao
em série de Taylor até ordem k?. Veremos que a matriz unitéria M, que acompanha o
termo quadratico é sempre M,, = M., ou seja, é equivalente & matriz de confinamento
de McCann-Fal’ko. Portanto, propomos que os autoestados do grafeno (e de qualquer
outro Hamiltoniano tipo Dirac, linear em k), podem ser obtidos segundo duas possiveis

formulagoes equivalentes:

(1) H linear em k e condi¢bes de contorno MF /BF. Esta seria a forma
tradicional. Consideramos os Hamiltonianos usuais Hx = hvpo - ke H = hvpo* - l;, e
as condigoes de contorno de Brey-Fertig (BREY; FERTIG, 2006) ou de McCann-Fal’ko
(MCCANN; FAL’KO, 2004). Estas solugoes foram apresentadas nas se¢oes anteriores.

(2) H quadratico em k e condi¢des de contorno triviais. Nas proximas
secOes veremos que podemos obter resultados equivalentes ao caso k-linear se utilizarmos o
H incluindo termos k-quadrético e mudarmos as condi¢oes de contorno para o caso trivial,

onde 9 vai a zero em todas as bordas.

A formulagao k-quadratica, que apresentaremos agora, possui uma grande vantagem
com relacao a formulagao k-linear. Podemos implementar o modelo k-quadratico facilmente
via diferencas finitas. Primeiro, note que as matrizes de diferencas finitas, obtidas na Secao
2.2, impoem naturalmente ¢ = 0 nas bordas. Segundo, a inclusao do termo k-quadrético
naturalmente fornece uma massa de Wilson e elimina o problema do duplicamento de

Férmions inerente a discretizacao do caso k-linear.

Nas secoes que seguem, utilizaremos o método dos invariantes para obter termos
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quadraticos permitidos por simetria para as nanofitas zigzag e armchair, e analisaremos as

relagoes de dispersao obtidas numericamente.

3.3.1 Nanofitas zigzag

A rede cristalina da nanofita zigzag foi apresentada anteriormente na Figura 9(a).
Vimos que o confinamento imposto na direcao x projeta a zona de Brillouin no eixo k,,
tal que os pontos K e K’ caem em pontos k, distintos, e separados por AK, Figura 6.
Assim, se queremos tratar apenas da estrutura de bandas préxima a um dos pontos K,
em geral seria suficiente considerar apenas o Hamiltoniano Hy na base {14, 9}, ou Hy:
na base {4, Y3 }. J& no caso do Hamiltoniano k-quadratrico, que introduziremos a seguir,
veremos que este nos retorna as solugoes de todo o espectro de baixas energias entre K
e K'. De fato, esta caracteristica serd fundamental para eliminar os férmions duplicados

pela discretizagao.

Para obter o Hamiltoniano k-quadratico via método dos invariantes, devemos
identificar o grupo de simetria da nanofita. Como vimos anteriormente, a nanofita zigzag
¢ invariante perante o grupo Cy, = {E, Cy,, M,, M. }. Adicionalmente, iremos considerar
que o sistema é quiral para baixas energias, tal que {H, x} = 0, sendo x = o, o operador
de quiralidade. Este possui autovalor de quiralidade +1 para autoestados da subrede A,
—1 para subrede B. As representacoes matriciais do grupo Cs, ja foram apresentadas na
Segao 3.2.1. Utilizando estas representacoes e o pacote Python QSymm (veja Apéndice

B.1), obtemos, até segunda ordem em k, e k,,

1 1
Hy = Ao, + ho,o, (K k) + [hvzo—wkz gk, (3.90)

Yy E Yy

Imediatamente notamos que este H acima é significativamente diferente do Ha-
miltoniano de Dirac usual utilizado anteriormente na discussao do caso linear. Primeiro,
temos um termo constante que desloca os cones de Dirac para K + A e K/ — A no eixo
k,. Este deslocamento é pequeno e aqui podemos considerar A = 0. Segundo, vemos
que a quebra de simetria imposta pelo confinamento implica que a velocidade de Fermi
nas diregoes x e y podem ser distintas, v, e v,, respectivamente. Naturalmente, podemos
esperar que estas nao sejam significativamente distintas da velocidade de Fermi vp da
monocamada. A terceira novidade sao os termos quadraticos. Aqui escolhemos o prefator do
termo k‘g como —hv,/AK. Assim, obtemos duas dispersoes de Dirac dadas pelas parabolas
+(k, — k; JAK), veja Figura 12. Assim, temos dispersoes aproximadamente lineares no
ponto K, escolhido como nossa origem das coordenadas (k,, k,) = (0,0), e no ponto K’
dado por (k,, k,) = (0, AK). Assim, aqui para a nanofita zigzag, o propdsito do termo k:;
é permitir a descri¢ao dos pontos K e K’ em um tinico H. Finalmente, o termo k2 fornece

a massa de Wilson m.
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Figura 12 — No modelo quadratico para a nanofita zigzag, os termos k, e k; sao combinados
para formar as pardbolas (laranja), tal que a dispersao é aproximadamente
linear em k, ~ 0 e k, = AK. Estes correspondem aos pontos K e K’

respectivamente, na projegdo da Figura 6. Aqui, escolhemos o ponto K como
origem de k,. Devido a simetria de reversao temporal, a dispersao tem que
ser par em torno do ponto X.

Aqui encontramos naturalmente M, = M.. Ou seja, a matriz referente ao termo de
Wilson é a mesma que a matriz de confinamento de McCann-Fal’ko. Esta igualdade nao é
acidental. Seguindo a mesma analise via métodos dos invariantes da Sec¢ao 3.2, encontramos
que a matriz M, que multiplica o termo quadratico na diregao de confinamento, k2, deve
satisfazer [M,,, R] = 0, para todo R no grupo de simetria da nanofita. Esta é a mesma
condicao que M. satisfaz. Portanto, temos M,, o< M,.. Porém, como ambas as matrizes
entram nos Hamiltonianos multiplicando um parametro indeterminado, podemos considerar
que M, = M..

Implementamos o Hamiltoniano H, Eq. (3.90), em linguagem Python usando o
método de diferengas finitas (veja Apéndice B.2.1). Por simplicidade, escolhemos A =
0, w, = hvy, = hvp. A massa de Wilson m ¢é escolhida de forma que abra um gap
suficientemente grande para eliminar os Férmions duplicados, mas pequena o suficiente
para que o termo linear domine a relagao de dispersao para baixas energias. Estas condigoes

nos dizem que a massa m deve estar no intervalo (RESENDE et al., 2017),

1 (hw,)?

“AEA2? <m < ~——2- 3.91
sendo Ax o passo de discretizagdo usado no método de diferengas finitas, e AFE o intervalo
de energia onde esperamos que o termo linear domine. Note que quanto maior AFE, menor

deve ser Ax para que o limite inferior se mantenha abaixo do limite superior de m, ou seja

devemos ter Az < v/2hwv, /AE. Aqui, optamos por usar m dado pelo valor médio entre os
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Figura 13 — Estrutura de bandas para nanofita zigzag utilizando o método numérico de
diferengas finitas. Em (a) escolhemos m =2 0 para observarmos os efeitos do
problema do duplicamento de Férmions. Em (b) obtemos a dispersio correta
usando a massa de Wilson m dada pela Equacdo 3.92. O termo de Wilson
causa uma hibridizacdo entre os Férmions duplicados dos pontos K e K’,
expelindo-os para altas energias.

dois limites, ou seja

(hy)?
OAE

1
m= ZAEsz + (3.92)

Os resultados da diagonalizagdo numérica de H, via método de diferencas finitas
é mostrada na Figura 13. A diferenca entre os painéis (a) e (b) estd no valor da massa
de Wilson m. Em (a) escolhemos um valor préximo de zero, abaixo do limite inferior
mencionado acima. Consequentemente, o termo de Wilson nao é grande o suficiente para
eliminar os Férmions duplicados e vemos pares de subbandas se misturando, e nao temos
a formagao da subbanda horizontal de estados de borda. Ja no painel (b), para valores de
m dentro do intervalo acima, a estrutura de bandas converge para sua forma correta. Note
que aqui o cdlculo retorna a estrutura de bandas em torno dos pontos K e K’. Assim,
devemos comparar a dispersdo proxima de k, = 0 da Figura 13(b), com a Figura 10 obtida

no modelo linear. Visualmente vemos que a concordancia é significativa.

3.3.2 Nanofitas armchair

A rede cristalina da nanofita tipo armchair, ilustrada na Figura 9(b), ¢é invariante
perante as opercacoes de simetria do grupo Dy, = {E, Cy., Coy, Coy, I, M., M,,, M, }. Neste
caso, o confinamento se da na direcao ¥, e os pontos K e K’ da monocamada sao projetados
sobre o ponto I no eixo k, da Figura 6. Assim, devemos considerar a base composta
por {4, g, Wy, W}, As representagbes matriciais das operagoes do grupo Dy, e da

quiralidade x foram apresentadas acima, na Secao 3.2.2. Adicionalmente, como aqui a
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projecao se da no ponto I', devemos considerar também a simetria de reversao temporal 7T .

No espago k, T leva k— —lg, enquanto que no espaco de Hilbert obtemos a representacao

D¥(T) = (0 02) K, (3.93)

o, 0

sendo K o operador de conjugagio complexa. A forma matricial da representacio D¥(T)

pode ser obtida por inspecao das fases de Bloch na Figura 5.

Para obter o Hamiltoniano efetivo para a nanofita armchair, implementamos
as operagoes de simetria acima no codigo python QSymm (veja Apéndice B.1). Aqui,
escreveremos os resultados obtidos na forma do Hamiltoniano Hy = Hy + H’'. Sendo
que em Hj incluimos os termos dominantes que remetem ao caso linear e aos termos
quadraticos que irdo determinar a massa de Wilson. Como nosso propésito aqui é comparar
os resultados do modelo quadratico com o modelo linear, iremos descartar os termos

restantes, mas reportamos suas formas aqui no termo H’. Estes sao

z 0 0 A V14 A2
Hy = hw, |7 [ eyt = T SV e (5 g
0 o, 0 —oy 2 \sv1+ Moy, Aoy,

o Aoy, Agoy w 0 o, - mioy Mooy k2 e o, O e
AVY VAo o, O ’ Moo, M0y, v 0 —o, oy
(3.95)

Assim como no caso do zigzag, obtemos que a matriz de Wilson M,,, que multiplica
o termo k; em H,, é M,, = M.. Como discutimos acima, esta igualdade nao é acidental.

As duas matrizes sao determinadas pelas mesmas relagbes de comutacgao.

Implementamos o Hamiltoniano Hy acima em um cédigo Python (veja Apéndice
B.2.2). Para comparar os resultados numéricos com as condigoes de contorno de Brey-Fertig

do modelo linear, consideramos s = 1 e A dado pelas equagoes (3.70) e (3.71), ou seja

W) = cot V(Na + 1)]

A = cot
CO( 9aqg 3

(3.96)

As nanofitas armchair metélicas, Figura 11(a), ocorrem quando N, = 3p+ 2, sendo
p inteiro, e A — oco. Porém, ndo podemos usar A = oo em Hj. Assim, a fim de obter
uma comparacao com os resultados de Brey-Fertig, neste caso utilizamos um valor alto,

porém finito!. Os resultados da diagonalizacdo numérica estdo na Figura 14. No caso

Resultados preliminares mostram que a concordancia com simulacdes DFT requer A = v/3 no caso das
nanofitas armchair metalicas.
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Figura 14 — Estrutura de bandas de uma nanofita tipo armchair obtida via método de
diferencas finitas incluindo o termo quadratico de Wilson. Em (a) temos
nanofita metalica com L = 4.79 nm, e em (b) o caso semicondutor com
L = 4.92 nm.

semicondutor [painel (b)], vemos que o modelo quadratico reproduz exatamente o que
haviamos obtido no modelo linear na Figura 11(b). J& no caso metalico [painel (a)], vemos

diferengas com relagao a Figura 11(a). Discutiremos estas diferencas na préxima secao.

3.4 Comparacao entre os modelos k-linear e k-quadratico

Na primeira parte deste capitulo, apresentamos a estrutura de bandas para nanofitas
obtidas a partir do Hamiltoniano linear em k, o conhecido Hamiltoniano tipo Dirac do
grafeno. Neste processo utilizamos as condigbes de contorno de Brey-Fertig (BREY;
FERTIG, 2006) para impor o confinamento. Estes resultados sdo bem conhecidos na
literatura (NETO et al., 2009; SON; COHEN; LOUIE, 2006), porém, reproduzi-los em
detalhes foi fundamental para a comparacao com a metodologia que propomos nesta
Dissertacdo. A seguir, sumarizamos os resultados obtidos em cada caso (zigzag e armchair),
contrastando os aspectos fundamentais das abordagens em termos do H linear e quadratico
em k. Para isso deveremos comparar os as estruturas de bandas da nanofita zigzag calculadas
pelo modelo linear, Figura 10, e quadratico, Figura 13, e da mesma forma para a nanofita
armchair, Figuras 11 e 14. Para facilitar esta comparacdo, repetimos todas estas novamente

aqui na Figura 15.

Nanofitas tipo zigzag. Considerando a abordagem usual em termos do Hamilto-
niano linear em E, Equacao (3.45), diagonalizamos analiticamente o Hy. Ao aplicar as
condigbes de contorno de Brey-Fertig, obtivemos uma equagao transcendental (3.47) para
os valores quantizados de k, — k,,. Resolvendo esta equacao transcendental numericamente,
encontramos a relagao de dispersao exibida na Figura 15(a). Nesta figura vemos as bandas

de condugdo e valéncia quantizadas pelo confinamento, e adicionalmente, vemos a formagao
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Figura 15 — Comparacdo entre as estruturas de bandas obtidas pelo modelo linear e condi-
¢oes de contorno de Brey-Fertig (esquerda), e pelo nosso modelo quadrético
com condigdes de contorno triviais (direita). Nos diversos painéis mostramos
os resultados obtidos para as nanofitas (a) e (b) tipo zigzag; (c) e (d) armchair

metalica; (e) e (f) armchair semicondutora.
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de uma subbanda horizontal com ¢ =~ 0. Esta banda plana é caracteristica das nanofitas

zigzag e representam estados localizados nas bordas.

Obter a estrutura de bandas das nanofitas tipo zigzag numericamente nao é trivial.
Por exemplo, na referéncia (HERNANDEZ; LEWENKOPF, 2012), os autores buscam
uma complexa implementacao numérica de uma rede escalonada, mas esta resolve apenas
parcialmente o problema. Na pratica os autores ainda precisam eliminar manualmente um

dos canais de conducao que se deve aos Férmions duplicados.

Nesta dissertacao nés propomos uma nova abordagem para o problema. Em poucas
palavras, mostramos que todos os problemas numéricos podem ser resolvidos trivialmente se
considerarmos as corregoes quadraticas no Hamiltoniano linear em k. Primeiro, vimos que
o termo quadrético é equivalente a uma massa de Wilson (WILSON;, 1974). Esta solugao é
conhecida no contexto da cromodindmica quantica, porém, o termo quadratico de Wilson
nao é permitido e induz uma quebra de simetria indesejada (NIELSEN; NINOMIYA, 1981b;
NIELSEN; NINOMIYA, 1981a; KARSTEN, 1981). Em contraste, aqui nds mostramos que
o termo quadratico nao so é permitido por simetria, mas a matriz unitaria M, que o define
¢ equivalente a matriz unitaria M, de McCann-Fal'’ko (MCCANN; FAL’KO, 2004) que
reproduz corretamente as condi¢oes de contorno de Brey-Fertig. Mostramos também que
esta equivaléncia M,, = M, nao ¢é acidental. Vimos que as duas matrizes devem comutar
com todos os elementos de simetria do grupo, ou seja, devem pertencer a representacao
trivial do grupo. Consequentemente M, x M., sendo que a constante de proporcionalidade
s6 pode ser um sinal 1, pois ambas sdo unitarias e Hermitianas. Por fim, este sinal
pode ser absorvido nos coeficientes indeterminados que multiplicam estas matrizes no

Hamiltoniano.

No caso da nanofita zigzag encontramos apenas uma possivel matriz M,, = M, = o,,.
Assim, podemos concluir que nossa abordagem via teoria de grupos, considerando as
simetrias reduzidas das nanofitas com relagao a monocamada, conseguimos justificar
matematicamente a condigao de contorno de Brey-Fertig para nanofitas zigzag (veremos

abaixo que no caso armchair hd uma peculiaridade a ser explorada).

Agora com o modelo quadratico bem estabelecido, implementamos a discretizagao
numérica do Hamiltoniano usando o método de diferencas finitas. E importante ressaltar
que este método numérico tipicamente requer condigoes de contorno abertas (¢ = 0 nas
bordas) ou periddicas. Porém, o Hamiltoniano linear ndo permite usarmos a condigao v = 0
nas bordas para obter o confinamento da nanofita. Com a inclusao do termo quadratico
em k, o Hamiltoniano passa a aceitar esta condicao de contorno trivial, enquanto que o

tipo de confinamento passa a ser definido pela matriz de Wilson M,,.

O resultado do célculo é ilustrado na Figura 15(b). A comparacao desta figura,
com o resultado analitico do modelo linear, Figura 15(a), deve ser feita com cautela. No

modelo linear descrevemos apenas a estrutura de bandas em torno do ponto K, enquanto
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o modelo quadratico incorpora natural e necessariamente os pontos K e K’  provendo
assim uma descricdo completa da estrutura de bandas de baixa energia. Analisando apenas
o entorno do ponto K (ou k, = 0), vemos uma excelente concordancia, especialmente na

subbanda horizontal (plana) de estados de borda.

Nanofitas tipo armchair. De forma semelhante ao desenvolvimento feito para as
nanofitas zigzag, aqui comecamos reproduzindo resultados da literatura. Assim, resolvemos
o Hamiltoniano linear em k e aplicamos as condi¢oes de contorno de Brey-Fertig analiti-
camente. Neste caso vemos que as nanofitas apresentam dois tipos de solugoes: metélica
e semicondutora, como ilustrado nas Figuras 15(c)-(f). Em particular, o caso metélico
ocorre quando a largura da nanofita, L = (N, — 1)v/3ao/2, é dada por N, = 3p + 2, com p

inteiro.

Os resultados do modelo linear da Figuras 15(c) e (e), podem ser comparados com
a estrutura de bandas obtida numericamente com o modelo k-quadratico da Figura 15(d)
e (f). No caso semicondutor, painéis (e) e (f), a equivaléncia dos resultados é clara. J& no
caso metalico, temos diferencas significativas e interessantes. Primeiro, note que na Figura
15(d) destacamos em laranja as subbandas de mais baixa energia. No modelo linear da
Figura 15(c), estas bandas exibem gap zero, caracterizando o estado metélico, enquanto
que no modelo quadratico exibem um pequeno gap. As outras subbandas nestas mesmas
figuras também exibem pequenas diferencas. No modelo linear todas sao duplamente
degeneradas, enquanto que no modelo quadratico os pares estao levemente separados. A
diferenca entre estes resultados esta na condi¢ao de contorno. Na Secao 3.1.5 mostramos
que a equivaléncia entre as condig¢oes de contorno de Brey-Fertig e McCann-Fal’ko no caso
armchair define o parametro A\ da matriz M.. Porém, no caso metalico obtemos A\ — oo.
Assim, os elementos da matriz M, também divergem e o nosso termo quadratico fica mal
definido. Aqui, argumentamos que isto indica que a condi¢ao de contorno de Brey-Fertig
para caso metalico nao é adequada. De fato, na referéncia (SON; COHEN; LOUIE, 2006)
os autores mostram que as nanofitas armchair com N, = 3p + 2 apresentam um pequeno
gap. Nossos modelo reproduz este gap se escolhermos A = v/3, que é o valor utilizado para
obter a Figura 15(d).

Consideracgoes finais. Assim, vemos que as condigoes de contorno que derivamos
aqui sao mais gerais que as condi¢oes de Brey-Fertig. Atualmente estamos desenvolvendo
uma colaborag¢ao com o grupo de Estrutura Eletronica do INFIS/UFU a fim de comparar
estes nossos resultados com simulacoes via DF'T. Resultados preliminares mostram um
excelente acordo entre nosso modelo quadratico e as bandas DFT. Em particular, a
comparagao com DFT nos permite extrair os valores de A apropriados para cada caso da
nanofita armchair e comparar com as condi¢oes de Brey-Fertig. Em breve submeteremos

estes resultados para publicacao.
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4 Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao de Mestrado estudamos como o termo k-quadratico de Wilson
afeta a estrutura de bandas das nanofitas de grafeno. Além do grafeno, esta questao
surge para qualquer material cujo modelo efetivo seja linear em E; por exemplo, isolantes
topologicos (BERNEVIG; HUGHES; ZHANG, 2006; HASAN; KANE, 2010; QI; ZHANG,
2011; RESENDE et al., 2017). Vimos na Se¢ao 2.3.1 que o confinamento dos elétrons nestes
Hamiltonianos lineares em & nio pode ser obtido pela condicao de contorno trivial, na
qual a func@o de onda v vai a zero nas bordas. A condicao de contorno correta para estes
casos foi discutida pela primeira vez nas referéncias (BERRY; MONDRAGON, 1987) e
(MCCANN; FALKO, 2004), e posteriormente também em (AKHMEROV; BEENAKKER,
2008; FERREIRA; LOSS, 2013; RESENDE et al., 2017). Nos referimos a esta condicao de
contorno pelo nome dos autores McCann-Fal’ko, pois foram os primeiros a aplicid-la ao
grafeno. Aqui a escrevemos na forma [M +iM_.|i)(+L/2) = 0, sendo que M é a matriz
que compoe o termo linear do Hamiltoniano, e M, é a matriz que define a parede rigida
que confina os elétrons. Demonstramos nesta Dissertacao que estas condi¢oes de contorno
sao equivalentes as da referéncia (BREY; FERTIG, 2006), usadas originalmente para obter
a estrutura de bandas de nanofitas zigzag e armchair de grafeno, e posteriormente também
utilizadas para isolantes topolégicos (FERREIRA; LOSS, 2013; RESENDE et al., 2017).
Para nanofitas de grafeno pristinas, vimos que estas condi¢oes de contorno nos permitem
resolver a equacgao de Schrodinger e obter a estrutura de bandas analiticamente. Porém,

caso queiramos incluir novos ingredientes, abordagens numéricas podem ser necessarias.

Tipicamente as abordagens numéricas sao feitas em termos do método de diferencas
finitas. Porém, no caso de Hamiltonianos lineares em k este método apresenta dois
problemas fundamentais. Primeiro, o método de diferencas finitas tipicamente requer
condigoes de contorno do tipo trivial, 1» = 0 nas bordas, ou peridédicas. Assim, nao é
compativel com as condi¢oes de McCann-Fal’ko ou Brey-Fertig. Segundo, a discretizagao
simétrica do operador derivada implica no problema do duplicamento de Férmions, discutido
na Secao 2.2.1. Em particular, o problema do duplicamento de Férmions possui diversas
propostas de solugao no contexto da cromodinamica quantica, porém l4, todas as propostas
quebram alguma simetria ou localidade de forma indesejada. J& no contexto de isolantes
topolégicos, nosso grupo de pesquisa mostrou (RESENDE et al., 2017) que a solugao
em termos da massa de Wilson é apropriada, pois a simetria quebrada pela introducao
do termo k-quadratico é equivalente a quebra de simetria induzida pelo confinamento.
Adicionalmente, na presenca do termo quadratico, o Hamiltoniano passa a admitir condi¢oes
de contorno triviais, ou seja, ¥ = 0 nas bordas. Este termo quadratico de Wilson tem a

forma mM,,k?, sendo m a massa de Wilson e M,, uma matriz unitaria. Nas referéncias
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(FERREIRA; LOSS, 2013; RESENDE et al., 2017), os autores verificam que a escolha M,, =
M. resulta em uma equivaléncia entre as estruturas de bandas de isolantes topologicos
obtidas: (i) pelo Hamiltoniano linear com condigdes de contorno de McCann-Fal’ko; e
(ii) adicionando-se o termo de Wilson com condi¢oes de contorno trivial. Porém, nestas
referéncias, a escolha M, = M., é introduzida como uma conjectura justificada a posteriori

pela comparacao com o resultado esperado.

Nesta Dissertagao investigamos esta conjectura em maiores detalhes, aplicando-
a nas nanofitas zigzag e armchair no grafeno. Nossos principais resultados podem ser

sumarizados em quatro pontos:

(1) Demonstramos que a igualdade M,, = M, nao é fortuita. Vimos que ambas
devem comutar com todas as operagoes de simetria do grupo, ou seja [M,, R] = 0 e
[M,, R] = 0 para todo R € Gj. Assim, como ambas satisfazem os mesmos vinculos, e sao
unitarias e hermitianas, temos M,, = =M,. Adicionalmente, o sinal 1 pode ser absorvido
no coeficiente indeterminado que multiplica estas matrizes no Hamiltoniano. Portanto,

sem perda de generalidade, podemos concluir que M, = M...

(2) O grupo Gy é o grupo da equagao de Schrodinger no ponto k da zona de
Brillouin do problema em questao. Note que enquanto o cone de Dirac do grafeno ocorre
no ponto K, que satisfaz o grupo Dsy,, as nanofitas zigzag e armchair sao caracterizadas
por grupos menores, Cy, e Doy, respectivamente. Assim, a quebra de simetria devido ao
confinamento define o grupo Gy, que por sua vez define a matriz M.. Como a matriz M.
define as condigoes de contorno para Hamiltonianos lineares, concluimos que podemos
definir condig¢oes de contorno apropriadas para Hamiltonianos k-lineares usando teoria de

grupos.

(3) Caso implementacoes numéricas via diferengas finitas sejam necessérias, a
inclusao do termo de Wilson com M, = M, resolve os problemas da condicao de contorno
e do duplicamento de Férmions para qualquer Hamiltoniano linear em k. Esta é a conjectura
introduzida na referéncia (RESENDE et al., 2017), e aqui formalizada pela demonstracao
da igualdade M, = M., e reforcada pela verificacao da equivaléncia entre as condi¢des de

contorno de McCann-Fal'ko e as de Brey-Fertig.

(4) A equivaléncia entre as condigoes de contorno de Brey-Ferig e McCann-Fal’ko,
seguida da equivaléncia entre as matrizes M, do termo de Wilson, e da matriz de
confinamento M, de McCann-Fal’ko, nos permite associar as condigdes de contorno
de Brey-Fertig com a matriz M,, de Wilson. Em particular, no caso armchair metalico
(N, = 3p+2), vimos que esta associagdo implica A — oo, e portanto M,, — co. Como M,
faz parte do Hamiltoniano, esta divergéncia é uma inconsisténcia fisica. Assim concluimos
que a condi¢ao de contorno de Brey-Fertig neste caso nao é adequada. A origem desta
inconsisténcia é que estas condigoes foram definidas com base nas fases de Bloch de

uma monocamada, enquanto que desvios podem ser esperados para nanofitas devido
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ao confinamento. Assim, nossa proposta para a matriz M. = M, é mais geral. Aqui,

verificamos que no caso metélico reproduzimos o gap correto escolhendo A = /3.

Portanto, nesta dissertacao de Mestrado mostramos que os termos de Wilson
propostos na referéncia (RESENDE et al., 2017) surgem naturalmente no Hamiltoniano
quando consideramos a expansao em série de Taylor até ordem k2, sendo que a forma
matricial dos coeficientes é determinada pelo método dos invariantes. A discussao em
torno das nanofitas zigzag e armchair do grafeno nos permitiu comparar nossos resultados
com casos bem conhecidos na literatura, reforcando a validade da nossa proposta. Assim,
introduzimos aqui uma metodologia formal para simulagao numérica da estrutura de
bandas de nanofitas baseadas em Hamiltonianos lineares em k, em termos da inclusao do
termo de Wilson. Esta abordagem ¢ interessante para simulagao de sistemas grandes, nos
quais outras abordagens, como tight-binding ou DFT, sao limitadas pelo uso de memoria.
Por exemplo, poderemos aplicar esta metodologia para estudar novos materiais conhecidos
como high-order topological insulators (SCHINDLER et al., 2018), que requerem uma
simula¢ao numérica em duas dimensoes com custo computacional significativo para modelos
DF'T e tight-binding.

Atualmente estamos escrevendo um artigo sumarizando os resultados apresentados
nesta Dissertacao. Além dos resultados apresentados aqui, neste artigo comparamos as

estruturas de bandas com resultados obtidos via DFT.
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APENDICE A - O método k.p

No Capitulo 2, vimos como utilizar o teoria de grupos e o método dos invariantes
para obter Hamiltonianos efetivos. No Capitulo 3 aplicamos este método ao grafeno para
estabelecer os Hamiltonianos efetivos e as condi¢oes de contorno. Complementarmente,
¢é interessante compreender que o método dos invariantes é equivalente ao método k-
p (DRESSELHAUS; DRESSELHAUS; JORIO, 2007), que é muito mais conhecido na

literatura. Assim, neste Apéndice faremos uma breve revisao do método k - p.

Primeiramente, partimos de um Hamiltoniano genérico de um cristal, definido pelo
potencial periddico V' (7), tal que
2

p =
H=*2
2m+V(7’)+

s (VV % P) -, (A1)

onde o primeiro termo € a energia cinética nao-relativistica, e o tltimo termo o acoplamento
spin-6rbita. Este Hamiltoniano esta definido no dominio da fungao de onda 1, (). Porém,
a periodicidade do potencial nos permite usar o teorema de Bloch (discutido na Segao
2.1.1.1), ou seja 1 (1) = ei’;'?un,g(f’), sendo n o indice de bandas, k o quasi-momento, e
u, () a funcdo periédica de Bloch. Substituindo-se v () na equacdo de Schrodinger

Hi o(7) = En(E)lﬁn;;(F), obtemos a equagao que u_z(7) deve satisfazer,

N
Hiu, i (7) = [En(k) — 5 Ju,z(7), (A.2)
2 —
_ [P h . 4] hik: (ﬁ h )
Hy = 2m+V(F)+4m202(VV><m 7|+ p+4m620><VV . (A3)

sendo que Hj é chamado de Hamiltoniano no ponto k.

A primeira vista, esta equacao parece mais complicada que a primeira. Porém nos
tras a vantagem de escrever a equagao para u, (), sendo que este estd restrito ao dominio
de uma cela unitaria com condic¢oes de contorno periddicas. Adicionalmente, esta forma

nos permitira utilizar a teoria de perturbacdo de Lowdin, que descrevemos a seguir.

Nas proximas segoes, usaremos a notacao de bra e ket, tal que <F‘n, l;> =u, (7).

A.1 Expansao perturbativa de Lowdin

Antes de aplicar o particionamento de Lowdin ao método k- P, vamos introduzi-lo de
forma genérica para um Hamiltoniano H = H® + H'. Neste, H° deve ser entendido como o
termo nao-perturbado, cujos auto-estados sao conhecidos e definidos por H® |m) = &,, |m).

Assim, consideraremos H’ como uma perturbacao.
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Figura 16 — Ilustracdo das bandas de energia de um cristal genérico. No ponto I', ou k = 0,
destacamos os auto-estados de Hy, e os subdividimos no conjunto de interesse
A, e no conjunto complementar B, que estd separado de A por um gap de
energia.

Na Fig. 16 ilustramos as bandas de um material arbitrario. Porém, por hora
utilizaremos apenas os estados destacados pelos circulos sob o eixo £ = 0 (I'). Estes
representam as solucoes de H°. Vamos supor que estejamos interessados em descrever
o subespago proximo aos estado demarcados como A (e.g., as bandas proximas ao nivel
de Fermi). Assim definimos o subespago de interesse em termos dos auto-estados A =
{|m),|n),---}, cujas auto-energias sao {€,,,&,, -+ }. O conjunto complementar de auto-
estados B = {|a),|5), -}, com auto-energias {€,, 3, -} estdo separados da regido
A por um gap, como ilustrado na Figura 16. Em termos destes conjuntos A e B, a
expansao perturbativa de Lowdin (WINKLER, 2003) nos da os elementos de matriz
de um Hamiltoniano efetivo no subespaco A, sendo que o subespago B aparece como
acoplamentos efetivos !. Até segunda ordem na perturbacdo, os elementos de matriz f[mm,

para (m,n) € A, sdo

_ 1 1 1
Hm,n:H?nn_FH;nn_F_ZH;naH;zn[ + +7 (A4)
’ ’ 24 " lem — € En— Ea

Os estados do subespago B contribuem de forma semelhante as transi¢oes virtuais na teoria de perturbagao
dependente do tempo.



A.2. Particionamento de Lowdin no método k.p 7

sendo Hy) . = (m|H°|n), e H}, , = (m| H'|a).

A.2 Particionamento de Lowdin no método k.p

Para aplicar o particionamento de Lowdin ao cristais, precisamos identificar em
Hy, na Eq. (A.3) quais termos constituem HY e H’. Vamos supor que nosso objetivo é
obter um modelo efetivo para as bandas de um cristal em torno de um certo ponto k= lgo,
entdo definimos k = /;0 + K. Ou seja, K representa o deslocamento de /;0. Aplicando esta
defini¢do na Eq. (A.3), identificaremos H° = Hy, como o Hamiltoniano para # = 0, e a

perturbagdo H' = Hj, — Hy, sdo os termos complementares, ou seja

2 A Rk, A
HO — | = . _':| oo <_) 5 > A.
o + V(r) + I2e (VV xp)-d| + - D+ 4mc20 x VV ), (A.5)
e la e T (& x vv) (A.6)
m 4m2c? ’

sendo que o primeiro termo em H' d4 origem ao nome do método k - p, enquanto o segundo
é a correcao devido ao acoplamento spin-6bita com & # 0. J& H° possui contribuicoes da

energia cinética, potencial cristalino V' (7) e as contribuigoes de spin-6rbita para & = 0.

E interessante que nao precisamos saber resolver H°, basta termos informacoes
sobre seus auto-estados. Por exemplo, identificando qual é o grupo de simetria que
mantém H° invariante (ou seja, o grupo de simetria do cristal no ponto ]20)’ sabemos
que os auto-estados pertencerao necessariamente as representagoes irredutiveis (IRREPS)
do grupo (DRESSELHAUS; DRESSELHAUS; JORIO, 2007; FAZZI1O; WATARI, 2009).
Podemos identificar quais destas IRREPS sao relevantes conhecendo quais orbitais atomicos
contribuem para as bandas que temos interesse’. Enfim, no que segue assumimos que

conhecemos os auto-estados de H°, ou pelo menos temos informacoes sobre suas simetrias.

A.3 Exemplo: grafeno

Como vimos no texto principal desta dissertagao, a rede cristalina do grafeno é
invariante pelas simetrias do grupo Dgp,. Porém, as bandas de interesse préximas ao nivel
de Fermi (cones de Dirac) sao concentradas nos pontos K, que se transforma de acordo com
o grupo D3, (DRESSELHAUS; DRESSELHAUS; JORIO, 2007; FAZZIO; WATARI, 2009).
Sabemos que os estados destas bandas sao constituidos de orbitais p,, e sao degenerados
no ponto K. Como os orbitais p, sao impares perante uma operacao de espelho M, que

leva z — —z, a Unica representagao irredutivel do grupo D3, que satisfaz estes critérios é

Esta informacao pode ser obtida experimentalmente (espectroscopia, ARPES, ...), ou de calculos DFT.
Em nosso grupo, obtemos estas informacoes dos resultados de DFT de nossos colaboradores do Grupo de
Estrutura Eletrénica do INFIS/UFU.
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a E”. Esta representacao define as funcoes de base usadas nesta dissertacao e ilustradas
na Fig. 5, onde definimos que a fungéo [¢)4) é dada por orbitais p, centrados nos dtomos
da subrede® A com as fases de Bloch definidas na figuara, e de forma equivalente, |15)

concentra-se nos atomos da rede B.

Assim, consideramos que [14) e |¢p) sdo solugoes de H com energias e4 = e = 0
(escolhendo nivel de Fermi como referéncia). Sabemos que no grafeno o acoplamento
spin-6rbita é desprezivel, entao basta considerarmos H' = h& - p/m. Por construgao, o
subespago de interesse é dado por A = {|4) e )}, e no caso deste exemplo nao
precisaremos definir o subespago complementar, pois vamos parar em primeira ordem.

Assim, a expansao de Lowdin para (m,n) € A, e até primeira ordem em H’, fica

h
H,,~—FkK- pn), A7
o R (| ) (A7)

pois (m| H® |n) = £40,., € €4 = 0 devido a escolha de referéncia acima. Aqui p= (p,, py).

4 {m|p|n). Como o orbital p, é par em z e y,

Agora basta analisar o elemento de matriz
temos (Y| p'|va) = (Y| Plvs) = 0. E como os auto-estados |1)4) e |[¢p) estao relacionados

por uma rotacao Cs., temos (4| ps |¥p) = i (Ya| py |¥B) = mup, portanto

L B e ] ey
m \ (p|Flva) 0 fo +iky 0

sendo que as matrizes de Pauli ¢ atuam no subespaco definido pelos auto-estados |14) e
V).

Portanto, conseguimos obter o Hamiltoniano efetivo do grafeno, H = hvpao - K, via
método k - p. Enfatizamos que esta abordagem é equivalente ao método dos invariantes
utilizado nesta dissertagao. Ambos os métodos possuem vantagens e desvantagens. O
método dos invariantes é mais facil de ser aplicado, e fornece o Hamiltoniano efetivo
para todas as ordens de perturbacao de Lowdin. Em contra-partida, o método k- I
fornece expressoes fechadas, em termos dos elementos de matriz, para os coeficientes do
Hamiltoniano. Por exemplo, na dissertacao definimos vx como uma constante desconhecida
que multiplica o termo linear do Hamiltoniano obtido pelo método dos invariantes. Porém,

aqui vemos que vp = (Ya|p, [p) /m. Assim, os dois métodos se complementam.

Cuidado para nao confundir o nome das subredes A e B com os subespacos A e B de Lowdin.
Em modelos mais gerais, estes elementos de matriz dao origem aos parametros de Kane e Luttinger, veja
(WINKLER, 2003).
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APENDICE B - Cédigos-fonte

Neste apéndice listamos os codigos-fontes Python utilizados nesta Dissertagao.

B.1 Metodo dos invariantes via pacote Python QSymm

O pacote Python QSymm (VARJAS; ROSDAHL; AKHMEROV, 2018) tem como
uma de suas funcionalidades o método dos invariantes. O mecanismo de funcionamento
¢ idéntico ao que apresentamos na Sec¢ao 2.1.3 e utilizamos na Secao 3.1 para obter o
Hamiltoniano efetivo para a monocamada de grafeno. Posteriormente, uma vez compre-
endido o funcionamento do método dos invariantes, utilizamos os coédigos abaixo para
obter os termos quadraticos dos Hamiltonianos da monocamada e das nanofitas de zigzag

e armchair.

O pacote QSymm funciona com base em duas fun¢oes elementares. Primeiro, nos
c6digos abaixo o comando gsymm.PointGroupElement recebe como entrada as matrizes
pU = D¥(R) e pR = D*(R) para cada elemento de simetria. Adicionalmente, o segundo
parametro (True/False) diz se a operagao de simetria é unitaria (False) ou anti-unitédria
(True), sendo que neste dltimo caso a opera¢ao também incluird uma conjucagao complexa
(e.g. simetria de reversao temporal). Por fim, o terceiro pardmetro (True/False) diz se a
operagao de simetria deve comutar (False) ou anticomutar (True) com o Hamiltoniano.
Assim, usamos o comando PointGroupElement para inicializar todas as operacoes de
simetria do grupo em questao. Na sequéncia, o comando gsymm. continuum_hamiltonian
busca as formas matriciais para cada poténcia de k, e k, que comutem com as operacoes
listadas. Para mais informagoes sobre o pacote, podemos acessar a referéncia (VARJAS;
ROSDAHL; AKHMEROV, 2018) ou a pagina web com a documentagio'.

A saida do programa é gerada pelo comando gsymm.display_family, que imprime
na tela as matrizes permitidas por simetria para cada poténcia de k, e k,. Assim, por

exemplo, para a monocamada obtemos

0 k,—ik, (B.1)
ko + ik, 0 ’

1.2 1.2

| 0 | —iky + 2kyky + ik, , (B.2)
+ik2 + 2k, ky, — zki 0

tal que o Hamiltoniano da monocamada, Equagao (3.44), é obtido considerando uma

combinagao linear destas matrizes em termos das constantes indefinidas hvg e m, res-

L https://gitlab.kwant-project.org/qt/qsymm
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pectivamente. Lembrando que o método dos invariantes nao nos fornece o valor destas
constantes. Para obter estes valores, devemos comparar as relagoes de dispersao com dados

experimentais, resultados DFT, ou complementar o desenvolvimento com o método k.p.

B.1.1 Cédigo QSymm para monocamada de grafeno

O c6digo abaixo foi utilizado para gerar o Hamiltoniano dado na equagao (3.44).

import numpy as np

import sympy as sp

sp.init_printing (print_builtin=True)
import tinyarray as ta

import gsymm

# matrizes de Pauli

s0 = np.array ([[1, 0],[0, 1]])
sx = np.array ([[0, 1],[1, O]])
sy = np.array ([[0, —1j],[1j, 0]])
sz = np.array ([[1, 0],[0, —1]])
# Mz

pU = —s0 # representacao D psi

pR = s0 # representacao D'k
Mz = gsymm. PointGroupElement (pR, False, False, pU)

# Mx
pU = —sy # representacao D psi

pR = —sz # representacao D'k

Mx = gsymm.PointGroupElement (pR, False, False, pU)

# C2y

pU = sy # representacao D psi

pR = —sz # representacao D'k

C2y = gsymm.PointGroupElement (pR, False, False, pU)

# C3z

sphi = 2xsp.pi/3 # sympy requer phi algebrico

phi = 2xnp.pi/3 # numpy requer phi numerico

pU = np.array ([[np.exp(1j*phi) ,0], [0,np.exp(—1jxphi)]]) # representacao D~
psi

pR = sp.Matrix ([[sp.cos(sphi), —sp.sin(sphi)],[sp.sin(sphi), sp.cos(sphi)
11) # representacao D'k

C3z = gsymm.PointGroupElement (pR, False, False, pU)

# S3z
sphi = 2xsp.pi/3 # representacao D psi
phi = 2%np.pi/3 # representacao Dk
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pU = —np.array ([[np.exp(1j*phi) ,0], [0,np.exp(—1j*phi)]]) # wave—function

basis
pR = sp.Matrix (
11) # k—basi
S3z = gsymm.PointGroupElement (pR, False, False, pU)

[

# quiralidade

pU = sz # representacao D psi

PR = s0 # representacao D'k

chi = gsymm.PointGroupElement (pR, False, True, pU)

# lista de simetrias a serem consideradas
symmetries = [Mz, Mx, C2y, C3z, S3z, chi]

dim = 2 # dimensoes = 2 = (kx, ky)

total_power = 2 # maior potencia de k a ser considerada

Hamiltonian_family = gsymm.continuum_hamiltonian (symmetries, dim,

total _power, prettify=True)

gsymm. display_ family (Hamiltonian_family)

[sp.cos(sphi), —sp.sin(sphi)],[sp.sin(sphi), sp.cos(sphi)

B.1.2 Cédigo QSymm para nanofita tipo zigzag

O cédigo abaixo foi utilizado para gerar o Hamiltoniano dado na equacao (3.90).

import numpy as np

import sympy as sp

sp.init_printing (print_builtin=True)
import tinyarray as ta

import gsymm

# matrizes de Pauli

s0 = np.array ([[1, 0],[0, 1]])

sx = np.array ([[0, 1],[1, O0]])

sy = np.array ([[0, —1j],[1j, 0]])

sz = np.array ([[1, 0],[0, —1]])

# Mz

pU = —s0 # representacao D psi

pR = s0 # representacao D'k

Mz = gsymm. PointGroupElement (pR, False, False, pU)
# Mx

pU = —sy # representacao D psi

pR = —sz # representacao D'k

Mx = gsymm. PointGroupElement (pR, False, False, pU)
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# C2y

pU = sy # representacao D™ psi

pR = —sz # representacao D'k

C2y = gsymm.PointGroupElement (pR, False, False, pU)

# quiralidade

pU = sz # representacao D psi

pR = s0 # representacao D'k

chi = gsymm. PointGroupElement (pR, False, True, pU)

# lista de simetrias a serem consideradas
symmetries = [Mz, Mx, C2y, chi]

dim = 2 # dimensoes = 2 = (kx, ky)

total_power = 2 # maior potencia de k a ser considerada

Hamiltonian_ family = gsymm.continuum_hamiltonian (symmetries, dim,

total power, prettify=True)

gsymm. display_family (Hamiltonian_ family)

B.1.3 Cédigo QSymm para nanofita tipo armchair

O c6digo abaixo foi utilizado para gerar o Hamiltoniano dado nas equagoes (3.94)

e (3.95).

import numpy as np

import sympy as sp

sp.init_printing (print_builtin=True)
import tinyarray as ta

import gsymm

# matrizes de Pauli

s0O = np.array ([[1, 0],[0, 1]])

sx = np.array ([[0, 1],[1, O]])

sy = mp.array ([[0, —1j],[1], O]])

sz = np.array ([[1, 0],[0, —1]])

zr = 0xs0

4 Mz

pU = np.block ([[—=s0, zr],[zr, —s0]]) # representacao D psi

pR = s0 # representacao Dk
Mz = gsymm. PointGroupElement (pR, False, False, pU)

4 Mx
pU = np.block ([[—sy, zr],[zr, —sy]]) # representacao D psi
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PR = —sz # representacao Dk
Mx = gsymm.PointGroupElement (pR, False, False, pU)

# C2y

pU = np.block ([[sy, zr],[zr, sy]]) # representacao D psi
PR = —sz # representacao D'k

C2y = gsymm.PointGroupElement (pR, False, False, pU)

# My

pU = np.block ([[zr, s0],[s0, zr]]) # representacao D psi
PR
My = gsymm.PointGroupElement (pR, False, False, pU)

sz # representacao D7k

4 i

pU = np.block ([[zr, sy],[sy, zr]]) # representacao D psi
pR = —s0 # representacao D'k

inv = gsymm. PointGroupElement (pR, False, False, pU)

# C2x

pU = np.block ([[zr, —s0],[—s0, zr]]) # representacao D psi
PR = sz # representacao D'k

C2x = gsymm. PointGroupElement (pR, False, False, pU)

# C2z

pU = np.block ([[zr, —sy],[—sy, zr]]) # representacao D psi
pR = —s0 # representacao D'k

C2z = gsymm.PointGroupElement (pR, False, False, pU)

# simetria de reversao temporal

pU = np.block ([[zr, sz],[sz, zr]]) # representacao D psi
pR = s0 # representacao Dk

TRS = gsymm. PointGroupElement (pR, True, False, pU)

# quiralidade

pU = np.block ([[sz, zr],[zr, sz]]) # representacao D psi
pR = s0 # representacao Dk

chi = gsymm.PointGroupElement (pR, False, True, pU)

# lista de simetrias a serem consideradas
symmetries = [Mz, Mx, C2y, My, inv, C2x, C2z, TRS, chi]

dim = 2 # dimensoes = 2 = (kx, ky)

total_power = 2 # maior potencia de k a ser considerada

Hamiltonian_family = gsymm.continuum_hamiltonian (symmetries, dim,

total power, prettify=True)
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‘qsymm. display_ family (Hamiltonian_ family)

B.2 Diagonalizacao numérica via diferencas finitas

Nos codigos abaixo utilizamos o método de diferencas finitas para escrever os
Hamiltonianos quadraticos das nanofitas zigzag e armchair na base formada pelo produto
tensorial dos orbitais (14,1 p) e das coordenadas discretas. Entao, a forma matricial dos
Hamiltonianos é diagonalizada utilizando o pacote numpy, e a figura final gerada pelo

pacote matplotlib.

B.2.1 Cddigo para modelo zigzag k-quadratico

Abaixo listamos o cédigo Python utilizado para diagonalizar o modelo quadratico

da nanofita tipo zigzag, Figura 13.

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

# Constantes

a0 = 0.142 # [nm] distancia entre primeiros vizinhos

hbar = 0.6582119514 # [meV.ps] constante de Planck/2pi

vi = 1e3 # [nm/ps| velocidade de Fermi

Dk = (2#np.pi)/(3*np.sqrt(3)*a0) # [1/nm]| Delta K = distancia K e K’

L = (35)*a0 # [nm] largura W da nanofita zigzag

# Discretizacao espacial — eixo x
Nx = 200 # numero de pontos no eixo x
x = np.linspace (0, L, Nx) # vetor de pontos x

dx = x[1]—x[0] # passo de discretizacao

# Discretizacao do eixo ky [1/nm]

Nqy = 101 # numero de pontos no eixo ky

q0 = 4 # calcular banda no interval —q0 < ky < Dk+q0
qy = np.linspace(—q0, Dktq0, Nqy) # vetor de pontos ky

# massa de Wilson

dE = 6%(1e3) # [meV] intervalo de energia de interesse
Mxl = ((hbarxvf)«%2)/dE; # limite superior

Mx2 = 0.5*xdExdx*%2; # limite inferior

Mx = —(Mx1+Mx2) /2; # usar media dos limites

# Definicao das matrizes

Ix = np.eye(Nx) # identidade no espaco x discretizado
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# matrizes auxiliares na construcao de kx e kx 2 via diferencas finitas
Diag = np.diag(np.ones(Nx))

UpperDiag = np.diag(np.ones(Nx—1), k =1 )

LowerDiag = np.diag(np.ones(Nx—1), k =—1 )

# operadores kx e kx 2 via diferencas finitas
kx = (—1j/(2+dx))=*(UpperDiag — LowerDiag)
kx2 = —(UpperDiag —2«Diag + LowerDiag) /(dx*%2)

# matrizes de Pauli

wp.array ([[0,1],[1,0]])

sigy = np.array ([[0, ~1j], [1j, 0]])
sigz = np.array ([[1, 0], [0, —1]])

sigx

J L ) g ) ) L

/
7

A A L A L A L A L O O O O
## Funcao evals

H# ky : escalar, valor de ky a ser usado

HHE vecs : True/False

H# se True, calcula autovalores e autovetores

iia

se False (padrao), calcula apenas autovalores
/

J L L ) )LL)
T eI

S L L
T

Delta = 0
hvx = hbar*vf
hvy = hbarsvf

H = Deltaxnp.kron(sigy, Ix) # termo Deltaxsigma_y

H += hvy*(ky—(ky=**2)/Dk)*np.kron(sigy , Ix) # termos ky linear e
quadratico

H += hvxxnp.kron (sigx, kx) # termo linear em kx

H += 0.5«Mxx+np. kron (sigy , kx2) # termo de Wilson, quadratico em kx

# retorna autovalores e autovetores de acordo com opcao em vecs
if vecs==False:
return( np.linalg.eigvalsh (H) )

else:

# calcula autovalores para cada ky no vetor qy

autoval = np.array ([]) # inicializa vetor para armazena resultados
for ky in qy: # loop
eigval = evals(ky) # calcula autovalores para um dado ky

# e anexa resultados no vetor autoval
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autoval = np.append(autoval, eigval)
# reconstroi autoval na forma de matrix compativel com Matplotlib

autoval = autoval.reshape ((Nqy, 2xNx))

# plota figura com estrutura de bandas

# e salva no arquivo zigzag.png

plt.figure (figsize=(8,8))

plt.plot(qy, (autoval/1000), color="black’);
plt .ylim ([ —2.5,2.5]);

plt . xlabel (R"$k y$ [nm$ {-1}5]");

plt.ylabel (R'$SE(k_y)$ [eV]");
plt.tight_layout ();
plt.savefig("zigzag.png")

plt.show ()

B.2.2 (Cédigo para modelo armchair k-quadratico

Abaixo listamos o cédigo Python utilizado para diagonalizar o modelo quadratico

da nanofita tipo armchair, Figura 14.

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

# Constantes

a0 = 0.142 # [nm] distancia entre primeiros vizinhos
hbar = 0.658211951 # [meV.ps| constante de Planck/2pi
vi = 1e3 # [nm/ps]| velocidade de Fermi

L = 39%np.sqrt (3.0)*a0/2 # [nm] largura L da nanofita armchair

# constante labmda da condicao de Brey—Fertig

Ibd = 1.0/np.tan(2*np.pi*np.sqrt (3.0)*L/(9.0%xa0))

# possiveis valores lbd = 1/tan(nxpi/3) = 0.577, —0.577, infinity
if np.abs(lbd) > 100:

Ibd = 5 # caso infinito , usar valor alto, mas finito
# Discretizacao espacial — eixo x
Ny = 201 # numero de pontos no eixo y
y = np.linspace (0, L, Ny) # vetor de pontos x

dy = y[1]—-y[0] # passo de discretizacao

# Discretizacao do eixo kx [1/nm]

Ngx = 101 # numero de pontos no eixo kx

q0 = 4 # calcular banda no interval —q0 < kx < +4q0
gx = np.linspace(—q0, q0, Ngx) # vetor de pontos kx
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# massa de Wilson

dE = 6x(1e3) # [meV]| intervalo de energia de interesse
Myl = ((hbarxvf)xx2)/dE; # limite superior

My2 = 0.5xdExdy**2; # limite inferior

Mw = —(Myl4+My2) /2; # usar media dos limites

# Definicao das Matrizes

Iy = np.eye(Ny) # identidade no espaco y discretizado

# matrizes auxiliares na construcao de ky e ky 2 via diferencas finitas
Diag = np.diag(np.ones(Ny))

UpperDiag = np.diag(np.ones(Ny—1), k =1 )

LowerDiag = np.diag(np.ones(Ny—1), k =—1 )

# operadores ky e ky 2 via diferencas finitas
ky = (—=1j/(2xdy))*(UpperDiag — LowerDiag)
ky2 = —(UpperDiag —2«Diag + LowerDiag) /(dy*%2)

# matrizes de Pauli

sigx = np.array ([[0,1],[1,0]])

Slgy = np~arra’y([[07 _1j]7 [1.]a O]])
sigz :np.array([[l, 0]7 [Oa _IH)

S ) ]

T T T i T T eIy // 1t /I T

## Funcao evals

kx : escalar, valor de kx a ser usado
vecs : True/False

se True, calcula autovalores e autovetores

TEEE

se False (padrao), calcula apenas autovalores

S ) ]

T A A A A A A A A A A A

def evals(kx, vecs=False):

# Termo linear do Hamiltoniano, usando vx=vy=vf

zero = np.zeros ([2«xNy, 2xNy])

Hk = hbarxvfx(np.kron(sigx, kxxly) + np.kron(sigy, ky))
Hkl = hbarsvix(np.kron(sigx, kxxIy) — np.kron(sigy, ky))
Hline = np.block ([[Hk, zero],[zero, Hkl]])

# Termo Quadratico do Hamiltoniano

s = +1

Mc = np.block ([[1bdx*sigy , s*np.sqrt(l+1bdxlbd)xsigy],[s*np.sqrt(1+1bdx
Ibd)*sigy , lbdxsigy]])

Hquad = (0.5) «Mwsnp. kron (Mc, ky2) # termo de Wilson

# Hamiltonian completo
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H = Hline + Hquad

# retorna autovalores e autovetores de acordo com opcao em vecs
if vecs=False:

return( np.linalg.eigvalsh (H) )
else:

return( np.linalg.eigh(H) )

T T i T e T e iy

# calcula autovalores para cada kx no vetor gx
autoval = np.array ([]) # inicializa vetor para armazena resultados
for kx in qgx: # loop
eigval = evals(kx) # calcula autovalores para um dado ky
# e anexa resultados no vetor autoval
autoval = np.append(autoval, eigval)
# reconstroi autoval na forma de matrix compativel com Matplotlib

autoval = autoval.reshape ((Ngx, 4*Ny))

# plota figura com estrutura de bandas

# e salva no arquivo armchair.png

plt . figure (figsize=(8,8))

plt.plot(gx, (autoval/1000), color="black’);
plt .ylim ([ —2.5,2.5]);

plt.xlabel (R"$k y$ [nm$ {—-1}$]");

plt.ylabel (R'$SE(k_y)$ [eV]");
plt.tight_layout ();
plt.savefig("armchair.png")

plt .show ()
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