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RESUMO

Nesta monografia estudamos brevemente representacdes de grupos em sua forma geral e representagdes do
grupo simétrico e do grupo unitdrio, devido a grande importincia que eles apresentam para fisica tedrica.
Nesses estudos exploramos a dualidade de Schur-Weyl que surge da comutacao entre esses dois grupos para
estudar matrizes aleatdrias unitdrias, mais especificamente a média de produtos de elementos de matrizes
unitdrias com respeito a medida de Haar, esse estudo recebe o nome de calculo de Weingarten. Por fim,
utilizamos os resultados dos estudos de matrizes unitdrias aleatdrias para estudar a distribui¢do de quantidade
que envolvam o comutador no grupo unitério, que é dado por: C=% ¥ % 7.

Palavras-Chave: Representagdes, Unitario, Simétrico, Aleatdrio, Weingarten.



ABSTRACT

In this monograph we briefly study representations of groups in their general form and representations of
the symmetrical group and the unitary group, due to their great importance for theoretical physics. In these
studies we explore the Schur-Weyl duality that arises from the commutation between these two groups to
study unitary random matrices, more specifically the average product of unitary matrix elements with respect
to the haar measure, this study is called the Weingarten calculation. Finally, we use the results of the random
unitary matrix studies to study the quantity distribution involving the switch in the unitary group, which is
givenby: C=%vu v,

Keywords: Representation, Unitary, Symmetrical, Random, Weingarten.
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Capitulo 1

Introducao

Em matemadtica, fisica e quimica, o conceito de grupos é amplamente utilizado em variados contextos: No
estudo de simetrias em teorias de campos, relatividade, mecénica cldssica e mecanica quantica, nas estruturas

atdmicas e moleculares, o proprio estudo da 4lgebra abstrata e em uma infinidade de outros lugares

A teoria de grupos teve sua origem nos trabalhos do matemaético francés Evarist Galois (1811-1832) para
descrever raizes de equacdes polinomiais. Outros grandes contribuintes para a teoria foram os famosos mate-
maticos Leonard Euler (1707-1783), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Joseph Lois Lagrange (1736-1813)
e dentre muitos outros que contribuiram para o crescimento da drea com estudos em teorias de equagdes

algébricas, teoria dos nimeros e geometria.

A teoria de grupos como conhecida hoje foi inicialmente definida por Arthur Cayley (1821-1895) propondo
que: “Um grupo é definido por leis que combinam seus elementos”. Infelizmente para Cayley , essa definicao
s6 ganhou aceitacdo um bom tempo depois com Walther Franz Anton Von Dyck (1856-1934). O estudo de
grupos com dimensdes infinitas foi iniciado por Felix Klein (1840-1925), Marius Sophus Lie (1842-1899) e

Henri Poincaré (1854-1912) que tinham grande interesse em geometria e topologia.

Atualmente na matemdtica e fisica modernas os tdpicos de teorias de grupos continuam aquecidos gracas

a novas teorias como teorias de Gauge, cordas, modelo padrio entre outros.

As matrizes aleatdrias apareceram pela primeira vez em 1920 nos trabalhos de John Wishart (1898-1956),
mas foram ganhar seu real destdque na fisica tedrica com Eugene Wigner (1902-1995). Nos tltimos anos a
teoria ganhou muita notoriedade pelo fato de estar presente em diversas dreas da fisica e matematica, como

na teoria das cordas, fisica estatistica, teoria dos nimeros e em diante.

D. Weingarten criou uma ponte entre os estudos de grupos cldssicos que era interesse de Lie com o estudo
de matrizes aleatérias em 1978 [27]. Anos depois, Benoit Collins [5] se voltou aos estudos de Weingarten
expandindo grandemente seus trabalhos e nomeando uma importante fungdo como fungdo de Weingarten.

Tal funcio tem como objetivo ser usada para calcular integrais da forma

ki ky ki ky
1% N %) = [ 1] %01, 1 Zma,dn(6).
n=1 n=1 v n=1 n=1

10
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onde du(G) é uma medida sobre o grupo G e %;; sio os elementos de matrizes que representam elementos

desse grupo.

Aqui vamos trabalhar topicos gerais de representagdes de grupos e usar isso como um ferramental poderoso
para encontrar um caso particular das fun¢des de Weingarten, que vamos utilizar em alguns exemplos para

demonstrar sua utilidade. O caso particular que serd estudado € quando G € o grupo de matrizes unitérias.

Ao final sera feito um breve estudo inédito da distribui¢do de comutadores do grupo unitario do ponto de
vista de matrizes aleatérias. Se % e ¥ sdo matrizes unitdrias, obtemos expressdes exatas para ((TrC)"),
(Tr(C")) e uma versdo para as fungdes de Weingarten para calcular ([T/_, C;, j, ), onde C;; sdo elementos de
C.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

Inicialmente serdo enunciados conceitos fundamentais e bdsicos de teoria de grupos, como a prépria
defini¢do de grupo, cosets e subgrupos. Também serdo apresentados alguns teoremas importantes do tema,
mas sem as demonstragdes, que podem ser encontradas em qualquer livro padrio e introdutério de teoria de

grupos, como [10] por exemplo.

Depois da visao geral sobre os grupos, serdo introduzidos os grupos de permutagdes e unitdrio que vao
estar presentes em todo o texto e desempenham papel principal nas teorias que vamos abordar ao fim da

monografia.

Definicao. O conjunto G forma um grupo quando uma operagao o de elementos de G estd definida e tem as

seguintes propriedades:

1. Fechamento: Para todo a € G e todo b € G, o resultado de a o b também estd em G;
2. Associatividade: Para todo a,b,c € G, tem-se: (aob)oc=ao(boc);

3. Elemento identidade: Para todo a € G, existe um elemento e € G tal que ace =eca=a;

4. Elemento inverso: Para todo a € G, existe um elemento ¢! € Gtalque aoa ' =a 'oa=e.

Das defini¢des € imediato a prova de que existe um tnico elemento neutro em todo grupo e que para cada
elemento do grupo existe apenas uma inversa. Se além das 4 propriedades mencionadas na definicdo, um
grupo tiver a propriedade de comutagdo, i.e, aob = boa para todo a,b € G, entdo ele ¢ dito abeliano ou

comutativo.

E claro que pela defini¢do se aox = aoy, entdo x = y. Isso implica no teorema do rearranjo:

Teorema. Seja G um grupo e a € G. Seja f = f(a) uma fungcdo de um elemento do grupo (um niimero

atribuido para cada elemento do grupo). Entdo para qualquer f, temos:

) fla)=} fgoa),

acG acG

12
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com g € G.

Um conceito importante e que vai ser usado com frequéncia € o de subgrupos:

Definicao 1. Seja S um subconjunto de G. Entdo se os elementos de S satisfazem as 4 propriedades de grupo

com a mesma operacdo que G, S € dito um subgrupo de G.

Claramente todo grupo possui pelo menos dois subgrupos triviais: A identidade e o préprio grupo.

Definicdo 2. Seja S um subgrupo com 4 elementos de um grupo G com g > h elementos. Sejam {e, s2, ..., s, }
os elementos de S. Se x for um elemento de G mas ndo de S, o conjunto {x,xs2,...,xs; } € chamado de coset
a esquerda (ou classe lateral ou conjunto complementar) e € representado por xS. O mesmo vale para

{x,82x,...spx}, que é chamado de coset a direita.
Os cosets tem as seguintes propriedades

1. Os elementos dos cosets ndo pertencem ao subgrupo que os gera;

2. Se x # y, entdo xSNyS = 0 (0 mesmo vale para cosets a direita).

Os cosets de S tanto a esquerda quanto a direita t€ém uma caracteristica importante: eles particionam o

grupo G.

Teorema. Seja S um subgrupo qualquer de G. Entdo a unido de todos os cosets x18,x28, ...,x,S com x; € G

compoéem todo grupo G,i.e,

G =Ux;S. (2.1)

Esse é conhecido como teorema de Lagrange e implica que |G| = n|S|, onde o médulo significa niimero

de elementos.

Com essas informagdes podemos comegar a fechar o foco para os grupos de maior interesse no texto:

Grupos simétrico e unitdrio.

2.1 Grupos simétrico e Unitario

Os dois grupos de interesse nesse trabalho sdo o grupo simétrico S,, que contém todas as permutacdes de

n elementos, e o grupo unitdrio U(d) que veremos a seguir.
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2.1.1 Grupo Simétrico

Temos que todo grupo finito € subgrupo de algum grupo de permutacdo conveniente (teorema de Cayley
[1] ). Temos entdo que qualquer representagdo irredutivel de grupos finitos H < S,, podem ser obtidas
restringindo as representacdes irredutiveis de S, em H. Esses fatos fazem valer a pena o estudo do grupo
simétrico e suas representagdes irredutiveis, ja que os grupos finitos sdo uma forte ferramenta para muitas
dreas da fisica, como a cristalografia, a matéria consensada, e tantas demais, para o estudo de simetrias

pontuais. Exemplos disso sdo os grupos de simetria de moléculas e as simetrias das redes de Bravais [8,10].

Definicao 3. O grupo de permutagdes de n elementos (ou grupo simétrico S,) € o grupo de mapas bijetivos

do conjunto X = {1,2,...,n}, nele mesmo.

E claro que tais mapas admitem uma estrutura de grupo sobre a composicio de funcdes, i.e., Top € S,
para ,p € Sy, onde (mop)(X) = n(p(X)). Como aqui nos focamos em mapas bijetivos, € claro que existe

a inversa.
Como esse grupo contém todas as permutacdes de n elementos, temos que a ordem do grupo € n!.

Se  é uma permutacio, existem duas diferentes notagdes que podemos usar para identificd-la. A notagdo

de duas linhas (two-lines) € o vetor

Por exemplo se w € S4 é dado por
n(l)=2, 7(2)=3, n1(3)=1¢e n(4) =4,
entdo na notacdo de duas linhas 7 é representado por
1 2 3 4
T= .
2 31 4

Podemos também usar a permutagdo ciclica, onde usamos apenas a segunda linha da notag¢do de duas

linhas, e separamos os ciclos. Por exemplo, para o 7 representado acima, temos a notaco ciclica

7= (231)(4).

Nessa notacdo queremos dizer que o 2 vai para o terceiro lugar, o 3 para o primeiro e o 1 para o segundo,

enquanto 4 permanece parado. Dessa interpretacdo € claro que

(231)(4) = (4)(123) = (4)(312).
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Um k — ciclo é um ciclo que contém k elementos. A permutagcdo que estdmos trabalhando como exemplo

contém um 3 — ciclo e um 1 — ciclo. O ciclo tipo dessa permutagdo é denotado por

(11203140)’

e quer dizer que temos um 1 — ciclo, zero 2 — ciclos, um 3 — ciclos e zero 4 — ciclos.

Outra maneira de representar o ciclo tipo de uma permutacdo € usando particdes. Uma particdo de n € um
conjunto de nimeros inteiros A = (A1,..., 4;) tais que ¥; A; = n. Assim podemos escrever que o ciclo tipo do

nosso exemplo é (3, 1), que é uma particéo de 4 representa que temos um 3 — ciclos e um ponto fixo.

Em qualquer grupo G, elementos g e & s3o conjugados se

g =khk™' 2.2)

para algum k € G. O conjunto de todos os elementos conjugados a g formam sua classe de conjugagéo
denotada aqui por K. As classes de conjugacdo sdo também chamadas de classes de equivaléncia pelo fato
da operagdo de conjugagdo ser uma relacdo de equivaléncia. As classes de conjugacdo particionam todo o
grupo G. Para o S, podemos aplicar a defini¢do de classes de conjugacdo e chegar a conclusdo que duas
permutacdes estdo na mesma classe de conjugacdo se e somente se possuem o mesmo ciclo tipo. Assim

existe uma bijec¢do natural entre as particdes e as classes de conjugacgao.

Podemos encontrar o tamanho ou ordem de uma classe de conjugagado da seguinte forma. Seja G um grupo

qualquer e considere o centralizador de g € G definido por:

Z,={h e Glhgh™' =g},

ou seja, o conjunto de todos os elementos que comutam com g. E facil notar que os cosets de Z,, i.e., kZ; ou
Zgk, tem uma correspondéncia um para um com os elementos da classe de conjugacdo de g, i.e., para cada

elemento da classe de g, existe um coset de Z, . De fato, parah € Z, e k € G,

~1 —1yg—1 ~1
(kh)g(kh)™" =k(hgh™ ")k =kgk " € K,.
Entdo pelo teorema de Lagrange, temos que a ordem de K, €

Gl
Ky = 20 (23)
A
Para o grupo simétrico S, temos que a classe de conjuga¢@o de um elemento do grupo pode ser indexada

com a parti¢do que representa o seu ciclo tipo, i.e. K3 = K, se g tem ciclo tipo 1.



CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES 16

Proposicio 4. Se A = (1"2"™..n"") e se m € S, tem ciclo tipo A, entdo |Z,| depende apenas de A e

2 = |Zg| = 1" m 12" my) .0 my, ! (2.4)

Demonstragdo. Se h € Z, entdo sua atua¢do em g como hgh~! pode permutar os ciclos de tamanho i entre
eles mesmos, ou pode rodar (ciclicamente) os elementos dentro de um tnico ciclo (ou ambos). Entdo existem
m;! maneiras de realizar a primeira operagao citada e i rotagoes ciclicas em cada i — ciclo. O que conclui a

prova. O
Portanto temos que o tamanho das classes de conjugacdo para o grupo simétrico é dado por

|
K=" (2.5)
2

O grupo de permutacdes pode ser gerado pelas transposicdes que sdo permutacdes de dois elementos,
i.e., T = (ij). De fato, toda permuta¢do pode ser obtida multiplicando transposi¢des adequadas. Entdo se

T = T1...T;, onde 7; € uma transposi¢do, podemos definir o sinal da permutagao 7 por:
= (=1 k
sgn(m) = (1)

E 6bvio que o sinal satisfaz

sgn(mo) = sgn(mw)sgn(o),

o que nos diz que o sinal € uma representacio como veremos mais para frente com a defini¢do de represen-

tacdes (muito usada nas regras de selecdo da mecanica quantica).

2.1.2 Grupo Unitario

Podemos pensar em variedades como hipersuperficies suaves que podem ser mapeadas localmente no R”,
uma definicao formal e rigorosa desse conceito pode ser encontrada em livros de andlise como [25, 7] . Os
grupos de Lie sdo variedades cujos elementos obedecem uma estrutura de grupo [12]. O grupo geral linear
de dimensdo d, que denotamos por GL(d) € o grupo de matrizes/operadores que podem ser invertidos e é

também um grupo de Lie.

Definicdo 5. O grupo unitdrio é o subgrupo de GL(d), tal que

Uld)={% c GL(d)|% % =1,}.
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O grupo unitario é extremamente importante em fisica. Ele € o responsdvel por realizar transformacdes
de bases, translacdes espaciais, rota¢des e translagdes temporais, na mecanica quantica. O que explica seu
destaque. De fato, todas essas operacdes sdo feitas com o grupo unitdrio pelo fato de que ele preserva o
produto escalar, e isso é importante na mecanica quantica, pois mudancas de referenciais ndo devem mudar
os valores observados fisicamente, que estdo intimamente relacionados com o produto escalar. Seja |v) um

vetor em uma certa base, e |w) = % |v) o vetor transformado por um operador unitdrio. Temos entdo que
¥
wiw) = (@ U v) = (v]v).

Medida Invariante

Em muitos momentos durante o texto serd necessdrio tomar a média sobre todo o grupo para definir
algum operador, realizar alguma demonstragdo, ou algo o que seja. Para grupos discretos isso é um trabalho
simples, somas convencionais ddo conta do recado. Grupos de Lie no entanto sdo continuos, mas possuem

uma propriedade importante, que € a compacidade, i.e., sdo compactos.

Gragas ao teorema do rearranjo, podemos escrever
Y f(god) =) flh=gog) =Y f(2) (2.6)
geG heG geG
ou de maneira mais insinuativa
Y flgog) =} £(g), 2.7)
geG geG
ou ainda mais, podemos ter que
YL fleh) =Y f(® (2.8)
geG geG

Para grupos continuos, devemos trocar essas somas discretas, por alguma forma de integral

[ duer(s)

que satisfaca relacoes semelhantes. Para fazer isso precisamos definir a medida d, no grupo, de forma que
essa integral retorne sempre um valor finito. E claro que a escolha de diferentes tipos de medidas resultaria
em diferentes valores, mesmo com a “soma” sobre todo o grupo. Por isso gostariamos que existisse uma
medida invariante, i.e., seja a mesma até quando os elementos do grupo forem reordenados (queremos uma

medida que nos de os resultados do teorema do rearranjo no caso continuo). Ou seja,
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dlg = dlgoy = dllgog = dlg-1. 2.9
Infelizmente ndo é sempre que podemos contar com a existéncia dessa medida, mas para o nosso em

particular ela é garantida pelo teorema:

Teorema 6. Seja G um grupo compacto. Entdo existe uma medida di(G) que satisfaz (2.9), e é iinica a

menos de uma fator de normalizagdo.

Essa medida é chamada de medida de Haar.

Para o grupo unitario (que é compacto) vamos denotar por

[ f@)dnw)

e todos os resultados que vao ser obtidos por meio de somas e que dependem de somas se fazem validos para
esse grupo. Uma discussio mais detalhada da medida de Haar e da medida de Haar em grupos de Lie, pode

ser encontrada em [24].

2.2 Particoes e Tabelas de Young

Na se¢do que trata de grupos de permutacdo definimos as parti¢des da seguinte forma:
Definiciio 7. Seja n um inteiro e A = (4y,...,4;) um conjunto de inteiros. Se Y’} A; = |A| = n, entdo dizemos
que A é uma parti¢io de n, ou dizemos que A particiona n. Denotamos isso por A F n.

E comum na literatura ordenar uma particdo de forma decrescente, ou seja A; > A, > ...[11,22].

Se A tem [ elementos dizemos que tem comprimento /(A1) = /.

Definimos o nimero de parti¢des de n, por p(n) ou p,. Nio existe uma férmula simples para essa

quantidade, mas temos uma fungdo geratriz bem simples:

ip(n)t”:ﬁ (1—1;n>' (2.10)

n=0 n=1

Além da fun¢do geratriz simples, para n’s grandes, Hardy e Ramanujan conseguiram uma férmula assin-

p(n) ~ ‘ml\@exp [ﬂ\/ZZrz] . (n>>1)

Podemos representar parti¢cdes de forma pictérica pelos chamados diagramaas de Young (ou Young Fra-

tética dada por:

mes), que sdo definidos por:
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Defini¢do 8. Dada uma particio A = (4y,...,4;), um diagrama de Young é uma cole¢do finita de caixas,
organizadas em filas justificadas a esquerda, com A; caixas na primeira fila, A, na segunda e assim por

diante.

Por exemplo, paran =5

HEEEEEEEN I

que representam (5), (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,1), (2,1,1,1) e (1,1,1,1,1). Essa representagdo de parti-
¢Oes é importante para obter as representacdes irredutiveis dos grupos simétrico e unitario. Nao € complicado
ver que o nimero de diagramaas de Young para um n é o mesmo nimero de classes de conjugacdo do S,

(lembre da definicao de ciclo-tipo).

Definicdo 9. Um diagramaa de Young com caixas preenchidas com inteiros é chamado de tabela de Young.
Existem dois tipos de tabela de Young que vio ser de grande interesse no que se segue:

o As tabelas de Young padrdo T, que sdo tabelas de Young preenchidas de foma crescente tanto nas

linhas quanto nas colunas.

o As tabelas de Young semipadrdo T, que sdo tabelas de Young preenchidas de forma crescente nas

colunas e fracamente crescente (podemos repetir nimeros) nas linhas.

As tabelas de Young padrdo serdo responsiveis pela construgdes das representagdes irredutiveis dos
grupos simétricos, enquanto as tabelas de Young semipadrdo irdo ser usadas para construir as representacdes
irredutiveis do grupo unitario. Esses fatos irdo nos mostrar que tabelas padrdo e tabelas semipadrdo sao

em certo contexto, duais.

Podemos falar do contetido de uma tabela de Young usando composi¢des:

Definicdo 10. Seja n um inteiro qualquer e o = (04, 0, ..., 0y) um conjunto de inteiros ordenados, tal que

):le ; = n. Dizemos que o é uma composicao de n.

E necessario atencao, quando nos referimos a uma particdo, falamos de um conjunto de inteiros indepen-

dentes da ordem (apesar de por costume utilizarmos a ordem decrescente), enquanto quando nos referimos a
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uma composi¢do a ordem € importante. O que quero dizer é, que se falamos de parti¢des, qualquer conjunto
com inteiros iguais e ordenados de formas diferentes sdo a mesma parti¢do, enquanto para composi¢cdes eles

sdo composicdes diferentes.

E claro que no caso de composi¢des devemos levar em conta os 0’s.

Definicio 11. Seja 7 uma tabela de Young com formato A, e que contém ;’s nimeros 1, &’s nimeros 2 e

assim por diante. Dizemos que &(7T) = (¢, 0, ..., 04) é o contetido da tabela 7.

Pela defini¢ao, é claro que o contetido de uma tabela de Young deve ser uma composigao.

Definimos como f*o nimero de tabelas de Young Padrdo com formato A. Definimos também Ko
como o nimero de tabelas de Young semipadrdo com conteido o e formato A. Essa dltima quantidade é
amplamente conhecida na matemadtica discreta e leva o nome de nimeros de Kostka, em Homenagem ao

matematico Carl Kostka.

Um resultado que se segue para os f* é dado pelo seguinte teorema que é demonstrado em [24]:

Teorema 12. ¥, ,(f*)? =n!.

2.3 Funcoes de Schur e Polinomios Simétricos

O espaco de funcdes simétricas A, € o espaco de série de poténcias invariantes sob a acdo do grupo de

permutagdes.

Seja X = {x,x2,x3,...} um conjunto de varidveis e considere suas séries de poténcias. O mondmio

x’}‘ x%zxg13 ... édito de grau n se n =Y; A;. Se f é uma fungdo simétrica, entéo ela é invariante sob a a¢do

ﬂf(xl,)Cz, ) = f(xm,x,rz, )

O espaco A tem indmeras bases, mas aqui vamos considerar duas que vdo ser importantes para o que se

segue.

O espaco A pode ser decomposto como

A=PA

z

onde A" é o espago das simétrico das séries de grau n.

Definicdo 13. Se X = {x},x2,x3,...} € um conjunto de varidveis, definimos as fun¢des simétrica de poténcia,

como:

I
.

Po
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pn=3x,n>1 @2.11)
i

P =PaPhys A= (A, 22,...)
As funcgoes simétricas de poté€ncias t€ém duas propriedades importantes:

1.
1)21-12)
[T +xiy) Z - pA(®)pa(v); (2.12)
l7.l }u

(1) = Z;m )P0, 2.13)
A

i‘yj
onde as somas sdo sobre as parti¢oes de todos os inteiros, que vamos denotar por A € Par. Ambas proprie-

dades sdo facilmente demonstradas.

Teorema 14. Os polinémios simétricos de poténcia sdo uma base ortogonal do espaco de fungoes simétricas.

2.3.1 Funcoes de Schur

Podemos definir um mondmio de ordem r, usando tabelas de Young [6].

Definicdo 15. Seja 7 uma tabela de Young com contetido a(7T) = (a1, 0, &3, ...). Definimos entdo o monod-

mio relacionado com essa tabela por

m(o(T)) =" x2x33 ..

A definigdo de m(a(T)), nos permite definir o que chamamos de fungdes de Schur:

Definicdo 16. Seja SSYT (A) o conjunto de todas as tabelas de Young semipadrao de formato A. A fungdo

de Schur € definida como

sa= Y, Kpam(o(T)).

TESSYT(A)
Pode ser provado que as func¢des de Schur sdo simétricas [6, 22, 26].
Teorema 17. As funcées de Schur de grau n sdo base do espaco A".
A maneira que definimos as fungdes de Schur nédo € tnica. De fato, podemos encontrar outras defini¢cdes
e formas das fungdes de Schur (todas equivalentes, é claro) em [22, 16, 26].

Todos os fatos basicos foram apresentados aqui, sendo sobre grupos ou ndo. Nos proximos capitulos

focaremos em um estudo geral de representagdes e em um estudo sobre representagdes do S, e do U (d).



Capitulo 3

Teoria de grupos e representacoes

3.1 Representacoes

Seja (G,o) um grupo. Podemos denotar a multiplicagdo do grupo dada por g o h, pela abreviagdo gh.
Um homomorfismo entre dois grupos, G e H € um mapa f : G — H tal que f(gx) = f(g)f(x) para todos
elementos g e x do grupo de saida.Uma representacdo de um grupo qualquer G é um homomorfismo que
leva esse grupo G, no grupo geral linear sobre um espaco complexo V, ou seja f : G — H. Esse espago ve-
torial vai ser referido como a representacdo do gupo (alguns livros costumam dizer G—mddulo), de maneira
equivalente, podemos dizer que existe uma acdo de G em V. Para um vetor |v) € V, denotamos a a¢do de um
elemento de G, como g |[v) = f(g) |v). Dizemos que duas representacdes V e W sdo equivalentes se existir

um isomorfismo ¢ : V — W, que satisfaca ¢ (g|v)) = g¢(|v)), ou podemos ver de tal maneira que o diagrama

¢
%

oQ
< <
T~ =
oQ

%
¢

comute. Um espaco V € dito ser uma representacao irredutivel de G, se ele ndo contiver nenhum subespaco
invariante sob a¢do do grupo, a ndo ser os espagos triviais, i.e, os inicos subespacos W C V tais que g |[w) € W
paratodo [w) € W e g € G, sdo o espaco nulo W = {0} e o préprio espaco W = V. Toda representa¢do de um
grupo finito, seja ele continuo ou discreto, pode ser escrita como a soma direta de espacos de representacdes
irredutiveis, e é de onde vem toda a importancia de se estudar esse tipo de representagdes quando se fala de

teoria de grupos.

Teorema 18. Seja W uma representagcdo de um grupo finito G. Entdo W ¢é isomorfo a uma soma direta de

representacdes irredutiveis de G, ou seja W = @, V; para representacdes irredutiveis V; de G.

Demonstragdo. Se (wi,wz) é um produto escalar em W, entdo

22
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1

G| Z (gW17gW2)

geG

[wi,wa] =

é também um produto escalar em W, mas € G-invariante. Dai se segue que se V € um subespaco invariante
de W, entdo seu complemento ortogonal VL em W, também ¢é invariante, De fato, se vE V e vt € V-,

~1y] = 0, desde que a primeira igualdade se dé pela G- invariancia e a segunda

temos que [gv,v] = v, g
por g~

finita, chegard um momento que o algoritmo acaba e temos apenas representacdes irredutiveis. O

v € V. Entdo podemos ir quebrando o espaco W em subespagos invariantes e como W tem dimensdo

Sem divida alguma podemos afirmar que o resultado mais famoso e importante (o que ficara bem explicito

durante o texto) da teoria de grupos e representagdes € o lema de Schur, devido a Isaac Schur.

Lema 19. Sejam V e W irreps (representacées irredutiveis) de G. Se o homomorfismo ¢ : V — W comuta

com a agdo do grupos, entdo

e Ou ¢ € um isomorfismo, ou ¢ = 0.

e Se V=W, entdo ¢ = Al para algum A € C.

Demonstracdo. E uma constatagio direta que Ker¢ (Im@) (o nicleo e a imagem da transformagio @) sdo
espacos invariantes de V (W) e como V (W) sdo irreps, eles s6 podem ser iguais a @ ou V (W). Entdo ou
¢ € um isomorfismo ou é o mapa nulo. Para a segunda afirmac@o devemos lembrar que C € algebricamente
fechado, isso significa que toda equacio nos complexos tem solugcdo nos complexos (ndo € verdade para os
reais). Disso temos que ¢ deve ter um auto valor A € C. Como Ker(¢ — AIl) ndo é um espago vazioe ¢ — Al

ndo é um isomorfismo, pela primeira parte do lema ele s6 pode ser ¢ — AT = 0. O

O conjunto de todos os homomorfismos ¢ : V — W, forma um espaco vetorial que denotamos por

Hom(V,W). Se V =W, temos o espaco dos endomorfismos, denotado por End (V).

O lema de Schur implica que a decomposi¢do do grupo do teorema 1 € tnica. Entdo a classificacdo de

representacdes de grupos finitos G é reduzida a classificacfo de irreps, como ja hdvia mencionado.

O lema de Schur implica que existe uma matriz 7" que realiza o isomorfismo (e € invertivel por defini¢io)
que comuta com todo elemento de G. Para ver isso, podemos fazer V = W, entdo o isomorfismo ¢ : V — V,
¢ dado por uma matriz que satisfaca T f(g) = f(g)7T, para todo g. Podemos afirmar ainda mais, a partir da
segunda afirmacao do lema de Schur, podemos concluir que toda matriz T que comuta com os elementos do

grupo, é uma matriz escalar dada por 7 =1A.

3.2 A algebra do grupo

Antes de comecar a trabalhar com o grupo € mais conveniente comegar pelo que chamamos de dlgebra

do grupo, que vamos denotar por <7 (G) e consiste em um espago vetorial sobre os elementos do grupo. De
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forma mais concisa, podemos definir .7 (G), como o espago vetorial com elementos a = } . a(g)g, onde
a(g) € C e os elementos do grupo g ’s sdo linearmente independentes e formam uma base desse espago. A
dimensdo desse espaco é claramente a dimensao do grupo. Chamamos esse espaco de dlgebra do grupo pois
além da estrutura de uma espaco vetorial ele tem uma estrutura de produtos definida pela operacido do grupo
(g,h) — gh o que transforma esse espaco em uma coisa que leva o nome de dlgebra: dois elementos nesse

espaco podem ser operados de forma a dar outro elemento como

ab = (Za(g)g> (;b(h)h> =Y a(g)b(h)(gh) =Y (Za(xyl)b(y)> x. 3.1)

8,h
Em outras palavras, uma algebra é um espaco vetorial com um produto definido entre os elementos.

Uma interpretacdo para a algebra do grupo € que ela representa também o espago de funcdes a : G — C.

Para duas funcdes a(x) e b(x), podemos definir o produto como (baseado em (3.1))

(axb) = Za(xy*l)b(y) (3.2)

Podemos definir também o adjunto de a(x) como sendo

a*(x)=a(x1) (3.3)

Podemos entdo estender o conceito de representacdo de um grupo para a dlgebra desse grupo pelo seguinte

teorema.

Teorema 20. Se V é uma representacdo unitdria de G (o teorema 1 garante que seja verdade). A definicdo

de representagdo dos elementos do grupo G se extende de forma linear para os elementos a € <7 (G):

Vi)=Y a(g)V(g), (3.4)

e obedecem a
V(a+b)=V(a)+V(b)
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Esse teorema se segue de maneira direta pela forma que definimos representagdes e <7 (G).

Podemos definir para a dlgebra do grupo um produto interno

=Y fx)sx), f.ge€A(G).

x€G

Podemos definir o conjunto de classes de irreps de G com a notacdo G. Para cada o € G temos uma irrep
unitdria que denotaremos por Vi e tem elementos de matrizes denotados por Vg ;j onde i,j € {1,...,dq :=

dimVy }. Entdo segue o seguinte teorema [22].

Teorema 21. As fungoes \/doVy,ij(g) sdo ortogonais e bases de o/ (G), i.e.

1
Vaii(8)V, — 84801011, 3.5
|G\g§(’; wij(8)Vpxi(g) = dg, B OOt (3.5)

e os elementos correspondentes a um o fixo sdo fechados segundo a multiplicacdo

d d
(e 1 Vo) ) = 8B Va0 36)

Uma forma de avaliar representacdes € ver como se comportam em relagdo aos seus mapeamentos uma
nas outras, entdo € interessante avaliar invariantes. Por esse motivo aqui introduzimos os caracteres que sao

0s mesmos para irreps equivalentes.

3.3 Caracteres

Lembrando que em qualquer grupo G, elementos g e 4 sdo conjugados se

g = khk™!

para algum k € G. O conjunto de todos os elementos conjugados a g forma a classe de conjugacdo de g.

Dizemos que f € uma fungdo de classe se ela ¢ uma fungdo da dlgebra do grupo <7 (G) e é constante nas

classes de conjugacdo, i.e

fO) = floyx™") Vx,y€G. (3.7)

Seja Z(G) o conjunto de fungdes de classe, ndo é complicado ver que Z(G) é o centro de </ (G),ou
seja, consiste de todos os elementos f € o/ (G) que fxg = g* f para todo g € &7 (G). O caracter de uma

representacdo V de G € definido por
x(g) =Trv(g). (3.8)
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Da defini¢do de caracter € claro que ele é uma funcao de classe.

Teorema 22. Os caracteres Yo formam uma base ortonormal de % (G), i.e

1

Y xa(2)xp(g) = Sup (3.9)
Demonstracdo. A prova desse teorema segue de maneira direta de (3.5) O

Como Z(G) tem a mesma dimensdo igual ao nimero de classes de conjugacdo por defini¢do e um espago
de dimensdo dim% (G) s6 pode ter dim% (G) mutuamente ortogonais, segue que |G| = dimZ (G), i.e., o
nimero de classes de conjugacdo é o mesmo ndmero de irreps.

Se uma representagdo redutivel contém m,, representacdes equivalentes a V,, escrevemos sua decomposi-

cdocomo V =, "' e isso implica que podemos escrever o caracter de V, como xy = Yo Mg Xa-

Podemos definir a a¢do do grupo G na sua dlgebra <7 (G), utilizando a multiplica¢do usual do grupo, essa
acdo da origem a uma representacdo que ¢ denominada a representacio regular de G que vamos denotar por
R.

Corolario 23. Se d, ¢ a dimensdo da irrep Vg, entdo podemos decompor a representacdo regular como

R= PV
o

Demonstra¢do. Podemos escrever o caracter da representacio regular como Yg =Y o, Mg Xo- Podemos entio
encontrar o coeficiente mq, fazendo o produto escalar (xz, Xo) = Mg, truque muito comum no eletromagne-
tismo e mecanica quintica. No entanto, pela definicdo da representagdo regular, o inico caracter diferente de
zero € o da identidade, que d4 exatamente a dimensdo da representacdo regular que ja sabemos ser a ordem
do grupo, entdo por (3.9), temos que (Xr, Xa) = Xa(€) = da. O

Desse resultado, temos de maneira direta a férmula da dimensionalidade (basta olha para yz(e)) para

grupos finitos |G| = ¥, d>.

3.4 Produto tensorial de representacoes

Sejam V e W duas representagdes de G. Podemos definir o produto tensorial dessas representacdes como

(VeW)(g) =V(gaW(g). (3.10)

Podemos reparar que G age simultaneamente em V e W, entdo V ® W € uma representacdo de G e néo

de G x G. Esse é o motivo de em geral V @ W ndo ser uma irrep mesmo se separadamente V e W o forem.



CAPITULO 3. TEORIA DE GRUPOS E REPRESENTACOES 27

Dessa forma se fizermos o produto tensorial de duas irreps, podemos decompo-la em outras irreps, como foi

mostrado na secdo anterior, i.e.

Ve ® Vg = DnggVy-
yeG

Y

Os coeficientes n o

B sdao conhecidos como inteiros de Clebsh-Gordan de G. Esses s@o os coeficientes de
Clebsh-Gordan da soma de Spins. ”2; p tem a mesma interpretacdo que mg tem para V, ele conta quantas

vezes Vy se repete em Vo @ Vp.

Na fisica, o estudo dos caracteres combinados com o produto tensorial de representagdes de grupos de
simetria em pontos redes de Bravais, fornecem as conectividades da figura de dispersdo dos fonons de rede

[8].

3.5 Produto cartesiano de grupos

Se G e H sdo grupos, podemos induzir um grupo G x H através do produto cartesiano e que tem a
multiplica¢do dada por
(81,h1) 0 (g2,h2) = (g182,h1h2). (3.11)

Se V e W sao representagdes de G e H respectivamente, podemos definir a representagdo de produto
externo, dada por V & W(g,h) como V(g) @ W(h). Se V e W sdo irrep, entdo V & W também é uma irrep
de G x H e a volta € valida, se V & W € uma irrep, suas componentes também sdo. Vale notar a diferenca
entre a defini¢do dessa se¢do com a da secdo anterior. Aqui definir a acdo de maneira individual, cada grupo
age no seu espaco de representacdo, enquanto na se¢do anterior a acio e de um grupo de maneira conjunta
no produto tensorial de espacos. Entdo devemos ter cuidado para ndo confundir a representacdo de produto

externo de G x H com o produto tensorial de representacdes.



Capitulo 4

Dualidade de Schur-Weyl

Aqui com os conceitos e resultados gerais de teoria de representacdes apresentados no capitulo anterior,
vamos trabalhar para montar as representacdes do grupo simétrico e do grupo unitario, € mostrar que esses

dois grupos carregam uma relacdo de dualidade um com relagdo ao outro.

4.1 Projetores e irreps

Nos baseando no teorema 4, podemos definir a seguinte quantidade Cy, € <7 (G), por:

do dy
Ca= 15X x (“.1)
el EGM (e

Essa quantidade chamaremos aqui de projetor (na literatura ela também é denotada por minimo projetor

central) e goza das seguintes propriedades:

1. Cy € idem potente, i.e.
(Coc)z =Cq;

Essa identidade segue de forma direta da segunda equagdo do teorema 4.

2. Possui uma relagdo um para um com as irreps;

Pela defini¢do, Cy, € Z°(G), que por sua vez tem uma relagdo um para um com as irreps .

3. Seja V uma representacio de G e Cy um projetor na dlgebra do grupo. Se V =, Vg "eé a decompo-
sicdo de V em irreps V,, com multiplicidade m¢, entdo V(Cy) é o projetor sobre Vg ™"*.

A atuagio de um elemento g € G no i-ésimo vetor da base da irrep o, |vq ), é dada por

’Vou ZVO!U ’VOtj

28
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Multiplicando ambos os lados por Vg 4;(g) e somando sobre o grupo temos

—_— G
Z Vi a(8)Va(g)va,i) = u5k,i5a,ﬁ|va,l>,
geG da

ou de forma equivalente
|V(X7i>> se o = B

Cﬁ|vtx7l’> — .
0 se o % B

A construcdo das irreps do grupo simétrico e unitdrio faram muito uso dos resultados sobre projetores
apresentados aqui. Mas antes, serd apresentado o teorema da dualidade, que € a base da dualidade de Schur-
Weyl.

4.2 Teorema da dualidade

A seguir vamos ver que a relagdo de comutacio entre duas dlgebras implica em uma dualidade com relagdo

as irreps dos grupos que as geram. Aqui vamos estudar essas relagdes para construir essas dualidades.

O comutante <7’ de um conjunto <7 de uma algebra % € o conjunto de elementos em 4’ que comutam com

todos os elementos de .7,

o' ={beClab=ba Vac o}

Lema 24. Sejam V e W espacos complexos de dimensdo finita. O comutante de o/ = End(V)®1 em
End(VeW)éAB=1xEndW).

Demonstracdo. E claro que 2 C «/'. Para mostrar que .7’ C %8, vamos considerar os elementos mais gerais
A®Iy € o/ e B € &/'. Na forma matricial temos

A -+ 0 By, -+ Bi,

Aly=| + . B=

A condigdo de comutagdo exige que (A ® Iy )B = B(A® Iy ), que na forma matricial é

AByy AByj; - ABy, Bi1A BiA -+ BpA
ABy; ABy - : By1A BypA

AB,, -+ - AB,, BjyA -+ -+ B,A
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Ou seja, [A,B;j] = 0 para todo i, j. Pelo lema de Schur, B;; deve ser uma matriz escalar, o que nos leva em
B;j = bjjlly que pode ser escrito na forma B = Iy ® B, 0 que mostra que a matriz mais geral de &/’ estd em
B. O

Teorema 25. Seja V a representagdo de um grupo finito com decomposicio V= @, Ve = Do Vo @Ce.

Seja </ a dlgebra gerada porV e B = </’ seu comutante. Entdo

o = PEnd(Vy) ® e 4.2)

B =Py, ®End(C") (4.3)
o

Ainda mais, temos que ' = </, onde %' é o comutante de B (teorema do comutante duplo).

Demonstracdo. E fécil ver que o

Vl c o
\G!EG if(8

Pela ortogonalidade Vy, ;; € pela decomposi¢do de V em componentes irredutiveis, temos

da

‘G’ ZW g ‘G’ ZV{XZ] @Vﬁ ®]I(C’lot

8eG gcG

?’G| Zvocz} )®H(C"a)

geG

EB|G| ZVU”J ZVﬁ 11(8)Exi @ Icna
@,%Z Y Vaii(8)Vpu(8)Epu © Iena

= EO!J.I' ® Icna .

Onde E, ;; ¢ a matriz com um nas posigdes (i, j) e 0 nas demais. Isso mostra que End(Vy) ® Igna C 7.
Mas € claro que pela defini¢do da agdo, qualquer elemento de <7 é um elemento de End(Vy) @ Icra, no que
segue (4.2).

E claro que @, Iy, ® End(C") C o/’ = 8. Para ver que todo elemento de Z é dessa forma, i.e. % C
@Dy Iy, ® End(C"), considere o projetor Cy, sobre Vy, @ C"«. Pela relagdo de fechamento dos projetores e

como sdo elementos de o7 e comutam com todo B € %, temos
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B=) CqB=Y CyBCy =) Bq.
o o o

Temos que By € (End(Vy) ®@Icne )’ € 0 lema 7 implica que (End(Vy) @ Igne ) = Iy, ® End(C"). O

4.3 Dualidade de Schur-Weyl

Nessa se¢do vamos mostrar que Sy e U (d) sdo duplos comutantes, e que seu espaco de representacdes tem
uma decomposicdo interessante em vista do teorema 8. Mas antes de seguir em frente, vamos obter a acdo
desses grupos no espago de produto tensorial. Se C¢ é um espago vetorial complexo de dimensio d, entio

Sy tem uma agio natural em (C%)®*dada por:

P(ﬂ')|lllk> = ‘l.xfl(l)...l.ﬂ-fl(kﬁ. (44)

Onde 7 € Sy e |i1...ix) é uma abreviagio de |i1) ® ... ® |ix), em que cada ket é um elemento da base de C“.

Denotamos o grupo unitério d x d por U(d). Sua agio natural em (C?)®* é dada por

Q(%)’i]...ik> Z=%‘i1>®...®%’ik>. 4.5)
Onde % € U(d). A partir dessas duas a¢des, temos um resultado famoso (devido a Schur) que € vélido

mencionar antes de enunciar o teorema central dessa se¢ao:

Teorema 26. Seja o7 = span{P(w):mw € S} e B=span{Q(%): % € U(d)}. Entdo:

A =B e B =d. (4.6)

Demonstragdo. Seja {|1),...,|d)} a base padrio de C?. Para um conjunto I = (i1,...,ix) com iy, ...,ix €
{1,...,d} :=[d], podemos definir o ket |I) := |iy, ..., ix). Esse tensores formam uma base do espago de produto

tensorial (C?)®k. O grupo S; permuta a base pela agio P(7)|I) = |nI) que foi definida a anteriormente.

Supomos que B € End((C%)**), tenha matriz (I|B|J) = [b ], na base padrio e

BlJ) =Y bili).

Ield]

Nés temos que

BP(m)|J) =Y biull), 4.7
Ie[d)

para T € Si, enquanto
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mBJ) =Y bypll), (4.8)
Ield]

Fazendo a troca I — 7/, a condi¢@o de comutagdo implica que

b]J = bn;]’n;‘], VI,J;7w € Sy. 4.9)

Consideremos a forma bilinear ndo degenerada (f(x,y) = 0 para todo y € V implica que x = 0) (X,Y) :=
Tr(XY). Podemos dizer que quando restringimos essa forma a .27, ela continua sendo ndo degenerada. De
fato, pela projegdo X +— X* de End((C?)®*) em </’ dada por:

x* =4 Z P(m)XP(x)"! (4.10)
TESK
temos que se B € .7/, entdo
(X*,B) = (X,B).

Assim, se (27, B) = 0 entdo (X,B) = 0 para todo X € End((C%)**), o que implica que B = 0. Logo </’ é

nao degenerado.

Pela dlgebra linear, devemos ter que dim (/") = dim(%) +dim(%"), j4 que sabemos a priori que Z C 7"
Entio para provar que % = /', basta mostrar que dim(%+) =0 = %+ = {0}, i.e., se B€ &/ é ortogonal
a %, entdo B = 0. Agora se g = [g;;] € GL(d), entdo Q(g) tem matriz g;; = g, j,.--&i,j, (pela definicdo da
atuac@o no espaco produto e pela atuac¢do de transformagdes em base) na base |I). Assumimos que

<B Q Zbllgjlll g]klk 0 (411)

para todo g € GL(d), onde by ; é a nossa matriz B. Definimos o polindmio pp nas matrizes M, (C¢) por

pB(X) :Zbleleil'”'xjkik (412)
1J

para as matrizes X = [x;;] € M,,(C%). Da anélise real, sabemos que se E é um subconjunto denso em X, entio
se f(p) = g(p) paratodo p € E, entdo f(x) = g(x) para todo x € X. Podemos afirmar que GL(d) é denso em
M, (C?) (essa prova e as defini¢des exatas de teoria dos conjuntos nio sio necessarias para esse trabalho),

entdo de (4.11) o polindmio pp é identicamente 0 para todo X € M, (C9).

E possivel mostrar que b7 ; = 0 para todo 7,J, de pp(X) =0 e de (4.11). Seja @ = {(I,J) : I,J € [d]*}.
Temos que a atuagdo de ¢ € S; em @ é por o(I,J) = (61,0J). Como B € &', temos que a fungdo (1,J) —
by j é constante nas orbitas de Sy em @. Podemos entdo definir a relagdo de equivaléncia em @: (I',J') ~
(I,J))<=3JoeS:(I',J)=0(lJ).
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Seja I um conjunto completo de representantes das diferentes classes de equivaléncia.

Utilizando a notag¢do x;; = x;, j, ...Xj,J,, podemos notar que xq;,6; € somente uma permutagdo dos fatores

de x;4, 0 que implica que x; ; = Xg7,67.L0goO,

p(X) =Y bryxji ...xj,
1.J

= Z nybyxy
yvel

onde ny€ a cardinalidade da orbita de y, e se y = (I,J), entdo by = by ; e 7 é o representante em I" da classe

de equivaléncia de (J,1).

Como os {x,} sdo obviamente L.I, e pp(X) = 0, segue-se que by = by ; = 0. O

O resultado que vem a seguir é sobre uma belissima decomposicio do espaco tensorial (C?¢)®* com relacio
a acdo grupo unitario U(d) e do grupo simétrico S. Esse teorema ird nos guiar por boa parte do trabalho

daqui para frente, assim como o lema de Schur tem feito.

Teorema 27. Existe uma base, conhecida como base de Schur, na qual a representacio (QP, (C?)®¥) de
U(d) x S se decompoe em irreps Q) e Py de U(d) e S, respectivamente:

i)(CHHF =P, QP
ii)P() = Dy Lo, @P(7);
i) Q%) = Dk Qu(% ) @ 1p, .

Desde Qe P comutam, nés podemos definir a representacio (QP, (C?)**) de U(d) x Si como

QP(%,7)=Q(%)P(n) =P(n)Q(%) (%,n)€U(d) X Sk (4.13)
Entdao:
QP(% 1) = U Pr =PrU " =~ (P Q) @P;. (4.14)
Ak

Demonstragcdo. A aplicag@o do teorema 8, ao grupo G = Sy, (e seu parceiro dual U(d), teorema 9), prova i),
ii) e iii). Restd provar que Q¢ uma irrep. Um argumento curto, porém, elegante é: Q, ¢ irredutivel se e
somente se sua extensdo ao GL(d) ¢ irredutivel. Entdo ¢ suficiente demonstrar que Q; néo é decomposto sob
a acdo de GL(d). Pelo lema de Schur, isso é equivalente a mostrar que os mapas em End(Q; ) que comutam
com a agdo de GL(d), sdo miiltiplos da identidade, o que denotaremos por Endg(4)(Qz) = C. O primeiro
resultado que devemos ter em mente é que o centro (conjunto que pertence a dlgebra e comuta com todos os

elementos) End(Q, ) sdo as matrizes escalares, ou seja, C. Pelo lema de Schur
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Ends, ((C%)®k) @End Q) ®lp, = PEnd(Qy). (4.15)
A

E também requerendo a comutagéo com GL(d), temos

Endgp(a)xs, ((C)F) @EndGL (4.16)

Entdo se Endgy ()« 5, ((C?)®F) estiver contido no centro de Ends, ((C?)*), implicard que Endgrq)(Qy)
¢ o centro de End(Q; ) e portanto Endgy(4)(Qz) = C. De fato, como GL(d) e Sy também satisfazem as
condi¢des do teorema do duplo comutante, as matrizes que comutam com S na a¢ao em ((Cd )k, sdo todas
da forma T®* para T € GL(d). Isso mostra claramente que Endgrg)xs,((C?)®*) estd contido no centro
de Endg, ((C)®*) (pois a agdo de qualquer A € Endgy(g)xs, ((C?)F), sob (C?)** comuta com a agdio de
GL(d) x Sk, logo comuta com 7' ). O que finaliza a prova. O

Na fisica, além do uso da dualidade de Schur-Weyl para obter as irreps do grupo unitério, também ¢ feita

uma generalizacdo desse teorema para estudar grupos de Gauge em teorias de campos e de calibre [17].



Capitulo 5

Representacoes Simétricas e Unitarias

Depois de entender as relacdes de dualidade entre os grupos simétrico e unitario, precisamos encontrar
suas representacoes (irredutiveis) de forma direta. Para relacionar essas representagdes com o que foi dito
no capitulo anterior, tomemos a decomposicio do espago (C4)®¥. A priori mostramos que a decomposigio

pode ser dada por

(CH* = PHQ,®P;

Atk

Existe um teorema que garante que temos uma transformagio de base que ((C4)®* = 2 por simplicidade
de notagdo)
A =P Hom(P), )P, (5.1)
Atk
Essa decomposic¢do é chamada de isotipica [12]. Entdo é possivel mostrar que Hom(P, ,.7) é uma irrep

do grupo unitario.

Poderiamos nos focar em estudar o grupo simétrico e depois estender seus resultados para o grupo unitario
usando Hom(P,, 7). Essa abordagem pode ser seguida por [22], e aplicada a nossa decomposicéo (ele faz
todo o trabalho, mas ndo se preocupa com o grupo unitario). Aqui vou fazer uma abordagem mais direta e

construir as irrep do grupo simétrico e depois usa-las para encontrar as irreps do grupo unitério.

5.1 Representacoes do Grupo Simétrico

Vimos anteriormente que podemos representar permutacdes em diagramas de Young e que as permutagdes
indexam as classes de conjugacdo do grupo simétrico. Dados esses dois fatos e o fato que existe um relacio
um para um entre classes de conjugacio e irreps, vamos construir as irreps do grupo simétrico estudando as

simétricas das tabelas de Young.

Se uma tabela de Young 7' tem formato A, vamos nos referir a ela como A (7).

35
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Defini¢do 28. Seja T uma tabela de Young com formato A. Definimos entdo os subgrupos

Z(T) = {m € Sy|m permuta os elementos das linhas deT }

€ (T)={m € S,|m permuta os elementos de cada colunade T }

Em outras palavras Z(T) e € (T) sdo os grupos de simetrias das linhas e colunas respectivamente.
E ficil notar que |Z2(T)| = A1 !A!... .

Defini¢do 29. Dada uma tabela T, definimos P(T),Q(T) e E(T) € </(S,) por

Vamos aqui construir as irreps usando E(7'), que mostraremos que se trata do projetor que foi mencionado

no capitulo 2, a menos de constantes multiplicativas.

Dado g € S,, e uma tabela T, entéio g7 é uma tabela obtida trocando i por g(i) em cada caixa. E claro que,

K(gT) =g (T)g " €(gT) =€ (T)g™ "

P(gT) =gP(T)g ';0(¢T) = gQ(T)g ;E(gT) =gE(T)g .

Isso implicard que duas tabelas com o mesmo formato, porém que diferem por uma permutagcdo g dos
elementos, nos de a mesma irrep. Isso é algo que podemos intuir do fato dos diagramas representarem

permutacdes e essas terem uma relacdo de uma para um com as classes de conjugacao.

Exemplo 30. Seja 7 = . Entdo Z(T) = {e,(12)}, €(T) ={e,(13)} e P(T) = 1+ (12), Q(T) =
3

1—(13),eainda E(T) = 1+ (12) — (13) — (123).
Rapidamente falando e vendo o exemplo anterior, E(7') simetriza as linhas e antisimetriza as colunas. N6s
vamos considerar na construgio pares de tabelas T e T".

Defini¢éio 31. Escrevemos T E T’ se existe um par i, j € {1,2,...n}, tal que i, j estdo na mesma linha de 7' e

na mesma coluna de T’. Caso contrério 7 ¥ T'.
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Essa defini¢ao vai desempenhar um papel principal no que estd por vir. Parte da importancia dessa defini¢cdo

é:

Proposicio 32. Se T = T', entdo

Em particular

Demonstragao. Seja p € Z(T ), entdo

pP(T) =P(T)p = P(T)

pelo teorema do rearranjo. De forma similar, se ¢ € €(7T),

qQ(T) = Q(T)q = sgnQ(T).

Se TET' ei,jé o par que satifaz essa condi¢do, entdo a transposigdo (ij) estd na intersec¢do de P(T) e

o(T), ie.

(ij) € P(T)NQ(T")

Assim,
Q(T")P(T) = Q(T'){(ij)P(T) =
={0(T")(ij)}P(T) = —Q(T")P(T)
Pois o sinal de qualquer transposi¢do é —1, por defini¢do. O que implica que Q(7")P(T) = 0. O

Lema 33. Suponha A(T) =A(T") e T 2 T'. Entdo existe p € Z(T) e g € € (T) tal que T' = pqT.
Demonstracdo. N6s afirmamos que T ¥ T’ se somente se existe p € Z(T), g’ € € (T’) tal que

qT = pT. (5.2)

Temos que se dois elementos na mesma linha de T, vao estar na mesma linha de pT, entdo em diferentes

colunas de ¢'T’, e entdo em diferentes colunas de 7/ = (¢~ !)¢'T’.
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Inversamente, se 7 ¥ T’ vamos olhar o par i, j de nimeros na primeira coluna de T’. Por T ¥ T’, eles
estdo em linhas distintas de 7', entdo existe uma permutacio p; que os leva para a primeira coluna. Logo em
seguida podemos aplicar uma permutacdo ¢} em T que os deixa em posi¢des idénticas as que estdo em 7.

Aplicando essa l6gica repetidas vezes, construimos p e ¢’ que satisfazem 5.2.

Entao
T'=pp ' (¢~")pT = pqT,
onde
a=p' (@) 'p=0"'d)d) ') € )ET) (P )
=€ (p'qdT)=%(T).
O que prova o resultado. 0

Lema 34. Seja T uma tabela fixa e suponha que s € S, ndo possa ser escrito como s = pq para algum
peR(T)eqecE(T). Entdo existem py € Z(T) e qo € €(T) tais que
sgn(qo) = —1 e s = posqo.

Demonstragdo. Seja T' = sT. Como s ndo pode ser escrito com pg para nenhum p € Z(T) e g € €(T),
segue do lema anterior que T F T, i.e. existem um par i, j na mesma linha de 7 e na mesma coluna de 7”.
Entdo definimos
po= (ij)
qgo=s""(ij)s€€(s'T") =€(T).

Entdo como ¢ é conjugado de uma transposi¢do, ele também € uma transposi¢ao, logo sgn(qp) = —1 ¢

posqo = (ij)ss™ (ij)s = (ij)*s =>s,
pois a inversa da transposi¢do é ela mesma. O

Proposicdo 35. Suponha a € </ (S,) e paratodo p € Z(T) e q € €(T), temos

paq = sgn(q)a. (5.3)

Entdo
a=7YE(T)
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para alguma constante .

Demonstragdo. Escrevendo a =} ,cg 0,8, temos pela suposi¢do que

Apgq = 58N(q) %

Tomando g = e, temos para todo p € Z(T) e g € € (T)

Opg = 5gn(q) 0.

Por outro lado, usando o lema anterior, se s # pq entdo existe po € Z(T) e qo € € (T) tal que sgn(qo) = —1
e posqo = s. Entdo

Oy = Olpysqy = 581(q0) Oy = — ts.

Isso implica que se a satisfacafaz 5.3, as inicas permutacdes que aparecem na sua soma sao as que podem

ser escritas como g = pq. Segue dai que

a=0a, Y, sgn(q)pg= E(T).
peZX(T)
qe(T)

O

Agora depois de toda dlgebra gasta nessa secao, vamos mostrar matematicamente a relacdo dos simetriza-

dores com as irreps.

Teorema 36. Fixe uma tabela T. Seja d = dim(</ (Sy)E(T)) = dim{aE(T)|a € <7/ (S,)}. Seja e(T) =
(n!)~'dE(T). Entdo e(T) é um projetor em <7 (S,). Se A(T) = A(T') entdo e(T) é equivalente a e(T"). Em

particular cada diagrama de Young A tem uma irrep associada que denotamos por P,

Demonstragdo. Para comegar, vamos nos lembrar da demonstragio da proposi¢éo 32. Se p € Z(T) e q €
% (T) entdo pP(T) = P(T) e qQ(T) = sgn(q)Q(T). Assim pE(T)?q = sgn(q)E(T)?. Pelo lema anterior,

devemor ter entdo

Dado a € 27 (S,), sejaR, : o7 (S,) — <7 (S,) atuando com R,b = ba. Entdo usando a base natural da dlgebra
</ (S,) (seus préprios elementos), temos,
Tr(R,) =n!,

Tr(Ry) =0 seg #e.
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Entao

Tr(RR(T)) =nl.

Por outro lado, seja f1, f2,...fs ¢ uma base de .27 (S, )E(T), e a sua extensdo para 7 (S,) com fgi1,..., fu-
Entdo com R, ¢ a atuagdo de a pela direita e que cada f; da base de <7 (S,)E(T) é da forma ¢;E(T), com
e; € /(S,), temos:

Entao

Logo podemos ver que k(7)) =n!/d.
Isso mostra que e(T) = (n!)~'dE(T) é um projetor.

Mostrar a equivaléncia de e(T') e e(T') é facil. Se A(T) = A(T"), entdo existe g € S, tal que g7 =T'.
Pelas propriedades de E(T'),temos que e(T') = ge(T)g ™', logo sio equivalentes.

Como os projetores levam a irreps e existe uma correspondéncia um para um entre projetores e irreps,
fica provado matematicamente a correspondéncia entre a permutago (forma da tabela de Young) A e a irrep
P,. O

A tltima parte dessa demonstragdo também justifica os teoremas:

Teorema 37. Se A # , entdo Py, e Pysdo irrep inequivalentes.

Teorema 38. {P, } é o conjunto de todas as irreps do S,,.

E possivel mostrar ([22, 24]) que o conjunto de tabelas de Young padrdo formam uma base das irreps.

Para resumir essa se¢do podemos dizer que criamos projetores de irreps, usando o simetrizador das tabelas

de Young E(T) e que cada formato de tabela nos leva a um novo projetor e assim a uma nova irrep do S,,.

Como sabemos obter irreps do S, € que o grupo unitdrio € seu dual, podemos criar irreps do grupo unitario

usando os simetrizadores de Young.

5.2 Representacoes do Grupo Unitario

Existe uma agdo natural do grupo de permutagdes no espaco (C4)®* = % que ja foi mostrada em 4.4.

A idéia é usar a agdio do simetrizador de Young para decompor (C?)®f = 2 em irreps unitdrias (e

simétricas).



CAPITULO 5. REPRESENTACOES SIMETRICAS E UNITARIAS 41

Exemplo 39. Seja .77 = (C%)*2. O grupo de permutacdes S, contém apenas duas irreps, as que estio

relacionadas com o simetrizador de tabelas com formato || | e aquelas relacionadas com tabelas H A
aplicacdo do simetrizador E () = 1+ (12) ira produzir um espago completamente simétrico e a aplicagdo

do simetrizador E = 1— (12) ira produzir um espago completamente antissimétrico
2

E (112)) 52 = {[v1) @ [v2) + [v2) @ [v1)] [v1), [v2) € C}

E () A = {[n) ®|v2) —[v2) @ v1)] o) Jvz) € ).

Supondo que d = 2, entdo cada |v;) é combinac@o linear de trés vetores de base |e) e |ez) . E fécil perceber
que o espago simétrico vai ter 3 e o antissimétrico 1 (temos que descontar os indices iguais que se anulam

pela antisimetria). Usando a notac@o [ij] = |e;) ® |e;), podemos escrever a base desses dois espagos como:

E ((T2)) o = {[12) + [21],[11],[22))

E () A ={[12] - [21]}.

Uma maneira mais sugestiva de representar essas base ¢ associando-as a tabelas de Young Semipadrdo.

E (012)) o = {[113) [0 212}

()= {3}

O fato de podermos escrever a base desses espacos com simetrias bem definidas como tabelas de Young

Semipadrdo ndao uma exclusividade de k = 2.

Teorema 40. Seja 57 = (C4)**. Seja T uma tabela de formato A. As tabelas de Young Semipadrdo de

formato A geram todo espago simetrizado por E(T).

Para dar uma idéia da demonstracdo desse teorema podemos pensar da seguinte forma:

Seja H# = (C4)®k e E(A(T)) o simetrizador de Young da tabela T que tem formato A. O subespago de 7’
obtido pela aplica¢do de E(A (7)) tem a mesma simetria que as “politabelas” A (T'),e dizemos E(A(T)). 7 =
76,. Um tensor v;, ;, . ;, € ¢ (usando a notagdo de componentes muito recorrente em relatividade) atuado
por E(A(T)) serd representado de forma a exibir sua simetria colocando os indices {i,iy,...,ix } nas caixas

do diagrama de Young correspondente ao formato A.

Exemplo 41. Seja T = e k = 3. Entdo temos que v € a1y, onde i, j,k € {1,2,....d}.

i
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Como as bases também vio obdecer a simetria imposta pelo simetrizador, podemos escreve-14s como

tabelas de Young

Exemplo 42. Para o espaco de k = 3 com simetria imposta pela tabela com formato A = (2, 1), escrevemos

um tensor |v) € 7, ;) na sua forma completa como (base+componentes)

]v>:Z i x v

ijk— k

| =

il

Entio precisamos descobrir [ ]/ ] que geram esse espaco. A idéia é comecar do caso mais simples, k = 2.
k

Nesse caso sabemos que temos a representagio simétrica e antissimétrica e as tabelas que geram esses espa-

cos sdo as tabelas de Young Semipadrdo de formatos || |e H, como ja sabemos. Para k > 2 teremos tabelas

de Young 7 com formato A(7') que tem simetrias mistas e podemos seguir a seguinte idéia: Primeiramente
escrevemos o diagrama de Young de A = A¥ vazio. Escrevemos o nimero k em cada caixa desse diagrama
que deve ser removida para obter o diagrama A*~! Entio repita o processo, escreva k — 1 em cada caixa que
deve ser removida do diagrama A*~! para obter A¥~2, e assim por diante até obter A!, entdo escreva 1 nas

caixas restantes.

Isso ird preencher o diagrama inicial com nimeros do conjunto {1,2,...,n} (nem todos precisam aparecer

e repeti¢des podem ocorrer).

Exemplo 43. Sejam A = 13 = (4,3,1), A2 = (3,2) e A! = (2). Entilo a tabela gerada pelo algoritmo é:

2[3]

(o]~
\®)

Defini¢io 44. Chamamos de padrio de ramificagio n o conjunto y = {A", A"~1 .. A}

As Tabelas de Young que sdo originadas pelo padrdo de ramificagio sdo Semipadrdo. Podemos usar os
mais diversos padrdes de ramificagiio para construir tabelas para k > 2 tomando y = {A¥,...,(2),(1)} ou
Y= {lk ,-.,(2)} que sdo as ramificagdes que chegam nas tabelas padrdo quando k = 2. Usando indugéo,

mostramos que as tabelas obtidas geram o espaco de simetria A [12].

Desse fato mostramos que as tabelas de Young Semipadrdo T com formato A,geram o espaco de simetria

A.

Seja 7/ um elemento de U (d) qualquer, que atuam sobre o préprio C4 e possui autovalores xq,x, ..., Xg,

ou seja,

%|€,‘> :Xi’€i>.

Seja T uma tabelas de Young Semipadrdo com formato A(7T') e conteido a (7). Podemos ver facilmente

se nos ampararmos no Exemplo 39, que quando % atua sobre 7, ele produz 7' multiplicado pelo monémio
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m(a(T)) definido no primeiro capitulo. Entdo o caracter de %/ na representagio .73 é soma sobre todas as

tabelas Semipadrdo com formato A(T') e contetdido o (T), jd que as tabelas Semipadrdo geram .77,

chw (W)=Y, Kpom(a(T)).
TeSSYT(A)

Mas como vimos no primeiro capitulo, isso é a fungdo de Schur s (x1,x2,...,X4).

Até aqui temos que as bases para as irreps do grupo simétrico so as tabelas de Young Padrdo, enquanto
para o grupo unitdrio sdo as tabelas de Young Semipadrdo. De forma pictografica, representando as 7Y S
por {1} e as TYSS por [A], podemos escrever:

A =P{A}R[A] (5.4)

Ak
A relacdo entre os caractéres ¥, e s, € dada pela conhecida férmula de Frobenius:
1
=Y, 1 (m)py, (5.5)
Pk

onde 7 € ¥, z, definido pela equacdo (2.5) e py sdo os polindmios simétricos ja discutidos no capitulo 2.

Como caracteres sdo ortogonais nas classes, obtemos:

pr=Y, 0.(V)sz, (5.6)
Ak

onde x; (7) é o caracter da representacdo A na classe .

No préximo capitulo vamos utilizar as relacdes entre ) , s) € py para exemplificar o cdlculo de Weingarten

que iremos desenvolver.



Capitulo 6

Integrais matriciais unitarias

Aqui chegamos ao dpice do trabalho e vamos usar algumas ferramentas usadas nos capitulos anteriores
para derivar importantes relacdes e resultado sobre integrais realizadas sobre os grupos unitérios. O trabalho

inicial aqui € encontrar uma férmula para

/U(d)dZ/iljl"'%kjk%lljll‘”%;cjllcdu(l])' (6.1)

Vamos comecar esse trabalho com algumas definicdes [5,30].

Para A € End((C4)®*), podemos definir

)= [ o YA ) 62)

que é uma projecio & : End((C%)®*) — P(C[S;]). Essa projegdo é conhecida na literatura matematica como
expectativa condicional e tem a propriedade de ser compativel com o trago, i.e., Tro & = Tr. Podemos ver

seu uso em fisica no estudo da entropia de estado bipartidos em [15].

Para A € End((C?)®¥), podemos montar a seguinte quantidade

AA) =Y Tr(AP(z")P(x). (6.3)

TeSk

Proposicao 45. A quantidade A satisfaz as seguintes propriedades:
i) A(AP(0)) = A(A)P(0) e A(P(0)A) =P(0)A(A);

ii) A(I) coincide com o caracter de P consequentemente é dado por

AD =k'Y S’L(l;d)cl

Abk f

44
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onde Cy é o projetor do capitulo 2 e 5, e A(I) é um elemento inversivel de C[Sy]; sua inversa vai ser chamada

de funcdo de Weingarten e é dada por

iii) A relagdo entre &(A) e A(A) é dada pro

A(A) = &i(A)A(D);
iv) A variagdo de A é igual a a variagdo de P(C[Sy]);
v) Em P(C[Sk]) 0 que se segue é verdade:
AAGL(B)) = AA)ABIAD .

Demonstragdo. i) Da defini¢do de A(A) e do teorema do rearranjo para grupos temos:

A(AP(c)) =Y Tr(AP(c)P(n"))P()

TESK

=Y Tr(AP(on "))P(m)

neSy

= Y Tr(AP(p~"))P(p)P(0)

PESk

= A(A)P(0)

Da mesma forma a segunda igualdade é demonstrada

ii) Se A =1, temos por defini¢do que

A=), Tr(P(n~"))P(x) =) x(n~")P().

TESK TESK

Pela dualidade de Schur-Weyl, temos que

(C)* = P QP

Ak-(k.d)

de onde se segue que
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= Y du

AF(k,d)

onde d; é a multiplicidade de Py, i.e. d; = dimQ; = s;(1*¢). Entio

x(x =Y s,

AF(k.d)

e voltando na expressdo para A(I), obtemos

A=Y ( Y Sx(le)m(ﬂl)> P(7)
= Y s (Z u (T HP(n ) :
A (kd) ESy

Esse ultimo termo entre parénteses ndo é um total desconhecido, a menos de algumas constantes ele j&

apareceu quando falavamos do projetor Cy, i.e.

k!
f;LCx— Y x(zHP(x)
ASAYS

de onde se segue que

d

kvzs’l

Atk

ainda mais, como Cj, € um projetor C; C, = §; ,, € segue que

A~ = L ) Lcl.
k! lHCS;L(lxd)

Retornando a expressio de C;,, obtemos a expressio para a funcio correspondente de A(I)~! na dlgebra

1 (*)?

Wg= X
(k1)2 = sy (1) 2

i.e.

=) Wg(mP(m)

TESk

iii) Do fato que Q(% ) comuta com P(7)
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-y (] e >AQ<%>*du<U>P<nl>) P()

IIShY

=y 7r(a ] Q@) R e )auv) ) (m

TESk

=Y Tr(AP(z™ ")) P(n) = A(A)

TESK

Dai como &;(A) € P(C[Sk]), e pelo ponto i), temos que

A(A) = A(Gr(A)T) = & (A)A(T)

da mesma forma A(A) = A(I)&x(A).
iv) Segue direto de iii) compinado com ii).

v) De forma direta, temos

Agora podemos focar no objetivo que é obter uma expressdo para (6.1).

Corolario 46. Seja k um inteiro positivo e i = (i,...,ix), § = (1, i)y V= (i],..8) e §' = (15, 1)

k-tuplas de inteiros positivos, entdo

lk]k

/U( %1]] U, %/’ %L/Qd“(U)

Y Welot™) (irligy ) o (inlio ) (il ) il (6.4)

O,TES,

Demonstragdo. Para provar isso, vamos precisar da propriedade v) das A’s e vamos definir os seguintes

operadores A = |i')(i| e B = |j) (j'I, onde |i) = iy, ..., ix). Podemos notar que

v i 20 - T dt(U) = THAG(B)

e que em v) podemos expandir da seguinte maneira (usando a definigdo de A):

AA&(B)) = Tr(A&(B))I+ Y Tr(A&(B)P(z~"))P().
reS\{e}
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Pela seguinte agdo P(0)li1, ...,ik) = |ig-1(1),-»i5-1(x)) podemos escrever o operador de permutagdo como:

e como P(67!') = P(0)", temos que

P(Gfl): Z |i1,...,ik><io.71<1),...,icfl(k)‘.

i1 50eik€[d]

Entdo, por defini¢do temos

A(A) =Y Tr(AP(c"))P(0)

oES)

Da mesma forma

Entdo novamente de v) temos

A(A&i(B)) = A(A)AB)A(T) ™!

= X (ilip) ) (i) (il ) - (il y We(a (0T '),

O,T,TES

e assim o termo que tem a identidade é aquele que 7 = to~!. Comparando as expressdes para A(A&;(B)),

mostramos que

y <i1|i’6(1)> <ik|i’6(k)> <i1 |i;(1)> <ik|i;(k)>Wg(m*1) — Tr(A&(B))

O, TESK

o que demonstra o resultado. O

Além disso, podemos mostrar que:

Teorema 47. Se k = [ entdo:

/U(d) %11'1"'%kjk%’]j'l‘”%?j}dnu(l]) =0.



CAPITULO 6. INTEGRAIS MATRICIAIS UNITARIAS 49

Demonstrag¢do. Basta notar que multiplicagdo de uma matriz unitdria por uma fase z € U(1) (somente uma

fase complexa) continua sendo unitaria, entdo:

/U( U jy - JZ/IngZ/’/ aZ/ifﬂd-u(U)

—/ M jy -2y 2 Uy gy -2 Uy A (U)

1]1

:Zkl/u( %IJI dZ/lkjkéz/’ %’ ’d”( )

O que implica que
(=2 [ Vs Wi W T () =

Como z é uma fase arbitrdria, podemos afirmar que o que deve ser é a integral, o que demonstra o

teorema. O]

Podemos entender o resultado do teorema anterior intuitivamente. Se k 7 [ entdo vai sobrar um complexo

%;j sem o médulo, e estdremos avaliando a média de uma fase complexa, que deve ser 0.

Com esse resultado podemos avaliar médias sobre quantidades envolvidas com fun¢des de matrizes do

grupo unitério.

Para exemplificar vamos usar uma média conhecida e obter seu resultado usando as fun¢des de Weingarten.
Exemplo 48. O ciculo de <Tr(02/ w ‘L)"> ,€ trivial e pode ser facilmente obtido levando em conta a unitarie-
dade das matrizes %, i.e., W %" = %% =1.Logo se % € U(N) = (Tr(% %")") = N. Mas o objeto

aqui ndo é simplesmente avaliar a média proposta, mas sim ver o cidculo de Weingarten em acao. Para isso,

vamos escrever entao

<Tr(%% ZZ/%nkl Jiiko gZ/Jn 15kn %/17/61&2/12 kp -+ %/mknd”( ( )) (6.5)

onde J = {1, j2,.--jn} € K={ki,ka,....,k, }. Seja m = (123...n) a permutagdo ciclica de n elementos. Pode-

mos escrever (6.5) como:

(Tr(% %) XJ:Z Y. We(ot ™) Gnlior)) - (n-tliorn1)) (kilke(r)) - (knlke(ny)

K o,7eS8;
Z Wg(G’L' Z<Jn’]07r <Jn 1|]67rn 1)>Z<kl|kr(l)>-~<kn‘kr(n)>'
o,TES, K

Sejam y e A parti¢des tais que 67 € Ye T € A. Com uma breve reflexdo, ndo é complicado perceber que

a soma em J e a soma em K sdo exatamente os polindmios simétricos da identidade (todos os autovalores
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iguais a 1), py(1°") e py (1) respectivamente. Abrindo a fungdo de Weingarten (FW) e usando (6.5)

temos:

(Tr(ww™)")y="Y { 22 1xd xg ot ) x Y qu(om)s (1Y) x ¥ x5(7) (IXN)}.

0,7€8S, oFn S utn Btn

Para prosseguir podemos inverter as somas nas particdes com as somas nas permuta¢des fazer uso da

ortogonalidade dos caracteres que foram mostradas no capitulo 3.

yn\ __ 1 (fe)Z XN XN -1
(Tr( ™))y =Y. { }x Y {xu(om)su (U N)sg(1"M)} x Y. xo(o7™")2p(7)

0.B.1uFn (n!)* s6(17¢) GES, TES),

=X {a } Y {zu(omsu(1°)} < xp(0)

B,utn ccs,

= Z Au (T = pa(1 XN)
ukn

Il
™=

Il

=

Il
—

Que era o esperado.

Da mesma forma, utilizando técnicas de teoria de representagdes podemos encontrar diversos outros

resultados, como por exemplo o fator de forma:

N n=20

1

TP ) = hl/N 0<n<N neL
1 N<n

O célculo do primeiro regime € trivial, enquanto o cidculoem 0 < n < N e N < n podem ser obtidos com o

uso das FW, e sdo amplamente discutidos em [8].
O uso de célculo de Weingarten na fisica pode ser visto em [20].

Um outro exemplo do uso das FW sdo para obter médias de produtos de elementos de matrizes do comu-

tador, que serd feito no capitulo a seguir.



Capitulo 7
Comutadores

Sejam 7%, ¥ € U(N). Entdo o comutado definidor no grupo U (N) pelas matrizes % e ¥ é dado por

C=wvV=wvuv’

e pertence ao grupo U (N). Podemos entdo responder algumas perguntas sobre propriedades estétisticas de C

trabalhando com as FW e o traco dado pelas fungdes de Schur.

Nairrep A, temos que s, (Z A% "B) = Tr[Q; (% A% "B)|. Entio a média dessa fung¢io de Schur no grupo

unitario deve dar:

/ Tr(Qu (%A% 'B)ldu(U(N)) = Y, / Q2 (2)]1[Q (A)]ka [Qa (% T)]1.m[Q1 (B)]m,id 1t (U (N))

ik,lm

= ) [Q(A))u[Qx (Bﬂm,i/[Q?L(%)]il[Ql(%%)]hmdu(U(N))

ik,l,m

s (A)sy (B
— ls(l()le() )7 (7.1)

onde no tltimo passo foi usado o teorema 23 da ortogonalidade dos elementos de matrizes (na versao conti-

nua). Além disso, pelo teorema 24 temos que
/sk(%)sﬂ(@ﬁ) =84 (7.2)

Entido como

(s2(C)) Z//SA(C)du%d#%

podemos utilizar (7.1) e (7.2) para obter:

51
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1
(s2(C)) = IEO (7.3)

Como para qualquer caso, temos que (7rA)" = pi»(A), podemos combinar (7.3) e a expanséo de py»(C)

em fungdes de Schur (5.6) para obter

A
(rre)y =Y SA(J;W). (7.4)

Abn

No caso de N >> 1, temos que s (1Y) — %N" [17], o que leva ao caso assintético:
n!
(TrC)") ~ P (N>>1) (7.5)

Para casos em que além de N >> 1, temos n >> 1, podemos usar a férmula de Ramanujan-Hardy [12],

para o caso assintético de p, e a férmula de Stirling [21] para obter:

n 1 2 n—1 2
<(TrC))~4Nn gmr(n )exp[n'\/;—n]. (n,N >>1) (7.6)

Além dos casos discutidos, usando as FW, podemos obter:

L A
<I}Ci~fr> =X {Z Mf} (irljoy) (i2lio@)) - inl o) » 1.7)

55, | AFn (s2 (1)) n!

que seria uma andlogo do calculo de Weingarten para comutadores. A partir da equagdo (7.7) obtemos de

forma direta a equagdo (7.4). Para o caso mais simples, temos:

5.,
(Cij) =5

1

que € 5 vezes a matriz identidade.

Além disso podemos usar (7.7) para estudar casos mais complexos, como:

2\ 45,"]'
<Cij> T N2(N+1)2

N2
N2—1°

<|TrC|2> =

Para obter a formula (7.7) podemos usar o caso n = 2 sem perda de generalidades. Temos que:

<Cilj1Ciz.iZ> = <(%7/%T4//T)i1j1 (%%%T%T)iﬂ)
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_ . * *
= Z /%1/(1%211%3@%312‘1“07//7//61k27/11127/11k37/]213d“7'
ky,kask3,l1,0,03

As duas integrais sobre o grupo unitdrio sdo obtidas por FW, e podemos escrever:

ki,ka,k3,l1,0,03 \O,TES2

(CijiCoj)= X ( Y (ilke)) (ialles) (ki kg 2) (L 1o(2) )W (0T~ 1)) X
< BZ <k1|ja(1)><12|ja(z)>(k2\kﬁ<3)><lzlﬁ(3)>Wg(BOC_1)>-
o,BeS,

Realizando as somas em kj,kp, k3,1, 13 primeiro, chegamos em uma forma muito mais amigavel dada
por:

<Ci1j1Ci2jz>: Z <j1’iﬁ*16a1*1(1)><j2‘iﬁ*'aar*1(2)>Wg(Bail)Wg(o-Til)-

Boazes,

Podemos fazer duas mudancas de varidveis, dadas por y= 6! e 8 = ar, para chegar em:

(CijiChj)y =Y. Utliyeqr)) (aliyee))We(0T 'y 'o Y Wg(ot™")
6oyresS;

= Y Uiliye)) (2liye) X

Ooyres,

Z -1 (fl)z 1.1 1
4 1><N xﬂ o1 ) X Zsl(lxN)%l(ef Y O ) .

Abn

Com o uso da ortogonalidade novamente, podemos reduzir essa expressiao ainda mais e chegar em:

. . 1 ()3 R
(CijiCiip) =Y, (tliyen) (2live) Y. sxu(y'o'00).

057eSs, = (n!)? (su(1¥N))

Com outra mudanga de varidveis, dessa vez v = y0, podemos reescresver como

1 u)3
(CjiCijp) =Y, (livap{ialiv) Y U Sxu(6v'o7'60)

Boves pn (n!)3 (SM(IXN))
= i i ik L
- v§2<11\ vy (2live >E1 (7 (s (172 Geg,szxﬂ(ev o '00).

A dltima soma pode ser feita usando fatoragdes de permutacdes, e ¢ dada simplesmente por (n!)”“(v)




CAPITULO 7. COMUTADORES 54

o que prova (7.7). A generalizagdo para n > 2 vale pois as permuta¢des estdo relacionadas com as duas

integrais que aparecem, e cada uma das integrais s6 fard aparecer outros termos ( j,-]iv(i)).

Além disso, usando as mesmas idéias que foram usadas para chegar em (7.4), podemos usar que p,,(A) =

Tr(A™), e obter:

HC™)) = X/l(”)
(Tr(c™)) ;SA(IXN)' (7.8)

O caracter x; (n) é um dos que conhecemos da literatura, e podemos substituir a férmula (7.8), por

= (n—k—1)!{(N—k—1)!
<Tr(c)>_nk;(—1)kk! Nin kDl (7.9)

Entdo para alguns valores de n, temos:

4
<Tr(C2)> = —m,
9(N? +4)

<Tr(C4)> = NN2=1)(N2—4)

Todo esse ultimo capitulo contém conteddo inédito, parte de um trabalho que serd publicado futuramente.



Capitulo 8

Conclusao

Durante todo o texto, apesar do grande foco matemadtico sempre foram citados aplicagdes e usos da teoria
de representagdes e grupos na fisica, o que mostra a grande importancia do conhecimento do tema para as

mais diversas areas.

Pudemos perceber durante a construcdo da teoria de fungdes Weingarten a importancia das teorias de
grupos e representacdes na drea de matrizes aleatdrias, principalmente no que diz respeito a dualidade Schur-

Weyl que foi crucial na obteng¢do das FW.

Dito isso conclui-se que grupos e representacdes apesar de serem uma teoria antiga, ainda sdo muito
importantes na fisica e matematica de forma geral, fazendo-se indispensdvel seu aprendizado para um co-

nhecimento profundo desses temas.
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