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RESUMO

Nesta monografia buscou-se compreender como funcionam os isolantes topoldgicos, uma
classe de material que apresenta propriedades fisicas intrigantes e nao-triviais. A estrutura
da monografia segue uma introdugao sobre os assuntos que motivaram o descobrimento
dos isolantes topologicos, através de um levantamento histérico partindo do efeito Hall e
abordando conceitos bésicos sobre fisica de estado sélido. E contido também o alvo do
trabalho desta monografia, em que estudamos os materiais como o grafeno e o siliceno.
Por fim temos também o estudo da transicdo de fase quantica por meio de fené6menos
criticos, onde é feito a analise da estrutura de banda de nano-fitas zig-zag de siliceno sob

campo elétrico através de simulagoes computacionais.

Palavras-chave: Isolante topolédgico; Siliceno; Grafeno.



ABSTRACT

This monograph sought to understand how topological insulators behave, a class of material
that has intriguing and nontrivial physical properties. The structure of the monograph
follows an introduction to the subjects that motivated the discovery of topological insulators,
through a historical survey based on the Hall effect and addressing basic concepts of solid
state physics. It is also contained the main subject of the work of this monograph, in
which we study materials such as graphene and silicene. Finally we have the study of the
quantum phase transition through critical phenomena, where the analysis of the zig-zag
nano-ribbon band structure under an electric field through computational simulations is

performed.

Key-words: Topological insulator; Graphene; Silicene.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1.1 — Representacao grafica do Efeito Hall. . . . . . ... ... .. ... ... 15
Figura 1.2 — Representagao grafica do Efeito Hall Anémalo. . . . . . . ... .. ... 17
Figura 1.3 — Colisoes dos portadores de carga descrita por Drude. . . . . . . . . .. 18
Figura 1.4 — Representacgao grafica do Efeito Spin Hall. . . . . . ... .. ... ... 20
Figura 1.5 — Representacao grafica do Efeito Hall Quantico. . . . .. .. ... ... 21
Figura 1.6 — Comparagao da resistividade entre o efeito Hall cldssico e o quantico. . 22
Figura 1.7 — Representacao grafica do Efeito Hall Quantico Anémalo. . . . . . . .. 23
Figura 1.8 — Representacao grafica do Efeito Spin Hall Quéantico. . . . . . . . . . .. 24
Figura 1.9 — Diferenca entre estruturas: (a-cristal),(b-amorfo) e (c-policristal). . . . 25
Figura 1.10-Cristal de rede ciibica e sua célula unitaria. . . . . . .. .. ... ... 26
Figura 1.11-Estrutura cristalina do tipo honeycomb. . . . . . . . .. .. ... ... 27
Figura 1.12-Representagao da periodicidade de {G}. . . . . .. ... ... ... .. 29
Figura 1.13—A rede de Bravais da rede hexagonal e seu respectivo espago reciproco. 30
Figura 1.14-Zona de Brillouin de uma rede quadrada e triangular. . . . . . . . . .. 30
Figura 1.15-Os pontos K e K’ da 1° ZB da rede hexagonal . . . . . . . . .. .. .. 31
Figura 1.16-0 potencial periédico darede. . . . . . . . . . ... ... ... ... 32
Figura 1.17-O comportamento da funcao de onda de acordo com Bloch. . . . . .. 33
Figura 1.18-Ordenamento das fungoes de onda dos elétrons em uma rede 1D. . . . 34
Figura 1.19-Parametro de hopping do elétron . . . . . . . . .. ... .. ... ... 35
Figura 1.20-Relacao de dispersao das energias da rede linear monoatomica . . . . . 37
Figura 1.21-Exemplo de quebra de simetria de reversao temporal. . . . . . . . . .. 38
Figura 1.22-Reversao temporal na presenca de um campo B externo. . . . . . . . . 39
Figura 1.23-Exemplo de simetria de paridade. . . . . . . . .. ... ... ... ... 43
Figura 1.24-Exemplo de envolvendo a fun¢dao de onda e paridade. . . . . . . . . .. 45
Figura 2.1 - I'T’s 2D e 3D e suas respectivas dispersoes de energia . . . . . . . . .. 46
Figura 2.2 — Processo de deformacao de um cubo para um paralelepipedo. . . . . . . 47
Figura 2.3 — Estrutura tipo monocamada do Grafeno. . . . . . . . .. ... .. ... 49
Figura 2.4 — Espectro de energia do Grafeno. . . . . . . . . ... ... ... .. ... 50
Figura 2.5 — Cones de Dirac nos pontos K e K’ nas bandas de conducao e valéncia. 50
Figura 2.6 — Esquema da interagao spin-orbita do atomo de hidrogénio. . . . . . . . 51
Figura 2.7 — Estrutura da rede do siliceno. . . . . . . .. ... .. ... ... ... 54
Figura 2.8 — Esquema de uma nano-fita zig-zag. . . . . . . . . . . .. .. ... ... 5}
Figura 2.9 — Espectro de energia da nano-fita zig-zag de grafeno. . . . . . . . . . .. 56
Figura 2.10-Espectro de energia da nano-fita zig-zag de siliceno. . . . . . . . . . .. 56

Figura 2.11-Espectro da nano-fita zig-zag de siliceno com a presenca de um campo E,. 57

Figura 2.12-Transi¢ao do isolante nao trivial para um trivial. . . . .. . ... . .. o7



Figura 2.13-Dominio onde temos um comportamento trivial e nao trivial. . . . . . . 59

Figura 3.1 — Exemplo de transigoes sélido para liquido, liquido para gasoso. . . . . . 60
Figura 3.2 — Diagrama de fase de uma transigdo de fase quantica. . . . . . . . . .. 61
Figura 3.3 — Exemplo sobre o que é o comprimento de correlacao £&. . . . . . . . .. 63
Figura 3.4 — Plotagem dos coeficientes c;o3 do siliceno para Ago =0.2e E, =0. . . 64
Figura 4.1 — O comportamento dos estados de borda quando £ — oc0. . . . . . .. 65

Figura 4.2 — Comprimento de penetracao & dos estados de borda com energia zero

como func¢ao da distancia ao ponto criticog=F —FE.. . . ... .. .. 66



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

INFIS Instituto de Fisica

UFU Universidade Federal de Uberlandia
EH Efeito Hall

EHA Efeito Hall Andémalo

ESH Efeito Spin Hall

EHQ Efeito Hall Quantico

EHQA Efeito Hall Quéantico Andmalo
ESHQ Efeito Spin Hall Quéantico

IT Isolante Topoligico

PO Parametro de ordem

TFQ Transicao de fase Quantica
PCQ Ponto critico quantico

SO Spin-érbita

RT Reversao temporal

7B Zona de Brillouin



SUMARIO

Listade Figuras . . . . . . . . . . 0 0 0 i i i i it e e e e e e e
1 INTRODUCAO TEORICA . . . .t i ittt et e i e
1.1 Efeito Hall Classico . . . . . . . . . . . . . . . .. . . .
1.1.1 Efeito Hall Anémalo . . . . . . .. ... ... ... .. ......
1.1.2 O modelode Drude . . . . . . . . ... ... ... ... ... .
1.1.3 EfeitoSpinHall . . . . .. ... ... ...
1.1.4 Efeito Hall Quantico . . . . .. . . ... ... ... ... .....
1.1.5 Modelo de Halldane . . . . . . . ... ... ... ... ... ....
1.1.6  Efeito Spin Hall Quantico . . . . . .. .. ... ... ... ....
1.2 Estrutura Cristalina . . . . . . ... . ... ... ... ..
1.2.1 Simetria de Translacdo e Célula Unitaria . . . . . . .. .. .. ..
1.2.2 Rede Reciproca . . . . .. . .. ..o
1.2.3 Zona de Brillouin . . . . . . ... ... ... ... L.
1.3 Equacao de Schrodinger em potenciais peridodicos . . . . . . . . . .. ...
1.3.1 Teoremade Bloch . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
1.3.2 Método Tight-Binding . . . . . . .. ... ... ... ... ...
1.4 Simetria de reversao temporal . . . . .. .. ..o L
1.4.1 Reversao temporal em sistemas classicos . . . . . .. .. ... ..
1.4.2 Reversao temporal em mecéanica quantica . . . . . . . .. . .. ..
1.5 Simetria de paridade . . . . . .. ... Lo oL
1.5.1 Paridade em mecanica classica. . . . . .. .. ... ... ...
1.5.2 Paridade em mecanica quantica . . . . . .. ... ... ...
2 Isolantes topoldégicos . . . . . . . . . . . L e e e e e e e
2.1 Invariante topologico . . . . . . . . ...
2.2 Grafeno . . . . ..
2.3 Efeito spin-Orbita . . . . .. ..o
2.4 Siliceno . . ...
2.5 Nano-fitas . . . . . . . . .
3 Tramsicoes de fase . . . . . . . . . . . . e
3.1 FenOmenos criticos . . . . . . . ..
4 RESULTADOS . . . . e e e e s e e e e e e
5 CONCLUSOES . . . . . i e e e e e e s e e e e
Referéncias . . . . . . . . . o o e e

APENDICE A Tight-Binding Grafeno . ... ... ... .........



APENDICE B Cones de Dirac



1 INTRODUCAO TEORICA

Neste capitulo seré apresentada uma introducao geral contemplando a area que
abrange esta monografia, abordando uma contextualizacao histérica sobre as produgoes
cientificas relacionadas aos primérdios dos isolantes topolégicos, como também o tratamento

matematico e fisico aplicados.

1.1 EFEITO HALL CLASSICO

No ano de 1897, o fisico americano Edwin H. Hall realizou um experimento que
até hoje carrega seu nome; o experimento consistiu de medir a voltagem que surge em
sistemas em que as portadores de carga podem ser submetidos a um campo elétrico externo
Eext € um campo magnético B perpendicular a amostra [1]. No caso, Hall o fez em um
sistema bidimensional. O interessante deste sistema é que, como a forca de Lorentz preveé,
particulas carregadas tem sua trajetoria desviada e acabam se acumulando nas bordas do
sistema, veja a figura (1.1), gerando um campo elétrico E, bem como uma diferenca de

potencial entre as bordas da placa, a qual pode ser medida.
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Figura 1.1 — Representacao grafica do Efeito Hall.

Quando em equilibrio, temos que a forca de Lorentz sobre a particula carregada é nula:

F=¢E+vxB)=0, (1.1)

onde v é a velocidade das particulas e g a carga. A diferenca de potencial entre as bordas
no equilibrio é Vg = Eh e a corrente elétrica na placa é I = gnyvh, em que o termo ny, € a

densidade de portadores de carga no sistema. Através da razao da diferenca de potencial
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de Hall e a corrente, para um sistema 6hmico, é possivel obter a expressao da resisténcia
Hall:

V E B BV
7H:RH—>RH: OURHzizi,
1 qnyv qn,  gN

(1.2)
onde a ultima expressdo foi obtida pelo uso da equagao (1.1), i.e, E=vB en, = N/V
onde N é o numero total de portadores de carga e V' é o volume do sistema. Vemos
portanto que a Resisténcia Hall é linear com o campo magnético aplicado. Contudo, vemos

que:

h ld BV
= 1.
Ry = pn T — PH I gN (1.3)

Portanto a resistividade Hall também é linear com o campo magnético (o termo A*
refere-se a drea de seccao longitudinal da placa). Sabendo as dimensées do sistema, o
valor do campo magnético aplicado, e medindo a voltagem Hall, podemos obter o sinal

dos portadores de carga (elétrons ou buracos), bem como sua densidade n,.

1.1.1 Efeito Hall Anomalo

Nota: Esta subsecao nao é de suma importancia para compreender o foco da

monografia, os isolantes topoldgicos, contudo, ela segue o intuito introdutério sobre

a histéria do efeito Hall.

Apés um ano da descoberta do efeito Hall (EH), em 1898 Hall realizou o mesmo
experimento para materiais de carater ferromagnético, observando que a resisténcia Hall
apresentava uma contribuicdo além do termo linear no campo magnético [2]. Uma
das propostas aceitas para compreender o efeito foi de que este termo era proporcional
a magnetizacdo M em um metal ferromagnético, pois mesmo na auséncia do campo

magnético ainda havia efeito Hall, a relagdo empirica que se estabeleceu foi:

Ry = ReB + RyM (1.4)

em que o primeiro termo remete a contribuicdo que depende do campo magnético e o
segundo sendo a contribui¢ao devido a magnetizagdo do material. O intrigante dessa
relagdo é que até entao nao era possivel descrever a origem dessa contribuicao apenas
através da forca de Lorentz aplicada aos portadores de carga. Aparentemente, a razao
dessa contribuicao estd ligada & topologia das bandas dos sélidos [3,4], porém a mesma

nao havia sido formulada na época. Uma teoria que age como um suplente, elaborada

16



em 1954 pelos fisicos Robert Karplus e Joaquin Luttinger [5], descrevia que para este
tipo de sistema, quando um campo elétrico era aplicado no sélido, os elétrons adquiriam
uma nova velocidade de grupo, o que representa um termo “anémalo”. O interessante é
que a velocidade anomala é perpendicular ao campo elétrico do sistema, podendo entao
contribuir para o condutividade Hall. A velocidade anémala agora esta relacionada com
a mudanca de fase na funcao da onda de Bloch e o Hamiltoniano da rede, em que no
momento que um campo elétrico é aplicado, ha uma evolucao do sistema no espacgo k da
rede do cristal [6,7].

M,

Figura 1.2 — Representacao grafica do Efeito Hall Anomalo.

Em suma, podemos dizer que a origem do Efeito Hall Anomalo (EHA) tem
caracteristicas extrinsecas para cada material, podendo ser relacionada tanto quanto ao
espalhamento dos portadores devido ao spin dos mesmos ou devido a natureza da sua banda
de condugao que depende dos spins dos portadores [4]. Esse tipo de efeito é relativistico
e acontece devido ao acoplamento dos elétrons que se movem nos orbitais com seu spin.
Quando temos elétrons que se movem sob agdo de um campo elétrico externo, o elétron é
submetido a uma forga transversal, que é proporcional a sua corrente de spin, diferente
da corrente de carga como vemos na for¢a de Lorentz [8], deste modo, os elétrons com
o spin-up e spin-down iram se mover para diregoes opostas no material. Tratando dos
materiais ferromagnéticos, a contribuicao devido a magnetizacao causa um diferenca na
populacao dos elétrons, pois teremos uma preferéncia de spin, gerando entao o efeito Hall

andmalo .

1.1.2 O modelo de Drude

Para compreender melhor o efeito Hall classico, é interessante compreender um
modelo mais elaborado para descrever a dinamica do elétron, o modelo proposto em 1900
pelo fisico Paul Drude [9], no qual assumimos que os portadores de carga estdo em um meio

que oferece uma resisténcia. A resisténcia que o modelo descreve é devida ao espalhamento
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entre os portadores de cargas e as impurezas da amostra e também entre os portadores de
carga e as vibragoes dos atomos do material, como visto na figura (1.3), isso implica que,
apesar das cargas entrarem em movimento sob a forca de Lorentz, elas perdem energia

devido as colisoes.

—e

Figura 1.3 — Colisoes dos portadores de carga descrita por Drude.

Se considerarmos que o tempo médio entre as colisoes no sistema é 7, temos entao

a média das forgas que agem contra o sentido dos portadores:
Fr...=——. 1.5
t - (1.5)

onde os termos m e v sao a massa e a velocidade média dos portadores. Levando em conta

a forca de Lorentz no sistema, a segunda lei de Newton implica que:

md—vzq(E+va)—m. (1.6)
dt T

Para o caso em equilibrio, as forcas se anulam, logo v é zero, em que obtemos:

?:q(E—i—va). (1.7)

Tomando B ao longo do eixo z, temos as seguintes componentes cartesianas:

Uy = q—TEx + q—Tva
m m

qt qT
Uy = EEy — EB,UI (18)
U, = qlEz

m

Vamos usar neste exemplo uma amostra com as dimensoes fisicas da figura (1.1), em que
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podemos definir as correntes do sistema como:

I, = J.hd = Nquy(hd) — J, = Nqu,
I, = J,ld = Nqu,(ld) — J, = Nqu, (1.9)
I, =J.,lh = Nqu,(lh) — J, = Nquv,

obtendo, portanto:

o
J, = E,+w. mE
1+ (wer)? ( 2
o
J,=——— (E, —w.E, 1.10
Yy 1+(WC7—)2( ) ) ( )
J,=0ok,
em que :
Ng? B
o= qTewCEq—. (1.11)
m m

Agora temos que a expressao para a condutividade ¢ depende de um pardmetro 7, aqui o
interpretamos como um tempo de relaxacao, conceito muito usado para discutir transporte
eletronico em materiais. O termo w, representa a frequéncia de ciclotron dos portadores
de carga. Considerando o caso onde a contribui¢ao do campo E, é nula (E, = 0) e que a
contribuigao espacial da placa ao longo do eixo z é desprezivel (d — 0) , sabendo que

E = pJ, podemos descrever a resistividade como:

1 1 WeT . m B, (1.12)
e o — = ——F € Ppy = — T — o .

aqui conseguimos descrever que a resistividade é um parametro que depende da direcao,
em que apenas os termos transversais tem uma relagdo linear com o campo magnético

aplicado.

1.1.3 Efeito Spin Hall

Nota: Esta subsecao nao é de suma importancia para compreender o foco da
monografia, os isolantes topoldgicos, contudo, ela segue o intuito introdutério sobre

a histéria do efeito Hall.

Em 1971, os fisicos Dyakonov e Perel propuseram um modelo andlogo do EH, mas
com spins [10, 11]. Diferente do EHA| nao hé contribui¢do da magnetizacao do material

ou campo magnético externo. A premissa do modelo parte das observacoes de que, na
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auséncia desses elementos, ainda podemos observar efeitos em sélidos como o espalhamento

dos elétrons devido a sua orientagdo de spin, como visto na figura (1.4).

Figura 1.4 — Representacao grafica do Efeito Spin Hall.

Neste modelo, ao passar uma corrente na amostra, ha um acumulo de spins nas
bordas, sendo a orientacao de spin opostas em relagao a outra borda do material, como
também, se a corrente induzida for invertida, a orientagdo dos spins também inverte. A
principio, era pensado que o acumulo de spins nas bordas era devido ao espalhamento
assimétrico entre os elétrons de spin-up e spin-down com impurezas da amostra, de
modo que a origem do efeito era extrinseca [12], porém, em 2003 foi demonstrado que
o acoplamento spin orbita pode produzir a corrente de spin transversal mesmo sem
espalhamento ocasionado por impurezas [13,14], agora colocando o efeito spin Hall (ESH)

como de natureza intrinseca.

1.1.4 Efeito Hall Quantico

Em 1980, apds 83 anos da descoberta do EH, os fisicos Klaus von Klitzing, G.Dorda
e M. Pepper conseguiram observar experimentalmente um comportamento exético da
matéria [15]. Colocando um gés de elétrons 2D sob baixas temperaturas, da ordem de
1.5K e um forte campo magnético (da ordem de 157") perpendicular & amostra produz
algo similar ao EH, temos que ha uma corrente nas bordas do material. Quando os
elétrons entram em seu movimento de 6rbita na presenca do campo magnético externo,
encontram uma barreira fisica nas bordas com o vacuo, entdo comecam a caminhar em
semi-circunferéncias através das bordas, ja o meio do material se torna isolante, contendo

elétrons com um movimento orbital, como vemos na figura (1.5).
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Figura 1.5 — Representacgao grafica do Efeito Hall Quéntico.

Diferente do efeito Hall classico, este sistema apresenta o minimo de dissipacao e
também um comportamento quantizado da condutancia de Hall, assim como na equagao

(1.12), podemos descrever a condutividade da mesma forma, de modo que para o sistema

S I I (1.13)
ny Uyy 5 O

a condutividade transversal é nula quando nao temos transi¢oes e o termo v representa um

em equilibrio temos:

fator de preenchimento, podendo apenas conter nimeros inteiros (v = 1,2,3,...). Sabemos
que a dinamica orbital do elétron sob um campo magnético é equivalente ao oscilador

harmonico quantico, em que as energias possiveis sdo quantizadas:

1 B
E, = (n + —) hw., sendo w, = i (1.14)
2 m

Referente aos niveis de energia F,,, os mesmos sdo chamados de niveis de energia de
Landau, esse tipo de comportamento s6 é notavel para sistemas com baixas temperaturas
e fortes campos magnéticos, isto é, quando a energia térmica é menor que os niveis de
energia de Landau (kT < hw,), tendo um degenerescéncia muito alta. Quando um
desses niveis de energia ¢ totalmente preenchido, nenhum elétron pode mais ocupar aquele
estado, o fator de preenchimento é v = 1, implicando que demos um salto no valor da

condutividade do material, como vemos na figura (1.6).

O termo w,, assim como visto na equacao (1.11) é a frequéncia de ciclotron, os
elétrons submetidos a forca de Lorentz giram ao redor do fluxo magnético que passa no
material, o interessante é que até mesmo as Orbitas que descrevem seu movimento sao

quantizadas, de modo que a expressao para o raio das mesmas é:

h eBh
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Figura 1.6 — Comparacao da resistividade entre o efeito Hall classico e o quantico.

O interessante da equagdo (1.15) é que, podemos observar uma relagao direta com o
transporte de carga nas bordas, como visto na figura (1.5) . E intuitivo pensar que quanto
maior o R, mais rapido sera o transporte, pois o salto dos elétrons é maior, implicando que
quanto maior o nivel de energia mais eficiente é o transporte, porém w, pode ser um termo
controlavel experimentalmente, podemos aumentar os niveis de energia fornecendo energia
para os elétrons como também aumentando o valor do campo magnético no sistema. Deste
modo, podemos também aumentar a energia do sistema porém diminuindo as érbitas
dos elétrons, o que nos leva a pensar que o transporte pode ser prejudicado. Entretanto,
como visto na equagao (1.14), a frequéncia w, cresce linearmente com B, compensando
a diminuicao do salto de energia, logo a eficiéncia que o experimentador pode procurar

depende como ele altera a energia do sistema.

Em suma, Klaus von Klitzing recebeu um Nobel em 1985 pela sua descoberta.
O efeito Hall quantico (EHQ), foi o primeiro sistema a apresentar natureza topolégica
em fisica da matéria condensada, pois temos elétrons localizados no bulk (o sistema é
isolante) e elétrons de condugao nas bordas, sendo algo topologicamente caracteristico [16].
Posteriormente foi descoberto que o termo v é um invariante topoldgico, cujo valor é

independente das interagoes com os elétrons ou a geometria do sistema [17].

1.1.5 Modelo de Halldane

Em 1988, Haldane propos um modelo com as mesmas caracteristicas do EHQ),
usando uma rede com "Spinless fermions'(elétrons sem spin) sob influéncia de um fluxo
magnético peridédico [18], seu intuito era demonstrar que poderiamos obter estados de
borda sem trabalhar com condig¢oes extremas e as vezes nao muito praticas como no EHQ.
Com isso temos que o fluxo magnético total em uma célula unitaria é zero, porém os

elétrons sao induzidos a formarem estados de conducao nas bordas, como vemos na figura
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(1. 7). Diferente do EHQ), neste sistema temos que a conduténcia de Hall é originada
da estrutura de bandas dos elétrons da rede e nao dos niveis discretos de Landau para
um sistema com campo magnético grande, tendo entao um modelo que descreve um caso
particular do efeito Hall quantico anémalo (EHQA), sem a presenca de campo externo

liquido e os niveis de Landau.

M,

b

Figura 1.7 — Representagao gréafica do Efeito Hall Quéantico Anémalo.

Apés um estudo continuo neste sistema, foi descoberto que o mesmo sistema poderia
ser feito na auséncia de um fluxo de campo magnético, incluindo apenas o acoplamento
spin-6rbita do elétron, o interessante é que temos que o EHQA é presente em materiais com
acoplamento spin-Orbita forte. Neste sistema, podemos descrever a condutancia anomala
por meio da integral de curvatura de Berry sob espaco k [19] ou também através do ntimero
de Chern em bandas ocupadas. O modelo prevé que é possivel acharmos um ntmero de
Chern diferente de zero para as bandas dos elétrons na auséncia do campo magnético. O
EHQA foi observavel em 2015, através de filmes finos dopados de Cromio(Cr), com quebra

de simetria de reversao temporal, este um isolante topoldgico [20].

1.1.6 Efeito Spin Hall Quantico

O efeito spin Hall quantico pode ser descrito com ferramentas similares ao EHQA,
porém, ao invés de observarmos correntes de spins com uma Unica orientagao nas bordas,
vemos um combinacao que pode ser descrita como dois EHQA com elétrons com spin-up
e spin-down com quiralidade oposta. A contribuicao para a condutancia de Hall nesse

sistema depende agora da corrente de spins.

Em 2005, os fisicos Charlie Kane e Eugene Mele elaboraram algo engenhoso, fazendo
uma generalizacdo do modelo de Haldane usado para o EHQA, aplicando em uma rede de
grafeno contendo elétrons de spin %, substituindo o fluxo periédico do campo magnético

pelo acoplamento spin-drbita [21].
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Figura 1.8 — Representagao gréafica do Efeito Spin Hall Quantico.

Para os spins dos elétrons, é como sentirem um campo magnético que depende do
proprio spin. Em elétrons de spin opostos, serd uma forga spin-orbita oposta, ou seja, a
forga devida ao efeito spin-érbita é transversal [8] . Com isso, o intuitivo é observar que
o sistema é como um modelo bicamada de Haldane para elétrons de spin % Neste caso,
temos que as correntes de spin se manifestam nas bordas do material, sendo opostas entre
si, formando estados helicoidais de borda. O mais interessante do efeito, é que a simetria
de reversao temporal é preservada e os estados de borda sao robustos frente a impurezas
da amostra, pois "backscattering" é proibido, gerando transporte com minima dissipagao

possivel, ambas caracteristicas da natureza topoldgica do material.

O trabalho de Kane e Mele causou uma grande agitagdo na comunidade de matéria
condensada, pois 0 mesmo previa a existéncia dos isolantes topolégicos de spin [22], visto
que o ingrediente principal para observar transicoes topoldgicas era o efeito spin-orbita,

houve um crescimento na pesquisa de novos materiais candidatos a serem ITs.

1.2 ESTRUTURA CRISTALINA

Nota: Esta secao é baseada em conceitos simples abordados em livros de fisica do

estado solido. Os livros textos usados como base podem ser vistos nas referéncias
[23,24].

Na fisica do estado sélido, procura-se compreender estruturas peridédicas como os
cristais e suas propriedades fisicas. Como esses tipos de sistemas nao apresentam desordem
em sua rede, torna-se muito mais interessante para os fisicos trabalharem com materiais
cristalinos, note que isso é apenas uma das motivagoes. Apesar do senso comum, nem

toda estrutura que assemelha-se a um material como o vidro comercial é um cristal, pois

24



o mesmo pode transparecer uma estrutura amorfa e ndo homogénea, a figura (1.9) pode
exemplificar de maneira intuitiva. Como os elétrons possuem um comprimento de onda
muito pequeno, da ordem da propria estrutura cristalina, qualquer mudanga na estrutura e
arranjo do material geram mudancas significativas em sua dinamica. Ja para a luz visivel,

seu comprimento de onda é suficientemente grande para nao sofrer grandes alteragoes.
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Figura 1.9 — Diferenga entre estruturas: (a-cristal),(b-amorfo) e (c-policristal).

H&a muitos materiais com estruturas cristalinas. Um conceito comum que ¢é usado
na area da cristalografia é que podemos definir uma estrutura como um cristal se 0 mesmo
apresentar um arranjo de atomos em um padrao que se repete periodicamente em trés
dimensoes. Essa defini¢ao implica a existéncia de simetria de translagao e periodicidade
espacial, isto é, se pudéssemos nos mover na rede por um vetor de rede, nao notariamos
nenhuma mudancga nas redondezas, pois pareceria que para onde nos deslocamos tudo é
idéntico. Com isso podemos observar um padrao de repeticao e obtermos uma base da

rede cristalina.

1.2.1 Simetria de Translacao e Célula Unitaria

Para exemplificar o que apresentamos anteriormente, peguemos um arranjo 3D
cubico, e vamos colocar atomos em cada vértice. Essa estrutura periddica pode ser descrita
através de um conjunto de vetores {R} que pode se mover por toda estrutura ctbica,

como na figura (1.10).

Podemos observar que todos os vértices da rede estao relacionados por uma trans-
lagao na rede através de uma combinacao linear dos vetores a_1>, a5 e (1_3) (veja a equagao
1.16). O notério dessa caracteristica é que o sistema torna-se invariante perante qualquer
deslocamento inteiro realizados pelos vetores, podendo entao descrever qualquer posicao

na rede:

R = myai + myaj + msaj, sendo m; (i = 1,2,3) um nimero inteiro. (1.16)
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Figura 1.10 — Cristal de rede ctbica e sua célula unitaria.

O interessante é que com a equagdo (1.16), define-se a invariancia translacional do cristal.

Os termos m; sdo nimeros inteiros, pois contemplam a condi¢do que um escalar inteiro dos

vetores da célula unitaria é suficiente para descrever toda posicao possivel na rede. Como

visto na figura (1.10), entre os vetores da rede, podemos conter angulos bem definidos,

estes a, 8 e 7. E importante mencionar que a rede ctubica é um caso particular onde os

angulos entre os vetores sao todos iguais, ou seja, a« = § = v = 90°, em que os vetores

@’ nao sdo coplanares e sdo de mesma magnitude. O angulo « é entre os vetores a e

a_g, [ entre ai e a; e v entre aj e a_g, com base nisso, podemos descrever as seguintes

combinagoes:
Vetores da base  Angulos Sistema cristalino
ay # as # as a# B #v#90° triclinico
ay # as # as a=~v=90°0+#90° monoclinico
ay # as # as a=p0p=vy=90° ortorrémbico (1.17)
a, = as # as a=p0p=vy=90° tetragonal
ay, = as # as a=[=090°v=120° hexagonal
ay = as # as a=p0=vy%#90° romboédrico
a1 = ay = as a=p0p=y=90° cubico

A célula unitaria por sua vez sera o elemento do cristal em que podemos estudar

as propriedades fisicas do material. E importante mencionar que:

e Nao hd uma tnica maneira de escolhermos o conjunto de vetores al.

e Se os vetores que compoem o conjunto

—

a; possuem o menor "passo' da rede e nao

sao coplanares entre si, sao denominados vetores primitivos.

e Define-se a célula unitaria primitiva aquela que é constituida pelos vetores primitivos.
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e Em uma rede qualquer, existem iniimeras células primitivas possiveis, mas apenas

uma célula de Wigner-Seitz.

O nome que damos para as redes que apresentam caracteristicas periddicas, é rede de
Bravais. Nesta monografia vamos trabalhar com a rede de geometria "Honeycomb" que
contempla tanto a rede 2D que descreve o Grafeno quanto o Siliceno, porém estas nao sao
redes de Bravais.

y . Sub-rede A
. Sub-rede B

. Primeiros vizinhos
=~ Célula primitiva

Figura 1.11 — Estrutura cristalina do tipo honeycomb.

Como visto na figura (1.11), quando pegamos uma célula unitéria hexagonal e expandimos
em uma estrutura cristalina, precisamos de duas sub-redes triangulares para descrever toda
rede real, no caso a sub rede A e B. Note que o argumento que faz que a rede hexagonal
nao seja uma rede de Bravais aparece quando observamos o ponto C, os pontos em que as
vizinhancas parecem iguais em relacdo ao ponto C' estao apenas contidos na sub rede A,
separados da rede B por uma rotacao de 180°, ou seja, a vizinhanca que os pontos da sub
rede A observam nao sao iguais ao pontos da sub rede B. Sua célula unitaria primitiva,

entretanto, contempla as caracteristicas de uma base de uma rede de Bravais.

1.2.2 Rede Reciproca

A rede reciproca é onde trabalhamos com as propriedades do cristal no espaco k,
o espago dos vetores de onda, sendo de grande importancia para analisarmos fendmenos
como difragao de raios-X em solidos cristalinos e o comportamento da estrutura eletronica
da rede. Vamos considerar uma rede de bravais 3D que podemos descrever com o seguinte

conjunto de vetores: {R}:

R = mya; +myas + mya; (1.18)
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como ja visto, sabemos que R define o comportamento peridédico da rede no espaco real, ou
seja, existe uma operacao de simetria que torna qualquer ponto descrito por R invariante.

~ikr para um k arbitrario,

Considerando uma onda plana 3D, que podemos descrever por e
temos que a periodicidade dessa func¢ao de onda nao sera igual a rede de Bravais, logo
podemos entender que a mesma nao ¢ invariante perante as mesma operacoes de simetria.
Vamos definir nossa rede reciproca como G. Em um regime discreto, quando k = G
teremos a mesma periodicidade, assim definimos que o conjunto de vetores G define a

nossa rede reciproca. Implicando que se aplicarmos uma translagao para qualquer R:

TReiCT — ¢iG-(+R) _ (iGr (1.19)

em outras palavras:

9’ =1, - G-R =2mn, sendo (n = inteiro). (1.20)

Com isso, podemos deduzir que toda rede de Bravais {R} possui sua rede reciproca {G}
correspondente. E importante mencionar que a rede de Bravais sera definida no espacgo
real, com uma dimensao [L], enquanto sua rede reciproca sera descrita no espago dos

vetores de onda, com dimensao [1/L].

Podemos descrever um simples exemplo envolvendo uma rede linear (1D) com
uma parametro arbitrario de rede a, neste caso, podemos descrever os pontos da rede
como R = max. Consideremos uma onda plana real sen(kx), é facil ver que apenas
em valores discretos de k£ que a onda tera a mesma periodicidade da rede, usando a
equagao (1.20), obtemos a rede reciproca { G} para uma dimensao , sendo como resultado
G =2mn/ aﬁm, implicando que o espacamento periddico dos pontos da rede reciproca {G}

possui parametro de rede 27/a como visto na figura (1.12).

Uma das coisas que podemos provar sobre a rede de reciproca é que ela também é
: s T = ,
uma rede de Bravais. Usando a idéia que seus vetores primitivos by, b e bs sdo construidos

a partir dos vetores da rede de Bravais, a?, as e :Tg, obtemos:
a3 x a3 agxa; = aj x a3

— —
by =27 ; by =27 (1.21)

e ==
al - (a2 X 33) aj - (a2 X 33)’

. , — — = .
Com isso, queremos mostrar que a rede reciproca G = nib; + nsbs + nsbgs satisfaz a

condigdo na equacgao (1.20). Tendo como {R} a equagdo (1.18), o produto escalar G - R

admite que:
%
de modo que:
G - R = 27(nymq + nomay + ngmg). (1.23)
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Figura 1.12 — Representacao da periodicidade de {G}.

Note que ambos os indices n; e m; podem apenas assumir valores inteiros, logo sua soma
também, demonstrando entao a relagao da equagao (1.20). Em conclusao, a rede reciproca
%

¢ uma rede de Bravais cujos vetores primitivos sao os bj.

Nosso desenvolvimento engloba a geometria honeycomb, como visto na figura (1.11).
Para tratar o sistema como uma rede de Bravais, devemos usar sua célula primitiva. Sua
estrutura pode ser descrita como uma rede triangular com a base de dois atomos por célula

unitaria. A expressao que temos para seus vetores primitivos 2D sdo:

a = g (3,v3), & = % (3,-v3). (1.24)

Para sabermos os vetores primitivos dessa rede, usamos a seguinte expressao:

R- az RET1>

b =2 b =2 1.25
1 W;R——% 2 Waz-R-al’ (1.25)

em que o termo R representa uma matriz de rotacao em 90°:

R(0) Cos(0) —Sen(0) 90°, 0 -1 (1.26)
Sen(0) Cos(0) 1 0/ .

obtendo portanto:

R g( V3,3) R-a@:g(\/é,s). (1.27)

- =
Resolvendo os vetores by e by na equagao (1.25), a expressdao para os vetores da

rede reciproca se torna:

by — (1 V3); by — 27; (1,-v3). (1.28)
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Sabendo agora como é nossa rede reciproca { G}, vamos observar espago k do nosso

cristal na figura (1.13):

Espaco Real Espaco Reciproco

X kx

Figura 1.13 — A rede de Bravais da rede hexagonal e seu respectivo espaco reciproco.

Como visto, em nosso espago reciproco temos uma rede triangular, aqui estudaremos

as propriedades eletronicas da rede, no dominio da primeira zona de Brillouin.

1.2.3 Zona de Brillouin

A zona de Brillouin (ZB) ¢é descrita em fisica de estado sélido, como uma célula
unitaria primitiva da sua rede reciproca. A rede reciproca pode ser definida por um
conjunto de ZB’s. Para os fisicos, ¢ interessante trabalhar com a primeira ZB, pois esta
é uma regiao sem desconexao (veremos o que isso significa na figura 1.14). Podemos
denominar as ZB’s através das regioes que as linhas bissetrizes perpendiculares entres os

pontos mais préoximos do ponto central geram quando se intersectam.

== Ak
by oo
1° Zona de Brillouin T b
02
2° Zona de Brillouin X ’
X

Figura 1.14 — Zona de Brillouin de uma rede quadrada e triangular.
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Os pontos KK’ M,X e I" sdo conhecidos como pontos de alta simetria, em que
temos mais pontos na célula unitaria além do mesmo que se comportam de maneira igual.

Vamos definir as coordenadas dos pontos K e K’ da rede hexagonal da figura (1.14);

K (0, 4n )
3V3a

—47
K (O' ﬁ)

Figura 1.15 — Os pontos K e K’ da 1° ZB da rede hexagonal

Nosso ponto de interesse engloba a ZB da rede hexagonal, pois a mesma contém a mesma
geometria do Grafeno e do Siliceno e é fundamental para célculos que engloba esta
monografia. Em especial os pontos K e K’ sao pontos em que observamos os chamados
cones de Dirac, objeto de grande estudo quando estamos tratando dos Isolantes Topologicos,

e serao de suma importancia para o desenvolvimento desta monografia.

1.3 EQUACAO DE SCHRODINGER EM
POTENCIAIS PERIODICOS

Nota: Esta secao é baseada em conceitos abordados em livros de estado solido. Os

livros textos usados como base podem ser vistos nas referéncias [23,24].

Em sistemas microscépicos e nao relativisticos, a dinamica dos elétrons é muito
bem descrita através da mecanica quantica. Em geral, por meio da equacao de Schrodinger,
sendo esta: ~
indYnY HU(F ). (1.29)

ot
H & nosso operador Hamiltoniano que contem a informacao da energia cinética e potencial
do sistema. Através de uma separacao de variaveis, podemos descrever V(7,t) como um

produto de fungoes ¥ (7) T'(t), obtendo a equacao de Schrodinger independente do tempo.

(=30 724V ) 006) = B(s) — 1007 = B0 (1.30
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A relacao obtida na equacao (1.30) implica que ¢ (7) equivale a parte espacial dos auto-
estados de H. J4 E corresponde aos autovalores da equagao (1.16), em que obtemos a

informacao das energias possiveis do sistema.

Vamos imaginar uma rede linear de dtomos como segue a figura (1.30). Observamos
que assim como a periodicidade espacial dos atomos em um cristal, os potenciais atratores

dos ntcleos atémicos possuem a mesma periodicidade, logo ¢ intuitivo que:

V(7+ R) = V(7), VYR e Rede de Bravais . (1.31)

S V(x)

e~ guase livre!

e~ fortemente acoplado! |

e~ livre!
] (e tiore]

O O O

(M) (M
g g

Figura 1.16 — O potencial periddico da rede.

Como visto na figura (1.16), podemos ter diferentes estados ocupados para os
elétrons na rede. Iremos tratar nesta secao do modelo Tight-Binding, em que temos
orbitais atémicos razoavelmente localizados. Apesar de antigamente o método Tight-
Binding ser visto como 1til apenas para descrever materiais isolantes, ele também descreve
materiais semicondutores como o siliceno e semi-metais como o grafeno, o foco desta

monografia.

1.3.1 Teorema de Bloch

Quando estamos tratando de potenciais periédicos, o uso do teorema de Bloch é
extremamente necessario. Estamos tratando da dindmica dos elétrons em cristais. Vamos
admitir que em nossos sistemas os elétrons nao interagem entre si, sentindo apenas o
potencial dos atomos da rede ou de campos externos aplicados ao sistema. Isso implica que
podemos resolver os elétrons de forma independente, deste modo, a equacao de Schrodinger

se torna :

—

(<30 7+ V= B)) 00 = B0 (1.32)

Os somatoérios de V; sdo referentes aos potenciais dos atomos na rede. A questao que

a equagao (1.32) levanta é, qual é a melhor autofungéo ¢ que pode descrever este sistema?
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O Teorema de Bloch implica categoricamente que para o caso onde nosso potencial de

rede admite a relagdo da equagao (1.31), podemos descrever nossa autofungao como:

9 (7) = eFRUD),  sendo w7+ ) = ul®)(7), (133

O termo « se chama indice de banda, veremos seu significado nas préximas subsegoes. Como
visto, a equagao (1.33) se trata do produto de uma onda plana, a mesma que descreveria
um elétron livre, porém, acompanhada de uma func¢ao u com mesma periodicidade da
nossa rede de Bravais. E importante mencionar que nossa funcéo de onda néo terd a
mesma periodicidade de nosso potencial, devido ao termo de onda plana. O termo de onda

plana ird modular a fungdo u, como segue a figura (1.17).

¥

Figura 1.17 — O comportamento da fungao de onda de acordo com Bloch.

Como visto na figura (1.17), quando deslocamos nossa fun¢ao de onda por um
vetor da rede de Bravais E, o termo u da equagao (1.33) é invariante, ji o termo eik ™
adquire uma fase. Em suma, o teorema de Bloch nos passa a intuicao fisica de que, para
um cristal infinito, em que todas as células unitarias sao iguais entre si, nao hé porque a
probabilidade de encontrar o elétron em um sitio ser menor do que outro, como também

nao ha motivo para os observaveis fisicos mudarem de uma célula unitaria para outra.

1.3.2 Meétodo Tight-Binding

O método de aproximacao Tight-Binding, ¢ um modelo muito comum para deduzir

o comportamento eletronico de materiais. Para esse tipo de modelo, consideramos que os
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orbitais atomicos estao bem localizados no cristal. Vamos observar por exemplo uma rede
1D contendo apenas um orbital em um atomo monovalente, a expressao que temos para o
Hamiltoniano do um cristal seré:
N
H=K+)> V. (1.34)
i=1
Em que o primeiro termo se refere a energia cinética do elétron e o segundo se refere ao
potencial atrator dos atomos. Inferimos que nosso sistema possui condigoes periddicas de
contorno, ou seja, se temos N sitios, o sitio NV é igual ao sitio 0. Colocamos também a

condicao que os orbitais sao ortogonais entre si, isto é:

(nlm) = 0nm (1.35)

Nossa fungao de onda do elétron se trata de uma somatéria de N termos |¢p,|n) de

cada atomo da rede:

(W) = > daln) (1.36)

Podemos ver como interpretar isso na figura (1.18):

!L!

5 | <|n) 1)

""" 0 - i e e o m
e) o © 0 o o 0 o

”' \l

Figura 1.18 — Ordenamento das func¢oes de onda dos elétrons em uma rede 1D.

A equacao de Schrodinger para esse tipo de sistema ja é bem conhecida, sendo:

O ket |n) remete ao autoestado fundamental do dtomo que terfamos caso tivéssemos
apenas o atomo n no sistema (aproximagao do dtomo livre). Nosso Hamiltoniano pode ser

descrito em forma matricial, no caso uma matriz N x N:

Hym = (n|H|m). (1.38)

Vamos estudar um pouco a equagao (1.34). K remete a energia cinética do elétron,
p2 /7 . ~ . ’ . ~ =l / A .
K = 7. V; ¢ a interagao coulombiana do elétron na posigao 7 com o nucleo atémico no

sitio i,

V, = V(7 - R), (1.39)

N
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sendo R; a posicao do i — ésimo atomo.

Com isso, obtemos :

Hlm) = (K + Vi) [m) + > ViJm), (1.40)
i#Em
Podemos observar na equagao (1.40), que os termos (K + V,;,) sdo o Hamiltoniano
que teriamos para apenas um unico atomo, o m — ésimo nucleo, sem qualquer outro atomo

vizinho. Tomando os orbitais |m) como os orbitais atdémicos, obtemos:
(K + Vm) |m> = Eatémico|m>7 (141)

em que €gomico © a energia do elétron no atomo m, sem a presenca de qualquer outro

atomo no sistema. Podemos entdo rescrever a equagao (1.38) como:
Hn,m - (n|H]m> - €atémicoén,m + Z <7’L |V;| m> . (142)

O somatorio da equagao (1.42) é um termo de salto do elétron, referindo-se a sua
capacidade de conseguir se deslocar de seu orbital para o orbital vizinho, a figura (1.19)

pode descrever isso de maneira intuitiva.

—4 = {95 (Z Vi out
: 2 (nlVilm)
............... l¢m Fror sTe— .
e . e n Tl na2 m
- @) O O O C S O

\l _____ \ \l

Figura 1.19 — Parametro de hopping do elétron

Como visto na figura (1.19), quando estamos calculando o fator de salto (hopping)

do elétron, estamos calculando a integral:

Y (n|Vilm) = /cb;l (Z %) Pmde . (1.43)

i#m i#m

Vamos lembrar que estamos tratando de orbitais razoavelmente localizados. E
intuitivo pensar que os mesmos nao tem um overlap de grande alcance. Podemos notar
que a equagao (1.43) envolve 3 indices diferentes, com a condigao que i # n. Portanto i é
algum sitio entre n e m. Exemplificando, se todas as fungoes contidas no produto sendo

integrado sao razoavelmente localizadas, o produto serda 0 em todo espaco, logo a integral

35



serd nula. Apenas quando houver algum overlap das 3 func¢oes é que o integrando sera
diferente de zero. Por isso a integral na equacao (1.43) também é chamada de integral
de overlap. Com isso, devemos descrever o pardametro de salto do elétron para diferentes
situagoes, em especifico vamos considerar a aproximacao para apenas os primeiros vizinhos,

em que obtemos as seguintes especificagoes:

VW n=m

d(n|Vilm)y =4 —t n=m+1 (1.44)
s 0 caso contrario

Aqui definimos Vj e t. Nota-se que os termos da diagonal da matriz sao os Vj, em
que o elétron nao salta de seu orbital para o vizinho préximo, mas adquire um shift em sua
energia. O termo t é conhecido como parametro de hopping, permitindo a Hamiltoniana de
mover os elétrons de um sitio para o outro. A magnitude de ¢ é relacionada ao quao perto
os orbitais estao entre si, aumentando quando estao perto, e decrescendo exponencialmente
quando distantes. Devido a invariancia translacional , é esperado que nosso resultado
apenas dependa das diferengas n — m. Com a equacao (1.44), podemos agora reescrever a

equagao (1.42) da seguinte maneira:

Hn,m — (E(zt()mico + ‘/0)5n,m —1 (5n+1,m + 5n—1,m) ) (145)

em que podemos simplificar com €y = €45mico + Vo:

Hn,m = 605n,m —1 (6n+1,m + 6n—1,m) . (146)

A Hamiltoniana descrita na equagao (1.46) é bem conhecida no modelo Tight-binding
1D. Queremos descobrir quais sao os autoestados da equacao da (1.46), para entao poder-
mos descrever o comportamento das energias possiveis do sistema. Usaremos o seguinte

ansatz: '
—ikna

O termo do denominador v/ N, esta relacionado a normalizacdo devido aos N sitios em

(1.47)

nosso sistema.

Vamos considerar as condigoes peridédicas de contorno, isto é, para um sistema de
N sitios de tamanho L = Na, os valores de k possiveis sao termos quantizados em 27/ L,
em que hd N possiveis solugoes para a equagao (1.47). Reescrevendo a equagao (1.37)

usando o que encontramos na equagao (1.46) e o ansatz proposto, obtemos:

i e—tkna e*ik(’ﬂ‘i’l)a efik(nfl)a 18
Stuwin = e~ (" + ) )
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Portanto:

€0

—ikna —ik(n+1)a —ik(n—1)a —ikna
e (e e > e (1.49)

w oWty ) TP

Por fim, isolando E temos a relagdo de dispersao da energia, como visto na figura (1.20):

E = ¢y — 2t cos(ka). (1.50)
E-e | Expandind k | E-eo
pandindo em um k pequeno
+2tT +2t1
+t
k=-n/a I I
—tT
=2t

Figura 1.20 — Relacao de dispersao das energias da rede linear monoatomica .

Um detalhe interessante que podemos constatar sobre a equacao (1.50) é que, a
dispersao do elétron no ponto de minima energia da banda é aproximadamente parabdlica.

Expandindo para k pequenos, obtemos:

E(k) = Constante + ta’k>. (1.51)

Como visto na figura (1.20), quando expandimos a energia para valores de k
pequenos, obtemos uma dispersao parabdlica, o especial dessa aproximacgao é que a

dispersao parabdlica é a do elétron livre:

h2k?
Elivre (k) -

o (1.52)

Com esse tipo de comportamento, podemos concluir que o elétron esta se comportando
como um elétron livre, porém com uma massa efetiva m* diferente:
h2k? h?

2m* “ m 2ta? ( )

Em suma, podemos definir a massa efetiva m* de modo que a dispersao dos elétrons
nas proximidades da energia minima da banda seja igual a de particulas livres, porém
com uma massa m*. E importante ressaltar que essa massa efetiva nao tem relagao com
a massa do elétron, visto que na equagao (1.53) definimos m* em func¢ao do pardmetro
de hopping e do espagamento entre os atomos. Algo que pode esclarecer melhor isso é
lembrarmos que o k£ que estamos trabalhando ¢ o momento cristalino, ndao o momento do

elétron em si.
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1.4 SIMETRIA DE REVERSAO TEMPORAL

Na fisica, costumamos aprender que as simetrias possuem um papel de grande
importancia, pois através delas podemos adquirir informacoes sobre uma diversidade de

processos que podemos estar interessados em estudar.

A reversao temporal (RT) consiste em inverter a dire¢ao do eixo do tempo, ou seja:

®:t— —t. (1.54)

Para compreender essa operagao, podemos recorrer a exemplos bem intuitivos como segue
a figura (1.21).

(@) @)@(fo——!v—» <v—t1 |®>% %v—» f’—t |

0

®» ()G -gvs oo |®)% - &?}/I

R\

Figura 1.21 — Exemplo de quebra de simetria de reversao temporal.

Em (a), um cubo é langado sobre uma superficie e desliza sem atrito até colidir
com uma parede, voltando entdo a sua posicao de origem. Se filmarmos esse evento, com
o cubo ja em movimento, um observador que assista a filmagem nao conseguira descrever
qual o sentido real do movimento do cubo, pois a filmagem real e a de tras para frente sao
indistinguiveis. Nesta situacao podemos dizer que a simetria de RT é conservada. Em
(b), pegamos o mesmo cubo porém agora temos atrito e ele é de gelo, o observador ao ver
a filmagem podera distinguir facilmente qual o sentido do tempo nas gravagoes, pois o
cubo se aquece devido ao atrito e derrete, este ¢ um processo em que a RT nao é valida,
portanto a simetria é quebrada. O caso (c¢) ilustra um caso impossivel, em que demonstra,

a reversibilidade temporal do processo de derretimento do cubo de gelo.
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1.4.1 Reversao temporal em sistemas classicos

Como podemos perceber, a RT esta ligada com as variaveis dinamicas de um

sistema. Em exemplo, vamos observar o comportamento da segunda lei de Newton:

Pz o dPx
em que obtemos:
d d
Fem(-5) ()
(1.56)
RO
dt?

Implicando que a equacao de movimento ¢ invariante. J& para as equacoes de Maxwell:

V. -E=A4mp V -OE =47p
V-B=0 V-6B=0
10E 4x —°, 190E  4r (1.57)
B-——=— B+ —-——=——
V x 25 cJ V x0 —I—C2 5 cJ
0B 00B
E+—= E-—=
V xE+ 5 0 V x0O T 0
Observamos que a RT implica a mudanca no sentido da corrente, em que ©J = —J.

A lei de Gauss nos da a igualdade OE = E. Ja a lei de Ampere implica que ©B = —B,
visto que a RT ira inverter o sentido da corrente J, o campo magnético também deve
inverter. Isso muda quando tratamos de um campo magnético externo constante, como

Ima, quebrando a simetria de RT, como segue a figura (1.22).

QSto nao acontece, pois os polos sdo fixosD

Figura 1.22 — Reversao temporal na presenca de um campo B externo.
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1.4.2 Reversao temporal em mecanica quantica

Nota: Esta subsecao é baseada em conceitos abordados em livros de mecanica
quantica. Para mais detalhes, o livro texto usados como base pode ser visto na

referéncia [25].

Vamos discutir seu efeito na mecénica quantica. A transformacao Ot — t' = —t
do tempo, implica também que nossos estados 1(t) e observaveis () também reajam a

mudanca do sentido do tempo, implicando que:
Oy) =v), eQHe~=q (). (1.58)

Deste modo, por exemplo, @20~ = 2/, @pO~! = p' e OcO~! = ¢'. Podemos
notar que © precisa ser uma transformagao cinematicamente admissivel, isto é, deve haver
consisténcia nas relagoes de comutacao. Podemos dizer entao, que ao aplicar o operador
TR, [z;,p;] = ihé;; e [J;, Jj| = ieijpJi devem manter sua relagdo de comutagdo. Aqui

também ¢é imposto que as condi¢oes classicas também se mantenham:
Q0 =2, OO '=—p OO !=—0 (1.59)

Portanto, © [z;,p;] @' = {x;,pg] = [z;, —pj] = — 24, p;]. Usando a relacao [x;, p;] = iho;;
, obtemos um resultado importante:

Q0 = —i. (1.60)

Isso implica que ® precisa incluir o operador K, que age em qualquer niimero complexo z

e o transforma em seu complexo conjugado.
K:K'=z2 —K'!'=K (1.61)

As relagoes de comutagao sao invariantes sob qualquer transformagcao linear, portanto o

operador © pode ser escrito como:
© =UK, (1.62)

Sendo U uma transformagao linear. Seja |1) um estado quintico. Temos que O|¢)) = [¢)
também deve ser um estado que pertence ao mesmo espago de Hilbert, implicando entao,

que U é unitario.

Como O deve ser uma transformagao cinematicamente admissivel, temos a seguinte
condicao: Na auséncia de interacoes ou presenca de forcas externas no sistema, para uma
particula livre, as equagoes que descrevem os parametros dinamicos devem ser invariantes
quando aplicado o operador ®, portanto é presumivel que:

9 9., "
o U) = Holo) = i [0) = Holu), ¢ = —t, (1.63)

40



sendo Hy o operador que representa a energia cinética de todo nosso Hamiltoniano. Vamos

aplicar a equagao (1.62) em ambos os lados da primeira igualdade na equagao (1.63):

OO '0207'0[Y) = OH,07'0|y)
= UKWK'W'UKZK'U™ [¢) = (OH,©7) |[¢) (1.64)
= —ihg W) = ihgy [Y) = O©H©@ ' [¢)

Como os elementos de Hy sao termos quadraticos de momento, a condicdo @ Hy® ! = H,

é satisfeita devido a equagao (1.59), portanto ® = UK é satisfeito também.

Da equagao (1.64), a relacao importante que notamos é que o operador © é anti-
unitério, visto que ® # U porém também © = UK . O operador © estd contido em uma
classe de operadores que o fisico Eugene Wigner chama de involutivo. Para essa classe
de operadores, quando repetidos eles voltam ao seu estado inicial. Isso implica que para
um operador G contido nessa classe, tem-se que G? = nl, onde n = € e I é o operador
identidade. Portanto, para operacoes do tipo G?, voltamos para o mesmo estado, porém

com uma fase .

Para o operador ®, como Wigner nos mostra, ele é involutivo, isso implica que
©? = nl, em que ) = &1 . Para podermos provar essa relacio, considere @ , em que U é
unitario em © = UK:
©’ =UKUK
=UKUK™" [Usando a equagao (1.61)]
=UU" (1.65)
Ul=U'=0'= U'=U0U"' = ©*=U0U'=yI
= U=nU ou U=nU

Assim, obtemos:

U=nU=0U = n=4+1 = ©O*=+] (1.66)

Para a equagao (1.66) ser de fato verdade, precisamos que 7 seja real, isso pode ser

provado com:

Q*=nl= Onle!'=060°0"" logo

'l =0*=nl =n=n" (1.67)
= 7 é real.
Consequentemente, temos sistemas pares (@2 = 1) e {mpares (0% = —1). O

sinal que temos em ©? é definido pela propriedades do operador U. Para um operador

anti-unitario, uma propriedade fundamental que temos é (@1|@¢) = (Y|p)* , e pode ser
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vista na seguinte expressao:
(©v]0¢) = (UKY|UKQ)
= (Ug*|Ug") = (¢ |[UTU") = (0*") (1.68)
= (¢]¢)" = (o)

Note que o produto interno (¥|¢)* é escalar, entdo seu hermitiano conjugado é
apenas seu complexo conjugado, isto é, ({(1|¢))T = (1|¢)*. O resultado obtido em (1.68)
é valido para qualquer tipo de U. Tal equagao implica que quando estamos sob uma
transformaciao ©, a probabilidade [()|¢)|? é conservada. Um ponto interessante a estudar
é uma propriedade que temos quando ©®? = —1. Vamos considerar dois estados, [1)) e

|®v), temos que:
(©[Y) = (OY|@%)) = —(OY[Y) = (OP[y) =0. (1.69)

Na equagao (1.69), resolve-se o primeiro passo usando o que achamos na equagao
(1.68), no segundo usamos a relagio ®% = —1. Assim sendo, [¢)) e |OvY) devem ser
diferentes e ortogonais (% = 1 ndo se altera). O que temos aqui é a base para a
degenerescéncia de Kramers. Podemos prové-la considerando que H ¢é invariante, ou seja,
©HO ! = H. Aplicando ©® em ambos os lados de H|) = E1), obtemos :

OHO'Oy) = E6y) ®"€57" H(By)) = E(O|)), (1.70)

onde usamos o resultado de que E é real. O mais interessante é que a equacao (1.70) nos
mostra que |1) e ©[y) possuem a mesma energia £ se @ HO™! = H e sdo ortogonais para
©? = —1. Portanto, para esse tipo de sistema teremos no minimo uma degenerescéncia

em par, a degenerescéncia de Kramers.

1.5 SIMETRIA DE PARIDADE

A paridade refere-se a inversao das coordenadas espaciais, ou seja:
P:x+— —uz. (1.71)

Para compreender melhor essa operagao, podemos recorrer a um simples exemplo, porém
bem intuitivo como mostra a figura (1.23). Como visto, a inversao de coordenadas espaciais
é algo similar a observar um fenémeno através de um espelho especial, em que ele nao
apenas inverte uma coordenada como espelhos normais que estamos acostumados, mas
também inverte todas. Na figura (1.23), o exemplo (a) é claramente distinguivel qual
objeto é a reflexao, neste caso, temos que ha a quebra de simetria de P. Ja no exemplo
(b), nao podemos diferenciar uma foto tirada diretamente do objeto ou através do espelho,

portanto a ha a conservagao da simetria de P.
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P

(x, y)——>(-x,-y)

(a) (b)

Figura 1.23 — Exemplo de simetria de paridade.

1.5.1 Paridade em mecanica classica.

Vamos observar o que acontece com o o momento de uma particula quando

implicamos a paridade nas equagoes:

_d(P3) (1.72)

Para elementos vetoriais que se transformam como o vetor momento, dizemos que possuem

paridade impar. J4 o momento angular:

PL =P(Z X p)
(=%) x (=p) (1.73)

I
wull

Aqui notamos que L é invariante , implicando que o momento angular possui paridade par.

1.5.2 Paridade em mecanica quantica

Nota: Esta subsecao é baseada em conceitos abordados em livros de mecanica
quantica. Para mais detalhes, o livro texto usados como base pode ser visto na

referéncia [25].

Definimos o operador paridade em mecéanica quantica através da sua acao no ket

da posigao:
Plx) = | —x). (1.74)
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Por outro lado, o operador de paridade afeta ao deixar o operador posi¢ao X atuar em

sua base afetada por P.
XPlx) = X| — x) = —x| — x). (1.75)
Agindo nos dois lados:
PIXP|x) = —xPT| — x)
= —xP| —x)
(1.76)
= —xJx)
N
Isso demonstra que o operador posi¢ao possui paridade impar, como no caso classico.

Vamos analisar o operador momento P. Para uma translacao infinitesimal, podemos

definir um operador de translacao como 7’(6) =1- %e . P, e obtemos!:

ﬁ*(i—l -13)75:1+Ze-15
@'h ZL (1.77)
i—*EﬁTpﬁ:A+ﬁ€p

Como o termo € é arbitrario na translacao, sabemos que o operador momento

possui paridade impar:

A

PPP=—P (1.78)

Vamos checar o momento angular, este sendo L = X x P,

A

75@175 = 75T <6iijjpk> P

= e (PIX;P) (PTAP) (1.79)
(

Logo, assim como no caso classico, o momento possui paridade par,
PILP = L. (1.80)

Por fim, vamos observar a paridade da fun¢ao de onda, vamos considerar um espaco de
Hilbet, cuja base é:
(x) = (x[¢). (1.81)

E possivel mostrar que uma translacio seguida de uma inversio é equivalente a inversio seguida de
translagio oposta, veja a se¢ao 4.2 do Sakurai [25].

1
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Se aplicarmos o operador P no estado |1}, a fun¢do de onda se torna:
Pu(x) = (x|P[e). (1.82)
Como P! = P~1 = P, obtemos que :

Pi(x) = (x|(P[))

= ([P |v)
(—x|y)
= Y(=x) — +3(x)

(1.83)

Apesar do resultado final na equacao (1.83) ter invertido o argumento, isso é relativo a
paridade da funcao de onda, sendo +1(x) se tivermos uma fun¢ao de onda de paridade

par e —1)(x) caso ela tenha paridade impar, como vemos na figura (1.24).

) )

p X

1) “ﬂj} ¥

impar

Figura 1.24 — Exemplo de envolvendo a func¢ao de onda e paridade.
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2 ISOLANTES TOPOLOGICOS

No campo de estudo da fisica da matéria condensada existe uma grande preocupacao
em compreender como a ordem surge em sistemas que apresentam um amplo niimero
de elementos que os constituiem, como elétrons, ions ou momentos magnéticos, que
interagem consigo mesmos. Em particular, sistemas com fases ordenadas como cristais ou
magnetos, a ordem pode ser descrita através da quebra de simetria. Em um cristal, fons e
elétrons possuem um arranjo periédico em sua rede suportando suas préprias interagoes
eletrostaticas, portanto, ha a quebra de simetria na continuidade do espago na rede real
por meio de rotagoes ou translagoes. Em magnetos, podemos observar o mesmo através
da quebra de simetria de rotagdo no espaco dos spins junto a quebra de reversao temporal.
Em suma, trabalhar com as simetrias presentes nos materiais nos revelam muito sobre seu

funcionamento.

Como vimos na sec¢ao 1.1.4, no ano de 1980, os fisicos Klaus von Klitzing, Gerhard
Dorda e Michael Pepper descobriram que elétrons confinados em sistemas de baixa
dimensionalidade (2D) submetidos a um campo magnético forte e a baixas temperaturas,
apresentam comportamentos exéticos e uma ordem topoldgica completamente diferente.
Mostrando que ao quebrar a simetria TR , obtemos uma novo invariante topologico, o
v, sendo o primeiro efeito Hall apresentando natureza topoldgica. Para sistemas em trés
dimensoes, ao invés de bordas de conducgao, temos estados de superficie, onde elétrons
conduzem apenas na superficie do material, enquanto no bulk agem como isolantes, a

figura (2.1) demonstra de maneira intuitiva.

E
/—I Polarizagao Helicoidal de spins|
@3D) TN

ky
ke ppt

=)
=)

- Banda de condugéo (bulk)

(2D) Vacuo l

Banda de valéncia (bulk)

=0 k

Figura 2.1 — I'T’s 2D e 3D e suas respectivas dispersoes de energia

O termo “topoldgico” advém do fato de que estamos trabalhando em um espago
de Hilbert com topologia nao trivial. As consequéncias da topologia nao trivial é que,

quando um isolante possui uma delimitacao espacial cuja fronteira é um isolante trivial
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ou também o proprio vacuo, necessariamente surge um estado sem gap entre as bandas
de conducao e de valéncia do bulk do material. Em suma, podemos apontar as principais

caracteristicas dos I'T’s como sendo [26-29] :

e Presenca de interacao spin érbita;
e Dispersao tipo cone de Dirac perto de ey;
e Presenca de estados de borda com polarizacao de spin;

e Transicao de fase topoldgica.

2.1 INVARIANTE TOPOLOGICO

A topologia é uma area da matematica que trata das propriedades espaciais de
objetos que sao preservadas através de deformacoes continuas e suaves. Isso implica que
um cubo e uma esfera estao contidos na mesma classe topoldgica, assim como um torus
esta para um xicara de café. Podemos dizer entdao, que é possivel tornar um cubo em uma
paralelepipedo retangulo através de deformagoes suaves, sem alternar sua classe topologica,

como vemos na figura (2.2).

py , , 2= 0

Figura 2.2 — Processo de deformacao de um cubo para um paralelepipedo.

Para esses objetos, notamos que ha um elemento que é um invariante topolégico,
mesmo que deformemos o cubo, seu nimero de buracos ndo muda, mesmo que pegassemos
o cubo da figura (2.2) e o deformasse em uma esfera, ainda nado mudaria. O teorema de

Gauss-Bonnet implica que a integral de curvatura de Gauss sobre toda a superficie do

objeto é um invariante topolégico:

/ kdA = 21y = 27(2 — 29), (2.1)
M
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onde g é o nimero de buracos na no objeto. Para sistemas fisicos, no lugar da superficie
dos objetos, usamos a zona de Brillouin e no lugar da curvatura da superficie, temos a
fase de Berry. A fase de Berry se adquire ao longo de ciclos, isto é, quando nosso sistema
é sujeito a processos adiabaticos ciclicos, sendo esses processos dependentes do parametro
espacial de nosso Hamiltoniano. Para um cristal, o parametro espacial que temos é o
momento cristalino, uma mudanca no comportamento da fun¢ao de onda dos elétrons gera

uma conexao de Berry A,, e uma fase de Berry F,,.

Fn=VxA,, An=1i{un,|Vi|lunm). (2.2)

O termo v que temos na equagao (1.13) da condutividade de Hall, é um invariante
topolégico chamado de primeiro nimero de Chern. Podemos reescrevé-lo como uma

integral de F sobre o espaco de momento:

N
V=Y Up, (ntmero de Chern)
m=1

1 , (2.3)
— V= [ .,

7

onde o termo m indica as diferentes bandas de valéncia. Para mais detalhes sobre o
numero de Chern e a fase de Berry, veja a referéncia [30]. Em suma, se analisarmos dois
materiais diferentes, em que podemos aplicar uma transformacao adiabatica em um dos
parametros de sua Hamiltoniana de modo que o gap de energia nas bandas nao feche, eles
podem ser classificados sob a mesma classe topolégica. Através disso, podemos caracterizar
materiais que sao isolantes triviais, semicondutores e também o préprio vacuo como sistema
que apresentam uma topologia trivial. Os Isolantes Topoldgicos possuem topologia nao
trivial. Tomando como exemplo o observado pelo grupo de Laurens Molenkamp em 2007,
envolvendo pogos quéanticos [31], quando temos uma interface que separa dois estados
isolantes, um trivial como o telureto de Cadmio(C'dT'e) e um nao trivial como o telureto
de merctrio (HgTe), temos nimeros de Chern diferentes em cada interface. Isso resulta
no fechamento do gap de energia, ! fazendo com que o invariante topolégico do sistema

mude, ou seja, sua classe topologica, o que da origem aos estados condutores de superficie
e de borda.

2.2 GRAFENO

O carbono (C') é um elemento quimico abundante na natureza, fundamentalmente
ligado a muitas formas de vida, e presente na base da quimica organica. Devido a sua

capacidade de ligacao treta-valente, sistemas a base de carbono podem apresentar intimeras

1 Neste artigo, também é mostrado que podemos manipular o fechamento do gap através da largura do

poco quantico de HgTe.
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estruturas complexas e uma grande diversidade de propriedades fisicas. Suas propriedades
fisicas sao, na maioria das vezes, o resultado da dimensao das estruturas que podemos
sintetizar. Um desses possiveis sistemas é o grafeno, contendo apenas atomos de carbono,
sendo um aldétropo muito importante em fisica do estado sélido, pois ele é tido como
base para entender a estrutura eletronica de outros materiais que apresentem geometria
pariforme ao mesmo. O ordenamento do grafeno é uma rede hexagonal bidimensional
plana, isto é, temos apenas uma camada monoatomica. Sua estrutura se assemelha a anéis

benzénicos na auséncia do hidrogénio, podemos ver isso na figura (2.3).

........ o_o_o_o_o_o_o_o

0
orbital p(r) ‘ vista do plano

Figura 2.3 — Estrutura tipo monocamada do Grafeno.

y

© lotinizto)

vista perpendicular ao plano

A capacidade de intermediar complexas combinagoes e ligacoes quimicas no grafeno
reflete-se em sua estrutura eletronica. No caso, estamos falando da hibridizagao do tipo
sp? entre um orbital s e dois orbitais p , que gera uma estrutura trigonal plana, gerando
um espacamento entre ao dtomos de 1.42A. As ligacoes do tipo o sido as responsaveis
pela robustez da rede do grafeno. Como podemos ver na figura (2.3), essas ligagoes estao
presentes em todo plano da estrutura, e como vemos em quimica, as ligagoes covalentes
tipo o sdo bem fortes, mantém os atomos em uma ligacao estavel. O orbital p, por outro
lado, fica perpendicular ao plano, podendo entao formar ligagoes covalentes entre os seus
vizinhos préximos. Como o carbono é uma atomo treta-valente, temos um elétron sobrando

no orbital p,. Neste caso, temos que o orbital p, esta preenchido pela metade.

J& é conhecido que orbitais preenchidos pela metade em metais de transicao afetam
drasticamente a fisica do sistema em particulas fortemente correlacionadas [32]. Para
o grafeno, o mesmo apresenta um resultado muito interessante quando resolvemos sua
estrutura de banda usando o método tight-binding [33]. Sua estrutura eletronica esta

resolvida pelo método tight-binding (contendo apenas os primeiros vizinhos) no apéndice
A.

Quando resolvido pelo o método tight-binding contendo os primeiros vizinhos, o

espectro esperado do grafeno pode ser visto na figura (2.4) a seguir:
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Figura 2.4 — Espectro de energia do Grafeno.
O método tight — binding do grafeno trata de resolver o espectro de energia para

os elétrons do orbital p. Na figura (2.4) podemos observar que os elétrons abaixo do nivel

de fermi estao todos preenchidos. Nota-se também os cones de Dirac nos pontos K e K’,
que podemos ver em mais detalhes na figura (2.5).

Figura 2.5 — Cones de Dirac nos pontos K e K’ nas bandas de conducao e valéncia.

O tratamento dos cones de Dirac estdo contemplados no apéndice (B).
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E sabido que os cones de Dirac possuem localmente uma dispersao linear, como
podemos ver na figura (2.5). Esse é um comportamento caracteristicos de particulas
relativisticas [34] e no grafeno é presente . Em especial, temos que ndo ha gap nos pontos

K e K’, o que faz podermos caracterizar o grafeno como um semi-metal.

Como visto na segao (1.4.6), os fisicos Charlie Kane e Eugene Mele propuseram
em 2005 que o grafeno poderia conter uma fase topoldgica nao trivial devido ao estado
Hall quantico de spin. Para isso, precisamos introduzir o efeito spin-orbita, de modo que
poderiamos abrir o gap nos pontos K e K’. Isso foi frustrado posteriormente, visto que o
efeito spin érbita do grafeno é muito pequeno, na ordem de peV e apenas perceptivel em
temperaturas da ordem de 4K, como podemos ver no recente trabalho de J. Sichau e sua

equipe, publicado este presente ano de 2019 [35].

2.3 EFEITO SPIN-ORBITA

Nota: Esta subsecao é baseada em conceitos abordados em livros de mecanica
quantica. Para mais detalhes, o livro texto usados como base pode ser visto na

referéncia [36] .

Como vimos nas segoes anteriores o efeito spin-érbita (SO) tem um importante
papel no estudos do isolantes topolégicos de spin. A tecnologia atual envolvendo os I'T’s

estd fortemente conecta a spintrénica, onde temos niimeros crescentes de novas pesquisas.

Vamos supor que podemos observar a dindmica de um atomo de hidrogénio através

da perspectiva de um elétron, como vemos na figura (2.6).
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Figura 2.6 — Esquema da interacao spin-érbita do atomo de hidrogénio.
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Como podemos ver, no referencial do elétron, o nticleo do atomo que o esta orbitando.

A orbita do proton gera uma corrente em formato de espira de raio r,, sendo r, o n-ésimo
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raio do modelo de Bohr, de modo que cria um campo magnético B paralelo ao momento

orbital do elétron no referencial do préton. O Hamiltoniano para este sistema ¢é :

—

H =, B. (2.4)
O campo magnético que o proton gera é semelhante ao de uma espira e, por conveniéncia,
vamos dizer que ele estda apenas contido no eixo z. Podemos deduzir que B, = ‘2‘70::, em
que a corrente é [ = %, como estamos falando do atomo de hidrogénio o termo Z é igual
a 1, porém vamos manter Z ao longo das contas. O periodo de rotacao tem sua expressao
T = Q:Jrﬁ onde v, € a velocidade do elétron na n-ésima orbita. Ajustando esses termos de

)
n

modo a excluir o periodo de rotagao 1', obtemos que a expressao do campo B é:

poZeuvy,
B, =—+ 2.5
4mr? (2:5)
substituindo os termos v,, e r,, fornecidos pelo modelo de Bohr, estes :
e,n>h? Ze?
n — n — s 2.6
" TmeZ e ¢ v 2e,hn (2:6)
a expressao de B, se torna:
Z*\  etmZuor
B.=—| ——. 2.7
( nd ) 8edh? (27)

Vamos reescrever novamente a expressao, lembrando da constante de estrutura fina a,

onde :

2
e hc h 1

a=— e ay=-—5-——=—\, 2.8

he 07 2 meC  « (2.:8)

onde \. é o comprimento de onda de Compton do elétron. Nosso campo B, tem a seguinte

expressao:
ZY\  poace
B.=|—]" . 2.9
<n5 ) 4ra} (2:9)

Calculando para o caso para o nosso exemplo, onde Z = 1 e estamos no orbital n = 1,
obtemos um campo da ordem de aproximadamente 12 Teslas, isso ¢ um campo muito

forte.

Voltando a nossa hamiltoniana da equagéo (2.4), como visto no experimento de
Stern-Gerlach, ja foi determinado a magnitude do momento magnético devido ao momento
angular do spin, por meio de observacoes das deflexdes de atomos de um tinico elétron.
Temos que o spin do elétron pode assumir valores de :I:%, a expressao para iy € conhecida,

onde descrevemos através do magnetao de Bohr:

eh

ls = —gsiipms, sendo pup = —. (2.10)
2me
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O termo my sao os possiveis valores de spin (£1/2), gs é um fator presente no
momento magnético, sendo igual a aproximadamente 2. Com isso, as energias que temos

no nosso hamiltoniano sao:

4 2
A >.,uoozceh (2.11)

H = gsupmsB, = tupB, — + (

D
nd ) 8magme.

A informacao importante que podemos obter dessas energias é que ha uma quebra de
degenerescéncia da energia devido a interagdo SO, o elétron pode apenas estar em +ugB,
ou em —upB,, entre essas duas energias temos uma regiao proibida de energia, um gap(A),

cujo valor é a diferenca de energia entre os estados:

(2.12)

Z4 2R

n® ) Ara2m,’

Em suma, podemos concluir que quando incluimos a interacao spin-érbita em um
sistema, iremos quebrar a degenerescéncia das energias da banda, isso é mais notavel onde
podemos achar trechos da banda de energia que sao degenerados, como os cones de Dirac.
Um exemplo é o préprio grafeno, o motivo da frustracao da proposta de Kane-Mele é que
ao incluir o efeito SO poderia tornar o grafeno um IT de spin, porém o gap medido era
muito pequeno para isso ser possivel. Apesar da frustracdo, nota-se na equagao (2.12)
que ha uma dependéncia do gap com o nimero atomico Z, o que torna compreensivel o
porqué da comunidade de fisica de estado sélido se engajarem tanto em um busca de novos

materiais candidatos a I'T’s de spin com ntmero atomico maior que o do Carbono.

2.4 SILICENO

O siliceno é um isolante topoldgico [37-39], é um material 2D composto de dtomos
de silicio, um semi-condutor natural. O material possui ordenamento cristalino muito
semelhante ao grafeno, sendo uma estrutura do tipo honeycomb. Sua estrutura, assim
como o grafeno, é descrita através de duas sub-redes triangulares, a diferenca é que no
siliceno, as sub-redes nao compartilham o mesmo plano, sendo distorcida, como vemos na
figura (2.7).

Essa distor¢ao ¢ devido a seu grande raio ionico, que também, consequentemente,

gera um efeito SO relativamente grande, com um gap da ordem de 1.55meV [40,41].

Como visto na secao (2.3) é esperado que apds a frustragao do grafeno, o silicio
fosse um bom candidato para estudar um possivel I'T de spin, pois ele estd contido na
mesma familia IV — A da tabela periddica, a mesma do carbono. O siliceno é um IT com
um gap grande o suficiente para tratarmos com o ESHQ como no modelo de Kane-Mele.

No trabalho de M. Ezawa [39], é mostrado que podemos controlar os estados metélicos de
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Figura 2.7 — Estrutura da rede do siliceno.

borda do siliceno, ou seja, controlar o gap através de um campo elétrico E, perpendicular
a uma nano-fita de siliceno do tipo zig-zag, que gera uma diferenca de potencial entre os
atomos das sub-redes A e B de AV =2lF, .

Vamos estudar posteriormente a estrutura eletronica do siliceno através do modelo
de aproximagao tight-binding, este é descrito para até os segundos vizinhos, para mais
detalhes veja o artigo [40]. Em nosso estudo nao envolveremos o efeito Rashba. O

hamiltoniano do nosso sistema é:

H=-t) Ch Cio + 13\/_ > V,]cwaaﬁc]g + EZQE;CIQCW. (2.13)
(i,4)x (i,4)) o
O primeiro termo do hamiltoniano é o que representa o hopping dos primeiros vizinhos
em nossa rede, para o siliceno ¢t = 1.6eV. A soma é efetuada em pares (7, j) nos sitios
dos primeiros vizinhos , em que c}a cria um elétron com polarizacao de spin « no sitio i e
Cjo aniquila um elétron com polariza¢ao spin o no sitio j. O segundo termo remete ao
acoplamento SO do siliceno Ago cujo valor é de 3.9meV | a soma é efetuada em pares ((i, 7))
nos segundos vizinhos, o termo v;; assume valores £1, —1 se o hopping dos segundos
vizinhos for no sentido horario e +1 se for anti-horario, o* é a componente z da matriz
de Pauli. O terceiro termo é devido a presenca de uma diferenca de potencial entre as
duas sub-redes ao ligar o campo elétrico E,(x,y), 2l é a separagdo das sub-redes em que

[ = 0.23A, o termo ¢ assume valores +1, +1 para a sub-rede A e —1 para a sub-rede B.

No trabalho de Ezawa [40], também ¢ diagonalizado a Hamiltoniana efetiva utili-
zando teoria de baixas energias de Dirac, a expressao do gap nos pontos K e K’ do siliceno
é:

A(E,) =2|lE, —ns.Aso| - (2.14)
O termo s, = *+1 refere-se ao spin possivel do elétron, o termo n = £1 esta relacionado
aos pontos K e K’; onde temos os cones de Dirac contendo polarizagao de helicoidais de

spin, sendo +1 para os pontos K e —1 para os pontos K'. Da equagdo (2.14), é possivel

54



notar que o gap se fecha quando F, = £F,, onde E. = \gp/l, em que ao alcangar o campo
elétrico critico, o siliceno se torna um semimetal sem gap como o grafeno. Para os elétrons
de spin pra cima (s, = +1), eles ndo sentiram a presenca de gap no ponto K(n = +1),
como também , quando tratarmos de um elétron com spin pra baixo (s, = —1), ele nao
sentird um gap no ponto K'(n = —1), caso contrario temos um gap de 4\so. Isso implica
que os spins estao totalmente polarizados para cima em K e para baixo em K’, temos

entao, estados de borda com spin polarizados.

2.5 NANO-FITAS

As nano-fitas sao estruturas periédicas com um atomo de espessura, portanto sao
bidimensionais. O que as tornam interessantes para nosso estudo é que as nano-fitas
estao muito presentes em estudos voltados a spintronica e dispositivos derivados. Estamos

interessado nas nano-fitas do tipo zig-zag [42], como segue a figura (2.8):

Nano-fita do tipo zig-zag

_______________

N

‘/ Minor-Cell™\

\ 14 11 /

Figura 2.8 — Esquema de uma nano-fita zig-zag.

Nesta monografia, através de linguagem computacional Fortran 90, foi elaborado o
método tight — binding para nano-fitas de siliceno e grafeno, como veremos nas imagens a
seguir. Os parametros varidveis sdo o acoplamento SO (Agp) e o campo elétrico (F.). Sera
usada uma nano-fita constituida de 40 sitios, portanto, teremos 80 orbitais ao todo, nossa
unidade de energia seré o termo de hopping, portanto ¢ = 1. E importante mencionar que o
usuario que manipular o programa pode posteriormente substituir ¢ pelo valor apropriado

(em eV, por exemplo) ao material de interesse.

Na figura (2.9) temos a nano-fita de grafeno. Como ja é sabido, o spin-6rbita do
grafeno é mintsculo, portanto o termo Agpo = 0. Para o grafeno o campo E, nao foi ligado,
0 que resta é apenas o parametro de hopping sendo padrao em todas simulagoes (¢ = 1).

E sabido que nao ha gap em uma nano-fita zig-zag de grafeno [43].
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Figura 2.9 — Espectro de energia da nano-fita zig-zag de grafeno.

Na figura (2.10) temos o espectro de energia de uma nano-fita zig-zag de siliceno.
Sua interagao SO é grande o suficiente para alterar a estrutura de bandas da fita, nesta

simulagao seu parametro é Agp = 0.2. O campo elétrico esta desligado E, = 0.

Figura 2.10 — Espectro de energia da nano-fita zig-zag de siliceno.

Na figura (2.11), temos resultados para os mesmos parametros que na figura (2.10),

porém agora o campo elétrico é diferente de zero. Em ordem temos, |E,| < Aso, |E.| = Aso
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e |E.| > Aso , sendo respectivamente |E,| = {0.1;0.2;0.3}.

Figura 2.11 — Espectro da nano-fita zig-zag de siliceno com a presenca de um campo F.,.

Figura 2.12 — Transicao do isolante nao trivial para um trivial.

Aqui devemos alertar o leitor a um erro comum na descricao dos resultados das
figuras (2.9) a (2.12): temos que tomar o cuidado de diferenciar o espectro do bulk, que é
um sistema bi-dimensional (2d) infinito, ou seja, uma folha de grafeno ou siliceno com

condigoes de contorno peridédicas em ambas as diregoes, e que portanto nao possui bordas,
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ou boundaries, e a fita em si, que é um sistema quasi-unidimensional (quasi-1D), com
condicao de contorno periddica em uma direcao e condi¢ao de contorno aberta na outra

direcao, aonde, obviamente, estao localizadas as bordas.

A presenca ou nao do gap no espectro de energia, com a consequente determinacao
da topologia trivial ou nao do modelo, é investigada, através do calculo do invariante
topolégico (Zs, no nosso caso), no sistema bi-dimensional, e ndo na fita. Por exemplo,
a cada painel da figura (2.11) (e respectivos zooms na figura (2.12)), que apresenta o
espectro de energia da fita (quasi-1d), corresponde a um espectro de energia do bulk (2D).
Todos os espectros 2D, com excegao daquele para E, = \gp, apresentam gap (portanto
correspondem a isolantes). J& para os correspondentes espectros quasi-1D (fita), apenas

aqueles para E, > A\go apresentam gap.

O que o espectro do bulk (2D), seguido do calculo do correspondente invariante

topolodgico Zs, nos informa o seguinte:

e (i) Se o espectro de bulk (2D) tem gap e Zy = 1, o espectro da fita (quasi-1D) tem
que ser metalico, sendo que os estados metalicos estao localizados na borda e tém
propriedades “interessantes”. No nosso caso, a propriedade interessante é que tais
estados apresentam spin-momentum locking (“polarizagao” de spin) que é “protegida”
pelas simetrias do bulk. Ou seja, perturbagoes (tais como interacao elétron-elétron,
desordem, etc) que ndo quebrem as simetrias discretas do bulk (reversao-temporal e

quiral) ndo podem afetar as propriedades interessantes dos estados de borda.

e (ii) se o espectro de bulk (2D) tem gap e Zy = 0, temos duas possibilidades para o
espectro da fita (quasi-1D): ele pode apresentar gap (portanto, os estados de borda
sumiram), que é o nosso caso para o painel do lado direito (E, > Agp), ou o espectro
pode ser metalico, apresentando estados de borda, mas tais estados serao triviais,
no sentido de que eles ndo apresentam propriedades interessantes. Tais estados sdao
conhecidos desde os anos 1930 e sdo chamados estados de superficie de Shockley [44]
e Tamm [45].

A teoria de transicao de fase topoldgica indica [28] que o invariante topoldgico (Zs,
no nosso caso) s6 pode variar, quando variamos algum pardmetro do Hamiltoniano (o
campo elétrico, no nosso caso) se houver “mudanca” das bandas de valéncia (com as quais
o invariante topoldgico é calculado). Para que isso ocorra, de maneira adiabatica (suave),
temos que “trocar” uma banda de valéncia com uma de condugao. No momento da troca
tais bandas de valéncia e a de conducao estao ambas na energia de Fermi, portanto o
sistema bulk se torna metalico. No nosso caso, isso ocorre apenas para F, = Agp. O

sistema se torna isolante novamente para E, > Agp, porém, como agora Zy = 0, ele se
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torna topologicamente trivial, e a fita (quasi-1d) nao mais apresenta estados metalicos de

borda, como podemos ver na figura (2.13) a seguir.

A

Isolante nao trivial Isolante trivial

E,

Figura 2.13 — Dominio onde temos um comportamento trivial e nao trivial.
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3 TRANSICOES DE FASE

O que sao transicoes de fase? Uma concepg¢ao comum que vemos classicamente sao
os exemplos onde temos mudanca de um ordenamento de um material para um estado

cuja as caracteristicas fisicas mudam, como o gelo que derreteu e se tornou agua liquida.
e O que é uma fase?

Essa é uma questao interessante para pontuar neste capitulo. Podemos dizer que no
estado de equilibrio da matéria, suas caracteristicas sao mantidas estaveis através de uma
mudanca pequena de algum pardmetro do sistema. Dentro de uma fase, temos que os
potenciais termodindmicos variam de um modo analitico. As fases sdo caracterizadas
através de suas simetrias, cada sistema tera a sua, portanto fases diferente sao separadas
por transi¢oes, um exemplo é notarmos quais simetrias temos em um sélido e deixamos de

ter para um liquido.
e Com entender uma transicao de fase?

Quando temos uma transicao de fase, o sistema se torna instavel para variagoes
infinitesimais de parametros externos, isso demonstra que podemos encontrar um com-
portamento nao analitico do potencial termodinamico quando descrito pelos parametros
do nosso sistema. As transi¢oes de fase térmicas sdo as mais comumente conhecidas.
Como esperado, elas ocorrem quando variamos a temperatura de nosso sistema. No caso,
as transicoes de fase envolvendo fendmenos térmicos ocorrem normalmente de sistemas
contidos em uma fase de baixas temperaturas para uma fase desordenada e temperatura
alta, onde a ordem do sistema diminuiu devido ao aumento de temperatura, como vemos
na figura (3.1).

Temperatura e desordem

7 -

Soao [Gasoso]

Y

Figura 3.1 — Exemplo de transicoes sélido para liquido, liquido para gasoso.



e Transicao de fase quantica?

A transicdo de fase quéntica é o foco neste capitulo, elas ocorrem em T = 0,
portanto nosso parametro a ser variado ¢ termicamente independente. Em uma transicao
de fase quantica, temos o comportamento nao analitico da energia de fermi em funcao
do parametro de controle. Como nao ha flutuagoes térmicas em 7'= 0 , o que temos sao
as flutuagoes quanticas que assumem esse papel. Para T' igual 0, um sistema quéantico é

descrito como uma fun¢do de onda com uma tnica fase coerente.

A temperatura 7" = 0 nao é algo que podemos acessar experimentalmente, porém
aqui consideramos um diagrama de fase “quantico critico” como func¢ao do parametro de

controle do sistema r e a temperatura 7', como vemos na figura (3.2).

AT
//\) Regido critica quantica

Transi¢éo de fase classica A ’

Ordenado '] Desordenado

> S
» 7

0 <' r
Ponto critico e Transicéo de fase quantica

Figura 3.2 — Diagrama de fase de uma transicao de fase quantica.

Em uma transicdo de fase quantica (TFQ) continua, em 7" = 0 temos que o
diagrama é divido e duas regidves por um ponto critico quantico (PCQ). H4 dois regime
estaveis para pequenas temperaturas, em que na regiao critica em azul, podemos acessar
estados exoticos a temperaturas elevadas, para mais detalhes sobre transi¢coes de fase

quénticas, veja a referéncia completa [46].

Ao aumentar a temperatura partindo do PCQ, sera possivel obter observaveis
termodinamicos em funcao da temperatura, esta tendo um comportamento de lei de
poténcia com expoentes nao triviais (veja a referéncia [47]). Esses termos em poténcia sao

experimentalmente acessiveis, sendo uma “assinatura” de um fenémeno critico.
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3.1 FENOMENOS CRITICOS

O parametro de ordem (PO) de um sistema é um observavel. O chamaremos de ¢,

podemos o definir como:

=0 se em uma fase desordenada
) (3.1)
# (0 se em uma fase ordenada
O bra-ket refere-se a uma média termodinamica para um devido ensemble de Gibbs

(sistema cldssico), ja para um sistema quéntico significa um valor esperado.

Normalmente o PO é escolhido como um observavel local, em que “local” implica
que ¢ pode ser definido em qualquer ponto no espago. Por exemplo, para materiais
ferromagnéticos, o parametro de ordem é a magnetizacao local. Em geral, podemos
estudar intmero parametros, porém nem sempre ele serd interessante para estudarmos
um fenémeno de transicao, alguns sistemas fisicos podem até nao ter conhecidos seus

parametros de ordem.

Se um parametro de ordem for descrito através do tempo e por um termo espacial,
isto é, ¢» = ¥(7, t), a correlagao de ¥ pode ser definida como (¢ (7, t)y (7, t')). Para sistemas
onde temos fases estaveis, portanto, independente do tempo, a funcao de correlagao do

parametro de ordem pode ser definida como:

(M) (7)) = (p(7) (p (7)) e, (3:2)

onde £ é o comprimento de correlagdo do sistema. Quando estamos perto de um transicao

de fase, ou seja, alcancando um ponto critico, £ diverge para o infinito. Perto de pontos
criticos o comprimento de correlagao é a tinica escala de comprimento que caracteriza a
fisica de sistemas de baixas energias. Podemos ter uma nocao intuitiva do que é £ na
figura (3.3).

Na figura (3.3) temos o exemplo de um sistema em que temos um ordenamento
de spins local, em outras palavras, tirando esse elemento local, os spins dos elétrons nao
se correlacionam, podemos imaginar que isso seja um material paramagnético. Quando
vamos retirando energia do sistema, ou seja, diminuindo a temperatura até chegar em uma
temperatura critica T,, vamos forgar os elétrons vizinhos a escolherem um ordenamento
especifico. Os elétrons proximos comecam a se ordenar igualmente, de modo que no final,
todo sistema tem um ordenamento tnico de spin, o material sofreu uma transicao de
fase e se tornou ferromagnético. Em suma, podemos ter uma breve ideia que £ é um
parametro que nos diz o quanto o sistema se enxerga ou interage consigo mesmo, o quanto
esta correlacionado, de modo que quando temos uma divergéncia onde & — oo, podemos
dizer que os spins da borda inferior da placa se correlacionam com os da borda superior,

independente do tamanho da placa.
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Figura 3.3 — Exemplo sobre o que é o comprimento de correlacao &.

Como vimos na segao anterior, em especifico na figura (2.12), para um dado campo
elétrico, o siliceno deixa de ser um isolante nao trivial e se torna um isolante trivial (isolante
de banda), e surge a questao: como podemos estudar esta transigdo usando conceitos de
fenémenos criticos? Podemos ver no artigo de um de nossos colaboradores de pesquisa [48],
para tratarmos a transi¢cao como um fendmeno critico genuino, é importante a existéncia
de um comprimento de correlacao £ que diverge nesta transicao. Podemos descrever o

comprimento de correlacao como:

£ =&lgl™, (3:3)

onde & é o comprimento de correlagao natural do sistema, g é nosso parametro de controle.
Em nosso caso g = |F — E.|, que zera quando alcangamos o campo elétrico critico, v é

expoente do comprimento de correlagao.

Para entendermos melhor a motivagao, vamos voltar as simulacoes do capitulo

anterior e observar a figura (3.4) na préxima pagina.

Como é possivel ver na figura (3.4-b), temos que os estados de borda de uma fita
zig-zag de siliceno (para E, = 0) sao perfeitamente localizados nos sitios extremos de
cada borda da fita (considerada infinita ao longo de seu eixo de simetria). Na figura (3.4)
temos no eixo vertical o coeficiente quadrado, como funcao da posicao do sitio na direcao
perpendicular ao eixo da fita. Vemos que |c,|* é 1 para o primeiro sitio e zero para todos
os outros sitios. Sendo que este estado estd associado a uma tunica polarizacao de spin.
Um estado de borda com polarizacao oposta de spin se propaga na direcao contraria e
seus |cg|? possuem a mesma propriedade descrida acima, ou seja, tal estado é também

perfeitamente localizado nos sitios da mesma borda.

Uma vez que o campo elétrico ¢ “ligado” em nosso hamiltoniano descrito na equacao
(2.13), sabemos que o gap de um sistema 2d (infinito) de siliceno se comportara de acordo

com a equagao (2.14), ou seja, o gap aumenta para uma polarizagao de spin, e diminui para
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Figura 3.4 — Plotagem dos coeficientes c;,3 do siliceno para Ago = 0.2 e E, = 0.

a outra, em um dos pontos K ou K’, ocorrendo o inverso no ponto oposto. O importante
é que o gap se fechard para um valor critico do campo elétrico E., sendo este FE. = Ago/!.

Para valores de campo acima deste valor critico o gap se abre novamente.

E sabido [39] que o siliceno para E > E. e para E < E. tem propriedades topologicas
diferentes. Este ultimo é nao trivial, enquanto o primeiro é trivial (chamado isolante de
banda), ou seja, ndo possui polarizagao de spin nos estados de borda que seja protegida
por simetria (inversdo temporal), caso E ~ E. , podendo acontecer que a fita deixe de ser

metalica, como é caso das figuras (2.11-c) e (2.11-c).

No que segue, vamos usar as fitas zig-zag de siliceno sob campo elétrico externo
para analisar a proposta [48]| de que a penetracao dos estados de borda aumenta conforme
nos aproximamos de uma transicao de fase topoldgica, no nosso caso, quando £ — E,,
temos uma “assinatura” dos fenémenos criticos associados a uma transicao de fase quantica,

como descrito em [46].
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4 RESULTADOS

Na figura seguinte (4.1) mostramos como mudam os resultados da figura (3.4) para

E =0, quando “ligamos” o campo elétrico.

Figura 4.1 — O comportamento dos estados de borda quando £ — oc.

Note na figura (4.1) que a largura da fita zig-zag aumenta substancialmente conforme
¢ diminui. Dessa maneira evitamos os chamados efeitos de tamanho finito no célculo do
coeficiente v. Usando a notagdo comum em fendémenos criticos, g = F — E., mostramos
resultados de |c,|*> vs n para os seguintes valores de g = [0.04;0.006;0.001]. Vemos
claramente nas figuras que conforme nos aproximamos do ponto critico (g — 0) o estado
de borda penetra para dentro da fita. E claro que, para evitar efeitos de “tamanho finito”,
ou seja, para que a presenca da outra borda nao “contamine” a penetracao, temos que
tomar fitas cada vez mais largas conforme g tende a zero (tomamos uma fita com 2400
sitios para g = 0.001), note que o valor méximo de n nas figuras é o dobro do nimero de
sitios. Isso ocorre por conta do spin o. Fazemos entdao um ajuste numérico seguindo a

equacao:

len|* = A%, (4.1)
A densidade de probabilidade é dada por |c,|? em fun¢ao da distancia ao ponto
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critico g = E — E, e da posi¢ao n dos sitios da fita de Siliceno, onde E é o campo elétrico

e E. é o campo critico.

Primeiramente, calculamos numericamente a densidade de probabilidade (n = 2400
sitios) como fungao da posi¢do, e para os seguintes valores de g = 0.001, 0.002, 0.003,
0.004, 0.006, 0.008, 0.01, 0.015, 0.02, 0.03, 0.04 (distancia ao ponto critico). Realizando
um procedimento de ajuste de curva (Origin Pro 2018), encontramos que a densidade
de probabilidade |c,|* possui a seguinte forma de decaimento exponencial com relagio a

posicao n dos sitios da fita.
lenl? = Ae™, (4.2)

onde A(g) e &£(g) sao fungdes de g. Note que £ é o comprimento de penetracao dos
estados de borda. O ajuste de curva fornece os valores numéricos de A(g) e {(g). Abaixo,

mostramos apenas os valores de £ como funcao de g.

g | 0.001 | 0.002 |0.003 | 0.004 | 0.006 | 0.008 | 0.01 | 0.015]0.02 |0.03 | 0.04
£ 133437 | 16.778 | 11.233 | 8.453 | 5.666 | 4.264 | 3.419 | 2.284 | 1.716 | 1.115 | 0.806

A tabela acima representa o comprimento de penetragao ¢ (segunda linha) como
fungao da distancia ao ponto critico g(primeira linha). Por meio da tabela acima, obtemos

os circulos da figura (4.2).

Figura 4.2 — Comprimento de penetragao ¢ dos estados de borda com energia zero como
funcao da distancia ao ponto critico g = E — E..

Para obter a equagao que melhor descreve os circulos da figura (4.2) realizamos
um simples ajuste de curva nos pontos da tabela acima. O ajuste de curva fornece a linha
vermelha da figura (4.2), onde essa linha vermelha é descrita pela seguinte fungao

¢€=0.035(F - E.)7", (4.3)
onde v =1, F é o campo elétrico e E,. é o campo critico.
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Trabalhos recentes [49], mostraram que quando o comprimento de penetra¢ao &
diverge como na equagao anterior, podemos associar o comprimento de penetracao £ (dos
estados de borda) ao comprimento de correlagao espacial proximo da transi¢ao de fase e
identificar ¥ como sendo o expoente critico de correlagao espacial proximo a transicao de

fase quantica topoldgica.

O procedimento acima é importante porque nos permite classificar o modelo dentro
de uma classe de universalidade, ja que essa classificacao depende dos expoentes criticos.
O valor de v previsto pela teoria de fendmenos criticos para transicoes de fase quantica
¢ v = 1, nosso valor obtido para v foi 1, com uma margem de erro de 0.01%, portanto,
o resultado que obtivemos esta perfeitamente de acordo com a teoria, indicando que
o comprimento de penetracdo do estado de borda pode servir como comprimento de

correlagao espacial.
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5 CONCLUSOES

Ao longo desta monografia foi realizado um grande levantamento de estudos sobre
conceitos importantes para a compreensao de fisica de estado so6lido. Como também foi
devidamente explorado conceitos histéricos que levou do efeito Hall até o principio dos
isolantes topologicos. Com grande empenho ao estudar as nano-fitas de siliceno foi possivel
discutir um sistema aplicavel experimentalmente. O siliceno é um sistema real sendo
reprodutivel em laboratorio, ele representa a realizacao direta do modelo de Kane-Mele [21],
sendo portanto ideal para a analise das propriedades topologicas nao triviais de um sistema
bidimensional: correspondéncia volume-borda, estados de borda helicais (com polarizagao
de spin), propriedades protegidas por simetrias do volume, e muitas mais. O fato de
que um campo elétrico perpendicular ao plano do siliceno produz uma transicao de fase
quéntica (ndo trivial para trivial) nos permitiu analisar como a teoria de fendmenos criticos
pode ser usada para entender tal transicdo em uma fita zig-zag de siliceno. Mostramos,
como proposto por colaboradores do nosso grupo [48], que o comprimento de penetragao
do estado de borda, como funcao da “distancia” g ao ponto critico (¢ = E. — F), pode ser
usado como uma “assinatura” das propriedades criticas de tal transi¢do. Esperamos,como
continuacao deste projeto, aplicar as técnicas aqui desenvolvidas a sistemas diferentes:
nanotubos de siliceno, fitas desordenadas e sistemas interagentes, verificando como tais

fatores afetam as propriedades do sistema nas imediagoes da transicao de fase topoldgica.
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APENDICE A - TIGHT-BINDING GRAFENO

Neste apéndice, é discutido o método Tight-binding do grafeno, contendo apenas
os primeiros vizinhos.Como visto na se¢ao 1.2.2, sabemos como descrever os vetores da

sub-rede A e sub-rede B da rede hexagonal, como também os vetores de sua rede reciproca:

&= 2 (3,V3), & =2 (3,-v3) e br—or (1V3); by —or (1,—V3). (A1)

a a
2 2 3a 3a
Vamos definir o pardmetro de hopping entre os orbitais ¢, (7— ) ¢n(7), onde R representa

um vetor da rede:

(6n(7 = B)| H|pu(7)) = —tn(R) (A.2)
Usando o formalismo da segunda quantizacao, define-se um operador de criacao cL(é) e de
aniquilagao cn(ﬁ’ ), que descrevem a criagdo ou aniquilagao de elétrons no estado ¢, (7 — ﬁ)
e a destrui¢do em seu estado ¢, (7 — R ). Com isso, podemos escrever o Hamiltoniano da

seguinte forma:
H=—- > t, (]% — R") ct(R)ey (R”) . (A.3)
n,R,R/
Vamos definir os operadores de aniquilacao dos elétrons localizados nos orbitais

dos atomos A e B como:
A(R), B(R). (A.4)

Esses operadores devem satisfazer relagoes de anti-comutacgao, ou seja:

{A(R), AN(R)} = {B(R), B'(R")} = .

5
_ . . . _ . Ab
{A(R), A(R)} = {B(R), B(R)} = {A(R), B(R')} = {A(R), B' (')} = 0 )

Nota-se, que assim como vimos na figura (1.11), os a&tomos da sub-rede A tem como seus
vizinhos os 4tomos da sub-rede B. Podemos reescrever o Hamiltoniano do tight-binding

COIMo:

=

H=-t Y AYR)B(R)+hc=—tY AYR)B(R+4) + h.c (A.6)
(R.R" RS

O termo h.c refere-se ao hermitiano conjugado. Os vetores § sdo os que conectam os
atomos da sub-rede A com seus vizinhos da sub-rede B. Observando a figura (1.11),

podemos defini-los como:

5 = 3(1, V3), &= 3(1, “V3), & =a(-1,0). (A7)
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Nosso sistema possui invariancia translacional, portanto, é interessante definir nosso espaco

de Fourier:

— =

A(R) = \/_ZA (K)e* B, B(R) = WZB(H)(J H (A.8)

E importante mencionar que estamos nos limitando aos k pertencentes a primeira ZB.

Agora, vamos usar as duas equagoes em (A.S) em nosso Hamiltoniano:
H=—tY ANR)B(R+ &)+ h.c. = —— Z S e FRGHE) AV B(I) + .. (A.9)
R3S R 5§k
isolando a somatéria em é, obtemos:
H=-t) > e“;"gAT(lZ) ( Z iR (¥ ) + h.c. (A.10)
5 kK
o termo em parenteses ¢ uma delta de kronecker, como os argumentos da exponencial se

anulam, a delta nos devolve o valor 1, portanto, o Hamiltoniano que obtemos é

-

H=—t3Y " ANK)B(F) + h.c. (A.11)

Para conseguirmos acessar o espectro de energia do grafeno, precisamos diagonalizar
- - N
a matriz Hamiltoniana de Bloch. Definiremos que Q(k) = (A(k:), B (k)) , isso implica que
podemos reescrever nossa Hamiltoniana da seguinte forma:

- -

H= Z Q(R) H(E)Q(E), (A.12)

onde (k) é a matriz Hamiltoniana de Bloch. Seus elementos de matriz sdo:

’H:( X f®>, (A.13)
f*

sendo:

FB) = —tY e*? (A.14)

Vamos reescrever f(k) usando todos os vetores dy, da, 03:

_tze zk’ma/2 ik fa/2 + 67,kgga/2 zky\/ga/Z + e—ik’za)

. , k
= —¢ (e”“z“ + 2¢™=9/2 o (y(;ﬁ)) :

Diagonalizando a matriz ‘H, obtemos a energia do espectro do sistema:

, , kyav3 , . kyav/3
€y = j:t\J <€—zkza + 2¢tkza/2c0g (ya\/_>> (ezkzza + ¢~ tkza/2¢00g <ya\/_>>
2 2 (A.16)

€L = :I:t\/3 + 2 cos (\/gk:ya) + 4 cos (\/gk:ya/Q) cos (3k,a/2)

(A.15)
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APENDICE B - CONES DE DIRAC

Como vimos no final da se¢ao 1.3.2 para certos pontos podemos fazer uma expansao
local na dispersao de energia para conseguir descobrir o comportamento do elétron para
aquele local. Na figura 1.20, vimos que o elétron se comporta como um elétron livre, porém
com uma massa efetiva caracteristica da rede monoatémica 1D, aqui vamos discutir o

comportamento da dispersao linear do elétron nos cones de Dirac do grafeno.

Queremos tratar dos pontos K e K’ onde temos €1 = 0. Na se¢ao (1.2.3), temos a
figura (1.15) que dispoe as coordenadas desses pontos. Como a fisica dos cones de Dirac
aparece em ambos, basta apenas que estudemos uma tnica expansao ao redor do ponto
K, isto é:

JK +K)=f(K+kK). (B.1)
Vamos escolher o ponto K’ (g—’;, — 3\2/’;;), ao aplicarmos uma expansao local, temos que:
3t 27
FK + ) ~ —7“6*7(@; +ik!) (B.2)
Em que nossa matriz hamiltoniana de Bloch é aproximadamente:
_2mi .
WK ) — 3t 0 ™5 (k) + ik, (B3)
2\ e (K, —ik,) 0

Podendo entao a re-escrever como :
H (K + k) = hop(k - 7). (B.4)

onde temos que o é o vetor das matrizes de Pauli e vp é a velocidade de fermi, sendo

vf = 3;—; Diagonalizando H obtemos as seguintes energias:

E = Lhopy/(k) + ik}) (K, — ik,) = Zhop|K| (B.5)

v

Como vimos em [34], a hamiltoniana de Dirac possui a forma :

Hpirac = CZ o;p; + ﬂmc2' (BG)
Onde as matrizes a e [ satisfazem as seguintes relacoes:
B =1
{a;, 8} =0 (B.7)

{Oéi, Oéj} = 251]

De modo que percebemos que nosso hamiltoniano de Bloch (B.4) é uma matriz hamiltoniana,
de Dirac em duas dimensoes, basta notarmos que a; = g; e m = 0. Isso é facinante, pois os

cones de Dirac no grafeno possui elétrons que se comportam como se nao tivessem massa/
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