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Resumo

Neste trabalho estudamos c6digos algébricos geométricos (cddigos AG), que sao
cddigos lineares construidos sobre curvas algébricas em corpos finitos. Para isso, introduzi-
mos algumas nogoes basicas da teoria de corpos finitos e de corpos de fungoes. Estudamos
a teoria de codigos lineares corretores de erros para a compreensao e fundamentacao da

construgao dos codigos AG. No final, construimos cédigos AG sobre a Curva Hermitiana e

exibimos os parametros dos codigos.

Palavras-chave: Corpos Finitos. Codigos Lineares. Curvas Algébricas. Codigos AG.

Teoria de cédigos corretores de erros. Curva hermitiana.



Abstract

In this work, we study geometric algebraic codes (AG codes), which are linear
codes built on algebraic curves in finite fields. To do so, we introduce some basic notions of
finite fields theory and function fields. We study a theory of error-correcting linear codes
to understand and substantiate the construction of AG codes. In the end, we build AG

codes over a Hermitian Curve and display the code parameters.

Keywords: Algebra. Theory of Error-Correcting Codes. Hermitian Curve.
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Introducao

A teoria dos cddigos corretores de erros é um campo de pesquisa muito ativo
na atualidade em diversas areas do conhecimento: matematica, computacao, engenharia
elétrica, estatistica e entre outras. Na transmissao de dados, na vida real, as vezes ocorrem
problemas, como interferéncias eletromagnéticas ou erros humanos (por exemplo, erros
de digitacao) que chamamos de ruido e que fazem com que a mensagem recebida seja
diferente daquela que foi enviada. O objetivo da teoria de cédigos corretores de erros é

desenvolver métodos que permitam detectar e corrigir estes erros.

A teoria de c6digos corretores de erros lineares sobre curvas algébricas (codigos
algébricos geométricos (cddigos AG) passou a ser desenvolvida desde o trabalho de Goppa
e Tsfasman, Vladut e Zink em 1981-1982.

Para a construgao dos codigos AG sao utilizados divisores das curvas algébricas
que sdo construidos por meio dos pontos racionais (ou lugares de grau 1) da curva. Dessa
forma, é importante que a curva possua uma grande quantidade de pontos racionais para
que os cédigos construidos apresentem parametros como: dimensao e distancia minima

satisfatorios.

Com isso, torna-se vantajoso utilizar as chamadas curvas maximais, que tem
como caracteristica atingir a cota superior de Hasse-Weil, que estabelece o maior ntimero
de pontos racionais de uma curva de género g, sobre um corpo finito. Em particular

construiremos um c6digo AG sobre uma curva maximal, chamada curva Hermitiana.

No capitulo 1, abordamos a teoria inicial dos c6digos corretores de erros, definindo
importantes conceitos que permearao os nossos resultados no decorrer do trabalho. Também

iremos enunciar e mostrar alguns resultados chaves no desenvolvimento da teoria.

No capitulo 2, estudamos nogoes basicas de corpos finitos, extensoes de corpos e as

aplicagoes Norma e Traco, além de algumas de suas propriedades.

O capitulo 3 serd destinado a teoria de corpos de fungoes, imprescindivel para
construcao dos codigos AG, pois nele, iremos definir lugares, divisores, valorizagao e
enunciar o principal resultado que iremos utilizar na estrutura do codigos AG, que é o

Teorema de Riemann-Roch.

No capitulo 4, mostramos a construcao dos cédigos AG, suas propriedades e

exibimos os chamados codigos.



10

1 Coédigos Corretores de Erros

Os cbdigos corretores de erros participam do nosso cotidiano de diferentes formas,
como, por exemplo, quando assistimos programas de TV, falamos ao telefone, ouvimos
um CD ou navegamos pela internet. Nestas situacoes estamos utilizando informacoes
digitalizadas. [2]

Um cédigo corretor de erros €, em esséncia, um modo organizado de acrescentar
algum dado adicional a cada informacgao que se queira transmitir ou armazenar, que

permita ao recuperar a informagao, detectar e corrigir erros.

A Teoria de Cédigos Corretores de Erros foi fundada pelo matemético Claude
Elwood Shannon, matematico estadunidense conhecido como pai da teoria da informacao,
que publicou um trabalho intitulado A Mathematical Theory of Communication em 1948,
no qual abordava qual a melhor forma de se codificar a informacao que um emissor queira

transmitir para um receptor.

Inicialmente, os maiores interessados em Teoria dos Codigos foram os matematicos,
que a desenvolveram consideravelmente nas décadas de 50 e 60. A partir da década de
70, com as pesquisas espaciais e a grande popularizagao dos computadores, essa teoria

comecgou a interessar também aos engenheiros.

1.1 Cédigo do Robo

Vejamos um exemplo, o qual chamaremos de cédigo do Robo, para ilustrar os
principios desta teoria. Suponha que tenhamos um rob6 que se move sobre um tabuleiro
quadriculado, de modo que, ao darmos um dos comandos (Leste, Oeste, Norte e Sul),
o robo se desloca do centro de uma casa para o centro da casa contigua indicada pelo
comando. Podemos codificar os comandos, como elementos de {0,1} x {0,1}, da seguinte

forma:

Leste +— 00
Oeste +— 01
Norte +— 10

Sul — 11

A coluna da direita é chamada cddigo da fonte. Agora suponhamos que os pares
ordenados devem ser transmitidos por radio e que o sinal sofra uma interferéncia no
caminho, em decorréncia deste ruido na informagao, a mensagem 00 pode ser recebida

como 01. Com isso, o rob6 ao invés de ir para o Leste, iria para o Oeste. Para que isso nao
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aconteca, introduzimos redundancias nas palavras, recodificando-as, para que seja possivel

identificar e corrigir os erros.

Podemos recodificar nosso cédigo da seguinte forma:

Leste +— 00 +~— 00000
Oeste +— 01 — 01011
Norte — 10 — 10110

Sul — 11 — 11101

Veja que nesta recodificagdo, as duas primeiras posi¢oes reproduzem o cédigo da
fonte e os trés nimeros introduzidos sao as redundancias. Este novo cédigo serd chamado

de Cédigo de canal.

Suponha que se tenha introduzido um erro ao transmitirmos, por exemplo, a palavra
10110, de modo que a mensagem recebida seja 11110. Comparando essa mensagem com as
palavras do codigo, notamos que nao lhe pertence e, portanto detectamos erros. A palavra
do c6digo mais proxima da palavra introduzida (a que tem menos coordenadas distintas)

¢ 10110, que ¢ precisamente a palavra transmitida.

O nosso estudo consiste, entao, em transformar o codigo da fonte em um codigo de

canal, sendo possivel a deteccao e correcao de forma mais eficiente.

Outro exemplo para ilustrar a teoria de c6digos corretores de erros, é o corretor
de celular, muito criticado pelos usuarios de smartfones. Note que as palavras do codigo
que o corretor analisa sao neste caso as palavras da lingua portuguesa, portanto, veja o

seguinte caso:

= 7% 24+ %I & 7:56 PM

< 'i; Gleidis (SN

hoje as 7:31 PM

Testy]

1S0A Teste Testa Testo

T el T T T aTri
123451678 49})0

alsldlflalnlilk]!
S lzlxlclvlb n?m/ﬂ
oE | - &N

Perceba que a palavra introduzida testy nao existe na lingua portuguesa e, portanto

sao sugeridas algumas opgoes para a corre¢ao, porém notem que todas as opcoes dadas
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possuem apenas uma letra distinta da palavra errada introduzida, impossibilitando uma

correcao certeira se deixada de forma automatica.

Concluimos que a lingua portuguesa é um péssimo alfabeto para utilizarmos, ja
que as palavras sao muito proximas, em questao de apenas uma letra introduzida errada,
pode equivaler a varias palavras com sentido distinto. Isso nos leva a crer que é mais

interessante pensar em alfabetos algébricos.

1.2 Métrica de Hamming

Seja A um conjunto finito, o qual chamaremos de Alfabeto. O ntimero de elementos
de A serd denotado por |A| = ¢. Um c6digo corretor de erros é um subconjunto préprio
qualquer de A™ = {(z1,29,...,2,) : ; € A;i = 1,2,...,n}, para n € N. Até agora
utilizamos a nocao intuitiva de proximidade entre palavras, porém vamos definir uma

forma de medir essa distancia.

Definicao 1.1. Dados dois elementos u,v € A", a distancia de Hamming entre u e v é
definida como
d(u,v) = |{i;u; # v, 1 <i < n}.

Para exemplificar esta defini¢ao, considere A ={0,1} e n = 4:
d(0010,1111) =3
d(1010,0101) = 4
d(1001,1101) = 1

Proposicao 1.2. Dados u,v,w € A", valem as sequintes propriedades:

i) Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.
i) Simetria: d(u,v) = d(v,u).

iii) Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Demonstragao. i) Temos por definicao que d(u,v) = [{i;u; # v;, 1 < i < n}|, logo,
temos que a distancia sera a quantidade de elementos deste conjunto, desta forma

d(u,v) > 0.

ii) Quando calculamos a distdncia de Hamming, comparamos coordenada a coordenada
das palavras, dessa forma, independe a ordem que comparamos a i-ésima coordenada
das palavras, ou seja, os conjuntos d(u,v) = |{i;u; # v;,1 <1 < n}| e d(v,u) =

{i;v; # ui, 1 <@ < n}| sdo equivalentes.
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iii) A contribuicao das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u.v) é igual a 0 se u; = v;, e
igual a 1 se u; # v;. No caso em que a contribuigao é zero, certamente a contribuigao
das i-ésimas coordenadas de d(u,v) é menor igual a das i-ésimas coordenadas de
d(u, w) + d(w,v) (=0, 1 ou 2).

No outro caso, temos que u; # v; e, portanto, ndo podemos ter u; = w; e w; = v;.
Consequentemente, a contribui¢do das i-ésimas coordenadas a d(u,v) + d(w,v) é

maior ou igual a 1, que é a contribui¢do das i-ésimas coordenadas de d(u,v).

O

A Proposicao 1 nos garante que a distancia de Hamming, como definimos é uma

métrica.

Dado um elemento a € A™ e um nimero real t > 0, definimos o disco e a esfera de

centro a e raio t como sendo, respectivamente, os conjuntos

D(a,t) ={u € A";d(u,a) < t},
S(a,t) ={u e A" d(u,a) = t}.

Como d(u,a) € N, os conjuntos acima sao finitos e o préximo lema nos fornecera as suas

cardinalidades. Iremos a partir daqui utilizar a notagao usual de niimeros combinatoérios:

n n!

Lema 1.3. Para todo a € A" e todo niumero natural v > 0, temos que

wmwﬂzi(?)@—n?

1=0

Demonstracao. Devemos mostrar que

|&mm=(?)m—nf

O resultado segue, observando que S(a,i) N S(a,j) =0 sei # j, e que

Note que a cardinalidade de D(a,r) depende apenas de n, q e r.
Definigao 1.4. Seja C' um cddigo de A™. A distdncia minima de C' é o nimero

d = min{d(u,v);u,v € C;u # v}.
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Por exemplo no codigo do robo, tinhamos d = 3.

M
Para calcularmos d, precisariamos calcular 5 distancias, onde M é o niimero

de palavras do c6digo, o que tem um alto custo computacional. Veremos a seguir uma
forma de calcular d, com baixo custo computacional, quando utilizamos uma estrutura

algébrica adicional.

Dado um codigo C' de A™ com distancia minima d, define-se k = d21 ], onde

[t] representa a parte inteira de t € R.

Lema 1.5. Seja C um cédigo com distincia minima d. Se ¢ e ¢ sdo palavras distintas de
C' entao
D(c,k)ND(c, k) = 0.

Demonstragio. De fato, se z € C pertencesse a D(c, k) N D(c, k), terfamos d(x,¢) < &
e d(z,c¢) < k. Como d(z,c) = d(c, ) pela desigualdade triangular temos que d(c,c ) <
d(e,z) +d(z, c’) < 2k. Agora para j,l € Z, temos pelo algoritmo de euclides que existem
q,r € Z tais que j = lq + r o que implica que [ M = j — r e dai segue que,

d(e,c) < d(c,z) +d(x,¢) <2k < d—1,

absurdo pois d(c,c) > d.

]

A importancia da distancia minima d de um cédigo se da pelo teorema a seguir.

Teorema 1.6. Seja C' um cddigo de A™ com distancia minima d. Entao C' pode corrigir

até Kk = [%} erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstracdo. Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do codigo cometermos t erros, com
t < K, recebendo a palavra r, entao d(r,c) =t < k; enquanto que, pelo Lema anterior,
a distancia de r a qualquer outra palavra do cédigo é maior que k. Isso determina c
univocamente a partir de r. Por outro lado, dada uma palavra do cédigo, podemos nela
introduzir até d — 1 erros sem encontrar outra palavra do cédigo, e assim, a detecgao do

erro sera possivel.

]

Por exemplo no co6digo do rob6 como d = 3, é possivel corrigir até k = [%} =1
erros e detectar até d — 1 =4 — 1 = 3 erros.

Podemos concluir que um cédigo tera maior capacidade de deteccao e correcao de

erros quanto maior a sua distancia minima, portanto é fundamental que calculemos d e
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que exista uma cota inferior para este parametro de qualidade do cédigo, isto que iremos

determinar a seguir.

Definigao 1.7. Seja C' C A" um cédigo com distancia minima d e seja kK = [—} O

cédigo C serd dito perfeito se
U D(c, k) = A™
ceC

Um cédigo C' sobre um alfabeto A possui trés pardmetros fundamentais [n, k, d],
que sdo respectivamente, o seu comprimento, o nimero de elementos (veremos que em

c6digos lineares representa a dimensdao do cddigo) e sua distancia minima.

1.3 Cédigos Lineares

A classe de cédigos mais utilizada na pratica é conhecida como codigos lineares, a

qual iremos abordar no decorrer do trabalho.

Denotaremos por F, um corpo finito com ¢ elementos tomado como alfabeto. Temos,

portanto, para cada n € N, existe um F,-espaco vetorial Fy = {(ay,ag,...,a,) : a; €
F,i=1,2,...,n} de dimensao n.
Sejam u,v € Fy e k € Fy, onde u = (uy,ug, ..., u) € v = (vV1,02,...,0,). As

operagoes definidas em Fy serao:

e Soma:
u+v=(ug,Ug,...,u) + (V1,02,...,0,) = (ug + v1,us + Vo, ..., U, + V).
Onde a soma de u; +v; € Fy, parai=1,2,...,n é a soma em F,.

e Multiplicacao por escalar:

k-u==Fk-(u,ug,...,up) = (k-uy,k-ug,....k-up)

Note que u; € Fy;¢ = 1,2,...,n, dessa forma a operagao k - u; € F, é o produto

usual de F,.

Definigao 1.8. Todo subespaco C' C Fy serd chamado cédigo linear sobre .

Sabemos que a imagem de uma transformacao linear é um subespaco vetorial,
portanto, podemos representar os codigos por meio de uma transformacao linear injetora,

veja um exemplo a seguir.
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O codigo robo é um codigo linear, considerando o alfabeto A = Iy, conhecido como
corpo de Galois, e o cddigo robd é subespago vetorial de F5. A transformagcao linear que

gera o codigo robo é

T : IF2 — F3
(x1,22) — (21,22, 21,21 + Ta, T2)

De fato, veja que:

T(0,0) = (0,0,0,0,0)
T(0,1) = (0,1,0,1,1)
T(1,0) = (1,0,1,1,0)
T(1,1) = (1,1,1,0,1)

Todo cédigo linear é por definicao um espaco vetorial de dimenséao finita. Portanto
seja k a dimensao do codigo C' e seja (v, v, ..., v;x) uma de suas bases, portanto, todo

c € C, pode ser escrito como
C = )\11}1 + )\21)2 + -+ )\kvk,

onde \; € F,,i = 1,..., k. Segue dai que o ntimero de palavras do c6digo serd M = |C| = ¢".

E consequentemente,

dimgC =k = log,q* = log,M.

Definigao 1.9. Seja z € Fy, dizemos que o peso de x ¢
w(x) = {i;z; # 0)}.
Uma definigdo equivalente é w(x) = d(z,0).
Definicao 1.10. O peso de um cédigo linear C' é
w(C) = min{w(x);x € C\{0}}.

Proposigao 1.11. Seja C' C Fy um cddigo linear com distancia minima d. Temos que

i) Yo,y € Fy, d(z,y) = w(r —y).

i) d = w(C).

Demonstracio. i) Por definicdo temos que Yu,v € Fy, d(u,v) = [{7;u; # vi, 1 <i < n}
e, Yu,v € Fy temos que, w(u —v) = [{i;u; —v; # 0,1 <4 < n}f, porém, podemos
reescrever u; — v; # 0 como u; # v;, tornando assim os dois conjuntos iguais, logo,
Vu,v € FY, d(u,v) = w(u —v).
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ii) Para todo par de elementos z,y € C, com = # y, tem-se que z =z —y € C\{0} e
d(z,y) = w(z), logo a distdncia minima serd o menor peso de um elemento z assim

construido do codigo.

O

1.4 Matriz Geradora de um Cédigo

Considere F, o corpo finito com q elementos e C' C Fy um cédigo linear. Chamare-
mos de parametros do cédigo linear C' & terna de inteiros [n, k, d] onde k é a dimensdo de
C sobre [, e d representa a distancia minima de C, que é também igual ao peso de w(C)

do cédigo C. Note que o niimero de elementos M de C ¢ igual a ¢*.

Seja f = {v1,vs,...,v;} uma base ordenada de C' e considere a matriz G, cujas
linhas sdo os vetores v; = (Vj1,..., V), @ = 1,..., k, isto é
U1 V11 V12 ... Up
G p— p—
Un, Vel Vg2 ... Ugn

A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada a base [3.
Considere a transformacao linear definida por:

. k n
T : Fq — ]Fq
r = xG

Se x = (z1,...,x)), temos que
T(r) = 2G = zv1 + - - - + TRV

Logo T(IF’;) = (. Podemos, entao, considerar Iy’ como sendo o codigo da fonte, C', o codigo

de canal e a transformacao 7', uma codificagao.

Note que a matriz G depende da escolha da base, dessa forma nao é univocamente

determinada por C'

Podemos também considerar o processo inverso e construir cédigos a partir de
matrizes geradoras. Para isso, basta tomar uma matriz cujas linhas sao linearmente
independentes e definir um cédigo como sendo a imagem da transformacao linear:

T: Fr — T
q q
xr — G

Definicao 1.12. Diremos que uma matriz geradora G de um cédigo C' esta na forma

padrao se tivermos
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onde Idj é a matriz identidade k£ x k e A uma matriz k x (n — k).

O teorema a seguir nos garante a existéncia da matriz na forma padrao de qualquer
matriz geradora de um cédigo C, e podemos obté-la por meio de operagdes elementares e

permutacao de colunas.

Teorema 1.13. Dado um cédigo C, existe um cédigo equivalente C' com matriz geradora

na forma padrao.

Demonstragio. A demonstracao pode ser vista em [2] nas paginas 92-93. O

1.5 Cédigo Dual

Sejam u = (uy,...,u,) e v = (vy,...,v,) elementos de Fy, defini-se o produto de u
e v sendo:

(u,v) = ugvy + -+ + UpUy.

Essa operagao possui as propriedades usuais de um produto interno, ou seja, é simétrica

(u,v) = (v, u)

e bilinear

para todo A € IF,.

Seja C' C Fy um co6digo linear, defini-se:
Ct={velF}(uv)=0Yue C}
Lema 1.14. Se C C Fy € um cddigo linear, com matriz geradora G, entao

i) O+ é um subespago vetorial de Fy.
i) v € C+ & Gat = 0.
Demonstracao. i) Considere u,v € C*+ e X € F,. Temos que para todo z € C
(u+ v, z) = (u,x) + Mv,z) =0

e portanto, u + A € C*, provando que C*+ é um subespaco vetorial de Fy.
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ii) # € C+ & 2 é ortogonal a todos os elementos de C' < x é ortogonal a todos os
elementos de uma base de C, o que é equivalente a dizer que Gz' = 0 pois as linhas

de G sdo uma base de C.

O

O subespaco vetorial C*+ de [, ortogonal a €, ¢ também um codigo linear que

sera chamado cédigo dual de C.
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2 Corpos finitos

Nos apéndices deste trabalho, sao abordados conceitos relacionados a introducgao a
corpos, extensoes de corpos e polinémios, que sao importantes para a compreensao dos

resultados abordados nesta secao.

Neste capitulo iremos caracterizar os corpos finitos, para isso, enunciaremos e
provaremos alguns resultados importantes para que saibamos manipular as curvas que

serao trabalhadas no decorrer do trabalho. Para maiores detalhes ver [1].

2.1 Caracterizacao de Corpos Finitos

Lema 2.1. Seja F' um corpo finito contendo um subcorpo K com q elementos. Entao F

contém q™ elementos, onde m = [F : K].

Demonstracdo. F é um espago vetorial sobre K, e uma vez que F' é finito, ele é um espago
de dimensao finita sobre K. Se [F': K] = m, entdo F' tem uma base sobre K consistindo
de m elementos, digamos by, by, ..., b,,. Logo, cada elemento de F' pode ser unicamente
representado na forma ab, + - - - + a,,b,,,, onde aq, ..., a,, € K. Como cada a; pode assumir

q valores, F' tem exatamente ¢ elementos. O

Teorema 2.2. Seja F' um corpo finito. Entdo F tem p™ elementos, onde o primo p € a

caracteristica de F' en é o grau de F sobre seu subcorpo primo.

Demonstracio. Uma vez que F' é finito, sua caracteristica é um primo p. Assim o subcorpo
primo K de F' ¢é isomorfo a I, e, portanto, contém p elementos. O resultado segue do
Lema 2.1. O

Comecando dos corpos primos [F),, podemos construir outros corpos finitos pelo
processo de adjuncgao de raizes. Se f € F,[x] for um polinémio irredutivel sobre [F, de grau
n, entao pela adjuncao de uma raiz de f a [F,, obtemos um corpo finito com p" elementos.
Além disso, veremos que existe apenas um corpo (a menos de isomorfismo) com uma dada

quantidade de elementos.

Lema 2.3. Se F' for um corpo finito com q elementos, entao todo a € F satisfaz a? = a.

Demonstragdo. A identidade a? = a é trivial para a = 0. Por outro lado, os elementos
nao-nulos de F' formam um grupo multiplicativo de ordem ¢— 1. Entdo, a?~! = 1 para todo

a € F com a # 0, e multiplicando ambos os lados por a, obtemos o resultado desejado. [
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Lema 2.4. Se F' for um corpo finito com q elementos e K for um subcorpo de F', entdo o

polinomio z? — x € Klz| se fatora em F|x] como

2'—z=]](x—a)

aeF

e F' é um corpo de decomposicio de x? — x sobre K.

Demonstracao. O polindmio x? — x de grau ¢ tem, no maximo ¢ raizes em F'. Pelo Lema
2.3, sabemos ¢ tais raizes (todos os elementos de F'). Assim, o polinémio dado se divide

em F' da maneira indicada, e nao pode se dividir em nenhum corpo menor. O

Teorema 2.5 (Existéncia e unicidade de corpos finitos). Para todo primo p e todo inteiro
positivo n, existe um corpo finito com p" elementos. Qualquer corpo finito com q = p”

elementos € isomorfo ao corpo de decomposi¢io de x? — x sobre IF,,.

Demonstragio. (Existéncia) Para ¢ = p™, considere 29 — x em F,[z] e seja F seu corpo
de decomposicao sobre ). Esse polindmio tem ¢ raizes distintas em F', uma vez que sua
derivada é gz ! — 1 = —1 € F,[z] e, dessa maneira, ndo tem nenhuma raiz em comum
com 7 — z. Seja S = {a € F': a? — a = 0}. Entdo, S é um subcorpo de F, ja que:

(7) S contém 0 e 1;

(i7) a,b € S implicaa—be€ S ((a—b)?=a?—b? = a— b);

(ii1) a,b € S, b # 0 implica ab™ € S ((ab™)? = a%™ 1 = ab™').

Mas, por outro lado, 9 —z deve se dividir em S, uma vez que S contém todas as suas raizes.

Logo, F' =S e, uma vez que S tem ¢ elementos, F' é um corpo finito com ¢ elementos.

(Unicidade) Seja F' um corpo finito com ¢ = p” elementos. Entao F tem caracte-
ristica p pelo Teorema 2.2 e, assim, contém [F,, como subcorpo. Segue do Lema 2.4 que
F é um corpo de decomposicao de z? — x sobre F,. Entao, o resultado desejado ¢ uma

consequéncia da unicidade (a menos de isomorfismo) dos corpos de decomposicao. ]

Podemos concluir que o tnico (a menos de isomorfismo) corpo finito com ¢ = p"

elementos é o corpo de decomposicao de x? — x sobre [F,,. A seguir, veremos quais sao todos
os subcorpos F, de um dado corpo F,. Nao basta que I, esteja contido em F,, precisamos

que todos os elementos = € I, satisfacam a condi¢ao x? = x em F,.. Por exemplo,
Fs ={0,1,2,3,4} € {0,1,2,3,4,5,6} = Fy,
mas, em 5, 27 = 3, mostrando que [F5 ndo ¢ subcorpo de F.

Teorema 2.6 (Critério para subcorpos). Seja F, um corpo finito com q = p" elementos.
Entao todo subcorpo de Fy tem p™ elementos, onde m é um divisor positivo de n. Inversa-
mente, se m for um divisor positivo de n, entdo existe exatamente um subcorpo de Fy com

p™ elementos.
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Demonstragio. E facil ver que um subcorpo K de F, tem ordem p™ para algum inteiro
positivo m < n. O Lema 2.1 mostra que ¢ = p™ deve ser uma poténcia de p™, logo m é,

necessariamente, um divisor de n.

Inversamente, se m for um divisor positivo de n, entao p™ — 1 divide p" — 1, e
assim 27" — 1 divide 22" — 1 em F,[x]. Consequentemente, 2" — z divide 27" —x = 27—z
em F,[z]. Logo, toda raiz de 2P — 2 é uma raiz de 27 — x e, portanto, pertence a F,,.
Segue que F, deve conter como subcorpo um corpo de decomposigao de z?" — x sobre
F,, e como vimos na prova do Teorema 2.5, tal corpo de decomposicao tem ordem p™. Se
existissem dois tais subcorpos de ordem p™ em F,, eles conteriam, juntos, mais que p™

’ m o« o~ , .
raizes de ¥ — z em [F,, uma contradicao ébvia. O

A prova do Teorema 2.6 mostra que o unico subcorpo de F,» de ordem p™, onde m
7 . . “ . . . 7’ . A . m
¢ um divisor positivo de n, consiste precisamente das raizes do polinémio 27" — = € F,[z]

em [Fpn.

Exemplo 2.7. Os subcorpos do corpo finito Fys0o podem ser determinados listando todos
os divisores positivos de 30. As relagoes de contingéncia entre esses varios subcorpos estao

dispostas no seguinte diagrama.

FQSO

SN

F26 FQIO F215

L < X

IF22 FQB IFQS

N

Fy

Pelo Teorema 2.6, as relacoes de contingéncia sao equivalentes as relacoes de divisibilidade

entre os divisores positivos de 30.

Para um corpo finito F;, denotamos por F; o grupo multiplicativo dos elementos

nao-nulos de F,. Uma propriedade muito importante de tal grupo ¢ a seguinte:

Teorema 2.8. Para todo corpo finito ¥y, o grupo multiplicativo ¥}, é ciclico.

Demonstragio. Podemos assumir ¢ > 3. Seja h = pi'p5* - - - pl™ a decomposi¢ao em fatores

h
primos da ordem h = g — 1 do grupo F;. Para cada 7,1 <4 < m, o polindmio z7 — 1 tem,
h

no maximo, -- raizes em F,. Uma vez que z% < h, segue que existem elementos nao-nulos
7 2

~ ~ , . A . . h p?i
em [F, que nao sao raizes desse polinémio. Seja a; um tal elemento e defina b; = ai\ L

T
~ D, , .. . , . )
Entao b;" =1, logo a ordem de b; é um divisor de p;* e é, com isso, da forma p;’ com
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0 < s; < r;. Por outro lado,
h
i = aj* #1,

e, assim, a ordem de b; é p;". Afirmamos que o elemento b = bibs - - - b, tem ordem h.
Suponha, do contrario, que a ordem de b é um divisor préprio de h e é, portanto, um

divisor de, no minimo, um dos m inteiros f, 1 <1 < m, digamos de p%. Entao, temos
K3

n b h
1=0br = b b - bk

h

" divide 2, e, assim, bf' = 1. Isso implica que a ordem de by
p1

Agora, se 2 < i < m, entao p;
deve dividir p%, o que é impossivel, ja que a ordem de by é p;*. Logo, F , ¢ um grupo ciclico

com gerador b. O

Definigao 2.9. Um gerador para o grupo ciclico F} é chamado um elemento primitivo
de [F,.

Teorema 2.10. Seja F, um corpo finito e F, um corpo finitamente estendido. Entdo F, é
uma extensao algébrica simples de I, e todo elemento primitivo de IF, pode servir como

um elemento definidor de IF, sobre F,.

Demonstragio. Seja ¢ um elemento primitivo de IF,. Temos, claramente, F,(¢) C F,. Por
outro lado, Fy(¢) contém 0 e todas as poténcias de (, e, entdo, todos os elementos de F,.
Logo, F,(¢) =T,. O

Corolario 2.11. Para todo corpo finito Fy e todo inteiro positivo n, existe um polinomio

irredutivel em Fy[z] de grau n.

Demonstragio. Seja F, o corpo estendido de F, de ordem ¢", entao [F, : F,] = n. Pelo
Teorema 2.10, temos F, = F,(() para algum ¢ € F,. Entao, o polinémio minimal de ¢

sobre F, é um polinémio irredutivel em F,[z] de grau n. O

Com os resultados apresentados nesse capitulo, podemos enxergar um corpo finito
F, de caracteristica p como o corpo de decomposicao de x? — x sobre I, = Z,,, temos um

critério para subcorpos e sabemos encontrar extensoes de corpos de qualquer grau.

Veremos a seguir resultados importantes a respeito dos chamados polinomios
irredutiveis que determinam curvas algébricas. Além disso, definiremos fungoes importantes
envolvendo corpos finitos, as quais serao utilizadas na construgao do cé6digo AG sobre a

curva hermitiana, que pode ser vista como uma relacao entre as fungdes trago e norma.
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2.2 Raizes de polinbmios irredutiveis

Lema 2.12. Seja f € Fy[x] um polinomio irredutivel sobre um corpo finito F, e seja «
uma raiz de f em uma extensao de corpos de F,. Entdo, para um polinomio h € Fy|x], nds

temos h(a) =0 se, e so se, f dividir h.

Demonstragio. Basta usar o algoritmo da divisao em F,[x]. A partir dele, obtemos

h(z) = q(z) f(z) + r(z).
“Aplicando” a nessa expressao, encontramos h(a) = r(«) e o resultado segue. O

Lema 2.13. Seja f € F,[z] um polinomio irredutivel sobre F, de grau m. Entdo f(x)

.. n , e e 7.
divide x4 — x se, e so se, m dividir n.

Demonstracdo. Suponha que f(z) divida 27" — z. Seja o uma raiz de f no corpo de
decomposicio de f sobre F,. Entdo 4" = «, logo a € Fn. Segue que F,(a) é um subcorpo
de Fn. Mas, uma vez que [F,(a) : Fy] = m e [Fpn : F,] = n, sabemos que m divide n pelo
Teorema A.31.

Inversamente, se m dividir n, o Teorema 2.6 implica que F,» contém [F;» como
subcorpo. Se «a for uma raiz de f no corpo de decomposigao de f sobre F,, entao [F(«) :
F,] = m, e, entdo, F,(a) = F,m. Consequentemente, nés temos o € Fyn, logo a?" = a, e,
portanto, o é uma raiz de x¢" — z € F,[z]. N6s temos como consequéncia entdo pelo Lema
2.12 que f(z) divide 29" — . O

Teorema 2.14. Se f for um polinémio irredutivel em F,[z] de grau m, entdo f tem uma
raiz o em Fym. Além disso, todas as raizes de f sao simples e sao dadas pelos m distintos

2 m—1
elementos o, a4, , ..., a1 de Fym.

Demonstracio. Seja o uma raiz de f no corpo de decomposicao de f sobre F,. Entao
Fy(a) : Fy] = m, logo Fy(ar) = Fym, e, em particular, &« € Fym. Em seguida, nds
mostraremos que se 3 € F,m for uma raiz de f, entao 49 é também uma raiz de f. Escreva

f(x) =ap+ a1z + -+ aya™, com q; € F,. Logo, usando o Lema 2.3, temos

f(ﬁq) :a0+a1@q+...+am5qm:ag+a‘{54+...+a%5qm
= (a0 + a1+ -+ amf")? = f(B)" = 0.

2 m—1 ~ ,
Portanto, os elementos a,, a?, o, ...,a%"  sao raizes de f. Resta provar que esses elementos
~ . . . j k . . . .
sdo distintos. Suponha, do contrério, que a? = o , para inteiros j e k com 0 < j < k <
m — 1. Elevando essa identidade & poténcia ¢*~7, obtemos

m—k+j m
a =a! =aq.

m—k+j

Segue, entdo, do Lema 2.12, que f(x) divide x4 — z. Pelo Lema 2.13, isso s é possivel

se m dividir m — k + 7 < m, e entao chegamos em uma contradicao. O]
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Corolario 2.15. Seja f um polindmio irredutivel em F,[x] de grau m. Entdo o corpo de

decomposicao de f sobre IF, é dado por Fym.

Demonstragio. Usando o Teorema 2.14, vemos facilmente que f se decompoe em Fym.
Além disso, Fy(a, 0, ...,a?" ") = Fy(a) = Fyn para uma raiz a em Fym, onde a segunda

identidade é tirada da prova do Teorema 2.14. O

Corolario 2.16. Quaisquer dois polinomios irredutiveis em Fy[x] de mesmo grau tém

corpos de decomposicao isomorfos.

Assim, vimos que o corpo de decomposi¢ao de um polindémio irredutivel pode ser
obtido quando conhecemos uma de suas raizes. Além disso, nés conseguimos mostrar que,
se soubermos uma raiz o de um polinémio irredutivel de grau m, saberemos todas as
outras raizes (que sdo exatamente as poténcias a4, oﬂ2, ..,a?"). Essas poténcias recebem

uma nomenclatura especial.

Defini¢ao 2.17. Seja F,» uma extensao de I, e seja a € Fym. Entao os elementos

2 m—1 ~ . .
a,af, a7 ... ol sao chamados conjugados de o com respeito a [F,.

Os conjugados de o € Fym com respeito a [, sao distintos se, e s6 se, o polindmio
minimal de a sobre [Fy tiver grau m. Do contrario, o grau d do polindmio minimal serd um
divisor préprio de m, e, assim, os conjugados de o com respeito a I, serao os elementos

« 4. d—1 .
distintos a, a?,...,a? *, cada um repetido % vezes.

Teorema 2.18. Os conjugados de o € Fy.. com respeito a qualquer subcorpo de By tém a

mesma ordem no grupo F;.

Demonstragio. Seja Fy um subcorpo de F, e a a ordem de a no grupo F;. Sabemos que
d ¢ uma poténcia da caracteristica de I, e, portanto, é coprimo com a ordem ¢ — 1 de
;. Um outro resultado bem conhecido da teoria de grupos ¢ que a ordem de a? em F;
¢é igual a

__a d x 4 X
mdcdgD = O Logo, a ordem de a® em [} ¢ igual a ordem de a nesse grupo.

Analogamente, prova-se para os outros conjugados e temos o resultado desejado. O]

Corolario 2.19. Se o for um elemento primitivo de Fgm, entao todos os seus conjugados

com respeito a qualquer subcorpo de Iy, também o sao.

Exemplo 2.20. Seja o € Fig uma raiz de f(z) = 2* + 2+ 1 € Fy[z]. Entao os conjugados
de o com respeito a Fy sdo o, a?,a* = a +1e a® = o + 1, cada um deles é um elemento

primitivo de Fi4. Os conjugados de @ com respeito a Fy sdo o e o* = o + 1.

Existe uma relagao intima entre elementos conjugados e certos automorfismos de
um corpo finito. Seja F,» uma extensao de F,. Por um automorfismo de F,~ sobre I, nés

denotamos um automorfismo o de F,m que fixa os elementos de [F,. Portanto, em detalhes,
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nos exigimos que o seja um mapa injetor de F,m nele mesmo com o(a + ) = o(a) + o(f)

e o(af) = o(a)o(B) para todos a, f € Fym € 0(a) = a para todo a € F,.

Teorema 2.21. Os distintos automorfismos de Fyn sobre F, sdo exatamente os mapas

00,01, -y O definidas por o;(a) = o para o € Fme0<j<m-—1.

Demonstragio. Para cada o; e todos a, f € Fym é simples notar que temos o(a + () =
o(a)+0o(f) eo(af) =o(a)o(f), de forma que o; é um endomorfismo de Fym. Além disso,
oj(a) = 0 se, e s6 se, o = 0, logo o; é injetor. Uma vez que F,m» é um conjunto finito,
o; é sobrejetor e, portanto, um automorfismo de Fym. Além disso, temos o;(a) = a para
todo a € F, pelo Lema 2.3, e, entao, cada o; ¢ um automorfismo de Fyn sobre F,. Os
mapas 0g, 01, ..., 0py—1 sa0 distintos, uma vez que atribuem valores distintos aos elementos

primitivos de F m.

Agora, suponha que ¢ ¢ um automorfismo arbitrario de Fym sobre F,. Seja 8 um
elemento primitivo de F,m e seja f(z) = 2™ + ap_12™ ' + - -+ + ag € F,[x] seu polindmio

minimal sobre F,. Entao
0= U(ﬁm + a/mflﬁmi1 +-+ ao) = U(ﬁ)m + am,10<ﬁ)m71 + .-+ ap,

de forma que o(3) é uma raiz de f em Fym. Segue do Teorema 2.14 que o(3) = p¢
para algum 0 < j <m — 1. Uma vez que ¢ é um homomorfismo, o(«a) = o’ para todo
a € Fym. 0

Assim, finalizamos essa secao ressaltando a importancia de se conhecer as raizes
de polindémios irredutiveis: a partir de uma dessas raizes, pode-se obter todas as outras
tomando seus conjugados e o corpo de decomposi¢ao desse polindomio pode ser obtido

adjuntando-se ao corpo base uma raiz encontrada.

2.3 Traco e Norma

Vamos agora introduzir uma importante aplicacao de F = Fym em K = [F,, a qual
sera linear. Mais resultados envolvendo as fungoes que serao definidas a seguir, podem ser

encontrados em [3].

Definicao 2.22. Para o € F = F;m» e K =y, o trago de a sobre K ¢ definido por

m—1

Trex(a) =a+al+---+aof

Se K é um subcorpo primo de F, entao T'rg/k (o) é chamado trago absoluto de a

ou simplesmente denotado por Trp(c).

Teorema 2.23. Seja K=F, e F = Fyn. Entdo a fungao trago Trg/x satisfaz as sequintes

propriedades:
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Z) T?"]F/K(Oé + 6) = TTF/]K(Oé) + TTF/K(ﬁ), VO(, B clF.
i) Trpx(ca) = cT'rpx(a), Ve € K, Va € F.

i) Trpx € uma transformagao linear de F em K, onde ambos sio vistos como espago

vetorial sobre K.
w) Tre/k(a) = ma;Va € K.

v) Tryx(a?) = Tryx(a);Va € F.

Demonstracao. i) Sejam «, € F, temos que

m—1

Trg(a+p) = a+B+(a+p)14+--+ (a4 B)1
= a+B8+ad+ 84 - +al" 40
— a+...+aqm71+6+...+ﬂqm’l
= Tre/x(e) + Trex(B).

m—1

Obs: Note que usamos o fato da caracteristica de F ser ¢, isto nos permitiu utilizar a
seguinte igualdade
(a+B)! = af +

ii) Sejam c € K e o € F, entao:

Tre(ca) = ca+ (ca)t+ -+ (ca)?™
co+clad 4ot gl
ca+cal - +cal”
clatald-- +al™)

= CT’I“F/K(O./).

iii) As propriedades (i) e (ii) juntamente com o fato de Trg/k(a) € K,Va € F, nos
garante que T'rp g € uma transformacao linear de F em K. Basta mostrar que Ja € F,
tal que, Trp/x(a) # 0.

Temos que Trg/x(a) = 0 se, e somente se, a é raiz de 29" +--- + 29+ 2 € K[z] em
F. Mas como esse polindémio possui no maximo ¢™ ! raizes em F e como [ possui
q™, podemos garantir que pelo menos um elemento de F nao ¢ raiz do polindémio, o
que equivale a dizer que Ja € F, tal que,Trp/x(a) # 0.
iv) Seja a € K, temos que:
Trek(a) = a+a?+---+ al"”!
= a+a+---+a
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v) Paraa € F, temos que a?” = o, e entdo, Try/x(a?) = al+ad 4 4" = Tre ().

]

A funcdo Trg/x serve para descrever todas as transformagoes lineares de [ para K.

Teorema 2.24. Seja F uma extensao finita do corpo finito K, ambos sdo espacos vetoriais
sobre K. Entao as transformagcoes lineares de F para K sdo eratamente os mapeamentos
Lg.p € F, onde Lg(o) = Trgjx(Ba), Voo € F. Além disso, temos que Lg # L., onde [ ey

sao elementos distintos de F.

Demonstragio. Cada mapeamento Lg é uma transformacao linear de F para K pelo
teorema 2.23(iii). Para 3,y C F com 8 # =, temos que Lg— L, = Trp/x(Sa) = Trgx(yo) =
Trex((8 —v)a) # 0 para um « € F adequado, Trr/g mapeia I sobre K, e Lg # L. Se
K =T, e F = F,m, entao existem ¢™ diferentes transformacoes lineares Lg de I para
K. Por outro lado, toda transformacao linear de F para K pode ser obtida atribuindo
elementos arbitrarios de K aos m elementos da base de [ sobre K. Isto pode ser feito
de ¢™ diferentes formas, o mapeamento Lg percorre portanto todas as possibilidades de

transformacao linear de F para K. O]

Teorema 2.25. Seja F uma extensdo finita de K = F,. Entao para o € F nds temos

Trex(a) = 0 se, e somente se, « = 39 — 3 para algum 3 € F.

Demonstragio. (<) A demonstragio é direta, considerando o item (v) do Teorema 2.23,

ja que se Trg/x(8?) = Trr/x(B) teremos pelo item (i) do mesmo Teorema T'rp/k (37 —
5) = TTIF/K(ﬁq) - TTIE‘/K(B) = TTF/K(ﬁ) - TTF/K(B)‘

(=) Suponha a € F = Fym com Trp/x(a) = 0 e seja f uma raiz de 29 — x — a em alguma

extensao de F. Entao 71— =a e

0 = Tra=a+al+ -+l
= (B7=B) + (B1=B)"+- -+ (8= p)
= (B7=B)+ (BT = B+ + (B = )
= p =5
Portanto, § € F.
O

A composicao da fungdo trago segue uma regra que iremos mostrar no teorema a

seguir.

Teorema 2.26. Sejam K um corpo finito, F uma extensao de K e E uma extensdo de F.
Entao
Tresk(a) = Trew(Trew(a)) para todo o € E.
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Demonstragio. Sejam K = F,, [F : K] = m e [E : F] = n, entéao [F : K] = mn pelo
Teorema A.31 Entao para o € E temos

m—1 ) m—1 n—1 . )
7 Jm 7
TT‘]}?/K(TTE/]F(O()) = T’I“E/]F(O!)q = ( qu )q
i=0 =0 j5=0
m—1n—1 qjm+1 mn—1 qk
= a = > a” =Trgx(a).
=0 7=0 k=0

Agora vamos definir outra aplicacao linear importante para o nosso trabalho.

Definicao 2.27. Para o € F' = F;m e K = F,, a norma Ny/k(«) de o sobre K é definido
por

Esta aplicacao possui algumas propriedades que veremos no teorema a seguir.

Teorema 2.28. Sejam K = F, ¢ F = Fgm. Entdo a fungao norma Ny satisfaz as

sequintes propriedades:

i) Ne/x(apB) = Nejx(a)Nejx(B):Va, B € F.
i) Ny/xk mapeia F em K e F* para K*.
i) Npx(a) =a™ Vo € K.
i) Npx(a?) = Npk(a); Vo € F.

Demonstragio. 1)

Nejx(af) = (aB)-(af)?- - (af)""
como «, 3 € F, e, F, tem caracteristica ¢, vale a igualdade:

= - ﬁ . aq . ﬁq ..... Oéqul . qufl

= Np/(a)Nejx(8)-

ii) Pela propriedade i) temos que Ng/x ¢ um homomorfismo de grupo entre os grupos
multiplicativos. Os elementos do nticleo de Nk sdo exatamente as rafzes do polinémio
2@ =\a=1) — 1 ¢ K[z] em F, a ordem d do nticleo satisfaz d < (¢ — 1)\(¢ — 1). A
imagem de Np/k tem ordem ¢ — 1\(¢ — 1) > (¢ — 1). Segue que Ng/x mapeia F*
para K* e [F para K.
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iii) Como « € K, vale que a? = « (os conjugado de o em K sdo iguais a «), com isso

pelo defini¢ao teremos

NF/K<04) = a-o9----- a?™ !
= a . a . a
= o™

iv) Pelo item i) temos que Ng/x(a?) = Np/k(a)? = Ny/k (), isto porque Ng/k(a) € K.
[

Teorema 2.29. Sejam K um corpo finito e F uma extensao de K e E uma extensdo de F.
Entao

Ng/k (o) = Np/g Nesp(r)); Va € E.

Demonstracao. Seja o € E.

Nrjx(Nese(e)) = Nijg(ad™ -0\ -1)
(a(@™" T =D\ =D)) (@™ T =D\ (g™ - 1))

— Oé(qmnil_l)\(qm_l) — NE/K<04)
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3 Corpo de Funcoes Algeébricas

Neste capitulo, apresentamos as defini¢oes e resultados bésicos da teoria da campos
de funcgoes algébricas: valorizacgoes, lugares, divisores, o género de uma fungao campo,

adeles, diferenciais de Weil e o teorema de Riemann-Roch [6].

Neste capitulo iremos denotar por K um corpo finito qualquer.

3.1 Lugares

Defini¢ao 3.1. Um corpo de fungoes F/K de uma varidvel sobre K é uma extensao
F D K, tal que, F' é uma extensdo finita de K(z) para algum elemento x € F, onde x é

transcendente em K [3].

Iremos utilizar a notagdo F'/K para denotar os corpos de fungdes. Obviamente o
conjunto K = {z € F|z é algébrico sobre K} é um subcorpo de F, pois a soma, produto
e inversos de elementos algébricos sdo algébricos. K é chamado corpo das constantes
de F/K. Temos que K C K CFe, F/l_( é corpo de funcoes sobre K. Dizemos que K é

algebricamente fechado em F se K = K.

Exemplo 3.2. O exemplo mais simples de corpo de fungoes é o corpo de fungoes racionais.
F/K é chamado de racional se F' = K(x) para algum z € F' transcende sobre K. Cada

elemento z # 0 € K(x) possui uma representacao unica
z = aHpi(x)”i,
i

onde a # 0 € K, os polinémios p;(x) € K|[z| sao monicos, distintos dois a dois, irredutiveis
en; € 4.

Um corpo de fungoes arbitrario é frequentemente representado como uma extensao
algébrica simples de um corpo de fungoes racionais K(z), isto é, F' = K(z,y), onde
o(y) = 0, para algum ¢(T") € K(z)[T] irredutivel.

Iremos ver a seguir decomposi¢oes de elementos de um corpo de fungoes qualquer.
Para isso iremos introduzir os conceitos de anel de valorizagao e lugares do corpo de

funcoes. Além de zeros e polos dos elementos de um corpo de fungoes racionais.

Definigao 3.3. Um anel de valorizagao do corpo de fungdes F'//K é um anel O C F que

satisfaz as seguintes propriedades

) KCOCF.
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ii) VzeF,z€eOouz'teO.

Com esta defini¢do, podemos construir o seguinte conjunto em F' = K(x). Seja
p(z) € K|x] irredutivel, defina:

Op(z) = {;ﬂg;, (x),9(x) € K[z],p(x) ndo divide g(x)}}

Veja que onde f(x),p(x) sao elementos nao nulos de K|z|, pertence a K(x), mas tal

p(w)’
elemento nao pertence a Oy, se p(x) nao divide f( ). Além disso, seja g(z) € K|[z] tal

que g(z) ¢é irredutivel e mdc(g(x),p(x)) = 1, entdo 7 5 € Op( 2/ K
Portanto, K C Oy, C F.
Seja z = f(x) € I’ = K(z) nao nulo, entdo se z & Oy = p(z)|g(x). E como ja

podemos Supor que f (x) e g(x) sdo relativamente primos, temos que p(x) nao divide f(x);

logo, 271 = g e Op(a)-
Portanto Oy, ¢ um anel de valorizacao de K (x).
Note ainda que se p(z) e g(x) sao polindmios irredutiveis de K[z] distintos, temos

Op(a) # Og(ays POIS i3 € Opay @ 15 & Oy

Proposicao 3.4. Seja O um anel de valorizagao do corpo de fungoes F/K. Entao:

i) O tem um unico ideal mazimal P = O/O*, onde

O*={x € 0|3z € O onde x.z = 1}.

ii) Para x € F, ndo nulo, temos: v € P < 271 € O.

iii) Para K o corpo de constantes de F/K, temos K C O e K N P = {0}.

Demonstracao. i) Primeiro seja xz € Pe z € O, se zx € O* = Jw € O onde zzw =
1= z(zw)=1=2 € O*.
Agora sejam z,y € P. Con&dere L ¢ F, entao £ y € Oou? € O.
SegeO:l—kgéO:quy:y(l—Fg)eP Se £ € O é andlogo.
Portanto x +y € P onde temos que P é um ideal.
Mostremos agora que P é maximal.

Seja J um ideal onde P C J C O. Tome z € J/P. Entao x € O*, pois P = O\O*,
assim zx~! € J, pois J é um ideal. Logo 1 € J = O C J = J = O. Portanto P é

maximal.

P ¢é o tnico ideal maximal de O. De fato, seja J ideal maximal de O. Se J nao
contém unidades de O, entao J C P = J = P, pois J é maximal. Agora se J possui

uma unidade, entdo J = O.
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ii)

iii)

Portanto P é o unico ideal maximal préoprio de O.
rePs5re0/0*crd0" s tg0

Seja z € K. Suponha que z € O. Entdo 27! € O pois O é um anel de valorizacio.

Como 27! é algébrico sobre K, existem elementos ay,...,a, € K com a,(z7')" +
-+ a;z7t +1 =0, consequentemente z~*(a,(z7!)""t +--- +a;) = —1. Portanto
z=—(a,(z7)""'+---4a; € K[z7'] C O entao z € O. Temos uma contradigao pois

assumimos que z ¢ O . Mostramos assim que K C O. A interseccao K N P = {0} é

trivial.

]

Para mostrarmos o Teorema que vira a seguir, iremos considerar o seguinte lema,

que nao iremos provar.

Lema 3.5. Sejam O um anel de valorizacio de F/K, P o ideal maximal de O e x € P,

tal que, x # 0. Sejam x4, ...,x, € P, tais que, v1 =x e x; € v P parai=1,...,n— 1.
Ention < [F: K(z)] < cc.

Teorema 3.6. Seja O um anel de valorizagao do corpo de fungoes F/K e P o inico ideal

maximal de O. Entdo:

i) P € ideal principal.

it) Se P =10, entaoVz € F (z #0), existe uma tinica representagao na forma z = t"u,

para algum n € Z e u € O*.

iit) O é um dominio de ideais principais. Mais que isso: se P =10 e {0} #1 C O é um

tdeal, entao I =10, para algum n € Z.

Demonstragao. i) Suponha que P nao é principal e escolha z; € P nao nulo. Como

ii)

P # 1,0, entdo existe x5 € P\2,0. Entdo xo27' € O, pois 2027' € O = zoz7' =

0= Ty =o0x]" = 19 € 1,0.

Isso implica que x5'x; € P (Pela proposicdo 3.4, item ii)), onde temos z; € x5 P.
Por indugao temos uma sequéncia infinita x, x9,--- € P, tal que, x; € x; .1 P, Vi > 1,

contrariando o lema 3.5.

Seja z € F (2 # 0), como z € O ou 27! € O, entdao podemos supor que z € O, pois
caso contrario basta fazer o mesmo raciocinio para 2! € O.

Sez€ O = z=1%.

Sez¢ O =z € P.

Como z € P = tO, entdo temos que o conjunto A = {m > 1;z € t"O} # {0}.
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iii)

Seja m = maxrA. Veja que m < 00, caso contrario iria contradizer o lema 3.5.

Assim z € t"O = z = t™u, onde u € O*, pois se u € OF, terlamos u € P = u = tw,

onde w € O = z = t™Tlw € t™T1O. Contrariando a maximalidade de m.
Suponha agora que z = t"u = t"v, onde m,n € Z e u,v € O*. Temos:

t"u =t"v = t"(u—t"""v) =0
Su=t""y=>t"""=uw ! €O*

Portanto se m # n, temos t € O* e assim t ¢ P, gerando um absurdo. Assim m = n,
e também u = v. Onde temos a unicidade da representacgao.

Seja {0} # I C O um ideal.

O conjunto A = {r e N;t" € I} # {00} pois se 0 # x € I, entdao x = t"u, com u € O%,

assim t" = zu~! € 1.
Defina n = minA. Temos I = t"O:
I Dt"O: como t" ¢ I = t"O C 1.

I C t"O: sejay € I, ndonulo, entdoy = t*wondew € O*es > 0. Assimt* = yw™! €

I, logo, pela minimalidade de n, temos que, s > n . Portanto y = t"t*""w € t"O.

]

Defini¢ao 3.7. 1. Um lugar P de um corpo de fungoes F//K é o ideal maximal de

2.

algum anel de valorizacdo O de F//K. Todo t € P tal que P = tO é chamado de um

elemento primo de P (outras notagoes sdo parametro local ou varidvel uniforme).

Pp = {P; P ¢ um lugar de F'/K}.

Pelo item ii) da proposigao 3.4, temos que dado O um anel de valorizacao de F'/K

e P seu ideal maximal, O é unicamente determinado por P : O = {z € F;z7! ¢ P}. Assim

Op = O é chamado de anel de valorizacao do lugar P.

Definigao 3.8. Uma valorizacao discreta de F//K é uma fungdo v : F' — Z U {occ} com

as seguintes propriedades:

i)
ii)
iii)
iv)

v)

v(z) =00 <z =0.

v(zy) =v(x) +v(y),Vo,y € F.

v(x 4+ y) > min{v(x),v(y)},Vo,y € F.
dz € F, tal que , v(z) = 1.

v(a) = 0,Va € K nao nulo.
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Definigao 3.9. Para todo lugar P € Pp associamos uma fungdo v, : F — Z U {0}.
Escolha t um elemento primo de P. Entao para todo z € F' nao nulo, temos uma tnica

representagio z = t"u com u € O* e n € Z. Defina vp(z) = n e vp(0) = 0.

Veja que a definicao acima depende apenas de P, e nao do t escolhido.

Teorema 3.10. Seja F/K um corpo de fungoes:

i) Para todo lugar P € Pg, a fung¢ao vp é uma valorizagio discreta de F/K. Mais que

1850:

Op = {2 € F;up(2) > 0}
0y = {2 € Fiup(2) = 0}
P = {ze€F;z>0}
Um elemento x € F' é primo de P, se e somente se, vp(x) = 1.
it) Reciprocamente, se v é uma valoriza¢ao discreta de F/K, entdo o conjunto P =
{z € F;v(2) > 0} é um lugar de F/K, e Op = {z € F;v(z) > 0} € o seu anel de

valorizacao correspondente.

iit) Qualquer anel de valorizagao O de F/K € um subanel maximal proprio de F.

Demonstracao. i) Temos que vp é bem definido.
A propriedade 1, segue da definigao.

A propriedade 2 de valorizacao discreta, segue do fato que v,(zy) = vp(t"uit™uy) =

vp(t" M uug) = n+m = vp(x) + vp(y).

A propriedade 3: sejam z,y € F com vp(x) = n e vp(y) = m. Sem perda de
generalidade podemos supor n < m < co. Assim, temos x = t"u; e y = t™uy, com

uug € Op. Entdo x +y = t"uy + t"ug = t"(ug + ™ "uy) ="z, com z € Op.
Se z = 0: vp(z +y) = o0 > min{n,m} = min{vp(z),vp(y)}.
Sez#0:2z=t"u, com0<ke&Zeuc O. Entdo,

vp(x +y) = vp(t"*u) = n +k > n = min{vp(x),vp(y)}.
Agora se x = 0 ou y = 0, entdao vp(x +y) = vp(y) = min{vp(z),vp(y)}, quando
y#0, evp(z+y) =vp(x) =min{vp(x),vp(y)}, quando x # 0.
Quanto a propriedade 4 de valorizacao discreta, observe que pela defini¢ao vp(t) = 1.
Por tltimo a propriedade 5: seja 0 # a € K C O* C O. Entao vp(a) = vp(tYa) = 0.
Quanto aos conjuntos temos:

Op = {z € F;vp(z) > 0}: se z € Op, entao, se z é nulo temos vp(z) = 0o > 0, e
se z ¢ nao nulo temos vp(z) = v,(t"u) =nonde 0 <ne€Zeuec O Sezec Fe

vp(z) > 0, temos:
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(%) sevp(z) =0& z € O
(xx) sevp(z) =00 2=0€PCOpesevp(z) =n>0&z=t"u,0<nec’Ze
ue 0" z2etO=PCOp.

Observe que Oy = {z € F;vp(z) = 0} segue de (*).
E P={z € F;vp(z) > 0} segue de (%*).
Se x € F' é primo em P, entdo vimos que a definicao independe do parametro local
t, onde temos que vp(z) = vp(t) = 1.

ii) Segue da verificagdo das propriedades desses conjuntos e usando que se z € F' entao
vp(x) = —vp(z™h).

iii) Sejam O um anel de valoriza¢do, P seu ideal maximal, vp a valorizagao discreta de
PezeF/O.
Seja também y € F. Como z ¢ O = 2z~ € O, além disso, 271 € O* = vp(z71) > 0.
Veja que vp(yz=%) = vp(y) + kvp(z71).

Assim para k > 0 suficientemente grande, vp(yz=*) > 0 = y2z~% € O. Defina
w=yz"* €0, temos assim y = wzF = F = O[2].

Portanto O é maximal.

Definicao 3.11. Seja P € Pp.

1. Fp = 92 é o corpo das classes residuais médulo P. A aplicacio z — z(P) de F e

FpU{oco} é chamada aplicacao classe residual com respeito a P. E também podemos
denotar = + P = z(P),Vx € Op.

2. gr(P) = [Fp : K] é chamado grau de P.
Proposicao 3.12. Se P é um lugar de F/K €0 # x € P, entao:
gr(P) < [F: K(x)] < c0.

Demonstracdo. Temos que x € P ndo nulo é transcendente, pois K N P = {0} segue que
[F: K(z)] < oc.

Sejam z1,...,2, € Op tais que z(P),...,z,(P) € O—PP sejam linearmente inde-
pendentes sobre K . Mostremos que z1, ..., 2, € F sdo linearmente independentes sobre
K(x).

Suponhamos que sejam linearmente dependentes, assim tomemos uma combinagao
linear nao trivial: .
0=> ®;z, onde ®; € K(z),i=1,2,...,n

i=1
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Sem perda de generalidade, podemos supor que ®; € K|z|, Vi, e que x nao divide

®,, ou seja, 3j € {1,...,n} onde ®; = a; + rg; com a; € K nao nulo.
Como z € P e g; € K[z] C Op, entdo, Vi, temos:
®;(P) = a;(P) + xg;(P) = a;(P) + 0(P) = a;(P) = a;.
Assim

0=0(P) = (i ®;2)(P) = 0(P)z(P) = 3 ai(P)z(P) = iaizi(P)

i=1 =1

onde os a; nao sao todos nulos.

Temos que 21 (P), ..., 2z,(P) sao linearmente independentes sobre K, gerando uma
contradigao. Portanto gr(P) = [Fp : K] < [F: K(x)] < o0. O

Corolério 3.13. O corpo das constantes K de F/K é uma extensao corpos finita de K,

ou seja, [K : K| < 0o.

No caso em que gr(P) = 1, temos que Fp = K, e a aplicacao classe residual leva F'
em K U {oco}. Em particular, se K ¢ algebricamente fechado, entao todo lugar de F' tem
grau 1. De fato, se K ¢ algebricamente fechado, entao toda extensao algébrica é trivial

= [Fp : K] = 1,VP € Pr.
Assim podemos ver z € F' como a fungao
z:Pp— K U{o0}, tal que P+ 2(P)

Dai o porqué F//K é chamado corpo de fungoes. Os elementos de K visto como fungoes
do tipo acima sdo fungoes constantes, pois se, Pj, P, € Pp, entao k(P,) = k(P,) = k. Por

isso K é chamado corpo de constantes de F.

Definicao 3.14. Seja z € F' e P € Pp. Dizemos que P é um zero de z se, e somente se,
vp(z) > 0. P é um polo de z se, e somente se, vp(z) < 0. Se vp(z) =m >0 P é dito um

zero de z de ordem m. Se vp(z) = —m < 0, P ¢é dito polo de z de ordem m.

Com isso, definimos os conceitos e enunciamos os resultados que utilizaremos para

construcao dos cédigos algébricos geométricos.

3.2 Corpo de Funcoes Racionais

Nesta secao iremos investigar o corpo de fungoes racionais F' = K(z), onde z é

transcendente sobre K.

Considere um polinémio ménico e irredutivel p(z) € K|x] e o anel de valorizagio:

Opz) = {%, f(z),g(x) € K[z], p(z) ndo divide g(x)}}
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de K(z)/K com seu ideal maximal

Py = {gg; f(z),g9(z) € K[z], p(x)|f(x), p(z) ndo divide g(x)}}

No caso de p(x) linear, isto é, p(x) = * — a com a € K, escrevemos P, = Py, € Pp.

Existe outro anel de valorizagdo de K(z)/K:

0. = {g((g F(@),g(e) € Klal, gr(f(a)) < gr(g(x»}

com ideal maximal

x
P = {83 (01 900) € Klalar(s(0) < or(a(o)}
P, é chamado lugar infinito de K (x). Observe que este rétulo depende da escolha do
1_1

elemento gerador x € K(z). Por exemplo, K (z) = K(%) pois 27" = -, e o lugar infinito
1

com respeito a < ¢ o lugar P com respeito a .

3.3 Divisores

O corpo de constantes K de F/K ¢ uma extensio finita de K, e F' pode ser visto
como corpo de funcdes sobre K. Iremos agora utilizar a notacéo F/K para denotar um

corpo de funcoes de uma varidvel tal que K = K.

Defini¢ao 3.15. O grupo de divisores de F'/K é definido como o grupo abeliano livre
que é gerado pelos lugares de F//K, denotado por Div(F'). Os elementos de Div(F) sao

chamados divisores de F'/K. Ou seja, um divisor é uma soma

D= Z in

PePp

com np € Z, quase todos nulos.

Definicao 3.16. O suporte de D é definido como
supp(D) = {P € Pg|n, # 0}.
Podemos também escrever o divisor como

D = ZTLPP,
PesS

onde S C Pp é finito com supp(D) C S.

Um divisor da forma D = P com P € Pr é chamado divisor primo. Considere

D=YnpPeD =% n;;P a soma de divisores é definida como

D+D =Y (np+np)P
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O elemento neutro do grupo de divisores Div(F) é o divisor 0 = Y pep, rpP, onde
Tp = O, VP e ]PF

Para Q € Pp e D = Y pep, npP € Div(F), definimos vg(D) = ng. Assim
supp(D) = {P € Prlop(D) # 0} ¢ D = Spep, vp(D)P.

Com isso definimos uma ordem parcial para os divisores de F"
D <Dy & Up(Dl) < UP(DQ),VP € Pp.
Definicao 3.17. Um divisor D > 0 é chamado positivo ou efetivo.

Definicao 3.18. O grau de um divisor ¢ definido por gr(D) = > pep, vp(D)gr(P).

Um elemento = € F' nao nulo tem somente uma quantidade finita de zeros e polos

em Pr. Assim podemos definir:

Definigao 3.19. Sejam = # 0 € F' e Z(respectivamente V) o conjunto de zeros(respectivamente

pélos) de z em Pr. Definimos

(x)o = Y _ vp(x)P, o divisor de zeros de z.
Pez

(2)oo = Y (—vp(x))P, o divisor de pélos dex.
PeN

() = ()0 — (2)oo 0 divisor principal de z.
Veja que ()p > 0, (2) > 0 e (z) = X pep, vp(T)P.

Defini¢ao 3.20. O conjunto dos divisores Princ(F) = {(x)/0 # z € F'} é chamado de

conjunto de divisores principais de F/K.

Note que (zy) = (z) + (y),Vx,y € F nao nulos, temos entao que Princ(F) é
subgrupo de Div(F).
Dois divisores D, D" € Div(F) sdo chamados de divisores equivalentes se D =

D' + (z), para algum () € Princ(F).

Definicao 3.21. Para um divisor A € Div(F), definimos o espaco de Riemann-Roch

associado a A por:
£(A) = {z € Fl(z) = —A} U {0},

Podemos interpretar essa definicio analogamente como o conjunto de (z) € F, tal

que, () + A é efetivo.

Teorema 3.22. Seja A € Div(F), entao:
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i) L(A) € um espago vetorial sobre K.

i) Se A" € um divisor equivalente a A, entio L(A) = L(A"). (Isto é, sio isomorfos

como espagos vetoriais sobre K.)

Demonstragio. 1) Sejam x,y € L(A) ea € K, temos vp(z+y) > min{vp(x),vp(y)} >
—vp(A) e vp(ax) = vp(a) + vp(z) = vp(x) > —vp(A),VP € Pp, logo, z +y € L(A)
ear € L(A).

ii) Como A= A"= A— A" € Princ(F), logo existe z € F ndo nulo onde A = A" + (2).
Assim considere a aplicacao ¢ : L(A) — F, onde, x — ¢(z) = zz. Veja que se
z,y € L(A) e a € K entdo ¢(z + ay) = (z + ay)z = zz + ayz = ¢(x) + ap(y). Logo
¢ é K-linear. Veja que ¢(z) € L(A). De fato,

rELA) = @)>-A=(2)>-A+2)=> @) >-A4A ()=
= vp(z) > —vp(A + (2)),VP € Pr = vp(z) > —vp(A') —vp(2),VP € Pp
Logo, vp(zz) = vp(x) + vp(2) > —vp(A) — vp(2) + vp(z) = —vp(A),VP € Pp.
Portanto 2z € £(A"). De forma anéloga definindo ¢ : £L(A") — F, tal que, x — 271,
temos ¢ K-linear e ¢ (L(A")) C L(A). Como ¢ e ¢ sdo inversas, temos que ¢

estabelece um isomorfismo entre £(A) e £(A').

[l
Lema 3.23. ) £(0) = K.

ii) Se A <0, entao L(A) = {0}.

Demonstragio. i) Veja que Vx € K nao nulo, (z) =0= (z) > -0=0= 2 € L(0) =
K C L£(0). A dltima implicagdo acontece pelo fato de que 0 € £(0). Seja agora
x#0¢€ L(0) = (x) > —0=0, ou seja, vp(z) > 0,YP € Pr = x nao tem polos,
isto 6, 1€ K=K = L£(0) C K.

Portanto, £(0) = K.
ii) Suponha por absurdo que 3z € £(A) ndo nulo. Assim (z) > —A = (z) > 0. Dali,
vp(x) > 0,VP € P, ou seja, x tem zeros mas nao tem pdlos, absurdo!

]

A partir daqui enunciaremos alguns resultados para construgao da teoria, porém
omitiremos algumas demonstragoes, que podem ser encontradas em [3].
Lema 3.24. Sejam A, B € Div(F) com A < B. Entao L(A) C L(B) edim(L(B)/L(A)) <
gr(B) — gr(A).
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Proposicao 3.25. Para cada divisor A € Div(F'), L(A) é um espago vetorial de dimensdo
finita sobre K.

Definigao 3.26. Seja A € Div(F), o inteiro [(A) = dim(L(A)) é chamado de dimensao
do divisor A.

Teorema 3.27. Todo divisor principal tem grau zero. Mais precisamente: seja x € F/K

e (x)o, respectivamente (x)s, o divisor de zeros, respectivamente o divisor de polos de x.
Entao: gr(z)o = gr(z)e = [F : K(x)].

Definigao 3.28. O género g de F'/K é definido por
g =maz{gr(A) —l(A) + 1; A € Div(F)}.

Corolario 3.29. O género de F/K é nao negativo.

Demonstragio. veja que gr(0) —1(0)+1=0= g > 0. O

Exemplo 3.30. Em um corpo de fungoes racionais K (z)/K, temos que g = 0.

Sejam P,, polo de z e r > 0 inteiro, considere o espago vetorial L(rP,). Veja que
{1,z,...,2"} C L(rPx), dai 1 + 7 < (rPy) = gr(rPsx) + 1 — g, para r suficientemente

grande. Temos g < 0, e portanto pelo corolario acima g = 0.

3.4 Teorema de Riemann-Roch

Nesta segao, F'/K denota um corpo de fungoes algébricas de género g. Mais detalhes

podem ser vistos em |[5]
Defini¢ao 3.31. Para A € Div(F), o inteiro
i(A)=1(A) —gr(A)+g—1

¢é chamado indice de especialidade de A.

O teorema de Riemann nos diz que i(A) é um inteiro ndo negativo e que i(A) =0

para gr(A) suficientemente grande.

Defini¢ao 3.32. Um adele de F/K é uma aplicacdo « : Pr — F, P — ap, tal que
ap € Op para quase todo P € Pp.

Consideramos um adele como um elemento do produto direto [[pcp, F' € portanto

usamos a notagdo a = (ap)pepy, ou ainda menor, a = (ap).

O conjunto Ap = {a;a é um adele de F//K} é chamado de espago adele de F//K.

Este conjunto é considerado um espago vetorial sobre K. O adele principal de um elemento
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x € F é o adele cuja totalidade das componentes sdo iguais a x, o qual faz sentido, pois x

tem no maximo finitos polos.

A defini¢ao de adele principal nos fornece um mapeamento F — Ap, e a funcao
valorizagdo v, de F//K é naturalmente extendida para Ap por vp(a) = vp(ap), onde ap é

a P-componente do adele a. Por definigao, temos vp(a) > 0 para quase todo P € Pp.

Definigao 3.33. Para A € Div(F) definimos:

Ap(A) ={a € Ar;vp(a) > —vp(A),VP € Pr
o K-espaco de Ap.

Teorema 3.34. Para cada A € Div(F), o indice de especialidades de A é dado por:

i(A) = dim(Ap/ Ap(A) + F).

Demonstragio. Ver em [6, Pags. 35-36]. O

Corolario 3.35.
g =dim(Ar/Ar(0) + F).

Demonstragao.
dim(Ar/Ap(0)+ F) =i(0) =1(0) —gr(0)+g—1=yg
isto porque [(0) =1 e gr(0) = 0. O
Podemos entao escrever:

[(A) =gr(A)+1—g+dim(Ap/Ar(A) + F)
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4 Coédigos Algébricos Geométricos

Os codigos algébricos geométricos, que chamaremos de cédigos AG, foram intro-
duzidos por Valerii Denisovich Goppa em seu livro Geometry and codes publicado em
1988. Esta classe de cédigos é muitas vezes chamada de cédigos de Goppa.Como uma
motivagao para a construcao desses codigos, primeiro consideramos Reed-Solomon codigos
sobre o corpo finito F,, onde q ¢ uma poténcia de um primo. Essa importante classe de
cédigos é bem conhecida na teoria dos cédigos. Os codigos algébricos geométricos sao uma

generaliza¢ao natural do Codigo de Reed-Solomon [3].

4.1 Cédigos AG

Vamos primeiramente construir o Reed-Solomon generalizado, através de uma

aplicagao linear, sobre um corpo finito F,.

Sejam n =q —1e € F, um elemento primitivo do grupo multiplicativo F}, isto
6, Fx = {85, B%,..., 8" = 1}. Para um inteiro k com 1 < k < n considere o k-dimensional

espaco vetorial
Lp ={f € Fg[X]lgr(f) <k —1}

e a aplicagao avaliacdo, ev: Ly — Fy, definida como
ev(f) = (f(8), F(B%),.... f(B")) € Fy.

Note que esta aplicacao é Fy-linear, basta mostrar que ev(f + g) = ev(f) + ev(g)
onde f,g € F,[X] e que ev(af) = aev(f) com o € F,. A primeira igualdade acontece pelo
fato de que em F,[X] vale (f + ¢)(x) = f(z) + g(z), portanto, basta que separemos termo
a termo e reorganizemos obtendo ev(f) + ev(g), ja a segunda igualdade ocorre pelo fato
de (af)(x) = af(x), portanto colocando « em evidéncia concluimos que valem as duas

igualdades e portanto a aplicagao ev é, de fato, [F-linear.

Além disso a aplicagao é também injetiva, isto porque um polinémio nao nulo
f € F,[X] de grau < n possui menos que n raizes distintas. Com isso garantimos que a

aplicacao ev define um [n, k]-c6digo

Este codigo é um RS cédigo (Reed-Solomon cddigo). O peso das palavras ¢ # 0 = ev(f) €
C} é dado por

w(c) n—[{ie{l,....n}; f(5) = 0}

n—gr(f)zn—(k-1).

v
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Portanto a distancia minima d de Cj, satisfaz d > n + 1 — k, por outro lado, a cota
de Singleton nos garante que d < n+ 1 — k portanto d = n+ 1 — k, sendo dessa forma um

codigo M DS sobre F,.

Para introduzirmos a nocao de cdédigos algébricos geométricos, fixaremos as seguintes

notacoes:

F/F, é um corpo de funcoes algébricas de género g.

Py, P, ..., P, sao lugares distintos dois a dois de F\F, de grau 1.

D=P 4Pyt +P,.

G é um divisor de F/F,, tal que, suppG NsuppD = 0 .

Definigao 4.1. Um codigo algébrico geométrico (ou cédigo AG) Cr(D, G) associado aos
divisores D e G é definido por

Ce(D,G) ={(f(P),.... [(P.))|f € L(G)} CFy.

Note que esta definigdo faz sentido, pois para f € L(G) temos vp,(f) > 0 (i =
1,...,n), pois supp GNsupp D = (. A classe residual f(P;) de f médulo P; é um elemento
do corpo da classe residual de P;. Como gr(FP;) = 1, esse corpo de classes residuais é F,,
portanto f(P;) € F,.

Assim como no exemplo inicial, consideremos a aplicacao avaliacdo evp : L(G) —

[y dada por
evp(z) = (x(Pr),...,x(P,)) € Fy.

Esta aplicacao ¢ F,-linear, analogamente ao que fizemos no caso do Reed-Solomon e,
Cr(D,G) é aimagem de L(G) sob esta aplica¢ao. Veja que a construgao do codigo de Reed-
Solomon generalizado é um caso particular desta definicao, escolhendo apropriadamente o
corpo de fungoes e os divisores. O teorema a seguir nos mostrara porque estes cédigos sao
interessantes, pois podemos calcular seus parametros através do Teorema de Riemann-Roch

e, além disso, conseguimos obter uma cota inferior para a distancia minima.
Teorema 4.2. Cp(D,G) é um [n,k,d]-cédigo com parametros

k=I1(G)—1(G—-D)ed>n—gr(G).

Demonstragio. A aplicacdo avaliagdo é um mapeamento linear e sobrejetivo de L(G) para
Cr(D,G) com nicleo

Nuc(evp) = {f € L(G)|vp,(f) >0 parai=1,...,n} = L(G — D).
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Segue do teorema do nicleo e da imagem que k = dimCr(D,G) = dimL(G)— dimL(G—
D) =1(G) — (G — D). A afirmagao sobre a distancia minima d faz sentido somente se
considerarmos Cr(D, G) # 0, portanto assumiremos isto. Tome um elemento f € L(G)
com w(evp(f)) = d. Entao exatos n — d lugares P, ..., P; _, no suporte de D sao zeros

de f, entao

—d

f 7é 0€ £(G_ (132'17"'7]Din7d>>‘
Concluimos entao que
0< gT’(G— (PiN""Pin_d)) = gT(G) —n+d
Portanto d > n — gr(G). O

Corolario 4.3. Suponha que o gr(G) < n. Entdo a avaliagio evp : L(G) — Cr(D,G) €

imjetora, e temos:
i) Ce(D,G) é um |n,k,d]|-cédigo com
d<n—gr(G) ek=1G)>gr(G)+1—g
Portanto
k+d>n+1-—g.
ii) Se 2g —2 < gr(G) <n entio k =gr(G)+1—g.
iii) Se {f1, fay..., fu} € uma base de L(G) entao a matriz

filP)  fi(P2) ... filP)

M fo(P1) fo(P2) f2(Fy)

fe(P) fi(Pe) oo fa(Pn)

¢ a matriz geradora do cédigo Cr(D,G).

4.2 Curvas Planas Maximais

Antes de falarmos sobre os cddigos Hermitianos, é necessario definir o que é a curva
Hermitiana, mostrando porque ela é uma curva maximal. Para isso, iremos definir alguns
conceitos da teoria de geometria algébrica, para que mostremos que, de fato, estaremos
trabalhando com uma curva maximal, o que torna nosso trabalho mais interessante. Para

maiores informagoes sobre este tipo de curva ver [4], [8], [3].

Nesta secao denotaremos por K o fecho algébrico de K.
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Definicao 4.4. Uma curva algébrica plana é o lugar dos pontos cujas coordenadas

cartesianas satisfazem uma equacao do tipo:

f(l’l, . ,ﬁCn) =0
Onde f é um polinémio nao constante.

Definig¢ao 4.5. Um polindémio K (z,y) é homogéneo se todos os seus monémios possuirem

mesmo grai, ou seja,

m

K(z,y) =) au'y™ ™,

i=0
onde o; € K, para, 1 =0,1,...,m.
Definicao 4.6. Uma curva algébrica projetiva é o lugar dos pontos cujas coordenadas
satisfazem uma equagao do tipo:

F(zy:-ixp i xpp) =0.

Onde F' é um polindmio homogéneo nao constante.

Definicao 4.7. Considere uma curva projetiva C, definida por um polindémio F' € F [ X, Y],
dizemos que C' é nao-singular se para qualquer P € C, Fx(P) ou Fy(P), as derivadas

parciais de F', nao se anulam simultaneamente.

Seja C' uma curva algébrica projetiva nao-singular definida sobre um corpo finito

K =T,. Um resultado de Weil [7], diz que vale a seguinte desigualdade:

[C(F)l < 1+q+29v4

onde g ¢é o género da curva C'. Quando hé igualdade, dizemos que a curva é maximal.

Exemplo 4.8. A curva hermitiana é uma curva maximal. De fato:

Considere a curva projetiva associada ao polinomio f(X,Y)=Y9+Y — X' ¢

2n

F,[X,Y], onde F, é o corpo finito de cardinalidade ¢ = p** com n € N.

O polinémio homogéneo associado F(X,Y, Z) é dado por

F(X,Y,Z)=2ZY"4 27y — X't

Podemos verificar que C' é nao-singular. Primeiramente devemos calcular as deriva-

das parciais do polinémio homogéneo acima.

Fx(X,Y,Z) = —(1+¢X? = —X¢
(XY, Z) = qZYe !4 74
Fy(X,Y,Z) = Y94qZ7'Y = Y«

|
N
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Para verificarmos se todos os pontos da curvas sao nao-singular, devemos resolver o seguinte

sistema

—(I+¢X? = 0 (1)
gZYI 420 = 0 (2)
YO+ qZilY = 0 (3)

Observe que da equacao (1), temos que X = 0. Da equacao (2) temos que Z = 0, pois
como a curva é definida em F,, temos que, ¢ZY 7! = 0. Analogamente, de (3) concluimos

que Y = 0. Portanto a curva é nao-singular.

Em [9] encontramos uma férmula para o género de curvas de grau d nao-singulares,

sendo ela

Cd=1)d-2) prp"-1) Valyg-1)
9= 2 - 2 2

Para contarmos os pontos da curva, primeiramente olhamos para a sua parte afim,

denotaremos por C,(F,) o conjunto dos pontos afins da curva.

Com isso, os pontos que satisfazem f(X,Y) = 0 sdo os pontos tais que Tr(y) =
N(z), onde Tr e N sao as funcoes traco e norma, de F2n para Fyn, respectivamente.
Usando o fato de que a fungao trago e norma tem como imagem o corpo F,» e como o

trago é Fn-linear e satisfaz que |Tr~'(y)| = p™,Vy € Fyn, obtemos

|Ca(Fq)| = Zmqu Hy € Fq|TT(y) = xl-&-P”H
Sper, [T~ (77|
> e, D" = p*rp" = p*n

A curva hermitiana possui apenas o ponto (0 : 1 : 0) no infinito. De fato, se tomarmos
Z = 0 na equagao da curva e fizermos F'(X,Y, Z) = 0, teremos que — X' =0 = X =0,

e dessa forma Y é arbitrario. Portanto, temos que
[C(Fy)| = 1+p™

Como
3
1+q+29y/q=1+p™"
Com isso concluimos que a curva hermitiana é maximal sobre F, com g = p*".
Podemos estabelecer uma equivaléncia entre os lugares de grau 1 com os pontos
racionais de uma curva algébrica. Dessa forma, os lugares no infinito definidos na se¢ao
anterior, serao equivalentes aos pontos no infinito denotados nesta secao. Esta equivaléncia

estd verificada em [11].
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4.3 Codigos AG sobre a curva Hermitiana

Nesta se¢ao iremos mostrar uma construcao de codigos algébricos geométricos sobre
uma classe especial de curvas chamadas curvas Hermitianas. Esta classe de codigos sao
exemplos interessantes de codigos AG, porque a curva Hermitiana é uma curva maximal,
e este tipo de curvas tem se mostrado fundamentais para a obtencao de codigos AG com

bons pardmetros [3].

Primeiramente, vamos relembrar algumas propriedades do corpo de fungoes H da

curva Hermitiana. H ¢ o corpo de fungoes sobre F2 e pode ser representado por

H=Fpg(x,y)
com equacao afim dada por

yQ+y — xq—i—l

O génerode H é g = q(q—1)/2, e H tem N =1+ ¢3 lugares de grau um, sendo
eles:

1. O tnico polo comum @, de z e v.

2. Os pares (a, ) € Fg2 xFge com 94 = a4, com isso hd um tnico lugar P, s € Py
tal que (P, p) = a e y(Pag) = B.

3. vp (z) = —(q) e vp (y) = —(¢+ 1).

Observe que para todo a € IF 2, existe ¢ elementos distintos 3 € Fp2 com 39+ 3 =

a?! | este ntimero é a fibra da fungdo norma. Portanto o nimero de lugares P, 5 é ¢°.

Definicao 4.9. Para r € Z definimos o c6digo
C’r = CE(Dv TQOO>,

onde

D = Z Py g

B+ =+l
é a soma de todos os lugares de grau um (exceto (),) do corpo de fungoes Hermitiano

H/F .. Os codigos C,. sdo chamados codigos Hermitianos.

Os codigos Hermitianos possuem comprimento n = ¢® sobre o corpo Fp. Parar <s
nos temos, claramente, que C, C (. Primeiramente vejamos alguns casos triviais. Para
r <0, L(rQs) = 0 e consequentemente C, = 0. Parar > ¢* +¢*> —q—2 = ¢ + (29 — 2),

o teorema 4.2 e o teorema de Riemann-Roch nos garante que
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dim C, = l(rQs) — (rQw — D)
= (r+l-g)—(r-¢+1-g)=¢=n

Dessa forma, nos resta estudar o caso onde 0 <r < ¢>+¢*> —q — 2

Proposicao 4.10. O codigo dual de C,. é

1 _
OT — Cq3+q2_q_2_7..

Portanto C, é auto-ortogonal se 2r < ¢® +q¢*> —q—2, e C, é auto-dual para r = (¢* + ¢* —
q—2)/2.

Demonstragio. Ver em [3, Pag. 294]. O

Agora vamos determinar os parametros de C,.. Consideremos o conjunto I dos
polos de @), isto é:
I={n>0|z€MH;(2)oo =nQux}-

Para s > 0 defina
I(s) ={n € Iln < s}.

Entao |I(s)| = l(sQ«), € pelo teorema de Riemann-Roch
()] =s+1—q(qg—1)/2
para s >2g—1=g¢q(¢—1)— 1.
Podemos ainda descrever I(s) da seguinte forma:
Is)={n<sln=ig+jlg+1)comi>0e0<j<qg—1}.

Portanto,
[1(s)] = [{(i,j) € Ng x No|j < g —1eig+;j(g+1) <s}

Isto se deve ao seguinte resultado:

Lema 4.11. Parar > 0, os elementos 2y’ com 0<i,0<j<qg—1eig+j(qg+1)<r

formam uma base de L(rQx).

Proposicao 4.12. Suponha que 0 < r < ¢ + ¢*> — ¢ — 2. Entdo seque que:

i) A dimensao de C, é dada por

[I(r)]  para 0<r<g®

dim G, = 3 3 3, 2
¢ —1(s)] para ¢ <r<q¢+q¢ —q—2

onde s=q¢@ +q¢*—q—2—rel(r)={nelln<r}.
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ii) Para ¢> —q—2 <r < ¢, temos que

dim C.=r+1—¢q(¢g—1)/2.

iit) A distancia minima d de C,., satisfaz

d>q¢* —r

Demonstragao. i) Para 0 <r < ¢® o coroldrio 4.3 nos garante que
dimC, = dimL(rQw) = |1(r)|.

Para ¢ <r < ¢®*+¢*—q—2, temos que s = ¢*+¢*>—q¢—2. Entdo 0 < s < ¢®*—q¢—2 < ¢>.

Pela proposicao 4.8, obtemos:

dimC, = ¢* — dimC, = ¢* — |I(s)].

ii) Para ¢> —q—2 =29 — 2 <r < ¢* pelo coroldrio 4.3, temos

dimC, =r+1—g=r+1—¢q(¢g—1)/2.

iii) A desigualdade d > q® — r segue do teorema 4.3.
O

Exemplo 4.13. Vamos construir a matriz geradora do c6édigo Hermitiano, sobre F32 e,
tomaremos r = 10. Primeiramente vamos construir a extensao [y, para isso considere o
polinémio 22 + x + 2 € 5 irredutivel, seja o a raiz deste polindmio, os elementos de Fy
serao portanto,

Fog ={0,1,2,a,a+ 1, + 2,20, 20 + 1, 2« + 2}

Para calcularmos os pontos do corpo que pertencem a curva Hermitiana, considere o

seguinte quadro com a norma e o trago de cada elemento.
A curva hermitiana é definida por
yq +y= xq+1
Portanto queremos (z,y) € Fs2 tal que y? +y = 29! isto é equivalente a encontrarmos
elementos cujos traco e norma sao iguais.
Dessa forma os pontos da curva sao:

H = {(0,0);(0,a+1);(0,2a + 2); (1,2); (1, ); (1,20 + 1); (2,2); (2, 2 + 1); (2, );
(o, 1); (o, a0+ 2); (o, 200); (e + 1,2); (o + 1a); (e + 1, 2a+ 1); (a+ 2, 1); (o + 2, a + 2);
(v +2,2a); 2, 1); 2o, a + 2); (20, 2a0); (2 + 1,1); (2a + 1, a0 + 2); (20 + 1, 2a);
2a+2,2); 2a+2,a); 2a+2,2a+ 1)} U{Px =(0:1:0)}
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Elemento | Trago | Norma

0 0 0

1 1 2

2 1 1

« 2 1
a+1 1 0
oa+2 2 2
2a 2 2
2041 2 1
20+ 2 1 0

Devemos agora calcular o espago de Riemann-Roch:
L(10P,) ={f € F(X,Y): (f)+10Px > 0}
Utilizando as propriedades da valorizacao, obtemos o seguinte conjunto:
L(10Py) = {1, 2, y,2* v*, vy, 2%, 2%y}

Entao, basta que apliquemos os pontos da curva nas func¢oes encontradas. Considere o

conjunto H como um conjunto ordenado dos pontos da curva:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 11 204+1 2a0+1 20+2 20+2 20+2
0 a+1 2a0+2 2 « a+ 2 2c 2 o 20+ 1
G 0 0 0 1 1 20+ 2 2a+ 2 2 2 2
0 a+1 20+2 2 « a—+ 2 2a 2 « 20+ 1
0 0 0 2 « a+1 1 a+1 a+2 «
0 0 0 1 1 Q@ « a+l a+1 a+1
0 0 0 2 « 2a 200+ 1 1 2c0 a4+ 2

A matriz G é a Matriz Geradora do cbédigo Hermitiano sobre o corpo Fs2 com r = 10.
Podemos também explicitar um intervalo para a distancia minima do cédigo construido

acima através das seguintes desigualdades vistas anteriormente:

n— gr(G)

@ —r.

S8
IV IA

Comon =27, gr(G) =q+1=4, ¢ = 3> =27 e r = 10, temos:

17 <d <23.
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5 Conclusao

Vimos neste trabalho que a construgao de um codigo algébrico geométrico exige
a abordagem de diversos conceitos das teorias de corpos de corpos finitos e corpos de
funcoes, necessitando de uma gama de resultados. Através de propriedades das fungoes
traco e norma e o fato da curva hermitiana ser maximal, pudemos obter uma importante
classe de c6digos, que possui 6timos parametros e é objeto de estudo constante na Teoria

de Codigos Corretores de Erros.

Além disso, este trabalho possibilita uma base para a investigacao de uma gene-
ralizagao dos cédigos hermitianos, podendo ser encontrados cédigos que melhorem os

parametros maximos atuais.
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APENDICE A - Resultados preliminares

Nesse apéndice, comegaremos com defini¢des basicas, como grupos, anéis e corpos
e finalizaremos com resultados importantes envolvendo polindmios irredutiveis e corpos de

decomposicao. Resultados iniciais podem ser vistos em [10].

A.1 Estruturas algébricas

Defini¢cdo A.1. Um grupo ¢ um conjunto G munido com uma operagao * tal que as

seguintes propriedades sao validas:

1. * é associativa, isto é, para quaisquer a, b, c € G,

ax(bxc)=(axb)x*c.

2. Existe um elemento identidade (ou unidade) e em G tal que, para todo a € G,

axe=e*xa=a.

3. Para cada a € G, existe um elemento inverso ¢~ em G tal que

axa t=al%xa=c.

Se o grupo também satisfizer

4. Para todos a,b € G,

axb=>bxa,

entdo o grupo serd chamado de abeliano (ou comutativo).

Por fim, se o conjunto G for finito, o grupo sera dito finito e o nimero de elementos

de G é chamado ordem, e denotado por |G|.

Em particular, se a operacao * é chamada de adicao, o grupo sera dito aditivo e,
se a operacao * é chamada de multiplicacao, o grupo sera dito multiplicativo. Ainda, se
H C G e a operagao * restrita a H conservar as propriedades acima, chamaremos H de

subgrupo de G.

Vale, ainda, destacar uma classe de grupos importante: os grupos ciclicos. Dizemos
que um grupo multiplicativo é ciclico se existir a € G tal que, para todo b € GG, existe um

inteiro j tal que b = a’, isto é, G = {a™ : m € Z} (no caso de grupos aditivos, trocamos
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poténcias por multiplos). O elemento a é chamado gerador de G. E simples notar que

todo grupo ciclico é abeliano.

Queremos definir um grupo muito importante: o grupo das classes de restos na

ivisdo por um ntmero n . Para isso, precisamos entender o que é uma classe. Dizemos
d Zy). P , tend 1 D

que um subconjunto R de S x .S é uma relagao de equivaléncia em S se as trés seguintes

propriedades forem satisfeitas:

1. (s,s) € R para todo s € S (reflexiva).
2. Se (s,t) € R, entédo (t,s) € R (simétrica).

3. Se (s,t),(t,u) € R, entdo (s,u) € R (transitiva).

Se agruparmos todos os elementos de S equivalentes a um elemento s € S fixado, obteremos

o que chamamos de classe de equivaléncia de s, denotado por
s={teS:(st) € R}
Note que 5 =t se, e somente se, (s,t) € R.

Definicao A.2. Para inteiros arbitrarios a, b e um natural n, dizemos que a é congruente

a b no médulo n, e escrevemos a = b(mod n) se a diferenga a — b for multipla de n.

Pode-se verificar facilmente que a “congruéncia moédulo n” é uma relagao de

equivaléncia no conjunto dos inteiros Z.

Definicao A.3. O grupo formado pelo conjunto {0,1,...,n — 1} de classes de equivaléncia

modulo n com a operacgao

a+b=a+b

¢ chamado grupo de inteiros médulo n e denotado por Z,.

Para finalizar o estudo dos grupos, precisamos definir o que seriam o normalizador
de um conjunto, o centro de um grupo e apresentar a equacao de classe. Para isso, tomando

um subconjunto S de um grupo G, denotaremos por aSa~! o conjunto

aSa ' = {asa™' : s € S}

Definicao A.4. Seja S um subconjunto nao vazio de GG. O normalizador de S em G é
o conjunto N(S) = {a € G :aSa™! = S}.
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Dizemos que dois elementos a, b € G sdo conjugados se existir um elemento g € G

L' = b. Se agruparmos todos os elementos conjugados a um elemento fixado a,

tal que gag™
obteremos um conjunto chamado de classe de conjugacao de a. Para certos elementos,
essas classes de conjugacgao sao unitarias, e isso vale exatamente para os elementos do

centro do grupo G.

Definigao A.5. Para um grupo G, o centro de G é o conjunto C' = {¢ € G : ac =

ca, para todo a € G}.

Por fim, precisamos apresentar a equagao de classe. Embora a demonstracao nao

seja muito complicada, assumiremos o seguinte teorema sem demonstra-lo.

Teorema A.6 (Equacao de classe). Seja G um grupo finito com centro C'. Entao,
k
G| = Cl+>_|Cq(@:),
i=1

onde Cg(z;) percorrem todas as classes de conjugagdo distintas e nao-unitirias de G.

Agora, podemos definir anéis e corpos, uma “generalizacao” dos grupos. Para essas

duas estruturas, porém, precisamos de duas operagoes.

Definicao A.7. Um anel R é um conjunto R munido de duas operagoes, denotadas por

+ e -, tais que

1. R é um grupo abeliano com respeito a +.
2. - é associativa, isto é, (a-b)-c=a- (b-¢), para todos a, b, c € R.

3. A lei distributiva é valida, ou seja, para todos a, b, ¢ € R, temos a-(b+c¢) =a-b+a-c
e(b+c)-a=b-a+c-a.

Denotamos por 0 o elemento identidade do grupo abeliano R com respeito a
operacao aditiva e por —a o inverso aditivo de um elemento a € R. Um exemplo bem
conhecido de anel é o conjunto dos niimeros inteiros Z. Assim como no caso dos grupos, se
tivermos H C R e as propriedades acima ainda forem validas em H, chamaremos H de

subanel de R.

Definicao A.8. 1. Um anel é chamado anel com identidade se o anel tiver um
elemento identidade para a multiplicacao, isto ¢, se existir um elemento e tal que

a-e=e-a=a para todo a € R.
2. Uma anel é dito comutativo se a operagao - for comutativa.

3. Um anel é chamado um dominio de integridade se for um anel comutativo com

identidade e # 0 no qual a - b =0 implica a = 0 ou b = 0.
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4. Um anel é chamado um anel de divisao se os elementos nao-nulos de R formarem

um grupo sob a multiplicacao.

5. Um anel de divisao comutativo é chamado de corpo.

Denotaremos o elemento identidade da multiplicagao (quando esse existir) por 1.
Um subcorpo H do corpo F' é um subconjunto H de F' tal que H também é um corpo.

Um exemplo importante de corpo é o conjunto dos niimeros reais R.

Se um dado anel R nao for dominio de integridade, isto é se existirem a,b € R\{0}
tais que ab = 0, dizemos que R tem divisores de zero e, obviamente, a e b sao esses
divisores. Pode-se provar que todo corpo é um dominio de integridade e que todo dominio

de integridade finito ¢ um corpo. Usando esse fato, podemos mostrar o seguinte.

Teorema A.9. Z,, o anel das classes de restos na divisao por um primo p, € um corpo.

Demonstra¢ao. Como Z, ¢é finito, precisamos apenas mostrar que Z, ¢ um dominio de
integridade. Note que 1 é identidade de Z, e ab = ab = 0 se, e somente se, ab = kp para
algum inteiro k. Mas, uma vez que p é primo, p divide ab se, e somente se, p divide a ou p

divide b. Portanto, devemos ter @ = 0 ou b = 0. Logo, Z,, ¢ um dominio de integridade. [J

Esses corpos Z, sao muito importantes pois, veremos mais adiante, todo corpo
finito contém um subcorpo isomorfo a algum Z,. Precisamos, entao, definir isomorfismo

entre corpos.

Definicao A.10. Uma aplicagao bijetora ¢ : R — S de um corpo R em um corpo S é

chamada um isomorfismo se, para todos a,b € R, tivermos
pla+b) = p(a) + ¢(b) e p(ab) = p(a)e(b).

De certa forma, podemos dizer que um isomorfismo ¢ de R em S induz uma
estrutura de corpo em S, pois, tomando sy, s5 € S, encontramos tnicos 1,72 € R tais que
o(r1) = s1 e p(rg) = s9. Definimos, entao s; + sy como sendo ¢(ry +13) € s159 como sendo
p(ryre). Esta estrutura em S é chamada induzida por ¢ e isso nos ajudara a representar

melhor os corpos Z,,.

Definicdo A.11. Para um primo p, seja F, = {0,1,...,p — 1} o conjunto formado por
inteiros e considere a aplicagao ¢ : Z, — F, dada por ¢(a) = a. Entdo, F, com a estrutura

induzida por ¢ é um corpo finito, chamado corpo de Galois de ordem p.

Note que, em F,, pb = 0 para todo b € F,, e p ¢ o menor inteiro positivo para o qual

isso ¢é valido. De forma geral, todo corpo finito tera essa propriedade para algum inteiro q.



APENDICE A. Resultados preliminares 58

Definicao A.12. Se R for um anel arbitrario e existe um inteiro positivo n tal que nr =0
para todo r € R, entdo o menor tal inteiro positivo é chamado de caracteristica de R e
R é dito ter caracteristica (positiva) n. Se tal inteiro positivo n ndo existir, dizemos que R

tem caracteristica O.

Teorema A.13. Um anel R # {0} de caracteristica positiva, com unidade e sem divisores

de zero deve ter caracteristica prima.

Demonstracao. Uma vez que R contém elementos nao-nulos, R tem caracteristica n > 2.
Se n nao fosse primo, poderiamos escrever n = km com k,m € Z, 1 < k, m < n. Entao,
0 =ne = (km)e = (ke)(ne), e isso implica ke = 0 ou me = 0, j4 que R nao tem divisores
de zero. Segue, entdo que ou kr = (ke)r = 0 para todo r € R ou mr = (me) = 0 para

todo r € R, contradizendo com a definicao da caracteristica n. O

Corolario A.14. Todo corpo finito tem caracteristica prima.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, é suficiente mostrar que a caracteristica de um
corpo finito F' é positiva. Considere os multiplos e, 2¢, 3e, ... da unidade. Uma vez que F
contém apenas uma quantidade finita de tais elementos que sejam distintos, existe inteiros
kem com 1 <k < m tal que ke = me ou, (m — k)e = 0, e entdo F tem caracteristica

positiva. ]

Um fato interessante sobre corpos de caracteristica 2 é que, como 0 = 2a = a + a
para todos os elementos a do corpo, a = —a para todo a. Uma propriedade muito util

envolvendo a caracteristica p de um corpo F' ¢é a seguinte.

Teorema A.15. Seja F' um corpo de caracteristica prima p. Entdo,

(e

(a+ b)Y =a +b0" e (a—bP =a? —b",
para todos a,b € F' en € N.

Demonstracao. Usamos o fato de que

(p) _pp—1)-(p-it]

i

= 0(mod p)

para todo ¢ € Z com 0 < 7 < p, o que segue do fato de que p ser um inteiro e da
i

observacao de que o fator p do numerador nao poder ser cancelado. Entao, pelo Teorema

do Bindémio de Newton,

(a+b)p:ap+(zj)ap‘1b+---+< p1>abp‘1+b1’:ap+bp,
p—
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e usando inducgao sobre n, completamos a prova da primeira identidade. Pelo que ja

mostramos, obtemos

'

a” = ((a—b)+b)F" = (a—bF" +v,
e a segunda identidade é valida. O]

Com isso, temos definidas a principal estrutura com a qual trabalharemos na
demonstracao do Teorema de Wedderburn: os corpos finitos. Também, provamos que
todos eles tém caracteristica prima p. Podemos, agora definir polinémios e corpos de

decomposi¢ao, que nos serao muito uteis.

A.2 Polindmios

Agora, vale destacar alguns resultados importantes sobre polindmios e seus corpos
de decomposicao, que serao essenciais para a construcao de uma classe especial deles: os

polinémios ciclotomicos e para a caracterizacao dos corpos finitos.

Definicao A.16. Um polinémio sobre um anel R é uma expressao da forma

n
f(z) = Zaixi =ay+ ax+ -+ a,z”,

i=0
onde n é um inteiro nao-negativo e os coeficientes a;, 0 < i < n sao elementos de R. Se f
for um polinémio com, pelo menos, um coeficiente nao-nulo, seja n o maior indice tal que
a, # 0. Entao, a, é chamado de coeficiente lider e ay ¢ chamado termo constante,
enquanto n é chamado grau e denotado por n =deg(f). Polinémios com grau 0 sao
chamados de polindmios constantes. Se o anel R tiver unidade 1 e o coeficiente lider

de f for 1, chamaremos f de polindmio mdnico.

Podemos, ainda, escrever os polindbmios numa forma “estendida”, observando que
flx)=ay+ax+ -+ a,2" = ag + a1z + -+ a, 2" + 0a, 12" + - -, Assim, a soma e

o produto de dois polindmios f(z) = ¥ ax’ e g(z) = X752/ como sendo

max(i,5)
fl@)+g(z) = > (ar+b)a"
k=0
e
n—+m
f@)g(z) =" ca®, onde ¢ = > ab;.
k=0 i+j=k

Com essas operagoes, ¢é facil ver que os polindmios formam um anel, chamado de anel
de polinémios. e denotado por R[z]. O elemento nulo de R[z] é o polinémio f(z) =0,

onde 0 é o elemento nulo de R e, se o anel tiver unidade 1, entdo a unidade de R|x] sera

f(z)=1.
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Assim como no caso dos elementos nulo e identidade, o anel R[z] “herda” certas
caracteristicas de R, por exemplo R[z] é comutativo se, e 86 se, R for comutativo e R[x] é
um dominio de integridade se, e s6 se, R for um dominio de integridade. No que se segue,
usaremos polindémios sobre um corpo F. Com isso, F[z] é um dominio de integridade
comutativo e com unidade f(z) = 1. Vale a pena destacar um resultado bem conhecido: o

algoritmo da divisao.

Teorema A.17 (Algoritmo da divisao). Seja g # 0 um polinémio em F[x]. Entao, para

todo f € Fl[z|, existem polinomios q,r € F|x| tais que

f=qg+r, onder =0 ou deg(r) < deg(g).

Agora que definimos uma forma para dividir polinémios, podemos pensar em
divisores e multiplos e, como no caso dos inteiros, procurar o maximo divisor comum e o
minimo multiplo comum entre dois polinémios nao-nulos. Isso é sempre possivel, como

afirma o préximo teorema (que serd aceito sem demonstragao).

Teorema A.18. Sejam f1,..., fm € Flz|. Entdo existe um polinémio monico unicamente
determinado d = mdc(fi, ..., fm) € Flx| (que chamaremos mdximo divisor comum
entre fi,..., fm) com as sequintes propriedades: (i) d divide cada f;, 1 < j < m; (ii)
qualquer polinémio ¢ € Flx] que divide todos os f;, 1 < j < m também divide d. Por fim,

existem polinémios by, ..., b, € Flx| tais que
d=byfi+ + b fon

Além disso, existe um polindmio méonico unicamente determinado e = mme(f1, ..., fm) €
F[z] (que chamaremos minimo mailtiplo comum entre fi,..., f,,) com as sequintes
propriedades: (1) e é um maltiplo de cada f;, 1 < j <m; (ii) qualquer polindmio b € F[z]

que seja um multiplo de todos os f;, 1 < j < m também € mailtiplo de e.

Assim como fomos capazes de “estender” o conceito de mdc e mmec dos niimeros
inteiros para os polinémios, podemos pensar em estender o conceito de ntimeros primos,
para isso precisamos da definicdo de um elemento irredutivel pois, em certas estruturas

algébricas, elementos irredutiveis nem sempre sdo elementos primos.

Defini¢ao A.19. Um polindmio p € F[z] serd dito irredutivel sobre F' se p tiver grau
positivo e p = bc com b, ¢ € F[z] implica que b ou ¢ é um polindémio constante. Se p € F|x]

nao for irredutivel, chamaremos p de redutivel.

Note que a irredutibilidade de um polinomio depende do corpo sob o qual estamos
trabalhando. Por exemplo, 22 —2 € Q[x] é irredutivel, mas 72 —2 = (z++/2)(z—v/2) € R[z].

Os polindmios irredutiveis desempenham um papel importante no estudo dos anéis F'[z],
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uma vez que, nessas estruturas, todo elemento irredutivel é primo (isto é, se p € F[x] for

irredutivel e p dividir o produto fi - -- fy,, entdo p dividird pelo menos um dos fatores f;).

Além disso, vale a fatoracdo unica em F'[x], ou seja, todo f € F[z] pode ser escrito
de forma tnica (a menos de reordenagao dos fatores) da forma f = api'---pS», onde
a € F, py,...,pm sdo polindbmios monicos irredutiveis distintos e eq, ..., e, sao inteiros

nao-negativos.

Assim como fizemos para construir os corpos F,, podemos construir um anel
Flz]/(f) a partir de um polinémio f. Usaremos a mesma relacao de equivaléncia que nos
fornece as classes de restos na divisao por f e a soma e produto de duas classes serd feito
de modo similar aos elementos de [F,,. Dessa forma, F'[z]/(f) serd o conjunto formado pela
uniao dessas classes. Como os elementos irredutiveis e primos em F[z] sdo os mesmos,
segue que F'[x]/(f) é um corpo se, e somente se, f for irredutivel. Além disso, se F'=F, e
deg(f)=mn >0, entao F[z]/(f) terd p" elementos.

Em breve, definiremos outro corpo que se relaciona com um polindémio irredutivel
f € Flx]: o corpo de decomposigao de f. Antes disso, porém, precisamos definir o que sao

as raizes de um polindémio e como elas se relacionam com a redutibilidade de f.

Definicdo A.20. Um elemento b € F' é chamado uma raiz do polinémio f € F|x] se

J() =o.

Teorema A.21. Um elemento b € F' é uma raiz do polinomio f € F[z] se, e somente se,

x — b dividir f.

Demonstragao. Usamos o algoritmo da divisao para expressar f(z) = q(z)(z —b) + ¢, com
q € Flx] e c € F. Substituindo b por z, obtemos ¢ = f(b). Logo, f(x) = q(z)(x —b) + f(b)

e o resultado segue dessa identidade. O]

Definigdo A.22. Seja b € F uma raiz de um polindémio f € F[x]. Se k for um inteiro

k+1 entdo k é chamado

positivo tal que f(x) é divisivel por (z — b)*, mas nio por (x — b)
de multiplicidade de b. Se k = 1, entdo b é chamado raiz simples de f e, se k > 2, b é

chamado de raiz multipla de f.

Teorema A.23. Seja f € Flx] com deg(f)=n > 0. Se by, ...,b,, € F forem raizes distintas
de f com multiplicidades ki, ..., k,, respectivamente, entdo (x — by)*t -+ (x — by, )" divide
f(z). Consequentemente, ki + - -+ k,, < n e f pode ter no mdximo n raizes distintas em

F.

Demonstragio. Note que cada polinomio x — bj, 1 < j < m é irredutivel sobre F, e
entdo (x — b;)¥ aparece na fatoragao de f. Além disso, o fator (z — by)* - (x — by,)km
aparece na fatoracao de f e é, portanto, um divisor de f. Comparando graus, encontramos

ki+--+k,<nem<k +- -+ k, <n mostra a tultima afirmacao. O
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Definigdo A.24. Se f(x) = ap + a1x + agz?- - - + a,z" € F|z], entdao a derivada f’ de f
¢ definida como sendo f'(x) = a; + 2a9x + - - - + na,z" ' € Flx].

Teorema A.25. O elemento b € F é uma raiz multipla de f € F[z] se, e somente se, for

uma raiz de f e f' simultaneamente.

Agora, podemos estudar extensoes de corpos e corpos de decomposigao. Essas duas

estruturas serao muito utilizadas na demonstracao do Teorema de Wedderburn.

A.3 Extensoes de corpos

Seja F' um corpo. Um subconjunto K C F que também é um corpo com as
operagoes de I’ serd chamado de subcorpo de F'. Nesse contexto, F' é chamado uma

extensao de K. Se K # F, diremos que K é um subcorpo proéprio de F'.

Se K for um subcorpo do corpo finito F,,, p primo, entao K deve conter os elementos
0 e 1, e todos os outros elementos de F, uma vez que K ¢é fechado pela adi¢ao. Segue
que F, nao tem nenhum subcorpo préprio. Um corpo com tal propriedade é chamado de

corpo primo.

Pelo argumento acima, qualquer corpo finito de ordem p, p primo, é um corpo
primo. Um outro exemplo de um corpo primo, embora seja infinito, é o corpo dos niimeros
racionais Q. A intersecao de de todos os subcorpos de F' nos fornece o subcorpo primo

de F', que é obviamente um corpo primo.

Teorema A.26. O subcorpo primo de um corpo F' é isomorfo a F, ou Q, conforme a

caracteristica de F é um primo p ou 0.

Definicao A.27. Seja K um subcorpo de F' e M qualquer subconjunto de F. O corpo
K (M) é obtido pela intersegao de todos os subcorpos de F' contendo K e M e é chamado
de extensao de K obtida pela adjuncao dos elementos de M. Para um conjunto M =
{64, ...,0,} finito, escrevemos K (M) = K(0,...,0,). Se M consistir de um tnico elemento
0 € I, entdao L = K(0) é dito uma extensdo simples de K e 0 é chamado um elemento
definidor de L sobre K.

Definicao A.28. Sejam K um subcorpo de F' e 6 € F. Se 0 satisfizer uma equacao
polinomial nao-trivial, isto é, se a,0" + - - - 4+ a10 + ap = 0 com a; € K nao todos nulos,
entao 6 é dito algébrico sobre K. Uma extensao L de K ¢ dita extensao algébrica se

todo elemento de L for algébrico sobre K.

Definigao A.29. Seja 6 € K algébrico e tome todos os polinémios f € Klz| tais que
f(9) = 0. E possivel provar que existe um tnico polinémio ménico irredutivel g(x) € K|z]
de menor grau tal que g() = 0, que serd chamado de polinémio minimal de 6 sobre

K e o grau de 6 é definido como sendo o grau de g(x).
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Uma propriedade interessante do polinémio minimal g(z) de 0 € K é que, para
todo f € K[z], f(0) =0 se, e somente se, g dividir f. Note que o polinémio minimal, bem
como o grau de um elemento dependem do corpo sobre o qual estamos trabalhando. Por
exemplo, v/2 tem polinémio minimal 22 — 2 e grau 2 em Q[z], mas tem polinémio minimal
r—+/2egrau 1 em R[z].

Se L for uma extensao de K, entdo L pode ser visto como um espaco vetorial sobre
K. Primeiro, note que os elementos de L formam um grupo abeliano com respeito a adigao.
Além disso, cada “vetor” f € L pode ser multiplicado por um “escalar” r € K de forma
que 76 pertenca a L (basta usar a multiplicagdo usual do corpo L), e, com isso, os axiomas

de multiplicacdo por escalar serdo satisfeitos.

Definicao A.30. Seja L uma extensao de corpos de K. Se L, visto como espaco vetorial
sobre K, for de dimensao finita, dizemos que L é uma extensao finita de K. A dimensao

do espago vetorial L sobre K é chamado grau de L sobre K e denotado por [L : K].

Apresentaremos a seguir trés resultados conhecidos que serao aceitos sem demons-
tracao, eles nos serdo bem tteis para provar a unicidade (a menos de isomorfismo) de um

tipo especial de extensao de corpos: os corpos de decomposicao.

Teorema A.31. Se L for uma extensao finita de K e M é uma extensao finita de L,

entao M é uma extensdo finita de K com
M : K]=[M: L|[L: K].
Teorema A.32. Toda extensao finita de K ¢ algébrica sobre K.

Teorema A.33. Seja 0 € F algébrico de grau n sobre K e seja g o seu polinomio minimal
sobre K. Entdo:

1. K(0) é isomorfo a K|x]/(g).
2. |[K(): K]=ne{l1,0,...0" '} ¢ uma base de K(0) sobre K.

3. Todo o € K(0) € algébrico sobre K e seu grau sobre K é um divisor de n.

Dessa forma, os elementos de uma extensao algébrica simples K (6) sobre K podem
ser representados de forma tnica como um polinémio em 6, ou seja, podem ser escritos de

forma tinica como ag + @10 + -+ - + a,_10"" com a; € K para0<i<n—1.

Teorema A.34. Seja f € K|[z| irredutivel sobre o corpo K. Entdo existe uma extensao

algébrica simples de K com uma raiz de f como elemento definidor.

Demonstragio. Considere o anel de classes residuais L = K[x]/(f), que é um corpo pois

f é irredutivel. Os elementos de L sao as classes residuais denotadas por [h] = h + (f)
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com h € K|[z]. Para todo a € K, podemos formar a classe residual [a] determinada pelo
polindmio constante igual a a e, se a,b € K forem distintos, entdo [a] # [b] uma vez que f
tem grau positivo. O mapa a +— [a] nos fornece um isomorfismo de K em um subcorpo
K’ de L, de modo que K’ pode ser identificado com K. Em outras palavras, podemos
ver L como uma extensao de K. Para todo h(x) = ag + a1z + - - - + a,,2™ € K|x] temos
[h] = [ao + a1z + - - + apx™] = [ao]) + [a][z] + - + [an][2™] = ao + a1[z] + - - - + ap[2]™
pelas regras de operagoes com classes residuais e a identificacdo [a;] = a;. Entao, todo
elemento de L pode ser escrito como uma expressao polinomial em [x] com coeficientes em
K. Uma vez qualquer corpo contendo K e [z] deve conter essas expressoes polinomiais, L
é uma extensao simples de K obtida pela adjungao de [z]. Se f(x) = by + biz + -+ + bya™,
entdo f([z]) = by +bi[x] + -+ by[x]" = [bo + iz + - - + bya™| = [f] = [0], logo [z] é uma

raiz de f e L é uma extensao algébrica simples de K. O]

Teorema A.35. Sejam o e § raizes de f € K|x] que € irredutivel sobre K. Entao K(«)

e K(5) sao isomorfos sob um isomorfismo que leva o em [ e fixa os elementos de K.

Agora podemos definir os corpos de decomposicao, que sao estruturas que contém

todas as raizes de um dado polinémio.

Definigao A.36. Seja f € K|x] de grau positivo e F' uma extensao de K. Dizemos que f
se decompode em F se f puder ser escrito como produto de fatores lineares em F[z], isto

é, se existirem elementos aq, as, ..., o, € F tais que

flz)=alx —ay)(z —ag) -+ (& — ),

onde a é o coeficiente lider de f. O corpo F' é um corpo de decomposicao de f sobre

K se f se decompuser em F' e, além disso, F' = K (o, o, ..., ).

E claro que um corpo de decomposicao F de f sobre K ¢é, de certa forma, o menor
subcorpo contendo todas as raizes de f (nenhum subcorpo préprio de F' que seja uma
extensao de K contém todas as raizes de f). Aplicando repetidamente o processo usado
no Teorema A.34, pode-se provar a primeira parte do seguinte resultado. A segunda parte

é uma extensao do Teorema A.35.

Teorema A.37 (Existéncia e Unicidade de Corpos de Decomposicao). Se K for um corpo
e f é um polindmio de grau positivo em K|x|, entdo existe um corpo de decomposicio de
f sobre K. Além disso, dois corpos de decomposicao de f sobre K sdo isomorfos sequndo

o isomorfismo que fixa os elementos de K e mapeia as raizes de f umas nas outras.

Uma vez que corpos de decomposicao podem ser identificados uns com os outros,
podemos procurar o corpo de decomposi¢ao de f sobre K. Ele pode ser obtido adjuntando

uma quantidade finita de elementos algébricos sobre K, e, portanto, pode-se provar, tendo
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como base os Teoremas A.31 e A.33(2), que o corpo de decomposicao de f sobre K é uma

extensdo finita sobre K.
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