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Resumo

Este trabalho consiste em um estudo sobre o conceito de Grupo Fundamental de um espaco
topoldgico e suas propriedades. Para isto, estudamos tépicos de Topologia Geral, que foram
valiosos para a introducao a Teoria de Homotopia e para o conceito de Grupo Fundamental.
No final, apresentamos a prova de que o grupo fundamental da S* é isomorfo ao grupo dos
nimeros inteiros e a demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra como consequencia

deste fato.

Palavras-chave: Espacos Topoldgicos. Espacos Conexos por Caminhos. Teoria de Homotopia.

Grupo Fundamental da S'. Teorema Fundamental da Algebra.
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Introducao

A Topologia Algébrica teve inicio por volta do ano 1894, por meio dos estudos do matematico
frances Henri Poincaré, que apresentou uma série de trabalhos reunindo os principais resultados
da area, entre eles, os resultados a respeito do grupo fundamental.

Na Topologia Algébrica, transformam-se problemas topoldgicos em problemas algébricos e,
ao resolver estes tultimos, obtém-se informagoes sobre o problema original.

Uma importante teoria desta area é a Teoria de Homotopia entre espagos topoldgicos, na
qual se estuda o conceito de Grupo Fundamental de um espago topoldgico. Um dos problemas
estudados em Topologia é determinar quando dois espagos topoldgicos dados sao homeomorfos
ou nao. Mas nao existem métodos especificos para solucionar tal questao, exceto algumas
técnicas que podem ser aplicadas em casos particulares.

O conceito de Grupo Fundamental surge, entao, como uma dessas técnicas, ja que ele é um
invariante topoldgico, isto é, se dois espagos topoldgicos sao homeomorfos, eles possuem grupos
fundamentais isomorfos. Além disso, o conceito de Grupo Fundamental pode ser utilizado para
demonstrar resultados importantes de outras areas como, por exemplo, o Teorema Fundamental
da Algebra, que diz que toda equacao polinomial com coeficientes reais ou complexos possui
pelo menos uma raiz (real ou complexa).

O principal objetivo deste trabalho é estudar o conceito de Grupo Fundamental de um
espaco topoldgico e suas propriedades. Além disso, apresentaremos a prova de que o grupo
fundamental da S' é isomorfo ao grupo dos nimeros inteiros. E como consequéncia deste
resultado, faremos a demonstracao do Teorema Fundamental da Algebra.

Este trabalho de conclusao de curso foi separado em trés capitulos.

No Capitulo 1, estudamos conceitos e resultados importantes para o desenvolvimento dos de-
mais capitulos. Inicialmente, introduzimos e exemplificamos o conceito de espacos topolégicos,

produto de espacos topoldgicos, subespacgo topoldgico, conjunto fechado, fécho, interior, ponto



de acumulacgao, espaco de Hausdorff e fungoes continuas. Em seguida, definimos conjuntos
fechados e fungoes continuas. Para finalizar o capitulo, definimos conjuntos conexos, conexos
por caminhos e compactos em espagos topologicos.

No Capitulo 2, apresentamos alguns requisitos importantes para o desenvolvimento do
Capitulo 3. Mais especificamente, definimos e apresentamos alguns resultados sobre homo-
topia e homotopia de caminhos. Em seguida, introduzimos e exemplificamos o conceito de
grupo fundamental. Finalizamos o capitulo definindo o homomorfismo induzido entre grupos
fundamentais.

Finalmente, no Capitulo 3, encontra-se a contribuicao mais significativa para este trabalho.
Inicialmente, realizamos um estudo sobre espacos de recobrimento. Depois, estudamos o grupo
fundamental da S! mostrando que este é isomorfo, como grupos, ao conjunto dos niimeros
inteiros Z. Por 1ltimo, apresentamos duas aplicacoes, dentre as quais se destaca o Teorema

Fundamental da Algebra.



Capitulo 1

Toépicos de Topologia Geral

Neste capitulo introduzimos conceitos e resultados importantes para o desenvolvimento

deste trabalho de conclusao de curso. A principal referéncia para este capitulo é [4].

1.1 Espacos Topolégicos

Definicao 1.1 Uma topologia em um conjunto X € uma cole¢io T de subconjuntos de X
obedecendo:

(i) X e estao em T;

(17) a uniao dos elementos de qualquer subcole¢ao de T estd em T

(791) a intersecdo finita dos elementos de qualquer subcole¢io de T estd em T .

O congunto X munido da topologia T € chamado espacgo topoldgico.

Observagao 1.1 Em topologia, a nogao de aberto é primitiva: uma topologia T em um con-
gunto X € definida como um subconjunto do conjunto das partes de X (satisfazendo determi-

nadas propriedades) e cada elemento de T €é chamado aberto ou conjunto aberto.

Exemplo 1.1 Seja X um conjunto com trés elementos, X = {a,b,c}. Existem muitas topo-
logias em X, as quais algumas serdo indicadas esquematicamente na figura a sequir. O canto
superior direito indica a topologia em que os abertos sao X, 0, {a,b}, {b}, e {b,c}. A topologia
no canto superior esquerdo contém apenas X e (), enquanto a topologia no canto inferior direito
contém todos os subconjunto de X. Vocé pode encontrar outras topologias em X permutando

a,b ec.
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Figura 1: Topologias sobre X = {a,b,c}. [4], p.76.

Exemplo 1.2 Se X € um conjunto, a colecio T = {A| A C X} de todos os subconjuntos de
X € uma topologia em X chamada topologia discreta. A cole¢cao T = {0, X} também é uma

topologia em X chamada topologia indiscreta ou topologia trivial.

Definicao 1.2 Suponha que T e T’ sao duas topologias em um dado conjunto X. Se T' D
T, nds dizemos que T' é mais fina que T; se T' contém estritamente T, dizemos que T' €
estritamente mais fina que T. Também dizemos que T € mais grossa que T', ou estritamente

mais grossa, nas duas respectivas situagoes. Dizemos que T € compardvel a T' se T' D T ou

T>o>7T.

Definigao 1.3 Se X ¢ um conjunto, uma base para a topologia T sobre X é uma cole¢cao B
de subconjuntos de X (onde esses subconjuntos sio chamados de “elementos bdsicos”), tal que:
(1) para cada x € X, existe pelo menos um elemento bdsico B contendo x;
(17) se x pertence a intersecdo de dois elementos bdsicos By e Bo, entdo existe um elemento
basico B3 contendo x tal que By C By N Bsy.

Se B satisfaz essas duas condigoes, entao definimos a topologia T gerada por B como seque:
Um subconjunto U de X € dito ser aberto em X (isto é, U é um elemento de T ) se para cada
x € U, existe um elemento bdsico B € B tal que x € B e B C U. Note que cada elemento

basico é um elemento de T .

Exemplo 1.3 Se X € um conjunto qualquer, a colecdo de todos os subconjuntos de um unico

ponto de X é uma base para a topologia discreta em X.

Observagao 1.2 Vamos mostrar que a colecao T gerada pela base B € uma topologia em X .
De fato, temos que ) € T, pois nao contradiz a defini¢io. Da mesma forma, X estd em T,
pois para cada x € X, existe algum elemento bdsico B contendo x e tal que B C X. Agora,

vamos tomar uma familia com indices {U,}acy, de elementos de T e mostremos que

4



U=|JU.€T.

act
Dado x € U, existe um indice o tal que x € U,. Como U, € aberto, existe um elemento bdsico
B tal que x € B C U,. Entdo, x € B e BC U. Logo, U ¢ aberto, pela definicao.

Agora, consideremos Uy, Uy € T e mostremos que Uy N Uy pertence a T. Dado x € Uy NUs,
escolha um elemento bdsico By contendo x tal que By C Uy e escolha um elemento bdsico
By contendo x tal que By C Uy. A sequnda condi¢cao para uma base nos permite escolher um
elemento B3 contendo x tal que B3 C BN By. Entao, x € By e B3 C UyNUy e dai, UyNUy € T

Finalmente, mostraremos por inducdao finita que qualquer intersecao finita Uy N ...NU, de
elementos de T esta em T . Esse fato € trivial para n = 1, suponha que é verdade paran —1 e

provemos que vale para n. Agora,
(Uyn..nU,) =U1N..0U,—1) NU,.

Por hipétese, Uy N ... \U,_1 pertence a T, pelo que provamos anteriormente, a intersecao

de UyN..NU,_1 e U, também pertence a T .
Vejamos agora alguns resultados importantes sobre bases para uma topologia.

Lema 1.1 Sejam X um conjunto e B uma base para uma topologia T de X. Entao, T € igual

a colecao de todas as unioes de elementos de 5.

Demonstracao: Dada uma cole¢gdo de elementos de 9B, eles também sao elementos de T .

Como T é uma topologia, a uniao desses elementos esta em 7. Por outro lado, dado U € T,

escolha para cada x € U um elemento B, tal que x € B, C U. Entao, U = U B,.

zeU
Logo, U é igual a uma uniao de elementos de 8. |

Lema 1.2 Seja X um espaco topologico. Suponha que € ¢ uma colecao de abertos de X tal
que, para cada aberto U de X e para cada x € U, existe um elemento C' de € tal que x € C' C U.

Entao, € € uma base para a topologia de X .

Demonstracao: Devemos mostrar que € é uma base. A primeira condi¢gao para uma base

¢é simples: Dado x € X, como X é um conjunto aberto, existe, por hipétese, um elemento C'

de € tal que z € C' C X. Ja para a segunda condicao, seja x € C; N Cy, em que C; e C5 sao



elementos de €. Como C] e Cy sao abertos, entao C; N Cy é aberto. Assim, existe por hipdtese
um elemento C5 em € tal que x € C3 C C7; N Chs.

Seja T a colecao de abertos de X. Devemos mostrar que a topologia ¥’ gerada por € é igual
a topologia 7. Primeiro, note que se U pertence a T e se x € U, entao existe por hipétese um
elemento C' de € tal que x € C' C U. Segue que U pertence a topologia 7', por definicao. Por
outro lado, se W pertence a topologia T’, entao W equivale a uma uniao de elementos de €,
pelo lema anterior. Como cada elemento de € pertence a 7 e T é uma topologia, W também

pertence a 7. [ |

H& também a possibilidade de compararmos duas topologias sobre um mesmo conjunto X.
Dizemos que 7' é mais fina que T, se T e T’ sao duas topologias sobre X, e 7' D T. A grosso

modo, comparamos dizendo que uma tem mais abertos que a outra.

Lema 1.3 Sejam B e B’ bases para as topologias T e T, respectivamente, em X. Entdo, sdo
equivalentes:

(1) T" € mais fina que T;

(i1) Para cada x € X e cada elemento basico B € B contendo x, existe um elemento bdsico

B’ €8’ tal que x € B' C B.

Demonstragao: (i7) = (7) Dado um elemento U de T, devemos mostrar que U € T'. Seja

x € U. Como B gera T, existe um elemento B € B tal que z € B C U. A condigao (ii) nos
diz que existe um elemento B’ € B’ tal que z € B’ C B. Entao, x € B’ C U, logo U € T, por
definicao.

(1) = (i1) Sejam x € X e B € B, com x € B. Agora, B € T por defini¢ao, e 7 C T’ pela
condigao (7). Desse modo, B € T'. Como T’ é gerada por B', existe um elemento B’ € B’ tal

que r € B’ C B. [
Exemplo 1.4 Se B € a colecao de todos os intervalos abertos na reta:
(a,b) = {z| a <z < b}.

A topologia gerada por B ¢ chamada topologia usual na reta. Sempre que consideramos R

devemos supor que essa topologia € dada a menos que especificarmos o contrario.



Exemplo 1.5 Sejam X eY espacos topolégicos. A topologia do produto em X XY € a topologia
tendo como base a colecao B de todos os conjuntos da forma U x V|, em que U € um aberto de
X eV éum aberto de Y.

Vamos checar que B € uma base para a topologia do produto. De fato, a primeira condi¢ao
¢ trivial, pois X XY € um elemento bdsico. A sequnda condi¢do seque do fato que interse¢dao

de quaisquer dois elementos basicos Uy X Vi e Uy x Vo € outro elemento bdsico, pois
(U x V)N Uy x Vo) = (U NU,) x (ViNV,),

e como (U1NUsy) e (ViNVy) sao abertos de X e deY, entdao (Uy x V)N (Uy x Vo) é um elemento

basico. Observe a figura a sequir:

T
V2
m \
v1 a4
NL L L Y Y
~ ~ r j
v
\‘ﬂ_‘
v, U,

Figura 2: Intersegao do produto cartesiano de abertos. [4], p.87.

Observe que a colecao B nao é uma topologia em X x Y. A uniao dos dois retangulos da
figura, por exemplo, nao é o produto de dois conjuntos, logo nao percente a B. Porém, a uniao

qualquer de abertos de X x Y é um aberto de X x Y.

Teorema 1.1 Se B é uma base para a topologia de X e € é uma base para a topologia de Y,

entao a colecao
D={BxC|Be®BelCecc}
¢ uma base para a topologia de X X Y.

Demonstragao: Dado um aberto W de X X Y e um ponto (z,y) de W, pela definicao da

topologia do produto, existe um elemento bésico U x V tal que (z,y) € U x V.C W. Como
B e € sao bases para X e Y, respectivamente, podemos escolher um elemento B de B tal que
x € B C U, eum elemento C' de € tal que y € C' C V. Entao, (z,y) € Bx C C W. Como a

colecao ® satisfaz os critérios do Lema 1.2, temos que ® é uma base para X x Y. [ |
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Definicao 1.4 Seja 1 : X XY — X uma fungdao dada por:

7T1(x7y>:: z

Seja o : X XY =Y uma funcao dada por:

oz, y) = y.

As funcgoes m e my sao chamadas projecoes de X XY sobre o primeiro e sobre o sequndo

fator, respectivamente.

Observagao 1.3 Se U é um aberto de X, entdao o conjunto m; *(U) = U x Y, o qual é aberto
em X x Y. Analogamente, se V. é um aberto de 'Y, entdo o conjunto my 1 (V) = X xV, o qual

€ aberto em X x Y.

Definicao 1.5 Seja X um espaco topologico com a topologia T. Se'Y € um subconjunto de X,

a cole¢ao
Ty ={YNU|UeT}

¢ uma topologia em Y , chamada topologia do subespagco. Com essa topologia, Y é chamado um

subespaco de X, e seus abertos sao todas as intersecoes de abertos de X com 'Y .
Observemos que, Ty é uma topologia. Com efeito, temos que () ¢ Y estao em Ty, pois
l=YNheY=YNX,
onde () e X sao elementos de 7. Além disso, utilizando que

NY)n.nU,nY)=UNn..nU,)NY, e

UJwany)=(JU.)nY,

acJ acJ

prova-se as demais condi¢oes da Definicao 1.1.

Definicao 1.6 Dado um conjunto ordenado X, diremos que o subconjunto Y de X € convexo
se para cada par de pontos a < b de 'Y, todo o intervalo (a,b) de pontos de X estd contido em

Y. Note que os intervalos e raios em X sao convexos em X.



Lema 1.4 Se B € uma base para a topologia de X, entao a cole¢ao
%yI{BﬂY| BG‘B}
¢ uma base para a topologia do subespagco em Y .

Demonstracao: Dado U aberto em X e dado y € U NY, podemos escolher um elemento B

de B tal que y € B C U. Entao, y € BNY C UNY. Segue do Lema 1.2 que By é uma base

para a topologia do subespago em Y. [ |

Lema 1.5 Seja Y um subespaco de X. Se U ¢ aberto em'Y eY ¢é aberto em X, entao U €

aberto em X.

Demonstracao: Como U é aberto em Y, U =Y NV para algum aberto V em X. Como Y

e V sao abertos em X, temos que Y NV ¢é aberto em X. |

Lema 1.6 Se A é um subespago de X e B é um subespaco de Y, entdo a topologia do produto
em A X B € a topologia gerada por A X B como subespaco de X X Y.

Demonstracao: O conjunto U x V é o elemento bésico para X x Y, em que U é aberto em

X eV é aberto em Y. Assim, (U x V)N (A x B) é o elemento bésico para a topologia do

subespaco em A x B. Agora,
(UxV)N(Ax B)=(UnNA)x(VnB).

Como U N A e VN B sao abertos para as topologias do subespaco em A e em B, respecti-
vamente, o conjunto (U N A) x (VN B) é o elemento bésico para a topologia do produto em
A X B.

Logo, as bases para a topologia do subespaco em A x B e para a topologia do produto em

A x B sao as mesmas. Desse modo, as topologias sao iguais. |

1.2 Feécho, Interior e Ponto de Acumulacao

Definicao 1.7 Seja X um espaco topologico. Um subconjunto A do espaco topologico X € dito

fechado se o conjunto X — A € aberto.



Exemplo 1.6 O subconjunto [a,b] de R € fechado, pois o seu complementar
R — [a,b] = (—o00,a) U (b, +0),

¢ aberto. Analogamente, [a,+00) € fechado, pois o seu complementar (—oo,a) € aberto. Note

que, o subconjunto [a,b) de R nao € aberto nem fechado.

Teorema 1.2 Seja X um espaco topologico. Entao,
(i) 0 e X sdo fechados;
(17) Intersecoes arbitrdrias de fechados sao fechados;

(1ii) Unioes finitas de fechados sao fechados.

Demonstragao: (i) @ e X sao fechados pois seus complementares sao X e (), respectivamente.

(17) Dada uma colegao de fechados { A, }acs, temos que

X -4 =Jx - A).

acJ aed

Como os conjuntos X — A, sao abertos por definicao, U (X — A,) é uma unido arbitraria
acJ
de abertos, que é aberto. Portanto, m A, é fechado.

acJ
(771) Analogamente, se A; é fechado para i = 1, ...,n, considerando

n

X - Jai= ()X - A,

i=1
n
obtemos que o conjunto ﬂ(X — A;) é uma intersecao finita de abertos, e assim, é aberto. Desse
i=1

modo, U A; é fechado. [ |
i=1

Teorema 1.3 Seja Y um subespaco de X. Entao um conjunto A € fechado em'Y se, e somente

se, A € a intersecao de um fechado de X com Y.

Demonstracao: Assuma que A = C'NY, onde C' é fechado em X. Como X — C é aberto em

X, temos que (X — C)NY é aberto em Y, pela defini¢ao da topologia do subespago. Porém,
(X-C)NY =Y — A Como Y — A é aberto em Y, temos que A é fechado em Y.

Por outro lado, assuma que A é fechado em Y. Como Y — A é aberto em Y temos, por
defini¢ao, que é igual a intersecao de um aberto U de X com Y. O conjunto X — U é fechado
em X, e A=Y N (X —U), logo A é igual a intersecao de um fechado de X com Y, como
desejado. [ |
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Definicao 1.8 Dado um subconjunto A de um espaco topolégico X, o interior de A ¢ definido
como a uniao de todos os abertos contidos em A, e o fécho de A € definido como a intersecao

de todos os fechados contendo A. Denotaremos o interior de A por IntA e o fécho de A por A.
Observacao 1.4 Observe que,
IntAC AcCA.
Além disso, se A é aberto, A = IntA, e se A é fechado, A = A.

Teorema 1.4 Sejam Y um subespaco de X, A um subespaco de'Y e A o fécho de A em X.
Entdo, o fécho de AemY é ANY.

Demonstracao: Seja B o fecho de A em Y. O conjunto A é fechado em X, entdo ANY ¢é

fechado em Y pelo Teorema 1.3. Como ANY contém A, e, por definicio, B ¢ igual a intersecao
de todos os fechados de Y contendo A, temos que B C ANY.

Por outro lado, sabemos que B é fechado em Y. Pelo Teorema 1.3, B = C NY para algum
fechado C' de X. Entdao C' é um fechado de X contendo A. Como A é a intersecdo de todos os

fechados, temos que A C C. Logo, ANY Cc CNY = B. |

Teorema 1.5 Seja A um subconjunto de um espago topologico X .
(i) Entdo, x € A se, e somenle se, todo aberto U contendo x intercepta A.
(i1) Supondo que a topologia de X €é dada por uma base, entdo x € A se, e somente se, todo

elemento bdsico B contendo x intercepta A.

Demonstracdo: (i) (<=) Se z nao pertence a A, o conjunto U = X — A é um aberto

contendo x que nao intercepta A.

(=) Se existe um aberto U contendo = que nao intercepta A, entdao X — U é um fechado
contendo A. Pela definicao do fécho A, o conjunto X — U deve conter A. Logo, = ¢A.

(17) (=) Se todo aberto contendo x intercepta A, entao todo elemento basico B contendo
x intercepta A, pois B é aberto.

(«<=) Se todo elemento bésico contendo z intercepta A, entdo todo aberto U contendo x

intercepta A, ja que U contém um elemento basico que contém x. |

Observacao 1.5 Para dizer que “U é um aberto contendo x”, usa-se a terminologia: “U é

uma vizinhanca de x”.
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Definicao 1.9 Sejam A um subconjunto do espaco topologico X e x € X. Dizemos que x é um
ponto de acumulacdo de A se toda vizinhanca de x intercepta A em algum ponto diferente de
x, ou seja, x € um ponto de acumulag¢ao de A se x € A — {x}. Denotaremos por A" o conjunto

de todos 0s pontos de acumulacdo de A.

Teorema 1.6 Sejam A um subconjunto do espaco topoldgico X e A" o conjunto de todos os

pontos de acumulacao de A. Entao,
A=AUA.

Demonstracao: Se x € A’, toda vizinhanca de z intercepta A (em um ponto diferente de

r). Assim, pelo Teorema 1.5, x € A. Consequentemente, A’ C A. Como A C A, segue que
AUA C A

Reciprocamente, seja r € A e mostremos que x € AUA’. Se x € A, é facil ver que z € AUA’.
Suponha que z € A. Como x € A, temos que toda vizinhanca U de z intercepta A. Como x
nao pertence a A, o conjunto U deve interceptar A em um ponto diferente de z. Entao x € A’,

o que significa que z € AU A’. [ |

Corolario 1.1 Um subconjunto A de um espaco topolégico X € fechado se, e somente se,

contém todos os pontos de acumulacio de A, ou seja, A C A.

Demonstracao: Segue direto do teorema anterior. [ ]

1.3 Espaco de Hausdorff

Definicao 1.10 Um espacgo topolégico X é chamado espaco de Hausdorff se para cada par xq,
To de pontos distintos de X, existem vizinhancas Uy, e Uy de x1 e xs, respectivamente, tais que

UinU, =0.
Teorema 1.7 Todo conjunto de pontos finitos em um espaco de Hausdorff X € fechado.

Demonstracao : E suficiente mostrar que todo conjunto de um ponto {zy} é fechado. Se

x é um ponto de X diferente de xy, entao x e xy possuem duas vizinhancas disjuntas U e V,
respectivamente. Como U nao intercepta xg, o ponto x néo pertence ao fécho do conjunto {zo}.

Consequentemente, {xo} = {zo}. Logo, {zo} é fechado. |
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Teorema 1.8 Sejam X um espago topoldgico com a propriedade de que {x} € fechado, para
todo x € X, e A um subconjunto de X. Entao, x € um ponto de acumulacdo de A se, e somente

se, toda vizinhanca de x contém infinitos pontos de A.

Demonstragao: (<) Se toda vizinhanga de x intecepta A em uma quantidade infinita

de pontos, com certeza intercepta A em algum ponto diferente de z, entao x é um ponto de
acumulacao de A.

(=) Suponhamos que z é um ponto de acumulagao de A e que uma vizinhanca U de x
intercepta A em apenas uma quantidade finita de pontos. Entao, U também intercepta A —{z}
em uma quantidade finita de pontos.

Sejam {z1, ... ,Z;,} pontos de U N (A — {z}). O conjunto X — {zy, ... ,x,,} é um aberto

de X, ja que o conjunto {1, ... ,x,,} é fechado. Entao,
un (X - {:Cla 7xm})

é uma vizinhanga de = que nao intercepta o conjunto A — {z}, o que contradiz o fato de que z

é um ponto de acumulacao de A. [
Definicao 1.11 Sejam X um espaco topoldgico e x1, xo, x3, ... uma sequéncia de pontos em X.
Dizemos que a sequéncia x1,Ts, X3, ... converge para um ponto r € X se, para toda vizinhanga

U de x, existe N > 0 tal que x,, € U, para todo n > N.

Teorema 1.9 Se X € um espaco de Hausdorff, entao uma sequéncia de pontos de X converge

para, no mdximo, um ponto de X.

Demonstracao: Suponha que z, é uma sequéncia de pontos de X que converge para x.

Se y # x, sejam U e V vizinhancas disjuntas de x e y, respectivamente. Como U contém x,
para todo n (exceto uma quantidade finita de valores de n), o conjunto V' nao pode conter a

sequéncia. Desse modo, x,, nao pode convergir para y. |

1.4 Funcoes Continuas

Definigao 1.12 Sejam X e Y espacos topolégicos. A funcao f : X — Y € dita continua se,
para cada aberto V de 'Y, o conjunto f~H(V) = {x € X| f(z) € V} é um aberto de X.
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Observacao 1.6 Note que se a topologia do espaco Y € dada por uma base B, entao para
provar a continuidade de f € suficiente mostrar que a imagem inversa de todos os elementos

basicos sao abertos de X.

De fato, observe que um aberto arbitrario V€'Y pode ser escrito como a uniao de elementos
basicos,
V=|JB..
acJ
Assim,

vy =B,

aelJ

e temos que f~1(V) € aberto se cada conjunto f~1(B,) € aberto.

Teorema 1.10 Sejam X e Y espacgos topoldgicos, e seja f: X — Y. Entao, sao equivalentes:
(1) f € continua;

(i1) Para todo subconjunto A C X, temos f(A) C f(A);

(i11) Para todo fechado B de Y, o conjunto f~'(B) é fechado em X ;

(tv) Para cada x € X e cada vizinhanga V' de f(x), existe uma vizinhang¢a U de x tal que

f(U)cVv.

Demonstragao: (i) = (i7) Assuma que f é continua. Seja A um subconjunto de X. Vamos

mostrar que se z € A, entdo f(x) € f(A). Seja V uma vizinhanga de f(z). Entdo, f~1(V) é
um aberto de X contendo x. Além disso, f~1(V) intercepta A em algum ponto y. Desse modo,
V intercepta f(A) no ponto f(y). Portanto, f(z) € f(A).

(ii) = (4ii) Sejam B um fechado em Y e A = f~!(B). Devemos provar que A é fechado em

X, ou seja, basta mostrar que A = A. Temos que f(A) = f(f~}(B)) C B. Assim, se z € A,

f(z) € f(A) C f(A) c B=B.

Logo, € f~}(B) = A. Portanto, A C A, o que significa que A = A.
(i7i) = (i) Seja V um aberto de Y. Tome B =Y — V. Entao,

B =1 Y) = (V) =X = f7H(V).
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Como B é um fechado de Y, segue que f~!(B) é fechado em X, por hipétese. Logo, f~(V)
¢ aberto em X.

(i) = (iv) Sejam z € X e V uma vizinhanga de f(z). Entao, o conjunto U = f~1(V) é
uma vizinhanca de z tal que f(U) C V.

(iv) = (i) Sejam V um aberto de Y e z € f~1(V). Temos que f(z) € V, e por hispétese,
existe uma vizinhanca U, de z tal que f(U,) C V. Entao, U, C f~1(V).

Dai, f~!(V) pode ser escrito como a uniao de abertos U,. Logo, f~!(V) é aberto e assim,

f é continua. (]

Definicao 1.13 Sejam X e Y espacos topoldgicos. Seja f: X — Y uma bijecao. Se a funcao

f e sua inversa f~1:Y — X sdo continuas, entdo f é chamada um homeomorfismo.

Observacao 1.7 A condicdo que f~' € continua nos diz que para cada aberto U de X, a
imagem inversa de U pela fungdo f~1:Y — X € aberta em Y. Além disso, a imagem inversa
de U pela fungio f~' é a mesma que a imagem de U pela funcio f. Desse modo, outra forma
de definir um homeomorfismo € dizer que € uma funcgdo bijetiva f : X — Y, tal que f(U) €

aberto se, e somente se, U é aberto.

Essa observacao mostra que um homeomorfismo f : X — Y nos dia uma correspondéncia
bijetiva nao apenas entre X e Y, mas também entre as colecoes de abertos de X e de Y. Como
resultado, qualquer propriedade de X que é inteiramente expressada nos termos da topologia
de X se reproduz, por meio de f, como propriedades correspondentes para o espaco Y. Tais

propriedades de X sao chamadas propriedades topoldgicas de X.

Teorema 1.11 Sejam X,Y e Z espacgos topoldgicos.

(i) (Fungao Constante) Se yo € Y e f: X — Y € definida por f(x) = yo, para todo z € X,
entdo f € continua.

(17) (Inclusao) Se A € um subespaco de X, a fun¢ao inclusdo i: A — X é continua.

(1ii) (Composicao de funcgoes) Se f + X =Y eg:Y — Z sao conlinuas, entao a fungdo
gof:X — Z é continua.

(1v) (Restri¢ao do dominio) Se f : X — Y € continua, e se A é um subespaco de X, entio a
fungao restricao f, : A—Y € continua.

(v) (Restri¢ao ou expansdio do contradominio) Seja f : X — Y continua. Se Z € um subespago

de Y contendo o conjunto imagem f(X), entdo a funcio g : X — Z obtida pela restrigao do
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contradominio de f € continua. Se Z € um espacgo que possui Y como subespaco, entao a fungao
h: X — Z obtida pela expansdao do contradominio de f € continua.
(vi) (Formulagao local de continuidade) A funcao f: X —Y € continua se X pode ser escrito

como a uniao de abertos U, tal que fi, € continua, para cada .

Demonstragao: (i) Sejam f(x) = yo, para todo x € X, e V um aberto em Y. Observe que,

X, se yoeV,

f7HV) =
0, se y&V.

De qualquer forma, temos que f~*(V) é aberto.
(ii) Se U é aberto em X, entao i '(U) = U N A, que é aberto em A pela definigao de
subespaco topoldgico.

(iit) Se U é aberto em Z, entao g~*(U) é aberto em Y e f~(g7'(U)) é aberto em X. Mas,

f g U)) = (g0 /)'(U).

Logo, g o f é continua.

(iv) Temos que fj, = foi,ondei: A — X éainclusaoe f: X — Y. Como ie f sao
continuas segue que f|, é continua.

(v) Seja f : X — Y continua. Se f(X) C Z C Y, mostremos que a fungdo g : X — Z
obtida de f é continua. Para isto, seja B aberto em Z. Entao, B = Z N U, para algum aberto

UdeY. Como f(X) C Z, entao

Logo, g~'(B) é aberto em X pois f~}(U) é aberto em X.

Para mostrar que h : X — Z é continua se Y C Z é um subespaco, basta observar que
h=jof onde j:Y — Z é a inclusao.

(vi) Por hipétese, podemos escrever X = U Ua, Uy aberto de X, tal que f|, ¢ continua

para cada a. Seja V um aberto de Y. Entao,

V)N Ua = (fi) ' (V).

Como f, ¢é continua, f~'(V) N U, é aberto em U,. Logo, f~H(V) N U, é aberto em X.

Além disso,
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entao, f~!1(V) também é aberto em X. [

Teorema 1.12 (Lema da colagem) Seja X = AU B, onde A e B sdo fechados em X, e
sejam f: A =Y eg: B — Y fungoes continuas. Se f(x) = g(x), para todo x € AN B,
entao a fungcio h : X — 'Y, definida como h(z) = f(x), sex € A, e h(x) = g(z), sex € B, ¢

continua.

Demonstracao: Seja C' um fechado em Y. Temos que,

() = S7H(C) U g (O).

Como f ¢ continua, f~'(C) é fechado em A e, consequentemente, f~*(C) é fechado em X. Da
mesma forma, g~ (C) é fechado em B, e assim, é fechado em X. A uniao de ambos é h™*(C),

que é fechado em X. [ ]
Teorema 1.13 Seja f: A — X XY dada por:
fla) = (fi(a), f2(a)).
Entao, f € continua se, e somente se, as funcoes
firA—X e f:B—Y
sao continuas. As funcgoes fi e fo sao chamadas fungoes coordenadas de f.

Demonstracao: Sejam 7 : X XY — X em : X XY — Y projecoes no primeiro e segundo

fatores, respectivamente. Temos que m; ' (U) = U x Y e m, ' (V) = X x V, para todos abertos
UeV,em X e em Y, respectivamente. Logo, m; e my sao continuas.

Note que, para cada a € A,

fila) = m(f(a)) e fa(a) = ma(f(a)).

Assim, f1 e fo sdo composicoes de fungoes continuas, e dai, sdo continuas.

Por outro lado, suponhamos que f; e f5 s@o continuas. Mostremos que para cada elemento
basico U x V para a topologia de X x Y, a imagem inversa f~}(U x V) é aberto em A. Um
ponto a pertence a f~1(U x V) se, e somente se, f(a) € UxV, isto é, se, e somente se, fi(a) € U

e fa(a) € V. Assim,
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SHU x V)= 1) N f;7H(V).

Como os dois conjuntos f; (U) e f, (V) sdo abertos, temos que f~(U x V) é um aberto

em A. [ |

1.5 Espacos Conexos e Conexos por Caminhos

Definicao 1.14 Seja X um espaco topologico. Uma separagao de X é um par U,V de abertos
disjuntos nao-vazios de X cuja uniago € X. O espaco X € dito conero se nao existe uma

separacao para X.

Observacao 1.8 Um espaco X € conexo se, e somente se, 0s unicos subconjuntos de X que

sao abertos e fechados em X sao o conjunto vazio e o proprio conjunto X .

Lema 1.7 SeY ¢é um subespaco de X, uma separacao de Y € um par de conjuntos disjuntos
nao-vazios A e B cuja unidao € Y, sendo que nenhum deles contém um ponto de acumulacao

do outro. O espacoY é conexo se nao existe separacao de 'Y .

Demonstracao: Suponha primeiro que A e B formam uma separacao de Y. Entao A é

aberto e fechado em Y. O fécho de A em Y é o conjunto ANY (sendo que A denota o fécho
de A em X). Como A é fechado em Y, A = ANY. Isso significa que AN B = (). Como A é a
uniao de A e seus pontos de acumulagao, B nao contém pontos de acumulagao de A. Por um
argumento similar mostramos que A nao contém pontos limites de B.

Por outro lado, suponha que A e B sao conjuntos disjuntos nao-vazios cuja uniao é Y, sendo
que nenhum deles contém um ponto limite do outro. Entdo AN B = @ e AN B = @. Desse
modo, podemos concluir que ANY = Ae BNY = B. Logo, ambos A e B sao fechados em Y,

ecomo A=Y —BeB=Y — A, eles sao abertos em Y como desejado. [

Lema 1.8 Se os conjuntos C' e D formam uma separacao para X, e se 'Y € um subespaco

conexo de X, entao Y estd inteiramente contido em C ou D.

Demonstracao: Como C' e D sao ambos abertos em X, o conjunto CNY e DNY sao

abertos em Y. Esses dois conjuntos sao disjuntos e a uniao deles é Y. Se ambos forem nao
vazios, entao formam uma separagao para Y, assim, um deles é vazio. Desse modo temos que

Y estd inteiramente contido em C' ou D. [ |
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Teorema 1.14 A uniao de uma colecdo de subespacos conexos de X que possui um ponto em

comum € conexa.

Demonstragao: Sejam {A,} uma cole¢ao de subespagos conexos de um espago X, e p um

ponto de (] A,. Devemos mostrar que o espago Y = U A, é conexo. Suponha que Y = CUD
¢ uma separacao de Y. O ponto p pertence a um dos conjuntos C' ou D, suponhamos p € C.
Como A, é conexo, deve estar inteiramente contido em C' ou em D, e nao pode estar em D,
pois p € A, e p € C. Consequentemente, A, C C para todo a, o que significa que U A, C C,

contradizendo o fato de que D é nao-vazio. [ |
Teorema 1.15 Seja A um subespaco conexo de X. Se A C B C A, entio B também é conexo.

Demonstracao: Seja A conexo com A C B C A. Suponha que B = C'U D ¢é uma separacao

de B. Pelo Lema 1.8, todo conjunto A deve estar inteiramente contido em C' ou em D, supo-
nhamos A C C. Entdo, A € C. Como C e D sao disjuntos, temos que B ndo intercepta D.

Isso contradiz o fato de que D é um subconjunto nao vazio de B. [
Teorema 1.16 A imagem de um espago conexo por uma fungao continua € conexa.

Demonstracao: Seja f : X — Y uma funcao continua, com X conexo. Devemos provar que

Z = f(X) é conexo. Como a fungao obtida de f restringindo seu contradominio ao espago Z

também é continua, ¢é suficiente considerar o caso de uma fungao continua sobrejetora
g: X —Z.

Suponha que Z = AU B é uma separacao de Z em dois conjuntos nao-vazios abertos em Z.
Entao g7'(A) e ¢g7'(B) sao conjuntos disjuntos cuja uniao ¢ X. Além disso, eles sao abertos
em X pois g ¢ continua, e nao-vazios pois g ¢ sobrejetora. Assim, g~'(A) e g~ (B) formam

uma separacao de X, contradizendo a suposicao de que X é conexo. [
Teorema 1.17 Um produto cartesiano finito de espagos conexos € conexo.

Demonstracao: Vamos provar primeiro que o produto de dois espacos conexos X x Y é

conexo. Considere um ponto (a,b) do produto X x Y. Note que cada “fatia horizontal”
X x {b} é conexa e homeomorfa a X, e cada “fatia vertical” {z} X Y também é conexa e

homeomorfa a Y. Com isso, cada espaco
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T, = (X x {3}))U({z} x V)

é conexo, pois é unido de dois espagos conexos que possui o ponto (x,b) em comum. Veja a

figura a seguir.

Y xxyY
axb
b 2 Xxb
+—9 X
X a

Figura 3: Unido de conexos com um ponto em comum. [4], p.151.

Agora, seja U T, a uniao de todos esses espacos. Essa uniao é conexa, pois é a uniao de
reX

uma colegao de espagos conexos que possui o ponto (a,b) em comum. Como U T, =X xY,

zeX
obtemos que o espaco X X Y é conexo.

A demonstragao para produtos finitos de espagos conexos segue por inducao, usando o fato

que X X ... x X, é homeomorfo com (X; x ... x X, 1) x X,,. [ |

Os dois proximos resultados falam sobre os conexos da reta real. Lembrando que os inter-

valos da reta sdo da forma:

(a,b),[a,b), (a,b],a,b], [a,+0), (a, +00), (—00,a] e (—o0,a), (1.1)

com a,b e R,a <b.
Proposicao 1.1 Todo intervalo da reta é um espaco conezxo.

Demonstracao :

Seja I um intervalo de extremos a e b. A demonstracao vale para qualquer um dos intervalos
listados em (1.1).

Seja S C I aberto e fechado em I. Suponhamos que S # () e mostremos que S = I.

Como S é aberto em I, podemos considerar ¢ € S, interior ao intervalo I.

Seja O = sup{t € I| [c,y) C S}. Temos que ¢ < b e afirmamos que [¢,b') C S. De fato,
se x € [c,V), isto é, ¢ < x < I/, entdo, pela definigdo de supremo, existe t € [ com = < t e

[c,t) C S. Logo, z € S.
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Agora, provemos que b’ = b. Do contrario, teriamos b < b, donde b € I e, como S é fechado
em [, 0 € S. Dai, [c,l/] C S. Como S é aberto em I, existiria ¢ > 0 tal que [c,t/ +¢) C S, 0
que contradiz a definigao de t/. Logo, b’ =be [¢,b) C S.

Analogamente, pode-se mostrar que (a,c] C S e portanto, (a,b) C S. Como S é fechado
em I, o fécho de (a,b) em relagao a I estd contido em S. Mas tal fécho é I, o que implica que

I1=5. [
Proposicao 1.2 Todo subconjunto conexo da reta é um intervalo.

Demonstracao: Suponhamos que um subconjunto S C R conexo nao é um intervalo. Assim,

existem numeros reais a,b € S, ¢ € S, tais que a < ¢ < b.
Dai, A = (—o0,c) NS e B = (¢,+00) N S sdo abertos em S, disjuntos, nao vazios (pois

acAebe B),com S=AUB (pois ¢ ¢ S). Logo, S ndo é conexo, o que é um absurdo. W

Teorema 1.18 (Teorema do valor intermediario) Seja f : X — R uma fun¢do continua,
onde X € um espago topologico conexo e R € um espago topoldgico com a topologia usual. Se

a,b€ X eser €R € tal que f(a) <r < f(b), entao existe um ponto ¢ de X tal que f(c) =r.

Demonstragao: Como X é conexo entao f(X) é um conexo de R. Assim, f(X) é um

intervalo.
Por hipétese, € R é tal que f(a) <r < f(b) e dai, r € f(X) (pois f(X) é um intervalo).
Portanto, existe ¢ € X de modo que f(c) =r. |

Definicao 1.15 Dados dois pontos x e y do espaco X, um caminho em X de v a y € uma
fungao continua f : [a,b] — X de algum intervalo fechado da reta até X, tal que f(a) =z e
f(b) =y. Um espago X € dito conexo por caminhos se cada par de pontos de X pode ser ligado

por um caminho em X.

Exemplo 1.7 Seja X C R"™ um subconjunto convexo, ou seja, para quaisquer p,q € X, o
segmento de reta [p,q] = {tp+ (1 —t)q| t € [0,1]} estd inteiramente contido em X. Temos

claramente que X € conexo por caminhos.

Observacao 1.9 E fdcil ver que um espago conexo por caminhos X € conexo. De fato, suponha
que X = AUB € uma separagio de X. Seja f : [a,b] — X um caminho em X. Sendo a imagem

continua de um congunto conezxo, o conjunto f([a,b]) é conexo, logo estd inteiramente contido
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em A ou em B. Consequentemente, nao existe caminhos em X ligando um ponto x de A a
um ponto y de B, contrariando a suposicao de que X € conexo por caminhos. Observe, pelo
exemplo a sequir, que a reciproca nao € vdlida, ou seja, existe espaco que € conexo mas nao €

conexo por caminhos.

1
Exemplo 1.8 Considere S = {(x,sen—) |0<x < 1}.
x
Como S € a imagem de um conjunto conezo (0,1] por uma fun¢do continua, seque que S €
conexo. Logo, o fécho S em R? também é conero. O conjunto S = S U ({0} x [-1,1]) € um

classico exemplo em topologia chamado curva senoidal, e estd ilustrado na figura a sequir.

1]

Figura 4: Curva senoidal. [4], p.157.

Vamos mostrar que S ndo € conexo por caminhos. Suponha que existe um caminho
f :la,d] = S iniciando na origem e terminando em wm ponto de S. Note que, o conjunto
{0} x [-1,1])) = {t € [a,b]| f(t) € {0} x [=1,1]} € fechado e possui um elemento mdzimo
b. Entdo, f : [b,c] — S é um caminho que leva b em algum ponto de {0} x [—1,1], e leva os
pontos de (b, c] em pontos de S.

Trocando [b, c| por [0,1], e considerando f(t) = (x(t),y(t)), temos que x(0) =0, e z(t) > 0

e yl(t) = sen($

tal que y(t,) = (—=1)". Logo, a sequéncia y(t,) nao converge, contradizendo a continuidade de

f.

), para t > 0. Devemos mostrar que existe uma sequéncia de pontos t, — 0

1 1
Vamos definir t,, da sequinte forma: dado n, escolha u, 0 < u < x(—) tal que sen <—> =
n u

(—=1)™. Pelo Teorema 1.18, podemos encontrar t, com 0 < t, < — tal que z(t,) = u.
n
Definicao 1.16 Seja X um espaco topolégico. Defina a sequinte relagao em X :
x~Yy <= existe um subespago conexo de X contendo x e y.

As classes de equivaléncia sao chamadas componentes (ou componentes conezxas) de X.
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Observacao 1.10 E claro que a relagcao definida € reflexiva e simétrica. A transitividade seque
por notarmos que se A € um subespaco conexo contendo x ey, e se B é um subespaco conexo
contendo y e z, entdo AU B € um subespaco contendo x e z que € conexo, pois possuem o ponto

Yy em comum.

Teorema 1.19 As componentes conexas de X sao subespacos conexos disjuntos de X, cuja

uniao € igual a X, tais que cada subespaco conexo nao vazio de X intercepta apenas uma delas.

Demonstracao: Como as componentes conexas de X sao classes de equivaléncia, entao sao

disjuntas e sua uniao é X.

Vamos mostrar que cada subespaco conexo A de X intercepta apenas uma delas. Para isto,
suponhamos que A intercepta as componentes C; e Cy de X nos pontos 7 e x5, respectivamente.
Logo, x1 ~ x5 pela definicao, e assim, C; = Cj.

Para mostrar que a componente C' é conexa, seja xg € C. Para cada x € C, temos que
xg ~ x. Logo, existe um subespaco conexo A, contendo xy e x. Dai, A, C C.

Portanto, C' = U A, e como os subespagos A, s@o conexos que possuem o ponto Ty em
zeC

comum, segue que C' é conexa. [
Definicao 1.17 Seja X um espaco topologico. Definimos outra relagdo de equivaléncia no

espaco X :
x~y <= existe um caminho em X dex ay.
As classes de equivaléncia sao chamadas componentes conexas por caminhos de X .

Observagao 1.11 Note que se eziste um caminho f : [a,b] — X de x a y cujo dominio é o
intervalo [a,b], entdo existe também um caminho g de x ay tendo o intervalo fechado [c,d] como
dominio e isso se deve ao fato de que quaisquer dois intervalos fechados em R sao homeomorfos.

Agora, vamos mostrar que € uma relacao de equivaléncia. De fato,

e & ~ x pois, para cada v € X, existe o caminho constante f : [a,b] — X definido por
f(t) = x, para todo t € [a,b]. Logo, a relagao € reflexiva.

e Se x ~ y entdo existe um caminho f : [0,1] — X de x ay. Defina g : [0,1] — X por
g(t) = f(1—1), para todo t € [0,1], e temos que g € um caminho de y a x. Portanto, a relagdo

€ simétrica.
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e Finalmente, sejam f :[0,1] — X um caminho de x ay, e g : [1,2] = X um caminho de

y a z. Podemos definir o caminho h :[0,2] — X de x a z por:

f(t), se tel0,1]
g(t), se tell,?2

h(t) =

A continuidade de h seque do Teorema 1.12. Portanto, a relag¢ao € transitiva.
A prova do préximo teorema é similar a prova do Teorema 1.19.

Teorema 1.20 As componentes conexas por caminhos de X sao subespacos de X, disjuntas,
cuja uniago € X. Cada subespaco conexo por caminhos ndao vazio de X intercepta apenas uma

delas.

1.6 Espacos Compactos

Definicao 1.18 Uma colecio A de subconjuntos de um espaco X € dita uma cobertura de X,
se a uniao dos elementos de A ¢ igual a X. A cobertura é chamada de cobertura aberta de X

se seus elementos sao abertos de X.

Definicao 1.19 Um espaco X € dito compacto se cada cobertura aberta A de X contém uma

subcolecao finita que também cobre X.

1
Exemplo 1.9 Seja X = {0} U {—| n e Z+}. Mostremos que X C R € compacto. Para isto,
n
considere uma cobertura aberta A de X. Entao, existe um elemento U de A tal que 0 € U. O
1
congunto U contém os pontos —, exceto uma quantidade finita. Para cada ponto x de X que nao
n
pertence a U, escolha um elemento de U, € A tal que x € U,. Assim, X C < U UI> Uu
rzeX-U
e {U,U,|x € X —U} € uma subcolegdo finita de A que cobre X.
Lema 1.9 Seja Y um subespaco de X. Entao, Y € compacto se, e somente se, toda cobertura

de Y por elementos abertos em X contém uma subcolecao finita que cobre Y .

Demonstragao: Suponhamos que Y é compacto e A = {A, }aes € uma cobertura de Y por

abertos em X. Entao, a colecao

{AaNY|ae J}
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é uma cobertura de Y por abertos em Y. Assim, uma subcolecao finita
{Aa, NY, . A, NY}

cobre Y. Entao, {A,,, ..., Aa, } ¢ uma subcolecao de A que cobre Y.

Por outro lado, seja A" = { A/ } uma cobertura de Y por abertos em Y. Para cada «, escolha
um conjunto A, aberto em X tal que A, = A, NY.

A colecdo A = {A,} cobre Y. Logo, {4, ,..., A, } é uma subcolegao de A" que cobre Y.H

aq?

Teorema 1.21 Todo subespaco fechado de um espago compacto é compacto.

Demonstracao: Seja Y um subespacgo fechado de um espaco compacto X. Dada uma

cobertura A de Y por abertos de X, vamos formar uma cobertura aberta B de X adicionando

a A o conjunto aberto X — Y, isto é,
B=AU{X -Y}.

Como X é compacto, existe uma subcolecao finita de B que cobre X. Se essa subcolecao
contém o conjunto X — Y, descarte X — Y| caso contrario, deixe a subcolecao como estd. A

colecao resultante é uma subcolecao finita de A que cobre Y. [ ]
Teorema 1.22 Todo subespagco compacto de um espaco de Hausdorff € fechado.

Demonstracao: Seja Y um subespaco compacto do espago de Hausdorff X. Vamos provar

que X —Y é aberto.
Seja zg € X — Y. Para cada y € Y, como X ¢ espaco de Hausdorff, existem vizinhangas
disjuntas U, e V,, dos pontos x, e y, respectivamente. A colegdo {V,| y € Y} é uma cobertura

de Y por abertos de X. Portanto, uma quantidade finita deles V,,, ...,V cobre Y. O aberto
V=V,U.uUV,

contém Y, e é disjunto do aberto
U=U, N..NU,

formado pela intersecao das vizinhangas correspondentes de z(, pois se z é um ponto de V,
entdo z € V,, para algum ¢, consequentemente z ¢ Uy, e entao z ¢ U.

Portanto, U é uma vizinhaca de x( disjunta de Y e dai, Y é fechado. [ |
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Teorema 1.23 A imagem de um espago compacto por uma fun¢ao continua € compacta.

Demonstracao: Sejam f : X — Y uma funcao continua e X compacto. Seja 4 uma

cobertura de f(X) por abertos em Y. A colegao
{74 Aec A}

¢ uma colecao de abertos que cobre X.

Como X é compacto, segue que uma quantidade finita deles, digamos f~1(A1),..., f71(A,),
cobre X.

Logo, os conjuntos Ay, ..., A, cobrem f(X) e portanto, f(X) é compacto. [ |

Teorema 1.24 Seja f : X — Y wuma funcao continua bijetora. Se X ¢é compacto e Y €

Hausdorff, entao f é um homeomorfismo.

Demonstracao : Devemos provar que f~! é continua. Para isto, vamos mostrar que a imagem

de conjuntos fechados de X por f sao fechados em Y.
Seja A um fechado em X. Entao, pelo Teorema 1.21, A é compacto. Desse modo, f(A) é
compacto. Como Y é Hausdorff, f(A) é fechado em Y, pelo Teorema 1.22. [ |

Teorema 1.25 Sejam X um espaco topologico, R com a topologia usual e f : X — R uma
fungao continua. Se X é compacto, entao existem c,d € X tais que f(c) < f(z) < f(d), para
todo x € X.

Demonstragao: Veja [4], Teorema 27.4, p.174. |

Para finalizar esta secao e também este capitulo, vamos apresentar a demonstragao do
Lema do nimero de Lebesgue (Lema 1.10) que nos sera 1til no decorrer deste trabalho. Aqui,
assumiremos conhecidos os conceitos e propriedades de métrica, espagos métricos e fungoes

continuas entre espagos métricos.

Definicao 1.20 Sejam (X, d) um espago métricoe A C X, A# 0. Para cadax € X, definimos

a distancia de x a A como

d(x, A) = inf{d(z,a)| a € A}.
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Observagao 1.12 Para um A fizado, a fun¢ao d(x, A) é uma fungdo continua. De fato, dados

x,y em X, temos as desigualdades
d(z, A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y, a),
para cada a € A. Assim,
d(z,A) —d(z,y) < infd(y,a) = d(y, A),
entao,
d(z, A) — d(y, A) < d(z,y).

Utilizando as mesmas ideias, pode-se mostrar que d(y,A) — d(x,A) < d(x,y) e assim,

|d(x, A) — d(y, A)| < d(z,y). Donde seque a continuidade da funcao d(x, A).

Defini¢ao 1.21 Sejam (X,d) um espago métrico e A C X, A limitado (ou seja, d(x,y) < k,
para todos x,y € A, para algum k € R). Definimos o nimero d(A) = sup{d(z,y)| =,y € A}

como sendo o diametro de A.

Lema 1.10 (O Lema do nimero de Lebesgue) Seja A uma cobertura aberta do espago
métrico (X,d). Se X é compacto, entao existe § > 0 tal que, para cada subconjunto de X que
tem diametro menor do que 6§, existe um elemento de A que contém esse subconjunto.

O nimero & € chamado nimero de Lebesque para a cobertura A.

Demonstracao:

Seja A uma cobertura aberta de X. Se X é um elemento de A, entao qualquer nimero
positivo é um ntmero de Lebesgue para A.

Agora, suponhamos que X nao é um elemento de .A. Como X é compacto, temos que existe
uma subcolegao finita {A;,..., A, } de A que cobre X. Para cada i, seja C; = X — A;, e defina
f: X — R por
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para todo x € X. Note que f(z) é a média dos nimeros d(zx, C;).
Devemos mostrar que f(z) > 0, para todo z. Dado x € X, escolha i tal que z € A;. Agora,
escolha £ de modo que a e-vizinhanga de x esteja contida em A;. Entao, d(z,C;) > ¢, e dai,
€
Como f é continua, pelo Teorema 1.25, existe um valor minimo que f assume, suponhamos
0. Devemos mostrar que ¢ é o numero de Lebesgue.
Para isto, seja B um subconjunto de X de diametro menor do que §. Escolha um ponto

ro € B, e temos que B estd contido na d-vizinhanca de xy. Temos que
6 < f(wo) < d(w, Crn),

onde d(zg, Cy,) é o maior entre os numeros d(xg, C;). Assim, a d-vizinhanca de x, estd contida

em A,, = X — (), da cobertura A. [ |
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Capitulo 2

Teoria de Homotopia e Grupo

Fundamental

Neste capitulo serao desenvolvidos fatos gerais da Teoria de Homotopia, os quais vao ser
utilizados no restante do trabalho. Homotopia é um dos assuntos mais importantes da area de
Topologia Algébrica. Além disso, vamos introduzir o conceito de grupo fundamental, que é um
invariante topolégico importante na Topologia Algébrica. Em todos os resultados e definicoes,
considere I o intervalo compacto [0, 1]. Neste capitulo, foram utilizadas as referéncias [2], [3] e

[4].

2.1 Homotopia

Definicao 2.1 Sejam X eY espacos topolégicos e f,g : X — Y aplicacoes continuas. Dizemos
que f e g sao homotdpicas (ou que f é homotdpica a g) quando existe uma aplica¢io continua

F: X xI—=Y tal que
F(x,0) = f(x) e F(z,1) = g(z)
para todo x € X. A aplicagio F é chamada uma homotopia entre f e g. Escreve-se f >~ g.

Observacao 2.1 Dada uma homotopia F entre f e g, consideremos, para cada t € I, a
aplicagdo continua Fy : X — Y, definida por Fi(x) = f(z,t), para todo x € X. A familia

(F})ier € uma familia de aplicagoes continuas com Foy = f e Fy = g. Dizer que duas aplicagoes
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f e g sao homotopicas significa, intuitivamente, que a imagem de f pode ser continuamente

deformada na imagem de g, e o contradominio Y € o espaco onde a deformagcdo ocorre.
Exemplo 2.1 Sejam f e g aplicagoes quaisquer de um espago topoldgico X em R%. Defina
F:Xx1I—=Y por F(z,t) = (1 —1t)f(x) +tg(x)

(segmento de reta ligando f(z) a g(z)), para todo (x,t) € X x I. Temos que, F estd bem
definida e € continua (pois o segmento de reta ligando f(x) a g(x) estd inteiramente contido
em R? e, f e g sdo continuas). Além disso, F(x,0) = f(z) e F(z,1) = g(x), para todo z € X.

Logo, f ~g.

Exemplo 2.2 Seja S™ C R™! a esfera unitdria n-dimensional. Dadas duas aplicagoes continuas
frg: X — S, se f(x) # —g(x), para todo x € X, entao f ~ g.
De fato, note que 0 nao pertence a (1 —t)f(x) +tg(x), para todo v € X et € 1.
Entao, podemos definir ' - X x I — S™ por
(1—1t)f(x) +tg(x)
11 =) f(z) + tg(a)|’
para todo (x,t) € X x I. Temos, para todo x € X, que F(z,0) = f(z) e F(x,1) = g(x). Logo,

F(zx,t) =

F € uma homotopia entre f e g.

Exemplo 2.3 Seja f : S™ — S™ uma aplicagao continua. Se f ndo possui pontos fixos, ou
seja, f(x) # x, para todo x € S™, entao f € homotdpica a aplica¢ao antipoda o dada por
a(x) = —z, para todo x € S™.

Com efeito, observe que f(x) # —a(x), para todo x € S™, e pelo Exemplo 2.2, obtemos que

f~a.

Proposicao 2.1 Sejam X eY espacos topolégicos e f,qg: X — Y aplicacoes constantes, tal
que f(x) = p, para qualquer © € X e g(x) = q, para todo x € X. As aplicagées f e g sdo
homotdpicas se, e somente se, p e q pertencem a mesma componente conexa por caminhos do

espaco Y .

Demonstracao: Suponhamos primeiro que f e g sao homotopicas. Entao, existe uma ho-

motopia F': X x I — Y tal que F(x,0) = f(x) e F(z,1) = g(z), para todo = € X.

Defina uma aplicagdo o : I — Y por a(t) = F(x,t), para todo t € I, e temos:
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a(0)=p e al)=gq

Assim, « define um caminho entre p e q. Portanto, p e ¢ pertencem a mesma componente
conexa por caminhos.

Reciprocamente, como p e ¢ pertencem a mesma componente conexa por caminhos de Y,
segue que existe um caminho o : I — Y tal que a(0) = p e a(l) = ¢. Assim, defina uma
aplicacdo continua F': X x I — Y por F(z,t) = a(t), para todo (z,t) € X x I.

Logo, F(z,0) = f(x) e F(x,1) = g(z), para todo z € X.

Portanto, F' ¢ uma homotopia entre f e g e entao, f e g sao homotdpicas. ]

Proposicao 2.2 Sejam fi,fo : X =Y e g1,90 : Y — Z continuas. Se fi ~ fo e g1 >~ ¢o,

entao g o f1 > gz o fa.

Demonstragao: Por hipdtese, existem homotopias Fi : X x I — Y tal que Fi(z,0) = fi(z) e

Fl(x’l) = fQ(l')7 para todo x € Xe F2 Y x I = Z tal que FQ(y70) = gl(y) € F2(y71) = gQ(y)a

para todo y € Y.
Defina K : X x [ — Z por K(x,t) = Fy(Fi(z,t),t), para todo (z,t) € X x I. Temos,

K(x,0) = (g10 fi)(z) e K(z,1) = (g2 0 f2) (),

para todo x € X. Além disso, K é continua.

Portanto, g, o fi ~ g5 0 fs. |

Proposicao 2.3 A relagao de homotopia ~ € uma relagao de equivaléncia no conjunto de

todas as fungoes continuas f : X — Y.

Demonstracao: Devemos mostrar que =~ é reflexiva, simétrica e transitiva.

Primeiro, mostremos que ~ é reflexiva. Para isto, seja f : X — Y uma aplicacao continua.
A fungao F : X x I — Y dada por F(z,t) = f(z), para todo (z,t) € X x I, é uma homotopia
entre f e f. Logo, ~ ¢ reflexiva.

Agora, provemos que =~ é simétrica. Considere F' : X x [ — Y uma homotopia entre f e
g. Defina K : X x [ — Y por K(z,t) = F(x,1 —t), para todo (z,t) € X x I e obtemos uma

homotopia entre g e f. Assim, ~ é simétrica.
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Por tltimo, vamos mostrar que ~ é transitiva. Sejam F': X x I — Y uma homotopia entre

feg e K:X xI—Y umahomotopia entre g e h. Defina L : X x I — Y como

1
F(z,2t), seté€ [0, 5] ,

L(zx,t) = )
K(x,2t —1), sete€ [5,1}.

1
Temos que L estd bem definida, pois se t = 5 temos que F(z,2t) = g(z) = K(z,2t — 1).

1 1
Além disso, como L é continua nos fechados X x [O, 5] e X X {5, 11 de X x I, entao L é
continua pelo Teorema 1.12. Logo, L é uma homotopia entre f e h. Portanto, a relacao ~ é

transitiva. ]

2.2 Homotopia de Caminhos

Antes de definirmos o grupo fundamental de um espaco topoldgico X, precisamos considerar
caminhos em X e uma relac¢ao de equivaléncia chamada homotopia de caminhos (defini¢ao 2.2)
entre eles. Relembrando que, se zg e z; sao pontos de X, e f : [0,1] — X é uma aplicacdo
continua tal que f(0) = zg e f(1) = x1, dizemos que f é um caminho em X de xy a z1. Neste
caso, xo ¢ chamado ponto inicial do caminho f, e z; é chamado ponto final do caminho f. Se
f e g sao dois caminhos em X, existe uma relacao mais forte entre f e g, que serd definida a

seguir.

Definigao 2.2 Sejam f,g : I — X caminhos com f(0) = g(0) = x¢ e f(1) = g(1) = ;.

Dizemos que f € homotdpico a g se existe uma aplicagao continua F' : I x I — X tal que
F(s,0) = f(s), F(s,1) = g(s), F(0,t) =z e F(1,t) =z,

para cada s € I e para cada t € I. Chamamos F de homotopia de caminhos entre f e g. Se

existe uma homotopia de caminhos entre f e g, escrevemos f =, g.

g )

X

t

1

*o

o vy

Figura 5: Homotopia de caminhos. [4], p.323.
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Proposicao 2.4 A relagdo ~, é uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao: Provemos que 2, ¢é reflexiva, simétrica e transitiva.

(i) =, é reflexiva: Seja f: I — X um caminho em X com f(0) =z e f(1) = z;. A fungado
F:IxI— X dada por F(s,t) = f(s), para todo (s,t) € I x I, é uma homotopia de caminhos
entre f e f. Logo, ~, ¢ reflexiva.

(i) ~, é simétrica: Comnsidere F' : I x I — X uma homotopia de caminhos entre f e g.
Defina K : I x I — X por K(s,t) = F(s,1 —t), para todo (s,t) € I x I e obtemos uma
homotopia entre g e f. Assim, ~, é simétrica.

(ili) ~, ¢é transitiva: Sejam F : I x I — X uma homotopia de caminhos entre f e g, e

K : I x I — X uma homotopia de caminhos entre g e h. Defina L : I x I — X como

1
F(s,2t), set € [0, 5} ,
L(s,t) = .
K(s,2t —1), sete [5,1}.

1
Temos que L esta bem definida, pois se ¢t = 5 temos que F(s,2t) = g(s) = K(s,2t — 1).
1 1
Além disso, como L é continua nos fechados I x [O, 5] elx {5, 1} de I x I, entao L é continua

pelo Teorema 1.12. E facil ver que L(s,0) = f(s), L(s,1) = h(s), L(0,t) = 2 e L(1,t) = 1.

Logo, L ¢ uma homotopia de caminhos entre f e h. Portanto, a relacao ~, ¢é transitiva. [

Observacao 2.2 Seja f: I — X um caminho em X de xy a x;. Como ~, € uma relagao de
equivaléncia, vamos denotar por [f] a classe de equivaléncia do caminho f, ou seja, [f] = {g :

I — X| g € um caminho de xo a 1 e f ~, g}.

Definigao 2.3 Seja 9 € X. O caminho ey, : I — X com e, (t) = xo, para todot € I, é

chamado caminho constante em xg.

Definigao 2.4 Sejam zg,x1 € X e f : I — X wm caminho com f(0) = zy e f(1) = .
Caminho reverso de f é o caminho f : I — X definido por f(t) = f(1 —t), para todo t € I.

Definicao 2.5 Se f é um caminho em X de xg a x1, e se g € um caminho em X de x1 a x5,

definimos o produto de caminhos f x g de f e g como sendo o caminho h dado por

o [T {o, ;] |

1
g(2s —1), ses¢€ [5, 1] .
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Observacao 2.3 Observe que, a aplicacio h estd bem definida e € continua, pelo Teorema

1.12, assim h define um caminho em X de xg a x».

Lema 2.1 Sejam f,g : I — X caminhos em X de xy a z1 e k : X — Y wuma aplicagao

continua. Se f ~, g entao ko f ~, kog.

Demonstracao: Como f =, g segue que existe uma homotopia de caminhos F' entre f e g.

Defina K : I x I — Y por K(s,t) = (ko F)(s,t), para todo (s,t) € I x I. Temos que,
e K ¢é continua pois é composta das aplicagoes continuas k e F.

o K(s5,0)=k(F(s,0)) =k(f(s)) = (ko f)(s), para todo s € I.

o K(s,1)=k(F(s,1)) =k(g(s)) = (kog)(s), para todo s € I.

o K(0,t) = k(F(0,t)) = k(zo), para todo t € I.

o K(1,t) =k(F(1,t)) = k(z1), para todo t € I.

Assim, k o F' é uma homotopia de caminhos entre ko f e ko g. Portanto, ko f ~, kog.l

Lema 2.2 Sejam k : X — Y uma aplicacao continua, f: I — X um caminho em X de xg a

xy eg: I — X um caminho em X de x1 a xo. Entdo, ko (f*g)= (ko f)*(kog).

Demonstracao: Considere h = f % g, e temos que:

h(s) = f(2s), se s € [O, %},

g(2s —1), se s€ [%,1} )

Assim,

Por outro lado,

(o f) x(hog)(s) = o UG se sel0],
k(g(2s —1)), se se[i,1],
o que mostra que ko (f*g) = (ko f)x(kog). =

A operacao do produto de caminhos induz uma operacao bem definida em classes de homo-

topia de caminhos, definida por
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[f]* gl = [f * gl. (2.1)
Para verificar este fato, sejam f e f’ caminhos em X de xg a x1, g € ¢’ caminhos em X de

21 a x9, F' uma homotopia de caminhos entre f e f’, e G uma homotopia de caminhos entre g

E

G(2s—1,t), ses¢€ B, 1}.

e ¢'. Defina

F(2s,t), se s € [0,

N | —

H(s,t) =

1
Como H (5,75) = F(1,t) = ;1 = G(0,t) para todo t € I, H é continua nos fechados

1 1
I x [O, 5] el x [5, 1} de I x I, entao H é continua pelo Teorema 1.12. Além disso,

H(0,t) = F(0,t) =x¢ e H(1,t) = G(1,t) = xs;

F(2s,0), se s € [O, %} , f(2s), se s € {O, %] ,

H(5,0) = = T = (o))
G(2s—1,0), ses¢€ [5,11 g(2s —1), ses¢€ {5,1]
F(2s,1), se s € [0, %} , f'(2s), se s € [O, %} ,

H(s,1) = . = ) = (f"*4)(s)
G(2s—1,1), sese€ [5,1] g (2s—1), sese€ [5,1]

Logo, H é uma homotopia de caminhos entre fxg e f'*¢’, e portanto, a operacao [f]*[g] =

[f * g] estd bem definida.

Teorema 2.1 A operacdo * satisfaz as sequintes propriedades:
(1) (Associatividade) Se [f]*([g]* [h]) estd definido, entao ([f]*[g]) * [h] também estd definido.
Além disso, [f] * ([g] % [n]) = ([f] * [g]) = [A].

(17) (Identidades a direita e a esquerda) Se f é um caminho em X de xo a x1, entdo

1% [ex] = [f] € lexy] % [F] = [f],

onde ez, € o caminho constante em xy e e, € o caminho constante em x;.

(iii) Dado o caminho f em X de x¢ a x1, seja f o caminho inverso de f. Entdo,
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Tl = lew] e (1% 1] = [ea].

Demonstragao: (i) Sejam f,g,h: I — X caminhos em X com f(0) = zo, f(1) = g(0) = z,
g(1) = h(0) = x5 e h(1) = 3. Provemos que f * (g% h) ~, (f *g) *h.

Considere a aplicagao F': I x I — X, definida por

I (555) se s € [0,57],
F(s;t) =14 g(4s—1—1t), se se [dL H2]
h(l—%), se 86[%71

Devemos mostrar que F' é continua, F(0,t) = zo, F(1,t) = 23, F(s,0) = [(f * g) * h](s) e
F(s,1) = [f * (g% B)](s)- De fato,
e Temos que f(1) = g(0) e g(1) = h(0). Além disso, as seguintes composicoes de aplicagoes

sao continuas:

4s 4s
SE[O,%]'—) t—|——1€[ — f(t+1>€X,

se B2 o ds—t—1€el — gds—t—1)€eX,

se[21] m» 1-UHer h(1—4(1 S)>€X

Desse modo, F' é continua.

e F(0,t) = f(0) = x9 e F(1,t) = h(1) = xs.

f(4s), se s € [0,1],
e Sabemos que, F'(s,0) = ¢ g(4s —1), se se [L 1],
h(2s—1), se se [51].
Por outro lado,
f(2s), se s e [0,3],

g(2s —1), se s€ [%,1],

k(2s), se s € [0, %],
h(2s—1), se se [35,1].

D=

1
Para s € [0, }l] , segue que 0 < 25 < 5 e dai, k(2s) = f(4s). Para s € [i, %}, obtemos que

1
—<2s<1ek(2s) =g(4s —1). Assim,

\)
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h(2s—1), se se [35,1].
f(2s), se s € [0,3],
e Temos que, F'(s,1) = ¢ g(4s—2), se se€ [L, 3],

Por outro lado,

1) = gemys) = { SO e sellal
h(2s—1), se se€ [35,1],
f(2s), se s € [O, %},

(f=D)(s) =
1]

N[ —=

[(2s—1), se s€|

1
Para s € [%, ﬂ , obtemos que 0 < 2s—1 < 53¢ [(2s—1) = g(4s—2). Para s € [%, 1}, segue

que % <2s—1<1el(2s—1) = h(4s —3). Logo,
[fx(gxh)](s) =F(s,1) =1 g(4s—2), se s€ ]

Logo, (f*xg)*xh =, f*(g*h).
(ii) Seja eg : I — I o caminho constante em 0, ou seja, ey(s) = 0, para todo s € I. Considere

id : I — I a aplicagao identidade, a qual é um caminho em I de 0 a 1. Entao, eg * id também

é um caminho em [ de 0 a 1.

Como [ é convexo, existe uma homotopia de caminhos G : I x I — I entre id e ey *id dada
por G(s,t) = (1 —t)s + t(eg * id)(s), para todo (s,t) € I x I. Pelo Lema 2.1, f o G é uma
homotopia de caminhos entre os caminhos foid = f e f o (e * id).

Agora, pelo Lema 2.2, temos que f o (eg*id) = (f oeg) * (f 0id) = ey, * f. Assim,

[f] = lewo * [1 = [exy] * [f]-
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De modo analogo, utilizando o fato que se e; denota o caminho constante em 1, entao
id % eq ~, id, tem-se que [f] * [es,] = [f].
(iii) Considere o caminho inverso de id, id : I — I, dado por id(s) = 1 — s, para todo s € I.
Entdo, id % id é um caminho em I que comeca e termina em 0. Como I é convexo, existe uma
homotopia por caminhos H entre ey e id*id. Pelo Lema 2.1, temos que fo H é uma homotopia

de caminhos entre

foeg=r¢y e fol(idxid) = (foid)*(foid)=fx]f.

Assim, [f] * [f] = [f * f] = [6960]‘

Por um argumento similar, e usando o fato que id * id =, e;, pode-se mostrar que

1% [f] = lex]- |

2.3 Grupo Fundamental

A partir de agora consideraremos um caso particular do conceito de homotopia de caminhos.
Dedicaremos atencao especial as homotopias de caminhos em que os caminhos sao caminhos

fechados (lagos): em que o ponto inicial e o ponto final sdo o mesmo.

Definicao 2.6 Sejam X um espaco topolégico e xq um ponto de X. Uma aplicacdo continua
f:I— X tal que f(0) = f(1) = zo é chamada um caminho fechado ou um lago baseado em

Zg-

Observacao 2.4 Sejam X um espaco topolégico e xq um ponto de X . Consideremos o conjunto
das classes de homotopia de caminhos dos lagos baseados em xy, com a operacao . Seque do
Teorema 2.1 que a operacdo *, quando restrita a esse conjunto, satisfaz os axiomas da defini¢ao
de grupo. De fato, dados dois lagos f e g baseados em xq, o produto f * g estd sempre definido
e € um lago baseado em xy. A associatividade, a existéncia de um unica identidade [e4,], € a

existéncia de um inverso [f| para [f] sdo imediatos.

Definicao 2.7 Sejam X um espaco topologico e xy um ponto de X. O conjunto das classes
de homotopia de caminhos dos lacos baseados em xy, com a operacdo x, ¢ chamado grupo

fundamental de X com base no ponto xy. Denotamos esse grupo por m (X, o).
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Neste momento um questionamento natural a se fazer é: até que ponto a escolha do ponto
base influencia a estrutura do grupo fundamental? A resposta para esta pergunta é dada a

seguir.

Teorema 2.2 (Independéncia do ponto base) Se xy e xy pertencem a mesma componente

conexa por caminhos de X entao m (X, xg) e m (X, x1) sao grupos isomorfos.

Demonstracao: Suponhamos que x( e x; pertencem a mesma componente conexa por ca-

minhos de X. Assim, existe um caminho o : I — X tal que a(0) = zy e a(1) = 1. Defina a

aplicacdo & : m (X, zg) = m (X, x1) por

para todo [f] € mi (X, o).

e Para mostrar que & estd bem definida basta usar argumentos similares aos utilizados na
demonstracao da boa defini¢do da operagao (2.1).

e & ¢ homomorfismo. De fato, sejam [f], [g] € m1 (X, o). Dai,

a([f]) * a(lgl) = ([a] = [f] * [a]) * ([a] * [g] * [a]) = [a] = ([f] * [g]) * [a] = &([f] * [9])-

e Considere § : m (X, x1) — m (X, xo) dada por 3([g]) = [o] = [g] * [a], para todo [g] €
m1 (X, x1). De modo anélogo ao de &, 3 estd bem definida. Além disso, 3 é o homomorfismo
inverso de & pois

B(lg)) * B([R)) = (1o] * [g] * [a]) * ([a] * [A] * [a]) = [a] * (lg] * [A]) * [a] = B([g] * [A]). para
todo [g], [h] € m1 (X, 21).

(aoB)(lg) = a

[o] * [g]  [a]) = [a] * ([a] * [g] * [a]) * [a] = [g], para todo [g] € m (X, 21).
[a] « [f] * [a]) = [ * ([a] % [f] * [a]) * [a] = [f], para todo [f] € mi (X, zo).

Portanto, m (X, x¢) e m (X, z1) s@o grupos isomorfos. [

Corolario 2.1 Se X ¢é um espago topologico conexo por caminhos e xq e x1 sao dois pontos de

X, entao m(X,xg) € isomorfo a m (X, x1).

Demonstracao: Sejam z( e x1 sao dois pontos de X. Como X é conexo por caminhos, segue

que X tem uma Unica componente conexa por caminhos, que é X. Assim, z( e z; pertencem a
mesma componente conexa por caminhos e pelo Teorema 2.2, 7 (X, x¢) é isomorfo a w1 (X, x1).
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Observacao 2.5 Suponha que X € um espaco topologico. O coroldrio anterior nos mostra
que o grupo m (X, xo) depende apenas da componente conexa por caminhos do ponto xo em X.
Por isso € natural, ao estudar o grupo fundamental, trabalhar apenas com espagos conexos por
caminhos. Mas, note que o isomorfismo que se define no Teorema 2.2 depende do caminho
escolhido entre xy e x1. Quando se varia a classe |«, o isomorfismo & geralmente também
varia, exceto no caso em que m (X, zg) € abeliano (o que seria uma exigéncia muito rigorosa
a se fazer). Neste caso, duas classes quaisquer de caminhos « e vy ligando xy a x1, definem o

mesmo isomorfismo, isto €, & = 4. De fato, para todo [f] € (X, x0), obtemos

a([f]) = [alx[f]x[a] = ([l « [T V) * (7] *[od) = [+ [FTx (la]* [@]) x[v] = [+ [F1x 0] = A1)

Definicao 2.8 Um espaco topolégico X € dito simplesmente conexo se é um espago conexo por
caminhos e se (X, xo) = {lex,|} (grupo trivial), para algum zo € X, e consequentemente para

todo xg € X.

Exemplo 2.4 Seja X C R™ um subconjunto convexo. Mostremos que X € simplesmente co-
nexo. De fato, claramente X € conexo por caminhos (pois X € convexo). Falta mostrar que
m (X, x0) = {[ew,]}. Para isto, sejam xg € X e f: I — X um lago com ponto base xy. Defina
F:IxI— X por F(s,t)=(1—1t)f(s)+tes(s), para todo (s,t) € I x I. Como X € convezo,

temos que F(s,t) € X, para todo (s,t) € I x I. Além disso, F' é continua e,
F(s,0) = f(s), F(s,1) =ey(s), F(0,t) =z = F(1,1),
para todos s,t € I. Logo, f =, ey,. Portanto, m (X, xo) = {[€x,]}-

Lema 2.3 Sejam X um espaco topologico simplesmente conexo e f,g : I — X caminhos em

X tais que f(0) =z = g(0) e f(1) = z1 = g(1). Entao, f ~, g.

Demonstracao: Considere o produto de caminhos fxg: I — X. Temos que f*g é um laco

em X com ponto base xy. Como X é simplesmente conexo, ou seja, m (X, zg) = {[ex]}, segue

que f * g ~, e,;,. Logo,

Portanto, f ~, g. |
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2.4 O Homomorfismo induzido

Suponhamos que X e Y sao espacos topologicos, zog € X,y € Y e h : X — Y é uma

aplicagao continua tal que h(xg) = yo. Para isto, usaremos a seguinte notagao:
h: (X, x0) = (Y, 10).

Se f é um laco em X com ponto base z(, entao a composta ho f: I — Y é um laco em Y
com ponto base yy. A correspondéncia f +— ho f da origem a uma aplicagdo que leva (X, )

€m 7y (Y7 yO)

Defini¢ao 2.9 Seja h : (X, x0) — (Y, yo) uma aplicagio continua. Defina h, : m (X, xy) —

m (Y, yo) por

ha([f]) = [ho £,

para todo [f] € m (X, xg). A aplicagcdo h, é chamada homomorfismo induzido por h, relativo ao

ponto base xg.

Observagao 2.6 A aplicacdo h, estd bem definida, pois se F' € uma homotopia de caminhos
entre os caminhos f e g, entdo ho F é uma homotopia de caminhos entre os caminhos ho f e

hog. Assim, para todos [f],[g] € m1 (X, o),

=19l = T[hofl=lhogl = h([f]) = h.(lg]).

Além disso, h, € um homomorfismo pois, para todos [f],[g] € mi1 (X, zo),

he(lfT[9]) = ha([f % g]) = [ho (f x g)l = [(ho f) x (hog)] = [ho f]x[hog] = h.([f]) * h.([g]).

Observacao 2.7 Observe que, o homomorfismo h, nao depende apenas da aplicacdo h : X —

Y, mas também da escolha do ponto bdsico xo € X.

Consideremos agora X,Y e Z espagos topoldgicos, e h : (X, z9) — (Y,v) e k : (Y,y0) —
(Z, zp) aplicacoes continuas tais que h(xg) = yo e k(yo) = z0. Note que, (ko h)(zg) = 2.

Podemos considerar a seguinte aplicacao continua:
koh: (X,ZE()) — (Z, Z())

41



e o seguinte homomorfismo induzido
(koh).:m(X,z0) = m(Z, 20).

Temos que, (ko h), = k, o h,. De fato,

(koh)u([f]) = [(koh)o fl =[ko(hof)] = k[hof]) = khlf])) = (ko h)([f]), para
todo [f] € m (X, xo).

Finalmente, se id : (X,z9) — (X, z0) é a aplicacdo identidade, entao id, : m (X, xo) —

(X, z9) é o homomorfismo identidade.

Teorema 2.3 Se h : (X, z9) — (Y,y0) € um homeomorfismo de X em Y, com h(xy) = yo,

entao hy : m (X, xo) — m (Y, yo) € um isomorfismo.

Demonstragao: Seja k : (Y, yo) — (X, zo) o homeomorfismo inverso de h, com k(yy) = .

Entao,
kioh, = (koh). = (idr (xm))s € hioki=(hok),= (ids (vyy))s-

Como (idyr, (x,20))x € (idr, (v,ye))+ S80 05 homomorfismos identidades de 7 (X, zo) e T (Y, yo),

respectivamente, segue que h, é um isomorfismo. [ ]

Definicao 2.10 Sejam X um espaco topoldogico e A um subespaco de X. Dizemos que uma
aplicagao continua v : X — A € uma retragio quando r(y) = y, para todo y € A, ou seja,

quando 1|, = id4. Neste caso, o subespa¢o A chama-se retrato do espago X .

Observacao 2.8 Note que, se r: X — A € uma retracao, entao r € sobrejetora.

oz
RE

= 2z = idg1(z), para todo

Exemplo 2.5 Considere S' = {z € C| |z|> = 1}. Definar : R*—{(0,0)} — S*, porr(z)
para todo z € R? — {(0,0)}. Temos que r é continua e r(z) = z

e
z € S'. Assim, r € uma retragio e dai, S* é um retrato de R* — {(0,0)}.

Lema 2.4 Sejam X um espago topologico, A um retrato de X ei: A — X a inclusdo. Entao,

o homomorfismo induzido i, : m (A, a) — m (X, a) € injetor.

Demonstracao: Considere r : X — A uma retracdo. Entao, aroi: A — A é continua e tal

que (roi)(a) =r(a) =a=1ida(a), para todo a € A. Logo,
(roi)y = (ida)s = 7w 0ty = idr (a,)-
Portanto, 7, ¢ injetor. [ |
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Capitulo 3

Grupo Fundamental da 5!

3.1 Espacos de Recobrimento

No capitulo anterior, mostramos que todo subespaco convexo de R™ tem grupo fundamental
trivial. Nesta secao, nosso objetivo é estudar os espacos de recobrimento, que irao nos ajudar

a mostrar que existe espago que tem o grupo fundamental nao trivial.

Definicao 3.1 Seja p : E — B uma aplicacao continua e sobrejetora. Um aberto U de B é
dito ser uma vizinhanga distinguida se a imagem inversa p~(U) pode ser escrita como a unidao
de abertos disjuntos Vo, em E tais que para cada o, a restri¢ao py, € um homeomorfismo de

V, sobre U. A cole¢io {V,} é chamada uma particio de p~*(U) em fatias.

Se U é uma vizinhanca distinguida, podemos imaginar o conjunto p~!(U) como uma “pilha
de panquecas”, cada uma com o mesmo tamanho e formato de U, flutuando no ar acima de U.

A aplicagao p leva-as em U, como mostra a figura a seguir.

P ()

Figura 6: Aplicagao de recobrimento. [4], p.336.
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Definicao 3.2 Seja p : E — B uma aplicacdo continua e sobrejetora. Se cada ponto b de B
possui uma vizinhanca distinguida U, entao p é chamada uma aplicagao de recobrimento, e

dizemos que E € um espaco de recobrimento de B.

Observacao 3.1 Note que se p: E — B for uma aplicacdo de recobrimento, entdo para cada
b € B o subespago p~1(b) de E possui a topologia discreta. De fato, como existe vizinhanc¢a U

de b tal que p~'(U) = UVQ (unido disjunta de abertos de E) e cada restricao py, : Vo — U
¢ um homeomorfismo, seque que Vo, N p~t(b) = {v,} (um dnico ponto) que é aberto em p=*(b).

Logo, p~t(b) possui a topologia discreta.

Teorema 3.1 Sep: E — B ¢ uma aplicacdo de recobrimento, entdo p € uma aplicacao aberta.

Demonstragao: Suponhamos que A é um aberto de E. Devemos mostrar que p(A) é um

aberto em B.

Dado y € p(A), escolha uma vizinhanga distinguida U de ¥, ou seja, p~H(U) = U Ve (unido

disjunta de abertos de E) e cada restricao p;,, :V, — U é um homeomorfismo.

Temos que existe um ponto z € A tal que p(z) = y. Seja Vj a fatia que contém =.

Como A é aberto em E, o conjunto Vg N A ¢é aberto em V3. Dai, o conjunto Ply, (VanA)é
aberto em U (pois pj, : Vi, — U é homeomorfismo). Logo, Plv, (VsN A) é aberto em B.

Consequentemente, Plv, (V3N A) é uma vizinhanca de y contida em p(A) e portanto, p(A) é
aberto em B. [

Teorema 3.2 A aplicacdo p : R — S' dada pela equacdo
p(z) = (cos 2mx, sen 27x),
para todo x € R, € uma aplicagao de recobrimento.

Demonstracao: Considere, por exemplo, U o subconjunto de S' consistindo de todos os

pontos em que a primeira coordenada ¢ positiva. Assim, p~}(U) = {z € R| cos2rz > 0} =

U V,, onde

nel
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Como sen 2 é estritamente crescente em cada V,, temos que a aplicacio Py, é injetora.
Além disso, p(V,,) = U e pelo Teorema 1.18, p(V;,) = U. Como V,, é compacto e U é Hausdorff,
segue que pi; é um homeomorfismo de V,, em U. Em particular, P}y, ¢ um homeomorfismo
de V,, em U.

Argumentos semelhantes podem ser utilizados para provar que V (subconjunto de S* con-
sistindo de todos os pontos em que a primeira coordenada é negativa), W (subconjunto de S*
consistindo de todos os pontos em que a segunda coordenada ¢é positiva) e T' (subconjunto de S*
consistindo de todos os pontos em que a segunda coordenada é negativa) sao vizinhangas dis-
tinguidas. Desse modo, cada ponto de S* possui uma vizinhanca distinguida. Logo, p : R — S*

é uma aplicacao de recobrimento. [ |

Observacao 3.2 Sep: E — B ¢ uma aplicacdo de recobrimento, entao p € um homeomorfismo
local de E em B. Para ver isto, seja x € E. Entdo, y = p(z) € B. Comop: E — B é uma
aplicagao de recobrimento, existe uma vizinhanga distinguida U de y, ou seja, p~*(U) = UVO‘
(uniao disjunta de abertos de E) e cada restrigio py,, : Vo — U € um homeomorfismo. Tgmos
que v € Vy, (pois y = p(x) € U), para algum o, p(V,,) = U que ¢ aberto em B ep), : Vo — U

¢ um homeomorfismo. Logo, p € homeomorfismo local de E em B.

Teorema 3.3 Seja p: E — B uma aplicagao de recobrimento. Se By é um subespaco de B e
Ey = p~Y(By), entao a aplicagio py : Ey — By obtida pela restricao de p é uma aplicagao de

recobrimento.

Demonstracao: Dado by € By, considere U uma vizinhanca distinguida de by em B.

Entdo, existem abertos disjuntos {V,} de F tais que p~'(U) = UVO‘ e cada restrigdo

«
Dy, : Va — U é um homeomorfismo. Logo, U N By é uma vizinhanga de by em By, e os

conjuntos V,, N Ey sao abertos disjuntos em Ej tais que

U(Va N Ep) = (U Va) NEy=p '(U)Np ' (Bo) = p(UN By)

(0%
€ Ply,ng, - Vo, N Ey— U N By é homeomorfismo.

Portanto, pg : Ey — By é uma aplicagao de recobrimento. |
Teorema 3.4 Sep: E — B ep : E' — B sao aplicagoes de recobrimento, entdao
pxp  :ExE —BxDB
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¢ uma aplicagcao de recobrimento.

Demonstracao: Dados b € B e i/ € B', sejam U e U’ vizinhancas distinguidas de b e

bV em B e B, respectivamente. Assim, p~}(U) = UVa (unido disjunta de abertos de E),

()N U) = UVB (unido disjunta de abertos de E'), ep), : Vo = U e (p’)|VB :Vz — U’ séo
B
homeomorfismos.

Entao,

(pxp)HU x U") ={(z,2) € Ex E'| (pxp)(x,2) = (p(2),p'(2)) €U x U'} = {(z,2) €
Ex FE|plx) e Uep(z) € U} = {(z,2) € ExFE|x € p(U)eze (p)U)} =
p~H(U) x (p)THU") = (U Va> X (U Vé) =J(Va x V).

« B a,p
E facil ver que esta uniao de abertos de E/' x E’ é disjunta e que cada um dos abertos V, X Vﬁ’

é aplicado homeomorficamente em U x U’ por p x p'.

Logo, pxp' : E x E' — B x B’ é uma aplicacao de recobrimento. |

3.2 Calculo do Grupo Fundamental da S'

O estudo de espacos de recobrimento de um espaco X estd intimamente relacionado ao
estudo do grupo fundamental de X. Nesta secao, vamos estabelecer uma relacao entre estes

dois conceitos, e calcular o grupo fundamental do circulo.

Definicao 3.3 Sejam E, B e X espagos topologicos e p : E — B uma aplicagao. Se f : X — B

¢ uma aplicacdo continua, um levantamento de f é uma aplicacio f: X — E tal que po f = f.

A existéencia de levantamentos quando p é uma aplicacao de recobrimento é uma importante
ferramenta quando estudamos espacos de recobrimento e grupos fundamentais. Primeiro, vamos
mostrar que, para um espaco de recobrimento, caminhos possuem levantamentos e, em seguida,

vamos mostrar que homotopias de caminhos também possuem levantamentos.

Lema 3.1 Seja p : E — B uma aplicagdo de recobrimento com p(eg) = by. Entao, qualquer

caminho f :[0,1] — B, com f(0) = by, possui um tnico levantamento f :[0,1] = E, o qual é

um caminho com f(0) = eq.
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Demonstracao: Como p : F — B é uma aplicagao de recobrimento, vamos cobrir B por

vizinhangas distinguidas U. Do Lema 1.10, segue que existe uma subdivisao de [0, 1], suponha-
mos Sy, - . -, Sn, tal que, para cada ¢ € {0,1,...,n}, o conjunto f([s;, s;11]) pertence a alguma
vizinhanga distinguida U.

Defini¢ao de f: Primeiro, defina f(0) = ey. Supondo que f esté definido em [0, s;], vamos
definir f(s) para s; < s < s;11, da seguinte maneira: o conjunto f([s;, s;11]) estd contido
em alguma vizinhanga distinguida U. Entao, existem abertos disjuntos {V,} de E tais que

pH(U) = U Va e, para cada a, pj,, : V, — U é homeomorfismo. Agora,

p(f(s)) = flsi) = flsi) €p (V) = Ve
Assim, existe 3 tal que f(s;) € Vj. Para s € [s;, 5i41], defina f(s) por

F(s) = (o1, 1 (F(s)).

Como Py, Ve = U é um homeomorfismo, f é continua em [s;, 5;41].

Usando esta mesma ideia, definimos f em todos subconjuntos de [0, 1]. Pelo Teorema 1.12,
f é continua em [0,1]. O fato de que po f = f é imediato por causa da defini¢ao de f.

Unicidade de f: Vamos provar a unicidade de f. Suponha que f é outro levantamento
de f tal que f(0) = eg. Entdo, f(0) = ey = f(O)

Suponha que f(s) = f(s), para todo s € [0, s;]. Seja Vi como na demonstracio da existéncia
de f. Entiio, para s € [si, 1), F(5) = (py,) " (/(5))

Como f é um levantamento de f, entdao f([s;,sis1]) C p~H(U) = UVa (unido disjunta de
abertos de F). i

Logo, existe a tal que f([s;, 5i11]) C Va, pois o conjunto f([s;, si41]) é conexo.

Pelo fato que f(s;) = f(s;) € Vi, obtemos que f([s;, si11]) C V.

Portanto, para s € [s;, sit1], f(s) =y € Vs ey € p'(f(s)) (pois p(y) = p(f(s)) = (po
f)(s) = f(s)). Mas existe apenas um ponto y, a saber, y = (p‘vﬁ)_l(f(s)). Consequentemente,
f(s) = f(s), para todo s € [s;, si11]- |
Lema 3.2 Sejam p: E — B uma aplicacao de recobrimento, com p(eg) = by, e F': I x I — B
uma aplica¢ao continua, com F(0,0) = by. FEntdo, existe uma tnica aplicagdo continua F
I x 1 — FE tal que F(O, 0) = e, que € um levantamento de F. Se F for uma homotopia de

caminhos, entio F é uma homotopia de caminhos.
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Demonstragao: Dada a aplica¢do continua F' com F(0,0) = by, definimos F (0,0) = ep.

Pelo lema anterior, podemos estender F' até o subconjunto {0} x I de I x I e até o subconjunto
I x {0} de I x I. Faremos a extensao de F' a I x I como segue.

Utilizando o Lema 1.10, tome as partigoes de [0, 1]:
Sp <81 < ... < 8§, € log<it<...<ty,

de modo que cada retangulo I; x J; = [s;_1, s;] X [t;_1,t;] seja tal que F(I; x J;) C U, onde U
¢ uma vizinhanga distinguida de B.

Definimos o levantamento F da seguinte maneira: comecaremos definindo no retangulo
I; x Ji, e depois definiremos nos outros retangulos I; x J; da primeira linha. Em seguida,
definiremos nos retangulos I; x J, da linha seguinte, e assim por diante.

Em geral, dados iy e jo, assuma que F estd definida no conjunto A = ({0} x I) U (I x
{0})) URUS, onde R = U (Ii x J;) e S = U (£; x J;). Assuma também que F|A é um

J<Jjo J=Jjo,i<io
levantamento de Fj,.

Vamos definir F' em I, x J;,. Para isto, escolha em vizinhanga distinguida U de B que
contém o conjunto F(I;, x Jj,), ou seja, existem abertos disjuntos {V,} de E tais que p~*(U) =
U, Va e, para cada «, pj, : Vo — U é homeomorfismo.

Agora, temos que F' j estd definido no conjunto C' = AN(L, x J;,) = ({851} X [tig—1, tiy]) U
([Si9—1, Si) X {tig—1}) que é conexo. Logo, F(C') é conexo e deve estar inteiramente contido em

um dos abertos V) de E. Esta situacao esta ilustrada na figura a seguir:

Figura 7: Levantamento F aplicado a C. [4], p.344.

Seja po : Vo — U a restricao de p a V5. Como F é um levantamento de F|,, sabemos que

para z € C,



logo, F(x) = py *(F(z)), para todo z € C.

Consequentemente, para x € I;, X J;,, podemos definir F por

Jo>

F(x) = py ' (F(x))

Pelo Teorema 1.12, a aplicagao F é continua.

Utilizando esta mesma ideia, definimos F para todos os elementos de I x I e F é continua
pelo Teorema 1.12.

Agora, verifiquemos unicidade de F. Note que, em cada etapa da construcao de F, primeiro
estendemos I para os subconjuntos {0} x I e I x {0} de I x I, depois estendemos para os
retangulos I; x J;, existe apenas um modo de estender F continuamente. Portanto, uma vez
que especificamos o valor de F em (0,0), F ¢ tnica.

Agora, suponhamos que F' é uma homotopia de caminhos. Devemos mostrar que F é uma
homotopia de caminhos.

Como F' é uma homotopia de caminhos com F(0,0) = by, segue que F'(0,t) = by, para todo

t € I. Como F é um levantamento de F, para todo ¢ € I, temos que
p(F(0,8)) = F(0,t) =by = F({0} x I) C p~*(bo).

Pela observagao 3.1, sabemos que p~!(by) possui a topologia discreta como um subespago de
E, ou seja, conjuntos unitérios sao abertos de p~1(b). Como {0} x I é conexo e F é continua,
entdao F({0} x I) é conexo. E pelo Lema 1.8, F({0} x I) deve ser igual a um conjunto que
possui um tnico ponto. Assim, para todo t € I, F(0,t) = ey (pois F(0,0) = eg).

De modo similar, prova-se que F ({1} x I) deve ser um conjunto que possui um inico ponto.

Logo, F é uma homotopia de caminhos. |

Teorema 3.5 Seja p : E — B uma aplica¢io de recobrimento, com p(eg) = by. Sejam f, g :
I — B dois caminhos em B de by a by, e sejam f e g levantamentos de f e g, respectivamente,

em E com f(0) = §(0) = eo. Se f ~, g, entio f ~, G e f(1)=g(1) € E.

Demonstracao: Seja F': I x I — B uma homotopia de caminhos entre f e g, com F(0,0) =

bo.

Pelo lema anterior, existe um levantamento F : I x I — E de F tal que F(0,0) = ey. Além
disso, ' é uma homotopia de caminhos com F({0} x I) = {eg} e F({1} x I) é um conjunto

que possui um tnico ponto: {e;}.
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Observe que, a restrigao ﬁ" de F é um caminho em F que comeca em e (pois F (0,0) =

x{0}
ep), € é um levantamento de Fj, 0 Como f ¢ também um caminho em E que comeca em e e
um levantamento de f = Fj, ., pelo Lema 3.1, obtemos que F(s,0) = f(s), para todo s € I.

Do mesmo modo, Fm{l} ¢ um caminho em £ que é um levantamento de Fj, ., e que
comeca em ¢ (pois F(0,1) = eg). Pelo fato de que § é também um caminho em E que comeca
em e e um levantamento de g = Fj, ,, pelo Lema 3.1, segue que F(s,1) = §(s), para todo
sel.

Portanto, f(l) — §(1) = e; e F é uma homotopia por caminhos entre feg. |

Sejam p : £ — B uma aplicacao de recobrimento e by € B. Escolha ey de modo que
pleo) = by. Dado um elemento [f] € m (B, by), considere f o levantamento de f para um

caminho em F que comega em eg. Defina ¢ : (B, by) — p~*(bg) por
o([f]) = F(1).
Pelo Teorema 3.5, ¢ esta bem definida. E claro que ¢ depende da escolha do ponto eg.

Teorema 3.6 Sejap: E — B uma aplicagao de recobrimento, com p(eg) = by. Se E € conexo

por caminhos, entao
(b : 7T1(B,b0> — p_l(bo)
¢ sobrejetora. Além disso, se E € simplesmente conexo, entao ¢ € bijetora.

Demonstragao: Seja e; € p~1(by). Como ey € p~t(by) e E é conexo por caminhos, entio

existe um caminho f : I — F tal que f(0) =g e f(1) = ey.

Assim, defina f : I — B por f(s) = (po f)(s), para todo s € I. Temos que:

e f 6 aplicacao continua pois p e f sdo continuas.

o £(0) =p(f(0)) =pleo) = by e f(1)=p(f(1)) = p(er) = bo.

Logo, f é um lago com ponto base by e assim, [f] € w1 (B, by).

Pela definicao de ¢, ¢([f]) = f(1) = e; e portanto, ¢ é sobrejetora.

Agora, suponhamos que F é simplesmente conexo e mostremos que ¢ é injetora. Para isto,
sejam [f], [g] € m1(B, bo) tais que ¢([f]) = &([g]).

Sejam f e § levantamentos de f e g, respectivamente, em E tais que f(0) = §(0) = ey. De

acordo com o Teorema 3.5, f(1) = (1).

50



Como E é simplesmente conexo, pelo Lema 2.3, segue que existe uma homotopia de cami-
nhos ' em E entre f e §. Entdo, po F' é uma homotopia de caminhos em B entre p o f =fe
pog=g.

Logo, [f] = [g] e dai, ¢ é injetora. Portanto, ¢ é bijetora. [

Teorema 3.7 O grupo fundamental de S* € isomorfo ao grupo aditivo dos nimeros inteiros.

Demonstracao: Seja p : R — S! a aplicacdo de recobrimento do Teorema 3.2, com ey = 0,

e by = (1,0) = p(ep). Entao,

p (b)) ={z € R| p(x) =by = (1,0)} = {x € R| (cos 2rx,sen2rz) = (1,0)} = Z.

Como R é simplesmente conexo, pelo teorema anterior, temos que ¢ : m (S, by) — Z é
bijetora.

Falta mostrar que ¢ é um homomorfismo de grupos.

Sejam [f],[g] € m1(S*,by) e consideremos f e § levantamentos de caminhos de f e g, res-
pectivamente, em R, tais que f(0) = §(0) = 0.

Fazendo n = f(1) e m = §(1), obtemos que ¢([f]) = n e ¢([g]) = m, por definicio.

Considere g : I — R o caminho dado por g(s) = n + g(s), para todo s € I.

Como p(n 4+ x) = p(x), para todo = € R, temos que

(pog)(s) =p(n+3g(s)) =p(g(s) = g(s),

para s € I, e g(0) =n+ §(0) = n. Logo, g é um levantamento de g em R que comega em n.
Considerando que f é um caminho em R com f(0) =0 e f(1) = n, e § é um caminho em

R tal que §(0) = n e §(1) = n 4+ m, entdo o produto de caminhos f * g estd bem definido,

¢ é um caminho em R de 0 a n 4+ m. Além disso, f * g ¢ um levantamento de f * g (pois

po(f*g)=(pof)x(pog)=[x*g). Assim,
o)+ [9)) = o([f * g)) = (F*9)(1) = n+m = F(1) +3(1) = &([f]) + &([g])-

Portanto, ¢ é um homomorfismo. |
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3.3 Aplicacoes

O resultado a seguir é um resultado classico de Topologia que é consequéncia do conhecimento

que temos sobre o grupo fundamental da S*.
Teorema 3.8 Nao existe retracdo r : D* — S*.

Demonstracao: Se S! fosse um retrato de D?, entdao, pelo Lema 2.4, o homomorfismo

induzido da inclusdo i : S' — D? i, : (S, (1,0)) — 71(D? (1,0)) seria injetor, o que é um

absurdo pois (S, (1,0)) é isomorfo a Z e m;(D?,(1,0)) é trivial. |

Agora, veremos que um importante teorema da Algebra, o Teorema Fundamental da Algebra,

também é consequéncia do calculo do grupo fundamental da S*.
Teorema 3.9 Uma equagao polinomial
2"+ a, 2" M4+ gz +ag=0

de grau m > 0 com coeficientes reais ou complexos possui pelo menos uma raiz (real ou

compleza).

Demonstracao: Vamos dividir a demonstragao em quatro partes.

Parte 1: Consideremos S' C C (conjunto dos nimeros complexos) e a aplicagao f : S* —
S dada por f(z) = 2", para todo z € S'. Vamos mostrar que o homomorfismo induzido

fe 1 m (S, (1,0)) — m (S, (1,0)) é injetor.
Seja po : I — S dado por py(s) = €™ = (cos 2ms, sen 27s), para todo s € I. Temos que py
é um lago em S' com ponto base (1,0).

Assim, para todo s € I,
f(po(s)) = (€2™)" = (cos 2wns,sen 2mns),

e fopy: I — S'éum lago com ponto base (1,0).
Considerando f : I — R definido por f(s) — ns, para todo s € I, temos que f é um
levantamento de f o py no espaco de recobrimento R (Teorema 3.2) com f(0) = 0 e f(1) =

n-1=n.

52



Agora, seja f : I — R dado por f(s) = s, para todo s € I. Note que f é um levantamento
de po no espago de recobrimento R com f(0) =0 e f(1) = 1.

Logo, no isomorfismo ¢ : m(S*, (1,0)) = Z (do Teorema 3.7), [f o po] = n e [po] — 1.

Como f, : m1(S1,(1,0)) — m1(S1, (1,0)) é tal que f.([po]) = [f o po], m1 (S, (1,0)) é isomorfo
a Z (via ¢ do teorema anterior), [po] — 1 e [f o po] — n, segue que f, : Z — Z é dada por
f«(m) = nm, para todo m € Z.

Portanto, f, é injetor.

Parte 2: Vamos mostrar que se g : ST — R? —{(0,0)} é a aplicagao g(z) = 2", entao g nao
¢ homotopica a aplicacao constante.

Considere i : ST — R? — {(0,0)} dada por i(z) = z, para todo z € S*. Temos que g =1io f,
onde f ¢ a aplicacao definida na parte 1. J& vimos que f. ¢ injetor, e como S é um retrato de
R? — {(0,0)}, pelo Lema 2.4, segue que i, é injetor.

Portanto, g. = (i o f). = is o f. é injetor. Logo, g ndao é homotdpica a aplicagdo constante
(pois se g ~, e(,0), entdo g o a ~, eq0 © @ = en), para todo o : I — St laco. Dal,
g+([a]) = [e@1,0)], 0 que é um absurdo pois g, ¢ injetor).

Parte 3: Agora, vamos provar um caso especial do teorema. Dada a equagao polinomial
"+ ap 2"+ g ag =0,
suponhamos que
lap—1| + ...+ |as| + |ao| < 1

e vamos mostrar que a equagao possui uma raiz pertencente ao disco D? = {z € C| |z|? < 1}.
Suponhamos que nao existe raiz da equacao polinomial que pertence a B2. Entao, podemos

definir a aplicagao k : D* — R? — {(0,0)} por
k(z) =2"+ ap12" '+ ...+ a1z + ay,

para todo z € D?.

Seja h =k, : S* — R* — {(0,0)} a restriio de k em S'. Como k : D* — R* — {(0,0)} é
uma extensao continua de h a D? segue, por [3] (Lemma 55.3, p.349), que h é homotdpica a
aplicagao constante.

Por outro lado, vamos definir uma homotopia F : S' x I — R? — {(0,0)} entre h e a

aplicagao g (Parte 2) por
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F(z,t) = 2"+ t(an_12" '+ ...+ a1z + ap),
para todo (z,t) € S x I. Observe que, F(z,t) # (0,0), pois

|F(z,8)] > 2" = |t(an_12" + ...+ ag)| > 1 —t(|an_12"H + ...+ |ag]) =
1 —t(lap—1]+ ...+ |ao]) > 0.

Como h é homotopica a aplicagao constante e h é homotdpica a g, segue que g é homotdpica
a aplicacao constante, o que é uma contradi¢ao pelo que provamos na Parte 2.
Portanto, existe raiz da equacao polinomial que pertence a D?.

Parte 4: Agora, vamos provar o caso geral. Dada uma equacao polinomial
"+ 2"+ oz +ay =0,

vamos escolher um nimero real ¢ > 0 e realizar a substituicao z = cy. Desse modo, obtemos a

equacao
() + an_1(cy)" P +... +ai(cy) +ao =0
ou
b gty Zilera—g:O.
c ¢

Se esta ultima equagao possui uma raiz y = yp, entao a equagao original possui a raiz

To = cyo. Logo, precisamos apenas escolher ¢ grande o suficiente para que

(p—1 Ap—2 a1 Qo
5 + ...+ I + 1=l <1
c c = c"
e reduzir o teorema ao caso especial considerado na Parte 3. ]
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Consideracoes Finais

No desenvolvimento deste trabalho de conclusao de curso percebemos o quao importante é
a Teoria de Homotopia e o estudo do Grupo Fundamental para a area de Topologia Algébrica.
Vimos que o grupo fundamental é um invariante topolégico que nos permite utilizar ferramentas
da teoria dos grupos para provar resultados importantes na topologia, dentre outras coisas, ele
pode nos auxiliar na decisao de quando dois espacos nao sao homeomorfos. Além disso, podemos
usar este invariante para provar resultados de outras areas, como por exemplo, o Teorema
Fundamental da Algebra, o qual foi apresentado neste trabalho. Existem outros resultados que
também podem ser provados utilizando o grupo fundamental, a saber, o Teorema do ponto fixo

de Brouwer e casos particulares do Teorema de Borsuk-Ulam.
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