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RESUMO

O Ćutter, que é um tipo de instabilidade aeroelástica, é um fenômeno causado pela

interação simultânea das forças aerodinâmicas, elásticas e inerciais em uma estrutura. No

projeto de aeronaves, este é sempre um tema de extrema importância devido ao alto risco

de colapso estrutural. A busca incessante por soluções que visam aumentar a eĄciência

das aeronaves e consequentemente reduzir impactos ambientais, têm motivado o uso de

conceitos como asas de grande alongamento, bem como o emprego de novos materiais.

Porém, estas soluções se tornam um enorme desaĄo de engenharia do ponto de vista

estrutural, uma vez que há um grande aumento da Ćexibilidade da estrutura tornando-a

propensa ao Ćutter. Neste sentido, o uso de técnicas passivas de controle de vibração,

como o emprego de materiais viscoelásticos, pode ser uma solução viável para o aumentar

a eĄciência aeroelástica do sistema, devido à sua grande capacidade de amortecimento

estrutural.

As indústrias automotiva e aeronáutica utilizam amplamente os materiais viscoelás-

ticos com o objetivo principal de atenuação de ruídos, ou pequenas vibrações. Pouco

conhecimento se tem sobre o real efeito do amortecimento viscoelástico para atenuar ins-

tabilidades aeroelásticas. Neste contexto, modelos aeroelásticos quase sempre envolvem

altos custos computacionais, e a introdução da viscoelasticidade nos mesmos pode torná-

los proibitivos. Assim, a criação e emprego de modelos viáveis e capazes de representar o

comportamento dinâmico de sistemas aeroviscoelásticos é um desaĄo.

O foco deste trabalho, foi viabilizar modelos aeroviscoelásticos, aplicando técnicas de

redução e pelo aperfeiçoamento matemático daqueles já existentes. Foram estudados três

tipos de sistemas aeroviscoelásticos: painéis aeronáuticos, uma seção típica não linear e

por Ąm uma asa representativa com grande alongamento. Três teorias de carregamento

aerodinâmico são empregadas: a Teoria do Pistão para painéis, a Teoria de Wagner não

estacionária para a seção tipica e a Teoria das Faixas, também não estacionária, para a

asa. Salvo os modelos de painéis aeronáuticos, tanto a seção típica quanto o modelo de

asa são validados experimentalmente em túnel de vento.

Palavras-chave: cálculo Fracionário, aeroviscoelasticidade, Elementos Finitos.
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ABSTRACT

Flutter is a kind of aeroelastic instability caused by the simultaneous interaction of

aerodynamic, elastic and inertial forces upon a structure. In the design of1 an aircraft,

Ćutter is always a major concern due to its high risk of structural collapse. The constant

search for solutions intended to increase aircraft performance and consequently reduce

environmental impacts has motivated the use of new concepts, such as high aspect ratio

wings and the employment of new materials. However, those solutions become an impor-

tant structural challenge, since they induce an increase of Ćexibility making the structure

prone to Ćutter. Thus, the use of passive vibration control techniques, such as viscoelastic

materials may be a feasible solution to increase the system aeroelastic performance as a

result of its high structural damping rate.

Automotive and aeronautical industries largely employ viscoelastic materials to mi-

tigate noise and small vibrations. Little is known about the real effect of viscoelastic

damping to reduce aeroelastic instabilities. In this scenario, aeroelastic models always in-

volve high computational costs and introducing viscoelasticity within it may cause them

to be unfeasible. Therefore, the creation and employment of computational low costs

models capable of representing the dynamic behavior of aeroviscoelastic systems is a real

challenge.

The focus here is to create feasible aeroviscoelastic models by applying reduction model

techniques and mathematically improving the existent ones. Three kinds of aeroviscoe-

lastic systems has been studied: aeronautical panels, a non linear typical section and a

representative high aspect ratio wing. For those, three aerodynamic theories are used:

the Piston Theory for panels, the Unsteady WagnerŠs Theory and the Unsteady Strip

Theory. Except for the panel models, experimental validation were carried through in

wind tunnel.

Keywords: fractional calculus, aeroviscoelasticity, Ąnite elements.
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CAPÍTULO I

Introdução e Motivação

O mundo tem mudado de forma muito rápida em virtude da intervenção humana e

isso tem acelerado processos naturais que antes demoravam décadas para acontecer, como

por exemplo o aumento das temperaturas dos oceanos e atmosférica. Este é talvez um

dos problemas ambientais que mais geram repercussão social e econômica atualmente.

Neste conturbado cenário mundial, políticas foram criadas com o intuito de estimular a

redução da emissão de carbono o que tem colocado enorme pressão nos governos e, con-

sequentemente, nas industrias em todo mundo. A indústria aeronáutica não é diferente,

e por isso os engenheiros tem buscado incessantemente por soluções que visem aumentar

a eĄciência das aeronaves para reduzir o consumo de combustível.

Dentre as inúmeras possibilidades, novos conceitos de aeronaves com asas de grande

alongamento, bem como o emprego de novos materiais, como os compósitos, têm tomado

um enorme espaço no cenário industrial do setor, como por exemplo a criação e comerci-

alização dos revolucionários Boeing 787 (DreamLiner) Fig.(1.0a) e do Airbus 350 XWB

Fig.(1.0b), mostrados na .

Devido ao grande alongamento e a redução de peso em virtude de um amplo uso de

materiais compósitos por toda a estrutura da aeronave, as duas aeronaves demonstra-

ram um enorme ganho na eĄciência apresentando importantes reduções no consumo de

combustível. Consequentemente, isso implica em uma redução imediata da rigidez estru-

tural, fazendo com que estas aeronaves sejam muito Ćexíveis implicando em problemas

que devem minimizados, dentre eles está o Ćutter.

Numa tentativa de contornar o problema do aumento da rigidez e consequente au-

mento de massa, alguns materiais tem sido estudados e empregados como soluções para

diminuir vibrações e assim atenuar problemas aeroelásticos como o Ćutter. Neste sentido,

técnicas de controle ativo utilizando materiais peizelétricos e materiais com memória de
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surgiu a ideia de desenvolver o modelo das derivadas fracionárias nas estruturas tipo placa

e tipo viga e destas, aplicar tanto a Teoria do Pistão quanto a Teoria das Faixas, especíĄca

para regimes subsônicos de velocidade.

Porém, os modelos disponíveis na literatura para representação comportamento dinâ-

mico dos materiais viscoelásticos eram muito simpliĄcados e de complicada identiĄcação

dos parâmetros (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004), ou eram especíĄcos para somente

alguns casos (CORTES; ELEJABARRIETA, 2007), ou eram muito complexos e extrema-

mente custosos do ponto de vista computacional (SCHMIDT; GAUL, 2001; SCHMIDT;

GAUL, 2002). Este cenário se mostrou, ao mesmo tempo inspirador e desaĄador, mo-

tivando a criação de uma nova fórmula para a lei constitutiva do material viscoelástico

baseada em uma recorrência e que permitiu as análises aeroviscoelásticas serem realizada

com custo computacional relativamente baixo. Além disso, esta nova proposta foi criada

sem qualquer suposição ou simpliĄcação da teoria clássica existente. É importante dizer

que é necessário um intenso desenvolvimento matemático para mostrar todo o conteúdo

elaborado, o que pode tornar a leitura um pouco difícil.

Ainda neste viés de diminuir os custos computacionais, o sistemas aeroviscoelásticos

representados no domínio da frequência demandavam um grande esforço computacional

devido à forma da solução do problema. Esta utiliza o método P-k, uma abordagem

bem adaptada para resolver a questão da identiĄcação das frequências naturais do sis-

tema e também, a determinação das propriedades mecânicas do material viscoelástico.

Entretanto, para cada velocidade de escoamento avaliada, se faz necessário sintonizar,

por assim dizer, os valores das frequências naturais responsáveis por induzir o sistema

à instabilidade. Este processo eleva consideravelmente o custo computacional, exigindo

uma solução que foi a criação de uma nova estratégia de redução de modelos baseada em

uma das técnicas propostas por Étienne Balmès (BOBILLOT; BALMèS, 2002) e muito

bem adaptada para problemas de acoplamento Ćuido-estrutura. Esta nova abordagem

permitiu um ganho computacional extremamente relevante e foi tema do artigo publicado

novamente na revista Mechanical Systems and Signal Processing cujo título é An efficient

iterative model reduction method for aeroviscoelastic panel Ćutter analysis in the super-

sonic regime. É importante remarcar que, além de acoplamentos Ćuído-estrutura, esta

técnica é bem adaptada para sistemas com acoplamentos piezelétricos e para a dinâmica

de rotores.

Finalmente, após ter desenvolvido todos os modelos matemáticos para representar o

comportamento dinâmico do material viscoelástico necessários para o trabalho, um mo-

delo de carregamento aerodinâmico não estacionário em regime subsônico foi desenvolvido

para aplicação em sistemas bidimensionais, como uma seção típica. Além deste, um mo-

delo para asas tridimensionais também foi desenvolvido para o estudo de uma asa tipo

viga, também denominada de plate like wing. Neste contexto, é sabido que sistemas ae-



4

roelásticos adquirem comportamento não linear em algum ponto próximo à velocidade

crítica. Portanto, viu-se a necessidade de se criar pelo menos um modelo não linear para

estudá-lo numericamente e experimentalmente no intuito de melhor entender um pouco

mais sobre do amortecimento do material viscoelástico em sistemas aeroelásticos. Devido

à abordagem de sistemas aeroelásticos não lineares fugir um pouco do escopo deste tra-

balho, um modelo não linear de seção típica foi escolhido para o estudo, por ser o mais

simples de ser modelado.

Um estado da estado da arte contendo as principais contribuições nas áreas de cálculo

fracionário aplicado a engenharia, materiais viscoelásticos e aeroelasticidade é apresen-

tado. É também mostrado um breve cenário das pesquisas sobre cálculo fracionário.

1.2 Contribuições da Tese

Várias contribuições foram geradas ao longo do desenvolvimento deste trabalho. Mo-

delos matemáticos forma aperfeiçoados, novas estratégias de redução de modelos de ele-

mentos Ąnitos propostas, reinterpretações dos sistemas aeroelástico e aeroviscoelásticos

foram feitas. Nesta seção são listadas as principais contribuições separadas por tópicos.

Modelos viscoelásticos com derivadas fracionárias

Talvez a mais importante contribuição deste trabalho foi a criação de nova fórmula

da lei constitutiva tridimensional para materiais viscoelásticos. A partir dos trabalhos de

Fluge (FLÜGGE, 1975) e Makris (MAKRIS, 1997) e Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL,

2001; SCHMIDT; GAUL, 2002), um modelo de material visccoelástico no domínio do

tempo e descrito de termos de derivadas fracionárias, foi desenvolvido.

Este trabalho foi necessário, pois o modelo fracionário que o laboratório LMESt possui

até então permitia a formulação de problemas de estados uniaxiais de tensão, e o primeiro

desaĄo era criar uma placa sanduíche cujo estado de tensão é plano. Entretanto, de-

vido aos excessivos custos computacionais, a solução do problema aeroviscoelástico para

determinação do Ćutter de painéis se mostrou inviável.

O trabalho se encontrou em uma situação em que ou se encontrava uma solução, ou

o estudo de painéis deveria ser removido do plano de tese. Assim, a solução foi a criação

de uma fórmula de recorrência, já existente na formulação proposta por schmidt e Gaul,

mas que os autores não a vislumbraram. Desta forma, a criação da fórmula da recorrência

poderia ser entendida como a Ąnalização dos trabalhos de Schmidt e Gaul que viabilizou as

análises aeroelásticas com painéis e consequentemente qualquer outro estudo subsequente.

Além disso, foi possível extrapolar o conceito tridimensional da lei constitutiva descrita

segundo a Fórmula de Recorrência, para casos de estado plano e uniaxiais de tensão. Isso

permitiu uma formulação matricial da lei constitutiva da viga sanduíche, outra contribui-
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ção, bem como a idealização de elementos de rigidez viscoelástica discreta para conferir

amortecimento e rigidez a movimentos de torção e translação.

Métodos de redução de modelos

Os modelos de sistemas aeroviscoelásticos criados no domínio da frequência apresen-

tam também um elevado custo computacional devido à técnica utilizada para determi-

nação da solução do problema. Neste caso, o método P-k é empregado, exigindo que a

sintonização das frequências responsáveis pela instabilidade aeroviscoelástica seja reali-

zada. O problema é que a introdução das propriedades viscoelásticas torna a matriz de

rigidez total do problema complexa. Além disso, a presença da matriz de rigidez aerodinâ-

mica torna a matriz de de rigidez não simétrica. Tem-se então, um problema de autovalor

polinomial complexo e não auto-adjunto, o que torna a inversão da matriz de rigidez um

processo muito mais lento.

Um problema de autovalor com essas características, faz com que métodos de redução

convencionais baseados em subespaços vetoriais obtidos a partir de problemas simples de

autovalor não sejam capazes de condensar o problema.

Desta forma, uma base de redução criada de forma iterativa, onde a cada iteração

um resíduo contendo informações da dinâmica completa do sistema aeroviscoelástico foi

proposta. O interessante desta abordagem é que além de sistema com a presença de aco-

plamento Ćuido-estrutura, ela é muito bem adaptada para dinâmica de rotores e sistema

multi-físicos como acoplamento estruturais-piezelétricos.

Modelagem de sistemas aeroviscoelásticos

Em virtude da criação da fórmula de recorrência, suas aplicações se mostraram im-

portantes contribuições para o assunto da aeroviscoelásticidade, pois estas serviram de

validação experimental.

Dos três modelos aeroviscoelásticos criados, dois deles foram validades experimental-

mente, a seção típica não linear e o modelo da Teoria das Faixas. Ambos utilizaram a

mesma teoria de carregamento aerodinâmico não estacionária deĄnida a partir da Teoria

de Wagner no domínio do tempo.

Apesar de haver na literatura trabalhos similares ao realizado com a seção tipica não

linear, como o trabalho de Sales (SALES et al., 2018), a proposta do modelo fracionário

segundo a Fórmula de Recorrência seguida de validação experimental é uma importante

contribuição, pois serve de conĄrmação dos modelos e comprovação da eĄciência da recor-

rência. Além disso, um completo desenvolvimento matemático foi feito para idealização

dos elementos discretos de rigidez viscoelástica de tal maneira que a representação destes

por meio do cálculo fracionário fosse possível. O mesmo vale para a sandwich plate like
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wing em que uma formulação para o caso unidimensional de tensão com torção foi criada

com base nas suposições discutidas por Reddy (REDDY; MAHAFEY, 2013).

Além disso, outra contribuição, é a formulação matemática utilizada para estabelecer

a equação do movimento dos dois sistemas. Foi feita um desenvolvimento direto, sem a

necessidade de descrever o sistema no espaço de estados, o que para o caso da sandwich

plate like wing é uma estratégia interessante, pois evita que o sistema dobre sua ordem,

aumentando os custos computacionais.

1.3 Organização da Tese

Além desta introdução, esta Tese está organizada da seguinte maneira: um capítulo

teórico mostrando os avanços realizados no modelo de material viscoelástico no domínio do

tempo utilizando o Cálculo Fracionário. É feita uma breve passagem sobre a modelagem

destes materiais no domínio da frequência, porém este não é o foco do trabalho.

Em seguida, no capítulo 4 são mostrados os modelos matemáticos de placas sanduí-

che nos domínios do tempo e da frequência, onde uma comparação das duas abordagens

é feita. Ainda neste capítulo, o modelo de carregamento aerodinâmico para o estudo

da instabilidade aeroelástica de painéis aeronáuticos é descrito segundo a Teoria do Pis-

tão. Finalmente o capítulo 4 se encerra com a apresentação das contribuições feitas para

métodos de redução de modelo nos domínios do tempo e da frequência

O Capítulo 5 mostra toda a formulação matemática da Viga de Euler-Bernoulli e sua

contra-parte sanduíche. Uma lei constitutiva matricial segundo a fórmula de recorrência

para este caso é proposta de modo a facilitar a implementação computacional. É mostrada

ainda uma comparação entre o modelo fracionário proposto por Galúcio e a fórmula de

recorrência.

O Capítulo 6 trata da modelagem não linear de uma seção típica e como foram ideali-

zados matematicamente os elementos discretos de rigidez viscoelástica. Além disso, uma

forma um tanto particular de descrever a equação do movimento deste sistema aerovisco-

elástico foi proposta para resolução no domínio do tempo sem a necessidade de adentrar

no espaço de estado e dobrar a ordem do sistema.

Na continuidade, o Capítulo 7 é uma continuação natural do anterior, onde a Teoria

das Faixas aplicada ao MEF é apresentada. Nesta parte é feita um estudo preliminar que

possibilitou a criação do plano experimental para realização em túnel de vento. Modelos

da sandwich plate like wing criados com o modelo de material proposto por Galucio e a

partir da fórmula de recorrência são comparados.

O capítulo 8 mostra os detalhes das conĄgurações dos experimentos realizados nos dois

tuneis de vento utilizados. Em seguida, o capítulo 9 mostra os resultados experimentais

comparados com os resultados obtidos pelos modelos computacionais.
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Finalmente, o trabalho se encerra com uma conclusão destacando os principais pontos

do trabalho e com uma perspectiva de trabalhos futuros.





CAPÍTULO II

Referências BibliográĄcas

O estado da arte deste trabalho será composto de uma parte referente às técnicas de

redução de modelo, uma segunda parte referente ao cálculo fracionário e suas aplicações

na engenharia mecânica e aeronáutica. Finalmente, uma terceira subseção relacionada

aos principais métodos para modelagem de sistemas aeroelásticos no que se refere à ma-

temática do carregamento aerodinâmico utilizado.

Como os modelos em elementos Ąnitos utilizados neste trabalho são já conhecidos e

nada de novo foi discutido sobre este assunto, o estado da arte contemplará somente os

temas onde novas contribuições surgiram efetivamente. A intenção é se ater somente

aos assuntos mais importantes, uma vez que ao longo de todo o texto, uma matemática

relativamente complexa será tratada, o que pode ser muito cansativo para o leitor.

2.1 Técnicas para redução de modelos em elementos Ąnitos

Em virtude dos altos custos computacionais envolvidos no cálculo de sistemas aero-

viscoelásticos, técnicas para redução de modelo tanto no domínio da frequência quanto

do tempo foram desenvolvidas nesta tese. Logo, serão listados neste estado da arte os

principais trabalhos cientíĄcos utilizados no desenvolvimento destas técnicas.

Dowell et al.(DOWELL; THOMAS; HALL, 2004) propõe um método de redução de

modelo para uma seção típica cujo carregamento aerodinâmico é modelado por CFD

(Computational Fluid Dynamics). Logo, o seu modelo é focado no método de CFD de

fato, diferentemente do desejado neste trabalho. Dardel e Bakhtiari-Nejad (DARDEL;

BAKHTIARI-NEJAD, 2010) apresenta um modelo reduzido de um sistema aeroelástico

não linear contendo os modos de Ćexão e torção, criado para o estudo das oscilações em

ciclo limite.
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Njuguna (NJUGUNA, 2007) apresenta uma discussão detalhada sobre a necessidade

de se usar um método eĄciente de redução de modelos para análises aeroelástica de painéis

compósitos onde técnicas de controle ativo são empregadas para aumentar velocidades crí-

ticas. A ideia do autor é reduzir o modelo do sistema de controle eliminando os modos de

com menor grau de controlabilidade e observabilidade. Zhou (ZHOU et al., 1995) desen-

volveu um método de redução combinado com um controle Linear Quadrático Regulador

para postergar o Ćutter em um painel com não linearidades estruturais e sob carrega-

mentos térmicos. Moon e Kim (MOON; KIM, 2001) implementaram estratégias passivas

e ativas de controle para postergar o Ćutter de painéis compósitos com não linearidades

estruturais através de um método de transformação modal.

Ainda, Shin (SHIN et al., 2006) aplicou um método de truncamento modal para reduzir

o esforço computacional demandado na análise aeroelástica de painéis compósito de forma

cilíndrica tratadas passivamento com camadas viscoelásticas restringidas. Entretanto, o

método por eles desenvolvidos é de utilidade limitada devido ao fato de que a frequência

de excitação e a temperatura assumida para o material viscoelástico foram mantidas

constantes na análise aeroeviscolástica. Foi percebido ao longo do trabalho que as bases

de redução para este tipo de problema devem conter informações dinâmicas do sistema

que contemplem a variação das frequências naturais devido à velocidade do escoamento,

bem como devido às mudanças de temperatura.

Apesar de existirem alguns métodos de redução para sistemas aeroelásticos (SANDER;

BON; GERADIN, 1973), a maioria deles envolve a aplicação de bases de projeção modais

padrão. Estas bases são formadas por autovetores obtidos a partir de um problema de

autovalor composto por uma matriz aerodinâmica constante. Além disso, sabe-se que a

matriz de rigidez aerodinâmica introduz propriedades algébricas no problema de autovalor

um tanto não convencionais. Ouisse (OUISSE; SADOULET-REBOUL, 2011) descreve

problemas com acoplamento Ćuido-estrutura, problemas de dinâmica de rotores e pro-

blema com acople piezelétrico como sendo problemas de autovalor polinomiais complexos

não auto-adjuntos. Neste contexto Balmès, certamente um dos principais pesquisado-

res na área de redução de modelos em elementos Ąnitos, publicou vários trabalhos de

suma importância para a criação da estratégia utilizada neste trabalho (BALMES, 1996;

BOBILLOT; BALMèS, 2002). Outra contribuição muito importante, foi o trabalho de

Rouleau (ROULEAU; DEU; LEGAY, 2017), onde um compilado de todos os métodos

propostos por Balmès é exposto com bastante detalhes.

Desta forma, a proposta deste trabalho foi criar uma base de redução iterativa con-

tendo informações modais completas da dinâmica aeroviscoelástica do sistema. Isto foi

feito introduzindo resíduos dinâmicos para diferentes velocidades de escoamento à base.

Da forma como o método é proposto, somente um problema de autovalor relativo às pro-

priedades conservativas associadas ao sistema aeroviscoelástico é necessário ser resolvido
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para a criação de um subespaço vetorial inicial, e a partir deste os resíduos são introdu-

zidos. Esta abordagem proporciona a criação da base de forma bastante eĄciente e uma

vez criada, a mesma é utilizada para avaliar todas as velocidades até o ponto crítico.

2.2 O cálculo fracionário aplicado a sistemas de engenharia

Segundo Mainardi (MAINARDI, 2010), o uso do cálculo fracionário fracionário para

solução de integrais e derivadas de qualquer ordem positiva pode ser considerado como

sendo um braço da matemática física que lida com equações integro-diferenciais, onde as

integrais são do tipo de convolução. Ao longo dos últimos anos, o uso desta abordagem

foi amplamente aplicado para o caso de materiais viscoelásticos, sendo talvez a aplicação

mais frequente da teoria (MAINARDI, 2010, pg. vii).

Porém outros usos foram encontrados para o uso do cálculo fracionário, como o estudo

da propagação de ondas em meios sólidos. O livro ŞFractional Calculus and Waves in

Linear ViscoelasticityŤ (MAINARDI, 2010) é uma excelente referência para o tema, bem

como para se iniciar nos estudos do cálculo fracionário, dando um emprego prático desta

matemática um tanto avançada de forma a evitar demonstrações de teoremas ou provas

de qualquer tipo.

Apesar de ser um tema antigo, pois surgiu a partir de especulações feita por G. W.

Leibniz em 1695 e 1697 e por L. Euler em 1730, as aplicações do cálculo fracionário em

engenharia são relativamente novas, sendo considerado um tema bem contemporâneo.

Somente a partir da década de 70 surgiram congressos especializados em cálculo fracio-

nário, sendo o primeiro organizado por B. Ross, que logo após a sua defesa de doutorado

organizou o primeiro congresso sobre o assunto:(ŞFirst Conference on Fractional Calculus

and its ApplicationŤ) na Universidade de New Haven em junho de 1974.

No últimos anos, as contribuições geradas por diversos pesquisadores estimularam a

busca por novas áreas de aplicação do cálculo fracionário, como na física, outras engenha-

rias e possivelmente fenômenos fractais. Outras áreas incluem funções especiais, teoria do

controle, física química, processos estocásticos, difusões anômalas, reologia e até mesmo

em aeroelasticidade.

Há hoje pesquisas relacionadas ao cálculo fracionário e solução da Integral de Duhamel

presente no modelo de carregamento aerodinâmico não estacionário deĄnido segundo a

Função de Wagner. No estado da arte é citado um trabalho onde o autor resolve esta

integral e determina o carregamento aerodinâmico no domínio da frequência e o compara

com o modelo de Theodorsen, obtendo excelentes resultados. No laboratório LMEst

(Laboratório de Estruturas Mecânicas), já está em andamento um pesquisa sobre este

tema onde trabalham o Professor Antônio Marcos Gonçalves de Lima como orientador,

o aluno de iniciação cientíĄca Cassiano Arruda e o aluno de Doutorado André Garcia
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Cunha Filho (o autor) como co-orientador.

O uso do Cálculo Fracionário é uma forma bastante atrativa para representar matema-

ticamente o comportamento dinâmico de sistemas de engenharia causais, pois apresenta

uma matemática relativamente simples, embora os conceitos por trás desta sejam bastante

elaborados (GRÜNWALD, 1867). Sabe-se que diversos são os sistemas que permitem a

modelagem utilizando as derivadas fracionárias e no contexto deste trabalho, tanto o ma-

terial viscoelástico quanto o carregamento aerodinâmico não estacionário permitem tal

abordagem. Entretanto, o carregamento aerodinâmico não foi tema de estudo, mas serviu

de motivação para um projeto de iniciação cientíĄca já em andamento no laboratório.

O uso do cálculo fracionário possui uma série de vantagens. A literatura mostra

que esta abordagem se justiĄca pela qualidade dos resultados quando comparado com

experimentos. Além disso, é uma prática relativamente nova e contemporânea, ainda

pouco explorada. Assim, são listados a seguir uma série de trabalhos considerados mais

relevantes no contexto da aeroelasticidade e viscoelasticidade.

Swiney (SWINNEY, 1989) em seu trabalho intitulado ŞA Fractional Calculus Model

of AeroelasticityŤ mostra que é possível reinterpretar a integral de Duhamel presente no

cálculo do carregamento aerodinâmico por meio de derivadas fracionárias. Os resultados

obtidos foram basicamente os mesmos daqueles apresentados por Theodorsen (THEO-

DORSEN; MUTCHLER, 1935). Entretanto, nenhuma tentativa de descrever o carrega-

mento utilizando a função de Wagner (WAGNER, 1925) foi realizada, o que motivou os

trabalho da iniciação cientíĄca mencionada anteriormente.

Ryder (RYDER, 1990) desenvolveu um modelo utilizando o cálculo fracionário para

resolver a Função de Kernel de uma superfície de sustentação retangular com pequeno

alongamento submetida a um escoamento subsônico incompressível. Nenhuma outra refe-

rência foi encontrada relacionada à determinação do carregamento aerodinâmico por meio

do cálculo fracionário.

Portanto, o que segue é um compilado das principais aplicações das derivadas fra-

cionárias para representação do comportamento dinâmico dos materiais viscoelásticos.

Começando pelos trabalhos de Bagley e Torvick, os quais foram os pioneiros na represen-

tação das leis constitutivas dos materiais viscoelásticos utilizando o conceito das derivadas

fracionárias, bem como no uso das aproximações por somatório para determinação dos

campos de tensão não local. O primeiro trabalho publicado pelos autores (BAGLEY;

TORVIK, 1979) descreve a lei para o estado uniaxial de tensão. Os autores também

contextualizam o uso do cálculo fracionário em relação a modelos já consagrados. Desta

maneira eles explicam que o modelo do Módulo Complexo, exclusivo para o domínio

da frequência, apresenta uma matemática com características um tanto inadequadas do

ponto de vista do comportamento causal apresentado pelos materiais viscoelásticos e suas

aplicações. Segundo os autores, o Módulo Complexo não contempla a inĆuência de esta-
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dos anteriores no cálculo do estado atual. Esta característica impede que se aplicada as

transformadas rápida de Fourier e sua inversa para levar o modelo do tempo para frequên-

cia e vice-versa, não seria possível chegar no mesmo resultado. Alguns anos mais tarde,

Bagley e Torvick (BAGLEY; TORVIK, 1983) apresentam um trabalham com aplicações

práticas onde o Método dos Elementos Finitos foi empregado justamente para mostrar

a adaptabilidade da abordagem em sistemas práticos de engenharia mecânica. Enfase é

dada à pouca quantidade de parâmetros físicos demandada pelo modelo, o que facilita

muito o processo de identiĄcação dos mesmos, principalmente quando comparado com o

modelo GHM (GOLLA; HUGHES, 1985), onde mais de dez parâmetros são necessários

(FILHO; LIMA; DONADON, 2016). Ainda em 1983, Bagley e Torvick (BAGLEY; TOR-

VIK, 1983) apresentam uma aplicação prática, onde um modelo sob estado uniaxial de

tensão é criado para representação de uma viga sanduíche.

Finalmente, um último trabalho de Bagley e Torvik foi estudado (BAGLEY; TOR-

VIK, 1986), tendo grande relevância nesta tese, pois permitiu explicar o desenvolvimento

matemático da integral de Boltzman (NASHIF; JONES; HENDERSON, 1985) por meio

da derivada fracionária e em seguida aproximá-la numericamente utilizado a aproximação

de Rieman-Liouville (RICHARD, 2014).

Outra referência de grande importância é o trabalho apresentado por Fludge (FLÜGGE,

1975) e mais tarde com mais detalhes por Makris (MAKRIS, 1997). Estes autores mos-

traram como uma lei constitutiva tridimensional para materiais viscoelásticos é possível

de ser estabelecida com base nos conceitos de decomposição das tensões em parcelas hi-

drostáticas e desviadoras. Esta abordagem se mostrou muito simples de ser aplicada para

os materiais viscoelásticos utilizando o cálculo fracionário quando comparada com a Lei

de Hooke Generalizada. Nesta última seria muito complicado ou simplesmente não seria

possível representar um estado triaxial de tensão utilizando o cálculo fracionário.

Seguindo esta linha cronológica, Schmidt e Gaul publicaram dois trabalhos (SCH-

MIDT; GAUL, 2001; SCHMIDT; GAUL, 2002) onde a ideia de Makris (MAKRIS, 1997)

é utilizada para criação de um modelo em elementos Ąnitos de uma viga 3D contendo

material viscoelástico. Um completo e complexo desenvolvimento matemático é exposto,

mostrando as diĄculdades envolvidas na implementação de um código. Os altos custos

computacionais surgem da necessidade de integrar os campos de tensão de cada elemento

da malha a cada instante de tempo e ainda ter que armazenar estes valores em matrizes,

as quais resultam em matrizes com 5 dimensões. Um software foi desenvolvido, mostrando

que aplicações aeroviscoelásticas seriam inviáveis, o que serviu de motivação a criação de

uma solução para o problema.

Galucio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004) propôs uma solução que viabilizaria os

cálculos aeroviscoelásticos. A partir de um estado uniaxial de tensão, a autora sugere

o uso de uma variável denominada de anelástica que acaba com a necessidade de inte-
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grar os campos de tensão para cada instante de tempo. Porém, vários problemas foram

percebidos com este modelo, sendo o mais grave a incapacidade de implementá-lo para

sistemas em estado plano ou tridimensional de tensão. Outro problema é a necessidade de

identiĄcação experimental do tempo de relaxação para determinação dos parâmetros do

modelo. Finalmente, as imposições feitas para criação da variável anelásticas não foram

claramente explicadas. Portanto, este modelo não foi utilizado e serviu também como mo-

tivação para resolver o problema do custo computacional do modelo de Schmidt e Gaul

(SCHMIDT; GAUL, 2001).

Perseguindo o mesmo objetivo, Cortés e Elejabarrieta (CORTES; ELEJABARRIETA,

2007) usaram o modelo de derivada fracionário com 5 parâmetros. Neste modelo os autores

obtêm as equações do movimento a partir do momento linear de uma viga engastada-livre,

porém restrita a aplicação superĄcial de material viscoelástico sem camada restringente,

tornando a aplicação bastante especíĄca ao caso. Entretanto, os autores conseguiram

eliminar a auto-dependência da tensão, provavelmente aliviando os custos computacionais.

Até este ponto, estes foram os principais trabalhos utilizados para a criação dos mo-

delos fracionários desta tese. Contudo, várias outras referências foram estudadas e se

mostraram relevantes na construção deste estado da arte.

Bagley e Calico (BAGLEY; CALICO, 1991) utilizam equações de estado de ordem

fracionária para modelar estruturas amortecidas com material viscoelástico e também

controladas ativamente. Os autores mostram que esta formulação é muito bem adaptada

para teorias de controle ativo, uma vez que a forma matemática das equações no espaço

de estado apresentam um feedback das derivadas temporais de ordem fracionária dos

deslocamento estruturais que melhoram a eĄciência da estratégia de controle aplicada.

Francesco Mainardi é hoje um dos principais pesquisadores do cálculo fracionário. Seu

livro, ŞFractional Calculus and Waves in Linear ViscoelasticityŤ (MAINARDI, 2010), é

uma das principais referências sobre cálculo fracionário no mundo. O objetivo principal

deste livro é mostrar que o cálculo fracionário é um método adequado para descrever com-

portamentos viscoelásticos. Entre o conteúdo apresentado, o autor demonstra modelos

viscoelásticos através do cálculo fracionário, incluindo algumas interpretações físicas da

aplicação do mesmo.

Bologna, Deseri e Zingales (BOLOGNA; LUCA; ZINGALES, 2017) formulam uma

generalização do critério de Routh-Hurwitz para um sistema de 2 graus de liberdade da

coluna de Beck. Este tipo de estrutura consiste de uma viga elástica que é sujeita à um

carregamento constante em sua extremidade livre. Os suportes da viga são idealizados

como sendo um elemento de mola torsional viscoelástica cujo comportamento é o mesmo

daquele apresentado por Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001) e é denominado de

springpot. Os autores mostram o desenvolvimento da integral de convolução existente no

princípio da superposição de Boltzman (NASHIF; JONES; HENDERSON, 1985) por meio
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do uso do cálculo fracionário e a partir deste desenvolvimento, determinam a equação do

movimento e as regiões de instabilidade da viga.

Hansen (HANSEN, 1990), a partir da necessidade de melhorar a qualidade dos mo-

delos matemáticos de materiais viscoelásticos para predição de amortecimento, fez uso

do conceito ŞAugmenting Thermodynamics FieldsŤ (ATF), cujas equações de equilíbrio

apresentam derivadas de ordem fracionária. Este modelo foi comparado com o modelo

viscoelástico de Bagley e Torvik e concluiu-se que através das derivadas fracionárias junta-

mente com o modelo ATF é possível descrever com maior precisão o correto amortecimento

de diversos materiais.

Walker (WALKER, 1988) desenvolveu uma lei de controle para estruturas amortecidas

passivamente utilizando materiais viscoelásticos, os quais são modelados utilizando lei

constitutiva descritas por meio de derivadas fracionárias. Neste caso, o controle ativo

de vibrações foi feito por forças e momentos aplicado à estruturas. Assim, a teoria de

Controle Quadrático Ótimo é modiĄcada para se adequar com sistemas com derivadas

fracionárias no vetor estado, onde novamente o uso da abordagem fracionária se mostrou

bem adaptada para sistemas controlados ativamente.

McCullough (III, 1989) mostrou que a partir do cálculo fracionário é possível estabe-

lecer as dependências simultâneas da temperatura e frequência do material viscoelástico.

O autor utilizou além das derivadas fracionárias, uma função de deslocamento em tem-

peratura para obtenção de um módulo complexo compatível com o MEF de estruturas

contendo material viscoelástico. O modelo apresentou uma boa correlação somente para

baixas frequências, porém o mesmo pode ser representado por uma expressão simples com

poucos parâmetros a serem identiĄcados.

2.3 Modelos de sistemas aeroelásticos

Várias referencias foram utilizadas no desenvolvimentos dos modelos aero/aeroviscoelásticos

desta tese. Serão listadas somente as principais que realmente serviram de pilar para toda

a teoria discutida aqui.

Uma das mais importantes referências que norteou os conceitos utilizados sobre aero-

elasticidade deste trabalho é o livro de Wright e Cooper, Introduction to Aircraft Aeroe-

lasticity and Loads (WRIGHT; COOPER, 2015), um material completo sobre aeroelasti-

cidade, carregamentos aerodinâmicos e as instabilidades envolvidas neste tipo de sistema.

A partir desta, iniciou-se a pesquisa para desenvolvimento dos modelos de seção típica,

onde Silvestre (SILVESTRE, 2012) e Silva (SILVA, 2016) expõem modelos lineares deste

tipo de sistema aeroelástico com 3 graus de liberdade cujo carregamento aerodinâmico não

estacionário é deĄnido no domínio do tempo utilizando a tão conhecida Função de Wagner

(WAGNER, 1925) em seus trabalhos de doutorado e mestrado, respectivamente. Silva
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publicou também um artigo com as principais contribuições de sua dissertação (SILVA

et al., 2018), e os detalhes de sua modelagem. A partir destes trabalhos, iniciaram-se

os esforços para a criação dos modelos de seção típica lineares no domínio do tempo

com a aplicação de rijezas elementares viscoelásticas tanto em plunge, quanto em pitch,

utilizando a fórmula de recorrência.

No contexto de seção típica com elementos viscoelásticos, Sales (SALES et al., 2018)

desenvolveu um modelo não linear de uma seção típica com 3 graus de liberdade onde

elementos de rigidez viscoelástica foram idealizados para todos os graus de liberdade e

o comportamento em ciclo limite do sistema foi estudado. Para isso, Sales (SALES et

al., 2018) faz o uso do modelo de material viscoelástico no domínio do tempo proposto

por Galúcio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004). O mesmo conceito de não linearidade

utilizado por Sales (SALES et al., 2018) foi aplicado no modelo de seção típica não

linear desenvolvido nesta tese. Neste mesmo âmbito de inserção de rijezas viscoelásticas

em seções típicas, Martins (MARTINS et al., 2017) estudou as velocidades críticas do

sistema aeroviscoelástico formado por uma seção típica linear com 2 graus de liberdade

onde rijezas viscoelásticas foram introduzidas tanto em plunge, quanto em pitch.

Ainda sobre modelos não lineares de seção típica, novamente Sales (SALES et al.,

2019) publicou um trabalho similar, porém uma folga foi introduzida na rigidez da su-

perfície de controle com o intuito de se avaliar a caoticidade do sistema e os impactos da

viscoelásticidade neste quesito.

Em seguida, o estudo relacionado à asas tridimensionais com grande alongamento,

denominadas aqui de plate like wing e sandwich plate like wing iniciou-se. Neste caso,

para determinação do carregamento aerodinâmico não estacionário deste tipo de sistema

aeroelástico, a Teoria das Faixas (WRIGHT; COOPER, 2015) foi utilizada. Essencial-

mente, a formulação matemática foi realizada com base no desenvolvido para a seção

típica, porém extrapolando as equações para o MEF, onde forças aerodinâmicas se tor-

nam carregamentos aerodinâmicos ao serem integradas ao longo do comprimento de cada

faixa. Entretanto, alguns trabalhos que se enquadram no contexto devem ser menciona-

dos no intuito de contextualizar o tema proposto. Silva Neto (NETO; DUARTE; SILVA,

2018) desenvolveram um modelo de uma plate like wing, também com um lastro Ąxado

em sua extremidade livre, porém com Ąos de material com memória de forma dispostos

de tal maneira que o controle passivo de vibração da estrutura foi realizado. Os resulta-

dos computacionais obtidos foram comparados com experimentos realizados em túnel de

vento. Versiani (VERSIANI et al., 2019) também trabalhou com um modelo de plate like

wing, onde um carregamento aerodinâmico quase-estacionário foi desenvolvido segundo

a Teoria das Faxas. Entretanto, neste trabalho o controle realizado foi ativo por meio

de atuadores piezelétricos dispostos em posições estratégicas da asa. O objetivo deste

trabalho foi mostrar como diminuir os efeitos de cargas de rajada com o controle ativo.
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O autor também validou seu modelo com resultados experimentais medidos em túnel de

vento. No contexto de sandwich plate like wings cujo carregamento aerodinâmico não

estacionário é descrito pela Teoria das Faixas, nenhuma referência foi encontrada.



CAPÍTULO III

Modelagem do Comportamento Dinâmico de Materiais

Viscoelásticos nos Domínios do Tempo e da Frequência

Na primeira etapa deste trabalho de pesquisa, ainda no âmbito do mestrado, a aplicabi-

lidade e eĄciência de materiais viscoelásticos em diferentes sistemas aerodinâmicos foram

avaliadas. Placas sanduíches com núcleo viscoelástico foram submetidas a escoamentos

supersônicos e suas instabilidades aeroelásticas estudadas. Para isso, foram empregados

dois modelos de materiais viscoelásticos, o modelo do Módulo Complexo (de Lima, 2007),

especíĄco para o domínio da frequência e o modelo GHM (Golla-Hudges-McTavish) (MC-

TAVISH; HUGHES, 1993), possível de ser aplicado tanto na frequência quanto no tempo.

Apesar do bom resultado obtido, estes são modelos matematicamente não causais, ou seja,

eles não possuem a capacidade de considerar o histórico de estados no cálculo do estado

atual, fato que motivou os trabalhos de Bagley e Torvick. Portanto, dado que modelos

que utilizam o cálculo fracionário possuem a causalidade em sua matemática, isso faz

com que seja um ponto de partida que justiĄca sua utilização neste trabalho. Ademais, a

literatura mostra como o cálculo fracionário é capaz de representar de maneira muito Ąel

o comportamento dinâmico dos materiais viscoelásticos. Assim, esta capacidade será co-

locada a prova quando a viga sanduíche tipo asa de grande alongamento, ou simplesmente

sandwich plate like wing, for submetida a um carregamento aerodinâmico subsônico.

Neste capítulo, os conceitos básicos da viscoelasticidade linear são apresentados, bem

como todo o desenvolvimento do modelo de derivadas fracionárias. Ainda neste con-

texto, o desenvolvimento matemático de uma fórmula de recorrência em sua forma mais

geral será demonstrado e a partir deste, simpliĄcações serão realizadas para atender os

casos de estado triplo, duplo e uniaxial de tensão. Porém, o que é a fórmula de recor-

rência? A fórmula de recorrência foi uma solução matemática encontrada para acabar

com a auto-dependência do campo de tensão do material viscoelástico. Nos trabalhos de
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Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001; SCHMIDT; GAUL, 2002), Ącou claro como

a auto-dependência faz com que o processo de integração seja computacionalmente caro

inviabilizando aplicações práticas como o estudo de sistemas aeroviscoelásticos. Portanto,

a recorrência pode ser compreendida como uma Ąnalização, ou extensão dos trabalhos de

Schmidt e Gaul.

No que se refere ao modelo do Módulo Complexo na frequência, haja vista que este

trabalho é uma continuação da pesquisa de mestrado intitulada: O efeito do tratamento

viscoelástico superĄcial na estabilidade aeroelástica de placas sanduíches, o mesmo não

será desenvolvido ou terá sua teoria exposta neste trabalho e qualquer informação referente

ao mesmo pode ser consultada na respectiva referência.

3.1 Introdução aos conceitos da viscoelasticidade linear e derivada fracionária

Os materiais viscoelásticos têm sido objeto de estudo dos pesquisadores nas áreas de

engenharia mecânica e aeronáutica há várias décadas. Dada sua importância como solu-

ção para mitigar vibrações mecânicas, um grande esforço ao longo dos anos foi dedicado à

criação de modelos cada vez mais avançados e eĄcientes. Esta coerência abrange tanto os

aspectos matemáticos dos modelos, quanto às suas capacidades qualitativas de representar

a realidade. Para melhor entender isso, basta observar o método do Módulo Complexo,

um modelo com excelente capacidade de predição do comportamento dinâmico do ma-

terial viscoelástico, mas que matematicamente é um modelo não-causal. Outro modelo,

também bastante consagrado, é o GHM, mas que, novamente, não apresenta a caracterís-

tica da causalidade. Neste contexto, Bagley e Torvick defenderam em diversos trabalhos

(BAGLEY; TORVIK, 1979; BAGLEY; TORVIK, 1983; BAGLEY; TORVIK, 1983; L;

TORVIK, 1985; BAGLEY; TORVIK, 1986), a importância de modelos viscoelásticos

causais.

Neste contexto eles iniciam o processo para demonstrar matemáticamente a causali-

dade explicando os tipos de materiais existentes: elásticos (𝑒), viscoelásticos (𝑣𝑒) e visco-

sos (𝑣), do ponto de vista da ordem da derivada temporal da deformação, ou, da taxa de

deformação, tal qual mostrado abaixo:

à𝑒 = 𝐸
𝑑0𝜀𝑒

𝑑𝑡0
(3.1a)

à𝑣𝑒 = 𝐸
𝑑Ð𝜀𝑣𝑒

𝑑𝑡Ð
(3.1b)

à𝑣 = 𝐸
𝑑𝜀𝑣

𝑑𝑡
(3.1c)
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onde 0 < Ð < 1 é a ordem da derivada fracionária. Observa-se que os materiais visco-

elásticos ocupam todo o universo da ordem não inteira da derivada. Isso signiĄca que

em função da temperatura do material, o valor de Ð pode Ćutuar para valores próxi-

mos a 0 para temperaturas mais baixas, e próximos a 1 para temperaturas mais altas.

Desta maneira, tem-se que o objetivo aqui é descrever o campo de tensão em termos da

taxa de variação fracionária da deformação. Nos desenvolvimentos a seguir será mostrado

este desenvolvimento matemático, bem como algumas particularidades que distinguem a

modelagem de materiais viscoelásticos de materiais puramente elásticos.

Uma dessas particularidades é não utilizar a Lei de Hooke Generalizada para a deter-

minação da lei constitutiva do material. Neste caso, o que se faz é baseá-la nos conceitos

hidrostáticos e de desvio dos tensores tensão e deformação, à𝑡 = àℎ + à𝑑, 𝜀𝑡 = 𝜀ℎ + 𝜀𝑑.

Assim, Christensen (CHRISTENSEN, 1982, pg.7) deĄne as relações de tensão do material

viscoelástico em termos das componentes hidrostáticas e de desvio do tensor tensão como

sendo uma integral de convolução no tempo, como descrito a seguir:

à𝑑 =
∫︁ ∞

⊗∞
𝐺1(á)

𝑑𝜀𝑑(𝑡 ⊗ á)
𝑑á

𝑑á (3.2a)

àℎ =
∫︁ ∞

⊗∞
𝐺2(á)

𝑑𝜀ℎ(𝑡 ⊗ á)
𝑑á

𝑑á (3.2b)

onde

à𝑑 = à𝑖𝑗 ⊗
1
3

Ó𝑖𝑗àℎ, (3.3a)

𝜀𝑑 = 𝜀𝑖𝑗 ⊗
1
3

Ó𝑖𝑗𝜀ℎ (3.3b)

e o termo, Ó𝑖𝑗, é o conhecido delta de Kronecker. De maneira similar, as relações de

deformação podem ser estabelecidas como segue:

𝜀𝑑 =
∫︁ ∞

⊗∞
𝐽1(á)

𝑑à𝑑(𝑡 ⊗ á)
𝑑á

𝑑á (3.4a)

𝜀ℎ =
∫︁ ∞

⊗∞
𝐽2(á)

𝑑àℎ(𝑡 ⊗ á)
𝑑á

𝑑á (3.4b)

Nas Eqs.(3.2a) e (3.4a) os termos 𝐺1(𝑡) e 𝐽1(𝑡) representam as funções de relaxação

e Ćuência em cisalhamento do material, enquanto que os termos, 𝐺2(𝑡) e 𝐽2(𝑡), são seus

correspondentes volumétricos. Em outras palavras, estes termos poderiam ser entendidos

como sendo os equivalentes viscoelásticos dos módulos elásticos de cisalhamento 𝐺 e

volumétrico 𝐾.

Observa-se que todas as integrais descritas possuem intervalos que variam de

[⊗∞ : ∞]. Entretanto, assume-se aqui que o corpo viscoelástico parte sempre de um

estado em repouso, o que permite dizer que 𝑡0 = 0. Desta maneira, o que se tem na



21

prática é um intervalo que varia de [0 : 𝑡], e para este intervalo avalia-se o instante, 𝑡 = 0,

o que resulta em:

à𝑑 = 𝜀𝑑(𝑡)𝐺1(0) +
∫︁ 𝑡

0
𝐺1(á)

𝑑𝜀𝑑(𝑡 ⊗ á)
𝑑á

𝑑á (3.5a)

àℎ = 𝜀ℎ(𝑡)𝐺2(0) +
∫︁ 𝑡

0
𝐺2(á)

𝑑𝜀ℎ(𝑡 ⊗ á)
𝑑á

𝑑á (3.5b)

A partir deste ponto, o desenvolvimento será feito somente com a Eq.(3.5b), uma vez

que o mesmo valerá para as outras representações. Faz-se necessário assim, introduzir a

deĄnição de derivada fracionária de Riemann (RICHARD, 2014, pg.39) para uma função,

𝑓(𝑡), qualquer, como segue:

𝐷Ð (𝑓(𝑡)) =
𝑑Ð𝑓(𝑡)

𝑑Ð
=

1
Γ(1 ⊗ Ð)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝑡 ⊗ á)𝑑á

áÐ
(3.6)

onde, Ð, é a ordem fracionária da derivada e seu valor deve estar compreendido entre o

intervalo de 0 < Ð < 1. O parâmetro, Γ, representa a função gama e será discutida em

detalhes mais a frente. É possível, agora, relacionar a derivada fracionária com a equação

do tensor hidrostático, Eq.(3.5b), como mostrado a seguir:

àℎ = 𝐺2
𝑑Ð𝜀ℎ(𝑡)

𝑑𝑡Ð
=

𝐺2

Γ(1 ⊗ Ð)
𝜀ℎ(0) +

𝐺2

Γ(1 ⊗ Ð)
𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝜀ℎ(𝑡 ⊗ á)
áÐ

𝑑á (3.7)

Em seguida, aplicando-se a Regra de Leibnitz (RICHARD, 2014, pg. 16) na Eq.(3.7),

a expressão do tensor tensão hidrostático assume a seguinte forma:

àℎ = 𝐺2
𝑑Ð𝜀ℎ(𝑡)

𝑑𝑡Ð
= 𝐺2(𝑡)𝜀ℎ(0) +

∫︁ 𝑡

0
𝐺2(á)𝜀ℎ(𝑡 ⊗ á)𝑑á (3.8)

onde

𝐺2(𝑡) =
𝐺2

Γ(1 ⊗ Ð)𝑡Ð
(3.9)

e o segundo termo da Eq.(3.8) se anulará para 𝑡 = 0, dada a condição de repouso e de

nenhum deslocamento. Pela Eq.(3.9), o que se faz de fato é tornar a propriedade 𝐺2 do

material um parâmetro constante por deĄnição, e impor sobre este uma variação com o

tempo regida por um parâmetro externo.

Desta maneira, a relação entre a derivada fracionária de Riemann (Eq.(3.6)) e a in-

tegral de convolução dada pela função de relaxação em alongamento, Eq.(3.5b), é esta-

belecida. Estes desenvolvimentos podem ser extrapolados para a função de cisalhamento

exatamente como o realizado.

O que se tem até aqui é uma forma de descrever um problema antes regido por uma

integral da convolução de duas funções, uma propriedade mecânica de um material de-

pendente do tempo e a taxa de variação da deformação deste material, respectivamente.



22

Basicamente o que se fez foi impor a propriedade do material como sendo constante trans-

ferindo sua dependência temporal para uma função denominada de gama, que de certa

maneira penalizará essa constância do material à medida que o mesmo é avaliado no

passado. A partir disso, foi possível intervir com o conceito de derivada fracionária para

reescrever o problema segundo Riemann. Parece redundante, mas não é, pois a presença

da função gama e o fato de o parâmetro de forma isolada ter se tornado constante, permita

que as aproximações existentes ara o cálculo fracionário sejam evocadas e aplicadas.

A etapa que segue consiste em representar a derivada fracionária por meio de uma

aproximação que permite aplicá-la a qualquer tipo de problema de elementos Ąnitos,

meios contínuos ou discretos.

3.1.1 Aproximação para a derivada fracionária

Após a introdução do conceito de derivada fracionária, é necessário deĄnir uma forma

para resolvê-la. Existem na literatura várias formas aproximadas de resolução, porém

neste trabalho será utilizada a aproximação de Grünwald-Letnikov, por impor a

menor quantidade de restrições às funções as quais serão aplicadas à derivada fracionária

(SCHMIDT; GAUL, 2001). Além disso, esta abordagem pode ser facilmente implemen-

tada em algoritmos numéricos.

O desenvolvimento da aproximação de Grünwald-Letnikov não será tratado neste tra-

balho, pois este não é o foco. Logo, o que é de grande interesse é a aproximação em si,

que é representada pela seguinte expressão:

𝑑Ð𝑓(𝑡)
𝑑𝑡Ð

≡ Δ𝑡⊗Ð
𝑁l
∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗+1𝑓 (𝑡 ⊗ 𝑗Δ𝑡) (3.10)

onde, Δ𝑡, é o incremento de tempo utilizado no processo numérico de integração, Ð, é

ordem da derivada fracionária e 𝑁𝑙 é o parâmetro que deĄne até qual instante no passado o

cálculo será será realizado. 𝐴𝑗+1, são os coeĄcientes de Grünwald, que podem ser obtidos

pela função gama, Γ, ou por meio de uma recorrência oriunda desta, como mostrado a

seguir:

𝐴𝑗+1 =
Γ(𝑗 ⊗ Ð)

Γ(⊗Ð)Γ(𝑗 + 1)
𝑜𝑢 𝐴𝑗+1 =

𝑗 ⊗ Ð ⊗ 1
𝑗

𝐴𝑗 (3.11)

Esta aproximação foi utilizada também por Galúcio (GALUCIO; DEU; OHAYON,

2004) e por Schmidt e Gaul em duas ocasiões diferentes (SCHMIDT; GAUL, 2001; SCH-

MIDT; GAUL, 2002). Portanto, todo o desenvolvimento da lei constitutiva tridimen-

sional do material viscoelástico será feito utilizando a recorrência. Como mencionado

anteriormente, as propriedades mecânicas do material perderam a dependência implícita

em relação a tempo para ter uma dependência explícita por meio da função gama e que

agora é descrita por meio dos coeĄcientes de Grunwald. Se plotados variando com 𝑗, vê-se
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que os coeĄcientes de Grunwald representam uma função assintótica que tende a zero. A

Fig.(3.1) mostra este comportamento

N
l
 = 1:50

0 10 20 30 40 50

A

-0.5

0

0.5

1

Figura 3.1: Comportamento assimptótico dos coeĄcientes de Grunwald.

Isso mostra que quanto mais distante no passado for o cálculo, menor inĆuência este

terá no estado atual, retratando bem a penalidade mencionada quando discutidos os

conceitos de derivada fracionária e a função gama. Entretanto, isso pode não ser verdade

ao se realizar uma análise harmônica, por exemplo. Este será rediscutido mais a frente,

após o método de redução no domínio do tempo ser apresentado.

3.2 Formulação da lei constitutiva tridimensional

O desenvolvimento da lei constitutiva tridimensional do material viscoelástico será

feito com base nos conceitos hidrostáticos e de desvio dos tensores tensão e deformação,

àℎ e à𝑑, onde os subíndices, ℎ e 𝑑, fazem referencia às parcelas hidrostática e de desvio,

respectivamente. Assim, das relações da Teoria da Elasticidade, é possível descrever os

tensores tensão e deformação através das seguintes expressões:

¶à♢ = ¶àℎ♢ + ¶à𝑑♢ = [𝑇ℎ] ¶à♢ + [𝑇𝑑] ¶à♢ (3.12a)

¶𝜀♢ = ¶𝜀ℎ♢ + ¶𝜀𝑑♢ = [𝑇ℎ] ¶𝜀♢ + [𝑇𝑑] ¶𝜀♢ (3.12b)

As matrizes de transformação linear que aparecem nas Eqs.(3.12a) e (3.12b), são de
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dimensão [6 × 6] e são descritas como segue:

[𝑇ℎ] =
1
3

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

; [𝑇𝑑] =
1
3

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

2 ⊗1 ⊗1 0 0 0

⊗1 2 ⊗1 0 0 0

⊗1 ⊗1 ⊗1 0 0 0

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (3.13)

Desta maneira, assim como Schimdt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001), a lei constitu-

tiva é apresentada em termos de suas partes hidrostática e de desvio, tal qual mostrado

abaixo:

¶àℎ♢ + [𝑎ℎ]

∮︁

𝑑Ðhàℎ

𝑑𝑡Ðh

⨀︀

= 3𝐾0 ¶𝜀ℎ♢ + 3 [𝑏ℎ]

∮︁

𝑑Ðh ¶𝜀ℎ♢

𝑑𝑡Ð

⨀︀

(3.14a)

¶à𝑑♢ + [𝑎𝑑]

∮︁

𝑑Ðdà𝑑

𝑑𝑡Ðd

⨀︀

= 2𝐺0 ¶𝜀𝑑♢ + 2 [𝑏𝑑]

∮︁

𝑑Ðd ¶𝜀𝑑♢

𝑑𝑡Ð

⨀︀

(3.14b)

onde 𝐾0 e 𝐺0 são os valores assintóticos a baixa frequência dos módulos volumétrico e

de cisalhamento do material viscoelástico, Ðℎ,𝑑 são as ordens das derivadas fracionárias,

[𝑎ℎ,𝑑] e [𝑏ℎ,𝑑] são parâmetros físicos do sistema a serem determinados por ajuste de curva

e valem:

[𝑎ℎ] = 𝑎ℎ [𝑇ℎ] (3.15a)

[𝑏ℎ] = 𝑏ℎ [𝑇ℎ] (3.15b)

[𝑎𝑑] = 𝑎𝑑 [𝑇𝑑] (3.15c)

[𝑏𝑑] = 𝑏𝑑 [𝑇𝑑] . (3.15d)

As Eqs.(3.14a) e (3.14b) mostram que a dependência da frequência dos módulos é

descrita pelas derivadas fracionárias. Entretanto, há ainda a dependência da temperatura

que está intrinsecamente presente nos parâmetros físicos, que são determinados pelo ajuste

de curva para diferentes valores da mesma.

Desta maneira, a forma existente para identiĄcar os valores dos parâmetros exige que

as Eqs.(3.14a) e (3.14b) sejam descritas no domínio da frequência. Desta maneira, a

transformada de Laplacce é aplicada, obtendo:

[1 + 𝑎ℎ (𝑖æ)Ðh ] ¶à*
ℎ♢ = 3 [𝐾0 + 𝑏ℎ (𝑖æ)Ðh ] ¶𝜀*

ℎ♢ (3.16a)

[1 + 𝑎𝑑 (𝑖æ)Ðd ] ¶à*
𝑑♢ = 2 [𝐺0 + 𝑏𝑑 (𝑖æ)Ðd ] ¶𝜀*

𝑑♢ (3.16b)



25

onde à*
ℎ,𝑑 e 𝜀*

ℎ,𝑑 representam os tensores hidrostáticos e de desvio no domínio da frequência.

Assim, a partir das Eq.(3.16b) e (3.16a), os módulos volumétricos e de cisalhamento

dependentes da frequência podem ser determinados de forma independente como descritos

abaixo:

𝐾*(𝑖æ) =
¶à*

ℎ♢

3 ¶𝜀*
ℎ♢

=
𝐾0 + 𝑏ℎ (𝑖æ)Ðh

1 + 𝑎ℎ (𝑖æ)Ðh
(3.17a)

𝐺*(𝑖æ) =
¶à*

𝑑♢

2 ¶𝜀*
𝑑♢

=
𝐺0 + 𝑏𝑑 (𝑖æ)Ðd

1 + 𝑎𝑑 (𝑖æ)Ðd
(3.17b)

Isso é um problema, pois para caracterizá-los é necessário valores empíricos para os dois

parâmetros, o que pode ser um problema devido à diĄculdade de se obter estes valores.

Assim, uma forma para contornar este diĄculdade é utilizar o Princípio da Equivalência

Elástica-Viscoelástica (PEEV) (NASHIF; JONES; HENDERSON, 1985), que assume um

coeĄciente de Poisson (Ü) constante. Tal suposição permite utilizar os conceitos da te-

oria da elasticidade que estabelece a proporcionalidade entre os módulos o que permite

descrever o módulo de cisalhamento em termos do volumétrico e vice-versa. Entretanto,

particularmente neste trabalho, preferência é dada para descrever o módulo volumétrico

em função do cisalhamento, uma vez que os valores empíricos disponíveis são para o mó-

dulo de cisalhamento. Além disso, o principal emprego dado ao material viscoelástico será

para trabalhar em cisalhamento, fazendo com que qualquer erro relativo ao mau uso do

PEEV para descrição do módulo volumétrico terá pouca relevância no resultado Ąnal.

Feitas todas estas considerações, o módulo volumétrico pode ser descrito da seguinte

maneira:

𝐾* (𝑖æ) =
2𝐺*(𝑖æ) (1 + Ü)

3 (1 ⊗ 2Ü)
(3.18)

Substituindo a Eq.(3.18) na Eq.(3.17b), tem-se que o módulo volumétrico é descrito

em termos do módulo de cisalhamento:

𝐾* (𝑖æ) =
2
3

(1 + Ü)
(1 ⊗ 2Ü)

(︃

𝐺0 + 𝑏𝑑 (𝑖æ)Ðd

1 + 𝑎𝑑 (𝑖æ)Ðd

⎜

(3.19)

Os outros parâmetros são determinados exatamente da mesma maneira,

𝑎ℎ =
2
3

(1 + Ü)
(1 ⊗ 2Ü)

𝑎𝑑 (3.20a)

𝑏ℎ =
2
3

(1 + Ü)
(1 ⊗ 2Ü)

𝑏𝑑 (3.20b)

Em relação às ordens fracionárias, Ðℎ,𝑑, é assumido a igualdade dos dois termos. En-

tretanto, isto não é simplesmente uma suposição, mas uma condição termodinâmica que

pode ser demonstrada experimentalmente, como discutido por Bagley e Torvik (BAGLEY;

TORVIK, 1986).
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Finalmente, após a deĄnição de todos os parâmetros físicos envolvidos no sistema,

a lei constitutiva pode ser determinada. Para isso, utiliza-se da relação existente as

Eqs.(3.14a) e (3.14b), e ao somar as duas equações é possível descrever a tensão em

função da deformação, como mostrado abaixo:

¶à𝑡♢ =
[︁

𝐶
]︁

¶𝜀𝑡♢ +
[︁

𝐵̄𝑑

]︁

𝑁l
∑︁

𝑗=1

𝐴
(Ðd)
𝑗+1 ¶𝜀𝑡⊗𝑗∆𝑡♢ +

[︁

𝐵̄ℎ

]︁

𝑁l
∑︁

𝑗=1

𝐴
(Ðh)
𝑗+1 ¶𝜀𝑡⊗𝑗∆𝑡♢

⊗
[︁

𝐴𝑑

]︁

𝑁l
∑︁

𝑗=1

𝐴
(Ðd)
𝑗+1 ¶à𝑡⊗𝑗∆𝑡♢ ⊗

[︁

𝐴ℎ

]︁

𝑁l
∑︁

𝑗=1

𝐴
(Ðh)
𝑗+1 ¶à𝑡⊗𝑗∆𝑡♢

(3.21)

onde 𝐴
Ðh,d

𝑗+1 , são os coeĄcientes de Grünwald calculados para cada Ðℎ e Ð𝑑.

Obviamente, todo um desenvolvimento matemático foi feito para chegar na Eq.(3.21),

sendo que o passo principal foi avaliar a equação para 𝑗 = 1 e em seguida reorganizar

seus termos. Novos parâmetros foram criados para compactar a equação, porém todos

são função dos parâmetros físicos já descritos. Estes novos parâmetros são mostrado a

seguir:
[︁

𝐶
]︁

= [𝐴]⊗1 (2𝐺0 [𝑇𝑑] + 3𝐾0 [𝑇ℎ] + [𝐵𝑑] + [𝐵ℎ]) = [𝐴]⊗1 ([𝐶] + [𝐷]) (3.22a)

[𝐶] = 2𝐺0 [𝑇𝑑] + 3𝐾0 [𝑇ℎ] (3.22b)

[𝐷] = [𝐵ℎ] + [𝐵𝑑] (3.22c)

[𝐴] = [𝐼] + [𝐴𝑑] + [𝐴ℎ] (3.22d)

[𝐵ℎ] = 3𝑏ℎΔ𝑡⊗Ðh [𝑇ℎ] (3.22e)

[𝐵𝑑] = 2𝑏𝑑Δ𝑡⊗Ðd [𝑇𝑑] (3.22f)

[︁

𝐴ℎ

]︁

= [𝐴]⊗1 [𝐴ℎ] (3.22g)

[︁

𝐴𝑑

]︁

= [𝐴]⊗1 [𝐴𝑑] (3.22h)

[︁

𝐵̄ℎ

]︁

= [𝐴]⊗1 [𝐵ℎ] (3.22i)

[︁

𝐵̄𝑑

]︁

= [𝐴]⊗1 [𝐵𝑑] (3.22j)

[𝐴ℎ] = 𝑎ℎΔ𝑡⊗Ðh [𝑇ℎ] (3.22k)

[𝐴𝑑] = 𝑎𝑑Δ𝑡⊗Ðd [𝑇𝑑] (3.22l)

Até este ponto, os desenvolvimentos são idênticos aos demonstrados por Schmidt e

Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001). Porém os autores desenvolvem o potencial de energia
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viscoelástica a partir da Eq.(3.21). Esta abordagem torna o problema extremamente

custoso computacionalmente, pois faz com que a tensão seja dependente dela mesma.

Como resultado, é necessário realizar a integração numérica do campo de tensão para

cada elemento da malha a cada instante de tempo, Δ𝑡 e armazenar toda essa informação

em função do tamanho de 𝑁𝑙 durante todo o cálculo. Será mostrado mais a frente a

comparação entre o excessivo tempo de cálculo para uma placa sanduíche modelada em

elementos Ąnitos com 6 × 6 elementos e a fórmula de recorrência.

Apesar de Galúcio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004) ter contornado este problema,

sua solução se manteve restrita a problemas uniaxiais de tensão. Uma tentativa de ex-

trapolar seus resultados para o caso de uma placa (estado plano de tensão) não obteve

sucesso. Faria (FARIA, 2010) obteve o mesmo resultado. Isso serviu de motivação para

desenvolver uma nova alternativa capaz de representar qualquer tipo de estado de tensão

sem a necessidade de realizar integrais dentro do integrador numérico para obtenção da

solução do problema. A solução foi encontrar uma fórmula de recorrência a partir da

Eq.(3.21) capaz de fazer com que a auto-dependência da tensão fosse eliminada, como

será detalhado mais a frente neste capítulo. Considera-se esta uma grande contribuição

advinda do desenvolvimento deste trabalho.

3.3 Encontrando a fórmula de recorrência

Nesta seção será mostrado a recorrência existente na Eq.(3.21) e como determinar, a

partir dela, uma nova fórmula para a tensão que seja dependente somente do deslocamento

e seu histórico, a partir de um termo de recorrência. O grande objetivo de abordar o

campo de tensão desta maneira é poder integrar todas as matrizes responsáveis por gerar

os esforços dissipativos internos do material viscoelástico fora do integrador numérico.

Isso faz com que, não só a quantidade de cálculo diminua drasticamente, mas o tempo

necessário para tal operação e a quantidade de memória requerida.

Antes de iniciar os desenvolvimentos, uma mudança na notação é feita para facilitar

a escrita, onde funções dependentes do tempo serão denotadas da seguinte forma: 𝑓(𝑡) =

𝑓𝑡. Assim, para iniciar a demonstração, avalia-se a Eq.(3.21) para o instante de tempo

𝑡 = 1Δ𝑡, obtendo:

¶à∆𝑡♢ =
[︁

𝐶
]︁

¶𝜀∆𝑡♢ (3.23)

Uma observação deve ser feita logo na primeira iteração, para todo 𝑗 = 1, tem-se que

Ñ1 sempre valerá o termo
[︁

𝐶
]︁

, tal qual mostrado na expressão abaixo:

[Ñ1] =
[︁

𝐶
]︁

, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑗 = 1 (3.24)

Este processo será interpretado como uma lei da fórmula de recorrência. Assim, tem-se
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que a Eq.(3.23), pode ser reescrita em termos de [Ñ1].

¶à∆𝑡♢ = [Ñ1] ¶𝜀∆𝑡♢ (3.25)

Em seguida, a Eq.(3.21), é avaliada novamente para 𝑡 = 2Δ𝑡, resultando em:

¶à2∆𝑡♢ = [Ñ1] ¶𝜀2∆𝑡♢ +
[︁

𝐵̄𝑑

]︁

𝐴
(Ðd)
2 ¶𝜀∆𝑡♢ ⊗

[︁

𝐴𝑑

]︁

𝐴
(Ðd)
2 ¶à∆𝑡♢ +

[︁

𝐵̄ℎ

]︁

𝐴
(Ðh)
2 ¶𝜀∆𝑡♢ ⊗

[︁

𝐴ℎ

]︁

𝐴
(Ðh)
2 ¶à∆𝑡♢

(3.26)

Já no segundo instante de tempo nota-se a aparição de tensões e deformações do

instante passado. Assim, a Eq.(3.25) é introduzida na Eq.(3.26), e os termos são agrupados

cronologicamente, o que resulta na equação abaixo:

¶à2∆𝑡♢ = [Ñ1] ¶𝜀2∆𝑡♢ +
⋃︀

⨄︀

(︁[︁

𝐵̄𝑑

]︁

𝐴
(Ðd)
2 ⊗

[︁

𝐴𝑑

]︁

𝐴
(Ðd)
2 [Ñ1]

)︁

+
(︁[︁

𝐵̄ℎ

]︁

𝐴
(Ðh)
2 ⊗

[︁

𝐴ℎ

]︁

𝐴
(Ðh)
2 [Ñ1]

)︁

⋂︀

⋀︀ ¶𝜀∆𝑡♢
(3.27)

Na Eq.(3.27), nota-se a aparição do segundo termo da fórmula de recorrência, [Ñ2].

Entretanto, ainda não possível descrevê-la com clareza, pois há termos que ainda não

apareceram e uma tentativa de descrevê-la seria errônea. Assim, para facilitar as futuras

substituições, a Eq.(3.27) é reescrita em sua forma recorrente:

¶à2∆𝑡♢ = [Ñ1] ¶𝜀2∆𝑡♢ + [Ñ2] ¶𝜀∆𝑡♢ (3.28)

Em seguida, avalia-se a Eq.(3.21) pata 𝑡 = 3Δ𝑡, resultando em:

¶à3∆𝑡♢ = [Ñ1] ¶𝜀3∆𝑡♢ +
[︁

𝐵̄𝑑

]︁

𝐴
(Ðd)
2 ¶𝜀2∆𝑡♢ +

[︁

𝐵̄𝑑

]︁

𝐴
(Ðd)
3 ¶𝜀∆𝑡♢ + ...

... +
[︁

𝐵̄ℎ

]︁

𝐴
(Ðh)
2 ¶𝜀2∆𝑡♢ +

[︁

𝐵̄ℎ

]︁

𝐴
(Ðh)
3 ¶𝜀∆𝑡♢ ⊗ ...

... ⊗
[︁

𝐴𝑑

]︁

𝐴
(Ðd)
2 ¶à2∆𝑡♢ ⊗

[︁

𝐴𝑑

]︁

𝐴
(Ðd)
3 ¶à∆𝑡♢ ⊗ ...

... ⊗
[︁

𝐴ℎ

]︁

𝐴
(Ðh)
2 ¶à2∆𝑡♢ ⊗

[︁

𝐴ℎ

]︁

𝐴
(Ðh)
3 ¶à∆𝑡♢

(3.29)

Novamente, os termos são rearranjados de forma cronológica e por efeitos, ou seja,
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hidrostático e desvio.

¶à3∆𝑡♢ = [Ñ1] ¶𝜀3∆𝑡+♢

⋃︀

⨄︀

(︁[︁

𝐵̄𝑑

]︁

𝐴Ðd
2 ⊗

[︁

𝐴𝑑

]︁

𝐴Ðd
2 [Ñ1]

)︁

+ ...

... +
(︁[︁

𝐵̄ℎ

]︁

𝐴Ðh
2 ⊗

[︁

𝐴ℎ

]︁

𝐴Ðh
2 [Ñ1]

)︁

⋂︀

⋀︀ ¶𝜀2∆𝑡♢ + ...

... +

⋃︀

⨄︀

[︁

𝐵̄𝑑

]︁

𝐴Ðd
3 ⊗

[︁

𝐴𝑑

]︁

𝐴Ðd
2

∏︀

∐︁

[︁

𝐵̄𝑑

]︁

𝐴Ðd
2 ⊗

[︁

𝐴𝑑

]︁

𝐴Ðd
2 [Ñ1] + ...

+ ...
[︁

𝐵̄ℎ

]︁

𝐴Ðh
2 ⊗

[︁

𝐴ℎ

]︁

𝐴Ðh
2 [Ñ1]

⎞

̂︀⊗
[︁

𝐴𝑑

]︁

𝐴Ðd
3 [Ñ1]

⋂︀

⋀︀ ¶𝜀∆𝑡♢ + ...

... +

⋃︀

⨄︀

[︁

𝐵̄ℎ

]︁

𝐴Ðh
3 ⊗

[︁

𝐴ℎ

]︁

𝐴Ðh
2

∏︀

∐︁

[︁

𝐵̄𝑑

]︁

𝐴Ðd
2 ⊗

[︁

𝐴𝑑

]︁

𝐴Ðd
2 [Ñ1] + ...

... +
[︁

𝐵̄ℎ

]︁

𝐴Ðh
2 ⊗

[︁

𝐴ℎ

]︁

𝐴Ðh
2 [Ñ1]

⎞

̂︀⊗
[︁

𝐴ℎ𝐴Ðh
3

]︁

[Ñ1]

⋂︀

⋀︀ ¶𝜀∆𝑡♢

(3.30)

onde novamente a Eq.(3.30) é reescrita em termos da fórmula de recorrência.

¶à3∆𝑡♢ = [Ñ1] ¶𝜀3∆𝑡♢ + [Ñ2] ¶𝜀2∆𝑡♢ + [Ñ3] ¶𝜀∆𝑡♢ (3.31)

Finalmente, a partir do termo, [Ñ3], é possível descrever a fórmula de recorrência.

Desta maneira, tem-se que o campo de tensão do material viscoelástico segundo uma lei

constitutiva tridimensional, é descrita como mostrado abaixo:

¶à𝑡♢ =
𝑁l
∑︁

𝑗=0

[Ñ𝑗+1] ¶𝜀𝑡⊗𝑗∆𝑡♢ , 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑗 = 0 ⊃ [Ñ1] =
[︁

𝐶
]︁

(3.32)

onde o termo recorrente, [Ñ𝑗+1], após análise da Eq.(3.30) e percepção da recorrência,

poder ser descrito pela seguinte expressão:

[Ñ𝑗+1] = 𝐴
(Ðh)
𝑗+1

[︁

𝐵̄ℎ

]︁

⊗
[︁

𝐴ℎ

]︁

𝑗
∑︁

𝑖=1

𝐴
(Ðh)
𝑗+1 [Ñ𝑗+1⊗𝑖] + ...

... + 𝐴
(Ðd)
𝑗+1

[︁

𝐵̄𝑑

]︁

⊗
[︁

𝐴𝑑

]︁

𝑗
∑︁

𝑖=1

𝐴
(Ðd)
𝑗+1 [Ñ𝑗+1⊗𝑖]

(3.33)

Observa-se que a fórmula da tensão não é mais auto-dependente, o que permitirá reali-

zar todas as integrais fora do integrador numérico. Esta nova abordagem torna o processo

de cálculo extremamente eĄciente, como será visto a seguir ao comparar os tempos de cál-

culo desta metodologia com aquela apresentada por Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL,

2001). Além disso, outra diferença entre as duas abordagens, é que nesta, os parâme-

tros físicos do sistema são considerados todos diferentes e determinado de acordo com o
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PEEV (Princípio da Equivalência Elástica-Viscoelástica) (NASHIF; JONES; HENDER-

SON, 1985), fato que resulta em uma equação de tensão composta inteiramente por duas

partes, uma hidróstática e outra de desvio, tal qual mostrado na Eq.(3.33).

Assim, tem-se um problema com apenas três parâmetros a serem identiĄcados, Uma

vez que uso do PEEV permitirá a identiĄcação dos outros três. Na subseção que segue

esta seção, será mostrado o processo de identiĄcação dos parâmetros físicos, bem como as

unidades de cada um.

3.3.1 Ajuste de curvas

Como explicado anteriormente, o ajuste de curvas é feito somente para o módulo de

cisalhamento e o módulo volumétrico deĄnido pela Eq.(3.19). Este processo será realizado

utilizando o programa ŞSIMPLE Optimization Tool BoxŤ para Matlab, desenvolvido por

Chegury e Steffen (VIANA; STEFFEN, 2007). O método eurístico de Evolução Diferencial

disponível no pacote é utilizado, fazendo uso da Eq.(3.17b) como parte da função objetivo

do problema, conforme a seguinte expressão:

𝐹𝑜𝑏𝑗 =

⧸︁

⧸︁

⧸︁

⧸︁

⧸︁

𝐺𝑒𝑥𝑝 ⊗ 𝐺*(𝑖æ)
𝐺𝑒𝑥𝑝

⧸︁

⧸︁

⧸︁

⧸︁

⧸︁

(3.34)

onde 𝐺𝑒𝑥𝑝 são os valores experimentais, os mesmos utilizados no modelo do Módulo Com-

plexo, e 𝐺*(𝑖æ) são os valores determinados pela Eq.(3.17b).

No processo de ajuste de curvas, várias temperaturas são deĄnidas de modo que um

banco de dados seja criado. Desta maneira, valores de temperaturas são deĄnidos de

acordo com a aplicabilidade desejada. Caso um valor de temperatura que não se encontra

no banco de dados seja deĄnido pelo usuário, o programa de evolução é incorporado ao

MEF, e o processo de otimização é realizado normalmente. Entretanto, este procedimento

terá um impacto no tempo de cálculo. A Tabela 3.1 mostra os valores obtidos pelas

otimizações das seguintes temperaturas:

Tabela 3.1: Valores otimizados dos parâmetros do modelo FDM (Fractional Derivative
Model)

Temperaturas [◇𝐶] 𝐺0[𝑃𝑎] 𝑏𝑑 [𝑁𝑚⊗2𝑠Ð] 𝑎𝑑 [𝑠Ð] Ð𝑑 [⊗]
10 412887 147864 0,0008217 0,66714
15 403531 95061 0,0004680 0,66091
20 419582 57563 0,0003162 0,66780
25 427808 35483 0,0002541 0,67643
27 423716 31293 0,00001723 0.67107
29 422615 27288 0,0001097 0,66801
30 425301 24489 0,0001388 0,67273
35 429484 16272 0,0001302 0,67902
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Assim, a partir destes resultados as contra-partes hidrostáticas podem ser calculadas,

como discutido anteriormente. Curvas do processo de otimização são mostradas para se

ter uma noção da qualidade dos resultados. Nota-se que para temperaturas mais baixas,

há um pequena perda na qualidade em baixas frequências.
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3.3.2 SimpliĄcação do Estado Triplo de tensão

A Eq.(3.33) pode ser simpliĄcada com intuito de facilitar a identiĄcação dos parâ-

metros, bem como para aliviar o próprio desenvolvimento matemático dos potenciais de

energia. Desta maneira, a primeira simpliĄcação será igualar as ordens fracionárias se-

gundo as considerações termodinâmicas discutidas na Seção 3.2. Neste caso, a Eq.(3.33)

se torna:

[Ñ𝑗+1] = 𝐴
(Ð)
𝑗+1

(︁[︁

𝐵̄ℎ

]︁

+
[︁

𝐵̄𝑑

]︁)︁

⊗
(︁[︁

𝐴ℎ

]︁

+
[︁

𝐴𝑑

]︁)︁

𝑗
∑︁

𝑖=1

𝐴
(Ð)
𝑗+1 [Ñ𝑗+1⊗𝑖] (3.35)
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Como os termos entre parenteses são dependentes de Ðℎ,𝑑, os mesmos são expandidos

e as ordens fracionárias fatoradas.

[Ñ𝑗+1] = Δ𝑡⊗Ð [𝐴]⊗1 [𝐷] ⊗ Δ𝑡⊗Ð [𝐴]⊗1 (𝑎ℎ [𝐴ℎ] + 𝑎𝑑 [𝐴𝑑])
𝑗
∑︁

𝑖=1

𝐴
(Ð)
𝑗+1 [Ñ𝑗+1⊗𝑖] (3.36)

Esta é a forma Ąnal da recorrência para Ðℎ = Ð𝑑. Entretanto, Schmidt e Gaul

(SCHMIDT; GAUL, 2001) não a utilizam, pois em seus trabalhos é assumido também

que o parâmetro 𝑎ℎ = 𝑎𝑑 = 𝑎. Logo, fazendo esta última suposição, a Eq.(3.36) toma a

seguinte forma:

[Ñ𝑗+1] = Δ𝑡⊗Ð [𝐴]⊗1 [𝐷] ⊗ 𝑎Δ𝑡⊗Ð [𝐴]⊗1 [𝐼6]
𝑗
∑︁

𝑖=1

𝐴
(Ð)
𝑗+1 [Ñ𝑗+1⊗𝑖] (3.37)

Esta formulação será utilizada para comprar os resultados obtidos com a Fórmula de

Recorrência com os obtidos pelo emprego do modelo de Schmidt e Gaul (SCHMIDT;

GAUL, 2001). Com vistas a uma conĄrmação de que a nova formulação de recorrência

proposta neste trabalho leva a resultados similares aos apresentados por aqueles autores.

Uma última consideração deve ser feita nesta etapa, referente ao estado de tensão.

Como nos modelos de placa utilizados neste trabalho consideram inextensibilidade ao

longo da espessura, as componentes nesta direção dos tensores tensão e deformação valem

zero. Isto implica que as matrizes de transformação, [𝑇ℎ,𝑑] terão a ordem diminuída para

[5 × 5], uma vez que as tensões e deformações axiais na direção 𝑧 são removidas.

Além disso, vale salientar que o uso dos conceitos hidrostáticos e de desvio admitem

no máximo o estado plano de tensão. Tentar estender esta metodologia para o estado

único de tensão não é válido e os resultados são completamente errôneos. Neste caso, o

que se faz é utilizar a lei constitutiva unidimensional para alongamento e/ou cisalhamento

puro, como será visto a seguir.

3.3.3 SimpliĄcação para Estados Uniaxiais de tensão

Como neste trabalho modelos de vigas serão utilizados para modelar asas de grande

alongamento e perĄs moderadamente Ąnos, o modelo de viga de Euler-Bernoulli (BATHE,

2006) será utilizado. Se esta viga fosse uma viga simples sob Ćexão, somente uma lei

constitutiva para alongamento seria suĄciente. Entretanto, a viga será uma estrutura

sanduíche de três camadas, e para que esta modelagem seja possível, os elementos elásticos

da viga sanduíche deverão conter o grau de liberdade de alongamento, para que a camada

central viscoelástica cisalhe transversalmente ao longo de sua espessura. Além disso, um

grau de liberdade de torção pura deverá ser acrescido no modelo, para que seja possível

mais tarde implementar a Teoria das Faixas no MEF. Consequentemente, uma segunda

lei constitutiva unidimensional deverá ser contemplada, a de cisalhamento puro.
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Entretanto, os movimentos de alongamento e torção são idealizados de forma de-

sacoplada, especiĄcamente para este modelo. Isto permite que leis constitutivas para

cisalhamento e alongamento sejam deĄnidas de forma separada. Para isso, é utilizado o a

teoria proposta por Bagley e Torvik (BAGLEY; TORVIK, 1983), a qual abrange os três

tipos de comportamento do material viscoelástico: Şrubbery, transition and glassy regions

(RTG)Ť, ou em português regiões viscosa (ou similar a algo emborrachado), de transição

e vítrea. Desta maneira tem-se duas leis constitutivas fracionárias e distintas a serem

utilizadas:

à𝐸
𝑡 + 𝑎𝐸

𝑑Ðà𝐸
𝑡

𝑑Ð
= 𝐸0𝜀

𝐸
𝑡 + 𝐸∞

𝑑Ð𝜀𝐸
𝑡

𝑑𝑡Ð
(3.38a)

à𝐺
𝑡 + 𝑎𝐺

𝑑Ðà𝐺
𝑡

𝑑Ð
= 𝐺02𝜀𝐺

𝑡 + 𝐺∞
𝑑Ð2𝜀𝐺

𝑡

𝑑𝑡Ð
(3.38b)

Observa-se ainda que neste caso a lei constitutiva de cisalhamento é basicamente a

mesma da lei para o caso de desvio do tensor tensão a menos da matriz de transformação,

[𝑇𝑑]. A mudança nos índices é feita somente para diferenciar as tensões e as deformações

para cada caso.

Das Eqs.(3.38a) e (3.38b), são obtidas as fórmulas de recorrência, exatamente como

feito na Seção3.3. Desta maneira tem-se para o caso de alongamento a seguinte fórmula

de recorrência:

à𝐸
𝑡 =

𝑁l
∑︁

𝑗=0

Ñ𝐸
𝑗+1𝜀

𝐸
𝑡⊗𝑗∆𝑡, 𝑜𝑛𝑑𝑒 Ñ𝐸

1 = 𝐷𝐸
2 (3.39a)

Ñ𝐸
𝑗+1 = 𝐷𝐸

3 𝐴𝑗+1 +
𝑗
∑︁

𝑖=1

𝐷𝐸
1 𝐴𝑖+1Ñ

𝐸
𝑗+1⊗𝑖 (3.39b)

e os parâmetros 𝐷𝐸
1 , 𝐷𝐸

2 e 𝐷𝐸
3 , valem respectivamente:

𝐷𝐸
1 = ⊗

𝑎𝐸Δ𝑡⊗Ð

1 + 𝑎𝐸Δ𝑡⊗Ð
; 𝐷𝐸

2 =
𝐸0 + 𝐸∞Δ𝑡⊗Ð

1 + 𝑎𝐸Δ𝑡⊗Ð
; 𝐷𝐸

3 =
𝐸∞Δ𝑡⊗Ð

1 + 𝑎𝐸Δ𝑡⊗Ð

E para o caso de cisalhamento,

à𝐺
𝑡 =

𝑁l
∑︁

𝑗=0

Ñ𝐺
𝑗+1𝜀

𝐺
𝑡⊗𝑗∆𝑡, 𝑜𝑛𝑑𝑒 Ñ𝐺

1 = 𝐷𝐺
2 (3.40a)

Ñ𝐺
𝑗+1 = 𝐷𝐺

3 𝐴𝑗+1 +
𝑗
∑︁

𝑖=1

𝐷𝐺
1 𝐴𝑖+1Ñ

𝐺
𝑗+1⊗𝑖 (3.40b)

e os parâmetros 𝐷𝐺
1 , 𝐷𝐺

2 e 𝐷𝐺
3 , valem respectivamente:

𝐷𝐺
1 = ⊗

𝑎𝐺Δ𝑡⊗Ð

1 + 𝑎𝐺Δ𝑡⊗Ð
; 𝐷𝐺

2 =
2𝐺0 + 2𝐺∞Δ𝑡⊗Ð

1 + 𝑎𝐺Δ𝑡⊗Ð
; 𝐷𝐺

3 =
2𝐺∞Δ𝑡⊗Ð

1 + 𝑎𝐺Δ𝑡⊗Ð

A partir das Eqs. (3.40) será possível formular não somente a viga sanduíche, como

também os modelos não lineares de uma seção típica com elementos viscoelásticos discretos



34

de rigidez para alongamento (plunge) e cisalhamento (pitch). Nos próximo capítulos serão

mostradas as formulações em elementos Ąnitos de placas e vigas sanduíches segundo a

ŞLayerwise TheoryŤ (REDDY, 2004) empregando para toda a formulação vista neste

capítulo.





CAPÍTULO IV

Modelo Matemático de Placas Sanduíche

Neste capítulo, os modelos matemáticos nos domínios do tempo e da frequência de

placas sanduíches são discutidos. Entretanto, a formulação no domínio da frequência, a

qual faz uso do Modelo do Módulo Complexo (NASHIF; JONES; HENDERSON, 1985)

não será tratada em detalhes, uma vez que este trabalho é a continuação do mestrado de

Cunha Filho (FILHO, 2015), onde toda esta formulação já foi detalhada.

Será discutido, ainda neste capítulo, o modelo de carregamento aerodinâmico em re-

gime supersônico, descrito pela Teoria do Pistão (DOWELL, 1975), para estudar as ca-

racterísticas da instabilidade aeroelástica de painéis aeronáuticos nos domínios do tempo

e da frequência. Neste contexto, é proposto um método distinto de redução de modelo,

no domínio da frequência, o qual resultou num artigo publicado na revista ŞMechanical

Systems and Signal Processing (MSSP)Ť, cuja referência é (FILHO et al., 2017). Este mé-

todo de redução foi necessário, pois técnicas convencionais baseadas em espaços vetoriais

obtidos a partir do problema estático e puramente conservativo não se mostraram efetivas.

Isto ocorre devido à presença do acoplamento Ćuído-estrutura, o qual faz com que o pro-

blema de autovalor do sistema se torne do tipo polinomial complexo e não auto-adjunto.

Esta característica algébrica pode ser encontrada também em problemas de dinâmica de

rotores e problemas multifísicos que contenham elementos piezoelétricos (OUISSE, 2014).

4.1 Desenvolvimento cinemático e Cálculo dos Potenciais de Energia

Neste trabalho, tanto o modelo de placa quanto o de vigas sanduíches são idealizados

segundo a teoria Zigue-Zague de primeira ordem (Layerwise - First Order Shear Defor-

mation Theory, Layerwise - FSDT, (FARIA, 2010)). Nesta teoria, os deslocamentos das

camadas elásticas (base e restringente) são deĄnidos segundo as suposições feitas pela

Teoria de Placas de Kirchhof-Love (TIMOSHENKO; WOINOWSKY-KRIEGER, 1959).
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onde o índice, 𝑘 = 1, 2 𝑒 3, faz referência às camadas de base, viscoelástica e restringente,

respectivamente. Para simpliĄcar a escrita, os desenvolvimento que seguem serão feito

somente para o plano 𝑦𝑧, e os resultados subsequentes devem ser extrapolados para o

plano 𝑥𝑧.

Observando a Fig.(4.1), tem-se que a condição de não deslizamento entre as camadas

pode ser notada pelas cota 𝑣𝑏 e 𝑣𝑐, que são simplesmente os deslocamentos das camadas 1

e 3 avaliados para, 𝑧(1) = ⊗ℎ1+ℎ2

2
e 𝑧(3) = ℎ3+ℎ2

2
, respectivamente. Percebe-se ainda que,

pelo fato da referência do sistema estar posicionada exatamente sobre a linha neutra da

camada viscoelástica, tem-se que 𝑧(2) = 0, logo, o deslocamento da camada viscoelástica

pode ser descrito pela seguinte equação:

𝑣(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣
(2)
0 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑧𝜃(2) (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑣

(2)
0 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑧

𝜕𝑣
(2)
0 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑧
(4.2)

O termo, 𝑣
(2)
0 , descreve o deslocamento da camada viscoelástica sobre a linha neutra e

pode ser deĄnido como sendo uma relação cinemática entre as camadas (1) e (3). Portanto,

avalia-se, 𝑣(1)(𝑥, 𝑦, ⊗ℎ/2, 𝑡) e 𝑣(3)(𝑥, 𝑦, ℎ/2, 𝑡):

𝑣(1)

(︃

𝑥, 𝑦, ⊗
ℎ2

2
, 𝑡

⎜

= 𝑣𝐵 = 𝑣1 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ⊗
ℎ1

2
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
(4.3a)

𝑣(3)

(︃

𝑥, 𝑦,
ℎ2

2
, 𝑡

⎜

= 𝑣𝐶 = 𝑣3 (𝑥, 𝑦, 𝑡) +
ℎ3

2
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
(4.3b)

É possível agora descrever o deslocamento sobre a linha neutra da camada viscoelástica

pela seguinte equação:

𝑣
(2)
0 (𝑥, 𝑦, 𝑡) =

𝑣1 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑣3 (𝑥, 𝑦, 𝑡)
2

+
ℎ3 ⊗ ℎ1

4
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
= ...

...
1
2

⎟

𝑣1 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑣3 (𝑥, 𝑦, 𝑡) +
ℎ3 ⊗ ℎ1

2
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

⟨ (4.4)

O outro termo do campo de deslocamento da camada viscoelástica, 𝜕𝑣
(2)
0 (𝑧,𝑦,𝑡)

𝜕𝑧
, e res-

ponsável pelo cisalhamento ao longo da espessura pode ser deĄnido pelas observações

feitas na Fig.(4.0c) e admitindo pequenos deslocamentos:

𝜕𝑣
(2)
0 (𝑦, 𝑡)
𝜕𝑧

≡
(𝑣𝐶 ⊗ 𝑣𝐵)

ℎ2

(4.5)

Utilizando as relações de 𝑣𝐵 e 𝑣𝐶 , tem-se a seguinte expressão:

𝜕𝑣
(2)
0 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑧
=

1
ℎ2

(︃

𝑣3 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ⊗ 𝑣1 (𝑥, 𝑦, 𝑡) +
ℎ3 + ℎ1

2
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

⎜

(4.6)

Introduzindo as Eqs.(4.4) e (4.6) na Eq.(4.2), deĄne-se o campo de deslocamento da

camada viscoelástica na direção, 𝑦, em função dos graus de liberdade das camadas base
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e restringente. De maneira análoga tem-se o deslocamento na direção 𝑥. Portanto, o

deslocamento total da camada viscoelástica é deĄnido como:

𝑣(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1
2

⋃︀

⨄︀𝑣1 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑣3 (𝑥, 𝑦, 𝑡) +
𝑑1

2
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

⋂︀

⋀︀+ ...

... +
𝑧2

ℎ2

⋃︀

⨄︀𝑣3 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ⊗ 𝑣1 (𝑥, 𝑦, 𝑡) +
𝑑2

2
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

⋂︀

⋀︀

(4.7a)

𝑢(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1
2

⋃︀

⨄︀𝑢1 (𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢3 (𝑥, 𝑦, 𝑡) +
𝑑1

2
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥

⋂︀

⋀︀+ ...

... +
𝑧2

ℎ2

⋃︀

⨄︀𝑢3 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ⊗ 𝑢1 (𝑥, 𝑦, 𝑡) +
𝑑2

2
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥

⋂︀

⋀︀

(4.7b)

𝑤(2)(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) (4.7c)

onde 𝑑1 = ℎ3 ⊗ ℎ1 e 𝑑2 = ℎ1 + ℎ3. Quanto aos deslocamentos das camadas externas

elásticas, tem-se que os mesmos são expressos pelas seguintes equações:

𝑈 (1) =

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝑢(1) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑣(1) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑤(1) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝑢
(1)
0 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ⊗

(︁

𝑧 ⊗ 𝑧(1)
)︁

𝜕𝑤(𝑥,𝑦,𝑡)
𝜕𝑥

𝑣
(1)
0 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ⊗

(︁

𝑧 ⊗ 𝑧(1)
)︁

𝜕𝑤(𝑥,𝑦,𝑡)
𝜕𝑦

𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(4.8)

𝑈 (3) =

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝑢(3) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑣(3) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑤(3) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝑢
(3)
0 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ⊗

(︁

𝑧 ⊗ 𝑧(3)
)︁

𝜕𝑤(𝑥,𝑦,𝑡)
𝜕𝑥

𝑣
(3)
0 (𝑥, 𝑦, 𝑡) ⊗

(︁

𝑧 ⊗ 𝑧(3)
)︁

𝜕𝑤(𝑥,𝑦,𝑡)
𝜕𝑦

𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(4.9)

Destes deslocamentos, os potenciais de energia cinética de cada camada podem ser

calculados para determinação das matrizes de massa pelas seguintes expressões:

𝑇 (1) =
1
2

∫︁

𝑉
𝜌1

(︃

𝑑𝑈 (1)

𝑑𝑡

⎜2

𝑑𝑉 (4.10a)

𝑇 (2) =
1
2

∫︁

𝑉
𝜌2

(︃

𝑑𝑈 (2)

𝑑𝑡

⎜2

𝑑𝑉 (4.10b)

𝑇 (3) =
1
3

∫︁

𝑉
𝜌3

(︃

𝑑𝑈 (3)

𝑑𝑡

⎜2

𝑑𝑉 (4.10c)

onde 𝜌1,2,3 são as densidades dos materiais de cada camada.

Para as energias de deformação de cada camada, Π(1,2,3), primeiramente calcula-se

todas as deformações. Entretanto, vale lembrar que neste trabalho assume-se a inexten-

sibilidade das camadas na direção 𝑧, ou seja, não há deformações axiais nesta direção, o

que faz com a matriz constitutiva tenha a ordem reduzida, seja para o Módulo Complexo,



40

seja para o modelo fracionário. Assim, as deformações das camadas elásticas são deĄnidas

como segue:

{︁

𝜀(𝑗)
}︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝜀(𝑗)
𝑥𝑥

𝜀(𝑗)
𝑦𝑦

2𝜀(𝑗)
𝑥𝑦

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

=
{︁

𝜀(𝑗)
𝑚

}︁

+ 𝑧
{︁

𝜀
(𝑗)
𝑓

}︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝜕𝑢j

𝜕𝑥
𝜕𝑣j

𝜕𝑦
𝜕𝑢j

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑣j

𝜕𝑥

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

+ 𝑧

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

⊗𝜕2𝑤
𝜕𝑥2

⊗𝜕2𝑤
𝜕𝑦2

⊗2 𝜕2𝑤
𝜕𝑥𝜕𝑦

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(4.11)

onde 𝑗 = 1, 3 faz referência somente às camadas elásticas. Esta separação de equaciona-

mento entre as camadas elásticas e viscoelástica é feita devido aos efeitos presentes em

cada material. Desta maneira, tem-se que a lei constitutiva para as camadas elásticas é

deĄnida da forma:

{︁

à(𝑗)
}︁

= 𝐸𝑗

[︁

𝐸̄
]︁ {︁

𝜀(𝑗)
}︁

= 𝐸𝑗

1
(︁

1 ⊗ Ü2
𝑗

)︁

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

1 Ü𝑗 0

Ü𝑗 1 0

0 0 1⊗Üj

2

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(4.12)

onde, 𝐸𝑗, é o módulo de elasticidade de cada camada e Ü𝑗, é o coeĄciente de Poisson.

Finalmente o potencial de energia de deformação das camadas elásticas pode ser deter-

minado:

Π(𝑗) =
1
2

∫︁

𝑉

{︁

𝜀(𝑗)
}︁𝑇 {︁

à(𝑗)
}︁

𝑑𝑉 (4.13)

Substituindo as Eqs.(4.11) e (4.12) na Eq.(4.13), as parcelas de energia de deformação

de membrana e Ćexão são determinadas.

Π(𝑗) = Π(𝑗)
𝑚 + Π(𝑗)

𝑓 =
1
2

𝐸𝑗ℎ𝑗

∫︁

𝐴

{︁

𝜀(𝑗)
𝑚

}︁𝑇 [︁

𝐸̄
]︁ {︁

𝜀(𝑗)
𝑚

}︁

𝑑𝐴 + ...

... +
1
2

𝐸𝑗

ℎ3
𝑗

12

∫︁

𝐴

{︁

𝜀
(𝑗)
𝑓

}︁𝑇 [︁

𝐸̄
]︁ {︁

𝜀
(𝑗)
𝑓

}︁

𝑑𝐴

(4.14)

Assim, ao derivar a Eq.(4.14) em relação às coordenadas generalizadas, as matrizes de

rigidez de membrana,
[︁

𝐾(𝑗)
𝑚

]︁

, e Ćexão,
[︁

𝐾
(𝑗)
𝑓

]︁

, são obtidas para as camadas elásticas.

Em relação à camada viscoelástica, será desenvolvido primeiramente o cálculo dos

potenciais de energia adaptado ao Módulo Complexo, por sua maior simplicidade em

relação ao cálculo fracionário. Este último será apresentado em uma seção separada.

Portanto, como no módulo complexo a Lei de Hooke Generalizada ainda é utilizada para o

cálculo dos potenciais de energia, tem-se que a matriz constitutiva da camada viscoelástica

é deĄnida da seguinte forma:

{︁

à(2)
}︁

= 𝐺 (æ, 𝑇 )
[︁

𝐺̄
]︁ {︁

𝜀(2)
}︁

= 𝐺 (æ, 𝑇 )

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

2
1⊗Ü2

2Ü2

1⊗Ü2
0 0 0

2Ü2

1⊗Ü2

2
1⊗Ü2

0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

{︁

𝜀(2)
}︁

(4.15)
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Nota-se que neste caso, o termo fatorado da matriz é o 𝐺 (æ, 𝑇 ), pois suas propriedades

são determinadas por ajuste de curva de valores experimentais medidos para o módulo de

cisalhamento do material. Resta deĄnir o campo de deformação da camda (2), o qual é

descrito como segue:

{︁

𝜀(2)
}︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝜀(2)
𝑥𝑥

𝜀(2)
𝑦𝑦

2𝜀(2)
𝑥𝑦

2𝜀(2)
𝑥𝑧

2𝜀(2)
𝑦𝑧

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

1
2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑢1 + 𝑢3) +

𝑑1

4
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝑧

ℎ2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑢3 ⊗ 𝑢1) +

𝑧𝑑2

2ℎ2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

1
2

𝜕

𝜕𝑦
(𝑣1 + 𝑣3) +

𝑑1

4
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝑧

ℎ2

𝜕

𝜕𝑦
(𝑣3 ⊗ 𝑣1) +

𝑧𝑑2

2ℎ2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

1
2

𝜕

𝜕𝑦
(𝑢1 + 𝑢3) +

1
2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑣1 + 𝑣3) +

𝑑1

2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ ...

... +
𝑧

ℎ2

(︃

𝜕

𝜕𝑦
(𝑢3 ⊗ 𝑢1) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝑣3 ⊗ 𝑣1) + 𝑑2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

⎜

1
ℎ2

(︃

𝑢3 ⊗ 𝑢1 +
𝑑3

2
𝜕𝑤

𝜕𝑥

⎜

1
ℎ2

(︃

𝑣3 ⊗ 𝑣1 +
𝑑3

2
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⎜

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(4.16)

onde ℎ2 é a espessura da camada viscoelástica e 𝑑3 = ℎ1 + 2ℎ2 + ℎ3 é um novo parâmetro

que surge ao fatorar, 1/ℎ2, das últimas duas linhas do vetor. Assim, é possível separar os

efeitos de membrana, Ćexão e cisalhamento da camada viscoelástica:

{︁

𝜀(2)
}︁

=
{︁

𝜀(2)
𝑚

}︁

+
𝑧

ℎ2

{︁

𝜀
(2)
𝑓

}︁

+
1
ℎ2

{︁

𝜀(2)
𝑐

}︁

(4.17)

onde,

❏

{︁

𝜀(2)
𝑚

}︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

1
2

𝜕
𝜕𝑥

(𝑢1 + 𝑢3) + 𝑑1

4
𝜕𝑤
𝜕𝑥

1
2

𝜕
𝜕𝑦

(𝑣1 + 𝑣3) + 𝑑1

4
𝜕𝑤
𝜕𝑦

1
2

𝜕
𝜕𝑦

(𝑢1 + 𝑢3) + 1
2

𝜕
𝜕𝑥

(𝑣1 + 𝑣3) + 𝑑1

2
𝜕2𝑤
𝜕𝑥𝜕𝑦

0

0

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

;

❏

{︁

𝜀
(2)
𝑓

}︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝜕
𝜕𝑥

(𝑢3 ⊗ 𝑢1) + 𝜕2𝑤
𝜕𝑥2

𝜕
𝜕𝑦

(𝑣3 ⊗ 𝑣1) + 𝜕2𝑤
𝜕𝑦2

𝜕
𝜕𝑦

(𝑢3 ⊗ 𝑢1) + 𝜕
𝜕𝑥

(𝑣3 ⊗ 𝑣1) + 𝑑2
𝜕2𝑤
𝜕𝑥𝜕𝑦

0

0

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

;

❏

{︁

𝜀(2)
𝑐

}︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

0

0

0

𝑢3 ⊗ 𝑢1 + 𝑑3

2
𝜕𝑤
𝜕𝑥

𝑣3 ⊗ 𝑣1 + 𝑑3

2
𝜕𝑤
𝜕𝑦

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

.
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Finalmente o potencial de energia viscoelástica é calculado.

Π(2) =
1
2

∫︁

𝑉

{︁

𝜀(2)
}︁𝑇 {︁

à(2)
}︁

𝑑𝑉 =
1
2

𝐺 (æ, 𝑇 )
∫︁

𝑉

{︁

𝜀(2)
}︁𝑇 [︁

𝐺̄
]︁ {︁

𝜀(2)
}︁

𝑑𝑉 (4.18)

A Eq.(4.18) resultará em três componentes de energia de deformação, os quais são

mostrados abaixo:

Π(2) = Π(2)
𝑚 + Π(2)

𝑓 + Π(2)
𝑐 (4.19)

Cada um destes potenciais vale,

❏ Π(2)
𝑚 = 1

2
𝐺 (æ, 𝑇 ) ℎ2

∫︀

𝐴

{︁

𝜀(2)
𝑚

}︁𝑇 [︁

𝐺̄
]︁ {︁

𝜀(2)
𝑚

}︁

𝑑𝐴 = 1
2

¶𝑞𝑡♢
𝑇
[︁

𝐾(2)
𝑚

]︁

¶𝑞𝑡♢;

❏ Π(2)
𝑓 = 1

2
𝐺 (æ, 𝑇 ) ℎ2

12

∫︀

𝐴

{︁

𝜀
(2)
𝑓

}︁𝑇 [︁

𝐺̄
]︁ {︁

𝜀
(2)
𝑓

}︁

𝑑𝐴 = 1
2

¶𝑞𝑡♢
𝑇
[︁

𝐾
(2)
𝑓

]︁

¶𝑞𝑡♢;

❏ Π(2)
𝑐 = 1

2
𝐺 (æ, 𝑇 ) 1

ℎ2

∫︀

𝐴

{︁

𝜀(2)
𝑐

}︁𝑇 [︁

𝐺̄
]︁ {︁

𝜀(2)
𝑐

}︁

𝑑𝐴 = 1
2

¶𝑞𝑡♢
𝑇
[︁

𝐾(2)
𝑐

]︁

¶𝑞𝑡♢.

onde ¶𝑞♢, é o vetor de graus de liberdade, que surge na formulação após aplicação do

Método dos Elementos Finitos. Entretanto, este processo não será demonstrado neste

trabalho por estar explicado na referência (FILHO, 2015).

Uma vez deĄnido o modelo de placas sanduíches segundo o módulo complexo, a pró-

xima seção discutirá o modelo de derivadas fracionárias aplicado a placas sanduíches

segundo a Fórmula de Recorrência.

4.2 Modelo de Placa Sanduíche com Cálculo Fracionário

Nesta seção, o modelo de placa sanduíche é desenvolvido utilizando a nova represen-

tação do cálculo fracionário proposto este trabalho como abordagem para representação

do comportamento dinâmico do material viscoelástico. O desenvolvimento é feito a partir

da lei constitutiva recorrente deĄnida na Seção 3, Eq.(3.37) e das deformações da camada

viscoelástica descritas pela Eq.(4.17). Desta maneira, é possível descrever os potenciais

de deformação viscoelástica em termos da recorrência para os três efeitos, já admitindo

¶à𝑘♢𝑡 =
∑︀𝑁l

𝑗=0 [Ñ𝑗+1] ¶𝜀𝑘♢𝑡⊗𝑗∆𝑡, onde 𝑘 = 𝑚, 𝑓, 𝑐 faz referencia os efeitos de membrana,

Ćexão e cisalhamento. Portanto, tem-se as seguintes equações:

Π(2)
𝑚,𝑡 =

1
2

ℎ2

∫︁

𝐴
¶𝜀𝑚♢𝑇

𝑁l
∑︁

𝑗=0

[Ñ𝑗+1] ¶𝜀𝑚♢𝑡⊗𝑗∆𝑡 𝑑𝐴 (4.20a)

Π(2)
𝑓,𝑡 =

1
2

ℎ2

12

∫︁

𝐴
¶𝜀𝑓♢𝑇

𝑁l
∑︁

𝑗=0

[Ñ𝑗+1] ¶𝜀𝑓♢
𝑡⊗𝑗∆𝑡

𝑑𝐴 (4.20b)

Π(2)
𝑐,𝑡 =

1
2

1
ℎ2

∫︁

𝐴
¶𝜀𝑐♢

𝑇
𝑁l
∑︁

𝑗=0

[Ñ𝑗+1] ¶𝜀𝑐♢𝑡⊗𝑗∆𝑡 𝑑𝐴 (4.20c)
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onde, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, faz referência aos nós do elemento. É importante dizer que,
{︁

𝑞
(𝑖)
𝑡

}︁𝑇
,

é descrito no sistema de coordenadas globais, 𝑥 e 𝑦, ao passo que os polinômios inter-

poladores em coordenadas locais, Ý e Ö. Isto implicará no uso do operador jacobiano

para transformação de coordenadas e correções das rotações nodais, como será visto mais

adiante nesta seção.

Portanto, para cada grau de liberdade faz necessário determinar um tipo de interpo-

lação. Neste contexto, é importante atender os critério de continuidade das funções, uma

vez que o grau do polinômio interpolador utilizado deve ser escolhido corretamente para

representar o grau de liberdade, 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡), e assim garantir uma continuidade mínima.

Para melhor compreender a continuidade do polinômio e consequentemente do elemento

Ąnito a ser utilizado, tome uma função, 𝑓(𝑡) : Ω ⊃ ℜ. Esta função é de continuidade

𝐶𝑘 = 𝐶𝑘(Ω), se suas derivadas de ordem 𝑗, onde 0 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑘, existirem e forem funções

contínuas. Desta forma, tem-se que o polinômio interpolador de 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡), deve ter no

mínimo continuidade 𝐶1, para que suas derivadas de primeira ordem sejam contínuas e

diferenciáveis uma segunda vez. Como consequência, o elemento Ąnito obtido é também

de continuidade 𝐶1.

Assim, polinômios bi-cúbicos são utilizados para descrever em coordenadas locais o des-

locamento transversal, 𝑤(Ö, Ý, 𝑡), e a partir deste, as rotações são determinadas. Quanto

aos deslocamentos na direções 𝑥 e 𝑦, responsáveis pelo efeito de membrana da placa,

polinômios bi-lineares são utilizados. Todos eles são mostrados abaixo:

𝑢1(Ý, Ö, 𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1Ö + 𝑎2Ý + 𝑎3ÖÝ (4.23a)

𝑣1(Ý, Ö, 𝑡) = 𝑎4 + 𝑎5Ö + 𝑎6Ý + 𝑎7ÖÝ (4.23b)

𝑤(Ý, Ö, 𝑡) = 𝑎8 + 𝑎9Ö + 𝑎10Ý + 𝑎11ÖÝ + 𝑎12Ö
2 + 𝑎13Ý

2 + 𝑎14Ö
2Ý + ...

... + 𝑎15ÖÝ2 + 𝑎16Ý
3 + 𝑎17Ö

3 + 𝑎18Ö
3Ý + 𝑎19ÖÝ3

(4.23c)

𝜃Ý(Ý, Ö, 𝑡) = 𝑎9 + 𝑎11Ý + 2𝑎12Ö + 2𝑎14ÖÝ + 𝑎15Ý
2 + 3𝑎17Ö

2 + +3𝑎18Ö
2Ý + 𝑎19Ý

3 (4.23d)

𝜃Ö(Ý, Ö, 𝑡) = 𝑎10 + 𝑎11Ö + 2𝑎13Ý + 𝑎14Ö
2 + 2𝑎15ÖÝ + 3𝑎16Ý

2 + 𝑎18Ö
3 + 3𝑎19ÖÝ2 (4.23e)

𝑢3(Ý, Ö, 𝑡) = 𝑎20 + 𝑎21Ö + 𝑎22Ý + 𝑎23ÖÝ (4.23f)

𝑣3(Ý, Ö, 𝑡) = 𝑎24 + 𝑎25Ö + 𝑎26Ý + 𝑎27ÖÝ (4.23g)

A partir destes polinômios, as funções de forma para cada grau de liberdade devem ser

determinadas. Primeiramente, as Eqs.(4.23) podem ser reescritas matricialmente, como

mostrado a seguir:

¶𝑈𝑡♢ = [𝑃 (Ý, Ö)] ¶𝑎𝑡♢ (4.24)

onde, [𝑃 (Ý, Ö)] contém as variáveis Ý e Ö dos polinômios e o vetor, ¶𝑎𝑡♢ as constantes dos

polinômios dependentes do tempo a serem determinadas. Para isso, uma primeira apro-

ximação é feita avaliando todas as coordenadas nodais Ý = [⊗1, 1] e Ö = [⊗1; 1] obtendo
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¶𝑞*
𝑡 ♢, que é uma primeira solução nodal obtida pela avaliação das coordenadas nodais.

A notação, .*, mostra que este vetor não sofreu correções nodais devido às rotações. As

correções serão mostradas logo a seguir. Este cálculo é mostrado a seguir.

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

[𝑃 (⊗1, ⊗1)]

[𝑃 (1, ⊗1)]

[𝑃 (1, 1)]

[𝑃 (1, 1)]

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

¶𝑎𝑡♢ =
[︁

𝑃 (𝑒)(Ý, Ö)
]︁

[28×28]
¶𝑎𝑡♢[28×1] (4.25)

Agora é possível determinar os valores das constantes dos polinômios invertendo a

matriz
[︁

𝑃 (𝑒)(Ý, Ö)
]︁

,

¶𝑎𝑡♢ =
[︁

𝑃 (𝑒)(Ý, Ö)
]︁⊗1

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) (4.26)

Substituindo a Eq.(4.26) na Eq.(4.24), tem-se que os deslocamentos podem ser descri-

tos em termos das funções de forma, [𝑁 ]:

𝑢1(Ý, Ö) = [𝑃𝑢1 ]
[︁

𝑃 (𝑒)(Ý, Ö)
]︁⊗1

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) = [𝑁𝑢1 ] ¶𝑞*

𝑡 ♢(𝑒) (4.27a)

𝑣1(Ý, Ö) = [𝑃𝑣1 ]
[︁

𝑃 (𝑒)(Ý, Ö)
]︁⊗1

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) = [𝑁𝑣1 ] ¶𝑞*

𝑡 ♢(𝑒) (4.27b)

𝑤(Ý, Ö) = [𝑃𝑤]
[︁

𝑃 (𝑒)(Ý, Ö)
]︁⊗1

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) = [𝑁𝑤] ¶𝑞*

𝑡 ♢(𝑒) (4.27c)

𝜃Ý(Ý, Ö) =
[︁

𝑃𝜃ξ

]︁ [︁

𝑃 (𝑒)(Ý, Ö)
]︁⊗1

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) =

[︁

𝑁𝜃ξ

]︁

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) (4.27d)

𝜃Ö(Ý, Ö) =
[︁

𝑃𝜃η

]︁ [︁

𝑃 (𝑒)(Ý, Ö)
]︁⊗1

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) =

[︁

𝑁𝜃η

]︁

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) (4.27e)

𝑢3(Ý, Ö) = [𝑃𝑢3 ]
[︁

𝑃 (𝑒)(Ý, Ö)
]︁⊗1

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) = [𝑁𝑢3 ] ¶𝑞*

𝑡 ♢(𝑒) (4.27f)

𝑣3(Ý, Ö) = [𝑃𝑣3 ]
[︁

𝑃 (𝑒)(Ý, Ö)
]︁⊗1

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) = [𝑁𝑣3 ] ¶𝑞*

𝑡 ♢(𝑒) (4.27g)

Apesar das funções de forma terem sido determinadas, ainda há inconsistências no

que se refere ao uso das coordenadas locais, pois o vetor de incógnitas nodais elementar

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) está descrito em coordenadas locais. Para isso é necessário fazer as correções das

rotações nodais por meio de uma matriz de transformação linear [𝑇 ], onde:

¶𝑞*
𝑡 ♢(𝑒) = [𝑇 ] ¶𝑞𝑡♢

(𝑒) (4.28)

onde a matriz, [𝑇 ] é composta dos seguintes termos:

[𝑇 ] =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

[𝑀𝑝] 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠

[𝑀𝑝]

[𝑀𝑝]

𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠 [𝑀𝑝]

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(4.29a)

[𝑀𝑝] =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

[𝐼3×3] 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠

[𝐽 ]

𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠 [𝐼2×2]

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(4.29b)
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A matriz [𝐽 ] é o Jacobiano, obtido ao aplicar a regra da cadeia para derivar o campo

de deslocamento, ¶𝑈𝑡(Ý, Ö)♢, em relação às coordenadas locais, como mostrado abaixo:
∏︁

⨄︁

⎩

𝜕¶𝑈♢t

𝜕Ý
𝜕¶𝑈♢t

𝜕Ö

⎫

⋀︁

⋂︁

=

⋃︀

⨄︀

𝜕𝑥
𝜕Ý

𝜕𝑦
𝜕Ý

𝜕𝑥
𝜕Ö

𝜕𝑦
𝜕Ö

⋂︀

⋀︀

∏︁

⨄︁

⎩

𝜕¶𝑈♢t

𝜕𝑥
𝜕¶𝑈♢t

𝜕𝑦

⎫

⋀︁

⋂︁

=

⋃︀

⨄︀

𝑎
2

0

0 𝑏
2

⋂︀

⋀︀

∏︁

⨄︁

⎩

𝜕¶𝑈♢t

𝜕𝑥
𝜕¶𝑈♢t

𝜕𝑦

⎫

⋀︁

⋂︁

(4.30)

onde 𝑥 e 𝑦 são descritas em função das coordenadas locais através das seguintes funções

de interpolação, ou de mapeamento:

𝑥 = 𝑥𝑐 + 𝑎
Ý

2
, 𝑥𝑐 =

𝑥1 + 𝑥2

2
, 𝑎 = 𝑥2 ⊗ 𝑥1; (4.31a)

𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑏
Ö

2
, 𝑦𝑐 =

𝑦1 + 𝑦2

2
, 𝑏 = 𝑦2 ⊗ 𝑦1. (4.31b)

e 𝑎 e 𝑏 são os comprimentos do elemento nas direções 𝑥 e 𝑦, respectivamente.

Mais detalhes sobre como obter as funções de mapeamento são encontradas no Apên-

dice A.4. Portanto, substituindo a Eq.(4.28) na Eq.(4.27), as funções de forma em coor-

denadas locais corrigidas das rotações, são obtidas como segue:

¶𝑈𝑖,𝑡(𝑥, 𝑦)♢ = [𝑁𝑖(Ý, Ö)] [𝑇 ] ¶𝑞𝑡♢
(𝑒) (4.32)

Substituindo os deslocamentos descritos em função das funções de interpolação, nos

potenciais de energia, as matrizes elementares de massa e rigidez do problema são deter-

minadas.

4.2.2 Obtenção das matrizes de massa e rigidez no domínio do tempo

A partir dos cálculos dos potenciais de energia cinética, ver Eq.(4.10c), e energia de

deformação, ver Eq.(4.19), os mesmos são introduzidos na Equação de Lagrange para

obtenção da equação do movimento:

𝑑

𝑑𝑡

(︃

𝑑𝑇 (2)

𝑑¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

⎜

+
𝑑Π(2)

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

= 0 (4.33)

Desenvolvendo o termo que contém a energia cinética, obtém-se:

𝑑

𝑑𝑡

(︃

𝑑𝑇 (2)

𝑑 ˙¶𝑞♢𝑡

⎜

=
𝑑

𝑑𝑡

⎟

𝑑

𝑑 ˙¶𝑞♢𝑡

(︂1
2

ℎ2𝜌2

∫︁

𝐴

(︁

𝑢̇(2) + 𝑣̇(2) + 𝑤̇(2)
)︁2

𝑑𝐴
)︂

⟨

=
[︁

𝑀 (𝑒)
]︁(2) ¨¶𝑞♢𝑡 (4.34)

Após as duas derivações, as componentes de massa de translação (T), rotação (R) são

determinadas a nível elementar. Substituindo as funções de forma descritas nas Eqs.(4.32)

na Eq.(4.34), e considerar os processos de derivação por meio da regra da cadeia, as

seguintes matrizes são obtidas:

[︁

𝑀 (𝑒)
]︁(2)

= 𝜌2ℎ2

∫︁

𝐴
[𝑀𝑇 ] 𝑑𝑒𝑡([𝐽 ])𝑑Ý𝑑Ö + 𝜌2

ℎ2

12

∫︁

𝐴
[𝑀𝑅] 𝑑𝑒𝑡([𝐽 ])𝑑Ý𝑑Ö + ...

... + 𝜌2ℎ2

∫︁

𝐴
[𝑁𝑤]𝑇 [𝑁𝑤] 𝑑𝑒𝑡([𝐽 ])𝑑Ý𝑑Ö

(4.35)



47

onde [𝑀𝑇 ] e [𝑀𝑅] são descritas como segue:

[𝑀𝑇 ] =
[︁

𝑁𝑇
𝑢

]︁𝑇 [︁

𝑁𝑇
𝑢

]︁

+
[︁

𝑁𝑇
𝑣

]︁𝑇 [︁

𝑁𝑇
𝑣

]︁

, 𝑜𝑛𝑑𝑒 : (4.36a)
[︁

𝑁𝑇
𝑢

]︁

=
1
2

([𝑁𝑢1 ] + [𝑁𝑢3 ]) +
𝑑1

4
𝜕 [𝑁𝑤]

𝜕Ý

𝜕Ý

𝜕𝑥
(4.36b)

[︁

𝑁𝑇
𝑣

]︁

=
1
2

([𝑁𝑣1 ] + [𝑁𝑣3 ]) +
𝑑1

4
𝜕 [𝑁𝑤]

𝜕Ö

𝜕Ö

𝜕𝑦
(4.36c)

[𝑀𝑅] =
[︁

𝑁𝑅
𝑢

]︁𝑇 [︁

𝑁𝑅
𝑢

]︁

+
[︁

𝑁𝑅
𝑣

]︁𝑇 [︁

𝑁𝑅
𝑣

]︁

, 𝑜𝑛𝑑𝑒 : (4.37a)
[︁

𝑁𝑅
𝑢

]︁

=
1
ℎ2

([𝑁𝑢3 ] ⊗ [𝑁𝑢1 ]) +
𝑑2

2ℎ2

𝜕 [𝑁𝑤]
𝜕Ý

𝜕Ý

𝜕𝑥
(4.37b)

[︁

𝑁𝑅
𝑣

]︁

=
1
ℎ2

([𝑁𝑣3 ] ⊗ [𝑁𝑣1 ]) +
𝑑2

2ℎ2

𝜕 [𝑁𝑤]
𝜕Ö

𝜕Ö

𝜕𝑦
(4.37c)

Nota-se que as componentes de rotação que originarão Ćexão e torção são descritas

pelos termos que contém as derivadas da função de forma relativa ao deslocamento 𝑤.

Além disso, tem-se que 𝜕Ý
𝜕𝑥

= 2
𝑎

e 𝜕Ö
𝜕𝑦

= 2
𝑏
.

Em seguida, as funções de forma são substituídas nos potenciais de energia de de-

formação descritos pelas Eqs.(4.21) e derivados em relação a ¶𝑞𝑡♢
(𝑒), para obtenção das

matrizes de rigidez viscoelástica e Şrigidezes modiĄcadasŤ, as quais originarão os esforços

internos dissipativos do material viscoelástico. Desta maneira, as componentes dos po-

tenciais de energia são separadas nas parcelas de rigidez e rigidez modiĄcada, no intuito

de facilitar a compreensão:

𝑑Π(2)

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

=
𝑑Π(2)

𝑚*,𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

+
𝑑Π(2)

𝑓*,𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

+
𝑑Π(2)

𝑐*,𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)
𝑡

+ ...

... +
𝑑Π(2)

𝑚**,𝑡⊗𝑗∆𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

+
𝑑Π(2)

𝑓**,𝑡⊗𝑗∆𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

+
𝑑Π(2)

𝑐**,𝑡⊗𝑗∆𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

(4.38)

Conclui-se que os índices (*) e (**) fazem referência às componentes de rigidez viscoe-

lástica e rigidez viscoelástica modiĄcada, respectivamente, sendo que este último resultará

nos esforços dissipativos do material que comporão o lado direito da equação do movi-

mento.

Serão desenvolvidos primeiramente os termos que originarão a rigidez viscoelástica, a
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começar pela componente de membrana (m):

𝑑Π(2)
𝑚*,𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

= ℎ2

∫︁

𝐴
[𝐵𝑚]𝑇

[︁

𝐶
]︁

[𝐵𝑚] 𝑑𝑒𝑡([𝐽 ])𝑑Ý𝑑Ö ¶𝑞𝑡♢
(𝑒) =

[︁

𝐾(*,𝑒)
𝑚

]︁(2)
¶𝑞𝑡♢

(𝑒) , (4.39a)

[𝐵𝑚] =
[︁

𝐵0
𝑚

]︁

+ 𝑑1

[︁

𝐵1
𝑚

]︁

(4.39b)

[︁

𝐵0
𝑚

]︁

=
1
2

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝜕
𝜕Ý

([𝑁𝑢1 ] + [𝑁𝑢3 ]) 𝜕Ý
𝜕𝑥

𝜕
𝜕Ö

([𝑁𝑣1 ] + [𝑁𝑣3 ]) 𝜕Ö
𝜕𝑦

𝜕
𝜕Ö

([𝑁𝑢1 ] + [𝑁𝑢3 ]) 𝜕Ö
𝜕𝑦

+ 𝜕
𝜕Ý

([𝑁𝑣1 ] + [𝑁𝑣3 ]) 𝜕Ý
𝜕𝑥

[01×12]

[01×12]

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(4.39c)

[︁

𝐵1
𝑚

]︁

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

1
4

𝜕2[𝑁w]
𝜕Ý2

𝜕2Ý
𝜕𝑥2

1
4

𝜕2[𝑁w]
𝜕Ö2

𝜕2Ö
𝜕𝑦2

1
2

𝜕2[𝑁w]
𝜕Ý𝜕Ö

𝜕Ý
𝜕𝑥

𝜕Ö
𝜕𝑦

[01×28]

[01×28]

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(4.39d)

Ćexão:

𝑑Π(2)
𝑓*,𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

=
ℎ2

12

∫︁

𝐴
[𝐵𝑓 ]𝑇

[︁

𝐶
]︁

[𝐵𝑓 ] 𝑑𝑒𝑡([𝐽 ])𝑑Ý𝑑Ö ¶𝑞𝑡♢
(𝑒) =

[︁

𝐾
(*,𝑒)
𝑓

]︁(2)
¶𝑞𝑡♢

(𝑒) , (4.40a)

[𝐵𝑓 ] =
[︁

𝐵0
𝑓

]︁

+ 𝑑2

[︁

𝐵1
𝑓

]︁

(4.40b)

[︁

𝐵0
𝑓

]︁

=
1
2

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝜕
𝜕Ý

([𝑁𝑢3 ] ⊗ [𝑁𝑢1 ]) 𝜕Ý
𝜕𝑥

𝜕
𝜕Ö

([𝑁𝑣3 ] ⊗ [𝑁𝑣1 ]) 𝜕Ö
𝜕𝑦

𝜕
𝜕Ö

([𝑁𝑢3 ] ⊗ [𝑁𝑢1 ]) 𝜕Ö
𝜕𝑦

+ 𝜕
𝜕Ý

([𝑁𝑣3 ] ⊗ [𝑁𝑣1 ]) 𝜕Ý
𝜕𝑥

[01×12]

[01×12]

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(4.40c)

[︁

𝐵1
𝑓

]︁

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

1
2

𝜕2[𝑁w]
𝜕Ý2

𝜕2Ý
𝜕𝑥2

1
2

𝜕2[𝑁w]
𝜕Ö2

𝜕2Ö
𝜕𝑦2

𝜕2[𝑁w]
𝜕Ý𝜕Ö

𝜕Ý
𝜕𝑥

𝜕Ö
𝜕𝑦

[01×28]

[01×28]

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(4.40d)
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e cisalhamento:

𝑑Π(2)
𝑐*,𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

=
1
ℎ2

∫︁

𝐴
[𝐵𝑐]

𝑇
[︁

𝐶
]︁

[𝐵𝑐] 𝑑𝑒𝑡([𝐽 ])𝑑Ý𝑑Ö ¶𝑞𝑡♢
(𝑒) =

[︁

𝐾(*,𝑒)
𝑐

]︁(2)
¶𝑞𝑡♢

(𝑒) , 64 (4.41a)

[𝐵𝑐] =
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𝐵0
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]︁
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(4.41d)

Finalmente, as componentes do potencial de energia referente ao campo de desloca-

mento não local são desenvolvidos,a iniciar pelo termo de membrana:

𝑑Π(2)
𝑚**,𝑡⊗𝑗∆𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

= ℎ2

∫︁

𝐴
[𝐵𝑚]𝑇

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[Ñ𝑗+1] [𝐵𝑚] 𝑑𝑒𝑡([𝐽 ])𝑑Ý𝑑Ö ¶𝑞𝑡⊗𝑗∆𝑡♢
(𝑒) = ...

... = ℎ2

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[︁

𝐾(**,𝑒)
𝑚

]︁(2)

(𝑗)
¶𝑞𝑡⊗𝑗∆𝑡♢

(𝑒)

(4.42)

em seguida, Ćexão:

𝑑Π(2)
𝑓**,𝑡⊗𝑗∆𝑡

𝑑 ¶𝑞𝑡♢
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12
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(4.43)

e Ąnalmente, cisalhamento:

𝑑Π(2)
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𝑐

]︁(2)
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(𝑒)

(4.44)

onde o termo de recorrência, [Ñ𝑗+1], é deĄnido pela Eq.(3.37), pois trata-se de um estado

plano de tensão.
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onde 𝑞 = 1
2
𝜌∞𝑈2

∞ é a pressão dinâmica que atua sobre o painel, 𝜌∞ é a densidade do ar

em algum ponto distante do painel, Ñ =
√︁

𝑀2
∞ ⊗ 1 e Õ = 𝑀2

∞
⊗2

𝑀2
∞

⊗1
1

𝑈∞

, sendo 𝑀∞ o número

de Mach.

Na Eq.(4.47), a derivada espacial irá resultar no termo de rigidez aerodinâmica que

será somado à rigidez do painel, e a derivada temporal resultará na matriz de amorteci-

mento aerodinâmico. Para obter essas matrizes, o trabalho virtual devido ao campo de

pressão sobre a placa, tal qual descrito por (DOWELL, 1975), é inserido nas Equações de

Lagrange, como mostrado abaixo:

𝜕Ó𝑊𝑎𝑒𝑟𝑜

𝜕Ó ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

= ⊗
𝜕

𝜕Ó ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

(︃

∫︁

𝐴

2𝑞

Ñ

(︃

𝜕𝑤

𝜕𝑥
Ó𝑤 + Õ

𝜕𝑤

𝜕𝑡
Ó𝑤

⎜

𝑑𝐴

⎜

(4.48)

Após substituição das respectivas funções de forma solução das derivadas, a seguinte

equação matricial é obtida:

𝜕𝑊𝑎𝑒𝑟𝑜

𝜕Ó ¶𝑞𝑡♢
(𝑒)

= ⊗
∫︁

𝐴
Ú

𝜕 [𝑁𝑤]𝑇

𝜕Ý

𝜕Ý

𝜕𝑥
[𝑁𝑤] 𝑑𝐴 ¶𝑞𝑡♢

(𝑒) ⊗ ˙¶𝑞𝑡♢
(𝑒)T

∫︁

𝐴
Ò

𝜕 [𝑁𝑤]𝑇

𝜕𝑡
[𝑁𝑤] 𝑑𝐴 = ...

... = Ú [𝐾𝑎𝑒𝑟𝑜]
(𝑒) ¶𝑞𝑡♢

(𝑒) ⊗ ˙¶𝑞𝑡♢
(𝑒)T

Ò [𝐶𝑎𝑒𝑟𝑜]
(𝑒)

(4.49)

onde Ú = 2𝑞
Ñ

e Ò = ÚÕ.

Em seguida, as matrizes aerodinâmicas globais são montadas e introduzidas na equação

global do movimento, Eq.(4.45), resultando na seguinte equação cuja solução é determi-

nada no domínio do tempo:

[𝑀 ](𝑔) ¨¶𝑄♢𝑡 + [𝐶𝑎𝑒𝑟𝑜]
(𝑔) ˙¶𝑄♢𝑡 +

(︁

[𝐾](𝑔) + Ú [𝐾𝑎𝑒𝑟𝑜]
(𝑔)
)︁

¶𝑄♢𝑡 = ¶𝐹♢𝑡⊗𝑗∆𝑡 (4.50)

Substituindo as matrizes globais aerodinâmicas no problema do Módulo Complexo

para solução do mesmo no domínio da frequência, a seguinte equação global do movimento

é obtida:

[𝑀 ](𝑔) ¨¶𝑄♢𝑡 + [𝐶𝑎𝑒𝑟𝑜]
(𝑔) ˙¶𝑄♢𝑡 + ...

... +
(︁

[𝐾𝑒𝑙]
(𝑔) + 𝐺(æ, 𝑇 ) [𝐾𝑣](𝑔) + Ú [𝐾𝑎𝑒𝑟𝑜]

(𝑔)
)︁

¶𝑄♢𝑡 = ¶0♢
(4.51)

As Eqs.(4.50) e (4.51) são os dois principais objetos de estudo deste trabalho. Uma

faz uso de uma abordagem extremamente eĄciente para representar o comportamento

dinâmico de materiais viscoelásticos que é o Módulo Complexo, que no entanto, não leva

em conta a causalidade do material, já a outra sim. Desta maneira, os dois modelos serão

comparados e uma discussão é feita ao Ąnal deste capítulo. Além disso, dois métodos de

redução são propostos e serão desenvolvidos na próxima seção.

4.4 Métodos de Redução de Modelo para Problemas não-autoadjuntos

Nesta seção uma breve discussão sobre o método de redução de modelos para problemas

de autovalor polinomial complexo não-adjunto é feita. Um completo desenvolvimento
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sobre a abordagem não será mostrada aqui, uma vez que um artigo foi publicado sobre

o assunto, logo caso seja necessário, o leitor pode consultar a referência (FILHO et al.,

2017).

4.4.1 Redução de modelo no domínio da frequência

O método de redução no domínio da frequência surgiu da necessidade de resolver

o problema aeroviscoelástico de painéis devido à complexidade dos cálculos envolvidos

somada à grande quantidade de graus de liberdade do problema de elementos Ąnitos,

fazendo com que algumas análises sejam inviáveis.

Rouleau (ROULEAU; DEU; LEGAY, 2017) propôs um trabalho onde vários méto-

dos foram exaustivamente comparados. Todos eles foram implementados para resolver

o problema da aeroviscoelásticidade de painéis e ao longo deste processo, foi percebido

que bases convencionais não eram capazes de representar corretamente a dinâmica do

problema. Isto acontece porque, primeiramente, os métodos convencionais geram bases

que contém somente autovetores obtidos de um problema conservativo associado de um

problema não-conservativo. Isso signiĄca, por exemplo, que estes autovetores são obtidos

do modelo do módulo complexo a uma frequência constante e igual a zero. Consequente-

mente, um problema que tem sua dinâmica modiĄcada por um parâmetro externo, como a

velocidade do escoamento, não será bem representado em sua forma reduzida, caso bases

deste tipo sejam usadas.

Portanto, é necessário pensar em uma forma de contemplar a sensibilidade do sistema

frente uma variação de um parâmetro externo que altere sua dinâmica. Há também uma

explicação algébrica que é relacionada a problemas que envolvem acoplamento Ćuido-

estrutura, problemas de dinâmica de rotores e multi-físicos, como por exemplo quando

houver a presença de materiais piezoelétricos. Nestes problemas, as matrizes [𝑀 ], [𝐶] ou

[𝐾] podem não ser simétricas, como é o caso da matriz de rigidez em aeroelasticidade de

painéis. Como consequência, o problema de autovalor obtido é dito polinomial complexo

não-autoadjunto. O resultado disso são diferentes autovetores de esquerda e de direita,

que implicam numa abordagem diferente para determinação dos mesmos. Esta diferença

não é levada em conta pelos métodos convencionais, e portanto, não são bem adaptados

para o caso.

Desta maneira, uma forma de contornar o problema, porém sem entrar no mérito dos

autovetores de esquerda e de direita, é contemplar toda a dinâmica do sistema. A partir

disso, criar resíduos estáticos com base nos esforços aerodinâmicos e dinâmicos, os quais

são deĄnidos a partir do próprio deslocamento do painel, gerado pelo próprio carrega-

mento aerodinâmico. Isto implica numa base de redução criada de maneira iterativa, e

portanto, terá uma ordem maior do que as bases convencionais, mas que é capaz de resol-
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ver o problema com excelentes compromissos entre custo computacional e qualidade dos

resultados.

4.5 Resultados e Discussões

Nesta seção serão apresentados os resultados referentes aos modelos de placa sanduíche

desenvolvidos com a fórmula de recorrência, comparações deste com a abordagem de

Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001), bem como comparações com o Modelo do

Módulo Complexo. Todas estas análises serão realizadas sem a presença de carregamento

aerodinâmico e ao lugar deste, um impulso unitário será utilizado.

Em seguida, os modelos aeroviscoelásticos serão estudados comparando a recorrência

com Módulo Complexo e as diferenças na predição da velocidade crítica. Finalmente, os

modelos reduzidos são apresentados.

Para todas a análises que seguem, uma placa com as seguintes propriedades mecânicas

e geométricas será utilizada:

Tabela 4.1: Propriedades mecânicas da placa sanduíche

Camada Young [𝐺𝑃𝑎] Densidade
[︁

𝑘𝑔
𝑚3

]︁

Poisson Esp.[𝑚𝑚] 𝐿𝑥[𝑚] 𝐿𝑦[𝑚]

Base (1) 73 2780 0.34 2 0.39 0.33
Visco. (2) 𝐺 (æ, 𝑇 ) 1600 0.49 0.5 0.39 0.33
Rest. (3) 73 2780 0.34 0.5 0.39 0.33

Um esquema da discretização em elementos Ąnitos da placa quadri-apoiada é mostrado

na Fig.(4.6) com o ponto de aplicação da força e visualização do deslocamento sendo o nó

17.

4.5.1 Fórmula de recorrência vs modelo de Schmidt e Gaul

O principal objetivo desta comparação é mostrar que a Fórmula de Recorrência, pro-

posta neste trabalho, e a abordagem de Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001) são

matematicamente o mesmo problema e diferenças percebidas são devido ao processo nu-

mérico realizar muito mais cálculos que o outro, acumulando assim uma maior quantidade

de erros numéricos. Dessa grande diferença de cálculos realizados, erros numéricos surgi-

rão necessária mente.

A análise será feita para uma temperatura do material viscoelástico de 15◇𝐶, com um

passo de tempo, Δ𝑡 = 0.1 𝑚𝑠 e 𝑁𝑙 = 500. Os resultados são mostrados por meio das

respostas no domínio do tempo, na Fig.(4.7).
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Figura 4.6: Discretização da placa em elementos Ąnitos da placa sanduíche para uma
malha de 6 × 6 elementos.
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Figura 4.7: Comparação entre as abordagens de Schmidt e Gaül e a Fórmula de Recor-
rência.

Finalmente, a Fig.(4.8) compara os dois modelos no domínio da frequência. As curvas

foram obtidas pelo cálculo da FRF entre a resposta e o impulso unitário e as respostas

normalizadas pelo máximo de cada uma das FRFs.

A última e mais importante análise feita nesta etapa é a comparação entre os esforços

computacionais das duas abordagens. A Tabela 4.2 mostra como a abordagem de Schmidt

e Gaul é inviável, mesmo para análises simples como uma avaliação modal. Utilizá-la

para problemas de aeroelásticidade não era uma opção, tornando imperativo contornar o
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Figura 4.8: Diferenças entre as FRFs dos modelos de Schmidt e Gaül e a fórmula de
recorrência.

problema. A solução veio então com a criação da fórmula de recorrência que permitiu a

viabilidade de qualquer tipo de análise.

Tabela 4.2: Formulação clássica de Schmidt e Gaül vs Fórmula de Recorrência.

S&G Recorrência
Malha GDL Tempo de processamento Melhoria [%]

6x6 291 0h53min 53s 98.33
7x7 388 4h40min 68s 99.60
8x8 499 6h08min 84s 99.62
9x9 624 7h44min 99s 99.64

É importante remarcar que nenhum método de redução de modelos foi aplicado no

problema da fórmula de recorrência. Tamanha expressividade nos resultados se deve ao

fato de que a tensão da camada viscoelástica não é mais auto-dependente, fazendo com

que as integrais dos campos de tensão elemento a elemento e para cada passo de tempo

se esvaneçam do integrador numérico.

Como resultado, o uso do modelo fracionário pôde ser expandido para aplicações

como a avaliação das características aeroelásticas de estruturas tratadas com material

viscoelástico. Em seguida, modelo FDM com a fórmula de recorrência será confrontado

com o Módulo Complexo.

4.5.2 Fórmula de Recorrência vs Módulo Complexo

O intuito desta avaliação é mostrar como os dois modelos apresentam divergências

em relação ao comportamento dinâmico, devido provavelmente à causalidade. Assim,
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uma análise harmônica é feita comparando as duas FRFs sob as mesmas condições de

temperatura do material viscoelástico, 15◇𝐶, e condição de contorno.
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Figura 4.9: FRFs comparativas entre o modelo fracionário e o Módulo Complexo.

A normalização das amplitudes é feita pelo valor máximo das respectivas curvas. Nota-

se importantes diferenças nos valores das frequências naturais dos dois modelos, bem

como na quantidade de amortecimento. Isto pode estar ligado à causalidade do modelo

FDM, muito comentada por Bagley e Torvick e também pela forma como os dois modelos

abordam suas leis constitutivas.

Aplicação - Ćutter de painéis

Em seguida, o problema de aeroelasticidade de painéis aeronáuticos é avaliado. Para

o Módulo Complexo o diagrama V-g é traçado com base num método muito similar ao

método P-k (WRIGHT; COOPER, 2015), onde para uma dada velocidade de escoamento

as frequências naturais do sistema são determinadas de forma iterativa. Tem-se assim um

problema onde o sistema é dependente da velocidade do escoamento devido às matrizes

de rigidez e amortecimento aerodinâmico e também da temperatura e das frequências de

excitação. Apesar de tantas variáveis, a forma de se resolver não muda, e somente um

laço iterativo com base nas frequências naturais que se deseja determinar é utilizado.

A Fig.(4.10) mostra o ponto em que o amortecimento aerodinâmico, 𝑔 = ℜ(æn)
ℑ(æn)

, é igual

a zero, ponto que indica que o sistema assume um movimento conservativo, como será

visto no modelo FDM.
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Figura 4.10: FRFs comparativas entre o modelo fracionário e o Módulo Complexo.

O processo para determinar a velocidade crítica no domínio do tempo pode ser feito

de forma iterativa demandando também muito tempo para se obter um resultado. As

Figs.(4.11), (4.12) e (4.13) como o sistema passa de estável para aproximadamente não

amortecido e Ąnalmente instável.
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Figura 4.11: Resposta temporal do sistema em um ponto anterior ao Ćutter.
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Figura 4.12: Resposta temporal do sistema em um ponto próximo ao Ćutter.
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Figura 4.13: Resposta temporal do sistema em um ponto posterior ao Ćutter.

Dadas as diferenças apresentadas pelos modelos, poder-se-ia argumentar sobre as di-

ferença em hertz das duas primeiras frequências naturais apresentadas por cada um, ver

Fig.(4.9). Porém dado que a diferença apresentada pelo modelo FDM é maior, este de-

veria apresentar uma velocidade de Ćutter também maior, mas não é o caso. Entretanto,

há um outro argumento que poderia explicar a diferença nas velocidades críticas apresen-

tadas, que é a maior quantidade de amortecimento gerada pelo Módulo Complexo. Isso

contribuiria para aumentar a velocidade de Ćutter, porém não é possível quantiĄcar esta

informação. Neste conĆito, novamente não há como obter muita informação para discorrer
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sobre estas diferenças, nem alguma pista sobre a real inĆuência do amortecimento viscoe-

lástico no comportamento aeroviscoelástico do sistema. Experimentos seriam necessários

para se obter mais informações do comportamento dinâmico de sistemas aeroviscoelásti-

cos.

Além disso, não se pode aĄrmar com certeza que a velocidade de 3125 𝑘𝑚/ℎ predita

pela Fórmula de Recorrência é aquela cujo amortecimento vale exatamente zero. Para se

ter certeza deste valor, seria necessário avaliar o sistema para 𝑡 ⊃ ∞ e assim conĄrmar

que o mesmo nem converge, nem diverge e sim que se mantém puramente conservativo.

Entretanto, é plausível dizer que esta é aproximadamente a velocidade de Ćutter, ou ainda

que o sistema está num ponto muito próximo da ocorrência do fenômeno.

Outra remarca importante é que as amplitudes mostradas nas Ąguras não são verda-

deiras, uma vez que para velocidades tão próximas ao Ćutter, as amplitudes do sistemas

podem exceder o limiar da linearidade e do não linearidade. No capítulo sobre seção

típica não linear, será possível entender um pouco melhor como sistemas aeroelásticos se

comportam antes e depois do Ćutter em função do grau de não linearidade inserido no

sistema.





CAPÍTULO V

Modelagem de Vigas Sanduíche

Neste capítulo, será apresentada toda a modelagem de viga sanduíche e todas as

considerações feitas para que uma viga sanduíche seja criada com todos os graus de

liberdade necessários para que tanto o amortecimento viscoelástico devido ao cisalhamento

ao longo da espessura da camada seja calculado, quanto o grau de liberdade de torção.

Estas duas dinâmicas são primordiais para que seja possível criar a sandwich plate like

wing através da Teoria das Faixas (WRIGHT; COOPER, 2015).

Neste contexto, este capítulo mostrará em detalhes toda a formulação variacional para

o cálculo dos potenciais de energia cinética e de deformação para a viga sanduíche segundo

o modelo fracionário da Fórmula de Recorrência, com sua lei constitutiva adaptado para

o caso.

Em seguida, a aplicação do método dos Elementos Finitos é mostrada até a obtenção

das matrizes globais de massa e rigidez. Finalmente, uma comparação entre os modelos

fracionários da Fórmula de Recorrência e o modelo proposto por Galúcio (GALUCIO;

DEU; OHAYON, 2004) é mostrada.

5.1 Viga de Euler-Bernoulli

Para se modelar uma viga sanduíche, é necessário inicialmente desenvolver o modelo

de uma viga simples puramente elástica. Neste trabalho será utilizada a Teoria de Vigas

de Euler-Bernoulli (REDDY; MAHAFEY, 2013), tanto para a viga simples quanto para

a viga sanduíche. Desta maneira, serão apresentadas primeiramente as suposições feitas

para a viga simples, que permitirão deĄnir o que será a viga sanduíche.

Portanto, considera-se uma viga engastada-livre cujo referencial inercial se encontra na

sob a linha neutra, na metade da largura, sob a linha neutra e em sua extremidade engas-







65

puramente elástica, as rijezas de Ćexão e torção são determinadas como descrito abaixo:

𝑈𝑦𝑦 = 𝑈𝑎 + 𝑈𝑓 =
1
2

𝐸
∫︁

𝑉

(︃

𝜕𝑣 (𝑦, 𝑡)
𝜕𝑦

⎜2

𝑑𝑉 +
1
2

𝐸
∫︁

𝑉
𝑧2

(︃

𝜕2𝑤 (𝑦, 𝑡)
𝜕𝑦2

⎜2

𝑑𝑉 (5.3a)

𝑈𝜃y
= 𝑈𝑝 + 𝑈𝑡 =

1
2

4𝐺
∫︁

𝑉

⎟

𝑧2

4

(︃

𝜕𝜃𝑦 (𝑦, 𝑡)
𝜕𝑦

⎜

+
𝑥2

4

(︃

𝜕𝜃𝑦 (𝑦, 𝑡)
𝜕𝑦

⎜⟨

𝑑𝑉 (5.3b)

Ao integrar a Eq.(5.3b) nas direções 𝑥 e 𝑧, tem-se como resultado o momento polar de

inércia, 𝐽 = 𝐼𝑥+𝐼𝑧. Neste ponto, faz-se a substituição do momento polar pela constante de

inércia. Esta aproximação é aplicada tanto para as camadas elásticas, quanto viscoelástica

da viga sanduíche.

5.1.2 Validação Numérica

Feitas estas considerações sobre a viga puramente elástica, o desenvolvimento mate-

mático deste modelo não será exibido por ser amplamente conhecido. Entretanto, al-

guns resultados comparativos são mostrados no intuito de validá-lo. Assim, foi utilizada

uma viga de alumínio T2023, cujas propriedades mecânicas se encontram na Tabela 5.1.

Observa-se que as características geométricas das outras camadas da viga podem também

ser consultadas nesta tabela. As dimensões da viga são deĄnidas com base no experimento

que será realizado utilizando o túnel de vento do ITA. Assim tem-se que o comprimento

e largura da estrutura são, respectivamente, 𝐿𝑦 = 0, 35𝑚, 𝐿𝑥 = 0, 04𝑚 e a espessura é

mostrada na tabela, uma vez que cada camada apresenta um valor diferente. Para estas

análises, 70 elementos Ąnitos foram utilizados.

Tabela 5.1: Propriedades mecânicas da viga sanduíche

Camada
Módulos [𝐺𝑃𝑎] Densidade

[︁

𝑘𝑔
𝑚3

]︁

Poisson Esp. [mm]

Base (1) 73.1 2780 0.34 0.8128

Viscoelástica (2) 𝐸 (𝑇 ) 950 0.49 0.5

Restringente (3) 73.1 2780 0.34 0.3

Foram criados dois modelos no software ANSYS R÷ nos ambientes APDL e Workbench.

Para o ambiente APDL, o elemento de viga Beam188 foi utilizado e conĄgurado sem

restrições quanto ao empenamento, Şwarping unrestrainedŤ. A seção transversal é imposta

rígida, Şcross section scaleŤ e a análise foi puramente linear. Foram considerados os

cisalhamentos transversal e devido à torção. Além disso, foi considerado também um

modelo analítico, cuja função para determinação das frequências circulares naturais é
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descrita abaixo (OUISSE; SADOULET-REBOUL, 2011):

æ𝑛 =

√︃

𝐸𝐼𝑥

𝜌𝐴

(︃

𝑛Þ

𝐿𝑦

⎜2

=

√︃

𝐸𝐼𝑥

𝜌𝐴
𝐾2

𝑛 (5.4)

onde 𝐾𝑛 é um parâmetro adimensional e seus valores são mostrado na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Tabela recapitulativa para os valores modais de uma viga em balanço sob
Ćexão pura.

Modo 𝐾𝑛𝐿𝑦

1◇ modo 1.875

2◇ modo 4.694

... ...

𝑛𝑒𝑠𝑖𝑚𝑜 modo
≡

(2𝑛 ⊗ 1) Þ/2

Assim, as frequências naturais dos quatro modelos são comparadas na Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Análise harmônica - Valores das frequências naturais em [𝐻𝑧]

ANSYS
APDL 70 ele.

ANSYS
Workbench

Matlab 70
ele.

Sol. Analítica

1◇ modo 5.4963 5.5167 5.4962 5.4956

2◇ modo 34.459 34.556 34.444 34.443

3◇ modo 90.851 92.916 90.91 n/a

4◇ modo 96.564 96.855 96.445 96.426

5◇ modo 189.47 190.22 188.99 188.99

6◇ modo 267.68 264.95 n/a n/a

7◇ modo 272.6 280.78 272.78 n/a

Nota-se uma excelente correlação entre os resultados obtidos com os modelos em

ANSYS R÷, Matlab e analítico. O modelo criado em ambiente Workbench apresenta dis-

crepâncias em alguns valores devido à restrição do empenamento. Outro ponto importante

de se destacar é o sexto modo de vibrar, que não é visto pelo modelo em Matlab por se

tratar de um modo de Ćexão no plano 𝑥𝑦, também conhecido como Şin-plane modeŤ. Já

o modelo analítico não possui a capacidade de visualizar o Şin-plane modeŤ e os modos

de torção, por se tratar de uma solução para uma viga sob Ćexão pura. Para conĄrmar

que os modos não visualizados pelos modelos em Matlab e analítico são realmente os

mencionados, as formas modais relativas a cada frequência são mostradas na Fig.(5.3).
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(a) 1◇ modo - Ćexão. (b) 2◇ modo - Ćexão.

(c) 3◇ modo - torção. (d) 4◇ modo - Ćexão.

(e) 5◇ modo - Ćexão. (f) 6◇ modo - Şin-planeŤ.

(g) 7◇ modo - torsão.

Figura 5.3: Formas modais associadas obtidas no ANSYS WorkBench.

Em seguida, uma avaliação no domínio do tempo é realizada. Este processo é muito

importante, pois o estudo aeroelástico será realizado neste domínio. Logo, esta análise

será realizada utilizando o método numérico de Newmark para integração da equação do

movimento e uma função seno como fonte externa de excitação do tipo, 𝐹 (𝑡) = 10𝑠𝑒𝑛 (æ𝑡),

onde æ é equivalente a uma frequência de 30𝐻𝑧. Os parâmetros utilizados no método

de Newmark foram obtidos da referência (BATHE, 2006) e utilizado um passo de tempo

constante de 0.1𝑚𝑠. Um modelo contendo 35 elementos foi utilizado e o esforço externo

aplicado no nó 5 da viga e visualizado no nó 36 (extremidade). A Fig.(5.4) mostra o

aspecto harmônico do esforço externo.

O ANSYS APDL foi conĄgurado exatamente como realizado no matlab e o resultado

é mostrado na Fig.(5.5).

As curvas mostram uma excelente correlação, constatando que o modelo em elementos

Ąnitos desenvolvido é capaz de representar corretamente a dinâmica da estrutura. Diante

disso, a próxima etapa será desenvolver a viga sanduíche para aplicação da Teoria das

Faixas.
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Figura 5.4: Esforço harmônico senoidal.

Tempo [s]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

A
m

p
li
tu

d
e
 d

e
 m

o
v
im

e
n

to
 [

m
]

×10
-4

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Matlab

ANSYS

Figura 5.5: Comparação das respostas transientes obtidas em Matlab e ANSYS APDL.

5.1.3 Viga com lastro

Uma breve avaliação sobre os efeitos de um lastro posicionado na extremidade da plate

like wing é feita nesta parte do trabalho. Uma remarca é feita, pois a partir deste ponto

a viga de Euler-Bernoulli será tratada como plate like wing.

O lastro é uma massa posicionada de tal maneira que seu centro de gravidade esteja

localizado a uma certa distância do eixo elástico da asa. O efeito desta prática é fazer com

que a 2◇ e 3◇ frequências naturais da viga se aproximem. Como resultado, a velocidade

crítica do sistema reduz consideravelmente, possibilitando realizar a análise aeroelástica

no túnel de vento disponível. A Fig.(5.6) mostra como é essa massa e como ela é Ąxada

à asa.
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onde 𝑔𝑑𝑙
(𝑛)
𝑖 faz referência ao grau de liberdade do respectivo nó (𝑛) em que se deseja

adicionar as propriedades de inércia do lastro. Neste caso, o lastro é adicionado no nó da

extremidade.

Nestas condições, tem-se que as quatro primeiras frequências naturais da plate like

wing são: 2, 34𝐻𝑧, 25.03𝐻𝑧 e 27.41𝐻𝑧. Comparando estes valores de frequência natural

com aqueles da estrutura sem lastro, 5.49𝐻𝑧, 34.44𝐻𝑧, e 90.91𝐻𝑧, é possível ver o efeito

do lastro e como ele não só reduz os valores das frequências mas também aproxima de

forma importante a segunda e terceira frequências naturais. Isto é primordial para o

sistema aeroelástico, pois permite que o sistema entre em Ćutter dentro dos limites do

túnel. As FRFs destes dois sistemas são mostradas na Fig.(5.7).
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Figura 5.7: FRFs da plate likee wing com e sem lastro.

Serão avaliadas no túnel de vento três posicionamentos diferentes do lastro em relação

ao eixo elástico da plate like wing. A Tabela 5.4 mostra os valores das três primeiras

frequências naturais para estas modiĄcações no lastro.

Tabela 5.4: Variação das frequências naturais da plate like wing em função da posição do
lastro.

Posição do lastro
[mm]

𝐹1 [𝐻𝑧] 𝐹2 [𝐻𝑧] 𝐹3 [𝐻𝑧]

⊗5𝑚𝑚 2,34 24,95 26,90

⊗10𝑚𝑚 2,34 24,27 27,48

⊗15𝑚𝑚 2,34 23,52 28,10

As coordenadas do centro de gravidade do lastro são negativas, pois de acordo com o
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sistema de coordenadas adotado (isto será explicado com mais detalhes no capítulo 7), o

mesmo é deslocado para trás do eixo elástico da plate like wing.

Portanto, de acordo com os valores de frequência natural apresentados na Tabela 5.4,

nota-se como a segunda e terceira frequência se separam. Isso terá um efeito direto na

velocidade crítica, onde o sistema com o posicionamento de ⊗15𝑚𝑚 deverá apresentar

instabilidade em velocidades superiores.

5.2 Viga Sanduíche de Euler-Bernoulli

Para modelar uma viga sanduíche, o conceito de camada equivalente única (FARIA,

2010) juntamente com a Toeria Zigue-zague, ou Teoria Layerwise de primeira ordem é

utilizado, justamente por serem abordagens amplamente utilizadas. A grande maioria

das referências citadas neste trabalho (FARIA, 2010; GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004;

de Lima, 2007; TRINDADE; BENJEDOU; OHAYON, 2001), fazem uso da Teoria Zigue-

zague.

O modelo de viga sanduíche possui algumas particularidades importantes. Talvez

a mais importante é assumir um estado uniaxial de tensão, pois é esta suposição que

permitirá deĄnir a lei constitutiva do material viscoelástico a partir da lei constitutivas

mais gerais apresentadas no Capítulo 3. Além disso, será assumido que o deslocamento

na direção, 𝑧, e as duas rotações, 𝜃𝑥 e 𝜃𝑦, são as mesmas para as três camadas, muito

similar ao realizado no modelo placa sanduíche. Entretanto, o deslocamento ao longo do

comprimento principal é diferente para as três camadas, signiĄcando que um polinômio

interpolador linear deve ser atribuído para este grau de liberdade. Essa é uma parte

crucial para o modelo de viga sanduíche, pois é este movimento que gerará o cisalhamento

transversal ao longo da camada viscoelástica. Neste contexto, tem-se que o deslocamento,

𝑣(2)(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), da camada viscoelástica é determinado por uma relação cinemática deĄnida

pelas camadas externas (1) e (3), tal qual mostrado na Fig.(5.8).

Assim, os deslocamentos, 𝑣(𝑘)(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), podem ser descritos de acordo com Teoria

Zigue-Zague de primeira ordem (TRINDADE; BENJEDOU; OHAYON, 2001) pela se-

guinte expressão:

𝑣(𝑘) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣
(𝑘)
0 (𝑦, 𝑡) ⊗

(︁

𝑧 ⊗ 𝑧(𝑘)
)︁ 𝜕𝑤(𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
(5.8)

onde, 𝑘 = 1, 2 𝑒 3, são os índices relativos às camadas base, viscoelástica e restringente,

respectivamente. Os parâmetros, 𝑧1 = ⊗(ℎ1+ℎ2)
2

e 𝑧3 = (ℎ2+ℎ3)
2

marcam a linha neutra

das camadas (1) e (3) em relação a referência. Avaliando a Eq.(5.8) para 𝑘 = 1, 3, os

parâmetros 𝑧1 e 𝑧3 são substituídos e os desenvolvimentos dos cálculos das velocidades e

deformação levarão aos potenciais de energia cinética e de deformação elástica utilizados

no cálculo das matrizes de massa e rigidez das camadas (1) e (3). Este desenvolvimento
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Agora é possível determinar o alongamento, 𝑣
(2)
0 (𝑦, 𝑡), da camada viscoelástica, em

termos dos deslocamentos das camadas base (1) e restringente (3):

𝑣
(2)
0 (𝑦, 𝑡) =

𝑣1 (𝑦, 𝑡) + 𝑣3 (𝑦, 𝑡)
2

+
ℎ3 ⊗ ℎ1

4
𝜕𝑤 (𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
= ...

...
1
2

⎟

𝑣1 (𝑦, 𝑡) + 𝑣3 (𝑦, 𝑡) +
ℎ3 ⊗ ℎ1

2
𝜕𝑤 (𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

⟨ (5.12)

O outro termo do campo de deslocamento da camada viscoelástica, 𝜕𝑣
(2)
0 (𝑦,𝑡)

𝜕𝑧
, e respon-

sável pelo cisalhamento ao longo da espessura, pode ser deĄnido pelas observações feitas

na Fig.(5.7a) e admitindo pequenos deslocamentos:

𝜕𝑣
(2)
0 (𝑦, 𝑡)
𝜕𝑧

≡
(𝑣𝐶 ⊗ 𝑣𝐵)

ℎ2

(5.13)

Como as grandezas 𝑣𝐵 e 𝑣𝐶 já foram deĄnidas, basta substituí-las na Eq.(5.13).

𝜕𝑣
(2)
0 (𝑦, 𝑡)
𝜕𝑧

=
1
ℎ2

(︃

𝑣3 (𝑦, 𝑡) ⊗ 𝑣1 (𝑦, 𝑡) +
ℎ3 + ℎ1

2
𝜕𝑤 (𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

⎜

(5.14)

Introduzindo as Eqs.(5.12) e (5.14) na Eq.(5.9), deĄne-se o campo de deslocamento da

camada viscoelástica na direção, 𝑦, em função dos graus de liberdade das camadas base e

restringente.

𝑣(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1
2

⋃︀

⨄︀𝑣1 (𝑦, 𝑡) + 𝑣3 (𝑦, 𝑡) +
𝑑1

2
𝜕𝑤 (𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

⋂︀

⋀︀+ ...

... +
𝑧2

ℎ2

⋃︀

⨄︀𝑣3 (𝑦, 𝑡) 𝑣1 (𝑦, 𝑡) +
𝑑2

2
𝜕𝑤 (𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

⋂︀

⋀︀

(5.15)

onde 𝑑1 = ℎ3 ⊗ ℎ1 e 𝑑2 = ℎ1 + ℎ3. O campo de deslocamento na direção 𝑥, da camada

viscoelástica é o mesmo das camadas elásticas, uma vez que há o princípio da inextensi-

bilidade nesta direção. Além disso, é imposto que o ângulo de torção e o deslocamento

transversal são os mesmo. Desta forma, tem-se que:

𝑤(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤 (𝑦, 𝑡) ⊗ 𝑥𝜃𝑦 (𝑦, 𝑡) (5.16a)

𝑢(2) (𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑧𝜃𝑦 (𝑦, 𝑧, 𝑡) (5.16b)

Pode-se então calcular o campo de desformação, ¶𝜀 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)♢, da camada viscoelás-

tica:

𝜀(2)
𝑥𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝜕𝑢(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑥

= 0 (5.17a)

𝜀(2)
𝑦𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝜕𝑣(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑦

= ...

...
1
2

⎟

𝜕 (𝑣1 (𝑦, 𝑡) + 𝑣3 (𝑦, 𝑡))
𝜕𝑦

+
𝑑1

2
𝜕2𝑤 (𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2

⟨

+ ...

... +
𝑧2

ℎ2

⎟

𝜕 (𝑣3 (𝑦, 𝑡) ⊗ 𝑣1 (𝑦, 𝑡))
𝜕𝑦

+
𝑑2

2
𝜕2𝑤 (𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2

⟨

(5.17b)



74

𝜀(2)
𝑧𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑧

= 0 (5.17c)

2𝜀(2)
𝑥𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝜕𝑢(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝑧

𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑦
(5.17d)

2𝜀(2)
𝑥𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝜕𝑢(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑧

+
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝜃𝑦 (𝑦, 𝑡) ⊗ 𝜃𝑦 (𝑦, 𝑡) = 0 (5.17e)

2𝜀(2)
𝑦𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝜕𝑣(2) (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑧

+
𝜕𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑦
= ...

...
1
ℎ2

[𝑣3 (𝑦, 𝑡) ⊗ 𝑣1 (𝑦, 𝑡)] +
𝑑3

2ℎ2

𝜕𝑤 (𝑦, 𝑡)
𝜕𝑦

⊗ 𝑥
𝜕𝜃𝑦 (𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦

(5.17f)

Para simpliĄcar a escrita, a dependência das variáveis em relação a 𝑥, 𝑦, 𝑧 serão omi-

tidas do texto. Outra modiĄcação da escrita é a nova forma para denotar a dependência

temporal dos termos: ¶.♢𝑡, ao lugar de ¶. (𝑡)♢. Esta é feita para facilitar a descrição

das equações quando o cálculo fracionário for introduzido. Logo, o vetor de deformação

viscoelástica pode ser reescrito, como segue:

{︁

𝜀(2)
}︁

𝑡
=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝜀(2)
𝑦𝑦

2𝜀(2)
𝑥𝑦

2𝜀(2)
𝑦𝑧

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

= ¶𝜀𝑎♢𝑡 + ¶𝜀𝑓♢
𝑡
+ ¶𝜀𝑐♢𝑡 + ¶𝜀𝑡♢𝑡 (5.18)

Similar ao realizado para as camadas elásticas, é possível separar os efeitos de alon-

gamento, ¶𝜀𝑎♢(2)
𝑡 , Ćexão, ¶𝜀𝑓♢(2)

𝑡
e cisalhamento transversal no plano 𝑦𝑧, ¶𝜀𝑐♢

(2)
𝑡 , como

mostrado abaixo:

{︁

𝜀(2)
𝑎

}︁

𝑡
=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

1
2

𝜕(𝑣1+𝑣3)
𝜕𝑦

+ 𝑑1

4
𝜕2𝑤
𝜕𝑦2

0

0

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(5.19a)

{︁

𝜀
(2)
𝑓

}︁

𝑡
=

𝑧2

ℎ2

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝜕(𝑣3⊗𝑣1)
𝜕𝑦

+ 𝑑2

2
𝜕2𝑤
𝜕𝑦2

0

0

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(5.19b)

{︁

𝜀(2)
𝑐

}︁

𝑡
=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

0

0
1

ℎ2

[︁

(𝑣3 ⊗ 𝑣1) + 𝑑3

2
𝜕𝑤(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦

]︁

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(5.19c)

{︁

𝜀
(2)
𝑡

}︁

𝑡
=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

0

𝑧 𝜕𝜃y(𝑦,𝑡)
𝜕𝑦

⊗𝑥𝜕𝜃y(𝑦,𝑡)
𝜕𝑦

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(5.19d)
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Observa-se que os termos multiplicados por 𝑥 e 𝑧 mostrados nas Eqs.(6.39) resulta-

rão na componente torcional da rigidez, onde as variáveis explícitas 𝑥 e 𝑧 presentes nas

mesmas, resultarão no momento polar de inércia. Portanto, após deĄnir o campo de

deformação, é possível determinar o potencial de energia viscoelástica, 𝑈 (2), segundo a

seguinte equação:

𝑈
(2)
𝑡 =

1
2

∫︁

𝑉

{︁

𝜀(2)
}︁T

𝑡

{︁

à(2)
}︁

𝑡
𝑑𝑉 (5.20)

Nesta equação, é evidente a dependência temporal do campo de tensão, ¶à♢(2)
𝑡 , e de

deformação, ¶𝜀♢(2)
𝑡 , onde essa dependência é descrita por meio do Método das Derivadas

Fracionárias, (RICHARD, 2014). Este desenvolvimento será mostrado na próxima seção,

pois é preciso descrever a tensão, ¶à♢𝑡, por meio do cálculo fracionário. Este processo

será mostrado em detalhes, pois uma formulação matricial será demostrada, apesar do

estado uniaxial de tensão. Entretanto, vale salientar que até este ponto o desenvolvimento

no domínio da frequência e do tempo são exatamente os mesmos, como pode ser visto

no trabalho de Cunha-Filho (FILHO, 2015). O mesmo vale para o potencial de energia

cinética, 𝑇 (2), o qual pode ser determinado por meio das derivadas temporais do campo

de deslocamento da camada viscoelástica, o qual é descrito abaixo:

𝑣̇
(2)
𝑡 =

1
2

(︃

𝑣̇1 + 𝑣̇3 +
𝑑1

2
𝜕𝑤̇

𝜕𝑦

⎜

+
𝑧2

ℎ2

(︃

𝑣̇3 ⊗ 𝑣̇1 +
𝑑2

2
𝜕𝑤̇

𝜕𝑦

⎜

(5.21a)

𝑢̇
(2)
𝑡 = 𝑧𝜃𝑦 (5.21b)

𝑤̇
(2)
𝑡 = 𝑤̇ ⊗ 𝑥𝜃𝑦 (5.21c)

Logo, a partir da deĄnição de potencial de energia cinética, tem-se que para a camada

viscoelástica, a energia cinética pode ser deĄnida pela seguinte equação:

𝑇 (2) =
1
2

𝜌(2)
∫︁

𝑉
𝑣̇(2)2

𝑑𝑉 +
1
2

𝜌(2)
∫︁

𝑉
𝑢̇(2)2

𝑑𝑉 +
1
2

𝜌(2)
∫︁

𝑉
𝑤̇2𝑑𝑉 (5.22)

Ao elevar o campo de velocidade ao quadrado, surgirão termos cruzados pré-multiplicados

por, 𝑧 e 𝑥 que serão anulados como segue:

∫︁
h2
2

⊗h2
2

𝑧𝑑𝑧 =
𝑧2

2

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

h2
2

⊗h2
2

= 0 (5.23a)

∫︁ Lx
2

⊗Lx
2

𝑥𝑑𝑥 =
𝑥2

2

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

Lx
2

⊗Lx
2

= 0 (5.23b)
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Desta forma, tem-se que desenvolvendo a parcela referente ao alongamento e à Ćexão,

𝑣̇(2)2
, são obtidas as seguintes componentes de energia cinética:

𝑇 (2)
𝑣13

=
1
2

𝜌

4

∫︁

𝑉
(𝑣̇1 + 𝑣̇3)

2 𝑑𝑉 (5.24a)

𝑇
(2)
𝑣13𝜃y

=
1
2

𝑑1

4
𝜌
∫︁

𝑉
(𝑣̇1 + 𝑣̇3)

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
𝑑𝑉 (5.24b)

𝑇 (2)
𝑣θx

=
1
2

𝑑2
1

16
𝜌
∫︁

𝑉

(︃

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦

⎜2

𝑑𝑉 (5.24c)

𝑇
(2)
𝑓31

=
1
2

𝜌

ℎ2
2

∫︁

𝑉
𝑧2 (𝑣̇3 ⊗ 𝑣̇1)

2 𝑑𝑉 (5.24d)

𝑇
(2)
𝑓31𝜃y

=
1
2

𝑑2

ℎ2
2

𝜌
∫︁

𝑉
(𝑣̇3 ⊗ 𝑣̇1)

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦
𝑑𝑉 (5.24e)

𝑇
(2)
𝑓θy

=
1
2

𝑑2
2

4ℎ2
2

𝜌
∫︁

𝑉
𝑧2

(︃

𝜕𝑤̇

𝜕𝑦

⎜2

𝑑𝑉 (5.24f)

Finalmente, os termos referentes às velocidades, 𝑢̇(2) e 𝑤̇(2), são desenvolvidos:

𝑇
(2)
𝑢𝜃y

=
1
2

𝜌
∫︁

𝑉
𝑧2𝜃2

𝑦𝑑𝑉 (5.25a)

𝑇 (2)
𝑤 =

1
2

𝜌
∫︁

𝑉
𝑤̇2𝑑𝑉 (5.25b)

𝑇
(2
𝑤𝜃y

=
1
2

𝜌
∫︁

𝑉
𝑥2𝜃2

𝑦𝑑𝑉 (5.25c)

Após descrever o potencial de energia cinética, o método dos elementos Ąnitos pode ser

aplicado para obtenção das matrizes de massa. Quanto ao desenvolvimento da Eq.(5.20),

o mesmo será feito mais a frente, pois o desenvolvimento da lei constitutiva segundo o

calculo fracionário deve ainda ser apresentada.

5.2.1 Aplicação do Método dos Elementos Finitos

Nesta seção, o Método dos Elementos Finitos é aplicado ao modelo de viga sanduíche.

Este processo, bem como a determinação das funções de forma se encontram no Anexo

A.3. Portanto, ao substituir as Eqs.(A.16) nas Eqs.(5.24) e (5.25), são obtidas as seguintes
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equações matriciais:

𝑇 (2)
𝑣13

=
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝜌(2)𝐴

4

∫︁ 1

⊗1
([𝑁1]𝑣 + [𝑁3]𝑣)2 ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.26a)

𝑇
(2)
𝑣13𝜃y

=
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝜌(2)𝐴

4
2
𝑏
𝑑1

∫︁ 1

⊗1
([𝑁1]𝑣 + [𝑁3]𝑣)𝑇 [𝑁,Ö]

𝑤
♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.26b)

𝑇 (2)
𝑣θx

=
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝜌(2)𝐴

16
4
𝑏2

𝑑2
1

∫︁ 1

⊗1
[𝑁,Ö]𝑇

𝑤
[𝑁,Ö]

𝑤
♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.26c)

𝑇
(2)
𝑓31

=
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝜌(2)𝐴

12

∫︁ 1

⊗1
([𝑁3]𝑣 ⊗ [𝑁1]𝑣)2 ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.26d)

𝑇
(2)
𝑓31𝜃y

=
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

,𝑡

𝜌(2)𝐴

12
2
𝑏
𝑑2

∫︁ 1

⊗1
([𝑁3]𝑣 ⊗ [𝑁1]𝑣)𝑇 [𝑁,Ö]

𝑤
♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.26e)

𝑇
(2)
𝑓θx

=
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 𝜌(2) 4
𝑏2

𝑑2
2

4ℎ2
2

𝐼𝑥

∫︁ 1

⊗1
[𝑁,Ö]𝑇

𝑤
[𝑁,Ö]

𝑤
♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.26f)

𝑇
(2)
𝑢𝜃y

=
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 𝜌(2)𝐼𝑥

∫︁ 1

⊗1
[𝑁 ]𝑇𝜃y

[𝑁 ]𝜃y
♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.26g)

𝑇 (2)
𝑤 =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 𝜌(2)𝐴
∫︁ 1

⊗1
[𝑁 ]𝑇𝑤 [𝑁 ]𝑤 ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.26h)

𝑇
(2)
𝑤𝜃y

=
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 𝜌(2)𝐼𝑧

∫︁ 1

⊗1
[𝑁 ]𝑇𝜃y

[𝑁 ]𝜃y
♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.26i)

onde, 𝑏, é o comprimento elementar. A notação matricial [,Ý 𝑜𝑢 Ö] representa a derivada

da função de forma em relação às variáveis de coordenadas locais Ý ou Ö e na notação

[𝑁1,3]𝑣,𝑤,𝜃y
os números representam a camada e as lestras subscritas denotam a função de

forma do grau de liberdade em questão. Nota-se que as parcelas, 𝑇
(2)
𝑢𝜃y

e 𝑇
(2)
𝑤𝜃y

, quando

somadas, resultam na energia cinética de Torção da estrutura, logo pode ser dito que:

𝑇
(2)
𝑡 = 𝑇

(2)
𝑢𝜃y

+ 𝑇
(2)
𝑤𝜃y

=
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 𝜌(2) (𝐼𝑥 + 𝐼𝑧)
∫︁ 1

⊗1
[𝑁 ]𝑇𝜃y

[𝑁 ]𝜃y
♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.27)

Destas equações será determinada a matriz de massa elementar da camada viscoelás-

tica, a qual pode ser representada pelo seguinte somatório:

[𝑀 ](𝑒)
2 = [𝑀 ]𝑣13

+ [𝑀 ]𝑣13𝜃y
+ [𝑀 ]𝑣θx

+ [𝑀 ]𝑓31
+ [𝑀 ]𝑓31𝜃y

+ [𝑀 ]𝑓θy
+ [𝑀 ]𝑡 + [𝑀 ]𝑤 (5.28)

Em seguida será mostrado como determinar as matrizes de rigidez elementares.

5.2.2 Modelo das derivadas fracionárias aplicado à viga sanduíche

O desenvolvimento do potencial de energia de deformação foi separado do potencial

de energia cinética por envolver o calculo fracionário. Assim, ainda atendendo às supo-

sições feitas na Seção 3.3.3, onde é considerado um estado uniaxial de tensão, tem-se



78

que a lei constitutiva relacionada à camada viscoelástica pode ser descrita matricialmente

por ter os efeitos de torção e cisalhamento ao longo da espessura. Assim, uma relação

matricial completamente baseada na Lei de Hooke e no módulo de cisalhamento pode ser

estabelecida para a camada viscoelástica:

¶à♢𝑡 =

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

à𝑦𝑦

á𝑥𝑦

á𝑦𝑧

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

𝑡

= 𝐺

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

2 (1 + Ü) 0 0

0 1 0

0 0 1

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝜕α𝜀yy

𝜕𝑡α

2𝜕α𝜀xy

𝜕𝑡α

2𝜕α𝜀yz

𝜕𝑡α

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

𝑡

= 𝐺
[︁

𝐺̄
]︁ 𝑑Ð ¶𝜀♢

𝑑𝑡Ð
(5.29)

Esta notação contradiz o que foi dito no Capítulo 3 sobre a incapacidade de descrever

a lei constitutiva dos materiais viscoelástico utilizando a Lei de Hooke Generalizada.

Entretanto, assim como assumido por Redy (REDDY; MAHAFEY, 2013), adota-se que

para um caso uniaxial de tensão, os efeitos de Poisson para as deformações axiais são

desconsiderados, ou seja, para estas tensões Û = 0. A Lei de Hooke Generalizada é

descrita no Apêndice A.2 onde a demostração destas suposições é feita.

Entretanto, o efeito de Poisson é considerado para os efeitos de forma das deformações.

O resultado desta suposição é o desacople das deformações cisalhantes, ou cruzadas, com

as deformações axiais, basta ver a matriz constitutiva,
[︁

𝐺̄
]︁

, na Eq.(5.29). Portanto, na

ausência do acoplamento entre os movimentos de alongamento, cisalhamento ao longo da

espessura e torção se torna possível descrever uma equação matricial para a lei constitutiva

fracionária para o caso da viga sanduíche. Além disso, ao evocar o PEEV e estabelecer que

o coeĄciente de Poisson, Ü, seja constante, é possível descrever o módulo de cisalhamento

em termos do módulo de Young:

𝐺 =
𝐸

2 (1 + Ü)
(5.30)

Assim, aplicando o conceito de derivada fracionária de Riemann (RICHARD, 2014) na

Eq.(5.29), um modelo RTG (MAKRIS, 1997; BAGLEY; TORVIK, 1983) que relaciona o

alongamento e os cisalhamentos da viga sanduíche é desenvolvido e as seguintes equações

podem ser descritas:

¶à𝑦𝑦♢
𝑡
+ 𝑎𝐸

𝑑Ð

𝑑Ð
¶à𝑦𝑦♢

𝑡
= 𝐸0 ¶𝜀𝑦𝑦♢

𝑡
+ 𝐸∞

𝑑Ð

𝑑𝑡Ð
¶𝜀𝑦𝑦♢

𝑡
(5.31a)

¶á𝑥𝑦♢
𝑡
+ 𝑎𝐺

𝑑Ð

𝑑Ð
¶á𝑥𝑦♢

𝑡
= 2𝐺0 ¶𝜀𝑥𝑦♢

𝑡
+ 2𝐺∞

𝑑Ð

𝑑𝑡Ð
¶𝜀𝑥𝑦♢

𝑡
(5.31b)

¶á𝑦𝑧♢
𝑡
+ 𝑎𝐺

𝑑Ð

𝑑Ð
¶á𝑦𝑧♢

𝑡
= 2𝐺0 ¶𝜀𝑦𝑧♢

𝑡
+ 2𝐺∞

𝑑Ð

𝑑𝑡Ð
¶𝜀𝑦𝑧♢

𝑡
(5.31c)

onde,

𝑎𝐸 = 2𝑎𝐺(1 + Ü); 𝐸0 = 2𝐺0(1 + Ü); 𝐸∞ = 2𝐺∞(1 + Ü). (5.32)

Neste ponto, um comentário importante é feito referente às deformações cruzadas. Ao

observar as Eqs.(5.29) e (5.31b), (5.31c), nota-se uma mudança importante. O coeĄciente
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2 do termo 2 ¶𝜀𝑖𝑗♢, passa a multiplicar o módulo de cisalhamento e vira somente, ¶𝜀𝑖𝑗♢.

Esta é uma manipulação matemática que permite a criação da matriz de transformação

linear, [𝑇 ],

[𝑇 ] =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

1 0 0

0 2 0

0 0 2

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(5.33)

que permite descrever toda a lei constitutiva do sistema de forma matricial, como mos-

trado na Eq(5.34).

¶à♢𝑡 + 𝑎𝐺

[︁

𝐸̄
]︁ 𝜕Ð ¶à♢𝑡

𝜕𝑡Ð
= 𝐺0

[︁

𝐸̄
]︁

[𝑇 ] ¶𝜀♢𝑡 + 𝐺∞

[︁

𝐸̄
]︁

[𝑇 ]
𝜕Ð ¶𝜀♢𝑡

𝜕𝑡Ð
(5.34)

Após todas estas considerações, a aproximação de Grünwald-Letnikov (SCHMIDT;

GAUL, 2001) é aplicada à Eq.(5.34) e avaliada para 𝑗 = 0, obtendo:
(︁

[𝐼] + 𝑎𝐺

[︁

𝐸̄
]︁

Δ𝑡⊗Ð
)︁

¶à𝑡♢ = ...

...
(︁

𝐺0

[︁

𝐸̄
]︁

[𝑇 ] + 𝐺∞

[︁

𝐸̄
]︁

[𝑇 ] Δ𝑡⊗Ð
)︁

¶𝜀♢𝑡 + ...

... + 𝐺∞

[︁

𝐸̄
]︁

[𝑇 ] Δ𝑡⊗Ð
𝑁l
∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗+1 ¶𝜀♢𝑡⊗𝑗∆𝑡 ⊗ ...

... ⊗ 𝑎𝐺

[︁

𝐸̄
]︁

Δ𝑡⊗Ð
𝑁l
∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗+1 ¶à♢𝑡⊗𝑗∆𝑡

(5.35)

A Eq.(5.35) pode ser reescrita em termos dos parâmetros 𝐷𝑖:

¶à♢𝑡 = [𝐷1]
𝑁l
∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗+1 ¶à♢𝑡⊗𝑗∆𝑡 + [𝐷2] ¶𝜀𝑑♢𝑡 + [𝐷3]
𝑁l
∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗+1 ¶𝜀𝑑♢𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.36)

onde

[𝐷1] =
(︁

[𝐼] + 𝑎𝐺

[︁

𝐸̄
]︁

Δ𝑡⊗Ð
)︁⊗1 (︁

⊗𝑎𝐺

[︁

𝐸̄
]︁

Δ𝑡⊗Ð
)︁

(5.37a)

[𝐷2] =
(︁

[𝐼] + 𝑎𝐺

[︁

𝐸̄
]︁

Δ𝑡⊗Ð
)︁⊗1 (︁

𝐺0

[︁

𝐸̄
]︁

[𝑇 ] + 𝐺∞

[︁

𝐸̄
]︁

[𝑇 ] Δ𝑡⊗Ð
)︁

(5.37b)

[𝐷3] =
(︁

[𝐼] + 𝑎𝐺

[︁

𝐸̄
]︁

Δ𝑡⊗Ð
)︁⊗1 (︁

𝐺∞

[︁

𝐸̄
]︁

[𝑇 ] Δ𝑡⊗Ð
)︁

(5.37c)

Finalmente a Eq.(5.36) pode ser reescrita de acordo com a fórmula de recorrência da

seguinte maneira:

à𝑡 =
𝑁l
∑︁

𝑗=0

[Ñ𝑗+1] ¶𝜀♢𝑡⊗𝑗∆𝑡 , 𝑜𝑛𝑑𝑒 [Ñ1] = [𝐷2] (5.38a)

[Ñ𝑗+1] = [𝐷3] 𝐴𝑗+1 +
𝑗
∑︁

𝑖=1

[𝐷1] 𝐴𝑖+1 [Ñ𝑗+1⊗𝑖] (5.38b)
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Aplica-se, assim, o método dos elementos Ąnitos para descrever os campos de defor-

mação deĄnidos nas Eqs.(5.18) e Eqs.(5.19) por meio das funções de forma,

¶𝜀𝑎♢ = [𝐵𝑎] ¶𝑞♢𝑡 (5.39a)

¶𝜀𝑓♢ =
𝑧2

ℎ2

[𝐵𝑓 ] ¶𝑞♢𝑡 (5.39b)

¶𝜀𝑐♢ = [𝐵𝑐] ¶𝑞♢𝑡 (5.39c)

¶𝜀𝑡♢ = [𝐵𝑡] ¶𝑞♢𝑡 (5.39d)

Ao substituir as Eqs.(5.39) na Eq.(5.38b), as seguintes equações são obtidas:

¶à𝑎♢𝑡 =
𝑁l
∑︁

𝑗=0

[Ñ𝑗+1] [𝐵𝑎] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.40a)

¶à𝑓♢
𝑡

=
𝑁l
∑︁

𝑗=0

[Ñ𝑗+1] [𝐵𝑓 ] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.40b)

¶à𝑐♢𝑡 =
𝑁l
∑︁

𝑗=0

[Ñ𝑗+1] [𝐵𝑐] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.40c)

¶à𝑡♢𝑡 =
𝑁l
∑︁

𝑗=0

[Ñ𝑗+1] [𝐵𝑡] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.40d)

Observa-se que a fração 1
2

foi contraída pelas matrizes [𝐵𝑐] e [𝐵𝑡]. Da forma como

estão escritas as componentes de tensão da camada viscoelástica, não é possível calcular

o potencial de energia de deformação devido à presença dos termos recorrentes. Para

separá-los, é preciso avaliar as Eqs.(5.40) para 𝑗 = 0, como mostrado a seguir:

¶à𝑎♢𝑡 = [𝐷2] [𝐵𝑎] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡 +

𝑁l
∑︁

𝑗=1

Ñ𝑗+1 [𝐵𝑎] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.41a)

¶à𝑓♢
𝑡

=
𝑧

ℎ2

[𝐷2] [𝐵𝑓 ] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡 +

𝑧

ℎ2

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[Ñ𝑗+1] [𝐵𝑓 ] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.41b)

¶à𝑐♢𝑡 = [𝐷2] [𝐵𝑐] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡 +

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[Ñ𝑗+1] [𝐵𝑐] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.41c)

¶à𝑡♢𝑡 = [𝐷2] [𝐵𝑡] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡 +

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[Ñ𝑗+1] [𝐵𝑡] ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.41d)

É possível distinguir agora as componentes locais, ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡 , e não-locais, ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡⊗𝑗∆𝑡, do

campo de tensão, os quais resultarão nas matrizes de rijezas viscoelásticas e nos esforços

internos dissipativos do material. A partir destes termos são calculados os potenciais de
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energias viscoelástica, a começar pela parcela local do potencial:

𝑈
(2)
𝑎* =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 𝐴
∫︁ 1

⊗1
[𝐵𝑎]𝑇 𝐷2 [𝐵𝑎] ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 =
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 [𝐾*
𝑎 ] ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.42a)

𝑈
(2)
𝑓* =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝐴

12

∫︁ 1

⊗1
[𝐵𝑓 ]𝑇 𝐷2 [𝐵𝑓 ] ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 =
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

[︁

𝐾*
𝑓

]︁

¶𝑞♢(𝑒)
𝑡 (5.42b)

𝑈
(2)
𝑐* =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝐿𝑥

ℎ2

∫︁ 1

⊗1
[𝐵𝑐]

𝑇 𝐷2 [𝐵𝑐] ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡 =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 [𝐾*
𝑐 ] ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.42c)

𝑈
(2)
𝑡* =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 𝐽0

∫︁ 1

⊗1
[𝐵𝑡]

𝑇 𝐷2 [𝐵𝑡] ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡 =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 [𝐾*
𝑡 ] ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡 (5.42d)

onde os parâmetros, 𝐴, 𝐿𝑥 e 𝐽0 representam a área da seção transversal, a largura da viga

e o momento polar de inércia em torno do eixo 𝑦, respectivamente. Relembrando que aqui

será feita a substituição pela constante de torção 𝐽𝑇 . O índice (𝑒) faz referência ao nível

elementar das matrizes. O asterisco nos índices sobrescritos diferenciam as parcelas de

energia de deformação que originarão as matrizes de rigidez daquelas que irão determinar

os esforços dissipativos. Estes últimos, serão identiĄcados por dois asteriscos, como será

visto logo a seguir. Assim, a parcela total de rigidez viscoelástica pode ser descrita pela

soma de cada uma das componentes calculadas:

[𝐾*](𝑒)
(2) = [𝐾*

𝑎 ] +
[︁

𝐾*
𝑓

]︁

+ [𝐾*
𝑐 ] + [𝐾*

𝑡 ] (5.43)

Neste ponto, a equação do movimento a nível elementar da viga pode ser descrita da

seguinte forma:

[𝑀 ](𝑒) ¨¶𝑞♢
(𝑒)

𝑡 + [𝐶](𝑒) ˙¶𝑞♢
(𝑒)

𝑡 + [𝐾](𝑒) ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡 = ¶𝐹♢(𝑒)

𝑡 ⊗ ¶𝐹𝑣♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.44)

onde [𝑀 ](𝑒) = [𝑀 ](𝑒)
(1) + [𝑀 ](𝑒)

(2) + [𝑀 ](𝑒)
(3) e [𝐾](𝑒) = [𝐾](𝑒)

(1) + [𝐾*](𝑒)
(2) + [𝐾](𝑒)

(3).

O primeiro vetor do lado direito da Eq.(5.44) representa os esforços externos aplicados

à viga, que mais adiante serão deĄnidos como sendo esforços aerodinâmicos. O segundo ve-

tor advém do desenvolvimento do segundo termo do lado direito das Eqs.(5.41a), (5.41b),

(5.41c), (5.41d) e (5.41). Este desenvolvimento resultará em matrizes de rigidez, deno-

minadas de rigidezes modiĄcadas, e serão descritas pela seguinte notação de energia de

deformação elástica, 𝑈
(2)

(𝑎**,𝑓**,𝑐**,𝜃**

y ),

𝑈
(2)
𝑎** =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 𝐴
∫︁ 1

⊗1

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[𝐵𝑎]𝑇 [Ñ𝑗+1] [𝐵𝑎] ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 = ...

... =
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[︁

𝐾**
𝑎,𝑗

]︁

¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡

(5.45a)
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𝑈
(2)
𝑓** =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝐴

12

∫︁ 1

⊗1

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[𝐵𝑓 ]𝑇 [Ñ𝑗+1] [𝐵𝑓 ] ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 = ...

... =
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[︁

𝐾**
𝑓,𝑗

]︁

¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡

(5.45b)

𝑈
(2)
𝑐** =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝐿𝑥

ℎ2

∫︁ 1

⊗1

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[𝐵𝑇 ]𝑇 [Ñ𝑗+1] [𝐵𝑇 ] ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡 = ...

... =
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[︁

𝐾**
𝑐,𝑗

]︁

¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡

(5.45c)

𝑈
(2)
𝑡** =

1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡 𝐽0

∫︁ 1

⊗1

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[𝐵𝑡]
𝑇 [Ñ𝑗+1] [𝐵𝑡] ♣𝐽 ♣ 𝑑Ö ¶𝑞♢(𝑒)

𝑡⊗𝑗∆𝑡 = ...

... =
1
2

¶𝑞♢(𝑒)T

𝑡

𝑁l
∑︁

𝑗=1

[︁

𝐾**
𝑡,𝑗

]︁

¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡

(5.45d)

Nas Eqs.(5.45), é visto claramente como os esforços internos do material viscoelástico

podem ser determinados externamente ao processo de integração numérico, diferentemente

do realizado por Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001). Devido ao somatório, a

integral fará com que as matrizes
[︁

𝐾**
𝑎,𝑓,𝑐,𝑡,𝑗

]︁

possuam ordem [𝑔𝑑𝑙 × 𝑔𝑙𝑑]. O somatório

do produto destas matrizes com o vetor de deslocamento, ¶𝑞♢(𝑒)
𝑡⊗𝑗∆𝑡, produzirá os esforços

dissipativos do material viscoelático, que ao serem posicionados no lado direito da equação

do movimento, fazem com que a Eq.(5.44) possa ser reescrita da forma:

[𝑀 ](𝑒) ¨¶𝑞♢𝑡 + [𝐶](𝑒) ˙¶𝑞♢𝑡 + [𝐾](𝑒) ¶𝑞♢𝑡 = ¶𝐹♢𝑡 ⊗
𝑁l
∑︁

𝑗=1

[︁

𝐾**
(2),𝑗

]︁(𝑒)
¶𝑞♢𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.46)

onde,
[︁

𝐾**
(2),𝑗

]︁(𝑒)
=
[︁

𝐾**
𝑎,𝑗

]︁

+
[︁

𝐾**
𝑓,𝑗

]︁

+
[︁

𝐾**
𝑚,𝑗

]︁

+
[︁

𝐾**
𝑐,𝑗

]︁

+
[︁

𝐾**
𝑡,𝑗

]︁

. Portanto, tem-se que o

problema de viga sanduíche modelada pelo cálculo fracionário está desenvolvido pela

nova fórmula de recorrência adaptada a um caso uniaxial.

Através da conectividade entre os nós da viga e seus graus de liberdade, a montagem

das matrizes globais é feita para obtenção da equação do movimento, descrita abaixo:

[𝑀 ](𝑔) ¨¶𝑄♢𝑡 + [𝐶](𝑔) ˙¶𝑄♢𝑡 + [𝐾](𝑔) ¶𝑄♢𝑡 = ¶𝐹♢𝑡 ⊗
𝑁l
∑︁

𝑗=1

[︁

𝐾**
(2),𝑗

]︁(𝑔)
¶𝑄♢𝑡⊗𝑗∆𝑡 (5.47)

Esta é uma nova formulação que permite descrever matricialmente o caso de viga

sanduíche, facilitando a implementação. Além disso, o fato da recorrência ter sido usada,

o custo computacional é bastante reduzido em relação ao método clássico de Schmidt e

Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001), como será visto mais adiante no caso de placa.
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5.2.3 VeriĄcação do Modelo de Viga Sanduíche

Nesta seção, será feita uma comparação com o modelo de viga sanduíche proposto por

Galúcio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004), onde uma abordagem fracionária é feita

para o modelo dinâmico de material viscoelástico utilizando o que os autores chamam de

deslocamento anelástico. Neste método, assim como na Fórmula de Recorrência, tem-se

que a auto-dependência da tensão deixa de existir, permitindo que todas integrais neces-

sárias sejam feitas fora do integrador numérico, melhorando consideravelmente os custos

computacionais de problemas mais complexos incorporando materiais viscoelásticos. As-

sim, os dois modelos são concebidos utilizando 35 elementos e comparados utilizando as

características mostradas nas Tabelas 5.5 e 5.6.

Tabela 5.5: Caraterísticas geométricas das vigas avaliadas

Camada Esp. [mm] Ly [mm] Lx [mm]
Base (1) 0,8128 350 40

Viscoelástica (2) 0,3 350 40

Restringente (3) 0,5 350 40

Tabela 5.6: Propriedades mecânicas das vigas avaliadas

Camada Módulo[Gpa] Poisson Densidade [𝑘𝑔/𝑚3]
Base (1) 73,1 0,345 2780

Viscoelástica (2) Tabela 5.7 0,500 1600

Restringente (3) 73,1 0,345 2780

A Tabela 5.7 mostra os parâmetros do material viscoelástico utilizados para os modelos

de Galúcio e a fórmula de recorrência.

Tabela 5.7: Parâmetros do modelo fracionário a 27◇𝐶.

Parâmetro FDM Anelástico FDM Recorrência
𝐸0[𝑃𝑎] 1500000 422307
𝐸∞[𝑃𝑎] 69949500 30311

Ð 0,7915 0,67594
Gal.- á [𝑚𝑠],
Rec. - 𝑎𝐺[𝑠Ð]

1, 4052 × 10⊗2 0,0002178

Como condição de contorno para as análises à seguir, é considerada a mesma utilizada

por Galúcio, engastada-livre. É importante notar que a autora engasta todos os graus
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de liberdade, incluindo a camada restringente. Além disso, um impulso unitário, cujas

características podem vistas na Fig.(5.9), é aplicado na extremidade da viga (último nó).

Tempo [s] ×10
-3

0 2 4 6 8

F
o

rç
a
 [

N
]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 5.9: Sobreposição da curva exibida no artigo com o resultado do programa imple-
mentado.

Tendo deĄnido todos os parâmetros necessários, as análises são mostradas nas subse-

ções que seguem.

Comparação: Fórmula de Recorrência vs Galúcio

Antes de mostrar as curvas comparativas da estrutura utilizada neste trabalho, o

modelo desenvolvido baseado no artigo de Galúcio et al. (GALUCIO; DEU; OHAYON,

2004) será validado sobrepondo a curva obtida com aquela mostrada no artigo.

Figura 5.10: Sobreposição da curva exibida no artigo com o resultado do programa im-
plementado.
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Na Fig.(5.10), a curva vermelha apresentada possui o grau de liberdade de torção, di-

ferentemente do modelo de Galúcio et al. Ainda assim, o resultado se mostrou exatamente

o mesmo devido ao desacoplamento da torção com a Ćexão, validando o modelo.

Em seguida, a resposta temporal e a FRF dos dois modelos são comparadas na

Fig.(5.11), porém agora de acordo com as Tabelas 5.5 e 5.6.
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Figura 5.11: InĆuência da extensão da memória sobre dinâmica do sistema.

As duas Ąguras mostram uma diferença importante entre os dois modelos, principal-

mente na quantidade de amortecimento gerada por cada um. Essas diferenças podem ser

explicadas principalmente pela teoria abordada por Galúcio, uma vez que a autora faz

uso de um modelo semelhante ao RT (Rubbery-Transition) (BAGLEY; TORVIK, 1983),

pois há somente o termo fracionário referente à deformação. Além disso, não se sabe ao

certo as imposições feitas acerca do uso da variável, denominada pela autora de anelás-

tica. Finalmente, processo de identiĄcação dos parâmetros é muito diferente como pode

ser visto nos valores mostrados na Tabela 5.7.

A próxima análise considera o efeito do lastro na ponta da asa. O lastro é utilizado

para fazer com que a segunda e terceira frequências naturais (modos de Ćexão e torção,

respectivamente) se aproximem, possibilitando a visualização do Ćutter dentro do regime

de trabalho do túnel de vento disponível.
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Figura 5.12: Comparação FDM Galúcio vs FDM Recorrência - Ćexão.
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(a) Movimento de torção no tempo.
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Figura 5.13: Comparação FDM Galúcio vs FDM Recorrência - torção.

Nota-se uma pequena diferença nos valores das frequências naturais e, novamente, na

quantidade de amortecimento gerada. A Tabela 5.8 mostra os valores das três primeiras

frequências naturais de cada modelo.

Tabela 5.8: Comparação das frequências naturais entre modelos de Galúcio e a Fórmula
de Recorrência.

Frequência Natual Galúcio [Hz] Fórmula de Recorrência [Hz]
1◇ 3,2 3,0
2◇ 26,2 26,2
3◇ 30,2 31,8

Desta maneira, é concluído o estudo sobre o cálculo fracionário onde o objetivo foi

mostrar que, o modelo mais utilizado na literatura capaz de representar de forma eĄci-

ente o comportamento dinâmico dos materiais viscoelásticos apresenta grandes variações
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quando comparado com a abordagem clássica proposta por Bagley e Torvick e Schmidt e

Gaul.

5.2.4 Convergência do passo de tempo e da extensão da memória

Antes de iniciar qualquer análise, a convergência do passo de tempo, Δ𝑡, do integrador

numérico e da extensão da memória é imprescindível para se determinar os valores corretos

destes parâmetros e como consequência, uma quantidade desnecessária de cálculos. Por

exemplo, utilizar um Δ𝑡 excessivamente reĄnado e/ou uma memória muito longa.

A determinação destes parâmetros será feita utilizando a massa na extremidade livre

da viga, pois desta maneira será possível perceber algum impacto nas frequências naturais

o que poderia impactar as análises aeroeviscoelásticas, caso haja.

Neste caso, o que se faz é primeiramente Ąxar, Δ𝑡 = 0, 1𝑚𝑠 e variar a extensão da

memória com os seguintes valores de 𝑁𝑙 : 100, 250, 500, 1000 e 1000. Isto resultará

em memórias com extensões de: 10𝑚𝑠, 25𝑚𝑠, 50𝑚𝑠, 100𝑚𝑠 e 500𝑚𝑠. As Figs.(5.13a) e

(5.13b) mostram este comportamento.
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Figura 5.14: InĆuência da extensão da memória sobre dinâmica do sistema.
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Figura 5.15: InĆuência da extensão da memória sobre dinâmica do sistema.

Uma vez avaliada a extensão da memória, o efeito do Δ𝑡 na resposta é estudado através

da redução do Δ𝑡 para 1𝑚𝑠. Em seguida, determina-se a correta quantidade de 𝑁𝑙s para

que a não-localidade seja avaliada até o mesmo instante no passado utilizado para um

Δ𝑡 = 0, 1𝑚𝑠. Desta maneira, tem-se que, 𝑁𝑙 = 10, 25, 50, 100 e 500.
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Figura 5.16: InĆuência da extensão da memória sobre dinâmica do sistema.

Observa-se nas Figs.(5.16) e (5.17) uma forte inĆuência do Δ𝑡 para frequências mais

altas. Porém, a quantidade de amortecimento gerada com a não-localidade de até 500𝑚𝑠

é a mesma para os dois casos, como pode ser visto nas respostas no domínio do tempo e

da frequência para os três primeiros picos. Esta divergência em alta frequência não será

um problema, uma vez que a aeroelasticidade será regida basicamente pelos três primeiros

modos da estrutura, como será visto em capítulos posteriores.

Portanto, após quantiĄcar todos estes efeitos, é possível dizer que devido ao compro-

misso entre qualidade da resposta e tempo de cálculo, os valores considerados bons para



89

Tempo [s]

0 1 2 3 4 5

A
m

p
li

tu
d

e
 [

ra
d

]
×10

-3

-3

-2

-1

0

1

2

3

N
l
=5000 e ∆ t=0.1 ms

N
l
=500 e ∆ t=1 ms

(a) InĆuência da extensão da memória na
resposta temporal - gdl θ𝑦(t).

Frequência [Hz]

0 50 100 150 200 250 300

A
m

p
li

tu
d

e
 F

F
T

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

N
l
=5000 e ∆ t=0.1 ms

N
l
=500 e ∆ t=1 ms

(b) InĆuência da extensão da memória na
FRF.

Figura 5.17: InĆuência da extensão da memória sobre dinâmica do sistema - 𝜃𝑦(𝑡).

os parâmetros são Δ𝑡 = 1𝑚𝑠 e 𝑁𝑙 = 500.



CAPÍTULO VI

Seção Típica Não Linear

As pesquisas sobre Ćutter de painéis feitas em mestrado e neste doutorado foram

abordadas inicialmente no domínio da frequência, e em seguida no domínio do tempo,

sempre tratados de maneira linear. Apesar destes modelos indicarem valores de velocidade

crítica coerentes, nada pode ser dito em relação às amplitudes de deslocamentos em regiões

próximas à velocidade crítica e além, devido às não linearidades existentes. Estas não

linearidades podem fazer com que fenômenos como bifurcações, oscilações em ciclo limite

e mesmo caos (SALES et al., 2018) venham a ocorrer. Neste contexto, surgiu a ideia

de iniciar um trabalho com sistemas aeroelásticos não lineares no domínio do tempo,

para que seja possível estudar além das amplitudes de vibração, analisar a inĆuência

do amortecimento viscoelástico na instabilidade aeroelástica. Portanto, foi escolhido o

modelo de uma seção típica contemplando não linearidades estruturais e associadas a estas

elementos viscoelásticos discretos para o estudo. Neste contexto, o que se busca responder

é a real inĆuência do amortecimento viscoelástico no valor da velocidade crítica, ou se seu

efeito é particularmente para diminuir as amplitudes do sistema em ciclo limite.

Desta forma, os efeitos não lineares são introduzidos no modelo da seção típica por

meio de elementos discretos de rigidez não lineares, seja em plunge ou em pitch. As

formas mais comuns de não linearidades deste tipo são molas do tipo hardening , softening

(SALES et al., 2018) ou folga (free-play) (OŠNEIL; STRGANAC, 1998). Estes efeitos não

lineares serão aplicados somente aos elementos de rigidez elástica, ou seja, nas rijezas da

seção típica. Os elementos viscoelásticos serão tratados de forma linear, implicando que

amortecimento gerado dependerá completamente do deslocamento obtido de um modelo

não linear.

Quanto ao modelo de carregamento aerodinâmico, uma abordagem não estacionária é

aplicada utilizando a Função de Wagner (SILVESTRE, 2012). Deste modelo, uma equação
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respectivamente. A distância, r, refere-se à distância de um inĄnitesimal de massa do

perĄl em relação ao eixo elástico (e.e), sendo portanto a grandeza que determinará a

massa e os momentos de inércia do perĄl, quando integrada ao longo das duas semi-

cordas, parâmetro representado pela letra 𝑏.

Na Fig.(6.1) pode-se ver também os elementos discretos de rigidez elástica, representa-

dos esquematicamente pelas molas pretas, e os elementos viscoelásticos, representados em

vermelho. É importante dizer que os elementos viscoelásticos possuem o comportamento

linear do ponto de vista geométrico, não apresentando portanto auto-enrijecimento.

A partir do elemento inĄnitesimal de massa mostrado na Fig.(6.1), é possível avaliar a

energia cinética do sistema com base em todos os parâmetros mostrados. Desta maneira,

calculando as parcelas relativas aos movimentos de plunge, ℎ𝑡, e pitch, 𝜃𝑡, a seguintes

expressão podem ser descritas:

𝑑𝑇ℎ =
1
2

𝑑𝑚
[︁

ℎ̇ + (𝑥 ⊗ 𝑏𝑎)
]︁

(6.1a)

𝑑𝑇𝜃 =
1
2

𝑑𝑚
[︁

ℎ̈ + (𝑥 ⊗ 𝑏𝑎)2 𝜃2 + 2 (𝑥 ⊗ 𝑏𝑎) ℎ̇𝜃
]︁

(6.1b)

Integrando os dois inĄnitesimais do potencial de energia cinética ao longo da corda,

ou seja, de ⊗𝑏 até 𝑏, a energia cinética total da seção típica é determinada pela soma das

duas parcelas.

𝑇 =
1
2

𝑚ℎ̇2 +
1
2

𝐼𝜃𝜃
2 + 𝑆𝜃ℎ̇𝜃 (6.2)

onde,

𝐼𝜃 =
∫︁ 𝑏

⊗𝑏
(𝑥 ⊗ 𝑏𝑎)2 𝑑𝑚 (6.3a)

𝑆𝜃 =
∫︁ 𝑏

⊗𝑏
(𝑥 ⊗ 𝑏𝑒) 𝑑𝑚 (6.3b)

são os momentos de inércia e o produto de inércia, respectivamente, em torno do eixo

elástico.

Em seguida, o cálculo do potencial de energia de deformação elástica é realizado com

base na rijezas discretas apresentadas na Fig.(6.1), a priori sem considerar os elementos

viscoelásticos. Disso, tem-se a seguinte relação:

𝑑𝑈 = 𝐾𝑁.𝐿
ℎ ℎ𝑑ℎ + 𝐾𝑁.𝐿

𝜃 𝜃𝑑𝜃 (6.4)

Integrando em ℎ e ]𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎, tem que o potencial de energia de deformação elástica vale:

𝑈 =
∫︁ ℎ

0
𝐾𝑁.𝐿

ℎ ℎ𝑑ℎ +
∫︁ 𝜃

0
𝐾𝑁.𝐿

𝜃 𝜃𝑑𝜃 =
1
2

𝐾𝑁.𝐿
ℎ ℎ2 +

1
2

𝐾𝑁.𝐿
𝜃 𝜃2 (6.5)

onde, 𝐾𝑁.𝐿
ℎ e 𝐾𝑁.𝐿

𝜃 , são as molas elásticas dependentes do deslocamento da estrutura. Será

mostrado mais a seguir como serão idealizadas estas rijezas de forma não linear. Além

do amortecimento estruturado introduzido pela presença dos elementos viscoelásticos, são
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considerados também forças dissipativas relativas a cada grau de liberdade. A forma de

calcular esta componente de energia do energia é mostrada abaixo:

𝐷 =
1
2

𝑐ℎℎ̇2 +
1
2

𝑐𝜃𝜃
2 (6.6)

onde, 𝑐ℎ e 𝑐𝜃 são os amortecimentos estruturais relacionados aos modos de translação e

torção, respectivamente. Estes termos podem reescrito de forma matricial:
⋃︀

⨄︀

𝑐ℎ 0

0 𝑐𝜃

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⨄︀

2𝑚Õℎæℎ 0

0 2𝐼𝜃Õ𝜃æ𝜃

⋂︀

⋀︀ (6.7)

onde, Õℎ e Õ𝜃 são os coeĄcientes de amortecimento adimensionais , e æℎ e æ𝜃 são as

frequências naturais associadas aos modos de plunge e pitch. Agora é possível aplicar

as equações de Lagrange a todos os potenciais deĄnidos para obtenção das equações do

movimento, como mostrado a seguir:

𝑑

𝑑𝑡

(︃

𝜕𝑇

𝜕ℎ̇𝑡

⎜

⊗
𝜕𝑇

𝜕ℎ𝑡

+
𝜕𝑈

𝜕ℎ
+

𝜕𝐷

𝜕ℎ̇𝑡

= 𝑄ℎ (6.8a)

𝑑

𝑑𝑡

(︃

𝜕𝑇

𝜕𝜃𝑡

⎜

⊗
𝜕𝑇

𝜕𝜃𝑡

+
𝜕𝑈

𝜕𝜃
+

𝜕𝐷

𝜕𝜃𝑡

= 𝑄𝜃 (6.8b)

onde 𝑄ℎ e 𝑄𝜃 são os esforços generalizados, que neste caso representam os esforços aero-

dinâmicos atuantes no perĄl devido ao campo de pressão por este gerado.

Logo, substituindo as expressões da energia cinética, potencial e dissipativa nas Equa-

ções de Lagrange, as equações do movimento relativas a cada grau de liberdade são

deĄnidas. Já transcrevendo-as em forma matricial, a seguinte expressão é obtida:
⋃︀

⨄︀

𝑚 𝑆𝜃

𝑆𝜃 𝐼𝜃

⋂︀

⋀︀

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ̈(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

+

⋃︀

⨄︀

𝑐ℎ 0

0 𝑐𝜃

⋂︀

⋀︀

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ̇(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

+

⋃︀

⨄︀

𝑘
(𝑁.𝐿)
ℎ 0

0 𝑘
(𝑁.𝐿)
𝜃

⋂︀

⋀︀

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

=

∏︁

⨄︁

⎩

𝑄ℎ

𝑄𝜃

⎫

⋀︁

⋂︁

(6.9)

onde os termos não lineares 𝐾
(𝑁.𝐿)
ℎ e 𝐾

(𝑁.𝐿.)
𝜃 valem:

𝐾
(𝑁.𝐿)
ℎ = 𝑚æ2

ℎ

𝐹ℎ(ℎ(𝑡))
ℎ(𝑡)

= 𝑚æ2
ℎ

(︁

𝑎ℎ
0ℎ(𝑡) + 𝑎ℎ

1ℎ3(𝑡)
)︁

ℎ(𝑡)
(6.10a)

𝐾
(𝑁.𝐿)
𝜃 = 𝐼𝜃æ

2
𝜃

𝐹𝜃(𝜃(𝑡))
𝜃(𝑡)

= 𝐼𝜃æ
2
𝜃

(︁

𝑎𝜃
0𝜃(𝑡) + 𝑎𝜃

1𝜃
3(𝑡)

)︁

𝜃(𝑡)
(6.10b)

e as constantes 𝑎ℎ,𝜃
0 e 𝑎ℎ,𝜃

1 devem ser determinadas por ajuste de curva com os resultados

experimentais.

Os esforços generalizados podem ser calculados a partir do trabalho virtual da seguinte

maneira:

𝑄𝑖 =
𝜕Ó𝑊

𝜕Ó𝑞𝑖

(6.11)
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Figura 6.4: Viga responsável por conferir rigidez ao movimento de torção.

experimentalmente. Estes valores, bem como as propriedades geométricas e de massa

serão descrito a seguir. A estes elementos discretos de rigidez são conferidas não lineari-

dades do tipo hardening e a equação do movimento pode ser descrita como mostrado a

seguir:

Os esfoços aerodinâmicos, 𝐿(𝑡) e 𝑀𝑒.𝑎(𝑡) são, respectivamente, a força de sustentação

e o momento desta em relação ao eixo elástico. Ambos são deĄnidos no domínio do tempo

com base na teoria aerodinâmica não-estacionária descrita por Wagner (WAGNER, 1925).

6.2 Aerodinâmica não-estacionária

Antes de descrever a teoria de Wagner, é importante elencar as hipóteses feitas acerca

do escoamento que Ćui através de um perĄl Ąno e rígido, o qual é considerado bi-

dimensional, invíscido e incompressível.

Neste contexto, pode-se dizer que a principal diferença entre a aerodinâmica estacio-

nária e não-estacionária é que na primeira para qualquer instante de tempo, 𝑡, o aerofólio

se comporta com características deste mesmo aerofólio com valores instantâneos de des-

locamento e velocidade. Não há nenhuma dependência dos efeitos da frequência, o que

torna esta abordagem não adaptada para análises de Ćutter. Já os modelos não estacio-

nários consideram as alterações do escoamento através do perĄl desde o bordo de ataque

até o bordo de fuga, bem como os efeito da esteira. A dependência da frequência nos

movimentos de sustentação e o momento por esta gerado devem ser considerados. Isso

torna a análise adaptada para análises de Ćutter.

Wagner (WAGNER, 1925) investigou em 1925 as variações da força de sustentação

após uma mudança abrupta no ângulo de ataque através da teoria do potencial linear.





98

onde 𝐿(𝑛𝑐)(𝑡) e 𝑀 (𝑛𝑐)
𝑒.𝑎 (𝑡) representam a sustentação e momento em torno do eixo elástico

devido à parcela não-circulatória do escoamento e são descritos por:

𝐿
(𝑛𝑐)
𝑡 = Þ𝑏2𝜌

(︁

ℎ̈ + 𝑉 𝜃 ⊗ 𝑏𝑎𝜃
)︁

(6.18a)

𝑀
(𝑛𝑐)
𝑒.𝑎,𝑡 = Þ𝑏2𝜌

[︂

𝑉 ℎ̇ + 𝑏𝑎ℎ̈ + 𝑉 2𝜃 ⊗ 𝑏2
(︂1

8
+ 𝑎2

)︂

𝜃
]︂

(6.18b)

O segundo termo das Eqs.(6.17a) e (6.17b) representam as parcelas dos esforços devido

ao escoamento circulatório em que Òæ (𝑥, 𝑡) denota a circulação da esteira de vórtices por

unidade de comprimento do perĄl. O termo, Q, representa o ŞdownwashŤ, caracterítico

do perĄl na posição 3
4

da corda a contar a partir do bordo de ataque e é deĄnido pela

expressão:

𝑄𝑡 = 𝑉 𝜃 + ℎ̇ + 𝑏
(︂1

2
⊗ 𝑎

)︂

𝜃 (6.19)

e orientado positivo se o perĄl se mover para baixo, tal qual o sistema de referências ado-

tado na Fig.(6.1). Para mudanças repentinas no "downwash" a 3
4

da corda, o carregamento

circulatório é descrito pelas equações:

𝐿
(𝑐)
𝑡 = 2Þ𝜌𝑉 𝑏𝑄Φ (𝑠) (6.20a)

𝑀
(𝑐)
𝑒.𝑎,𝑡 = ⊗Þ𝜌𝑉 𝑏2𝑄 + 2Þ𝜌𝑉 𝑏2𝑄

[︂

⊗
(︂

𝑎 +
1
2

)︂]︂

Φ (𝑠) (6.20b)

Para determinar o carregamento aerodinâmico quando pequenas e gradativas mudan-

ças no ângulo de ataque acontecerem, assume-se a superposição de degraus inĄnitesimais

no "downwash". Neste caso, a sustentação devido ao escoamento circulatório é determi-

nada através de um somatório ao longo do tempo de cada contribuição em função da

posição do perĄl. A este somatório é dado o nome de integral de Duhamel, a qual é

descrita por Bisplingshoff et al. (BISPLINGHOFF; ASHLEY, 2013). Assim, para um

"downwash", Q, variando com o tempo em função do movimento de um perĄl qualquer,

aplica-se a integral de Duhamel para as Eqs.(6.20a) e (6.20b), obtendo:

𝐿
(𝑐)
𝑡 = 2Þ𝜌𝑉 𝑏

⎟

𝑄(𝑡0)Φ(𝑠) +
∫︁ 𝑡

á=𝑡0

𝑑𝑄(á)
𝑑á

Φ (𝑡 ⊗ á) 𝑑á

⟨

(6.21a)

𝑀
(𝑐)
𝑒.𝑎,𝑡 = ⊗Þ𝜌𝑉 𝑏2𝑄 + 𝑏

(︂

𝑎 +
1
2

)︂

𝑙(𝑐)(𝑡) (6.21b)

Para solução da integral, pode-se assumir uma condição inicial para Q, por exemplo,

𝑄(𝑡0) = 0. Assim, a Eq.(6.21a) é simpliĄcada, tornando:

𝐿
(𝑐)
𝑡 = 2Þ𝜌𝑉 𝑏

∫︁ 𝑡

á=𝑡0

𝑑𝑄(á)
𝑑á

Φ (𝑡 ⊗ á) 𝑑á (6.22)
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Portanto, ao aplicar a aproximação proposta por Jones para a função de Wagner,

Eq.(6.16), a solução da integral gerará os seguintes termos:

∫︁ 𝑡

á=𝑡0

𝑑𝑄(á)
𝑑á

Φ (𝑡 ⊗ á) 𝑑á = 𝑄(𝑡) + Ú1(𝑡) + Ú2(𝑡) (6.23)

onde Ú1,𝑡 e Ú2,𝑡 representam os atrasos aerodinâmicos que surgem entre a variação no

"Downwash" e a alteração na sustentação do perĄl. Estes parâmetros podem ser deter-

minados pelas seguintes equações diferenciais:

Ú̇1(𝑡) = ⊗0.041
(︂

𝑉

𝑏

)︂

Ú1(𝑡) ⊗ 0.165𝑄̇(𝑡) (6.24a)

Ú̇2(𝑡) = ⊗0.032
(︂

𝑉

𝑏

)︂

Ú2(𝑡) ⊗ 0.335𝑄̇(𝑡) (6.24b)

onde 𝑄̇ é a taxa de variação do "downwash" na posição 3
4

de corda.

Desta maneira, por meio da função de Wagner e da integral de Duhamel, a susten-

tação é determinada somando as parcelas não-circulatória e circulatória. Substituindo a

Eq.(6.23) na Eq.(6.22) e considerando o termo não-circulatório, a sustentação é determi-

nada.

𝐿(𝑡) = Þ𝑏2𝜌
(︁

ℎ̈ + 𝑉 𝜃 ⊗ 𝑏𝑎𝜃
)︁

+ 2Þ𝜌𝑉 𝑏 [𝑄(𝑡) + Ú1(𝑡) + Ú2(𝑡)] (6.25)

e o momento

𝑀𝑒𝑎(𝑡) = Þ𝑏2𝜌

⋃︀

⨄︀𝑉 ℎ̇+𝑏𝑎ℎ̈ + 𝑉 2𝜃 ⊗ 𝑏2
(︂1

8
+ 𝑎2

)︂

𝜃

⋂︀

⋀︀⊗ ...

... ⊗ Þ𝜌𝑉 𝑏2𝑄 + 𝑏
(︂

𝑎 +
1
2

)︂

2Þ𝜌𝑉 𝑏 [𝑄(𝑡) + Ú1(𝑡) + Ú2(𝑡)]

(6.26)

As Eqs.(6.25) e (6.26) podem ser reescritas matricialmente como mostrado a seguir:
∏︁

⨄︁

⎩

⊗𝐿(𝑡)

𝑀𝑒.𝑎(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

= [𝑎1]

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ̈(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

+ [𝑎2]

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ̇(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

+ [𝑎3]

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

+ [𝑎4]

∏︁

⨄︁

⎩

Ú1(𝑡)

Ú2(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

(6.27)

bem como as Eqs.(6.24a) e (6.24b):

∏︁

⨄︁

⎩

Ú̇1(𝑡)

Ú̇2(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

= [𝑏1]

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ̈(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

+ [𝑏2]

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ̇(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

+ [𝑏3]

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

+ [𝑏4]

∏︁

⨄︁

⎩

Ú1(𝑡)

Ú2(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

(6.28)

As matrizes que compõem o carregamento aerodinâmico e os estados de atraso são

descritas no Apêndice A.1. Em seguida, substitui-se a Eq.(6.27) na Eq.(6.9) e isola-se os

atrasos aerodinâmicos no lado direito da equação.

([𝑀 ] ⊗ [𝑎1])

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ̈(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

+([𝐶] ⊗ [𝑎2])

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ̇(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

+
(︁[︁

𝐾(𝑁.𝐿)
]︁

⊗ [𝑎3]
)︁

∏︁

⨄︁

⎩

ℎ(𝑡)

𝜃(𝑡)

⎫

⋀︁

⋂︁

= [𝑎4]

∏︁

⨄︁

⎩

Ú1

Ú2

⎫

⋀︁

⋂︁

(6.29)
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Neste ponto, o desenvolvimento matemático é realizado diferente do que fazem Sil-

vestre (SILVESTRE, 2012), Silva (SILVA, 2016) e (SALES et al., 2018). Ao invés de

partir para uma formulação no espaço de estados, é criado um sistema de equações com

a Eq.(6.28) e a Eq.(6.29) de modo a obter o seguinte sistema:

⋃︀

⨄︀

[︁

𝑀̃
]︁

[0]

⊗ [𝑏1] [0]

⋂︀

⋀︀

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

ℎ̈(𝑡)

𝜃(𝑡)

Ú̈1(𝑡)

Ú̈2(𝑡)

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

+

⋃︀

⨄︀

[︁

𝐶
]︁

[0]

⊗ [𝑏2] [𝐼]

⋂︀

⋀︀

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

ℎ̇(𝑡)

𝜃(𝑡)

Ú̇1(𝑡)

Ú̇2(𝑡)

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

+

⋃︀

⨄︀

[︁

𝐾̃
]︁

⊗ [𝑎4]

⊗ [𝑏3] ⊗ [𝑏4]

⋂︀

⋀︀

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

ℎ(𝑡)

𝜃(𝑡)

Ú1(𝑡)

Ú2(𝑡)

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

0

0

0

0

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(6.30)

onde:

∙
[︁

𝑀̃
]︁

= [𝑀 ] ⊗ [𝑎1]

∙
[︁

𝐶
]︁

= [𝐶] ⊗ [𝑎2]

∙
[︁

𝐾̃
]︁

=
[︁

𝐾(𝑁.𝐿)
]︁

⊗ [𝑎3]

Este arranjo se mostrou bastante prático, pois do ponto de vista da Teoria das Faixas

aplicada ao método dos Elementos Finitos permite que o problema seja resolvido sem

dobrar a quantidade de graus de liberdade. Além disso, ele permite a integração direta

das equações que regem o movimento.

Na sequência, será mostrado como os elementos viscoelásticos são idealizados para

inserir rigidez e amortecimento em plunge e pitch dadas as possibilidade de aplicação do

material viscoelástico no aparato experimental PAPA.

6.2.1 Idealização do elemento de rigidez discreta viscoelástica em plunge

Devido às condições para aplicação do material viscoelástico no PAPA, dois tipos de

elementos de rigidez viscoelástica foram idealizados: um que conferirá rigidez de alonga-

mento puro e outro torção pura. Os desenvolvimentos matemáticos da idealização destes

elementos são mostrados em duas subseções diferentes. Esta aplicação permitirá validar

o modelo numérico e ajudará a compreender a inĆuência do amortecimento gerado pelo

material viscoelástico no comportamento aeroelástico do sistema.

Assim, é necessário determinar a rigidez em alongamento puro de um corpo viscoelás-

tico que possui dimensões 𝑙𝑥 (largura), 𝑙𝑦 (comprimento) e 𝑙𝑧 (espessura) tal qual mostrado

na Fig.6.6.

Como este elemento deformará somente ao longo de seu comprimento principal, 𝑙𝑦,

sua deformação pode ser determinada como mostrado a seguir:

𝜀𝑦𝑦 =
𝑙𝑓 ⊗ 𝑙𝑖

𝑙𝑖
=

𝑙𝑦 + ℎ𝑡 ⊗ 𝑙𝑦
𝑙𝑦

=
ℎ𝑡

𝑙𝑦
(6.31)
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mais externa é Ąxa à estrutura, conferindo assim o cisalhamento do material viscoelástico

durante o movimento de pitch. Para facilitar a compreensão sobre como o elemento de

rigidez viscoelástico seria construído e aplicado ao PAPA, uma proposta é apresentada na

Fig.(6.8).

Figura 6.8: Aplicação do elemento de rigidez viscoelástico no PAPA.

Pelo desenho, entende-se que o elemento 1 é Ąxo ao elemento 3, que por sua vez re-

cebe a camada de material viscoelástico, representada pelo elemento 4, a qual é colada

na superfície do elemento 5. Assim, ao girar o eixo, o material viscoelástico é cisalhado,

oferecendo rigidez e dissipação de energia ao sistema. Caso Θ = 2Þ, o elemento viscoelás-

tico envolveria todo o eixo do PAPA. Desta maneira, é possível determinar o perímetro

do elemento de rigidez à torção e com base nisso, calcular o coeĄciente de rigidez do

elemento.

Para que a rigidez do elemento torcional seja deĄnida, considera-se inicialmente um

corpo viscoelástico sólido, ver Fig(6.8a), como uma barra. A este corpo, um torque

conjugado é aplicado em suas extremidades de tal maneira que o mesmo se encontre sob

torção pura. Por questão de simetria, pode-se demonstrar que as seções transversais do

corpo viscoelástico giram como corpos rígidos em torno do eixo longitudinal, cujos raios

permanecem retos e as seções circulares. Além disso, caso o ângulo total da torção, 𝜃,

seja pequeno, é dito que não há variação nem no raio, nem no comprimento da barra.
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Quando é imposto que o corpo está sujeito a torção pura, pode-se dizer que a taxa

de variação do ângulo 𝜃 ao longo do comprimento 𝑑𝑧 é constante. Disso, tem-se que a

deformação cisalhante pode ser descrita da seguinte forma:

𝜀𝜃 =
𝜌

𝑙𝑧
𝜃𝑡 (6.41)

Toda esta teoria foi baseada na teoria de torção pura demonstrada por Timoshenko e

Gere (TIMOSHENKO; GERE, 1994). Como o corpo viscoelástico é uma coroa circular,

o intervalo de integração de 𝜌, será do raio interno, 𝑅𝑖, ao raio externo, 𝑅𝑒, mensurados

a partir do centro do eixo do PAPA, uma vez que este e a bucha são concêntricos. Uma

vez determinada a deformação, a tensão não local do elemento é descrita em termos da

lei constitutiva para cisalhamento puro deĄnida na Eq.(3.40):

à𝜃 =
𝑁l
∑︁

𝑗=0

Ñ𝐺
𝑗+1

𝜌

𝑙𝑧
𝜃𝑡⊗𝑗∆𝑡 (6.42)

Desta forma, é possível calcular o potencial de energia de deformação viscoelástica

pela expressão:

𝑈 =
1
2

∫︁

𝑉
𝜀𝜃à𝜃𝑑𝑉 (6.43)

Neste caso, o inĄnitesimal de volume do corpo viscoelástico é deĄnido por:

𝑑𝑉 = 𝑑𝐴𝑑𝑧 = 2Þ𝜌𝑑𝜌𝑑𝑧 (6.44)

tem-se que o potencial de energia de deformação pode ser descrito em termos do raio e

da altura do corpo viscoelástico, como a seguir:

𝑈 =
∫︁ 𝑙z

0

∫︁ 𝑅e

𝑅i

𝑁l
∑︁

𝑗=0

Ñ𝐺
𝑗+12Þ

𝜌3

𝑙2
𝑧

𝜃𝑡⊗𝑗∆𝑡𝜃𝑡𝑑𝜌𝑑𝑧 (6.45)

As integrais ao longo do raio e do comprimento do corpo viscoelástico na Eq.(6.45)

resultam em:

𝑈 =
1
2

⋃︀

⨄︀

𝑁l
∑︁

𝑗=0

Ñ𝐺
𝑗+1

2Þ

4
(𝑅4

𝑒 ⊗ 𝑅4
𝑖 )

𝑙𝑧
𝜃𝑡⊗𝑗∆𝑡

⋂︀

⋀︀ 𝜃𝑡 (6.46)

Nota-se que neste caso tem-se que uma bucha que envolve todo o eixo do PAPA, pois

o ângulo utilizado foi 2Þ. Este valor pode ser escolhido de acordo com a aplicação, como

será visto mais adiante.

Para que a rigidez viscoelásticas, 𝐾𝐺
𝑣 e os esforços dissipativos, 𝐹 𝐺

𝑣 , sejam visualizados,

é necessário avaliar a Eq.(6.46) para 𝑗 = 0.

𝑈 =
1
2

⎟

Ñ𝐺
1

2Þ

4
(𝑅4

𝑒 ⊗ 𝑅4
𝑖 )

𝑙𝑧

⟨

𝜃2
𝑡 +

1
2

⋃︀

⨄︀

𝑁l
∑︁

𝑗=1

Ñ𝐺
𝑗+1

2Þ

4
(𝑅4

𝑒 ⊗ 𝑅4
𝑖 )

𝑙𝑧
𝜃𝑡⊗𝑗∆𝑡

⋂︀

⋀︀ 𝜃𝑡 = ...

... =
1
2

𝑘𝐺
𝑣 𝜃2

𝑡 +
1
2

Φ𝐺
𝑡⊗∆𝑡𝜃𝑡

(6.47)
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Assim, a nova equação do movimento pode ser determinada para o sistema viscoelás-

tico contendo um elemento viscoelástico torsional discreto:

[︁

𝑀̄
]︁

¶𝑞♢ +
[︁

𝐶
]︁

¶𝑞♢ +
[︁

𝐾̄(𝐺)
𝑣

]︁

¶𝑞♢ =
{︁

𝐹 (𝐺)
𝑣

}︁

(6.48)

onde o termo, Φ𝐺
𝑡⊗∆𝑡, está contido dentro do vetor de esforços externos:

{︁

𝐹 (𝐺)
𝑣

}︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

0

⊗Φ(𝐺)
𝑡⊗∆𝑡

0

0

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(6.49)

Neste novo sistema, a matriz de rigidez será acrescida da componente viscoelástica de

torção, como mostrado:
[︁

𝐾̄(𝐺)
𝑣

]︁

=

⋃︀

⨄︀

[︁

𝐾̃(𝐺)
𝑣

]︁

⊗ [𝑎4]

⊗ [𝑏3] ⊗ [𝑏4]

⋂︀

⋀︀ (6.50)

em que,
[︁

𝐾̃(𝐺)
𝑣

]︁

=

⋃︀

⨄︀

𝑘
(𝑁.𝐿)
ℎ 0

0 𝑘
(𝑁.𝐿)
𝜃

⋂︀

⋀︀+

⋃︀

⨄︀

0 0

0 𝑘(𝐺)
𝑣

⋂︀

⋀︀ (6.51)

Uma vez determinados os dois tipos de sistemas aeroviscoelásticos, é possível também

determinar um sistema com os dois tipos de elementos viscoelásticos. Neste caso a matriz,
[︁

𝐾̃(𝐸,𝐺)
𝑣

]︁

, é deĄnida como:

[︁

𝐾̃(𝐸,𝐺)
𝑣

]︁

=

⋃︀

⨄︀

𝑘
(𝑁.𝐿)
ℎ 0

0 𝑘
(𝑁.𝐿)
𝜃

⋂︀

⋀︀+

⋃︀

⨄︀

𝑘(𝐸)
𝑣 0

0 𝑘(𝐺)
𝑣

⋂︀

⋀︀ (6.52)

e o vetor de esforços dissipativos,

{︁

𝐹 (𝐸,𝐺)
𝑣

}︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

⊗Φ(𝐸)
𝑡⊗∆𝑡

⊗Φ(𝐺)
𝑡⊗∆𝑡

0

0

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(6.53)

Finalmente, equação do movimento contemplando os dois tipo de elementos viscoelás-

ticos pode ser descrita como mostrado a seguir:

[︁

𝑀̄
]︁

¶𝑞♢ +
[︁

𝐶
]︁

¶𝑞♢ +
[︁

𝐾̄(𝐸,𝐺)
𝑣

]︁

¶𝑞♢ =
{︁

𝐹 (𝐸,𝐺)
𝑣

}︁

(6.54)

Após determinação dos diferentes tipos de sistemas aeroviscoelásticos, a continuidade

do trabalho se dá com o desenvolvimento do método de integração numérica da equação

do movimento não linear utilizando Newton-Raphson.
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6.2.3 Determinação da solução não linear

Para solução da equação não linear da seção típica será utilizado o método numérico

de Newton-Raphson combinado com o método de Newmark (REDDY, 2005). Assim, a

partir da abordagem incondicionalmente estável proposta por Newmark, o método da

aceleração média-constante (também chamado de regra do trapézio) é utilizado. Neste

procedimento, os dois parâmetros principais são Ó = 0.5 e Ð = 0.25. Desta maneira,

tem-se que as constantes de integração do método são deĄnidas como sendo:

𝑎0 =
1

ÐΔ𝑡2
; 𝑎1 =

Ó

ÐΔ𝑡
; 𝑎2 =

1
ÐΔ𝑡

; 𝑎3 =
1

2Ð
⊗ 1;

𝑎4 =
Ó

Ð
⊗ 1; 𝑎5 =

Δ𝑡

2

(︃

Ó

Ð
⊗ 2

⎜

; 𝑎6 = Δ𝑡 (1 ⊗ Ó) ; 𝑎7 = ÓΔ𝑡

Adotando as soluções propostas por Newmark para a velocidade e aceleração, e subs-

tituindo a segunda na primeira, a seguinte relação é determinada:

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡 = 𝑎0

(︁

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡 ⊗ ¶𝑞♢𝑡

)︁

⊗ 𝑎2 ¶𝑞♢𝑡 ⊗ 𝑎3 ¶𝑞♢𝑡 (6.56a)

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡 = 𝑎1

(︁

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡 ⊗ ¶𝑞♢𝑡

)︁

⊗ 𝑎4 ¶𝑞♢𝑡 ⊗ 𝑎5 ¶𝑞♢𝑡 (6.56b)

Em seguida, as soluções ¶𝑞♢𝑡+∆𝑡, ¶𝑞♢𝑡+∆𝑡 e ¶𝑞♢𝑡+∆𝑡, são introduzidas na Eq.(6.54),

resultando na seguinte expressão:
[︁

𝑀̄
]︁ (︁

𝑎0

(︁

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡 ⊗ ¶𝑞♢𝑡

)︁

⊗ 𝑎2 ¶𝑞♢𝑡 ⊗ 𝑎3 ¶𝑞♢𝑡

)︁

+ ...

... +
[︁

𝐶
]︁ (︁

𝑎1

(︁

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡 ⊗ ¶𝑞♢𝑡

)︁

⊗ 𝑎4 ¶𝑞♢𝑡 ⊗ 𝑎5 ¶𝑞♢𝑡

)︁

+ ...

... +
[︁

𝐾̄𝐸,𝐺
𝑣

(︁

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡

)︁]︁

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡 = ¶0♢

(6.57)

Assim, rearranjando os termos em relação a ¶𝑞♢𝑡+∆𝑡, é possível obter uma equação em

termos da rigidez efetiva e dos parâmetros [Θ1,𝑡+∆𝑡], [Θ2,𝑡+∆𝑡] e [Θ3,𝑡+∆𝑡], como mostrado

abaixo:

[︁

𝐾̄𝑒𝑓

(︁

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡

)︁]︁

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡 = [Θ1,𝑡+∆𝑡] ¶𝑞♢𝑡 + [Θ2,𝑡+∆𝑡] ¶𝑞♢𝑡 + [Θ3,𝑡+∆𝑡] ¶𝑞♢𝑡 (6.58)

onde,

[︁

𝐾̄𝑒𝑓

(︁

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡

)︁]︁

=
[︁

𝐾̄𝐸,𝐺
𝑣

(︁

¶𝑞♢𝑡+∆𝑡

)︁]︁

+ [Θ1,𝑡+∆𝑡] (6.59a)

[Θ1,𝑡+∆𝑡] = ⊗
(︁

𝑎0

[︁

𝑀̄
]︁

+ 𝑎1

[︁

𝐶
]︁)︁

(6.59b)

[Θ2,𝑡+∆𝑡] = ⊗
(︁

𝑎2

[︁

𝑀̄
]︁

+ 𝑎4

[︁

𝐶
]︁)︁

(6.59c)

[Θ3,𝑡+∆𝑡] = ⊗
(︁

𝑎3

[︁

𝑀̄
]︁

+ 𝑎5

[︁

𝐶
]︁)︁

(6.59d)

Observa-se que a matriz de rigidez efetiva é descrita como sendo dependente dos graus

de liberdade. A partir da Eq.(6.58), é possível descrever o resíduo como sendo uma função
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cujo objetivo minimizá-la. Isto é feito impondo a condição de que os esforços externos

sejam iguais aos internos (BATHE, 2006), o que resulta na seguinte expressão:
{︁

𝑅
(𝑛⊗1)
𝑡+∆𝑡

}︁

=
[︁

𝐾̄𝑒𝑓

(︁

¶𝑞♢(𝑛⊗1)
𝑡+∆𝑡

)︁]︁

¶𝑞♢(𝑛⊗1)
𝑡+∆𝑡 ⊗ [Θ1,𝑡+∆𝑡] ¶𝑞♢𝑡 ⊗ ...

... ⊗ [Θ2,𝑡+∆𝑡] ¶𝑞♢𝑡 ⊗ [Θ3,𝑡+∆𝑡] ¶𝑞♢𝑡

(6.60)

É muito importante atentar-se aos índices do resíduo e dos vetores de graus de liber-

dade que o formam, uma vez que o índice sobrescrito (𝑛⊗1) faz referência ao laço interno

ao método de Newmark, que é justamente o método de Newton-Raphson. O índice subs-

crito (𝑡 + Δ𝑡) é referente ao laço do Newmark. Após deĄnir o resíduo, o cálculo da matriz

tangente pode ser efetuado fazendo:

[︁

𝑇
(𝑛⊗1)
𝑡+∆𝑡

]︁

=
𝑑
{︁

𝑅
(𝑛⊗1)
𝑡+∆𝑡

}︁

𝑑 ¶𝑞♢𝑡+∆𝑡

=
𝑑
(︁[︁

𝐾̄𝑒𝑓

(︁

¶𝑞♢(𝑛⊗1)
𝑡+∆𝑡

)︁]︁

¶𝑞♢(𝑛⊗1)
𝑡+∆𝑡

)︁

𝑑 ¶𝑞♢𝑡+∆𝑡

(6.61)

que por sua vez permite determinar o incremento do deslocamento, Δ ¶𝑞♢(𝑛)
𝑡+∆𝑡:

Δ ¶𝑞♢(𝑛)
𝑡+∆𝑡 = ⊗

[︁

𝑇
(𝑛⊗1)
𝑡+∆𝑡

]︁⊗1 {︁

𝑅
(𝑛⊗1)
𝑡+∆𝑡

}︁

(6.62)

o qual é utilizado para determinar a solução não linear.

¶𝑞♢(𝑛)
𝑡+∆𝑡 = ¶𝑞♢(𝑛⊗1)

𝑡+∆𝑡 + Δ ¶𝑞♢(𝑛)
𝑡+∆𝑡 (6.63a)

¶𝑞♢(𝑛)
𝑡+∆𝑡 = 𝑎0

(︁

¶𝑞♢(𝑛)
𝑡+∆𝑡 ⊗ ¶𝑞♢𝑡

)︁

⊗ 𝑎2 ¶𝑞♢𝑡 ⊗ 𝑎3 ¶𝑞♢𝑡 (6.63b)

¶𝑞♢(𝑛)
𝑡+∆𝑡 = ¶𝑞♢𝑡 + 𝑎6 ¶𝑞♢𝑡 + 𝑎7 ¶𝑞♢(𝑛)

𝑡+∆𝑡 (6.63c)

A convergência da solução é dada pela relação entra as normas de Δ ¶𝑞♢𝑡+∆𝑡 e ¶𝑞♢(𝑛)
𝑡+∆𝑡,

como mostrado a seguir:
⧸︁

⧸︁

⧸︁Δ ¶𝑞♢𝑡+∆𝑡

⧸︁

⧸︁

⧸︁

⧸︁

⧸︁

⧸︁¶𝑞♢(𝑛)
𝑡+∆𝑡

⧸︁

⧸︁

⧸︁

⊘ 𝑡𝑜𝑙 (6.64)

Para iniciar o método, valor de ¶𝑞♢(𝑛⊗1)
𝑡+∆𝑡 pode ser um chute inicial, pois a convergência

deverá acontecer no laço do Newton-Raphson. Uma escolha plausível para este chute

seria dizer que ¶𝑞♢(1)
𝑡+∆𝑡 = ¶𝑞♢𝑡. O Ćuxograma mostrado na Fig.(6.10), é um algorítimo

que explica o processo de obtenção da solução não linear.

Finalmente, após deĄnir o sistema não linear da seção típica em sua forma mais geral

e explicar como é feito o processo numérico de integração da equação do movimento, os

resultados e uma discussão acerca dos mesmos são apresentados na próxima seção.





CAPÍTULO VII

Teoria das Faixas Aplicada ao MEF

Existem diferentes formas de se modelar a distribuição do carregamento aerodinâ-

mico ao longo da envergadura de uma asa. A mais simples, segundo Wright e Cooper

(WRIGHT; COOPER, 2015), é a chamada Teoria das Faixas. Por este motivo, esta abor-

dagem é utilizada em estágios inicias de projetos, como uma base para o desenvolvimento

e também para se ter uma visão rápida do comportamento da estrutura. Ainda de acordo

com Wright e Cooper (WRIGHT; COOPER, 2015), a maior limitação desta prática é

a incapacidade de prever a ocorrência de ondas de choque no regime transônico. Outro

ponto fraco da abordagem é relativo à asas com grande enĆechamento, onde o escoamento

nestes casos possui um maior grau de tri-dimensionalidade, por assim dizer, fazendo com

que a teoria das faixas se torne menos apropriada.

Será utilizado o mesmo carregamento não-estacionário descrito no capítulo 6, o que

encurtará muito este capítulo, uma vez que restará mostrar somente como adicionar cor-

retamente os graus de liberdade do modelo em elementos Ąnitos da viga para criação dos

chamados elementos aerodinâmicos.

Para que esta teoria seja válida, supõe-se que a asa tenha um perĄl Ąno e um grande

alongamento (Aspect Ratio - AR) com magnitude, 𝐴𝑅 > 6. Em relação ao escoamento,

considera-se um Ćuxo bi-dimensional que passa por cada faixa onde cada Ćuxo não possui

nenhuma inĆuência sobre suas vizinhas. Além disso, os efeitos de raiz e ponta de asa são

ignorados, bem como a compressibilidade do ar. Finalmente, é imposto que as avaliações

devem estar compreendidas no regime de Mach: 𝑀 < 0.3.

Desta maneira, uma asa que atenda as imposições mencionadas será idealizada por

um modelo em elementos Ąnitos de uma viga de Euler-Bernoulli, aquele desenvolvido no

capítulo 5. A Fig.(7.1) mostra uma esquema representativo de uma viga em posições

deformada e indeformada, destacando as ŞFaixasŤ ao longo da envergadura e como estas
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Figura 7.2: Distribuição de sustentação ao longo da envergadura de uma asa real e segunda
a Teoria das Faixas.

7.1 Adaptando a Teoria das Faixas ao MEF.

Nesta seção são mostrados os desenvolvimentos matemáticos para implementar a Te-

oria das Faixas ao MEF da viga de Euler-Bernoulli. Este processo será feito a partir das

estruturas desenvolvidas no Capítulo 5.

Inicialmente, o problema será desenvolvido para o caso aeroelástico, e em seguida para

o caso aeroviscoelástico, onde a principal diferença entre os dois sistemas do ponto de vista

algébrico, será o aumento da dimensão das matrizes. Logo, cada sistema demandará uma

transformação linear particular das matrizes aerodinâmicas que as leve de uma dimen-

são [2 × 2], para as dimensões nodais das vigas, que são: [4 × 4] e [5 × 5], para o caso

aeroelástico e aeroviscoelástico, respectivamente.

Portanto, na Teoria das Faixas a asa é considerada como sendo composta por um

número de elementos aerodinâmicos de comprimento, Δ𝑦, que é exatamente o mesmo

comprimento do elemento Ąnito utilizado. A largura do elemento aerodinâmico é igual à

corda da asa. A Fig.(7.3) mostra como as faixas são distribuídas ao longo da envergadura

da plate like wing.

É visto que os elementos aerodinâmicos são dispostos de forma intercalada em relação

aos elementos Ąnitos estruturais. Desta maneira, as faixas são posicionadas de modo que

seus centros de gravidade coincidam com os nós do MEF. Isto é feito devido às característi-

cas de simetria da viga, uma vez que o eixo elástico coincide centro de massa da estrutura.

Contudo o eixo aerodinâmico está alocado à 0.5𝑏, onde a corda é 𝑐 = 2𝑏. Essa informa-

ção já está incorporada na parcela do carregamento aerodinâmico (seja Theodorsen ou

Wagner). Portanto, as cargas aerodinâmicas atuantes no eixo aerodinâmico podem ser

transladadas para o eixo-elástico que é coincidente com o C.G, como um sistema de car-

regamento auto-equilibrado. Assim esta disposição dos elementos aerodinâmicos é muito
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onde a dimensão das matrizes, [𝑏𝑖=1,2,3], é
[︁

𝑑(𝑓𝑎𝑖𝑥𝑎) × 𝑑(𝑛ó)
]︁

e da matriz

[𝑏4],
[︁

𝑑(𝑓𝑎𝑖𝑥𝑎) × 𝑑(𝑓𝑎𝑖𝑥𝑎)
]︁

. Em seguida, o processo de montagem das matrizes aerodinâmicas

globais, [𝐴𝑖=1...4] e [𝐵𝑖=1...4], deve ser feito lembrando que os elementos aerodinâmicos são

equivalentes aos nós da malha estrutural. Assim, a montagem pode ser feita utilizando os

índices dos graus de liberdade de cada nó e os índices dos atrasos aerodinâmicos de cada

faixa, tal qual descrito abaixo:

[𝐴𝑖=1,2,3] =
𝑁◇𝑁ó𝑠
⋃︁

𝑗=1

[𝐴𝑖=1,2,3 (𝑔𝑑𝑙𝑛ó(𝑗), 𝑔𝑑𝑙𝑛ó(𝑗))] + [𝑎𝑖=1,2,3] Δ𝑦𝑗 (7.6a)

[𝐴4] =
𝑁◇𝑁ó𝑠
⋃︁

𝑗=1

[𝐴4 (𝑔𝑑𝑙𝑛ó(𝑗), 𝑎𝑡𝑟𝑎𝑠𝑜𝑛ó(𝑗))] + [𝑎4] Δ𝑦𝑗 (7.6b)

[𝐵𝑖=1,2,3] =
𝑁◇𝑁ó𝑠
⋃︁

𝑗=1

[𝐵𝑖=1,2,3 (𝑎𝑡𝑟𝑎𝑠𝑜𝑛ó(𝑗), 𝑔𝑑𝑙𝑛ó(𝑗))] + [𝑏𝑖=1,2,3] (7.6c)

[𝐵4] =
𝑁◇𝑁ó𝑠
⋃︁

𝑗=1

[𝐵4 (𝑎𝑡𝑟𝑎𝑠𝑜𝑛ó(𝑗), 𝑎𝑡𝑟𝑎𝑠𝑜𝑛ó(𝑗))] + [𝑏4] (7.6d)

onde 𝑔𝑑𝑙𝑛ó(𝑗) faz referência aos índices dos graus de liberdade do 𝑗é𝑠𝑖𝑚𝑜 nó e 𝑎𝑡𝑟𝑎𝑠𝑜𝑛ó(𝑗)

faz referência aos índices dos atrasos aerodinâmicos da 𝑗é𝑠𝑖𝑚𝑎 faixa avaliada. Uma vez de-

Ąnidas as matrizes globais, os esforços aerodinâmicos bem como os atrasos aerodinâmicos,

podem ser reescritos em suas formas globais.
∏︁

⨄︁

⎩

⊗𝐿

𝑀𝑒.𝑎

⎫

⋀︁

⋂︁

= [𝐴1] ¨¶𝑄♢𝑡 + [𝐴2] ˙¶𝑄♢𝑡 + [𝐴3] ¶𝑄♢𝑡 + [𝐴4] ¶Λ♢𝑡 (7.7a)

{︁

Λ̇
}︁

⊗ [𝐵1]
{︁

𝑄̈
}︁

𝑡
⊗ [𝐵2]

{︁

𝑄̇
}︁

𝑡
⊗ [𝐵3] ¶𝑄♢𝑡 + [𝐵4] ¶Λ♢𝑡 = ¶0♢ (7.7b)

A Eq.(7.7b) foi totalmente isolada do lado esquerdo da igualdade para que os atrasos

sejam acoplados à equação do movimento do asa já com os esforços aerodinâmicos, similar

ao realizado na seção típica. Assim, introduzindo a Eq.(7.7a) na Eq.(5.47) e isolando os

esforços viscoelásticos do lado direito da equação, a seguinte expressão é determinada:

[︁

𝑀̄
]︁(𝑔) ¨¶𝑄♢𝑡 +

[︁

𝐶
]︁(𝑔) ˙¶𝑄♢𝑡 +

[︁

𝐾̄
]︁(𝑔)

¶𝑄♢𝑡 ⊗ [𝐴4] ¶Λ♢𝑡 = ¶𝐹♢𝑡 ⊗ ¶𝐹𝑣♢𝑡⊗𝑗∆𝑡
(7.8)

onde,

[︁

𝑀̄
]︁(𝑔)

= [𝑀 ](𝑔) ⊗ [𝐴1] ;
[︁

𝐶
]︁(𝑔)

= [𝐶](𝑔) ⊗ [𝐴2] ;
[︁

𝐾̄
]︁(𝑔)

= [𝐾](𝑔) ⊗ [𝐴3] ;
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Finalmente, com a equação da asa contemplando os esforços aerodinâmicos, é possível

descrever a equação geral do movimento enriquecida dos atrasos aerodinâmicos.
⋃︀

⨄︀

[︁

𝑀̄
]︁(𝑔)

[0]𝑔𝑑𝑙×𝑁d

⊗ [𝐵1] [0]𝑁d×𝑁d

⋂︀

⋀︀

∏︁

⨄︁

⎩

{︁

𝑄̈𝑡

}︁

{︁

Λ̈𝑡

}︁

⎫

⋀︁

⋂︁

+

⋃︀

⨄︀

[︁

𝐶
]︁(𝑔)

[0]𝑔𝑑𝑙×𝑁d

⊗ [𝐵2] [𝐼]𝑁d×𝑁d

⋂︀

⋀︀

∏︁

⨄︁

⎩

{︁

𝑄̇𝑡

}︁

{︁

Λ̇𝑡

}︁

⎫

⋀︁

⋂︁

+ ...

... +

⋃︀

⨄︀

[︁

𝐾̄
]︁(𝑔)

⊗ [𝐴4]

⊗ [𝐵3] ⊗ [𝐵4]

⋂︀

⋀︀

∏︁

⨄︁

⎩

¶𝑄♢𝑡

¶Λ♢𝑡

⎫

⋀︁

⋂︁

=

∏︁

⨄︁

⎩

¶𝐹♢𝑡 ⊗ ¶𝐹𝑣♢𝑡⊗𝑗∆𝑡

¶0♢

⎫

⋀︁

⋂︁

(7.10)

onde os parâmetros 𝑔𝑑𝑙 e 𝑁𝑑 fazem referência à quantidade de graus de liberdade da asa

e aos atrasos aerodinâmicos de todas as faixas, respectivamente. O vetor ¶𝐹𝑣♢ representa

os esforços dissipativos gerados pelo material viscoelástico e o vetor ¶𝐹♢ esforços externos

quaisquer.

Desta maneira, cumpre-se o objetivo desta etapa que é inserir o comportamento di-

nâmico do material viscoelástico no domínio do tempo no modelo da Teoria das Faixas

aplicado ao MEF. Este modelo será agora confrontado com os resultados experimentais.



CAPÍTULO VIII

Experimentos Aeroelásticos

Neste capítulo são explicados com detalhes os procedimentos experimentais utilizados

para realização dos experimentos com o PAPA e com a plate like wing. Portanto, para

atender os objetivos propostos neste trabalho que são criar modelos computacionais capa-

zes de representar com Ądelidade o comportamento dos sistemas estudados, é necessário

que os aparatos experimentais funcionem de maneira adequada.

Assim, os modelos experimentais foram utilizados, em um primeiro momento, como

uma base para criação de um planejamento experimental, onde foi possível saber, por

exemplo, se os túneis de vento utilizados seriam capazes de gerar velocidades de esco-

amento suĄcientes para visualização do fenômeno de Ćutter. Este foi um ponto crítico

no estudo da sandwich plate like wing, pois a adição do tratamento superĄcial elevou a

velocidade crítica para os limites de operação do túnel de vento.

Como dois túneis de vento e duas formas completamente diferentes de medição fo-

ram utilizadas, o capítulo é compostos de duas seções, uma descrevendo o procedimento

experimental utilizado para o PAPA e outra para a Teoria das Faixas.

Os trabalho de Silva (SILVA, 2016) e Versiani (VERSIANI et al., 2019) foram a base

para o desenvolvimento dos procedimentos experimentais com o PAPA e com a sandwich

plate like wing.

8.1 Procedimento experimental utilizado para o estudo da seção típica

Basicamente, dois equipamentos principais são utilizados no estudo experimental da

seção típica: um túnel de vento e um aparato que seja capaz de avaliar o comportamento

aeroelástico de uma superfície de sustentação e que seja possível de ser modelado segundo

a teoria da seção típica. Neste caso o aparato experimental utilizado é o PAPA. Ambos

serão descritos com detalhes, bem como toda a instrumentação utilizada para as medições.
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8.1.1 Túnel de vento utilizado nos ensaios aeroelásticos da seção típica

Neste caso, foi utilizado o túnel de vento Laboratório de Engenharia Aeronáutica do

ITA juntamente com o Laboratório de Estruturas Aeroespaciais (LAB-AESP), mostrado

na Fig.(8.1).

Figura 8.1: Túnel de vento do Laboratório de Engenharia Aeronáutica. Fonte: (SILVA,
2016).

Este túnel possui uma câmara de teste com 0, 7𝑚 de comprimento, 0, 6𝑚 de altura e

largura, e é equipado com uma turbina modelo EAS/1250 com 1, 2𝑚 de diâmetro, potência

de 25𝐻𝑃 , vazão de 43000𝑚3/ℎ e uma rotação máxima de 1150𝑟𝑝𝑚, conjunto que é capaz

de produzir uma velocidade máxima de 33𝑚/𝑠.

O ar entra no túnel por uma seção axial circular de 1, 3𝑚 de diâmetro, succionado pela

turbina e em seguida é acelerado na câmara difusora até chegar à câmara de estabilização.

Na câmara de estabilização, o escoamento até então turbulento é retiĄcado e estabilizado.

Antes de chegar à câmara de teste, o escoamento é forçado através de cone de contração

afunilado para ganhar velocidade (SILVA, 2016). Um tubo de Pitot é posicionado na

câmara de testes, juntamente com um manômetro digital, modelo Testo 512, para medição

da velocidade do escoamento. A Fig.(8.2) mostra um esquema do túnel de vento.

Dadas as dimensões do túnel, o PAPA foi montado na frente da saída do túnel em

posição vertical e no centro da seção de saída, como mostrado na Fig.(8.3).

8.1.2 Descrição do sistema de aquisição de dados

Para aquisição/processamento de dados foi utilizado um módulo de aquisição dSPACE

conectado ao computador por meio de um cartão PC/AT. Este sistema é equipado com

16 canais multiplexados em 4 conversores A/D (4 canais pertencem a 1 conversor A/D)

com um tempo de conversão de 1Û𝑠 por canal. O módulo ainda possui 4 canais paralelos,
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Figura 8.2: Esquema do túnel de vento do Laboratório de Engenharia Aeronáutica. Fonte:
(SILVA, 2016).

Figura 8.3: Disposição do PAPA no túnel de vento.

onde cada um está conectado a um conversor A/D de resolução de 16-bit por conversor e

tensão de entrada com amplitude máxima de ∘10𝑉 . O módulo possui também 8 canais

de conversores D/A de 16-bit de resolução e ∘10𝑉 de saída máxima.

O ambiente gráĄco dos ensaios utilizando o módulo DS1103 é criado no programa

ControlDesk R÷, capaz de realizar várias tarefas em uma única interface de trabalho,

além de possibilitar o controle de diversos subsistemas simultaneamente. Uma van-
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tagem do ControlDesk é que ele utiliza os modelos desenvolvidos/implementados no

Matlab/Simulink R÷ como cartão de entrada. Portanto, é necessária a instalação do Matlab

com o pacote RTW (Real Time Workshop) para criação da interface entre Matlab/Simulink R÷

e os endereços da placa DS1103. Desta maneira, é possível ter o acesso a todas as variáveis

criadas no diagrama de blocos do Simulink dentro do ControlDesk.

A instrumentação do sistema constitui de 3 acelerômetros modelo M352C68 da PCB

Piezotronics. Os acelerômetros são dispostos no PAPA nos locais mostrados na Fig.(8.4).

Figura 8.4: Esquema do posicionamento dos acelerômetros no PAPA. Fonte (SILVA,
2016).

A sensibilidade dos acelerômetros é de 100𝑚/𝑠2/𝑉 e uma tensão DC de ⊗1, 3𝑚𝑉 .

Estes acelerômetros são posicionados na base (acel-Base), utilizado para medir o movi-

mento de plunge, no bordo de ataque (acel-BA) e no bordo de fuga (acel-BF) do aparato,

utilizados para medir o movimento de pitch.

Estes acelerômetros medem a aceleração colinear ao seu eixo axial. Assim os acelerô-

metros instalados na base e no bordo de fuga medem acelerações na mesma convenção de
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sinais do movimento de plunge, já o acelerômetro no borde de ataque mede acelerações

em oposição à converção de sinal do movimento de translação. Desta maneira, a acelera-

ção angular relacionada ao modo de pitch deve ser estimada a partir da seguinte relação

entre as acelerações medidas pelos acelerômetros do borde ataque e do bordo de fuga. A

Eq.(8.1) descreve como se dá esta relação para estimar a velocidade angular da asa:

𝜃(𝑡) =
𝑎⃗1 + 𝑎⃗2

𝑙𝐵𝐴 + 𝑙𝐵𝐹

(8.1)

onde 𝑙𝐵𝐴 = ⊗0, 07𝑚 e 𝑙𝐵𝐹 = 0, 22𝑚 são as distâncias ao longo da corda entre os respectivos

acelerômetros e o eixo elástico. Estes dados foram utilizados por Bueno (BUENO, 2014)

e Silva (SILVA, 2016) e a partir destes alguns parâmetros do sistema foram ajustados.

O módulo DS1103 não fornece ganhos para alimentação de sensores e acionamentos,

sendo necessário um condicionar de sinal externo. Para isso, foram utilizados para cada

acelerômetro um condicionar de sinal PCB Piezotronics modelo 480E09 com saída em

tensão máxima de ∘10𝑉 , ganho máximo de 100 vezes e alimentação de até 25𝑉 .

Os sinais de aceleração medidos são recebidos pelos canais de conversores A/D da

placa DS1103 se mostrando bastante ruidosos. Logo, Ąltros passa banda foram utilizados

com o intuito de eliminar os ruídos alta frequência. Desta maneira, foram escolhidas as

frequências de corte de 10𝐻𝑧 para o Ąltro passa baixas e 0, 5𝐻𝑧 para o Ąltro passa baixas.

Além disso, como os sinais são medidos em aceleração, os mesmos devem ser integrados

duas vezes para se obter os deslocamentos e velocidades necessários para criação dos

retratos de fase.

8.1.3 Aplicação dos elementos de rigididez viscoelástica

Os elementos de rigidez viscoelástica foram aplicados de maneira a conferir rigidez em

plunge ao sistema. A teoria demonstrada no subseção 6.2.1 para idealização matemática

da geometria destes elementos surgiu das condições de aplicação do mesmo no PAPA.

Na Fig.(8.5), é possível ver ŞtirasŤ de material viscoelástico Ąxas no suporte do PAPA

e na estrutura que o sustenta. Desta maneira, cada elemento confere rigidez somente

ao ser tracionado. Logo, tiras com 1𝑚𝑚, 2𝑚𝑚, 3𝑚𝑚 e 4𝑚𝑚 de espessura, 60𝑚𝑚 de

comprimento e 40𝑚𝑚 de largura do material ISDM 112 da 3M R÷ foram confeccionadas e

utilizadas.
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Figura 8.5: Elementos viscoelásticos circulados em vermelho para conferir rigidez a Ćexão
do PAPA.

Como a determinação da velocidade crítica experimental é visual, determinou-se uma

métrica para desativação da turbina do túnel de vento para prezar pela segurança. Estipulou-

se que para vibrações em plunge acima de ∘10𝑚𝑚 de amplitude, o sistema é considerado

em Ćutter.

Quanto à adição de rigidez viscoelástica para o grau de liberdade de torção, não foram

realizados experimentos.

8.2 Procedimento experimental utilizado no estudo da Teoria das Faixas

Neste trabalho, uma viga tratada conceitualmente como uma plate like wing é utilizada

para o estudo da instabilidade aeroelástica de uma asa tridimensional. Nesta estrutura

foi adicionado um lastro em sua extremidade cujo o intuito é aproximar a segunda e

terceira frequência natural, relativas ao segundo modo de Ćexão e primeiro modo de

torção, respectivamente, para que as instabilidades ocorram dentro da faixa de operação

do túnel.

O modelo de carregamento aerodinâmico aplicado ao MEF será validado com o ex-

perimento e em seguida, a asa será recoberta das camadas viscoelásticas e restringente

para determinação das velocidades críticas. A Fig.(8.6) mostra como este lastro é Ąxado

na extremidade livre da asa, e ao lado a Ąta viscoelástica que será usada para o controle

passivo de vibrações.
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Figura 8.6: Plate like wing com lasto aplicado na extremidade e área de recobrimento do
material viscoelástico.

Vê-se na Fig.(8.6) que que o lastro é Ąxado à asa por dois parafusos prisioneiros. As

características da estrutura, bem como do lastro são descritas nas Tabelas 8.1 e 8.2, e as

Tabela 8.1: Caraterísticas geométricas da plate like wing.

Camada Esp. [mm] Ly [mm] Lx [mm]
Base (1) 0,8128 350 40

Viscoelástica (2) 0,5 350 40

Restringente (3) 0,3 350 40

Tabela 8.2: Propriedades mecânicas da sandwich plate like wing

Camada Módulo[GPa] Poisson Densidade [𝑘𝑔/𝑚3]
Base (1) 73,1 0,345 2780

Viscoelástica (2) Tabela 5.7 0,500 1600

Restringente (3) 73,1 0,345 2780

propriedades de inércia do lastro são descritas na subseção 5.1.3.

Pela forma como o lastro é Ąxado à asa, é possível deslocá-lo de tal maneira que

seu centro de gravidade saia da linha do eixo elástico, modiĄcando assim o valores das

frequências naturais e forçando o sistema a entrar em Ćutter em velocidades que permitam

a análise ser realizada dentro do envelope de velocidades do túnel.

8.2.1 Túnel de vento utilizado nos ensaios aeroelásticos da plate like wing

Para este experimento, um segundo túnel de vento foi utilizado. De construção mais

simples, porém apresentando um escoamento mais controlado e laminar em relação ao
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equipamento utilizado na seção típica, este túnel possui uma seção de testes quadrada com

465𝑚𝑚 de lado e é capaz de gerar uma velocidade máxima de 33𝑚/𝑠. Ele é impulsionado

por um ventilador rotativo equipado com um motor de 22𝑘𝑊 . A Fig.(8.7) mostra uma

foto do túnel de vento utilizado para os ensaios da plate like wing.

Figura 8.7: Túnel de vento do Laboratório de Engenharia Aeronáutica do ITA. Foto
disponível no site: http://www.aer.ita.br/node/378.

Novamente, dadas as dimensões da seção de saída do escoamento do túnel, a Fig.(8.7a)

mostra que a asa é posicionada com um ângulo de incidência de 0◇ na saída do túnel,

similar ao feito no PAPA. A incidência da asa em relação ao escoamento é feita com ajuda

de um goniômetro e um esquadro, onde este é posicionado na superfície do túnel de vento

e o goniômetro utilizado para aplicar o ângulo desejado. A Fig.(8.7b) esclarece como o

procedimento é realizado.
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(a) Disposição da asa no túnel de vento.
(b) Aplicação do ângulo de incidência com o go-

niômetro.

Figura 8.8: Posicionamento da asa no túnel de vento.

Além disso, este túnel de vento está equipado com um tubo de pitot dentro de sua

seção de saída, e a pressão de saída é lida um Manômetro de Betz. A Fig.(8.9) mostra a

disposição destes equipamentos.

Desta maneira, a pressão dinâmica medida pelo pitot é convertida em pressão de

coluna dŠágua pelo manômetro de Betz e a seguinte relação é aplicada para determinar

velocidade do escoamento:

𝑃𝑑𝑖𝑛 =
1
2

𝜌𝑎𝑟𝑉
2

𝑎𝑟 (8.2a)

𝑃𝑑𝑖𝑛 = 𝜌
H2O

𝑔ℎ𝑏𝑒𝑡𝑧 (8.2b)

onde, ℎ𝑏𝑒𝑡𝑧, é a altura de coluna medida pelo manômetro de Betz e 𝑔 é a gravidade. Assim,

a velocidade do ar é determinada isolando-a na Eq.(8.2a). Com esta abordagem, tem-se

que a velocidade deve ser previamente estabelecida regulando o rpm do ventilador do

túnel antes do início da aquisição dos dados.

Um último parâmetro experimental a ser calculado in loco é a densidade do ar, que é

dependente da temperatura ambiente e da pressão atmosférica. Primeiramente, a pressão

atmosférica é medida no local do experimento utilizando de um baromêtro de Torricelli.

Uma vez medida a pressão, 𝑃 *
𝑎𝑡𝑚, uma correção desta deve ser realizada como mostrado

a seguir:

𝑃𝑎𝑡𝑚 = 𝑃 *
𝑎𝑡𝑚 ⊗ 𝐼𝑐𝑡𝑝 ⊗ 𝐼𝑐𝑔𝑝 [𝑚𝑏𝑎𝑟] (8.3)

onde os termos 𝐼𝑐𝑡𝑝 e 𝐼𝑐𝑔𝑝 são deĄnidos em função das condições climáticas do momento

em uma tabela anexa ao barômetro.
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(a) Tubo de pitot posicionado na entrada da seção de saída do túnel.

(b) Manômetro de Betz utilizado para medição da pressão em coluna de H2O.

Figura 8.9: Equipamentos para medição da velocidade do escoamento.

Em seguida, a densidade do ar é calculada utilizando a constante universal dos gases,

𝑅, e a temperatura ambiente em Kelvin, 𝑇 , de acordo com a seguinte fórmula:

𝜌𝑎𝑟 =
𝑃𝑎𝑡𝑚

𝑅𝑇
(8.4)
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Este parâmetro deve ser veriĄcado periodicamente ao longo da duração do ensaio para

contemplar as variações climáticas. No momento das avaliações realizadas, a temperatura

era de 25◇𝐶. Nesta condição, os parâmetros para o cálculo da pressão atmosférica foram

medidos e valiam: 𝑃 *
𝑎𝑡𝑚 = 956, 90𝑚𝑏𝑎𝑟, 𝐼𝑐𝑡𝑝 = 3, 9𝑚𝑏𝑎𝑟 e 𝐼𝑐𝑔𝑝 = 1, 7𝑚𝑏𝑎𝑟. Substituindo

estes valores na Eq.(8.3), tem que a pressão atmosférica real vale 𝑃𝑎𝑡𝑚 = 95.900𝑃𝑎.

Finalmente, substituindo este valor de pressão na Eq.(8.4), o seguinte resultado é obtido:

𝜌𝑎𝑟 =
95.130

287, 058 × (25 + 273, 15)
= 1, 1115𝑘𝑔/𝑚3

Este valor de densidade obtido, será utilizado nos modelos computacionais, bem como

a temperatura de 25◇𝐶 para determinação dos parâmetros do material viscoelástico.

8.2.2 Descrição do sistema de aquisição de dados

O sistema de aquisição utilizado neste trabalhado é a mesma dSPACE 1103 empre-

gada no trabalho da seção típica, bem como o sistema de interface gráĄca integrado

ao Matlab/Simulik R÷, o programa controlDesk R÷. Entretanto, ao invés de acelerômetros,

vibrômetros a laser são os equipamentos utilizados para medição do movimento. Esta

escolha é feita para que não haja inĆuência da massa dos acelerômetros e seus cabos na

resposta do sistema.

No caso, dois vibrômetros Ploytec CLV-2534 são empregados para realizar a aquisição

das velocidades em 𝑚𝑚. A Fig.(8.10) mostra o conjunto de equipamentos que compõem

o vibrômetro.

Figura 8.10: Vibrômetro Polytec CLV-2534.

Utilizando tri-pés apropriados, os pontos de atuação escolhidos foram sobre o eixo

elástico (LEA) da asa e um ponto deslocado de 𝑥𝑙𝑎𝑠𝑒𝑟 = 15𝑚𝑚 no sentido do bordo de

fuga (LBF) a uma altura de 260𝑚𝑚 a contar do ponto de engaste da asa (nó 27 da malha

de elementos Ąnitos). A Fig.(8.11) mostra os pontos de atuação dos lasers na estrutura.
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(a) Atuação do laser sobre o eixo elástico (LEA).
(b) Atuação do laser sobre o borde de fuga

(LBF).

Figura 8.11: Pontos de aplicação do lasers sobre a plate like wing.

Obviamente, os dois lasers, LEA e LBF, fazem leituras de movimentos translacionais.

No caso do laser LEA, nenhuma transformação deve ser feita, pois trata-se do movimento

em plunge que é também uma translação. Entretanto, o laser LBF deve ter sua leitura

convertida em movimento de rotação. Isso pode ser feito pela seguinte equação:

𝜃(𝑡) = 𝑎𝑡𝑔

∏︀

∐︁

⃗𝐿𝐵𝐹 ⊗ ⃗𝐿𝐸𝐴

𝑥𝑙𝑎𝑠𝑒𝑟

⎞

̂︀ ≡
⃗𝐿𝐵𝐹 ⊗ ⃗𝐿𝐸𝐴

𝑥𝑙𝑎𝑠𝑒𝑟

(8.5)

O sinal do laser, LEA, deve ser subtraído do sinal do laser, LBF, para que reste

somente a componente de translação devido à torção. A Fig.(8.12) mostra um esquema

explicando essa compensação.





CAPÍTULO IX

Resultados Experimentais

9.1 Resultados - Seção Típica

Nesta seção, será mostrada a comparação entre os resultados numéricos do modelo

de seção típica e os ensaios experimentais realizados com o PAPA. Inicialmente, todo o

sistema será apresentado de maneira a expor todos os parâmetros físicos envolvidos no

problema e alguns ajustes realizados para tornar o modelo conforme com o experimento.

Em seguida, será mostrada a velocidade crítica experimental do sistema e a mesma

confrontada com o modelo numérico, tanto linear quanto não linear. O próximo passo

será a comparação dos sistemas aeroviscoelásticos experimental e numérico. Neste caso,

somente a conĄguração com elemento de rigidez viscoelástica em plunge foi analisada

experimentalmente.

Para Ąnalizar, alguns estudos de caso fazendo variar as propriedades geométricas do

elemento de rigidez viscoelástica em pitch são mostrados no intuito de quantiĄcar a in-

Ćuência deste material no sistema. Neste contexto, serão avaliadas as velocidades críticas

e o comportamento do sistema em ciclo limite.

9.1.1 Análise do sistema aeroelástico

O aparato experimental PAPA, mostrado na Fig.(6.3), teve suas propriedades físicas e

geométricas quantiĄcadas por Silva (SILVA, 2016; SILVA et al., 2018), e seus valores são

os mesmos utilizados neste trabalho. A Tabela 9.1, mostra todos os parâmetros utilizados.



130

Tabela 9.1: Parâmetros físicos e geométricos do PAPA.

Parâmetro Valor Unidade

Semi-cora (𝑏) 0,145 𝑚
Massa da seção (𝑀𝑠) 6,5 𝑘𝑔
Massa da base (𝑀𝑏) 7,0 𝑘𝑔
Frequência natural de translação (𝑓ℎ) 2,38 𝐻𝑧
Frequência natural de rotação (𝑓𝜃) 4,29 𝐻𝑧
CoeĄciente de amortecimento de translação Õℎ 0,003 ⊗
CoeĄciente de amortecimento de rotação Õ𝜃 0,003 ⊗
Densidade do ar (𝜌) 1,1341 𝑘𝑔/𝑚3

Temperatura ambiente 19 ◇𝐶
Posição do e.e em semi-cordas (a) -0,1379 ⊗
Posição do CG em relação ao e.e em bŠs (𝑥𝜃) 0,0275 𝑚
Raio de giração em torno do e.e (𝑟𝜃) 0.064 𝑚
Velocidade crítica experimental ≡ 14 𝑚/𝑠

*** A velocidade crítica foi determinada analisando as FRFs do sistema para diferentes

velocidades. As velocidades avaliadas foram: 11, 9𝑚/𝑠, 12, 9𝑚/𝑠, 14, 1𝑚/𝑠, 15, 0𝑚/𝑠 e

15, 9𝑚/𝑠. Traçando todas as FRFs em um gráĄco 3D, ver Fig.(9.1), observa-se que o modo

de plunge perde quase toda sua contribuição no movimento a 14, 1𝑚/𝑠, como mostrado

na Tabela 9.1.

Figura 9.1: FRFS obtidas a partir das respostas transientes em plunge, medidas no túnel
de vento.

As FRFs de 11.9 𝑚/𝑠 e 12.9 𝑚/𝑠 mostram claramente as primeira e segunda frequências
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naturais muito bem espaçadas, mas já modiĄcadas em relação ao sistema sem perturbações

aerodinâmicas. Em seguida, são mostradas nas Figs.(9.2), (9.3), (9.4), (9.5) e (9.6), as

respostas temporais a partir das quais essas FRFs foram traçadas.

Tempo [s]

0 5 10 15 20 25 30

h
(t

) 
[m

m
]

-1

0

1

Tempo [s]

0 5 10 15 20 25 30

θ
(t

) 
[°

]

-2

0

2

Figura 9.2: Respostas transientes em plunge e pitch para uma velocidade 11, 9 𝑚/𝑠.
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Figura 9.3: Respostas transientes em plunge e pitch para uma velocidade 12, 9 𝑚/𝑠.
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Figura 9.4: Respostas transientes em plunge e pitch para uma velocidade 14, 1 𝑚/𝑠.
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Figura 9.5: Respostas transientes em plunge e pitch para uma velocidade 15, 0 𝑚/𝑠.
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Figura 9.6: Respostas transientes em plunge e pitch para uma velocidade 15, 9 𝑚/𝑠.

Numa tentativa de mostrar as amplitudes de oscilação em ciclo limite do modelo, as

curvas de ℎ(𝑡) e 𝜃(𝑡) são mostradas na Fig.(9.7). Nota-se que o período da avaliação

é extremamente longo, 500𝑠. Isso é feito, pois em regiões muito próximas ao Ćutter, o

regime não permanente estende-se demasiadamente por questões numéricas. Logo, ao

avaliar um longo intervalo de tempo, tem-se a certeza de que o sistema atingiu o ciclo

limite, que no caso foi um valor próximo a 14, 6 𝑚/𝑠.
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Figura 9.7: Resultado da simulação numérica para plunge e pitch a 14, 6 𝑚/𝑠.
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Devido a aleatoriedade da resposta transiente experimental, não convém sobrepor os

resultados experimentais e numéricos em um só gráĄco. Seria muito complicado comparar

as duas curvas sobrepondo-as por dois motivos principais:

1. Nos modelos computacionais, para que haja oscilação, é necessário um esforço ex-

terno, além do carregamento aerodinâmico, que tire o sistema do repouso. Neste

caso, um impulso unitário é utilizado. No experimento, o sistema sai do repouso

simplesmente devido à interação Ćuido-estrutura;

2. O principal problema do aparato experimental é a forma como o mesmo é disposto

no laboratório. O escoamento pouco laminar do túnel de vento, somado a uma

intensa recirculação do escoamento ao sair do túnel, impedem que o sistema entre

num ciclo limite estável. O resultado é um regime não permanente durante todo a

período de avaliação.

Desta maneira, é feito para o modelo computacional a mesma análise espectral mos-

trando a perda de inĆuência no movimento do modo de pitch. A Fig.(9.8), mostra este

comportamento.
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Figura 9.8: FRFS obtidas a partir das respostas transientes em plunge, analisadas pelo
modelo computacional.

Visualmente, poder-se-ia presumir que o sistema a 14, 5 𝑚/𝑠 está em Ćutter, porém,

ao analisá-lo individualmente, é possível ver na Fig.(9.9) que ainda há a presença do modo

de pitch na resposta.
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Figura 9.9: Foco na FRF a 14, 5 𝑚/𝑠 para visualização da segunda frequência natural.

Disso, conclui-se que a velocidade se encontra em uma região entre 𝑉 = 14, 5 𝑚/𝑠 e

𝑉 = 14, 6 𝑚/𝑠, sendo portanto uma questão numérica encontrar o ponto exato em que o

amortecimento do sistema se torna zero, conĄgurando assim a velocidade crítica.

Para Ąnalizar as análises com o modelo aeroelástico não linear e os resultados experi-

mentais, é mostrado o retrato de fase das medições feitas no PAPA e das as simulações

numéricas. Esta análise mostra como o modelo se enquadra no envelope obtido, por as-

sim dizer em virtude das incertezas. Os gráĄcos são mostrados nas Figs. (9.9a), (9.9b),

(9.10a) e (9.10b).
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Figura 9.10: Retratos de fase para o sistema a 15, 0 𝑚/𝑠.

Percebe-se para diferentes valores velocidades, os coeĄcientes dos polinômios que con-

ferem as não linearidades em plunge e pitch devem ser reajustados. Neste caso os valores
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Figura 9.11: Retratos de fase para o sistema a 15, 9 𝑚/𝑠.

para 𝑉 = 15, 0 𝑚/𝑠 são: 𝑎ℎ
0 = 1, 27, 𝑎ℎ

1 = 1, 𝑎𝜃
0 = 1 e 𝑎𝜃

1 = 5; e para 𝑉 = 15, 9 𝑚/𝑠:

𝑎ℎ
0 = 1, 6, 𝑎ℎ

1 = 1, 𝑎𝜃
0 = 1 e 𝑎𝜃

1 = 12. Este ajuste mostra como a não linearidade em

pitch é mais importante. Além disso, vê-se como esta forma de abordar o problema não

linear da Seção Típica é Ćexível, permitindo o ajuste das respostas para qualquer condição

necessária.

Uma vez validado o modelo numérico, a próxima avaliação é uma comparação entre

os modelos linear e não linear.

9.1.2 Modelo linear vs modelo não linear

Nesta etapa é mostrado como o modelo linear se difere do não linear. O objetivo é

comparar as amplitudes do sistema à medida que a velocidade do escoamento é aumentada

e como cada sistema se comporta em função disso.

Ao longo do trabalho, percebeu-se que o grau de não linearidade do sistema tem forte

impacto sobre a dinâmica do mesmo. Para mostrar esta inĆuência, a seção típica não

linear será avaliada com as constantes dos polinômios valendo: 𝑎ℎ
0 = 1, 𝑎ℎ

1 = 1, 𝑎𝜃
0 = 1 e

𝑎𝜃
1 = 1 e comparado com o sistema linear. Em seguida, uma nova comparação é feita com

as constantes valendo 𝑎ℎ
0 = 1, 27, 𝑎ℎ

1 = 1, 𝑎𝜃
0 = 1 e 𝑎𝜃

1 = 5.

As duas análises são realizadas para uma condição inicial dada em plunge cujo valor

é ℎ(0) = 0, 1𝑚𝑚. Esse valor foi escolhido por ser menor que a amplitude do ciclo limite

e, portanto, não induzir não linearidades logo no início do movimento. As velocidades

avaliadas são 5, 00, 13, 00, 14, 00 e 14, 6 𝑚/𝑠, para os dois sistemas. Uma condição a mais

será analisada somente para o caso não linear, a velocidade de 25 𝑚/𝑠.

Primeiramente, são mostradas as curvas em plunge e pitch para a primeira condição

de não linearidade.
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Figura 9.12: Sistema lin. vs Sistama não lin. a 5𝑚/𝑠 para 𝑎ℎ
0 = 1, 𝑎ℎ

1 = 1, 𝑎𝜃
0 = 1 e
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Figura 9.13: Sistema lin. vs Sistama não lin. a 13𝑚/𝑠 para 𝑎ℎ
0 = 1, 𝑎ℎ

1 = 1, 𝑎𝜃
0 = 1 e

𝑎𝜃
1 = 1
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Figura 9.14: Sistema lin. vs Sistama não lin. a 14𝑚/𝑠 para 𝑎ℎ
0 = 1, 𝑎ℎ

1 = 1, 𝑎𝜃
0 = 1 e

𝑎𝜃
1 = 1

Tempo [s]

0 200 400 600 800 1000

A
m

p
li
tu

d
e
 [

m
m

]

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

Linear

Não Linear

(a) Plunge.

Tempo [s]

0 200 400 600 800 1000

A
m

p
li
tu

d
e
 [
°
]

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

Linear

Não Linear

(b) Pitch.

Figura 9.15: Sistema lin. vs Sistama não lin. a 14, 6𝑚/𝑠 para 𝑎ℎ
0 = 1, 𝑎ℎ

1 = 1, 𝑎𝜃
0 = 1 e

𝑎𝜃
1 = 1

Um primeira constatação é referente a como os dois sistemas apresentam praticamente

a mesma resposta. Isso acontece pois o grau de não linearidade introduzido no sistema é

pequeno. Outro ponto interessante, é que à medida que se aumenta a velocidade e esta

se aproxima da crítica, a resposta se torna mais harmônica. A Fig.(9.11b), mostra como

a 5𝑚/𝑠 há uma forte aleatoriedade em pitch, justamente o grau de liberdade cuja não

linearidade é mais importante. Finalmente, a principal diferença é vista na Fig.(9.15),

onde o sistema é avaliado para uma condição já crítica, porém muito próxima do ponto

de amortecimento igual a zero. Nessa condição o sistema linear diverge ao passo que

o não linear entra em ciclo limite. Entretanto, a velocidade 14, 6𝑚/𝑠 é tão próxima da

velocidade crítica, que mesmo com uma avaliação de 1000𝑠, o sistema não linear não
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atingiu o regime permanente do ciclo limite. Em seguida, a comparação com a segunda

condição de não linearidade é mostrada.
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Figura 9.16: Sistema lin. vs Sistama não lin. a 5𝑚/𝑠 para 𝑎ℎ
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Figura 9.17: Sistema lin. vs Sistama não lin. a 13𝑚/𝑠 para 𝑎ℎ
0 = 1, 27, 𝑎ℎ
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Figura 9.18: Sistema lin. vs Sistama não lin. a 14𝑚/𝑠 para 𝑎ℎ
0 = 1, 27, 𝑎ℎ
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Figura 9.19: Sistema lin. vs Sistama não lin. a 14, 6𝑚/𝑠 para 𝑎ℎ
0 = 1, 27, 𝑎ℎ

1 = 1, 𝑎𝜃
0 = 1

e 𝑎𝜃
1 = 5.

A principal diferença entre os dois sistemas, foi uma leve alteração da velocidade

crítica de 14, 6𝑚/𝑠 para 14, 7𝑚/𝑠. Além disso, tem-se que a resposta dos sistemas mesmo

para a velocidade 5𝑚/𝑠 alterou completamente, como pode ser visto na Fig.(9.12a). Esta

diferença também é vista para as velocidade de 13𝑚/𝑠 e 14𝑚/𝑠.

Assim, pode-se concluir que o sistema é muito sensível às variações do parâmetros,

sendo necessário um ajuste para cada condição. Além disso, dada a quantidade de incer-

tezas envolvidas no PAPA, seria muito complicado ajustá-los para velocidades inferiores

numa tentativa de fazer uma comparação das amplitudes e fase.

Esta análise é importante para mostrar que análises transientes com a plate like wing

deverão ser realizadas com o intuito de comparar as velocidades críticas somente. Qual-

quer tentativa de ajuste de modelo para comparação do sinal transiente, mesmo em baixas
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velocidades, teria que ser feito levando em consideração as limitações do modelo linear,

talq

9.1.3 Elemento de rigidez viscoelástica aplicado em plunge

Na subseção 6.2.1 foi mostrado como o elemento de rigidez viscoelástico atuando em

plunge foi idealizado com base em sua geometria, ver Fig.(6.6). Da forma como estão

dispostos, estes elementos conferem rigidez ao sistema somente quando alongados. Como

consequência, para que o efeito viscoelástico seja introduzido no sistema nos dois senti-

dos do movimento, duas tiras viscoelásticas são aplicadas. Obviamente, este efeito foi

contemplado no cálculo da rigidez equivalente.

Como foi observado na subseção anterior, os valores dos coeĄcientes podem alterar

não somente a dinâmica do sistema em qualquer velocidade anterior à crítica, como tam-

bém modiĄcar levemente o valor desta. Por esta razão, como a primeira avaliação feita

nesta etapa é a determinação da velocidade crítica em função da aplicação das rijezas

viscoelásticas em plunge, será convencionado que os coeĄcientes, 𝑎ℎ,𝜃, que conferem as

não linearidades serão unitários. Para as avaliações que houver comparação com o expe-

rimentos, estes parâmetros serão ajustados.

Além disso, é importante ressaltar que a introdução de mais rigidez em plunge no

sistema elevou o ponto de instabilidade consideravelmente. A Tabela (9.2) mostra as

velocidades críticas experimentais e do modelo computacional variando de acordo com o

aumento da espessura da tira viscoelástica utilizada como elemento de rigidez.

Tabela 9.2: Velocidades críticas experimentais* e simuladas** em função das espessuras
do elementos viscoelásticos.

Espessura
[mm]

Largura
[mm]

Comprimento
[mm]

V. Crítica*
[m/s]

V. Crítica**
[m/s]

2 40 60 ≡ 18,00 ≡ 16,760
3 40 60 ≡ 19,50 ≡ 17,765
4 40 60 ≡ 20,50 ≡ 19,160

Dos resultados experimentais mostrados na Tabela 9.2, foi possível registrar o sistema

em uma condição instável somente para as velocidades de 18, 00 𝑚/𝑠 e 19, 50 𝑚/𝑠. Para

20, 50 𝑚/𝑠 as amplitudes do movimento se mostraram muito elevadas e com uma região

transiente muito curta antes de atingir o ciclo limite, colocando assim a integridade do

aparato experimental em risco.

A instabilidade foi determinada de forma visual, exatamente como descrito no ex-

perimento do sistema aeroelástico. A Fig.(9.20) mostra uma resposta transiente em

que, até aproximadamente 50 𝑠, a velocidade do escoamento é de aproximadamente,
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𝑉 = 17, 5 𝑚/𝑠. Após este instante, a velocidade foi aumentada para 18, 0 𝑚/𝑠 e o

sistema se tornou instável.
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Figura 9.20: Respostas transientes para um elemento de rigidez viscoelástico de 2 𝑚𝑚 de
espessura.

Em seguida, as FFTs do sistema em condição estável e instável são mostradas para

veriĄcar a coalescência dos modos. Os intervalos de tempo mostrados nos títulos da

na Fig.(9.21) nas condições de estabilidade e instabilidade indicam os trechos dos sinais

(Fig.9.20) utilizados para o cálculo das FRFs.
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Figura 9.21: FFTs do sinal transiente antes e depois da instabilidade para 18, 00 𝑚/𝑠.
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Figura 9.22: Retratos de fase para o sistema aeroviscoelástico com elemento de rigidez de
2 𝑚𝑚 de espessura e velocidade de escoamento de 18, 0 𝑚/𝑠.

O ajuste dos parâmetros dos polinômios da forças não lineares resultou nas seguintes

constantes: 𝑎ℎ
0 = 0, 𝑎ℎ

1 = 0, 𝑎𝜃
0 = 1, 05 e 𝑎𝜃

1 = 3, mostrando que as não linearidades da

seção típica são regidas basicamente pela rigidez à torção.

Também, apesar do aumento da velocidade crítica de 14, 7 𝑚/𝑠 para 16, 76, 0 𝑚/𝑠

com um elemento viscoelástico de 2 𝑚𝑚 de espessura, as amplitudes dos deslocamen-

tos se mantiveram relativamente parecidas, ℎ(𝑡) = ∘6𝑚𝑚 e 𝜃 = ∘8𝑚𝑚 ver Fig.(9.10).

Quanto às velocidades, elas aumentaram consideravelmente com a rigidez viscoelástica,

ℎ̇𝑣 = ∘120𝑚𝑚/𝑠 contra ℎ̇ = 110𝑚𝑚/𝑠 e 𝜃𝑣 = 170◇/𝑠 contra 𝜃 = 120◇/𝑠. Isso mostra que

o material viscoelástico tem um grande potencial para reduzir as amplitudes do movi-

mento, pois apesar das velocidades envolvidas serem maiores com o visco, as amplitudes

se mantiveram.

Em seguida, são mostrados os mesmos resultados para os sistemas com 3 𝑚𝑚 e 4 𝑚𝑚

de espessura do elemento de rigidez viscoelástico.
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Figura 9.23: Respostas transientes para um elemento de rigidez viscoelástico de 3 𝑚𝑚 de
espessura.

Similar ao realizado para o caso anterior, os trechos dos sinais utilizados para o cál-

culo das FRFs nas regiões de estabilidade e instabilidade são mostrados nos títulos da

Fig.(9.24).
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Figura 9.24: FFTs do sinal transiente antes e depois da instabilidade para 19, 50 𝑚/𝑠.
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Figura 9.25: Retratos de fase para o sistema aeroviscoelástico com elemento de rigidez de
3 𝑚𝑚 de espessura e velocidade de escoamento de 19, 5 𝑚/𝑠.

Nestas condições, os valores dos parâmetros do polinômio da força não linear foram

ajustados para, 𝑎ℎ
0 = 0, 𝑎ℎ

1 = 0, 𝑎𝜃
0 = 1, 13 e 𝑎𝜃

1 = 6. Pelo retrato de fase é interessante ver

como as amplitudes do movimento de plunge praticamente se inalteraram se comparado

com a Fig.(9.21a) frente ao importante aumento de velocidade. Entretanto, o movimento

de pitch modiĄcou muito, aumentando sua amplitude para ∘12𝑚𝑚 e sua velocidade de

movimento para mais de ∘200◇/𝑠.

Mostrando o que o modelo já sugeria, que praticamente não há não linearidades em

plunge. Além disso, apesar do grande aumento na velocidade de pitch, quando comparado

com a condição de 18, 0 𝑚/𝑠, ≡ 50◇/𝑠, o aumento na amplitude do deslocamento foi de

≡ 3𝑚𝑚. Sugerindo mais uma vez, que o amortecimento viscoelástico atua na amplitude

do movimento do cilo limite.

9.1.4 Elemento de rigidez viscoelástica aplicado em pitch

As análises que seguem tratam do elemento de rigidez a torção aplicado ao modelo da

seção típica não linear. Como nenhum experimento foi realizado referente a este procedi-

mento, os resultados serão mostrados com base na geometria do elemento viscoelástico,

na velocidade crítica e na amplitude do ciclo limite.

Assim, as análises são feitas com base no perímetro da coroa circular de material

viscoelástico ou seja, com base no valor do ângulo presente na equação (6.47), a qual será

reescrita abaixo substituindo o termo, 2Þ, pela variável Θ:

𝐾𝜃
𝑣 = Ñ𝐺

1

Θ
4

(𝑅4
𝑒 ⊗ 𝑅4

𝑖 )
𝑙𝑧

(9.1)

Esta geometria é excelente para o PAPA, pois Ćexibiliza muito a aplicação, sendo

possível conĄgurar o experimento para diferentes valores de velocidade crítica. Desta
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maneira, é possível estudar não somente o ciclo limite, mas também o grau de caoticidade

para velocidades mais elevadas, mas que ainda sim sejam factíveis com a capacidade do

equipamento.

InĆuência dos parâmetros Θ e espessura da camada na velocidade crítica

No intuito de entender a inĆuência dos parâmetros no sistema, várias avaliações são

realizadas, a começar pela inĆuência do perímetro e da espessura de material viscoelástico

utilizado como elemento de rigidez. Para este caso, a Tabela 9.3 mostra várias avaliações

realizadas para diferentes espessuras e perímetros, bem como as respectivas velocidades

críticas. Novamente, com o objetivo de se criar uma referência para o sistema não linear,

as determinações das velocidades críticas são feitas para valores unitários de 𝑎ℎ,𝜃
0 e 𝑎ℎ,𝜃

1 .

Tabela 9.3: Velocidades críticas em função dos perímetros e das espessuras dos elementos
viscoelásticos.

Θ [◇] 𝑅𝑒 [mm] 𝑅𝑖 [mm] 𝑙𝑧 [mm] V. Crítica [m/s]

15

21 20 20 ≡ 15,10
22 20 20 ≡ 15,60
23 20 20 ≡ 16,30
24 20 20 ≡ 17,10

30

21 20 20 ≡ 15,60
22 20 20 ≡ 16,70
23 20 20 ≡ 18,10
24 20 20 ≡ 19,50

45

21 20 20 ≡ 16,10
22 20 20 ≡ 17,80
23 20 20 ≡ 19,70
24 20 20 ≡ 21,80

90

21 20 20 ≡ 17,60
22 20 20 ≡ 20,90
23 20 20 ≡ 24,40
24 20 20 ≡ 28,00

180

21 20 20 ≡ 20,40
22 20 20 ≡ 26,40
23 20 20 ≡ 32,30
24 20 20 ≡ 38,20

Os valores de 𝑅𝑒 e 𝑅𝑖 são determinados a partir do diâmetro do eixo do PAPA,

ã = 20 𝑚𝑚. Estes resultados são reinterpretados em forma de gráĄcos para facilitar a

visualização do comportamento do sistema.
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Figura 9.26: Superfície de resposta do sistema variando com Θ e com a espessura da
camada.

A partir da Fig.(9.26), são mostrados seus planos.
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Figura 9.27: Planos da superfície de resposta.

Observa-se que o sistema se comporta de maneira quase linear frente à variação destes

parâmetros. Em seguida, as amplitudes dos ciclos limites serão avaliadas para diferentes

valores valores de velocidade.

Comportamento do sistema em ciclo limite

O sistema será agora avaliado somente na condição de instabilidade. Esta avaliação

não é simples, pois devido à grande quantidade de parâmetros inĆuentes, várias são os

cenários possíveis de se obter. Como não há uma referência física como o experimento,

algumas condições serão escolhidas e destas uma superfície de resposta será determinada,

similar àquela mostrada na Fig.(9.26).
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Como as velocidades críticas já foram determinadas para diferentes condições de ri-

gidez viscoelástica a torção, nesta avaliação os coeĄcientes 𝑎ℎ,𝜃
0 e 𝑎ℎ,𝜃

1 não serão mais

unitários, e os valores, 𝑎ℎ
0 = 1, 𝑎ℎ

1 = 4, 𝑎𝜃
0 = 1, 13 e 𝑎𝜃

1 = 10, são utilizados para limitar as

amplitudes dos ciclos limites para as velocidades mais elevadas.

Portanto, para que este conjunto de resposta seja determinado, é necessário estabele-

cer um critério sobre as velocidades de escoamento avaliadas para os diferentes sistemas

mostrados na Tabela 9.4. Desta maneira, estabelece-se que a velocidade máxima avali-

ada para cada conĄguração será de 25% acima do valor da velocidade crítica deĄnida na

Tabela 9.3. Além disso, dentro do intervalo 𝑉𝑐 < 𝑉 < 1, 25𝑉𝑐, quatro valores igualmente

espaçados são escolhidos para avaliação.

Tabela 9.4: Amplitude máxima do ciclo limite em função do perímetro, espessura e velo-
cidade.

Θ[◇] 𝑅𝑒[𝑚𝑚] 𝑅𝑖[𝑚𝑚] V [𝑚/𝑠] ℎ(𝑡) [𝑚𝑚] 𝜃(𝑡) [◇]

15 22 20

15,600 + 0,1 2,086 1,397
17,008 15,430 9,097
18,317 24,620 13,180
19,625 34,310 16,870

30 22 20

16,700 + 0,1 3,248 1,871
18,200 18,270 9,602
19,600 28,770 13,970
21,000 40,190 17,960

45 22 20

17,800 + 0.1 4.648 2.404
19,392 21.290 10.170
20,883 33.170 14.790
22,375 46.850 19.200

90 22 20

20,900 + 0,1 6,665 2,722
22,750 29,740 11,600
24,500 43,310 17,110
26,2505 130,500 29,240

É visto que nas primeiras velocidades de cada condição avaliada, um Δ𝑉 = 0, 1𝑚/𝑠

é adicionado. Isso é feito para encurtar o tempo do regime transiente de entrada no

ciclo limite. A partir da Tabela 9.4, as superfícies de resposta dos cilos limites para os

movimentos de pitch e plunge variando com o perímetro do elemento viscoelástico são

criadas.
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Figura 9.28: Superfície de resposta das amplitudes do ciclo limite variando com o perí-
metro do elemento viscoelástico.

Estas superfície podem ser entendidas como sendo bifurcações de Hopf plotadas em

um gráĄco 3D onde o parâmetro Θ do elemento de rigidez viscoelástica é avaliado. Na

sequência, são mostradas as vistas nos planos Θ vs Amplitude e Velocidade vs Amplitude

para os dois graus de liberdade.
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Figura 9.29: Planos das superfícies de respostas dos ciclos limites para o movimento de
plunge.
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Figura 9.30: Planos das superfícies de respostas dos ciclos limites para o movimento de
pitch.



151

Observa-se pelas Figs.(9.28), (9.29) e (9.30), que a alteração do comportamento do

sistema em ciclo limite pelo aumento da rigidez e do amortecimento viscoelástico possui

um importante grau de não linearidade, tanto em plunge quanto em pitch. Além disso, é

possível ver pelos retratos de fase, que para velocidades menores o sistema apresenta um

cilo limite bem comportado e, à medida que esta aumenta, intensiĄca-se a complexidade

do movimento. São mostrados a seguir somente os ciclos limites para a condição mais

crítica de velocidade, onde Θ = 90◇.
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Figura 9.31: Ciclos limites para Θ = 90◇ em todas as velocidades avaliadas.

Nestas condições, percebe-se valores de amplitudes e velocidades extremamente altos

para a velocidade de 26, 25 𝑚/𝑠. Certamente uma avaliação deste tipo não seria possível

de ser feita no PAPA devido ao risco à integridade do equipamento. Entretanto, esta

condição foi escolhida para mostrar como o movimento se torna complexo com o aumento

da velocidade.
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9.2 Resultados - Teoria das Faixas

Nesta seção, será mostrada a comparação entre os resultados numéricos do modelo

da plate like wing e da sandwich plate like wing e os ensaios experimentais realizados

em túnel de vento. Inicialmente, será mostrada a validação da Teoria das Faixas, pela

comparação das velocidades críticas do modelo e a experimental da plate like wing.

Em seguida, serão mostrados os ensaios realizado com o sistema aeroviscoelástico e

o objetivo é validar o modelo da Fórmula de Recorrência quanto à velocidade crítica e

novamente o fator de amortecimento por meio da análise de decremento logarítmico.

Para estas avaliações, os cálculos realizado com o modelo computacional são feito

tendo como condição inicial a viga deĆexionada como mostrado na Fig.(9.32).
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Figura 9.32: Condição inicial usada nas simulações computacionais.

Todos os ensaios foram realizados no período da manhã quando a temperatura am-

biente era de 25◇𝐶 e a densidade do ar, 𝜌𝑎𝑟 = 1, 1115𝑘𝑔/𝑚3. Para essa temperatura, as

propriedades do material viscoelástico podem ser consultadas na Tabela 3.1. Outras infor-

mações como as propriedades mecânicas e geométricas da plate like wing são encontradas

no capítulo 8.

9.2.1 Análise do sistema aeroelástico

O objetivo desta análise é comparar as velocidades críticas do modelo computacional e

do experimento para a plate like wing. Experimentalmente, o ponto crítico foi encontrado

fazendo variar lentamente a velocidade do túnel de vento até o ponto de instabilidade,

cujo valor é de 10, 5𝑚/𝑠 e a resposta do sistema nesta condição é vista na Fig.(9.33).
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Figura 9.33: Resposta transiente da plate like wing a 10, 50𝑚/𝑠 com lastro a 5𝑚𝑚 do
eixo elástico.

Em seguida, é mostrada a resposta do modelo computacional da plate like wing. A

deĆexão mostrada na Fig.(9.32) é usada como condição inicial. A Fig.(9.34) mostra a ve-

locidade em que o modelo adota um movimento conservativo, deĄnindo assim a velocidade

crítica.
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Figura 9.34: Resposta transiente computacional da plate like wing a 9, 50𝑚/𝑠 com lastro
a ⊗5𝑚𝑚 do eixo elástico.

Um zoom é dado na curva do grau de liberdade, 𝑤(𝑡), para mostrar que há uma

amplitude de movimento muito pequena após 5𝑠.
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Figura 9.35: Zoom na resposta do grau de liberdade 𝑤(𝑡).

Para que amplitudes verdadeira fossem visualizadas, um modelo com não linearidades

exatas deveria ter sido utilizado. Desta maneira, somente a predição da velocidade crítica

é uma informação conĄável do modelo. Neste contexto, a velocidade crítica observada

é um valor aproximado do exato ponto crítico, pois este último se torna um problema

numérico onde a avaliação teria que tender ao inĄnito sem a ocorrência de variações nas

amplitudes máximas do movimento. Portanto, assume-se que com 100𝑠 de avaliação e

com a pouca variação das amplitudes apresentadas, a estimativa seja adequada.

Em seguida são apresentadas as velocidades críticas para o posicionamento do lastro

a ⊗10𝑚𝑚 e ⊗15𝑚𝑚 do eixo elástico
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Figura 9.36: Resposta transiente da plate like wing a 13, 45𝑚/𝑠 com lastro a 10𝑚𝑚 do
eixo elástico.
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Figura 9.37: Resposta transiente computacional da plate like wing a 12, 81𝑚/𝑠 com lastro
a 10𝑚𝑚 do eixo elástico.
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Figura 9.38: Resposta transiente da plate like wing a 15, 89𝑚/𝑠 com lastro a 15𝑚𝑚 do
eixo elástico.
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Figura 9.39: Resposta transiente computacional da plate like wing a 15, 303𝑚/𝑠 com
lastro a 15𝑚𝑚 do eixo elástico.

Estes resultados mostram que o modelo de carregamento aerodinâmico desenvolvido

com a Teoria das Faixas permite retratar o ponto de instabilidade aeroelástica do sis-

tema. Em seguida, o modelo computacional da sandwich plate like wing é avaliado com

o experimento.
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9.2.2 Análise do sistema aeroviscoelástico

Agora, a plate like wing será tratada com as camadas de material viscoelástico e

restringente para formar a sandwich plate like wing e ser comparada com os resultados

experimentais. As condições climáticas da avaliação foram, 𝑇 = 25◇𝐶, o que resultou

numa densidade do ar, 𝜌𝑎𝑟 = 1, 1115𝑘𝑔/𝑚3. Para esta temperatura, as propriedades do

material viscoelástico podem ser consultadas da Tabela 3.1.

A Fig.(9.40) mostra o sinal medido da sandwich plate like wing com lastro posicionado

a ⊗5𝑚𝑚 do eixo elástico e submetida a um escoamento de ≡ 30𝑚/𝑠.
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Figura 9.40: Resposta transiente da sandwich plate like wing a 30, 4𝑚/𝑠 com lastro a
⊗5𝑚𝑚 do eixo elástico.

Medições com o lastro posicionado ⊗10𝑚𝑚 e ⊗15𝑚𝑚 não foram realizadas pois ultra-



158

passam o limite do túnel. Em seguida, a resposta do modelo computacional é mostrada

para velocidades de pré-, Ćutter e pós-Ćutter.
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(c) h(t), flutter - Fórmula de Recorrência.
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(e) h(t), pós-flutter - Fórmula de Recorrência.
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Figura 9.41: Resposta do modelo computacional da sandwich plate like wing para veloci-
dades pré-, Ćutter e pós-Ćutter.

Percebe-se uma boa correlação entre o modelo e o experimento, com apenas ≡ 0, 6𝑚/𝑠

de diferença. Como esperado a velocidade crítica aumentou consideravelmente, em rela-

ção à plate like wing, devido principalmente ao grande aumento de rigidez e também
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devido à presença do amortecimento viscoelástico. Entretanto, quantiĄcar a participação

do amortecimento viscoelástico neste aumento da velocidade crítica se mostrou ser uma

tarefa matematicamente ainda inviável e nenhuma solução foi criada. Isto porquê é muito

complicado separar o amortecimento aerodinâmico do viscoelástico.

Pensando nesta dinâmica, poder-se-ia dizer que antes da velocidade crítica, o amorte-

cimento viscoelástico e o aerodinâmico trabalham de maneira conjunta dissipando ener-

gia do movimento da asa. Entretanto, sabe-se que a partir de uma dada velocidade, o

amortecimento aerodinâmico atinge um limite máximo e começa a diminuir. Contudo,

o amortecimento viscoelástico independe da velocidade e, portanto, seu comportamento

dinâmico mantêm-se baseado na frequência de vibração da estrutura, bem como do deslo-

camento. Continuando, o amortecimento aerodinâmico irá diminuir até se tornar igual a

zero, ponto onde normalmente, se não houvesse amortecimento viscoelástico, deĄniria-se

a velocidade crítica. Assim, espera-se que haja amortecimento aerodinâmico negativo que

somado ao viscoelástico, torne o amortecimento total da estrutura igual a zero. Esta

diferença implicaria em um aumento da velocidade crítica, podendo ser relativizado com

a plate like wing.

Entretanto, a separação destes dois amortecimentos se mostrou uma tarefa muito com-

plicada, uma que fez que as forças dissipativas aerodinâmicas e viscoelásticas são ambas

dependentes do deslocamento e, portanto, sua visualização em respostas harmônicas de-

fasadas do deslocamento. Outra tentativa foi de calcular o fator de amortecimento pelo

decremento logarítmico, mas essa abordagem é é capaz de fornecer o amortecimento geral

do sistema. Uma abordagem no domínio modal, resultaria também no mesmo problema

de separação dos dois amortecimentos.





CAPÍTULO X

Conclusões e Perspectivas de Trabalhos Futuros

Este trabalho marca o Ąm do ciclo da pós-graduação do aluno André Garcia Cunha

Filho, engenheiro mecânico e mestre em engenharia mecânica pela Universidade Federal

de Uberlândia - UFU com a parceria com o Instituto Tecnológico de Aeronáutica - ITA.

Esta parceria nasceu há seis anos atrás a partir de uma ideia de unir os conhecimentos

sobre material viscoelástico, uma especialidade do Laboratório de Mecânica de Estruturas

da UFU, com os conceitos de aeroelasticidade intensamente pesquisados no Laboratório

de Estruturas do ITA sob a coordenação do Professor Maurício Vicente Donadon.

Assim, os trabalhos iniciaram com o projeto de mestrado em que painéis aeronáuticos

híbridos tratados superĄcialmente com uma camada de material viscoelástico e restringida

por uma terceira camada elástica foram estudados num regime supersônico de escoamento.

Nestes trabalhos, somente modelos no domínio da frequência foram desenvolvidos. Disso,

surgiu a curiosidade de investigar os fenômenos aeroviscoelásticos no domínio do tempo.

Desta maneira, um projeto de doutorado foi elaborado com uma série de objetivos prin-

cipais:

1 criar uma nova estratégia de redução de modelos em elementos Ąnitos bem adaptada

para sistemas aeroviscoelásticos;

2 desenvolver um modelo para representar o comportamento dinâmico dos materiais

viscoelásticos no domínio do tempo;

3 criar um modelo de carregamento aerodinâmico não estacionário para regimes subsô-

nicos de escoamento para representação do comportamento aeroelástico de uma asa

tipo viga modelada segundo a Teoria de Euler-Bernoulli;

4 Validação experimental em túnel de vento dos modelos aeroviscoelásticos desenvol-

vidos.
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Além destes, um último trabalho não previsto no plano de tese foi realizado. O de-

senvolvimento de um modelo não linear de uma seção típica contendo elementos discretos

de rigidez viscoelástica. Os trabalhos foram realizados no campus da UFU, onde basica-

mente toda a parte de modelagem computacional foi realizada e no campus do ITA, onde

os experimentos em túnel vento foram conduzidos.

Para sintetizar de forma mais organizada todo o conteúdo gerado neste trabalho, as

conclusões serão organizada por capítulo.

10.1 Modelagem do Comportamento Dinâmico de Materiais Viscoelásticos

nos Domínios do Tempo e da Frequência

O desenvolvimento de modelos em elementos Ąnitos de estruturas sanduíches com

núcleo viscoelástico sempre é uma tarefa complicada. Entretanto, modelos no domínio

da frequência são mais simples e fáceis de serem implementados computacionalmente,

quando comparados com modelos no domínio do tempo. Várias são as razões que explicam

esta maior diĄculdade, a começa pela fundamentação teórica envolvida. No caso dos

materiais viscoelásticos, o modelo de derivadas fracionárias foi implementado por ser

conceitualmente mais correto do ponto de vista matemático e físico por considerar a

causalidade presente no comportamento dinâmico do material viscoelástico. Inicialmente,

isto se mostrou uma barreira a ser quebrada por se tratar de um tema extremamente novo,

de uma matemática muito complexa e por envolver conceito físicos também novos e nada

intuitivos, como por exemplo a causalidade e sua representação matemática.

Apesar de que o laboratório LMEst à época já tinha um breve conhecimento sobre

modelos viscoelásticos com derivadas fracionárias, nada ainda havia sido pesquisado sobre

leis constitutivas tridimensionais. O que se conhecia até então era somente o modelo para

estados uniaxiais de tensão proposto por Galúcio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004).

Diante desse cenário e devido às inúmeras suposições feitas pela autora, foi tomada a

decisão de desenvolver o modelo proposto por Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001;

SCHMIDT; GAUL, 2002) cuja lei constitutiva utiliza é tridimensional e portanto, é um

modelo completo. Não se tinha nenhum noção da complexidade e dos custos compu-

tacionais envolvidos nesta abordagem, até que quando implementada foi constatada a

inviabilidade de utilizá-la em problemas aeroviscoelásticos.

Assim, o que era visto como uma solução se tornou um enorme desaĄo, uma vez que

o modelo proposto por Galúcio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004) não era uma opção,

já que o mesmo não era aplicável para o caso de placas. Isso serviu de motivação para

intensiĄcar as pesquisas sobre o modelo de Schmidt e Gaul, pois ao longo do desenvolvi-

mento deste, foi vislumbrada uma repetição dos termos que deĄnem o campo de tensão

não local. A partir da curiosidade de mostrar essa repetição percebeu-se que a mesma
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elimina a auto-dependência da tensão permitindo que a mesma seja descrita somente em

termos do histórico de deslocamentos. Surgiu assim a Fórmula de Recorrência, uma im-

portante contribuição com um enorme potencial para expandir ainda mais as aplicações

com materiais viscoelástico tornando-as cada vez mais complexas.

Além disso, a Fórmula de Recorrência abre portas para o estudo em outras aplicações

que não somente meios viscoelásticos. Através dela, acredita-se que várias outras formas

de aproximação de derivadas fracionárias possam ser descritas por meio de uma recorrên-

cia, o que seria um enorme campo de pesquisa dadas as inúmeras técnicas numéricas de

aproximação.

10.2 Modelo Matemático de Placas Sanduíche

Após desenvolvido, o modelo de derivadas fracionária com a Fórmula de Recorrência

foi aplicado ao modelo de placa sanduíche, viabilizando o estudo de Ćutter de painéis ae-

ronáuticos. Desta maneira, uma primeira avaliação foi realizada logo de início, comparar

o modelo do Módulo Complexo com o modelo no domínio do tempo, justamente pelas

aĄrmações feitas por Bagley e Torvick sobre a ausência de causalidade no Módulo Com-

plexo. De fato, uma importante diferença foi observada tanto nos valores de frequência

natural obtidos, quanto na quantidade de amortecimento gerado por cada modelo. Viu-se

que o modelo do Módulo Complexo apresentou uma maior quantidade de amortecimento,

e valores de frequência natural inferiores.

Em seguida, utilizando os dois modelos para criar dois sistemas aeroviscoelásticos Ą-

sicamente iguais, mas conceitualmente distintos, a comparação das velocidades críticas

foi feita. Os resultados mostraram que o modelo do módulo complexo, apesar de apre-

sentar uma menor diferença entre a primeira e segunda frequência natural (frequências

responsáveis pelo Ćutter), resultou em uma velocidade crítica maior, o que é um resultado

contraditório. Entretanto, a quantidade de amortecimento gerado pelo módulo complexo

se mostrou mais importante, o que pode ter contribuído para o resultado Ąnal. Além

disso, este fato é um indicador de que o amortecimento viscoelástico pode ter um papel

importante nas características do Ćutter de estruturas aeronáuticas. Porém, para que isso

seja conĄrmado, mais estudos seriam necessários, principalmente um estudo experimental

comparando os dois modelos.

Ainda neste capítulo é mostrado o estudo da criação de uma nova estratégia de redução

de modelos de elementos Ąnitos para sistemas aeroviscoelásticos. Um artigo foi publicado

na revista Mechanical Systemas and Signal Processing (MSSP) (FILHO et al., 2017).

Neste trabalho, uma base de redução modal criada iterativamente a partir de resíduos

de forças estáticas e dinâmicas é proposta. Ela foi comparada com outras abordagens

adaptadas para sistemas com a presença de amortecimento dependente frequência. Um
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extenso trabalho mostrando desde a condensação de sistemas simples como painéis san-

duíches aeronáuticos, até sistemas complexos como parte da fuselagem de uma aeronave

foi realizado obtendo resultados excelentes.

Foi percebido que sistemas aeroviscoelásticos, devido à presença de acoplamento Ćuido-

estrutura, sistemas de dinâmica de rotores e sistemas multi-físicos com a presença de

elementos piezelétricos, apresentam todos uma mesma estrutura algébrica, ou seja, todos

são apresentam problemas de autovalor complexos, polinomiais não auto-adjuntos. Ter o

conhecimento desta característica tornou possível a criação da base intitulada no artigo

de ŞIterative Enriched Ritz Mode BasisŤ - [𝑇𝐼𝐸𝑅𝑀 ]. Desta maneira, a abordagem não se

limita somente a sistemas aeroviscoelásticos, mas também para os outros casos citados.

10.3 Seção Típica Não Linear

Apesar de não estar previsto no plano de tese, este foi um dos principais estudos desta

tese, pois gerou informações importantes sobre o comportamento não linear de sistemas

aero/aeroviscoelásticos que até então eram desconhecidos. Isso com certeza servirá como

um importante Şknow-howŤ para pesquisas futuras a serem realizadas no LMEst.

A ideia de se criar um modelo não linear no domínio do tempo, surgiu da curiosidade

de entender melhor como o amortecimento viscoelástico inĆuencia o comportamento ae-

roelástico de estruturas aeronáuticas. Dada sua simplicidade de criação e a facilidade de

realizar experimentos devido à existência de uma bancada experimental operacional no

ITA, decidiu-se estudar uma seção típica.

Além disso, foi necessário criar modelos matemáticos de elementos viscoelásticos de ri-

gidez discretos segundo as possibilidades de aplicação destes no PAPA (ŞPitch and Plunge

ApparatusŤ). Este modelos exigiram a reinterpretação da teoria fracionária desenvolvida

para leis constitutivas tridimensionais, para casos unidimensionais, como alongamento

puro e torção pura.

Um modelo de carregamento aerodinâmico não estacionário foi criado a partir da

teoria de Wagner, onde uma nova formulação da equação do movimento foi proposta.

Esta nova ideia permitiu não somente um processo direto de integração da equação do

movimento para obtenção da resposta transiente, mas também possibilitou reduzir pela

metade a quantidade de graus de liberdade do problema. Do ponto de vista de uma

seção típica, onde no máximo 5 graus de liberdade formam o problema, não é um fator

relevante. Porém, como a Teoria das Faixas é uma extrapolação do caso da seção típica

para asas tridimensionais aplicada em elementos Ąnitos, esta se mostrou é uma alternativa

inteligente.

Os modelos criados se mostraram bastante coerentes com os resultados experimentais,

tanto na predição da velocidade crítica, quanto nas amplitudes de ciclo limite apresenta-
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das, para os casos aeroelásticos e aeroviscoelástico.

No que se refere ao caso aeroviscoelástico, somente o caso com elemento viscoelástico

de rigidez em plunge foi avaliado. Os resultados permitiram ver como o aumento de

rigidez aportado pelo elemento viscoelástico modiĄcou a velocidade crítica. Entretanto,

nenhuma conclusão foi tomada relação ao real impacto do amortecimento viscoelástico

na velocidade de Ćutter. Contudo, foi possível perceber como o amortecimento estrutural

introduzido reduziu as amplitudes de vibração do sistema de maneira importante, sendo

este um efeito da viscoelasticidade no sistema aeroelástico. Foi visto através dos retratos

de fase, que apesar do aumento das velocidades da estrutura, ¶𝑞♢, devido ao aumento da

velocidade do escoamento, as amplitudes do movimento praticamente não alteraram.

Outro ponto interessante foi a constatação de que o movimento em plunge apresentou

um comportamento dinâmico com um grau de não linearidade muito baixo para o caso

aeroelástico, e praticamente zero não linearidade para o caso aeroviscoelástico. Assim,

concluiu-se que o grau de liberdade de pitch é o grande responsável por o reger compor-

tamento não linear da seção típica. Além disso, Ącou clara a sensibilidade do sistema ao

variar as propriedades da rigidez em pitch, em que pequenas alterações aumentavam de

maneira mais importante a velocidade crítica, quando comparada com alterações feitas

na rigidez em plunge.

Após as constatações feitas sobre o protagonismo do modo de pitch sobre a dinâmica

do sistemas aero/aeroviscoelástico, um estudo paramétrico sobre os efeitos do aumento da

rigidez e amortecimento viscoelástico sobre o sistema em ciclo limite foi realizado. Nesta

análise, foi variada a área perimetral do elemento de rigidez viscoelásitico pelo aumento

do ângulo Θ, ver Eq.(9.1). Notou-se que as amplitudes do ciclo limite variam de forma

não linear com o aumento do perímetro. Viu-se que com o grande aumento da velocidade

crítica nestes casos, o sistema praticamente não apresentou graus de caoticidade, uma vez

que somente em velocidades extremamente altas que induziram amplitudes e velocidade

de movimento da estrutura excessivas, o retrato de fase apresentou movimentos mais

complexos.

10.4 Teoria das Faixas Aplicada ao MEF

Como último objetivo, este se mostrou o mais desaĄador por exigir a junção de duas

teorias no domínio do tempo complicadas, o modelo de estruturas sanduíche e o modelo de

carregamento aerodinâmico não estacionário e tudo em um curto espaço de tempo. Além

disso, foi necessária a validação experimental do modelo aeroviscoelástica, um trabalho

que exigiu a participação de várias pessoas.

A criação do carregamento aerodinâmico não estacionário no domínio do tempo foi

feito com base na Teoria de Wagner a partir desta, criou-se o modelo o modelo da Teoria da



166

Faixas, permitindo seu emprego no modelo de elemento Ąnitos da viga de Euler-Bernoulli

e sua correspondente viscoelástica.

Acerca da qualidade dos modelos, foram obtidas velocidades críticas bastante coeren-

tes em relação ao medido experimentalmente. No caso aeroelástico, foram validadas as

velocidades críticas para todas as posições de lastro, ⊗5𝑚𝑚, ⊗10𝑚𝑚 e ⊗15𝑚𝑚. Já o

modelo aeroviscoelástico, somente uma posição de lastro foi avaliada devido às capacida-

des de operação do túnel de vento, limitadas a 33 𝑚/𝑠. Assim, foram obtidas velocidades

experimentais de ≡ 30, 5 𝑚/𝑠, enquanto que o modelo computacional da sandwich plate

like wing predisse uma velocidade crítica de 31 𝑚/𝑠.

Apesar da coerência apresentada pelos modelos, não foi possível criar uma metodologia

capaz de separar os amortecimentos aerodinâmicos e viscoelásticos que permitisse aĄrmar

a real inĆuência deste no aumento da velocidade de Ćutter. Desta maneira, conclui-se que

o aumento da velocidade crítica de ≡ 9, 5𝑚/𝑠 para ≡ 31𝑚/𝑠 para um posicionamento do

lastro de ⊗5𝑚𝑚 em relação ao eixo elástico, é principalmente devido ao grande aumento

da rigidez do sistema viscoelástico em relação à sua contra-parte puramente elástica.

10.5 Trabalhos publicados

Vários trabalhos foram publicados ao longo destes seis anos de pesquisa. São listados

abaixo em ordem cronológica somente aqueles publicados em revistas.

1 Mechanical Systems and Signal Processing: Flutter suppression of plates using pas-

sive constrained viscoelastic layers, (CUNHA-FILHO et al., 2016);

2 Aerospace Science and Technology: Flutter suppression of plates subjected to super-

sonic Ćow using passive constrained viscoelastic layers and GollaŰHughesŰMcTavish

method, (FILHO; LIMA; DONADON, 2016);

3 Composite Structures: Dynamic and aeroelastic behavior of composite plates with

multimode resonant shunted piezoceramics in series, (LEÃO et al., 2016);

4 Mechanical Systems and Signal Processing: An efficient iterative model reduction

method for aeroviscoelastic panel Ćutter analysis in the supersonic regime, (FILHO

et al., 2017).

Acredita-se que mais três trabalhos possam ainda ser gerados, sendo que um deles sobre

o desenvolvimento da Fórmula de Recorrência está em fase de conclusão para submissão.

10.6 Perspectivas de Trabalhos Futuros

Ao longo deste trabalho, vários objetivos foram propostos para o estudo de sistemas

aeroelásticos tratados passivamente com materiais viscoelásticos. O trabalho se iniciou a
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partir das pesquisas feitas com Ćutter de painel aeronáutico, porém a necessidade era o

desenvolvimento do modelo de derivadas fracionárias para representar o comportamento

do material viscoelástico no domínio do tempo. Desta maneira, foi necessário desenvolver

um modelo de material viscoelástico que nunca havia sido feito no laboratório de Mecânica

de Estruturas, que foi a proposta de Schmidt a Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001), a qual

possui uma lei constitutiva adaptada para casos no mínimo de estado plano de tensão.

Deste trabalho, surgiu a pela Fórmula de Recorrência que deixou várias perguntas a

serem respondidas, como por exemplo, quantiĄcar a real diferença apresentada entre ela

e o modelo do Módulo Complexo. Para responder este questionamento, somente com a

realização de experimentos e ajustes de parâmetros.

Além disso, seria interessante expandir o banco de dados do laboratório no que se refere

às propriedades mecânicas de outros tipos de materiais viscoelásticos, pois o material

ISD112 não é mais comercializado com este nome.

Mudando de tema, mas ainda sobre o cálculo fracionário, várias portas foram aber-

tas. Como já mencionado no texto, um trabalho sobre a aplicação desta abordagem

matemática para determinar do carregamento aerodinâmico não estacionário já está em

andamento no laboratório sob a forma de uma iniciação cientíĄca. Neste caso, foi reali-

zado um estado da arte sobre o assunto, e os trabalhos de desenvolvimento matemático

ainda iniciarão. A partir disso, resolver integrais de convolução por meio do cálculo fra-

cionário será um conhecimento valioso para aplicar em qualquer sistema que ela apareça.

A ideia será, uma vez deĄnido o carregamento por meio do cálculo fracionário, adaptar

a formulação da seção típica de forma que o mesmo seja integrado a esta e Ąnalmente

introduzir elementos viscoelásticos e estudar o comportamento do sistema com dois ti-

pos de funções não locais diferentes. Finalmente, validar experimentalmente os modelos

fracionários. Extrapolar o conceito do cálculo fracionário para a Teoria das Faixas.

Uma outra possibilidade de trabalho, ainda sobre o cálculo fracionário, seria aplicar

o conceito da recorrência para outras formas de aproximação da derivada fracionária e

veriĄcar se a repetição é valida também para estes casos.

Sobre estruturas, trabalhos com modelos não lineares em elementos Ąnitos contendo

material viscoelástico agora são possíveis, mesmo para estruturas complexas devido ao de-

senvolvimento da lei constitutiva tridimensional. Desta maneira seria possível desenvolver

modelos de estruturas sanduíches não lineares para o estudo do amortecimento viscoelás-

tico nestas condições. No caso da aeroeviscoelásticidade, criar modelos de sandwich plate

like wing com não linearidades geométricas exatas para avaliação da resposta no tempo

em condição de pré-, Ćutter e pós-Ćutter.

Uma lista que resume os principais tópicos a serem trabalhados no futuro advindos

desta tese é apresentada:

1 Trabalho experimental para caracterização e comparação dos modelos de derivada
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fracionária segundo a Fórmula da Recorrência;

2 Trabalho experimental para caracterização de outros materiais viscoelásticos;

3 Desenvolver e aplicar um modelo de carregamento aerodinâmico não estacionário

utilizando o cálculo fracionário para uma seção típica;

4 Desenvolver e aplicar um modelo de carregamento aerodinâmico não estacionário

utilizando o cálculo fracionário para a Teoria das Faixas;

5 Validar experimentalmente os modelos de seção típica descritos em termos do cálculo

fracionário;

6 Extrapolar o conceito da Fórmula de Recorrência para outras formas de aproximação

de derivadas fracionárias;

7 Modelos não lineares em elementos Ąnitos para o estudo da aeroelasticidade de asas

Ąnas com grande alongamento sujeitas a grandes deslocamentos e rotações;
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Apêndices



APÊNDICE A

A.1 Matrizes Aerodinâmicas - domínio do tempo

Este apêndice complementa a formulação do carregamento aerodinâmico não-estacionário

no domínio do tempo utilizando a aproximação de Jones para a Função de Wagner. São

apresentadas as matrizes relacionadas aos modos de translação e torção velocidades e ace-

leração, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 bem como a matriz 𝑎4 que relaciona o atraso da variação de "downwash"

com a sustentação. São mostradas as matrizes para o caso com dois gdl (seção típica)

para simpliĄcar a escrita.

Outro ponto importante é que as matrizes 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖 não variam em relação à envergadura,

uma vez que a asa não possui perĄl variável nem enĆechamento.

Estas matrizes podem ainda serem separadas nos efeitos não-circulatório e circulatório

da seguinte maneira:

𝑎𝑖 = 𝑎
(𝑛𝑐)
𝑖 + 𝑎

(𝑐)
𝑖 𝑖 = 1, 2, 3, 4. (A.1)
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As matrizes relativas à parcela não-circulatória são:

𝑎
(𝑛𝑐)
1 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

⊗Þ 𝑏2𝜌 Þ 𝑏3𝜌 𝑎

Þ 𝑏3𝜌 𝑎 ⊗Þ 𝑏4𝜌
(︁

1
8

+ 𝑎2
)︁

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.2a)

𝑎
(𝑛𝑐)
2 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

0 ⊗Þ 𝑏2𝜌 𝑉

Þ 𝑏2𝜌 𝑉 0

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.2b)

𝑎
(𝑛𝑐)
3 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

0 0

0 Þ 𝑏2𝜌 𝑉 2

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.2c)

𝑎
(𝑛𝑐)
4 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

0 0

0 0

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.2d)

e matrizes relativas à parcela circulatória são:

𝑎
(𝑐)
1 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

0 0

0 0

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.3a)

𝑎
(𝑐)
2 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

⊗2 Þ 𝜌 𝑉 𝑏 ⊗2 Þ 𝜌 𝑉 𝑏2
(︁

1
2

⊗ 𝑎
)︁

⊗Þ 𝑏2𝜌 𝑉 + 2 𝑏2
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𝑎 + 1
2

)︁

Þ 𝜌 𝑉
[︁

⊗Þ 𝑏3𝜌 + 2 𝑏3
(︁

𝑎 + 1
2

)︁

Þ 𝜌
]︁

𝑉
(︁

1
2

⊗ 𝑎
)︁

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.3b)

𝑎
(𝑐)
3 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

0 ⊗2 Þ 𝜌 𝑉 2𝑏

0 ⊗Þ 𝑏2𝜌 𝑉 2 + 2 𝑏2
(︁

𝑎 + 1
2

)︁

Þ 𝜌 𝑉 2

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.3c)

𝑎
(𝑐)
4 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

⊗2 Þ 𝜌 𝑉 𝑏 ⊗2 Þ 𝜌 𝑉 𝑏

2 𝑏2
(︁

𝑎 + 1
2

)︁

Þ 𝜌 𝑉 2 𝑏2
(︁

𝑎 + 1
2

)︁

Þ 𝜌 𝑉

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.3d)

Em seguida, as matrizes relativas à taxa de variação dos estados de atraso aerodinâ-
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mico com os graus de liberdade do perĄl são apresentadas

𝑏1 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

⊗0.165 ⊗0.165 𝑏 (1/2 ⊗ 𝑎)

⊗0.335 ⊗0.335 𝑏 (1/2 ⊗ 𝑎)

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.4a)

𝑏2 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

0 ⊗0.165 𝑉

0 ⊗0.335 𝑉

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.4b)

𝑏3 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

0 0

0 0

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.4c)

𝑏4 =

⋃︀

⋁︀

⨄︀

⊗0.041 𝑉
𝑏

0

0 ⊗0.320 𝑉
𝑏

⋂︀

⎥

⋀︀ (A.4d)

A.2 Lei de Hooke Generalizada

A partir da Lei de Hooke generalizada, é possível escrever os campos de tensão e

deformação para uma material puramente linear, veja:

à𝑖𝑗 = 2𝐺𝜀𝑖𝑗 + Ú𝜀𝑘𝑘Ó𝑖𝑗 (A.5a)

𝜀𝑖𝑗 =
1 + Ü

𝐸
à𝑖𝑗 ⊗

Ü

𝐸
à𝑘𝑘Ó𝑖𝑗 (A.5b)

onde 𝐺 = 𝐸
2(1+Ü)

, que é módulo de cisalhamento do material, Ú = 𝐸Ü
(1+Ü)(1⊗2Ü)

são as

conhecidas constantes de Lamé e Ü é o coeĄciente de Poisson. O termo, Ó𝑖𝑗 = 1, se 𝑖 = 𝑗

e Ó𝑖𝑗 = 0, se 𝑖 ̸= 𝑗, é chamado de Delta de Kronecker e, segundo a convenção de notação

indicial, indices repetidos fazer referência à soma. Tensões e deformações no espaço são

acoplados pelo efeito Poisson do material, que garante sua continuidade. Tome como

exemplo um estado plano de tensões que induz um estado triplo de deformação. Portanto,

ao expandir as Eqs. é possível ver como as tensões e deformações são acopladas devido
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ao efeito Poisson. Expandindo a Eq.(A.5a) são obtidas as seguinte relações de tensão:

à11 = 2𝐺𝜀11 + Ú (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) (A.6a)

à22 = 2𝐺𝜀22 + Ú (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) (A.6b)

à33 = 2𝐺𝜀33 + Ú (𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33) (A.6c)

à12 = à21 = 𝐺2𝜀12 (A.6d)

à13 = à31 = 𝐺2𝜀13 (A.6e)

à23 = à32 = 𝐺𝜀23 (A.6f)

Ao expandir a Eq.(A.5b), uma segunda forma de expressar a Lei de Hooke Generali-

zada é vista:

𝜀11 =
1
𝐸

[à11 ⊗ Ü (à22 + à33)] (A.7a)

𝜀22 =
1
𝐸

[à22 ⊗ Ü (à11 + à33)] (A.7b)

𝜀33 =
1
𝐸

[à33 ⊗ Ü (à11 + à22)] (A.7c)

2𝜀12 = 2𝜀21 =
à12

𝐺
(A.7d)

2𝜀13 = 2𝜀31 =
à13

𝐺
(A.7e)

2𝜀23 = 2𝜀23 =
à23

𝐺
(A.7f)

Diante de um estado geral de tensões como este, é necessário que algumas suposições

sejam feitas aĄm de adaptar a teoria para casos como as Teorias de Viga de Euller-

Beunoulli e Timoshenko, onde estados uniaxiais de tensão são considerados. O problema

é que ao se fazer este tipo de imposição ao estado de tensão, as duas formas de se expressar

a Lei de Hooke se tornam incompatíveis justamente devido ao efeito Poisson. Veja por

exemplo no caso da Fig.5.1, onde assume-se que há somente alongamento na direção

principal da viga. Neste caso tem-se que o campo de deformação toma a seguinte forma:

𝜀11 = ⊗
Ü

𝐸
à22 (A.8a)

𝜀22 =
1
𝐸

à22 (A.8b)

𝜀33 = ⊗
Ü

𝐸
à22 (A.8c)
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cada grau de liberdade da forma, ¶𝑈 (Ö, 𝑡)♢, descrito como segue:

¶𝑈 (Ö, 𝑡)♢ =

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝑣 (Ö, 𝑡)

𝑤 (Ö, 𝑡)

𝜃𝑥 (Ö, 𝑡)

𝜃𝑦 (Ö, 𝑡)

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

=

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝑎0 + 𝑎1Ö

𝑎2 + 𝑎3Ö + 𝑎4Ö
2 + 𝑎5Ö

3

0 + 𝑎3 + 2𝑎4Ö + 3𝑎5Ö
2

𝑎6 + 𝑎7Ö

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(A.11)

A Eq.(A.11) pode ser reescrita matricialmente da seguinte forma:

¶𝑈♢Ö,𝑡 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

1 Ö 0 0 0 0 0 0

0 0 1 Ö Ö2 Ö3 0 0

0 0 0 1 2Ö 3Ö2 0 0

0 0 0 0 0 0 1 Ö

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝑎0t

𝑎1t

𝑎2t

𝑎3t

𝑎4t

𝑎5t

𝑎6t

𝑎7t

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

= [𝑃 ]Ö ¶𝐶♢𝑡 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

[𝑃 ]𝑣
[𝑃 ]𝑤
[𝑃 ]𝜃x

[𝑃 ]𝜃y

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

¶𝐶♢𝑡 (A.12)

onde, no intuito de facilitar a escrita, as dependências espaciais e temporais serão descritas

como índices subscritos a partir daqui, logo vê-se que a dependência temporal está nas

constantes, incógnitas do problema. Para determiná-las, é imposta a condição de que

sejam feitas aproximações de modo a fornecer os valores dos deslocamentos e rotações

nodais do elemento. Para isto, avalia-se a matriz [𝑃Ö] para Ö = ⊗1 e Ö = +1, veja:

¶Ó♢(𝑒)
Ö,𝑡 =

⋃︀

⨄︀

[𝑃 ](Ö=⊗1)

[𝑃 ](Ö=+1)

⋂︀

⋀︀ ¶𝐶♢𝑡 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

1 ⊗1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 ⊗1 1 ⊗1 0 0

0 0 0 1 ⊗2 3 0 0

0 0 0 0 0 0 1 ⊗1

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0 0

0 0 0 1 2 3 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝑎0t

𝑎1t

𝑎2t

𝑎3t

𝑎4t

𝑎5t

𝑎6t

𝑎7t

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

(A.13)

Isolando o vetor de constantes, ¶𝐶♢𝑡, na Eq.(A.13) e o introduzindo na Eq.(A.12) são

determinadas as funções de forma para cada um dos graus de liberdade.

¶𝐶♢𝑡 =

⋃︀

⨄︀

[𝑃 ](Ö=⊗1)

[𝑃 ](Ö=+1)

⋂︀

⋀︀

⊗1

¶Ó♢(𝑒)
Ö,𝑡 =

[︁

𝐴+1
⊗1

]︁

¶Ó♢(𝑒)
Ö,𝑡 (A.14)

¶𝑈♢Ö,𝑡 =

∏︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⎩

𝑣 (Ö, 𝑡)

𝑤 (Ö, 𝑡)

𝜃𝑥 (Ö, 𝑡)

𝜃𝑦 (Ö, 𝑡)

⎫

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋀︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋂︁

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

[𝑃 ]𝑣
[𝑃 ]𝑤
[𝑃 ]𝜃x

[𝑃 ]𝜃y

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

[︁

𝐴+1
⊗1

]︁

¶Ó♢(𝑒)
Ö,𝑡 (A.15)
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A partir da Eq.(A.15), são deĄnidas as funções de forma para cada GDL, da seguinte

forma:

¶𝑣♢Ö,𝑡 = [𝑃 ]𝑣
[︁

𝐴+1
⊗1

]︁

¶Ó♢(𝑒)
Ö,𝑡 = [𝑁 ]𝑣 ¶Ó♢(𝑒)

Ö,𝑡 (A.16a)

¶𝑤♢Ö,𝑡 = [𝑃 ]𝑤
[︁

𝐴+1
⊗1

]︁

¶Ó♢(𝑒)
Ö,𝑡 = [𝑁 ]𝑤 ¶Ó♢(𝑒)

Ö,𝑡 (A.16b)

¶𝜃𝑥♢Ö,𝑡 = [𝑃 ]𝜃x

[︁

𝐴+1
⊗1

]︁

¶Ó♢(𝑒)
Ö,𝑡 = [𝑁 ]𝜃x

¶Ó♢(𝑒)
Ö,𝑡 (A.16c)

¶𝜃𝑦♢
Ö,𝑡

= [𝑃 ]𝜃y

[︁

𝐴+1
⊗1

]︁

¶Ó♢(𝑒)
Ö,𝑡 = [𝑁 ]𝜃y

¶Ó♢(𝑒)
Ö,𝑡 (A.16d)

A.4 Operador linear Jacobiano

O processo de formulação isoparamétrica é realizado com base num sistema de referên-

cia local, Ö. Desta maneira, um mapeamento deve ser feito de tal maneira que exista uma

transformação linear que leve um sistema de referência local para o sistema global e desta

maneira os cálculos possam ser realizados. Esta operação é feita por meio de uma base

de transformação linear denominada de Jacobiano, 𝐽 . No caso da viga, o Jacobiano será

um escalar, devido a unidimensionalidade do problema, porém, no caso de uma placa,

onde há a existência de duas dimensões, este operado uma uma ordem, [2 × 2]. Será

mostrado, como determinar o Jacobiano, bem como realizar o mapeamento que fará a

transformação de coordenadas. Para tal, tome a Fig.A.1, onde vê-se que um inĄnitesimal

de comprimento, 𝑑𝑦 = 𝐽𝑑Ö. A determinação do Jacobiano dependerá da geometria do

elemento Ąnito e da função de interpolação utilizada para descrever uma coordenada em

função da outra. Nesta será utilizada a seguinte função de interpolação:

𝑦Ö =
𝑛
∑︁

𝑖=1

𝑁𝑖𝑦𝑖 =
1 + ÖÖ𝑖

𝑛
𝑦𝑖 (A.17)

Nesta equação, 𝑛 faz referência à quantidade de nós do elemento. Desenvolvendo a

Eq.(A.17), é obtida a seguinte relação:

𝑦Ö =
1 + ÖÖ1

2
𝑦1 +

1 + ÖÖ2

2
𝑦2 = 𝑦𝑐 +

𝑏

2
Ö (A.18)

onde o termo, 𝑦𝑐 = (𝑦1 + 𝑦2)/2, é a posição central do elemento referenciado nas coorde-

nadas globais. Desta maneira, é possível derivar a coordenada generalizada, 𝑣, em relação

a Ö.
𝜕𝑣

𝜕Ö
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕Ö
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦

(︃

𝑏

2

⎜

=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝐽 (A.19)

Desta relação, pode-se dizer que as derivadas da variável, 𝑣, em relação à coordenada

global do sistema é dada por:

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

1
𝐽

𝜕𝑣

𝜕Ö
=

2
𝑏

𝜕𝑣

𝜕Ö
(A.20)
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Desta maneira, o mapeamento mostrado na Fig.A.1 é descrito. Outro ponto impor-

tante da utilização da formulação isoparamétrica, bem como do Jacobiano é o surgimento

de uma outra matriz de transformação, denominada aqui de matriz de passagem, [𝑇 ],

necessária para corrigir as rotações nodais. Tome como exemplo o elemento um da viga

discretizada, onde seus graus de liberdade são expressos em termos da coordenada local,

Ö. Nota-se na Eq.(A.21) que as rotações podem ser substituídas pela Eq.(A.19), e de

maneira apropriada tem-se os graus de liberdade descritos em termos das coordenada

globais, veja:

(1) ¶Ó♢(𝑒)
𝑡 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑣
(1)
1

𝑤(1)

𝜃(1)
𝑥

𝜃(1)
𝑦

𝑣
(1)
3

𝑢
(2)
1

𝑤(2)

𝜃(2)
𝑥

𝜃(2)
𝑦

𝑣
(2)
3

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑣
(1)
1

𝑤(1)

𝜕𝑤(1)

𝜕Ö

𝜃(1)
𝑦

𝑣
(1)
3

𝑢
(2)
1

𝑤(2)

𝜕𝑤(2)

𝜕Ö

𝜃(2)
𝑦

𝑣
(2)
3

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀
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(A.21)

Assim, a matriz de passagem elementar, [𝑇 ](𝑒) é criada:
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(A.22)

E com ela, tem-se um vetor de graus de liberdade corrigidos das rotações:

¶Ó♢(𝑒)
𝑡 = [𝑇 ](𝑒) ¶Ó♢(𝑒)*

𝑡 (A.23)

A partir do qual, tem-se funções de forma descritas com base nos graus de liberdade
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referenciados nas coordenadas de referência globais, veja:

¶𝑣♢Ö,𝑡 = [𝑁 ]𝑣 [𝑇 ](𝑒) ¶Ó♢(𝑒)*

𝑡 (A.24a)

¶𝑤♢Ö,𝑡 = [𝑁 ]𝑤 [𝑇 ](𝑒) ¶Ó♢(𝑒)*

𝑡 (A.24b)

¶𝜃𝑥♢Ö,𝑡 = [𝑁 ]𝜃x
[𝑇 ](𝑒) ¶Ó♢(𝑒)*

𝑡 (A.24c)

¶𝜃𝑦♢
Ö,𝑡

= [𝑁 ]𝜃y
[𝑇 ](𝑒) ¶Ó♢(𝑒)*

𝑡 (A.24d)
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