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RESUMO

O flutter, que é um tipo de instabilidade aeroelastica, é um fenémeno causado pela
interacao simultanea das forcas aerodinamicas, elasticas e inerciais em uma estrutura. No
projeto de aeronaves, este ¢ sempre um tema de extrema importancia devido ao alto risco
de colapso estrutural. A busca incessante por solugoes que visam aumentar a eficiéncia
das aeronaves e consequentemente reduzir impactos ambientais, tém motivado o uso de
conceitos como asas de grande alongamento, bem como o emprego de novos materiais.
Porém, estas solugbes se tornam um enorme desafio de engenharia do ponto de vista
estrutural, uma vez que ha um grande aumento da flexibilidade da estrutura tornando-a
propensa ao flutter. Neste sentido, o uso de técnicas passivas de controle de vibragao,
como o emprego de materiais viscoeldsticos, pode ser uma solugao viavel para o aumentar
a eficiéncia aeroelastica do sistema, devido a sua grande capacidade de amortecimento
estrutural.

As industrias automotiva e aerondutica utilizam amplamente os materiais viscoelas-
ticos com o objetivo principal de atenuacao de ruidos, ou pequenas vibragoes. Pouco
conhecimento se tem sobre o real efeito do amortecimento viscoelastico para atenuar ins-
tabilidades aeroelasticas. Neste contexto, modelos aeroelasticos quase sempre envolvem
altos custos computacionais, e a introdugao da viscoelasticidade nos mesmos pode torna-
los proibitivos. Assim, a criacao e emprego de modelos viaveis e capazes de representar o
comportamento dindmico de sistemas aeroviscoeldsticos é um desafio.

O foco deste trabalho, foi viabilizar modelos aeroviscoelasticos, aplicando técnicas de
reducao e pelo aperfeicoamento matematico daqueles ja existentes. Foram estudados trés
tipos de sistemas aeroviscoelasticos: painéis aeronauticos, uma se¢ao tipica nao linear e
por fim uma asa representativa com grande alongamento. Trés teorias de carregamento
aerodinamico sdo empregadas: a Teoria do Pistao para painéis, a Teoria de Wagner nao
estacionaria para a secao tipica e a Teoria das Faixas, também nao estacionaria, para a
asa. Salvo os modelos de painéis aeronauticos, tanto a se¢ao tipica quanto o modelo de

asa sao validados experimentalmente em tunel de vento.

Palavras-chave: calculo Fracionario, aeroviscoelasticidade, Elementos Finitos.
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ABSTRACT

Flutter is a kind of aeroelastic instability caused by the simultaneous interaction of
aerodynamic, elastic and inertial forces upon a structure. In the design ofl an aircraft,
flutter is always a major concern due to its high risk of structural collapse. The constant
search for solutions intended to increase aircraft performance and consequently reduce
environmental impacts has motivated the use of new concepts, such as high aspect ratio
wings and the employment of new materials. However, those solutions become an impor-
tant structural challenge, since they induce an increase of flexibility making the structure
prone to flutter. Thus, the use of passive vibration control techniques, such as viscoelastic
materials may be a feasible solution to increase the system aeroelastic performance as a
result of its high structural damping rate.

Automotive and aeronautical industries largely employ viscoelastic materials to mi-
tigate noise and small vibrations. Little is known about the real effect of viscoelastic
damping to reduce aeroelastic instabilities. In this scenario, aeroelastic models always in-
volve high computational costs and introducing viscoelasticity within it may cause them
to be unfeasible. Therefore, the creation and employment of computational low costs
models capable of representing the dynamic behavior of aeroviscoelastic systems is a real
challenge.

The focus here is to create feasible aeroviscoelastic models by applying reduction model
techniques and mathematically improving the existent ones. Three kinds of aeroviscoe-
lastic systems has been studied: aeronautical panels, a non linear typical section and a
representative high aspect ratio wing. For those, three aerodynamic theories are used:
the Piston Theory for panels, the Unsteady Wagner’s Theory and the Unsteady Strip
Theory. Except for the panel models, experimental validation were carried through in

wind tunnel.

Keywords: fractional calculus, aeroviscoelasticity, finite elements.
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CAPITULO I

Introducao e Motivacao

O mundo tem mudado de forma muito rapida em virtude da intervencao humana e
isso tem acelerado processos naturais que antes demoravam décadas para acontecer, como
por exemplo o aumento das temperaturas dos oceanos e atmosférica. Este é talvez um
dos problemas ambientais que mais geram repercussao social e econémica atualmente.
Neste conturbado cendrio mundial, politicas foram criadas com o intuito de estimular a
reducao da emissao de carbono o que tem colocado enorme pressao nos governos e, con-
sequentemente, nas industrias em todo mundo. A industria aerondutica nao é diferente,
e por isso os engenheiros tem buscado incessantemente por solugoes que visem aumentar
a eficiéncia das aeronaves para reduzir o consumo de combustivel.

Dentre as inimeras possibilidades, novos conceitos de aeronaves com asas de grande
alongamento, bem como o emprego de novos materiais, como os compositos, tém tomado
um enorme espaco no cenario industrial do setor, como por exemplo a criagao e comerci-
alizagao dos revolucionarios Boeing 787 (DreamLiner) Fig.(1.0a) e do Airbus 350 XWB
Fig.(1.0b), mostrados na .

Devido ao grande alongamento e a reducao de peso em virtude de um amplo uso de
materiais compdsitos por toda a estrutura da aeronave, as duas aeronaves demonstra-
ram um enorme ganho na eficiéncia apresentando importantes redugoes no consumo de
combustivel. Consequentemente, isso implica em uma reducao imediata da rigidez estru-
tural, fazendo com que estas aeronaves sejam muito flexiveis implicando em problemas
que devem minimizados, dentre eles esta o flutter.

Numa tentativa de contornar o problema do aumento da rigidez e consequente au-
mento de massa, alguns materiais tem sido estudados e empregados como solucoes para
diminuir vibragoes e assim atenuar problemas aeroelasticos como o flutter. Neste sentido,

técnicas de controle ativo utilizando materiais peizelétricos e materiais com memoria de



(a) Boeing 787 (DreamLiner). Esta imagem é uma cortesia da Boeing.

(b) Airbus 350 XWB. Esta imagem é uma cortesia da Airbus.

Figura 1.1: Exemplos de aeronaves cujos conceitos sao asas com grande alongamento
fazendo uso de material compdsito.

forma tem sido amplamente estudadas com esse objetivo. Técnicas de controle passivo
como Functionally Graded Materials e materiais viscoelsticos também. Diversas técnicas

diferentes existentes poderiam ser empregadas para este fim:

1 Tratamento superficial de estruturas planas, como painéis, com camadas livres de

material viscoelastico;

2 Tratamento superficial de estruturas planas, como painéis, com camadas livres e
restringentes, formando estruturas sanduiche. Esta é a estratégia abordada nesta

tese;

3 Juntas viscoelasticas para conferir amortecimento viscoelastico em movimentos trans-

lacionais e de rotacao. Estratégia também abordada nesta tese.

A grande vantagem de se utilizar este tipo de abordagem ¢ ligada aos custos e facilidade
de aplicacao. Além disso, em se tratando de técnicas passivas, oa materiais viscoelasticos
possuem uma grande capacidade para amortecer vibragoes, tornando-os aptos para os

mais variados tipos de aplicacao, inclusive de cunho aeronautico.

1.1 Objetivos da Tese

Neste contexto, surgiu a necessidade de realizar uma pesquisa no dominio do tempo

para melhor compreender a dinamica dos sistemas aerovicoelasticos. Desta necessidade,



surgiu a ideia de desenvolver o modelo das derivadas fracionéarias nas estruturas tipo placa
e tipo viga e destas, aplicar tanto a Teoria do Pistao quanto a Teoria das Faixas, especifica
para regimes subsonicos de velocidade.

Porém, os modelos disponiveis na literatura para representacao comportamento dina-
mico dos materiais viscoeldsticos eram muito simplificados e de complicada identificacao
dos pardmetros (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004), ou eram especificos para somente
alguns casos (CORTES; ELEJABARRIETA, 2007), ou eram muito complexos e extrema-
mente custosos do ponto de vista computacional (SCHMIDT; GAUL, 2001; SCHMIDT;
GAUL, 2002). Este cendrio se mostrou, ao mesmo tempo inspirador e desafiador, mo-
tivando a criagdo de uma nova férmula para a lei constitutiva do material viscoelastico
baseada em uma recorréncia e que permitiu as analises aeroviscoelasticas serem realizada
com custo computacional relativamente baixo. Além disso, esta nova proposta foi criada
sem qualquer suposicao ou simplificacao da teoria classica existente. E importante dizer
que é necessario um intenso desenvolvimento matematico para mostrar todo o conteido
elaborado, o que pode tornar a leitura um pouco dificil.

Ainda neste viés de diminuir os custos computacionais, o sistemas aeroviscoelasticos
representados no dominio da frequéncia demandavam um grande esforco computacional
devido a forma da solucdo do problema. Esta utiliza o método P-k, uma abordagem
bem adaptada para resolver a questao da identificacdo das frequéncias naturais do sis-
tema e também, a determinacao das propriedades mecanicas do material viscoeldstico.
Entretanto, para cada velocidade de escoamento avaliada, se faz necessario sintonizar,
por assim dizer, os valores das frequéncias naturais responsaveis por induzir o sistema
a instabilidade. Este processo eleva consideravelmente o custo computacional, exigindo
uma solucao que foi a criacdo de uma nova estratégia de reducao de modelos baseada em
uma das técnicas propostas por Etienne Balmes (BOBILLOT; BALMeS, 2002) e muito
bem adaptada para problemas de acoplamento fluido-estrutura. Esta nova abordagem
permitiu um ganho computacional extremamente relevante e foi tema do artigo publicado
novamente na revista Mechanical Systems and Signal Processing cujo titulo é An efficient
iterative model reduction method for aeroviscoelastic panel flutter analysis in the super-
sonic regime. E importante remarcar que, além de acoplamentos fluido-estrutura, esta
técnica é bem adaptada para sistemas com acoplamentos piezelétricos e para a dinamica
de rotores.

Finalmente, apds ter desenvolvido todos os modelos matematicos para representar o
comportamento dindmico do material viscoelastico necessarios para o trabalho, um mo-
delo de carregamento aerodinamico nao estacionario em regime subsonico foi desenvolvido
para aplicacdo em sistemas bidimensionais, como uma sec¢ao tipica. Além deste, um mo-
delo para asas tridimensionais também foi desenvolvido para o estudo de uma asa tipo

viga, também denominada de plate like wing. Neste contexto, é sabido que sistemas ae-



roelasticos adquirem comportamento nao linear em algum ponto proximo a velocidade
critica. Portanto, viu-se a necessidade de se criar pelo menos um modelo nao linear para
estuda-lo numericamente e experimentalmente no intuito de melhor entender um pouco
mais sobre do amortecimento do material viscoelastico em sistemas aeroelasticos. Devido
a abordagem de sistemas aeroeldsticos nao lineares fugir um pouco do escopo deste tra-
balho, um modelo nao linear de secao tipica foi escolhido para o estudo, por ser o mais
simples de ser modelado.

Um estado da estado da arte contendo as principais contribui¢oes nas areas de calculo
fracionario aplicado a engenharia, materiais viscoeldsticos e aeroelasticidade é apresen-

tado. E também mostrado um breve cenario das pesquisas sobre calculo fracionario.

1.2 Contribuicoes da Tese

Varias contribui¢oes foram geradas ao longo do desenvolvimento deste trabalho. Mo-
delos matematicos forma aperfeicoados, novas estratégias de reducao de modelos de ele-
mentos finitos propostas, reinterpretacoes dos sistemas aeroeldstico e aeroviscoelasticos

foram feitas. Nesta secao sdo listadas as principais contribuigoes separadas por tépicos.

Modelos viscoeldsticos com derivadas fraciondrias

Talvez a mais importante contribuicao deste trabalho foi a criagdo de nova férmula
da lei constitutiva tridimensional para materiais viscoelasticos. A partir dos trabalhos de
Fluge (FLUGGE, 1975) e Makris (MAKRIS, 1997) e Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL,
2001; SCHMIDT; GAUL, 2002), um modelo de material visccoeldstico no dominio do
tempo e descrito de termos de derivadas fracionarias, foi desenvolvido.

Este trabalho foi necessario, pois o modelo fracionario que o laboratério LMESt possui
até entao permitia a formulagao de problemas de estados uniaxiais de tensao, e o primeiro
desafio era criar uma placa sanduiche cujo estado de tensao é plano. Entretanto, de-
vido aos excessivos custos computacionais, a solu¢ao do problema aeroviscoeldstico para
determinacao do flutter de painéis se mostrou inviavel.

O trabalho se encontrou em uma situacao em que ou se encontrava uma solugao, ou
o estudo de painéis deveria ser removido do plano de tese. Assim, a solucao foi a criagdo
de uma férmula de recorréncia, ja existente na formulagao proposta por schmidt e Gaul,
mas que os autores nao a vislumbraram. Desta forma, a criacao da férmula da recorréncia
poderia ser entendida como a finalizagao dos trabalhos de Schmidt e Gaul que viabilizou as
analises aeroeldsticas com painéis e consequentemente qualquer outro estudo subsequente.

Além disso, foi possivel extrapolar o conceito tridimensional da lei constitutiva descrita
segundo a Féormula de Recorréncia, para casos de estado plano e uniaxiais de tensao. Isso

permitiu uma formula¢ao matricial da lei constitutiva da viga sanduiche, outra contribui-



¢a0, bem como a idealizagdo de elementos de rigidez viscoelastica discreta para conferir

amortecimento e rigidez a movimentos de torcao e translacgao.

Meétodos de reducdo de modelos

Os modelos de sistemas aeroviscoeldsticos criados no dominio da frequéncia apresen-
tam também um elevado custo computacional devido a técnica utilizada para determi-
nacao da solugao do problema. Neste caso, o método P-k é empregado, exigindo que a
sintonizacao das frequéncias responsaveis pela instabilidade aeroviscoelastica seja reali-
zada. O problema ¢ que a introdugao das propriedades viscoelasticas torna a matriz de
rigidez total do problema complexa. Além disso, a presenca da matriz de rigidez aerodina-
mica torna a matriz de de rigidez nao simétrica. Tem-se entao, um problema de autovalor
polinomial complexo e nao auto-adjunto, o que torna a inversao da matriz de rigidez um
processo muito mais lento.

Um problema de autovalor com essas caracteristicas, faz com que métodos de reducao
convencionais baseados em subespacos vetoriais obtidos a partir de problemas simples de
autovalor nao sejam capazes de condensar o problema.

Desta forma, uma base de reducao criada de forma iterativa, onde a cada iteracao
um residuo contendo informagoes da dinamica completa do sistema aeroviscoelastico foi
proposta. O interessante desta abordagem é que além de sistema com a presenca de aco-
plamento fluido-estrutura, ela é muito bem adaptada para dindmica de rotores e sistema

multi-fisicos como acoplamento estruturais-piezelétricos.

Modelagem de sistemas aeroviscoeldsticos

Em virtude da criacao da formula de recorréncia, suas aplicagdoes se mostraram im-
portantes contribuigoes para o assunto da aeroviscoelasticidade, pois estas serviram de
validagdo experimental.

Dos trés modelos aeroviscoelasticos criados, dois deles foram validades experimental-
mente, a se¢ao tipica nao linear e o modelo da Teoria das Faixas. Ambos utilizaram a
mesma teoria de carregamento aerodindmico nao estacionaria definida a partir da Teoria
de Wagner no dominio do tempo.

Apesar de haver na literatura trabalhos similares ao realizado com a se¢ao tipica nao
linear, como o trabalho de Sales (SALES et al., 2018), a proposta do modelo fracionario
segundo a Férmula de Recorréncia seguida de validagao experimental é uma importante
contribuicdo, pois serve de confirmacao dos modelos e comprovacao da eficiéncia da recor-
réncia. Além disso, um completo desenvolvimento matematico foi feito para idealizagao
dos elementos discretos de rigidez viscoelastica de tal maneira que a representacao destes

por meio do calculo fracionario fosse possivel. O mesmo vale para a sandwich plate like



wing em que uma formulacao para o caso unidimensional de tensao com torg¢ao foi criada
com base nas suposicoes discutidas por Reddy (REDDY; MAHAFEY, 2013).

Além disso, outra contribuicao, é a formulagdo matematica utilizada para estabelecer
a equacao do movimento dos dois sistemas. Foi feita um desenvolvimento direto, sem a
necessidade de descrever o sistema no espago de estados, o que para o caso da sandwich
plate like wing é uma estratégia interessante, pois evita que o sistema dobre sua ordem,

aumentando os custos computacionais.

1.3 Organizacao da Tese

Além desta introducao, esta Tese esta organizada da seguinte maneira: um capitulo
tedrico mostrando os avancgos realizados no modelo de material viscoelastico no dominio do
tempo utilizando o Célculo Fraciondrio. E feita uma breve passagem sobre a modelagem
destes materiais no dominio da frequéncia, porém este nao é o foco do trabalho.

Em seguida, no capitulo 4 sao mostrados os modelos matematicos de placas sandui-
che nos dominios do tempo e da frequéncia, onde uma comparacao das duas abordagens
é feita. Ainda neste capitulo, o modelo de carregamento aerodinamico para o estudo
da instabilidade aeroelastica de painéis aeronduticos é descrito segundo a Teoria do Pis-
tao. Finalmente o capitulo 4 se encerra com a apresentacao das contribuigoes feitas para
métodos de reducgao de modelo nos dominios do tempo e da frequéncia

O Capitulo 5 mostra toda a formulagdo matematica da Viga de Euler-Bernoulli e sua
contra-parte sanduiche. Uma lei constitutiva matricial segundo a férmula de recorréncia
para este caso é proposta de modo a facilitar a implementacio computacional. E mostrada
ainda uma comparacao entre o modelo fracionario proposto por Galicio e a formula de
recorréncia.

O Capitulo 6 trata da modelagem nao linear de uma se¢ao tipica e como foram ideali-
zados matematicamente os elementos discretos de rigidez viscoelastica. Além disso, uma
forma um tanto particular de descrever a equacao do movimento deste sistema aerovisco-
elastico foi proposta para resolu¢do no dominio do tempo sem a necessidade de adentrar
no espago de estado e dobrar a ordem do sistema.

Na continuidade, o Capitulo 7 é uma continuagao natural do anterior, onde a Teoria
das Faixas aplicada ao MEF é apresentada. Nesta parte é feita um estudo preliminar que
possibilitou a criacao do plano experimental para realizacao em tuinel de vento. Modelos
da sandwich plate like wing criados com o modelo de material proposto por Galucio e a
partir da féormula de recorréncia sao comparados.

O capitulo 8 mostra os detalhes das configuragdes dos experimentos realizados nos dois
tuneis de vento utilizados. Em seguida, o capitulo 9 mostra os resultados experimentais

comparados com os resultados obtidos pelos modelos computacionais.



Finalmente, o trabalho se encerra com uma conclusao destacando os principais pontos

do trabalho e com uma perspectiva de trabalhos futuros.






CAPITULO II

Referéncias Bibliograficas

O estado da arte deste trabalho serd composto de uma parte referente as técnicas de
redugdo de modelo, uma segunda parte referente ao calculo fraciondrio e suas aplicagoes
na engenharia mecéanica e aerondutica. Finalmente, uma terceira subse¢do relacionada
aos principais métodos para modelagem de sistemas aeroelasticos no que se refere a ma-
tematica do carregamento aerodinamico utilizado.

Como os modelos em elementos finitos utilizados neste trabalho sdo ja conhecidos e
nada de novo foi discutido sobre este assunto, o estado da arte contemplara somente os
temas onde novas contribuigoes surgiram efetivamente. A intengao é se ater somente
aos assuntos mais importantes, uma vez que ao longo de todo o texto, uma matematica

relativamente complexa sera tratada, o que pode ser muito cansativo para o leitor.

2.1 Técnicas para reducao de modelos em elementos finitos

Em virtude dos altos custos computacionais envolvidos no calculo de sistemas aero-
viscoelasticos, técnicas para reducao de modelo tanto no dominio da frequéncia quanto
do tempo foram desenvolvidas nesta tese. Logo, serdao listados neste estado da arte os
principais trabalhos cientificos utilizados no desenvolvimento destas técnicas.

Dowell et al.(DOWELL; THOMAS; HALL, 2004) propde um método de redugao de
modelo para uma secao tipica cujo carregamento aerodinamico é modelado por CFD
(Computational Fluid Dynamics). Logo, o seu modelo é focado no método de CFD de
fato, diferentemente do desejado neste trabalho. Dardel e Bakhtiari-Nejad (DARDEL;
BAKHTIARI-NEJAD, 2010) apresenta um modelo reduzido de um sistema aeroelastico
nao linear contendo os modos de flexao e torgao, criado para o estudo das oscilagdes em

ciclo limite.



10

Njuguna (NJUGUNA, 2007) apresenta uma discussao detalhada sobre a necessidade
de se usar um método eficiente de redugao de modelos para andlises aeroeldstica de painéis
compositos onde técnicas de controle ativo sao empregadas para aumentar velocidades cri-
ticas. A ideia do autor é reduzir o modelo do sistema de controle eliminando os modos de
com menor grau de controlabilidade e observabilidade. Zhou (ZHOU et al., 1995) desen-
volveu um método de redugdo combinado com um controle Linear Quadratico Regulador
para postergar o flutter em um painel com nao linearidades estruturais e sob carrega-
mentos térmicos. Moon e Kim (MOON; KIM, 2001) implementaram estratégias passivas
e ativas de controle para postergar o flutter de painéis compésitos com nao linearidades
estruturais através de um método de transformacao modal.

Ainda, Shin (SHIN et al., 2006) aplicou um método de truncamento modal para reduzir
o esfor¢co computacional demandado na anélise aeroelastica de painéis composito de forma
cilindrica tratadas passivamento com camadas viscoelasticas restringidas. Entretanto, o
método por eles desenvolvidos é de utilidade limitada devido ao fato de que a frequéncia
de excitagdo e a temperatura assumida para o material viscoelastico foram mantidas
constantes na analise aeroeviscolastica. Foi percebido ao longo do trabalho que as bases
de reducao para este tipo de problema devem conter informacoes dindmicas do sistema
que contemplem a variacao das frequéncias naturais devido a velocidade do escoamento,
bem como devido as mudancas de temperatura.

Apesar de existirem alguns métodos de redugao para sistemas aeroeldsticos (SANDER,;
BON; GERADIN, 1973), a maioria deles envolve a aplicagao de bases de projegao modais
padrao. Estas bases sao formadas por autovetores obtidos a partir de um problema de
autovalor composto por uma matriz aerodindmica constante. Além disso, sabe-se que a
matriz de rigidez aerodinamica introduz propriedades algébricas no problema de autovalor
um tanto nao convencionais. Ouisse (OUISSE; SADOULET-REBOUL, 2011) descreve
problemas com acoplamento fluido-estrutura, problemas de dindmica de rotores e pro-
blema com acople piezelétrico como sendo problemas de autovalor polinomiais complexos
nao auto-adjuntos. Neste contexto Balmes, certamente um dos principais pesquisado-
res na area de reducdo de modelos em elementos finitos, publicou varios trabalhos de
suma importancia para a criagdo da estratégia utilizada neste trabalho (BALMES, 1996;
BOBILLOT; BALMeS, 2002). Outra contribui¢do muito importante, foi o trabalho de
Rouleau (ROULEAU; DEU; LEGAY, 2017), onde um compilado de todos os métodos
propostos por Balmes é exposto com bastante detalhes.

Desta forma, a proposta deste trabalho foi criar uma base de redugao iterativa con-
tendo informacoes modais completas da dindmica aeroviscoelastica do sistema. Isto foi
feito introduzindo residuos dinamicos para diferentes velocidades de escoamento a base.
Da forma como o método é proposto, somente um problema de autovalor relativo as pro-

priedades conservativas associadas ao sistema aeroviscoelastico é necessario ser resolvido
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para a criacao de um subespaco vetorial inicial, e a partir deste os residuos sao introdu-
zidos. Esta abordagem proporciona a criacao da base de forma bastante eficiente e uma

vez criada, a mesma ¢ utilizada para avaliar todas as velocidades até o ponto critico.

2.2 O calculo fracionario aplicado a sistemas de engenharia

Segundo Mainardi (MAINARDI, 2010), o uso do célculo fracionario fraciondrio para
solugao de integrais e derivadas de qualquer ordem positiva pode ser considerado como
sendo um brago da matematica fisica que lida com equacgoes integro-diferenciais, onde as
integrais sao do tipo de convolugdo. Ao longo dos ultimos anos, o uso desta abordagem
foi amplamente aplicado para o caso de materiais viscoeldsticos, sendo talvez a aplicagao
mais frequente da teoria (MAINARDI, 2010, pg. vii).

Porém outros usos foram encontrados para o uso do calculo fracionéario, como o estudo
da propagacao de ondas em meios solidos. O livro “Fractional Calculus and Waves in
Linear Viscoelasticity” (MAINARDI, 2010) é uma excelente referéncia para o tema, bem
como para se iniciar nos estudos do calculo fracionario, dando um emprego pratico desta
matematica um tanto avancada de forma a evitar demonstracoes de teoremas ou provas
de qualquer tipo.

Apesar de ser um tema antigo, pois surgiu a partir de especulagoes feita por G. W.
Leibniz em 1695 e 1697 e por L. Euler em 1730, as aplicacoes do célculo fraciondrio em
engenharia sao relativamente novas, sendo considerado um tema bem contemporaneo.
Somente a partir da década de 70 surgiram congressos especializados em calculo fracio-
nario, sendo o primeiro organizado por B. Ross, que logo apés a sua defesa de doutorado
organizou o primeiro congresso sobre o assunto: (“First Conference on Fractional Calculus
and its Application”) na Universidade de New Haven em junho de 1974.

No tltimos anos, as contribuicoes geradas por diversos pesquisadores estimularam a
busca por novas areas de aplicacao do calculo fracionario, como na fisica, outras engenha-
rias e possivelmente fenomenos fractais. Outras areas incluem funcoes especiais, teoria do
controle, fisica quimica, processos estocasticos, difusdes andmalas, reologia e até mesmo
em aeroelasticidade.

H4 hoje pesquisas relacionadas ao calculo fracionério e solucao da Integral de Duhamel
presente no modelo de carregamento aerodindmico nao estacionario definido segundo a
Funcao de Wagner. No estado da arte é citado um trabalho onde o autor resolve esta
integral e determina o carregamento aerodindmico no dominio da frequéncia e o compara
com o modelo de Theodorsen, obtendo excelentes resultados. No laboratério LMEst
(Laboratoério de Estruturas Mecénicas), ja estd em andamento um pesquisa sobre este
tema onde trabalham o Professor Antonio Marcos Gongalves de Lima como orientador,

o aluno de iniciagdo cientifica Cassiano Arruda e o aluno de Doutorado André Garcia
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Cunha Filho (o autor) como co-orientador.

O uso do Calculo Fracionério ¢ uma forma bastante atrativa para representar matema-
ticamente o comportamento dinamico de sistemas de engenharia causais, pois apresenta
uma matematica relativamente simples, embora os conceitos por tras desta sejam bastante
elaborados (GRUNWALD, 1867). Sabe-se que diversos sdo os sistemas que permitem a
modelagem utilizando as derivadas fraciondrias e no contexto deste trabalho, tanto o ma-
terial viscoelastico quanto o carregamento aerodinamico nao estacionario permitem tal
abordagem. Entretanto, o carregamento aerodinamico nao foi tema de estudo, mas serviu
de motivacao para um projeto de iniciagao cientifica ja em andamento no laboratério.

O uso do célculo fracionario possui uma série de vantagens. A literatura mostra
que esta abordagem se justifica pela qualidade dos resultados quando comparado com
experimentos. Além disso, é uma pratica relativamente nova e contemporanea, ainda
pouco explorada. Assim, sdo listados a seguir uma série de trabalhos considerados mais
relevantes no contexto da aeroelasticidade e viscoelasticidade.

Swiney (SWINNEY, 1989) em seu trabalho intitulado “A Fractional Calculus Model
of Aeroelasticity” mostra que é possivel reinterpretar a integral de Duhamel presente no
calculo do carregamento aerodindmico por meio de derivadas fracionarias. Os resultados
obtidos foram basicamente os mesmos daqueles apresentados por Theodorsen (THEO-
DORSEN; MUTCHLER, 1935). Entretanto, nenhuma tentativa de descrever o carrega-
mento utilizando a fungao de Wagner (WAGNER, 1925) foi realizada, o que motivou os
trabalho da iniciacao cientifica mencionada anteriormente.

Ryder (RYDER, 1990) desenvolveu um modelo utilizando o célculo fracionario para
resolver a Funcao de Kernel de uma superficie de sustentacao retangular com pequeno
alongamento submetida a um escoamento subsonico incompressivel. Nenhuma outra refe-
réncia foi encontrada relacionada a determinacao do carregamento aerodindmico por meio
do célculo fracionario.

Portanto, o que segue é um compilado das principais aplica¢oes das derivadas fra-
cionarias para representacdo do comportamento dindmico dos materiais viscoeldsticos.
Comecando pelos trabalhos de Bagley e Torvick, os quais foram os pioneiros na represen-
tacao das leis constitutivas dos materiais viscoelasticos utilizando o conceito das derivadas
fracionarias, bem como no uso das aproximagoes por somatorio para determinacao dos
campos de tensdao nao local. O primeiro trabalho publicado pelos autores (BAGLEY;
TORVIK, 1979) descreve a lei para o estado uniaxial de tensdo. Os autores também
contextualizam o uso do calculo fracionario em relacdo a modelos ja consagrados. Desta
maneira eles explicam que o modelo do Mdédulo Complexo, exclusivo para o dominio
da frequéncia, apresenta uma matematica com caracteristicas um tanto inadequadas do
ponto de vista do comportamento causal apresentado pelos materiais viscoelasticos e suas

aplicagoes. Segundo os autores, o Médulo Complexo nao contempla a influéncia de esta-



13

dos anteriores no calculo do estado atual. Esta caracteristica impede que se aplicada as
transformadas rapida de Fourier e sua inversa para levar o modelo do tempo para frequén-
cia e vice-versa, nao seria possivel chegar no mesmo resultado. Alguns anos mais tarde,
Bagley e Torvick (BAGLEY; TORVIK, 1983) apresentam um trabalham com aplicagoes
praticas onde o Método dos Elementos Finitos foi empregado justamente para mostrar
a adaptabilidade da abordagem em sistemas praticos de engenharia mecanica. Enfase é
dada a pouca quantidade de pardmetros fisicos demandada pelo modelo, o que facilita
muito o processo de identificagdo dos mesmos, principalmente quando comparado com o
modelo GHM (GOLLA; HUGHES, 1985), onde mais de dez pardmetros sao necessarios
(FILHO; LIMA; DONADON, 2016). Ainda em 1983, Bagley e Torvick (BAGLEY; TOR-
VIK, 1983) apresentam uma aplicacao pratica, onde um modelo sob estado uniaxial de
tensao é criado para representacdo de uma viga sanduiche.

Finalmente, um tltimo trabalho de Bagley e Torvik foi estudado (BAGLEY; TOR-
VIK, 1986), tendo grande relevancia nesta tese, pois permitiu explicar o desenvolvimento
matematico da integral de Boltzman (NASHIF; JONES; HENDERSON, 1985) por meio
da derivada fracionaria e em seguida aproxima-la numericamente utilizado a aproximagao
de Rieman-Liouville (RICHARD, 2014).

Outra referéncia de grande importancia é o trabalho apresentado por Fludge (FLUGGE,
1975) e mais tarde com mais detalhes por Makris (MAKRIS, 1997). Estes autores mos-
traram como uma lei constitutiva tridimensional para materiais viscoelasticos é possivel
de ser estabelecida com base nos conceitos de decomposicao das tensoes em parcelas hi-
drostaticas e desviadoras. Esta abordagem se mostrou muito simples de ser aplicada para
os materiais viscoelasticos utilizando o cédlculo fracionario quando comparada com a Lei
de Hooke Generalizada. Nesta tltima seria muito complicado ou simplesmente nao seria
possivel representar um estado triaxial de tensao utilizando o calculo fracionario.

Seguindo esta linha cronolégica, Schmidt e Gaul publicaram dois trabalhos (SCH-
MIDT; GAUL, 2001; SCHMIDT; GAUL, 2002) onde a ideia de Makris (MAKRIS, 1997)
é utilizada para criacdo de um modelo em elementos finitos de uma viga 3D contendo
material viscoelastico. Um completo e complexo desenvolvimento matematico é exposto,
mostrando as dificuldades envolvidas na implementagdao de um cédigo. Os altos custos
computacionais surgem da necessidade de integrar os campos de tensao de cada elemento
da malha a cada instante de tempo e ainda ter que armazenar estes valores em matrizes,
as quais resultam em matrizes com 5 dimensoes. Um software foi desenvolvido, mostrando
que aplicacoes aeroviscoelasticas seriam invidaveis, o que serviu de motivagao a criagao de
uma solugao para o problema.

Galucio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004) propds uma solugao que viabilizaria os
calculos aeroviscoelasticos. A partir de um estado uniaxial de tensao, a autora sugere

o uso de uma variavel denominada de anelastica que acaba com a necessidade de inte-
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grar os campos de tensao para cada instante de tempo. Porém, varios problemas foram
percebidos com este modelo, sendo o mais grave a incapacidade de implementéa-lo para
sistemas em estado plano ou tridimensional de tensao. Outro problema é a necessidade de
identificacdo experimental do tempo de relaxacao para determinacao dos parametros do
modelo. Finalmente, as imposigoes feitas para criagdo da variavel anelasticas nao foram
claramente explicadas. Portanto, este modelo nao foi utilizado e serviu também como mo-
tivacdo para resolver o problema do custo computacional do modelo de Schmidt e Gaul
(SCHMIDT; GAUL, 2001).

Perseguindo o mesmo objetivo, Cortés e Elejabarrieta (CORTES; ELEJABARRIETA,
2007) usaram o modelo de derivada fracionario com 5 pardmetros. Neste modelo os autores
obtém as equagoes do movimento a partir do momento linear de uma viga engastada-livre,
porém restrita a aplicagao superficial de material viscoelastico sem camada restringente,
tornando a aplicacdo bastante especifica ao caso. Entretanto, os autores conseguiram
eliminar a auto-dependéncia da tensao, provavelmente aliviando os custos computacionais.

Até este ponto, estes foram os principais trabalhos utilizados para a criagdo dos mo-
delos fracionarios desta tese. Contudo, varias outras referéncias foram estudadas e se
mostraram relevantes na construcao deste estado da arte.

Bagley e Calico (BAGLEY; CALICO, 1991) utilizam equagoes de estado de ordem
fracionaria para modelar estruturas amortecidas com material viscoelastico e também
controladas ativamente. Os autores mostram que esta formulacdo é muito bem adaptada
para teorias de controle ativo, uma vez que a forma matemética das equagoes no espago
de estado apresentam um feedback das derivadas temporais de ordem fracionaria dos
deslocamento estruturais que melhoram a eficiéncia da estratégia de controle aplicada.

Francesco Mainardi é hoje um dos principais pesquisadores do calculo fracionario. Seu
livro, “Fractional Calculus and Waves in Linear Viscoelasticity” (MAINARDI, 2010), é
uma das principais referéncias sobre calculo fracionario no mundo. O objetivo principal
deste livro é mostrar que o calculo fracionario é um método adequado para descrever com-
portamentos viscoelasticos. Entre o conteido apresentado, o autor demonstra modelos
viscoelasticos através do calculo fracionério, incluindo algumas interpretagoes fisicas da
aplicacao do mesmao.

Bologna, Deseri e Zingales (BOLOGNA; LUCA; ZINGALES, 2017) formulam uma
generalizacao do critério de Routh-Hurwitz para um sistema de 2 graus de liberdade da
coluna de Beck. Este tipo de estrutura consiste de uma viga eldstica que é sujeita a um
carregamento constante em sua extremidade livre. Os suportes da viga sao idealizados
como sendo um elemento de mola torsional viscoeldstica cujo comportamento é o mesmo
daquele apresentado por Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001) e é denominado de
springpot. Os autores mostram o desenvolvimento da integral de convolucao existente no
principio da superposi¢ao de Boltzman (NASHIF; JONES; HENDERSON, 1985) por meio
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do uso do calculo fracionario e a partir deste desenvolvimento, determinam a equacao do
movimento e as regides de instabilidade da viga.

Hansen (HANSEN, 1990), a partir da necessidade de melhorar a qualidade dos mo-
delos matematicos de materiais viscoelasticos para predi¢ao de amortecimento, fez uso
do conceito “Augmenting Thermodynamics Fields” (ATF), cujas equagoes de equilibrio
apresentam derivadas de ordem fracionaria. Este modelo foi comparado com o modelo
viscoelastico de Bagley e Torvik e concluiu-se que através das derivadas fracionarias junta-
mente com o modelo ATF ¢é possivel descrever com maior precisao o correto amortecimento
de diversos materiais.

Walker (WALKER, 1988) desenvolveu uma lei de controle para estruturas amortecidas
passivamente utilizando materiais viscoelasticos, os quais sao modelados utilizando lei
constitutiva descritas por meio de derivadas fracionarias. Neste caso, o controle ativo
de vibragoes foi feito por forcas e momentos aplicado a estruturas. Assim, a teoria de
Controle Quadratico Otimo é modificada para se adequar com sistemas com derivadas
fracionarias no vetor estado, onde novamente o uso da abordagem fracionaria se mostrou
bem adaptada para sistemas controlados ativamente.

McCullough (III, 1989) mostrou que a partir do calculo fraciondrio é possivel estabe-
lecer as dependéncias simultaneas da temperatura e frequéncia do material viscoelastico.
O autor utilizou além das derivadas fracionéarias, uma funcao de deslocamento em tem-
peratura para obtencao de um moédulo complexo compativel com o MEF de estruturas
contendo material viscoelastico. O modelo apresentou uma boa correlagdo somente para
baixas frequéncias, porém o mesmo pode ser representado por uma expressao simples com

poucos parametros a serem identificados.

2.3 Modelos de sistemas aeroelasticos

Varias referencias foram utilizadas no desenvolvimentos dos modelos aero/aeroviscoelasticos
desta tese. Serao listadas somente as principais que realmente serviram de pilar para toda
a teoria discutida aqui.

Uma das mais importantes referéncias que norteou os conceitos utilizados sobre aero-
elasticidade deste trabalho é o livro de Wright e Cooper, Introduction to Aircraft Aeroe-
lasticity and Loads (WRIGHT; COOPER, 2015), um material completo sobre aeroelasti-
cidade, carregamentos aerodinamicos e as instabilidades envolvidas neste tipo de sistema.
A partir desta, iniciou-se a pesquisa para desenvolvimento dos modelos de secdo tipica,
onde Silvestre (SILVESTRE, 2012) e Silva (SILVA, 2016) expoem modelos lineares deste
tipo de sistema aeroelastico com 3 graus de liberdade cujo carregamento aerodinamico nao
estacionario é definido no dominio do tempo utilizando a tao conhecida Func¢ao de Wagner
(WAGNER, 1925) em seus trabalhos de doutorado e mestrado, respectivamente. Silva
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publicou também um artigo com as principais contribuigoes de sua dissertacao (SILVA
et al., 2018), e os detalhes de sua modelagem. A partir destes trabalhos, iniciaram-se
os esforcos para a criacdo dos modelos de secao tipica lineares no dominio do tempo
com a aplicagao de rijezas elementares viscoelasticas tanto em plunge, quanto em pitch,
utilizando a férmula de recorréncia.

No contexto de segdo tipica com elementos viscoeldsticos, Sales (SALES et al., 2018)
desenvolveu um modelo nao linear de uma secao tipica com 3 graus de liberdade onde
elementos de rigidez viscoelastica foram idealizados para todos os graus de liberdade e
o comportamento em ciclo limite do sistema foi estudado. Para isso, Sales (SALES et
al., 2018) faz o uso do modelo de material viscoeldstico no dominio do tempo proposto
por Galicio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004). O mesmo conceito de nao linearidade
utilizado por Sales (SALES et al., 2018) foi aplicado no modelo de se¢ao tipica nao
linear desenvolvido nesta tese. Neste mesmo ambito de insercao de rijezas viscoelasticas
em secoes tipicas, Martins (MARTINS et al., 2017) estudou as velocidades criticas do
sistema aeroviscoelastico formado por uma se¢ao tipica linear com 2 graus de liberdade
onde rijezas viscoelasticas foram introduzidas tanto em plunge, quanto em pitch.

Ainda sobre modelos nao lineares de se¢do tipica, novamente Sales (SALES et al.,
2019) publicou um trabalho similar, porém uma folga foi introduzida na rigidez da su-
perficie de controle com o intuito de se avaliar a caoticidade do sistema e os impactos da
viscoelasticidade neste quesito.

Em seguida, o estudo relacionado a asas tridimensionais com grande alongamento,
denominadas aqui de plate like wing e sandwich plate like wing iniciou-se. Neste caso,
para determinacao do carregamento aerodinamico nao estacionario deste tipo de sistema
aeroelastico, a Teoria das Faixas (WRIGHT; COOPER, 2015) foi utilizada. Essencial-
mente, a formulagdo matematica foi realizada com base no desenvolvido para a se¢ao
tipica, porém extrapolando as equagoes para o MEF, onde for¢as aerodinamicas se tor-
nam carregamentos aerodinamicos ao serem integradas ao longo do comprimento de cada
faixa. Entretanto, alguns trabalhos que se enquadram no contexto devem ser menciona-
dos no intuito de contextualizar o tema proposto. Silva Neto (NETO; DUARTE; SILVA,
2018) desenvolveram um modelo de uma plate like wing, também com um lastro fixado
em sua extremidade livre, porém com fios de material com memoria de forma dispostos
de tal maneira que o controle passivo de vibracao da estrutura foi realizado. Os resulta-
dos computacionais obtidos foram comparados com experimentos realizados em tunel de
vento. Versiani (VERSIANI et al., 2019) também trabalhou com um modelo de plate like
wing, onde um carregamento aerodindmico quase-estacionario foi desenvolvido segundo
a Teoria das Faxas. Entretanto, neste trabalho o controle realizado foi ativo por meio
de atuadores piezelétricos dispostos em posicoes estratégicas da asa. O objetivo deste

trabalho foi mostrar como diminuir os efeitos de cargas de rajada com o controle ativo.
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O autor também validou seu modelo com resultados experimentais medidos em tunel de
vento. No contexto de sandwich plate like wings cujo carregamento aerodindmico nao

estacionario é descrito pela Teoria das Faixas, nenhuma referéncia foi encontrada.



CAPITULO III

Modelagem do Comportamento Dindmico de Materiais

Viscoelasticos nos Dominios do Tempo e da Frequéncia

Na primeira etapa deste trabalho de pesquisa, ainda no ambito do mestrado, a aplicabi-
lidade e eficiéncia de materiais viscoelasticos em diferentes sistemas aerodinamicos foram
avaliadas. Placas sanduiches com nicleo viscoeldstico foram submetidas a escoamentos
supersonicos e suas instabilidades aeroelasticas estudadas. Para isso, foram empregados
dois modelos de materiais viscoeldsticos, o modelo do Médulo Complexo (de Lima, 2007),
especifico para o dominio da frequéncia e o modelo GHM (Golla-Hudges-McTavish) (MC-
TAVISH; HUGHES, 1993), possivel de ser aplicado tanto na frequéncia quanto no tempo.
Apesar do bom resultado obtido, estes sao modelos matematicamente nao causais, ou seja,
eles nao possuem a capacidade de considerar o historico de estados no calculo do estado
atual, fato que motivou os trabalhos de Bagley e Torvick. Portanto, dado que modelos
que utilizam o célculo fracionario possuem a causalidade em sua matematica, isso faz
com que seja um ponto de partida que justifica sua utilizacao neste trabalho. Ademais, a
literatura mostra como o calculo fracionario é capaz de representar de maneira muito fiel
o comportamento dindmico dos materiais viscoeldsticos. Assim, esta capacidade serd co-
locada a prova quando a viga sanduiche tipo asa de grande alongamento, ou simplesmente
sandwich plate like wing, for submetida a um carregamento aerodinamico subsonico.

Neste capitulo, os conceitos basicos da viscoelasticidade linear sao apresentados, bem
como todo o desenvolvimento do modelo de derivadas fracionarias. Ainda neste con-
texto, o desenvolvimento mateméatico de uma férmula de recorréncia em sua forma mais
geral serd demonstrado e a partir deste, simplificagoes serao realizadas para atender os
casos de estado triplo, duplo e uniaxial de tensao. Porém, o que é a férmula de recor-
réncia? A férmula de recorréncia foi uma solugdo matematica encontrada para acabar

com a auto-dependéncia do campo de tensao do material viscoelastico. Nos trabalhos de
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Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001; SCHMIDT; GAUL, 2002), ficou claro como
a auto-dependéncia faz com que o processo de integracao seja computacionalmente caro
inviabilizando aplicagoes praticas como o estudo de sistemas aeroviscoelasticos. Portanto,
a recorréncia pode ser compreendida como uma finalizacao, ou extensao dos trabalhos de
Schmidt e Gaul.

No que se refere ao modelo do Médulo Complexo na frequéncia, haja vista que este
trabalho é uma continuagao da pesquisa de mestrado intitulada: O efeito do tratamento
viscoelastico superficial na estabilidade aeroelastica de placas sanduiches, o mesmo nao
sera desenvolvido ou tera sua teoria exposta neste trabalho e qualquer informacao referente

ao mesmo pode ser consultada na respectiva referéncia.

3.1 Introducgao aos conceitos da viscoelasticidade linear e derivada fracionaria

Os materiais viscoelasticos tém sido objeto de estudo dos pesquisadores nas areas de
engenharia mecanica e aerondutica ha varias décadas. Dada sua importancia como solu-
¢ao para mitigar vibragoes mecanicas, um grande esfor¢o ao longo dos anos foi dedicado a
criacao de modelos cada vez mais avancados e eficientes. Esta coeréncia abrange tanto os
aspectos matematicos dos modelos, quanto as suas capacidades qualitativas de representar
a realidade. Para melhor entender isso, basta observar o método do Mdédulo Complexo,
um modelo com excelente capacidade de predicao do comportamento dinamico do ma-
terial viscoelastico, mas que matematicamente é um modelo nao-causal. Outro modelo,
também bastante consagrado, é o GHM, mas que, novamente, nao apresenta a caracteris-
tica da causalidade. Neste contexto, Bagley e Torvick defenderam em diversos trabalhos
(BAGLEY; TORVIK, 1979; BAGLEY; TORVIK, 1983; BAGLEY; TORVIK, 1983; L;
TORVIK, 1985; BAGLEY; TORVIK, 1986), a importancia de modelos viscoeldsticos
causais.

Neste contexto eles iniciam o processo para demonstrar matematicamente a causali-
dade explicando os tipos de materiais existentes: elasticos (e), viscoeldsticos (ve) e visco-
sos (v), do ponto de vista da ordem da derivada temporal da deformagao, ou, da taxa de

deformacao, tal qual mostrado abaixo:

d’¢,

O = 40 (31&)
d%e,e

ve — 3.1b
d

gy = BV (3.1c)

dt
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onde 0 < a < 1 é a ordem da derivada fracionaria. Observa-se que os materiais visco-
elasticos ocupam todo o universo da ordem nao inteira da derivada. Isso significa que
em funcdo da temperatura do material, o valor de a pode flutuar para valores proxi-
mos a 0 para temperaturas mais baixas, e proximos a 1 para temperaturas mais altas.
Desta maneira, tem-se que o objetivo aqui é descrever o campo de tensao em termos da
taxa de variacao fracionaria da deformacao. Nos desenvolvimentos a seguir serda mostrado
este desenvolvimento matematico, bem como algumas particularidades que distinguem a
modelagem de materiais viscoelasticos de materiais puramente elasticos.

Uma dessas particularidades é nao utilizar a Lei de Hooke Generalizada para a deter-
minacao da lei constitutiva do material. Neste caso, o que se faz é based-la nos conceitos
hidrostaticos e de desvio dos tensores tensao e deformacao, o, = o), + 04, ¢ = €, + £4.
Assim, Christensen (CHRISTENSEN, 1982, pg.7) define as relagoes de tensao do material
viscoelastico em termos das componentes hidrostaticas e de desvio do tensor tensao como

sendo uma integral de convolucao no tempo, como descrito a seguir:

d
o4 = / all o T)dT (3.2a)
d (t —
op = / nl o ™) ————=dr (3.2b)
onde
1
04 = Uz‘j — 551']'0'}“ (33&)
1
Ed =&y — géijsh (33b)

e o termo, 0;;, ¢ o conhecido delta de Kronecker. De maneira similar, as relacoes de

deformagao podem ser estabelecidas como segue:

eq = /_ o; Jl(T)dOd(;T_T)dT (3.4a)
en = /_ O:O JQ(T)dU”(;T_T)dT (3.4b)

Nas Eqgs.(3.2a) e (3.4a) os termos G(t) e Ji(t) representam as fungoes de relaxagao
e fluéncia em cisalhamento do material, enquanto que os termos, G(t) e Jy(t), sdao seus
correspondentes volumétricos. Em outras palavras, estes termos poderiam ser entendidos
como sendo os equivalentes viscoelasticos dos médulos eldsticos de cisalhamento G e
volumétrico K.

Observa-se que todas as integrais descritas possuem intervalos que variam de
[—00 : 0o|. Entretanto, assume-se aqui que o corpo viscoeldstico parte sempre de um

estado em repouso, o que permite dizer que t; = 0. Desta maneira, o que se tem na
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pratica é um intervalo que varia de [0 : t], e para este intervalo avalia-se o instante, t = 0,

o que resulta em:

Ogq — 6d(t)G1(0) -+ /Ot Gl(T)ded(CtiT_T)dT (35&)
¢ déh(t — 7')
on = en(t)Ga(0) + /0 Galr) = (3.5b)

A partir deste ponto, o desenvolvimento sera feito somente com a Eq.(3.5b), uma vez
que o mesmo valera para as outras representacoes. Faz-se necessario assim, introduzir a
definigao de derivada fracionaria de Riemann (RICHARD, 2014, pg.39) para uma funcao,

f(t), qualquer, como segue:

D () = 5 = s (5.6)

onde, «, é a ordem fracionaria da derivada e seu valor deve estar compreendido entre o
intervalo de 0 < o < 1. O parametro, I', representa a funcdo gama e serd discutida em
detalhes mais a frente. E possivel, agora, relacionar a derivada fracionaria com a equagao
do tensor hidrostatico, Eq.(3.5b), como mostrado a seguir:

daé‘ih(t) Gg

. . G2 d tEh(t—T)
o= T O o dt/o — (8.7)

Em seguida, aplicando-se a Regra de Leibnitz (RICHARD, 2014, pg. 16) na Eq.(3.7),

a expressao do tensor tensao hidrostatico assume a seguinte forma:

= Galt)an(0) + | " Go(r)n(t — T)dr (3.8)

onde
G
(1 — a)te

e o segundo termo da Eq.(3.8) se anulard para t = 0, dada a condigao de repouso e de

Ga(t) = (3.9)

nenhum deslocamento. Pela Eq.(3.9), o que se faz de fato é tornar a propriedade G5 do
material um parametro constante por defini¢ao, e impor sobre este uma variacdo com o
tempo regida por um parametro externo.

Desta maneira, a relagdo entre a derivada fraciondria de Riemann (Eq.(3.6)) e a in-
tegral de convolucao dada pela funcao de relaxacdo em alongamento, Eq.(3.5b), é esta-
belecida. Estes desenvolvimentos podem ser extrapolados para a funcao de cisalhamento
exatamente como o realizado.

O que se tem até aqui é uma forma de descrever um problema antes regido por uma
integral da convolucao de duas fungoes, uma propriedade mecanica de um material de-

pendente do tempo e a taxa de variacao da deformagao deste material, respectivamente.
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Basicamente o que se fez foi impor a propriedade do material como sendo constante trans-
ferindo sua dependéncia temporal para uma funcdo denominada de gama, que de certa
maneira penalizard essa constancia do material a medida que o mesmo é avaliado no
passado. A partir disso, foi possivel intervir com o conceito de derivada fraciondaria para
reescrever o problema segundo Riemann. Parece redundante, mas nao é, pois a presenca
da fungao gama e o fato de o parametro de forma isolada ter se tornado constante, permita
que as aproximacoes existentes ara o calculo fracionario sejam evocadas e aplicadas.

A etapa que segue consiste em representar a derivada fracionaria por meio de uma
aproximacao que permite aplica-la a qualquer tipo de problema de elementos finitos,

meios continuos ou discretos.

3.1.1 Aprozimagdo para a derivada fraciondria

Apo6s a introducgao do conceito de derivada fracionaria, é necessario definir uma forma
para resolvé-la. Existem na literatura varias formas aproximadas de resolucdo, porém
neste trabalho sera utilizada a aproximacdo de Griinwald-Letnikov, por impor a
menor quantidade de restrigoes as fungoes as quais serao aplicadas a derivada fracionaria
(SCHMIDT; GAUL, 2001). Além disso, esta abordagem pode ser facilmente implemen-
tada em algoritmos numéricos.

O desenvolvimento da aproximacao de Grinwald-Letnikov nao sera tratado neste tra-
balho, pois este nao ¢ o foco. Logo, o que é de grande interesse é a aproximacgao em si,

que ¢ representada pela seguinte expressao:

d*f(t)
dte

N,
~ATYY A f (- AT (3.10)
j=0

onde, At, é o incremento de tempo utilizado no processo numérico de integracao, «, é
ordem da derivada fracionaria e IN; é o parametro que define até qual instante no passado o
célculo serd serd realizado. A1, sao os coeficientes de Griinwald, que podem ser obtidos
pela fungdo gama, I'; ou por meio de uma recorréncia oriunda desta, como mostrado a

seguir:
I —a)

T(—a)T(j +1) = (3:11)

Ajr =

Esta aproximagao foi utilizada também por Galicio (GALUCIO; DEU; OHAYON,
2004) e por Schmidt e Gaul em duas ocasioes diferentes (SCHMIDT; GAUL, 2001; SCH-
MIDT; GAUL, 2002). Portanto, todo o desenvolvimento da lei constitutiva tridimen-
sional do material viscoeldstico sera feito utilizando a recorréncia. Como mencionado
anteriormente, as propriedades mecanicas do material perderam a dependéncia implicita
em relacao a tempo para ter uma dependéncia explicita por meio da funcao gama e que

agora é descrita por meio dos coeficientes de Grunwald. Se plotados variando com j, vé-se
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que os coeficientes de Grunwald representam uma func¢ao assintética que tende a zero. A

Fig.(3.1) mostra este comportamento

0.5

0 10 20 30 40 50
NI =1:50

Figura 3.1: Comportamento assimptotico dos coeficientes de Grunwald.

Isso mostra que quanto mais distante no passado for o calculo, menor influéncia este
terd no estado atual, retratando bem a penalidade mencionada quando discutidos os
conceitos de derivada fracionaria e a funcao gama. Entretanto, isso pode nao ser verdade
ao se realizar uma analise harmonica, por exemplo. Este serd rediscutido mais a frente,

ap6s o método de reducao no dominio do tempo ser apresentado.

3.2 Formulagao da lei constitutiva tridimensional

O desenvolvimento da lei constitutiva tridimensional do material viscoelastico sera
feito com base nos conceitos hidrostaticos e de desvio dos tensores tensao e deformagcao,
o € o4, onde os subindices, h e d, fazem referencia as parcelas hidrostatica e de desvio,
respectivamente. Assim, das relacoes da Teoria da Elasticidade, é possivel descrever os

tensores tensao e deformacgao através das seguintes expressoes:

{0} = {on} +{oa} = [Th] {0} + [Tu] {0} (3.12a)

{e} = {en} + {ea} = [T {e} + [Tl {e} (3.12b)

As matrizes de transformagao linear que aparecem nas Eqs.(3.12a) e (3.12b), sdo de
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dimensao [6 x 6] e sao descritas como segue:

1110 0 0 9 —1 1.0 0 0
111000 1 2 —-100 0
1111000 11-1 =1 =1 0 0 0
Ty = — 7T:— 3.13
[h]3000000 & 0 0 3.0 0 (3:13)
000000 0 0 030
0000 0 0 0 0 0 0 3]

Desta maneira, assim como Schimdt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001), a lei constitu-
tiva é apresentada em termos de suas partes hidrostatica e de desvio, tal qual mostrado
abaixo:

d* oy,
dton

(ond +lnl { S =9 (o) + 30 {000 (3.142

dt

d%o, d
dt>a

{04} + [ad] { } — 9Gy {ea} + 2 bd] {dad {Ed}} (3.14b)

dt

onde Ky e Gy sao os valores assintoticos a baixa frequéncia dos médulos volumétrico e
de cisalhamento do material viscoelastico, oy, 4 sao as ordens das derivadas fracionérias,

[anq] € [bna] sdo pardmetros fisicos do sistema a serem determinados por ajuste de curva

e valem:
[an] = an [T3] (3.15a)
[bn] = bn [T}] (3.15b)
laa] = aq [T4] (3.15¢)
[ba] = ba [T4] - (3.15d)

As Eqgs.(3.14a) e (3.14b) mostram que a dependéncia da frequéncia dos médulos é
descrita pelas derivadas fracionarias. Entretanto, ha ainda a dependéncia da temperatura
que esta intrinsecamente presente nos parametros fisicos, que sao determinados pelo ajuste
de curva para diferentes valores da mesma.

Desta maneira, a forma existente para identificar os valores dos pardmetros exige que
as Eqgs.(3.14a) e (3.14b) sejam descritas no dominio da frequéncia. Desta maneira, a

transformada de Laplacce é aplicada, obtendo:
1+ ap (iw)™ ] {o}} = 3[Ko + by, (iw)*"] {e}} (3.16a)

1+ aq (iw)*] {05} = 2[Go + by (iw)*] {e}} (3.16b)
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onde oy, ; € €}, ; representam os tensores hidrostaticos e de desvio no dominio da frequéncia.
Assim, a partir das Eq.(3.16b) e (3.16a), os médulos volumétricos e de cisalhamento

dependentes da frequéncia podem ser determinados de forma independente como descritos

abaixo:
e ARt Ko+ by (iw)™
K*(iw) = 30et] 1+ an (i) (3.17a)
G (i) = ok Gotbaliw)™ (3.17b)

C2{er} 1+ ag (iw)*

Isso é um problema, pois para caracteriza-los é necessario valores empiricos para os dois
parametros, o que pode ser um problema devido a dificuldade de se obter estes valores.
Assim, uma forma para contornar este dificuldade é utilizar o Principio da Equivaléncia
Eldstica-Viscoelastica (PEEV) (NASHIF; JONES; HENDERSON, 1985), que assume um
coeficiente de Poisson (v) constante. Tal suposigdo permite utilizar os conceitos da te-
oria da elasticidade que estabelece a proporcionalidade entre os médulos o que permite
descrever o modulo de cisalhamento em termos do volumétrico e vice-versa. Entretanto,
particularmente neste trabalho, preferéncia é dada para descrever o médulo volumétrico
em funcao do cisalhamento, uma vez que os valores empiricos disponiveis sao para o mo-
dulo de cisalhamento. Além disso, o principal emprego dado ao material viscoelastico sera
para trabalhar em cisalhamento, fazendo com que qualquer erro relativo ao mau uso do
PEEV para descricao do moédulo volumétrico tera pouca relevancia no resultado final.

Feitas todas estas consideragoes, o modulo volumétrico pode ser descrito da seguinte

maneira:
2G* (iw) (1 +v)

3(1—2v)
Substituindo a Eq.(3.18) na Eq.(3.17b), tem-se que o médulo volumétrico é descrito

K* (iw) =

(3.18)

em termos do moédulo de cisalhamento:

: 2 (1+v) [Go+ by (iw)™
K* = - 3.19
(@) =30 =2 ( 1+ aq (iw)™ (3:19)
Os outros parametros sao determinados exatamente da mesma maneira,
2 (1+v)
=—-—= 2

ap, 3 (1 — 2]/) aq (3 Oa)
2 (1+v)

by = -—=b 3.20b

"T31—2w) ¢ (3:20b)

Em relacao as ordens fraciondrias, oy, 4, € assumido a igualdade dos dois termos. En-
tretanto, isto nao é simplesmente uma suposicao, mas uma condicao termodinamica que
pode ser demonstrada experimentalmente, como discutido por Bagley e Torvik (BAGLEY;
TORVIK, 1986).
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Finalmente, apds a definicdo de todos os parametros fisicos envolvidos no sistema,
a lei constitutiva pode ser determinada. Para isso, utiliza-se da relacdo existente as
Egs.(3.14a) e (3.14b), e ao somar as duas equagoes ¢ possivel descrever a tensdo em

funcao da deformacao, como mostrado abaixo:

_ _ Nl _ Nl
{or} = [C] {edt + [Bd] > AR {erjaik + [Bh] > AT ferjan)
7=t =t 21
N o (3.21)
— [Ad} Z A§-id1) {Ut—jAt} - [Ah} Z A;i}i) {Ut—jAt}
=1 =1

onde A?i’ld, sao os coeficientes de Griinwald calculados para cada ap e aq.

Obviamente, todo um desenvolvimento matematico foi feito para chegar na Eq.(3.21),
sendo que o passo principal foi avaliar a equacao para j = 1 e em seguida reorganizar
seus termos. Novos parametros foram criados para compactar a equagao, porém todos

sao funcao dos parametros fisicos ja descritos. Estes novos parametros sao mostrado a

seguir:
(C] = [A]7" (2Go [Tu) + 3Ky [Th] + [Bd) + [By]) = [A]7" ([C] + [D)) (3.22a)
[C] = 2G [Ty] + 3K, [T,) (3.22b)
(D] = [By] + [Bd] (3.22¢)
[A] = [I] + [Ad] + [A4] (3.22d)
[Bh] = 3bp At~ T3] (3.22¢)
[Bg] = 2bg At~ [Ty] (3.22f)
Ap] = A7 [A] (3.22g)
A4] = [A]7 [Ad] (3.22h)
Bu] = [A]" [By)] (3.22i)
| Ba] = [A]" [BJ] (3.22j)
[A)] = an At [T} (3.22Kk)
[Ag] = agAt=¢ [T}] (3.221)

Até este ponto, os desenvolvimentos sdo idénticos aos demonstrados por Schmidt e
Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001). Porém os autores desenvolvem o potencial de energia
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viscoeldstica a partir da Eq.(3.21). Esta abordagem torna o problema extremamente
custoso computacionalmente, pois faz com que a tensdo seja dependente dela mesma.
Como resultado, é necessario realizar a integracao numérica do campo de tensao para
cada elemento da malha a cada instante de tempo, At e armazenar toda essa informagcao
em fun¢do do tamanho de N; durante todo o calculo. Serd mostrado mais a frente a
comparagao entre o excessivo tempo de calculo para uma placa sanduiche modelada em
elementos finitos com 6 x 6 elementos e a férmula de recorréncia.

Apesar de Galicio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004) ter contornado este problema,
sua solucao se manteve restrita a problemas uniaxiais de tensdao. Uma tentativa de ex-
trapolar seus resultados para o caso de uma placa (estado plano de tensdo) nao obteve
sucesso. Faria (FARIA, 2010) obteve o mesmo resultado. Isso serviu de motivagao para
desenvolver uma nova alternativa capaz de representar qualquer tipo de estado de tensao
sem a necessidade de realizar integrais dentro do integrador numérico para obtencao da
solugdo do problema. A solucao foi encontrar uma férmula de recorréncia a partir da
Eq.(3.21) capaz de fazer com que a auto-dependéncia da tensdo fosse eliminada, como
sera detalhado mais a frente neste capitulo. Considera-se esta uma grande contribuicao

advinda do desenvolvimento deste trabalho.

3.3 Encontrando a férmula de recorréncia

Nesta se¢ao serd mostrado a recorréncia existente na Eq.(3.21) e como determinar, a
partir dela, uma nova férmula para a tensao que seja dependente somente do deslocamento
e seu histérico, a partir de um termo de recorréncia. O grande objetivo de abordar o
campo de tensdo desta maneira é poder integrar todas as matrizes responsaveis por gerar
os esforgos dissipativos internos do material viscoelastico fora do integrador numérico.
Isso faz com que, ndo s6 a quantidade de cédlculo diminua drasticamente, mas o tempo
necessario para tal operacao e a quantidade de memoéria requerida.

Antes de iniciar os desenvolvimentos, uma mudanca na notacgao é feita para facilitar
a escrita, onde fungoes dependentes do tempo serao denotadas da seguinte forma: f(t) =
fi- Assim, para iniciar a demonstracdo, avalia-se a Eq.(3.21) para o instante de tempo
t = 1At, obtendo:

{oar} = |C]{ear} (3.23)

Uma observagao deve ser feita logo na primeira iteragdo, para todo j = 1, tem-se que

(1 sempre valera o termo {C’], tal qual mostrado na expressao abaixo:

3] =|C|, para j=1 (3.24)

Este processo sera interpretado como uma lei da formula de recorréncia. Assim, tem-se
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que a Eq.(3.23), pode ser reescrita em termos de [(31].

{oac} = [Bi] {ead} (3.25)

Em seguida, a Eq.(3.21), é avaliada novamente para t = 2At, resultando em:

{oane} = [81) {eane} + [Ba) A5 {ear} — [Aa] AL {oai} +
[‘} Oéh{gA}_[ :|A(h){0.t}

J& no segundo instante de tempo nota-se a apari¢do de tensoes e deformagoes do

(3.26)

instante passado. Assim, a Eq.(3.25) é introduzida na Eq.(3.26), e os termos sdao agrupados

cronologicamente, o que resulta na equacao abaixo:
{oaae} = [Bil{e2ae} +

_ _ _ _ 3.27
([Ba] AS9 = [ A8 51) + ([B] A8 = [0 480 13) | gea O

Na Eq.(3.27), nota-se a aparigao do segundo termo da férmula de recorréncia, [5s].
Entretanto, ainda nao possivel descrevé-la com clareza, pois ha termos que ainda nao
apareceram e uma tentativa de descrevé-la seria erronea. Assim, para facilitar as futuras

substituigoes, a Eq.(3.27) é reescrita em sua forma recorrente:

{ooac} = [Bi] {e2ae} + [Ba] {eac} (3.28)

Em seguida, avalia-se a Eq.(3.21) pata t = 3At, resultando em:

{o3ac} = [Bi] {esac} + {Bd} D {eane} + {Bd} A fead + ..
+ [Bi] AS™ {ean} + [B] Aéah) {ear) — o
= [Ad] AR {oani} — [Ad) ASY {ond} — .
] A (s} — [] A (o)

Novamente, os termos sao rearranjados de forma cronoldgica e por efeitos, ou seja,

(3.29)
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hidrostatico e desvio.

{osact = [B1] {e3act}

([Bd} Ayt — {Ad} Ay [51]) +

.+ ([Bh} Agh — [Ah} Agn [51])] {ean} + ...

Aﬂ%@-%@ﬁww—M£WM
+.“[3414?%—[Ah]A?ﬂ6ﬂ) —[Ad}A%ﬂﬁﬂ]{sAﬁ—%”.
Aﬂ%@—M%ﬂ%@uM£WM

+pmw{M£wQ—WWW4m&
(3.30)

onde novamente a Eq.(3.30) ¢é reescrita em termos da férmula de recorréncia.

{osac} = [B1] {e3ae} + [Ba] {e2ae} + (B3] {eae} (3.31)

Finalmente, a partir do termo, [33], é possivel descrever a férmula de recorréncia.
Desta maneira, tem-se que o campo de tensao do material viscoelastico segundo uma lei

constitutiva tridimensional, é descrita como mostrado abaixo:
N -
{on} =3 Bl {eja}, quando j=0 — [3]=]C] (3.32)
j=0

onde o termo recorrente, [3;11], apds andlise da Eq.(3.30) e percepgdo da recorréncia,

poder ser descrito pela seguinte expressao:

Bin] = J+1){ } [ }iAH—l [Bjr1—i] + -
= (3.33)

Aﬁrdl {Bd} - [Ad] X;Aﬁrdl [BJJrl Z]
i
Observa-se que a formula da tensao nao é mais auto-dependente, o que permitira reali-
zar todas as integrais fora do integrador numérico. Esta nova abordagem torna o processo
de calculo extremamente eficiente, como sera visto a seguir ao comparar os tempos de cal-
culo desta metodologia com aquela apresentada por Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL,
2001). Além disso, outra diferenca entre as duas abordagens, é que nesta, os parame-

tros fisicos do sistema sao considerados todos diferentes e determinado de acordo com o
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PEEV (Principio da Equivaléncia Eléstica-Viscoelastica) (NASHIF; JONES; HENDER-
SON;, 1985), fato que resulta em uma equagao de tensdo composta inteiramente por duas
partes, uma hidréstética e outra de desvio, tal qual mostrado na Eq.(3.33).

Assim, tem-se um problema com apenas trés parametros a serem identificados, Uma
vez que uso do PEEV permitira a identificacdo dos outros trés. Na subsecao que segue
esta secao, sera mostrado o processo de identificacdo dos parametros fisicos, bem como as

unidades de cada um.

3.3.1 Ajuste de curvas

Como explicado anteriormente, o ajuste de curvas é feito somente para o modulo de
cisalhamento e o médulo volumétrico definido pela Eq.(3.19). Este processo serd realizado
utilizando o programa “SIMPLE Optimization Tool Box” para Matlab, desenvolvido por
Chegury e Steffen (VIANA; STEFFEN, 2007). O método euristico de Evolucao Diferencial
disponivel no pacote é utilizado, fazendo uso da Eq.(3.17b) como parte da fungao objetivo

do problema, conforme a seguinte expressao:

Gewp — G*(1w)

34
G (3.34)

Fobj = H

onde Gy, sd0 0s valores experimentais, os mesmos utilizados no modelo do Médulo Com-
plexo, e G*(iw) sao os valores determinados pela Eq.(3.17b).

No processo de ajuste de curvas, varias temperaturas sao definidas de modo que um
banco de dados seja criado. Desta maneira, valores de temperaturas sao definidos de
acordo com a aplicabilidade desejada. Caso um valor de temperatura que nao se encontra
no banco de dados seja definido pelo usuério, o programa de evolugao é incorporado ao
MEF, e o processo de otimizacao é realizado normalmente. Entretanto, este procedimento
terda um impacto no tempo de calculo. A Tabela 3.1 mostra os valores obtidos pelas

otimizagoes das seguintes temperaturas:

Tabela 3.1: Valores otimizados dos parametros do modelo FDM (Fractional Derivative
Model)

Temperaturas [°C| | Go[Pa] | by [Nm™2s%] aq [s*] ag[—]
10 412887 147864 0,0008217 | 0,66714
15 403531 95061 0,0004680 | 0,66091
20 419582 57563 0,0003162 | 0,66780
25 427808 35483 0,0002541 | 0,67643
27 423716 31293 0,00001723 | 0.67107
29 422615 27288 0,0001097 | 0,66801
30 425301 24489 0,0001388 | 0,67273
35 429484 16272 0,0001302 | 0,67902
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Assim, a partir destes resultados as contra-partes hidrostaticas podem ser calculadas,

como discutido anteriormente. Curvas do processo de otimizagao sdo mostradas para se

ter uma nocao da qualidade dos resultados. Nota-se que para temperaturas mais baixas,

ha um pequena perda na qualidade em baixas frequéncias.
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A Eq.(3.33) pode ser simplificada com intuito de facilitar a identificagdo dos para-

metros, bem como para aliviar o proprio desenvolvimento matematico dos potenciais de

energia. Desta maneira, a primeira simplificagdo sera igualar as ordens fracionarias se-

gundo as consideragdes termodinamicas discutidas na Se¢ao 3.2. Neste caso, a Eq.(3.33)

se torna:

) = AL (B3] + [B]) — ([A] + [Ad) 3 42

i=1

[Bj+1-i]

(3.35)
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Como os termos entre parenteses sao dependentes de oy, 4, 0s mesmos sao expandidos

e as ordens fracionarias fatoradas.
8y00] = A LA [D] — A LA (o [An] + 0a[A) S A [B0] (330
i=1

Esta é a forma final da recorréncia para «p = «a4. Entretanto, Schmidt e Gaul
(SCHMIDT; GAUL, 2001) nao a utilizam, pois em seus trabalhos é assumido também
que o parametro a, = aq = a. Logo, fazendo esta tltima suposigao, a Eq.(3.36) toma a
seguinte forma:

[Broa] = A LA [D] — A= (AT 1] 3 AL [By114] (337
i=1

Esta formulacao sera utilizada para comprar os resultados obtidos com a Formula de
Recorréncia com os obtidos pelo emprego do modelo de Schmidt e Gaul (SCHMIDT;
GAUL, 2001). Com vistas a uma confirmagao de que a nova formulacao de recorréncia
proposta neste trabalho leva a resultados similares aos apresentados por aqueles autores.

Uma tultima consideracao deve ser feita nesta etapa, referente ao estado de tensao.
Como nos modelos de placa utilizados neste trabalho consideram inextensibilidade ao
longo da espessura, as componentes nesta direcao dos tensores tensao e deformacao valem
zero. Isto implica que as matrizes de transformacao, [T}, 4] terdo a ordem diminuida para
[5 x 5], uma vez que as tensoes e deformagoes axiais na dire¢ao z sdo removidas.

Além disso, vale salientar que o uso dos conceitos hidrostaticos e de desvio admitem
no maximo o estado plano de tensao. Tentar estender esta metodologia para o estado
unico de tensao nao é valido e os resultados sdo completamente erroneos. Neste caso, o
que se faz é utilizar a lei constitutiva unidimensional para alongamento e/ou cisalhamento

puro, como sera visto a seguir.

3.3.8  Simplificagio para Estados Uniaziais de tensdo

Como neste trabalho modelos de vigas serao utilizados para modelar asas de grande
alongamento e perfis moderadamente finos, o modelo de viga de Euler-Bernoulli (BATHE,
2006) sera utilizado. Se esta viga fosse uma viga simples sob flexdo, somente uma lei
constitutiva para alongamento seria suficiente. Entretanto, a viga serd uma estrutura
sanduiche de trés camadas, e para que esta modelagem seja possivel, os elementos elasticos
da viga sanduiche deverao conter o grau de liberdade de alongamento, para que a camada
central viscoelastica cisalhe transversalmente ao longo de sua espessura. Além disso, um
grau de liberdade de tor¢ao pura devera ser acrescido no modelo, para que seja possivel
mais tarde implementar a Teoria das Faixas no MEF. Consequentemente, uma segunda

lei constitutiva unidimensional devera ser contemplada, a de cisalhamento puro.
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Entretanto, os movimentos de alongamento e tor¢ao sao idealizados de forma de-
sacoplada, especificamente para este modelo. Isto permite que leis constitutivas para
cisalhamento e alongamento sejam definidas de forma separada. Para isso, é utilizado o a
teoria proposta por Bagley e Torvik (BAGLEY; TORVIK, 1983), a qual abrange os trés
tipos de comportamento do material viscoelastico: “rubbery, transition and glassy regions
(RTG)”, ou em portugués regioes viscosa (ou similar a algo emborrachado), de transi¢ao

e vitrea. Desta maneira tem-se duas leis constitutivas fraciondrias e distintas a serem

utilizadas:
da E da E
of +ap—t = Eoel + Eu dix (3.38a)
d%o G d®2 G
of +ag—t = Go2ef + Gae ﬁ? (3.38h)

Observa-se ainda que neste caso a lei constitutiva de cisalhamento é basicamente a
mesma da lei para o caso de desvio do tensor tensao a menos da matriz de transformagao,
[T4]. A mudancga nos indices é feita somente para diferenciar as tensoes e as deformagoes
para cada caso.

Das Eqs.(3.38a) e (3.38b), sdo obtidas as formulas de recorréncia, exatamente como
feito na Secao3.3. Desta maneira tem-se para o caso de alongamento a seguinte féormula

de recorréncia:

Z +15t —jAt onde 5{E:D§ (3.39a)

J
ijji—l = D??Aj-i-l + Z D{EAi—i-lﬁﬁH_i (339b)

i=1
e os parAmetros DF. DE e DF valem respectivamente:

pF—__ 98 . pr_ . pE— DBl
! 1+ CLEAt_a7 2 1+ apAt— ’ 3 1+ apAt—@

E para o caso de cisalhamento,

Z g+15t “jae,  onde By = D§ (3.40a)

g+1 DGAJH + Z DGAH-IB j+1—i (3~40b)

=1
e os parametros DY, DS e DS valem respectivamente:

aGAt_a . G o 2G0 + 2GOOAt_a . G o 2G00At—0é
1+ agAtfa’ 2 1+ &GAtfo‘ ’ 3 1+ CLGAtfa

DY = —

A partir das Egs. (3.40) sera possivel formular ndo somente a viga sanduiche, como

também os modelos nao lineares de uma segao tipica com elementos viscoelasticos discretos
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de rigidez para alongamento (plunge) e cisalhamento (pitch). Nos préximo capitulos serdo
mostradas as formulagoes em elementos finitos de placas e vigas sanduiches segundo a
“Layerwise Theory” (REDDY, 2004) empregando para toda a formulagdo vista neste

capitulo.






CAPITULO IV

Modelo Matematico de Placas Sanduiche

Neste capitulo, os modelos matematicos nos dominios do tempo e da frequéncia de
placas sanduiches sdo discutidos. Entretanto, a formulacdo no dominio da frequéncia, a
qual faz uso do Modelo do Médulo Complexo (NASHIF; JONES; HENDERSON, 1985)
nao sera tratada em detalhes, uma vez que este trabalho é a continuagao do mestrado de
Cunha Filho (FILHO, 2015), onde toda esta formulagao ja foi detalhada.

Sera discutido, ainda neste capitulo, o modelo de carregamento aerodinamico em re-
gime supersonico, descrito pela Teoria do Pistao (DOWELL, 1975), para estudar as ca-
racteristicas da instabilidade aeroelastica de painéis aeronduticos nos dominios do tempo
e da frequéncia. Neste contexto, é proposto um método distinto de redugdo de modelo,
no dominio da frequéncia, o qual resultou num artigo publicado na revista “Mechanical
Systems and Signal Processing (MSSP)”, cuja referéncia é (FILHO et al., 2017). Este mé-
todo de reducao foi necessario, pois técnicas convencionais baseadas em espagos vetoriais
obtidos a partir do problema estatico e puramente conservativo nao se mostraram efetivas.
Isto ocorre devido a presencga do acoplamento fluido-estrutura, o qual faz com que o pro-
blema de autovalor do sistema se torne do tipo polinomial complexo e nao auto-adjunto.
Esta caracteristica algébrica pode ser encontrada também em problemas de dindmica de

rotores e problemas multifisicos que contenham elementos piezoelétricos (OUISSE, 2014).

4.1 Desenvolvimento cinematico e Calculo dos Potenciais de Energia

Neste trabalho, tanto o modelo de placa quanto o de vigas sanduiches sao idealizados
segundo a teoria Zigue-Zague de primeira ordem (Layerwise - First Order Shear Defor-
mation Theory, Layerwise - FSDT, (FARIA, 2010)). Nesta teoria, os deslocamentos das
camadas eldsticas (base e restringente) sdo definidos segundo as suposigoes feitas pela
Teoria de Placas de Kirchhof-Love (TIMOSHENKO; WOINOWSKY-KRIEGER, 1959).
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Além destas, é admitido que o deslocamento transversal, w(x,y, z,t), e as rotagoes 6, e
8, sao iguais para todas as camadas. A partir deste campo de deslocamento, uma relagao
cinematica entre as camadas externas ¢é feita supondo a condi¢cao de nao deslizamento

entre as mesmas. Para melhor explicar esta cinematica, um esquema fisico ¢ mostrado na
Fig.(4.1).
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(a) Deslocamento das camadas no plano ZY. (b) Deslocamento das camadas no plano ZX.

2 v,

e
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(¢) Foco na deformagdio cisalhante ao longo da espessura da camada viscoeldstica.
Figura 4.1: Cinematica da placa sanduiche.
Antes de adentrar nos detalhes cinematicos esquematizados na Fig.4.1, vale introduzir

o campo de deslocamento descrito pela Layerwise - FSDT. Assim, tem-se que o campo

de deslocamento da placa sanduiche pode ser representado pela seguinte equacao:

u(k) (xaya th) u(()k) (x,y,t) o (Z — Z(k)) %
{U(k)} = oW®) (z,y,2,t) ¢ = v((]k) (z,y,t) — (Z _ Z(k)) %&y,t) (4.1a)

w® (2, y,2,1) w(x,y,t)
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onde o indice, k = 1, 2 e 3, faz referéncia as camadas de base, viscoelastica e restringente,
respectivamente. Para simplificar a escrita, os desenvolvimento que seguem serao feito
somente para o plano yz, e os resultados subsequentes devem ser extrapolados para o
plano zz.

Observando a Fig.(4.1), tem-se que a condi¢do de nao deslizamento entre as camadas
pode ser notada pelas cota vy e v.., que sao simplesmente os deslocamentos das camadas 1

e 3 avaliados para, 2(1) = —lth2 ¢ (3 = hath

, respectivamente. Percebe-se ainda que,
pelo fato da referéncia do sistema estar posicionada exatamente sobre a linha neutra da
camada viscoelastica, tem-se que 22 = 0, logo, o deslocamento da camada viscoelastica

pode ser descrito pela seguinte equagao:

dus” (,y,1)

v @,y 21) = o (2,,1) + 209 (2,5,) = of (2,9, 1) + 2
z

(4.2)

O termo, v(()2), descreve o deslocamento da camada viscoelastica sobre a linha neutra e
pode ser definido como sendo uma relagao cinematica entre as camadas (1) e (3). Portanto,
avalia-se, v (z,y, —h/2,t) e v (2,9, h/2,1):

h hy Ow (x,y,t
v(l) <x7ya_22>t> =Up =1 ('T7y7t) - 21<ayy) (433)
h hs Ow (z,y,t)
(3) o2 — . — mYTA\M IS
v (%y, 9 7t> Uc U3 ($7yat) + 2 ay (43b)

E possivel agora descrever o deslocamento sobre a linha neutra da camada viscoelastica

pela seguinte equacao:

vy (z,y,t) +v3(z,y,t) hy — hyow (x,y,t
U((]Q)(%y’t): 1(7,y,t) 3 (7,y )+3 1 (z,y ):
2 4 dy (4.4)
1 ( D)+ vs t)+h3_h1 ow (z,y,t) '
o= vy (0 v3 (x
9 1 'Y, 3 ' Y 9 ay
)
O outro termo do campo de deslocamento da camada viscoelastica, W, e res-

ponsavel pelo cisalhamento ao longo da espessura pode ser definido pelas observacgoes

feitas na Fig.(4.0c) e admitindo pequenos deslocamentos:

ou (y,t) _ (vc —vp)
~ 4.
0z h2 ( 5)

Utilizando as relacoes de vp e v¢e, tem-se a seguinte expressao:

hs + hy Ow (x,y,t)
2 dy

ov (z,y,t) 1

0z :hig <U3 (x7y7t>_v1 (SL’,y,t>+

(4.6)

Introduzindo as Eqs.(4.4) e (4.6) na Eq.(4.2), define-se o campo de deslocamento da

camada viscoelastica na direcao, y, em funcao dos graus de liberdade das camadas base
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e restringente. De maneira analoga tem-se o deslocamento na direcao x. Portanto, o

deslocamento total da camada viscoelastica é definido como:

1 dy Ow (x,y,t
U(z) (:E,y,z,t) = 5 [UI ($ay>t) + U3 (:L'7yvt) + 21(8yy) + ...
(4.7a)
Z dy Ow (x,y,t
..—l—h—z v3 (z,y,t) — vy (:p,y,t)+22(8yy)]
1 dy Ow (x,y,1)
@ = — AT ST
u'® (z,y, 2,1) 5 [UI (z,y,t) +us (z,y,t) + SR +
(4.7b)
Z dy Ow (x,y,t
—i—h—z usg (z,y,t) — uy (x,y,t)+22(amy)]
w?(z,y, 2, 1) = w(z,y,t) (4.7¢)

onde dy = hy3 — hy e dy = hy + hz. Quanto aos deslocamentos das camadas externas

elasticas, tem-se que os mesmos sao expressos pelas seguintes equagoes:

u® (z,y, 2,t) u) (2, 1) — (2 — 20) 2t

U0 = 00 (2,y,2,) ¢ =8 (2,9,8) — (2 — 20) 2ulewd (4.8)
wW (z,y, 2,t) w (2,9, 1)
u® (z,y,2,t) uf? (2,1, 1) — (= — 29) 2utet

U = $0® (2,y,2,8) ¢ = 0 (2,,8) — (2 — 2®) 2ulzwd) (4.9)
w® (z,y, 2,1) w (z,y,1)

Destes deslocamentos, os potenciais de energia cinética de cada camada podem ser

calculados para determinacao das matrizes de massa pelas seguintes expressoes:

1 dUM\?

7L = 2 / 41
2 Vp1 dt v ( Oa)
1 dU@\ >

T@ — - / d 4.10b
9 VP2 dt V ( 0 )
1 AU®\?

TG — 2 / d 4.1
3 VP3 i V ( OC)

onde p; 23 sao as densidades dos materiais de cada camada.

Para as energias de deformacdo de cada camada, I3 primeiramente calcula-se
todas as deformagoes. Entretanto, vale lembrar que neste trabalho assume-se a inexten-
sibilidade das camadas na direcao z, ou seja, ndo ha deformacoes axiais nesta direcao, o

que faz com a matriz constitutiva tenha a ordem reduzida, seja para o Médulo Complexo,
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seja para o modelo fracionario. Assim, as deformagoes das camadas elasticas sao definidas

COomo segue:

{5(j)} =9l b= {5%)} + z {555)} = %—2 +z —3827‘5 (4.11)
; ou; ov; 82w
2‘€ny) 87; + 8795 _28x8y

onde j = 1,3 faz referéncia somente as camadas elasticas. Esta separacao de equaciona-
mento entre as camadas elasticas e viscoelastica é feita devido aos efeitos presentes em
cada material. Desta maneira, tem-se que a lei constitutiva para as camadas elasticas é

definida da forma:

1 v, O
{O'(j)} — Ej {E_’} {g(])} — Ej; v; 1] 0 (412)
(1 - V]2) 0 O I—Vj
2

onde, F;, ¢ o médulo de elasticidade de cada camada e v}, é o coeficiente de Poisson.

Finalmente o potencial de energia de deformacao das camadas eldsticas pode ser deter-

minado: .
@ _ * T [ 6)
11 _Q/V{e Y o) av (4.13)
Substituindo as Eqgs.(4.11) e (4.12) na Eq.(4.13), as parcelas de energia de deformagcao
de membrana e flexdo sdo determinadas.

mo =19 + 19 = ;Ejhj [ {0} (] {9} aa+ .

3B [ DY (] {9} as

Assim, ao derivar a Eq.(4.14) em relagao as coordenadas generalizadas, as matrizes de

rigidez de membrana, [K T(,{)], e flexao, [K ](cj ) }, sao obtidas para as camadas elasticas.

(4.14)

Em relacao a camada viscoeldstica, serd desenvolvido primeiramente o calculo dos
potenciais de energia adaptado ao Mdédulo Complexo, por sua maior simplicidade em
relacdo ao calculo fracionario. Este tultimo sera apresentado em uma secao separada.
Portanto, como no médulo complexo a Lei de Hooke Generalizada ainda é utilizada para o
calculo dos potenciais de energia, tem-se que a matriz constitutiva da camada viscoeléastica

é definida da seguinte forma:

1—1o 1—vo
2v9 2
1—vo 1—vo

— =
Q
)
——
I
@Q
—
&
~
~
Qi
i
=
™M
)
——
Il
Q
—
&
~
S~—
(e
o
o O = O O
S = O O O
— O O O O
=
™M
)
——
—~
=~
—_
(@)
=
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Nota-se que neste caso, o termo fatorado da matriz é o G (w, T'), pois suas propriedades
sao determinadas por ajuste de curva de valores experimentais medidos para o médulo de
cisalhamento do material. Resta definir o campo de deformacao da camda (2), o qual é

descrito como segue:

10 dow z 0O 2dy 0w
5%(1“+U3)+Z%+E%(U3—U1)+Thzw
10 dow 2z O 2dy O%w
- 20, T Ty Ty o e
6?;) 1g(ul+u3)%—lg(vﬁ—vg)jLdl 0w + ...
{5(2)} B 2yy2) B 20y 20x 2 0x0
=428 = 2 (0 ) o2w \ [ (416)
26 T (8@/ (s =) 50 (s = 1) + oy )
2
1 d3aw
E (’Ug — U1 + 28y>

onde hy é a espessura da camada viscoelastica e d3 = hy + 2ho + hg € um novo parametro
que surge ao fatorar, 1/hg, das tltimas duas linhas do vetor. Assim, é possivel separar os

efeitos de membrana, flexao e cisalhamento da camada viscoeldstica:

@) = {e@)y 20y L) (4.17)

hg h2
onde,
L2 (ur +us) + 292
%%(U1+U3>+%g§j
2’11) .
{0} = |2 o ) + 3 (o 4 )+ 8 b
0
0
2 (s —wy) + 5%
2
2) %<U3_Ul)+%}
3 {€f }: a*(u:a—m)JF%(U?ﬂ_vl)“Lngxgy ’
0
0
@2\ _
Q {50 }—
uz —up + cgs%
U3 Ul+%%
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Finalmente o potencial de energia viscoelastica ¢é calculado.

e — ;/V {2} (o) av = ;G (w,T) /V eV @] {e@) av (4.18)

A Eq.(4.18) resultard em trés componentes de energia de deformagao, os quais sdo
mostrados abaixo:
2
n® =1® 4 H;) + I (4.19)

C

Cada um destes potenciais vale,

[N

AT =46 @ D ha L {0} (6] {=2 04 = " [K] {a
{Qt}T [KJ(})} {a:};

Q0P =46 @, 1) L {0} (6] {e@}da =1 {a)" [K2] {a).

Q0P = 16w, 1) % [, P} [G] P} aa =

N[

onde {q}, é o vetor de graus de liberdade, que surge na formulagdo apé6s aplicagdo do
Método dos Elementos Finitos. Entretanto, este processo nao sera demonstrado neste
trabalho por estar explicado na referéncia (FILHO, 2015).

Uma vez definido o modelo de placas sanduiches segundo o médulo complexo, a pré-
xima secao discutird o modelo de derivadas fracionarias aplicado a placas sanduiches

segundo a Formula de Recorréncia.

4.2 Modelo de Placa Sanduiche com CAalculo Fracionario

Nesta secao, o modelo de placa sanduiche é desenvolvido utilizando a nova represen-
tacao do célculo fracionario proposto este trabalho como abordagem para representacao
do comportamento dindmico do material viscoelastico. O desenvolvimento é feito a partir
da lei constitutiva recorrente definida na Segao 3, Eq.(3.37) e das deformagoes da camada
viscoelastica descritas pela Eq.(4.17). Desta maneira, é possivel descrever os potenciais
de deformagao viscoeldstica em termos da recorréncia para os trés efeitos, ja admitindo
{o%}, = Z;V:lo [Bj+1]{er}i_jns; onde k = m, f,c faz referencia os efeitos de membrana,

flexdo e cisalhamento. Portanto, tem-se as seguintes equacoes:

1 i
3, = Sk [ {enl" S Bl {en}e a dA (4200)
7=0
(29 _ Lho T
Iy, = 212 /A {er} Z [B41] {5f}t_jAt dA (4.20b)
7=0
2 11 T
cht = 77/ {EC} Z [6]+1] {Ec}t—jAt dA (4200)
2h2 A =0
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Estes potenciais devem ser avaliados para j = 0, pois da forma como estdo contém

tanto as componentes de rigidez viscoelastica quanto as rigidezes ditas modificadas, que

sao responsaveis por gerarem os esforcos dissipativos. Tem-se, entao, as seguintes relagoes:

_hg/ {ead " [C {emb jardA +

gl ] {m}i Bl td

02 = 222 [ (e [0] o), jacdA+ ",
;L;/ {es}" Z (Bl {ert, jaid |

m? — %hiz [ e [O) ek jaidA .

4.21c

1h r - dA
.+ 5 z/A {e.} ; [5j+1] {€C}t7jAt

A primeira integral do lado direito das Eqs.(4.21) resultarao nas componentes viscoe-
lasticas de rigidez da placa sanduiche, enquanto que a segunda, a que contém o somatorio
do histérico de deslocamentos, formarao os esforcos dissipativos. Para mostrar o surgi-

mento destes termos, o método dos Elementos Finitos serd apresentado na sequéncia.

4.2.1 Discretizacao por Elementos Finitos da Placa Sanduiche no dominio do tempo

Para modelar a placa sanduiche, um elemento finito retangular isoparamétrico com
quatro nds nas extremidades é utilizado. Com base na teoria descrita na se¢ao anterior,

foi concebido um elemento com as caracteristicas mostradas na Fig.(4.2).

4-(-L1) v4) y 3— (x5,

. (15.33)

z
X
1-(-L-1) -(L-1) —(x:m) 2—(x333,)
1 1 aw aw 1 1 1 1 1 aw Gwl 1
u o w — u3; W >l ou W —— u; 3
o0&  0On ox Oy

Figura 4.2: Esquema do elemento finito isoparamétrico utilizado em coordenadas locais,
neé, eglobais x e y.

Neste elemento cada né possui 7 graus de liberdade, totalizando 28 graus de liberdade

por elemento, que podem ser representados da seguinte forma:

{qg)} Z[ug) vg) w Qi) 918) ug) vé)t (4.22)
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onde, i = 1,2, 3,4, faz referéncia aos nés do elemento. E importante dizer que, {qt(i)}T,
é descrito no sistema de coordenadas globais, x e y, ao passo que os polinémios inter-
poladores em coordenadas locais, £ e n. Isto implicarda no uso do operador jacobiano
para transformacao de coordenadas e correcoes das rotagdes nodais, como sera visto mais
adiante nesta secao.

Portanto, para cada grau de liberdade faz necessario determinar um tipo de interpo-
lagao. Neste contexto, é importante atender os critério de continuidade das fungoes, uma
vez que o grau do polinémio interpolador utilizado deve ser escolhido corretamente para
representar o grau de liberdade, w(x,y,t), e assim garantir uma continuidade minima.
Para melhor compreender a continuidade do polindbmio e consequentemente do elemento
finito a ser utilizado, tome uma funcao, f(¢) : 2 — R. Esta fungdo é de continuidade
Ck = C*(Q), se suas derivadas de ordem j, onde 0 < j < k, existirem e forem funcoes
continuas. Desta forma, tem-se que o polindmio interpolador de w(zx,y,t), deve ter no
minimo continuidade C*, para que suas derivadas de primeira ordem sejam continuas e
diferenciaveis uma segunda vez. Como consequéncia, o elemento finito obtido é também
de continuidade C*.

Assim, polinémios bi-ctibicos sdo utilizados para descrever em coordenadas locais o des-
locamento transversal, w(n,,t), e a partir deste, as rotagoes sao determinadas. Quanto
aos deslocamentos na dire¢oes x e y, responsaveis pelo efeito de membrana da placa,

polindémios bi-lineares sao utilizados. Todos eles sao mostrados abaixo:

ui(§,n,t) = ap + a1 + axd + azng (4.23a)
vi(§,m,t) = as + asn + ag€ + arné (4.23b)
w(&,n,t) = as + agn + a1 + anné + ar2n’ + a3€ + aun’ + .. (4.230)
ot arsnE? + argE” + arn’ + awsn’E + argné®
0c(€,1,t) = ag + anré + 2a12m + 2a1n€ + a15€” + 3arrn® + +3a1s7°E + aé®  (4.23d)
0,(&,m,t) = aro + a11n + 2a13€ + a1an? + 2a15n€ + 3a166% + arsn”® + 3a19nE? (4.23¢)
uz(&,m,t) = aso + anin + azed + axsné (4.23f)
v3(€,m,t) = ags + agsn + ageé + azmé (4.23g)

A partir destes polinémios, as fungoes de forma para cada grau de liberdade devem ser
determinadas. Primeiramente, as Eqgs.(4.23) podem ser reescritas matricialmente, como

mostrado a seguir:
{U} = [P (& m)]{a} (4.24)

onde, [P (&, n)] contém as varidveis £ e n dos polinémios e o vetor, {a;} as constantes dos
polindmios dependentes do tempo a serem determinadas. Para isso, uma primeira apro-

ximacao é feita avaliando todas as coordenadas nodais £ = [—1,1] e n = [—1; 1] obtendo
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{¢/}, que é uma primeira solugdo nodal obtida pela avaliagdo das coordenadas nodais.

*

A notagao, .*, mostra que este vetor nao sofreu corre¢oes nodais devido as rotagoes. As

corregoes serao mostradas logo a seguir. Este cdlculo ¢ mostrado a seguir.

[P (=1, -1)]
[P (1, -1)]
[P (1,1)]
[P (1,1)]

{g:}" = {a} = [POEN)] Ly {0 psy (4.25)

Agora é possivel determinar os valores das constantes dos polinémios invertendo a
matriz [P(e)(f,n)},
—1 e
{a} = [POE )] (g} (4.26)
Substituindo a Eq.(4.26) na Eq.(4.24), tem-se que os deslocamentos podem ser descri-

tos em termos das fungdes de forma, [N]:

w(€n) = [Pu] [POED] {a1 = [N {61 (4.27a
(&) = [Pu] [POED] T {g1 = [Ny {g3 (4.27b
w(ém) = [P [POED] {a = N {g} (4.27¢
0c(€,m) =

|
)= [B,] [POEn)] (g = [No, | a3 (4.27¢
)= [Pl [POE] () = [Nu] {43 (

(€ )
)
)
Fa] [POE ] {0} = [Nog] {1} (4.27d)
( )
)
vs(€m) = [Po] [POE D] {g} = [Ny {g3 (4.27g)

Apesar das fungoes de forma terem sido determinadas, ainda ha inconsisténcias no
que se refere ao uso das coordenadas locais, pois o vetor de incognitas nodais elementar
{qt} esta descrito em coordenadas locais. Para isso é necessario fazer as corregoes das

rotagoes nodais por meio de uma matriz de transformagao linear [T'], onde:

{g}' = 1) {q}" (4.28)

onde a matriz, [T] é composta dos seguintes termos:

i [M,)] zeros
(M)
[T] = M) (4.29a)
zeros [M,)]
_[I 3%3] zeros
0, = ] (4.29b)
| zeros [I2xo]
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A matriz [J] é o Jacobiano, obtido ao aplicar a regra da cadeia para derivar o campo

de deslocamento, {U;(£,n)}, em relagdo as coordenadas locais, como mostrado abaixo:

o{u}, oz oy (94U}, o{U},
o = |9 2 O — oz

6{§}t - zlg 875 o{uy, ( — 0 o{U}, (4.30)
on on On oy oy

onde x e y sao descritas em funcao das coordenadas locais através das seguintes fungoes

e}

IS

N

de interpolac¢ao, ou de mapeamento:

:U::L*c+a§, T = Il;@, a = Ty — Ty, (4.31a)
_|_
y:yc+bga Ye = i 5 y2, b=1ys — . (431b)

e a e b sao os comprimentos do elemento nas diregoes x e y, respectivamente.
Mais detalhes sobre como obter as func¢oes de mapeamento sdo encontradas no Apén-
dice A.4. Portanto, substituindo a Eq.(4.28) na Eq.(4.27), as fungoes de forma em coor-

denadas locais corrigidas das rotacoes, sao obtidas como segue:

{Uis(w,9)} = [Ni(&m)] [T] {a} (4.32)

Substituindo os deslocamentos descritos em funcao das fung¢oes de interpolacao, nos
potenciais de energia, as matrizes elementares de massa e rigidez do problema sao deter-

minadas.

4.2.2  Obtencao das matrizes de massa e rigidez no dominio do tempo

A partir dos célculos dos potenciais de energia cinética, ver Eq.(4.10c), e energia de
deformacao, ver Eq.(4.19), os mesmos sdo introduzidos na Equacdo de Lagrange para

obtencao da equagao do movimento:

d ( dT? ) dri®
— +
dt d{f_?t}(e) d {C]t}(e)

Desenvolvendo o termo que contém a energia cinética, obtém-se:

() = i o 5 )] = 0], a0

Apés as duas derivagoes, as componentes de massa de translacao (T), rotagdo (R) séo

=0 (4.33)

determinadas a nivel elementar. Substituindo as fun¢oes de forma descritas nas Eqs.(4.32)
na Eq.(4.34), e considerar os processos de derivagdo por meio da regra da cadeia, as

seguintes matrizes sao obtidas:

(M) = oy [ (V] der(()dein + ps2 [ (] det([])decn + . (4.35)

ot paa [ [N [N] det([))dedn
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onde [Mr| e [Mg] sdo descritas como segue:

Mp) = [NI] [NT] + [NT)[NE], onde: (4.362)
[NT] = ; ([Nuy] + [Nug]) + Cffa g?”] gﬁ (4.36b)
[N7) = 5 0]+ ) + SO (4.360)
(Mg) = [NF] [NE] + [N [NE], onde: (4.37a)
(N0 = o (o] = ) + g el 8 (4:37b)
(30 = o (] = (0] + 2 e (4.37¢)

Nota-se que as componentes de rotacdo que originarao flexao e torcao sao descritas
pelos termos que contém as derivadas da funcao de forma relativa ao deslocamento w.

z ; _ 9 _ 2,00 _2
Além disso, tem-se que 5> = = e o = b

Em seguida, as func¢oes de forma sao substituidas nos potenciais de energia de de-
formagao descritos pelas Eqs.(4.21) e derivados em relagao a {qt}(e), para obtencao das
matrizes de rigidez viscoelastica e “rigidezes modificadas”, as quais originarao os esforgos
internos dissipativos do material viscoelastico. Desta maneira, as componentes dos po-
tenciais de energia sdo separadas nas parcelas de rigidez e rigidez modificada, no intuito

de facilitar a compreensao:

2 2 2
a® a2, an®,  an?,

d{q}”  d{e}  d{a}  d{e}?
2 2 2
dHinl*,t—jAt+d]'_‘[_§c*)*,t—jAt+dH£*Z,t—jAt
d{q} d{q}" d{g}"

Conclui-se que os indices (x) e (*x*) fazem referéncia as componentes de rigidez viscoe-

(4.38)

lastica e rigidez viscoelastica modificada, respectivamente, sendo que este tltimo resultara
nos esforgos dissipativos do material que comporao o lado direito da equacao do movi-
mento.

Serao desenvolvidos primeiramente os termos que originarao a rigidez viscoelastica, a
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comegar pela componente de membrana (m):

2
),

AR [ 1Ba)" [C] [Bu det()dgdn {a}) = [K5:] 7 (@}, (4.399)
(B = |B5| +di | B)] (4.39D)
' 2 ([Nu] + [V]) 2 '
2 ([Noy] + [Nog]) 5
1 9n y
Bo) = 5 | 2 (Vua) + [Nua)) 52+ & (Vo] + [N2]) 5 (4.39¢)
[01><12]
L [01><12] |
[ 102[Nu] 9%
17 9e2 o2
10%(Nu] 9%
4 o2 oy2
BL] = |3 (4.30d)
01 x 28]
[01><28]
flexdo:
an?, o, _
s @ ?2 [Bf] {C} [By] det([J])d&dn {(It}( [ } {& }( (4.40a)
d{%}
[By] = [BY] + d2 | B]] (4.40D)
' 2 ([Nug] — [N,]) & '
1 (‘%([st] - [Nm])%
[BY) = 5 |2 (V) = [Nu]) 2 + 2 (Vo] - [N ) (4.400)
[01><12]
L [lelz] |
[19%[Nw] 9%¢]
27 9€2 0x2
10%[Nu] 9%
2 0n% oy?
B = |G (4.40d)
[01><28]
[01><28]
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e cisalhamento:

(2) 2
dd{gc;é) — o [ (B [C] (B det((T)dedn {a}” = [K09] 7 {0} 60 (a.410)

[B.] = [BY] +ds |B!] (4.41b)

[01><28]

[BY = | [01xs] (4.41c)

[01x2s]
[01x25]

[B:] =5 | (O] (4.41d)
O1V] o€

Finalmente, as componentes do potencial de energia referente ao campo de desloca-

mento nao local sao desenvolvidos,a iniciar pelo termo de membrana:

ngl*,t—jAt T Ny “
T hz/ B Z [Bj1] [Bm] det([J])dEdn {qi—jac} ™ = ...
d{q:} A =
N, o (4.42)
= ] s
j=1 (4)
em seguida, flexao:
ar'?. iy A N,
Coracast 22 [ g TS 5, 0] [By) det([J])dgdn {q} _ya; = -
b N o (4.43)
_ 2 (,€) ‘ (e)
12 jz::l [K(f) Lj) {ae-jae}
e finalmente, cisalhamento:
dﬂgliﬁm 1 T Ny o
Cetiat - L[ (BT [B] [B det([T)dedn (g} = ..
d{a} iz J4 j=1
L N (4.44)

)
L= — K(**ve) . (e)
h j_l{ 9] ) larmsa)

onde o termo de recorréncia, [;4+1], ¢ definido pela Eq.(3.37), pois trata-se de um estado

plano de tensao.
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As Eqs.(4.42), (4.43) e (4.44), mostram como o processo de calculo faz com que to-
das as integrais possam ser calculadas fora do integrador numérico. Esta é a principal
contribuicdo da Férmula de Recorréncia que viabiliza introduzir a viscoelasticidade em
problemas aeroelasticos, como sera visco a seguir. Entretanto, sera demandado uma certa
quantidade de meméria diretamente proporcional a quantidade de vetores (/NV;) utilizados
para computar o efeito de nao-localidade, porém esta quantidade de memoria é incompa-
ravel com aquela demandada por Schmidt e Gaul.

Portanto, utilizando processos classicos de montagem de matrizes elementares em ele-

mentos finitos, a equagao global do movimento é definida:

(M9 {Q}, + [K] {Q}, = {F.}, jas (4.45)
onde,
1) 21(9) 3)1(9)
(M), = [MD]” + [MO]" + [ M (4.46a)
K], = [K®]7 + [£®]7 + [k®]" (4.46b)
D e @
{Fijatp} = — z_:l [K(g) }(J’) {Q}t—jAt (4.46¢)

Um algoritmo é proposto para facilitar a compreensao do método numérico de integra-
cao de Newmark utilizado para solucionar a equagao do movimento (4.45) e determinar
os vetores de deslocamentos para todos os instantes de tempo.

!

ﬂ| 6. Inicio do Método de Integracio de Newmark: i = 2,j = 1.

1. Definir matrizes globais das camadas elasticas:
(K], [K3] e [M4], [M5]

v
%) s 0@
—| {FVJ }lfjAt = 7; [K(!J) ](j) {q}tfim

j=j+1

2. Definir matrizes globais viscoelasticas:
a) Definir N, A(N) e At;
b) Ajuste de curva dos parimetros da lei constitutiva:

a, ap, aq. by, by. nio
¢) Calculo das matrizes visco. globais:

() (+#) A
[K(z)]- [K(z) ] [M(2)] sim
x (RO} = (R} - {FP}  + M9 (aplq} + ar{d}e + asli}e)
| 3. Aplicar as condic¢des de contorno | t—jat ¢
- . - - _ 1
4. Aplicar as condicdes iniciais: {q},. {q}, € {q}o {6}t4at = [K(,f] {RW}
‘ 5. Calcular a rigidez efetiva: : [K, ;| = [K]@) + ao[M]@ | | {@}erar = aoUqtesar — {q}e) — axldde — as{d}e |

| {@}esae = (G} + acld}e + a7 {G}esnc |

Figura 4.3: Algoritmo para integragao da equacao do movimento com calculo fracionario.
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4.3 Teoria do Pistao - Carregamento Aerodinidmico em Regime Supersonico

Nesta secao a Teoria do Pistao para representacao do carregamento aerodinamico
sera descrita brevemente. Basicamente a Teoria do Pistao representa o carregamento
aerodinamico de um painel aeronautico fixado de tal maneira que somente uma de suas
superficies entra em contato com o escoamento supersonico e a outra se encontra em um

ambiente de ar estagnado, ou cavidade. A Fig(4.4) esquematiza este sistema.

L X

Figura 4.4: Esquema ilustrativo de um painel aeronautico fixado nas paredes de um tunel:
(1) parede rigida do tdnel de vento, (2) placa sanduiche, (3) cavidade formada entre a
estrutura e o tinel.

Vasily et al.(VEDENEEV; GUVERNYUK; KOLOTNIKOV, 2009), em um dos poucos
trabalhos experimentais atuais sobre flutter de painéis, mostram seu aparato experimen-
tal.

Figura 4.5: Aparato experimental para o estudo do flutter de painéis, uma cortesia de

Vasily et al.(VEDENEEV; GUVERNYUK; KOLOTNIKOV, 2009).

Para este estudo a Teoria do Pistao adotada serad a linear de primeira ordem obtida a
partir da equagao proposta por Ashley e Zartarian (ASHLEY; ZARTARIAN, 1956),

2q (Ow ow
P—-P === — 44
~=3 <(9x * at> (4.47)
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onde q = ; pPsoU2 & a pressao dindmica que atua sobre o painel, Pso € a densidade do ar
em algum ponto distante do painel, § = /M2 —1e (= — Ul , sendo M., o niimero
de Mach.

Na Eq.(4.47), a derivada espacial ird resultar no termo de rigidez aerodindmica que

sera somado a rigidez do painel, e a derivada temporal resultara na matriz de amorteci-
mento aerodinamico. Para obter essas matrizes, o trabalho virtual devido ao campo de
pressdo sobre a placa, tal qual descrito por (DOWELL, 1975), é inserido nas Equagoes de

Lagrange, como mostrado abaixo:
OOW zero 0 0
luere (/ < 0 5w + <5w> dA) (4.48)
90 {qi}* 96 {q:}'” \Ja P
Apo6s substituicao das respectivas fungoes de forma solucao das derivadas, a seguinte
equacao matricial é obtida:
aWCL@’f‘O _
96 {Qt}(e)

d[N,]" o€ o @7 [ 9N _
75 e Nl AL — )™ [T WA=

e — >\ [Kaero] (6) {qt} {Qt} [ aero] (e)
onde)\:%e’y:)\é.
Em seguida, as matrizes aerodinamicas globais sao montadas e introduzidas na equacao

global do movimento, Eq.(4.45), resultando na seguinte equagao cuja solu¢ao é determi-

nada no dominio do tempo:

(MID{QY, + [Caero  {Q}, + (K] + A [Kaero @) {Q}, = {F}_jai (4.50)

Substituindo as matrizes globais aerodindmicas no problema do Mdédulo Complexo
para soluc¢ao do mesmo no dominio da frequéncia, a seguinte equagao global do movimento
é obtida:

(M) {Q}, + [Caero] ” {Q}, +
-t ([Kel](g) +Gw,T) [Kv](g) + A aeTO] ) {Q}, = {0}

As Eqs.(4.50) e (4.51) s@o os dois principais objetos de estudo deste trabalho. Uma

(4.51)

faz uso de uma abordagem extremamente eficiente para representar o comportamento
dindmico de materiais viscoelasticos que ¢ o Mddulo Complexo, que no entanto, nao leva
em conta a causalidade do material, ja a outra sim. Desta maneira, os dois modelos serao
comparados e uma discussao é feita ao final deste capitulo. Além disso, dois métodos de

reducao sao propostos e serao desenvolvidos na préxima secao.

4.4 Meétodos de Reducao de Modelo para Problemas nao-autoadjuntos

Nesta se¢ao uma breve discussao sobre o método de redugao de modelos para problemas

de autovalor polinomial complexo nao-adjunto ¢é feita. Um completo desenvolvimento
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sobre a abordagem nao serd mostrada aqui, uma vez que um artigo foi publicado sobre
o assunto, logo caso seja necessario, o leitor pode consultar a referéncia (FILHO et al.,

2017).

4.4.1  Redugdo de modelo no dominio da frequéncia

O método de reducao no dominio da frequéncia surgiu da necessidade de resolver
o problema aeroviscoelastico de painéis devido a complexidade dos céalculos envolvidos
somada a grande quantidade de graus de liberdade do problema de elementos finitos,
fazendo com que algumas analises sejam inviaveis.

Rouleau (ROULEAU; DEU; LEGAY, 2017) propos um trabalho onde vérios méto-
dos foram exaustivamente comparados. Todos eles foram implementados para resolver
o problema da aeroviscoeldsticidade de painéis e ao longo deste processo, foi percebido
que bases convencionais nao eram capazes de representar corretamente a dinamica do
problema. Isto acontece porque, primeiramente, os métodos convencionais geram bases
que contém somente autovetores obtidos de um problema conservativo associado de um
problema nao-conservativo. Isso significa, por exemplo, que estes autovetores sao obtidos
do modelo do médulo complexo a uma frequéncia constante e igual a zero. Consequente-
mente, um problema que tem sua dindmica modificada por um parametro externo, como a
velocidade do escoamento, nao serda bem representado em sua forma reduzida, caso bases
deste tipo sejam usadas.

Portanto, é necessario pensar em uma forma de contemplar a sensibilidade do sistema
frente uma variagao de um parametro externo que altere sua dinamica. Ha também uma
explicacao algébrica que é relacionada a problemas que envolvem acoplamento fluido-
estrutura, problemas de dinamica de rotores e multi-fisicos, como por exemplo quando
houver a presenga de materiais piezoelétricos. Nestes problemas, as matrizes [M], [C] ou
[K] podem néao ser simétricas, como é o caso da matriz de rigidez em aeroelasticidade de
painéis. Como consequéncia, o problema de autovalor obtido é dito polinomial complexo
nao-autoadjunto. O resultado disso sao diferentes autovetores de esquerda e de direita,
que implicam numa abordagem diferente para determinacao dos mesmos. Esta diferenca
nao ¢é levada em conta pelos métodos convencionais, e portanto, nao sao bem adaptados
para o caso.

Desta maneira, uma forma de contornar o problema, porém sem entrar no mérito dos
autovetores de esquerda e de direita, é contemplar toda a dindmica do sistema. A partir
disso, criar residuos estaticos com base nos esforgos aerodinamicos e dinamicos, os quais
sao definidos a partir do proprio deslocamento do painel, gerado pelo préprio carrega-
mento aerodindmico. Isto implica numa base de reducao criada de maneira iterativa, e

portanto, tera uma ordem maior do que as bases convencionais, mas que é capaz de resol-
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ver o problema com excelentes compromissos entre custo computacional e qualidade dos

resultados.

4.5 Resultados e Discussoes

Nesta secao serao apresentados os resultados referentes aos modelos de placa sanduiche
desenvolvidos com a férmula de recorréncia, comparagoes deste com a abordagem de
Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001), bem como comparagdes com o Modelo do
Moédulo Complexo. Todas estas andlises serao realizadas sem a presenga de carregamento
aerodinamico e ao lugar deste, um impulso unitario sera utilizado.

Em seguida, os modelos aeroviscoelasticos serao estudados comparando a recorréncia
com Moédulo Complexo e as diferengas na predicao da velocidade critica. Finalmente, os
modelos reduzidos sao apresentados.

Para todas a analises que seguem, uma placa com as seguintes propriedades mecanicas

e geométricas serd utilizada:

Tabela 4.1: Propriedades mecanicas da placa sanduiche

Camada Young [GPa] Densidade [%} Poisson Esp.[mm] L,[m] L,[m]
Base (1) 73 2780 0.34 2 0.39 0.33
Visco. (2) G (w,T) 1600 0.49 0.5 0.39 0.33
Rest. (3) 73 2780 0.34 0.5 0.39 0.33

Um esquema da discretizacao em elementos finitos da placa quadri-apoiada é mostrado
na Fig.(4.6) com o ponto de aplicagdo da forca e visualizagdao do deslocamento sendo o né
17.

4.5.1 Formula de recorréncia vs modelo de Schmidt e Gaul

O principal objetivo desta comparacao é mostrar que a Formula de Recorréncia, pro-
posta neste trabalho, e a abordagem de Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001) sao
matematicamente o mesmo problema e diferencas percebidas sao devido ao processo nu-
mérico realizar muito mais calculos que o outro, acumulando assim uma maior quantidade
de erros numéricos. Dessa grande diferenca de célculos realizados, erros numéricos surgi-
rao necessaria mente.

A anélise serd feita para uma temperatura do material viscoelastico de 15°C', com um
passo de tempo, At = 0.1 ms e N; = 500. Os resultados s@o mostrados por meio das

respostas no dominio do tempo, na Fig.(4.7).
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Figura 4.6: Discretizagdo da placa em elementos finitos da placa sanduiche para uma

malha de 6 x 6 elementos.
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Figura 4.7: Comparacao entre as abordagens de Schmidt e Gaiil e a Férmula de Recor-

réncia.

Finalmente, a Fig.(4.8) compara os dois modelos no dominio da frequéncia. As curvas

foram obtidas pelo calculo da FRF entre a resposta e o impulso unitario e as respostas

normalizadas pelo maximo de cada uma das FRFs.

A 1ltima e mais importante andlise feita nesta etapa é a comparagao entre os esforcos

computacionais das duas abordagens. A Tabela 4.2 mostra como a abordagem de Schmidt

e Gaul é inviavel, mesmo para andlises simples como uma avaliacao modal. Utiliza-la

para problemas de aeroelasticidade nao era uma opc¢ao, tornando imperativo contornar o
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Figura 4.8: Diferencas entre as FRFs dos modelos de Schmidt e Gaiil e a formula de
recorréncia.

problema. A solugao veio entdao com a criacdo da férmula de recorréncia que permitiu a

viabilidade de qualquer tipo de analise.

Tabela 4.2: Formulagao classica de Schmidt e Gaiil vs Féormula de Recorréncia.

S&G Recorréncia
Malha GDL Tempo de processamento Melhoria [%)]

6x6 291  OhH3min 93s 98.33
<7 388  4h40min 68s 99.60
8x8 499  6h08min 84s 99.62
9x9 624  7h44min 99s 99.64

E importante remarcar que nenhum método de reducdo de modelos foi aplicado no
problema da férmula de recorréncia. Tamanha expressividade nos resultados se deve ao
fato de que a tensao da camada viscoelastica nao é mais auto-dependente, fazendo com
que as integrais dos campos de tensao elemento a elemento e para cada passo de tempo
se esvanecam do integrador numérico.

Como resultado, o uso do modelo fracionario pdde ser expandido para aplicagoes
como a avaliacao das caracteristicas aeroelasticas de estruturas tratadas com material
viscoelastico. Em seguida, modelo FDM com a férmula de recorréncia sera confrontado

com o Mdédulo Complexo.

4.5.2  Formula de Recorréncia vs Modulo Complezo

O intuito desta avaliagdo é mostrar como os dois modelos apresentam divergéncias

em relagdo ao comportamento dinamico, devido provavelmente a causalidade. Assim,
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uma analise harmonica é feita comparando as duas FRFs sob as mesmas condigoes de

temperatura do material viscoelastico, 15°C, e condi¢ao de contorno.

101,6 [Hz] 108,5[Hz] Médulo Complexo
L —— FDM
T o8 237 [Hz]
8 291,5 [Hz]
©
0.6
® 410,5 [Hz]
N
©
€ 04r 222,11/[Hz] 2677 [Nz]
o
2
3 o2t
=]
=
E or
<
_0.2 1 1 1 1 1
(] 100 200 300 400 500

Frequéncia [Hz]

Figura 4.9: FRFs comparativas entre o modelo fracionario e o Médulo Complexo.

A normalizagdo das amplitudes é feita pelo valor maximo das respectivas curvas. Nota-
se importantes diferencas nos valores das frequéncias naturais dos dois modelos, bem
como na quantidade de amortecimento. Isto pode estar ligado a causalidade do modelo
FDM, muito comentada por Bagley e Torvick e também pela forma como os dois modelos

abordam suas leis constitutivas.

Aplicacdo - flutter de painéis

Em seguida, o problema de aeroelasticidade de painéis aeronauticos é avaliado. Para
o Médulo Complexo o diagrama V-g é tragado com base num método muito similar ao
método P-k (WRIGHT; COOPER, 2015), onde para uma dada velocidade de escoamento
as frequéncias naturais do sistema sao determinadas de forma iterativa. Tem-se assim um
problema onde o sistema ¢é dependente da velocidade do escoamento devido as matrizes
de rigidez e amortecimento aerodinamico e também da temperatura e das frequéncias de
excitagdo. Apesar de tantas variaveis, a forma de se resolver nao muda, e somente um
laco iterativo com base nas frequéncias naturais que se deseja determinar é utilizado.

A Fig.(4.10) mostra o ponto em que o amortecimento aerodindmico, g = 2&5”3, ¢ igual

a zero, ponto que indica que o sistema assume um movimento conservativo, como sera
visto no modelo FDM.
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Figura 4.10: FRFs comparativas entre o modelo fraciondrio e o Médulo Complexo.

O processo para determinar a velocidade critica no dominio do tempo pode ser feito
de forma iterativa demandando também muito tempo para se obter um resultado. As
Figs.(4.11), (4.12) e (4.13) como o sistema passa de estével para aproximadamente nao
amortecido e finalmente instavel.

4 ><10-6 T T T T

—3091.8 km/h

Amplitude [m]

-4 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo [s]

Figura 4.11: Resposta temporal do sistema em um ponto anterior ao flutter.
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Figura 4.12: Resposta temporal do sistema em um ponto proximo ao flutter.
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Figura 4.13: Resposta temporal do sistema em um ponto posterior ao flutter.

Dadas as diferengas apresentadas pelos modelos, poder-se-ia argumentar sobre as di-
ferenca em hertz das duas primeiras frequéncias naturais apresentadas por cada um, ver
Fig.(4.9). Porém dado que a diferenca apresentada pelo modelo FDM é maior, este de-
veria apresentar uma velocidade de flutter também maior, mas nao é o caso. Entretanto,
ha um outro argumento que poderia explicar a diferenca nas velocidades criticas apresen-
tadas, que é a maior quantidade de amortecimento gerada pelo Médulo Complexo. Isso
contribuiria para aumentar a velocidade de flutter, porém nao é possivel quantificar esta

informacgao. Neste conflito, novamente nao ha como obter muita informagcao para discorrer



60

sobre estas diferencgas, nem alguma pista sobre a real influéncia do amortecimento viscoe-
lastico no comportamento aeroviscoelastico do sistema. Experimentos seriam necessarios
para se obter mais informagdes do comportamento dinamico de sistemas aeroviscoelasti-
COS.

Além disso, ndo se pode afirmar com certeza que a velocidade de 3125 km/h predita
pela Formula de Recorréncia é aquela cujo amortecimento vale exatamente zero. Para se
ter certeza deste valor, seria necessario avaliar o sistema para t — 0o e assim confirmar
que o mesmo nem converge, nem diverge e sim que se mantém puramente conservativo.
Entretanto, é plausivel dizer que esta é aproximadamente a velocidade de flutter, ou ainda
que o sistema estd num ponto muito proximo da ocorréncia do fendmeno.

Outra remarca importante é que as amplitudes mostradas nas figuras nao sao verda-
deiras, uma vez que para velocidades tao proximas ao flutter, as amplitudes do sistemas
podem exceder o limiar da linearidade e do nao linearidade. No capitulo sobre secao
tipica nao linear, sera possivel entender um pouco melhor como sistemas aeroelasticos se
comportam antes e depois do flutter em funcao do grau de nao linearidade inserido no

sistema.






CAPITULO V

Modelagem de Vigas Sanduiche

Neste capitulo, sera apresentada toda a modelagem de viga sanduiche e todas as
consideragoes feitas para que uma viga sanduiche seja criada com todos os graus de
liberdade necessarios para que tanto o amortecimento viscoelastico devido ao cisalhamento
ao longo da espessura da camada seja calculado, quanto o grau de liberdade de torcao.
Estas duas dinamicas sao primordiais para que seja possivel criar a sandwich plate like
wing através da Teoria das Faixas (WRIGHT; COOPER, 2015).

Neste contexto, este capitulo mostrara em detalhes toda a formulagao variacional para
o calculo dos potenciais de energia cinética e de deformacgao para a viga sanduiche segundo
o modelo fracionario da Féormula de Recorréncia, com sua lei constitutiva adaptado para
0 caso.

Em seguida, a aplicagdo do método dos Elementos Finitos é mostrada até a obtencao
das matrizes globais de massa e rigidez. Finalmente, uma comparacao entre os modelos
fraciondrios da Formula de Recorréncia e o modelo proposto por Galicio (GALUCIO;
DEU; OHAYON, 2004) é mostrada.

5.1 Viga de Euler-Bernoulli

Para se modelar uma viga sanduiche, é necessario inicialmente desenvolver o modelo
de uma viga simples puramente elastica. Neste trabalho sera utilizada a Teoria de Vigas
de Euler-Bernoulli (REDDY; MAHAFEY, 2013), tanto para a viga simples quanto para
a viga sanduiche. Desta maneira, serdo apresentadas primeiramente as suposicoes feitas
para a viga simples, que permitirao definir o que sera a viga sanduiche.

Portanto, considera-se uma viga engastada-livre cujo referencial inercial se encontra na

sob a linha neutra, na metade da largura, sob a linha neutra e em sua extremidade engas-
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tada. Seus eixos sdo orientados como mostrado na Fig.5.1 para facilitar a implementacgao

da Teoria das Faixas.

- — - Viga deformada

— Viga indeformad/

X

VH

(b) Flexdo da viga. (¢) Torgdo da viga.

Figura 5.1: Cinemética da viga no espaco.

As figuras mostram a cinematica nos dois planos principais de movimento e a partir

delas, toda a cinematica é descrita através do campo de deslocamento mostrado a seguir:

w(z,y,2,t) =w(y,t) — 28, (y,t) (5.1a)
v(x,y,z,t) =v(y,t) — z%ﬁj’lﬁ) (5.1b)
u(x,y,z,t) =20, (y,t) (5.1c)

O deslocamento transversal da viga (diregao z), w(x,y, z,t), é composto por uma
componente puramente transversal, w(y,t) e outra devido a rotagao em torno do eixo,
y, referente ao movimento de tor¢do. Ja o deslocamento na direcdo ,y, é descrito pela
variavel, v(z,y, z,1), composta pelo movimento de alongamento da viga, v(y,t) e o giro
da secao transversal devido ao movimento de flexao 6, = %é”t). Ja o movimento de
translagao ao longo do eixo, x, descrito pela variavel, u(z,y,z,t), ¢ uma composi¢ao do

movimento de tor¢ao da viga. Portanto, este modelo de viga possui 4 graus de liberdade,
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representado pelo seguinte vetor: {¢;} = [u w 6, 6y]. A Fig.(5.2) mostra um elemento

finito isoparamétrico de viga com estas caracteristicas.

-1<p <l

Figura 5.2: Elemento finito da viga representado em coordenadas locais.

Este elemento de viga puramente elastico possui 8 gdls, sendo 4 gdls por né. Devido
as suposicoes de Euler-Bernoulli, observa-se que ao torcer, as se¢Oes transversais da viga
ao longo do comprimento permanecem indeformadas apesar da rotacao, tal qual mostrado
na Fig.(5.0c). Esta caracteristica sera discutida em detalhes no capitulo sobre a Teoria
das Faixas, pois é o que permite a implementacao da mesma. Além disso, considera-se
que o material utilizado na viga ¢é isotrdopico e com propriedades mecanicas lineares. As
se¢des transversais permanecem sempre perpendicular a linha neutra, mesmo apos sofre
movimentos de flexdo. Isso implica que nenhum cisalhamento transversal ao longo da
espessura é considerado.

Antes de iniciar os desenvolvimentos, uma consideracao acerca do movimento de torcao
da viga sera discutido, pois sem esta consideracao o modelo da plate/sandwich plate like

wing nao seria possivel.

5.1.1 Constante de torcao para perfis finos

Ao estudar a torcao de uma viga de Euler-Bernoulli moderadamente fina, uma correcao
deve ser feita no momento polar de inércia da estrutura. Segundo Megson (MEGSON,
1999), o momento polar de inércia da segao transversal da estrutura deve ser corrigido
por uma constante de tor¢ao quando a razao entre a largura (L) da se¢do transversal
com a sua espessura (h), L,/h, tende ao infinito. Entretanto, em casos onde esta razao
for da ordem de 10, o erro gerado é da ordem de 6%. Assim, Megson (MEGSON, 1999)

propoe uma solucao aproximada para o calculo da constante de tor¢ao:

B L, h?

Jr 5

(5.2)

onde, u, € um fator que faz a corre¢do da constante de torao, Jr, em fungdo da razao,
L,/h. Como neste trabalho esta razao é da ordem de L, /h =~ 50, é plausivel assumir que

i = 1. Desta maneira, tem-se que a partir do calculo do potencial de energia da viga
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puramente elastica, as rijezas de flexao e torcao sao determinadas como descrito abaixo:

1 o (y, 1)\ 1 02w (y, 1)\
Uy =Uat U= 2B [ (;ﬁ wvilp 2 (@ggﬂ) W (5.3
_ 1 22 (00, (y,t)\ | =° (00, (y.1)

Ao integrar a Eq.(5.3b) nas diregoes z e z, tem-se como resultado o momento polar de
inércia, J = I,+1.. Neste ponto, faz-se a substituicdo do momento polar pela constante de
inércia. Esta aproximacao ¢ aplicada tanto para as camadas elasticas, quanto viscoeléstica

da viga sanduiche.

5.1.2 Validacao Numeérica

Feitas estas consideragoes sobre a viga puramente elastica, o desenvolvimento mate-
matico deste modelo nao sera exibido por ser amplamente conhecido. Entretanto, al-
guns resultados comparativos sdo mostrados no intuito de valida-lo. Assim, foi utilizada
uma viga de aluminio T2023, cujas propriedades mecanicas se encontram na Tabela 5.1.
Observa-se que as caracteristicas geométricas das outras camadas da viga podem também
ser consultadas nesta tabela. As dimensoes da viga sao definidas com base no experimento
que sera realizado utilizando o tinel de vento do ITA. Assim tem-se que o comprimento
e largura da estrutura sao, respectivamente, L, = 0,35m, L, = 0,04m e a espessura ¢
mostrada na tabela, uma vez que cada camada apresenta um valor diferente. Para estas

analises, 70 elementos finitos foram utilizados.

Tabela 5.1: Propriedades mecanicas da viga sanduiche

Médulos [GPa]  Densidade [%} Poisson  Esp. [mm]

Camada

Base (1) 73.1 2780 0.34 0.8128
Viscoelastica (2) E(T) 950 0.49 0.5
Restringente (3) 73.1 2780 0.34 0.3

Foram criados dois modelos no software ANSYS®) nos ambientes APDL e Workbench.
Para o ambiente APDL, o elemento de viga Beam188 foi utilizado e configurado sem
restricoes quanto ao empenamento, “warping unrestrained”. A secao transversal é imposta
rigida, “cross section scale” e a andlise foi puramente linear. Foram considerados os
cisalhamentos transversal e devido a tor¢dao. Além disso, foi considerado também um

modelo analitico, cuja funcao para determinacao das frequéncias circulares naturais é
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descrita abaixo (OUISSE; SADOULET-REBOUL, 2011):

EL (nr\? EI
w2 (F) = 5.4

onde K, é um parametro adimensional e seus valores sao mostrado na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Tabela recapitulativa para os valores modais de uma viga em balango sob
flexao pura.

Modo K,L,

1° modo 1.875

2° modo 4.694
n modo (20 — 1) 7/2

Assim, as frequéncias naturais dos quatro modelos s@ao comparadas na Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Anélise harménica - Valores das frequéncias naturais em [Hz|

ANSYS ANSYS Matlab 70 Yol Analitica
APDL 70 ele. ~ Workbench ele.
1° modo 5.4963 5.5167 5.4962 5.4956
2° modo 34.459 34.556 34.444 34.443
3° modo 90.851 92.916 90.91 n/a
4° modo 96.564 96.855 96.445 96.426
5° modo 189.47 190.22 188.99 188.99
6° modo 267.68 264.95 n/a n/a
7° modo 272.6 280.78 272.78 n/a

Nota-se uma excelente correlagao entre os resultados obtidos com os modelos em
ANSYS®), Matlab e analitico. O modelo criado em ambiente Workbench apresenta dis-
crepancias em alguns valores devido a restrigao do empenamento. Outro ponto importante
de se destacar é o sexto modo de vibrar, que ndo ¢ visto pelo modelo em Matlab por se
tratar de um modo de flexao no plano zy, também conhecido como “in-plane mode”. Ja
o modelo analitico nao possui a capacidade de visualizar o “in-plane mode” e os modos
de tor¢ao, por se tratar de uma solucao para uma viga sob flexao pura. Para confirmar
que os modos nao visualizados pelos modelos em Matlab e analitico sdo realmente os

mencionados, as formas modais relativas a cada frequéncia sdo mostradas na Fig.(5.3).
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(a) 1° modo - flexao. (b) 2° modo - flexao.

(c) 3° modo - torgao. (d) 4° modo - flexao.

(e) 5° modo - flexao. (f) 6° modo - “in-plane”.

(g) 7° modo - torsao.

Figura 5.3: Formas modais associadas obtidas no ANSYS WorkBench.

Em seguida, uma avaliagdo no dominio do tempo é realizada. Este processo é muito
importante, pois o estudo aeroeldstico sera realizado neste dominio. Logo, esta analise
serd realizada utilizando o método numérico de Newmark para integracao da equacao do
movimento e uma funcao seno como fonte externa de excitagao do tipo, F'(t) = 10sen (wt),
onde w é equivalente a uma frequéncia de 30Hz. Os parametros utilizados no método
de Newmark foram obtidos da referéncia (BATHE, 2006) e utilizado um passo de tempo
constante de 0.1ms. Um modelo contendo 35 elementos foi utilizado e o esforco externo
aplicado no n6 5 da viga e visualizado no né 36 (extremidade). A Fig.(5.4) mostra o
aspecto harmonico do esforgo externo.

O ANSYS APDL foi configurado exatamente como realizado no matlab e o resultado
¢ mostrado na Fig.(5.5).

As curvas mostram uma excelente correlacao, constatando que o modelo em elementos
finitos desenvolvido é capaz de representar corretamente a dinamica da estrutura. Diante
disso, a préxima etapa sera desenvolver a viga sanduiche para aplicagdo da Teoria das

Faixas.
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Figura 5.4: Esfor¢o harmonico senoidal.
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Figura 5.5: Comparagao das respostas transientes obtidas em Matlab e ANSYS APDL.

5.1.3  Viga com lastro

Uma breve avaliagao sobre os efeitos de um lastro posicionado na extremidade da plate
like wing é feita nesta parte do trabalho. Uma remarca é feita, pois a partir deste ponto
a viga de Euler-Bernoulli serd tratada como plate like wing.

O lastro é uma massa posicionada de tal maneira que seu centro de gravidade esteja
localizado a uma certa distancia do eixo elastico da asa. O efeito desta pratica é fazer com
que a 2° e 3° frequéncias naturais da viga se aproximem. Como resultado, a velocidade
critica do sistema reduz consideravelmente, possibilitando realizar a analise aeroeldstica
no tunel de vento disponivel. A Fig.(5.6) mostra como é essa massa e como ela ¢ fixada

a asa.
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Figura 5.6: Plate like wing posicionada no tinel de vento com o lastro fixo na extremidade.

Nao ¢é esperada nenhuma modificagdo na rigidez da plate like wing pela adicdo do
lastro, somente suas propriedades de inércia alterarao o sistema. Estas propriedades sao

listadas abaixo:
d massa - m = 0,03458kg;
1 momento de inércia de massa em torno do eixo y - I = 1,858 x 10 °kgm?;

d produto de inércia para um deslocamento, r, em relacio ao eixo elastico -

Sw = mr kgm, onde r é a distancia entre o C.GG do lastro e o eixo elastico.

Para inserir estas propriedades de massa na matriz de massa da viga, o lastro é ideali-
zado como uma massa concentrada que ¢é adicionada do ultimo né da viga nos respectivos

graus de liberdade, pela soma mostrada a seguir:
My(gdly?, gdli) = My(gdl?, gdli”) +m (5.5)

O momento de inércia é somado no respectivo grau de liberdade de rotacdo em torno

do eixo y do ultimo no.
M, ( dl(n) dl(n)) =M, ( dl(n) dl(n)) +1 (5 6)
g\gaty =, gty g\gaty, =, gaty, :

Finalmente, os produtos de inércia devem ser adicionados fora da diagonal principal

da matriz fazendo uso dos graus de liberadade: gdI{™ e gdl{gz)7 como mostrado abaixo:

M, (gdl?, gdls?) = M,(gdl?, gdlg?) + S, (5.72)
M, (gdly?, gdls) = M, (gdli)”, gdIS) + S, (5.7b)
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onde gdl§n) faz referéncia ao grau de liberdade do respectivo né (n) em que se deseja
adicionar as propriedades de inércia do lastro. Neste caso, o lastro é adicionado no né da
extremidade.

Nestas condigoes, tem-se que as quatro primeiras frequéncias naturais da plate like
wing sao: 2,34Hz, 25.03Hz e 27.41H z. Comparando estes valores de frequéncia natural
com aqueles da estrutura sem lastro, 5.49H z, 34.44H z, e 90.91H z, é possivel ver o efeito
do lastro e como ele nao s6 reduz os valores das frequéncias mas também aproxima de
forma importante a segunda e terceira frequéncias naturais. Isto é primordial para o
sistema aeroeldstico, pois permite que o sistema entre em flutter dentro dos limites do

tunel. As FRFs destes dois sistemas sao mostradas na Fig.(5.7).

Com lastro
Sem lastro

12

11

Y
o
T

Amplitude [dB] Ref.: 1x 10
o

o]
T

0 20 40 60 80 100
Frequéncia [Hz]

Figura 5.7: FRFs da plate likee wing com e sem lastro.

Serao avaliadas no tunel de vento trés posicionamentos diferentes do lastro em relacao
ao eixo elastico da plate like wing. A Tabela 5.4 mostra os valores das trés primeiras

frequéncias naturais para estas modificagoes no lastro.

Tabela 5.4: Variagao das frequéncias naturais da plate like wing em funcao da posicao do
lastro.

Posicao do lastro

{mm] Fl [HZ] FQ [HZ] F3 [HZ]
—5mm 2,34 24,95 26,90
“10mm 2,34 24,27 927.48
—15mm 2,34 23,52 28,10

As coordenadas do centro de gravidade do lastro sdo negativas, pois de acordo com o
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sistema de coordenadas adotado (isto serd explicado com mais detalhes no capitulo 7), o
mesmo é deslocado para tras do eixo elastico da plate like wing.

Portanto, de acordo com os valores de frequéncia natural apresentados na Tabela 5.4,
nota-se como a segunda e terceira frequéncia se separam. Isso tera um efeito direto na
velocidade critica, onde o sistema com o posicionamento de —15mm devera apresentar

instabilidade em velocidades superiores.

5.2 Viga Sanduiche de Euler-Bernoulli

Para modelar uma viga sanduiche, o conceito de camada equivalente tinica (FARIA,
2010) juntamente com a Toeria Zigue-zague, ou Teoria Layerwise de primeira ordem é
utilizado, justamente por serem abordagens amplamente utilizadas. A grande maioria
das referéncias citadas neste trabalho (FARIA, 2010; GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004;
de Lima, 2007; TRINDADE; BENJEDOU; OHAYON, 2001), fazem uso da Teoria Zigue-
zague.

O modelo de viga sanduiche possui algumas particularidades importantes. Talvez
a mais importante é assumir um estado uniaxial de tensao, pois é esta suposicdo que
permitira definir a lei constitutiva do material viscoelastico a partir da lei constitutivas
mais gerais apresentadas no Capitulo 3. Além disso, serd assumido que o deslocamento
na direcao, z, e as duas rotacoes, 0, e 0,, sao as mesmas para as trés camadas, muito
similar ao realizado no modelo placa sanduiche. Entretanto, o deslocamento ao longo do
comprimento principal é diferente para as trés camadas, significando que um polinémio
interpolador linear deve ser atribuido para este grau de liberdade. Essa é uma parte
crucial para o modelo de viga sanduiche, pois é este movimento que gerara o cisalhamento
transversal ao longo da camada viscoelastica. Neste contexto, tem-se que o deslocamento,
v®) (2,9, z,t), da camada viscoeldstica é determinado por uma relacio cinemética definida
pelas camadas externas (1) e (3), tal qual mostrado na Fig.(5.8).

Assim, os deslocamentos, v®)(z,y, z,t), podem ser descritos de acordo com Teoria
Zigue-Zague de primeira ordem (TRINDADE; BENJEDOU; OHAYON, 2001) pela se-

guinte expressao:

ow(y,t)

o (5.8)

U(k) (:ana th) = U(()k)(yat) - (Z - Z(k)>

onde, k =1, 2 e 3, sao os indices relativos as camadas base, viscoelastica e restringente,

—(hi+h ho+h .
% 3 = % marcam a linha neutra

respectivamente. Os parametros, 2! = ez
das camadas (1) e (3) em relacdo a referéncia. Avaliando a Eq.(5.8) para k = 1,3, os
parametros z; e z3 sao substituidos e os desenvolvimentos dos calculos das velocidades e
deformagao levarao aos potenciais de energia cinética e de deformacao elastica utilizados

no célculo das matrizes de massa e rigidez das camadas (1) e (3). Este desenvolvimento



72

B
0
. C Z_' i

B S . GRS 1§

i D !

i

i

!
Zy
(a) Deformagoes no plano ZY. (b) Foco na deformacéo

cisalhante ao longo da
espessura da camada
viscoelastica.

Figura 5.8: Cinematica da viga sanduiche.

nao sera mostrado por se tratar exatamente do mesmo procedimento feito para o calculo

das matrizes de massa e rigidez da viga de Euler-Bernoulli. Desta forma, sera mostrado

os desenvolvimento dos potenciais de energia da camada viscoelastica, onde tem-se que

v? (2,1, 2,1), é definido pela seguinte expressao:

)(%(()2) (y,1)
0z

onde v(()z) (y,t), descreve o efeito de alongamento sobre a linha neutra da camada viscoe-

lastica. Portanto, com base na Fig.(5.8), pode-se dizer que v((]z) (y,1) vale:

v (2, 2,t) = 052 (y,1) + 220@ = ol (y, 1) + 2@ (5.9)

v, +v
o () = =2 (5.10)
Para determinar os termos vp e v¢, avalia-se a Eq.(5.8) para z = —h—; ez = h—227
respectivamente, obtendo:
h hi0 t
v(l) <y7_?27t> =Up =111 (y7t)_?1%7) (511&)

h3 (911] (y7 t)

h
) R T = D
v <y 5 ,t> ve = v3 (Y, t) + > oy (5.11b)
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Agora é possivel determinar o alongamento, v((f) (y,t), da camada viscoeldstica, em

termos dos deslocamentos das camadas base (1) e restringente (3):

v(()2) (y.1) = vy (y,t) + vs (.%t)_'_h?, —hiow (y,t)

2 4 oy (5.12)
1 hg — hl ow (y, t) ‘
gy | (y,t) +vs (y,t) + 5 o
dvy (1)

O outro termo do campo de deslocamento da camada viscoeldstica, =25, e respon-
savel pelo cisalhamento ao longo da espessura, pode ser definido pelas observagoes feitas
na Fig.(5.7a) e admitindo pequenos deslocamentos:

dvg” (y.t) _ (ve —vs)
82’ hg

Como as grandezas vp e ve ja foram definidas, basta substitui-las na Eq.(5.13).

ous? (y,t) 1 hs + hy Ow <y,t>>

P = hig <U3 (yu t) — U (y’ t) + 92 ay

Introduzindo as Eqs.(5.12) e (5.14) na Eq.(5.9), define-se o campo de deslocamento da

(5.13)

(5.14)

camada viscoelastica na dire¢do, y, em funcao dos graus de liberdade das camadas base e

restringente.
1 dy Ow (y,t
U(z) (‘raya 27t> = 5 [UI (yat) + U3 (y7t> + 213(3)] +
" (5.15)
Z, dg 621) y,t
e + = t t —_—
+h2 U3(y7 )Ul (y’ )+ 2 8y :|

onde di = hz — hy e do = hy + hs. O campo de deslocamento na direcao x, da camada
viscoelastica é o mesmo das camadas elasticas, uma vez que hé o principio da inextensi-
bilidade nesta direcao. Além disso, é imposto que o angulo de torcao e o deslocamento

transversal sdo os mesmo. Desta forma, tem-se que:
w® (z,y,2,t) = w (y,t) — 26, (y,1) (5.16a)
u® (y, z,t) = 20, (y, 2, 1) (5.16b)
Pode-se entao calcular o campo de desformagao, {e (z,y, z,t)}, da camada viscoelds-

tica:
o (z,y,2,1)

(2) — = 1
5:(::6 (.I',y, Zat) al’ O (5 7&)
@ (z,y,2,1)
5?(2 (x,y,2,t) = 9y = ..
1[0 (vi (y,t) +vs(y,t) | di 0w (y,1)
g [ 3y + SR + (5.17b)

L2 [0 (yt) —u(y.t) | do 0w (y,t)
hs dy 2 Oy?
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ow (x,y, z,t)

5 -0 (5.17¢)

8222) ('r7 y’ Z’ t) =

2) (2)
ou (x;y7zat> + dv (x,y, Z’t> = z% (517d)

2e() t) =
gwy (I’,y,Z, ) ay Ozr ay

o (2,9.2,1) | 0w (2,2, 1)

2¢ (2,9, 2,t) = 5 5
y4 a

—0,(5,8) = 0, (y.) =0 (5.17¢)

dv@ )y 0O t
262 (0,4, 7,8) = DL 2D Du@mnzt)

0z dy
d3 dw (y7 t) . xaey (yu t)

1
"'E[U3 (y,t) — v (y’t)]+27h2 y y

(5.17f)

Para simplificar a escrita, a dependéncia das variaveis em relagdo a x,y, z serdo omi-
tidas do texto. Outra modificacdo da escrita é a nova forma para denotar a dependéncia
temporal dos termos: {.},, ao lugar de {.(t)}. Esta é feita para facilitar a descricao
das equagoes quando o calculo fracionario for introduzido. Logo, o vetor de deformacao

viscoelastica pode ser reescrito, como segue:

2
2

{6(2)}t - 285621/) = {ea}t, +{es}t, +{ech + {eeh, (5.18)
22

Similar ao realizado para as camadas elasticas, é possivel separar os efeitos de alon-
gamento, {6a}§2), flexao, {q}f) e cisalhamento transversal no plano yz, {€C}§2), como

mostrado abaixo:

O(v1+wv3) + di 9%w

4 Oy?
{e?} = 0 (5.19a)
0
d(va—v1) ds 0%w
R R A X
{ef'} = o 0 (5.19Db)
0
{e?} = 0 (5.19¢)
h% |:<U3 — ) + %Lw(%’t)]
0
2 80, (y,
{et} =1 22l (5.19d)
9y (v.1)
Jy




(6]

Observa-se que os termos multiplicados por x e z mostrados nas Eqgs.(6.39) resulta-
rao na componente torcional da rigidez, onde as variaveis explicitas x e z presentes nas
mesmas, resultarao no momento polar de inércia. Portanto, apds definir o campo de
deformacéo, é possivel determinar o potencial de energia viscoelastica, U®, segundo a

seguinte equacao:
T

U@ _ ;/V{gm}t {0(2>}th (5.20)

EQ), e de

Nesta equagao, é evidente a dependéncia temporal do campo de tensao, {o}
deformacgao, {5}%2), onde essa dependéncia ¢é descrita por meio do Método das Derivadas
Fraciondrias, (RICHARD, 2014). Este desenvolvimento serd mostrado na préxima segao,
pois é preciso descrever a tensao, {o},, por meio do calculo fracionario. Este processo
serda mostrado em detalhes, pois uma formulagao matricial sera demostrada, apesar do
estado uniaxial de tensao. Entretanto, vale salientar que até este ponto o desenvolvimento
no dominio da frequéncia e do tempo sao exatamente os mesmos, como pode ser visto
no trabalho de Cunha-Filho (FILHO, 2015). O mesmo vale para o potencial de energia
cinética, T®, o qual pode ser determinado por meio das derivadas temporais do campo

de deslocamento da camada viscoelastica, o qual é descrito abaixo:

@ 1. . diow z, (. . dyow

=3 R R 21
Vg 2<v1+vg+26y>+h2 <v3 U1+28y (5.21a)
uf? = 20, (5.21b)
W =i — 6, (5.21c)

Logo, a partir da definicao de potencial de energia cinética, tem-se que para a camada

viscoelastica, a energia cinética pode ser definida pela seguinte equacao:

1 1 1
T® = §p(2) /V oAV + 5p@) /V W@’V + 5p<2) /V w?dV (5.22)

Ao elevar o campo de velocidade ao quadrado, surgirao termos cruzados pré-multiplicados

por, z e x que serao anulados como segue:

hy 2| %

/j wdr= | =0 (5.23a)
Ly 2|5

/L vdr =21 =0 (5.23b)
& ..
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Desta forma, tem-se que desenvolvendo a parcela referente ao alongamento e a flexao,

©®? sdo obtidas as seguintes componentes de energia cinética:

e = ;Z (01 + 03)" AV (5.24a)

T, - dlp / (i1 +03) dv (5.24b)

T = ;fzp ; (?5)2&/ (5.24c¢)

o = ;ffz 22 (03 —00)* AV (5.24d)

Tive, = 1Z§p | (s —dv (5.24¢)

T = ;4‘22 P / 2 (glb)izv (5.24f)

v Y
Finalmente, os termos referentes as velocidades, ©® e w®), sdo desenvolvidos:

Tégi = ;p/VzQGIZdV (5.25a)

T® = l,o w>dV (5.25b)

2" Jv
ngy = ;p/vxzézd‘/ (5.25¢)

Apos descrever o potencial de energia cinética, o método dos elementos finitos pode ser
aplicado para obtengao das matrizes de massa. Quanto ao desenvolvimento da Eq.(5.20),
o mesmo sera feito mais a frente, pois o desenvolvimento da lei constitutiva segundo o

calculo fracionario deve ainda ser apresentada.

5.2.1 Aplicagao do Método dos Elementos Finitos

Nesta secao, o Método dos Elementos Finitos ¢ aplicado ao modelo de viga sanduiche.
Este processo, bem como a determinacao das fungoes de forma se encontram no Anexo
A.3. Portanto, ao substituir as Eqs.(A.16) nas Eqgs.(5.24) e (5.25), sao obtidas as seguintes
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equacoes matriciais:

1 o pPA 1 A (e
T = S B [, + V), )7 1] dn {1 (5.26a)
o7 PP A2 -
U139 7{ }t p 4 b / ([Nl]v + [NS]U>T [Nyﬁ]w |J| dn {(J}g ) (526b)
@ Lya@r AL ot @ 5.26
D= AN Bt | ING NG, | dn {a (5.26¢)
@ _ 1@ pPA 2 ()
T = S P [ (], = i), 1] dn (g (5.260)
1 g pPA2 e
T, = S (S s [ (N, = 6,7 N, 1] dn () (5.26¢)
T 4 d3 1
(e) 2 T 1 (e)
T = a) @%%&LNMAMMMMMh (5.260)
T = 4K oL [ IV [N, 1] dn {4} (5.268)
1 . e 6
Y= {dh " / 1 17 dn {@}! (5.26h)
1 NOH e .
Ti, = 5 1) ”1(/ [Ny, 17]dn {3} (5.261)

onde, b, é o comprimento elementar. A notagao matricial [¢ o, ,] representa a derivada
da funcao de forma em relagdao as varidveis de coordenadas locais & ou n e na notagao
[N13], ... Osnimeros representam a camada e as lestras subscritas denotam a funcao de
’ s WhVy
: = (2) (2)
forma do grau de liberdade em questao. Nota-se que as parcelas, Tuey eT w0y quando

somadas, resultam na energia cinética de Tor¢ao da estrutura, logo pode ser dito que:

1
1 = 1) + 78 = A o (L+ 1) [ NI N, ldn gl (5.27)
Destas equacoes sera determmada a matriz de massa elementar da camada viscoelas-

tica, a qual pode ser representada pelo seguinte somatorio:

MIE) = [M] (5.28)

w

+[M],, 0, + [M],, + Mg, + My, + M, +[M],+ [M]

V13

Em seguida serd mostrado como determinar as matrizes de rigidez elementares.

5.2.2  Modelo das derivadas fraciondrias aplicado a viga sanduiche

O desenvolvimento do potencial de energia de deformagao foi separado do potencial
de energia cinética por envolver o calculo fracionario. Assim, ainda atendendo as supo-

sicoes feitas na Secao 3.3.3, onde é considerado um estado uniaxial de tensdo, tem-se
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que a lei constitutiva relacionada a camada viscoelastica pode ser descrita matricialmente
por ter os efeitos de torcao e cisalhamento ao longo da espessura. Assim, uma relagao
matricial completamente baseada na Lei de Hooke e no médulo de cisalhamento pode ser

estabelecida para a camada viscoelastica:

(o3
0% yy

Tyy 2(1+v) 0 0 5ie
0%, =7 d” {8}
{ohy =\ =G| 0 1 0{2%m =G|G]—_ (5.29)
0%y
7, 0 o0 1] (252

Esta notacao contradiz o que foi dito no Capitulo 3 sobre a incapacidade de descrever
a lei constitutiva dos materiais viscoelastico utilizando a Lei de Hooke Generalizada.
Entretanto, assim como assumido por Redy (REDDY; MAHAFEY, 2013), adota-se que
para um caso uniaxial de tensdo, os efeitos de Poisson para as deformacoes axiais sao
desconsiderados, ou seja, para estas tensoes yu = 0. A Lei de Hooke Generalizada é
descrita no Apéndice A.2 onde a demostracao destas suposicoes é feita.

Entretanto, o efeito de Poisson é considerado para os efeitos de forma das deformacoes.
O resultado desta suposicao é o desacople das deformagoes cisalhantes, ou cruzadas, com
as deformagoes axiais, basta ver a matriz constitutiva, {@}, na Eq.(5.29). Portanto, na
auséncia do acoplamento entre os movimentos de alongamento, cisalhamento ao longo da
espessura e torcao se torna possivel descrever uma equagao matricial para a lei constitutiva
fracionaria para o caso da viga sanduiche. Além disso, ao evocar o PEEV e estabelecer que
o coeficiente de Poisson, v, seja constante, é possivel descrever o médulo de cisalhamento

em termos do modulo de Young:

E
G=—7—— 5.30
2(1+v) (530)
Assim, aplicando o conceito de derivada fracionéria de Riemann (RICHARD, 2014) na
Eq.(5.29), um modelo RTG (MAKRIS, 1997; BAGLEY; TORVIK, 1983) que relaciona o

alongamento e os cisalhamentos da viga sanduiche é desenvolvido e as seguintes equagoes

podem ser descritas:

{owd + a5 1owd = Bolew), + Bu o) (5.31a)
{7y}, + anz {Tay}, = 2Go {eay}, + QGDO;; {eay}, (5.31b)
{7}, + agjz (7.}, = 2Go {2y}, + QGOOC‘;; (e}, (5.31¢)
onde,
ag =2ac(1+v); Ey=2Gi(1+v); Ex=2G(l+v). (5.32)

Neste ponto, um comentario importante é feito referente as deformagoes cruzadas. Ao

observar as Egs.(5.29) e (5.31b), (5.31c), nota-se uma mudanca importante. O coeficiente
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2 do termo 2 {e;;}, passa a multiplicar o médulo de cisalhamento e vira somente, {e;;}.
Esta é uma manipulagdo matematica que permite a criacao da matriz de transformagao
linear, [T7,

7] = (5.33)

o O =
O N O
N O O

que permite descrever toda a lei constitutiva do sistema de forma matricial, como mos-
trado na Eq(5.34).

{o}, +ac [E] Wa{tj}t = Go |E| [T){e}, + Gw | E] [T] aaa‘ij}t (5.34)

Apoés todas estas consideragoes, a aproximagao de Griinwald-Letnikov (SCHMIDT;
GAUL, 2001) é aplicada a Eq.(5.34) e avaliada para j = 0, obtendo:

1+ [E] 7)o} = .
+(Go [E] 111+ Gos [E] [T) AC) {2}, +

-+ G [E][T) At i A {ed_jar— - (5.35)

Jj=1

_ Al
.= ag [E} AT Ajn {o}jni

Jj=1

A Eq.(5.35) pode ser reescrita em termos dos pardmetros D;:

{0}, = D] ZAJH {0} yas + (Dol {ea}, + D3] ZAJH ChN (5.36)
onde
D] = () + ac [E] A=) (~ag [E] At) (5.37a)
D] = ([1] + ag [E] At™) " (Go [E] [T] + Gue [E] [T] &) (5.37h)
D) = (U] + ac [E] A=) (G [E] [T] AF) (5.37¢)

Finalmente a Eq.(5.36) pode ser reescrita de acordo com a férmula de recorréncia da

seguinte maneira:

N

or = [Bil{elijar,  onde  [Bi] = [Dy (5.38a)

Jj=0

[Bj4+1] = [Ds] Ajr + Z A1 [Bj1i] (5.38b)
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Aplica-se, assim, o método dos elementos finitos para descrever os campos de defor-

macao definidos nas Eqs.(5.18) e Eqs.(5.19) por meio das fungoes de forma,

{ea} = [ ol {a}, (5.39)

{er} = [Bf] {a}, (5.39b)
{ect = [ c] {a}, (5-39¢)
{e} = [B]{q}, (5.39d)

Ao substituir as Eqgs.(5.39) na Eq.(5.38b), as seguintes equagoes sao obtidas:

{oa}, = ]Zijo [8j41] [Bal {2} o, (5.40a)
(o7}, = i ya] (B {0} (5.40)
(o}, = i Byl (B} 0 (5.400)
{0}, = % [B1) Bl {a}) a0 (5.40d)

Observa-se que a fracdo 3 foi contraida pelas matrizes [B.] e [B,]. Da forma como
estao escritas as componentes de tensao da camada viscoelastica, ndo é possivel calcular
o potencial de energia de deformacgao devido a presenca dos termos recorrentes. Para

separd-los, é preciso avaliar as Eqs.(5.40) para j = 0, como mostrado a seguir:

{00}, = [D2] [Ba] {q}” +Zﬁj+1 ARCIRN (5.41a)
(o) = DB K+ Sl B ()
(och = (D B0 + Xyl B0} (410
(o, = DB 01+ 2 ) B (5.410)

z , .. . . (e) - . (e)
E possfvel distinguir agora as componentes locais, {¢},”, e ndo-locais, {q},”;,;, do
campo de tensao, os quais resultardao nas matrizes de rijezas viscoeldsticas e nos esforgos

internos dissipativos do material. A partir destes termos sao calculados os potenciais de
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energias viscoeldstica, a comecar pela parcela local do potencial:

Ul = { } A / B, |J|dn{g}\? = ;{Q}EE)T (K] {q} (5.42a)
U@zimwfm[}&ﬁmumuwm¢ﬁzémwfwﬂmw> (5.42b)
v = ) W =[BT Dy BV dn () = 1 K (5420

Lo, [! o _ L @ pey (e
UE = A} Jo [ (BI" DB dn{a) = 5} 15 {a} ) (5.42d)

onde os parametros, A, L, e Jy representam a area da se¢ao transversal, a largura da viga
e o momento polar de inércia em torno do eixo y, respectivamente. Relembrando que aqui
serd feita a substituigdo pela constante de tor¢ao Jr. O indice (e) faz referéncia ao nivel
elementar das matrizes. O asterisco nos indices sobrescritos diferenciam as parcelas de
energia de deformagcao que originarao as matrizes de rigidez daquelas que irao determinar
os esforgos dissipativos. Estes ultimos, serao identificados por dois asteriscos, como sera
visto logo a seguir. Assim, a parcela total de rigidez viscoeldstica pode ser descrita pela

soma de cada uma das componentes calculadas:
(K*)fe) = (] + [17] + (K + K] (5.43)

Neste ponto, a equacao do movimento a nivel elementar da viga pode ser descrita da

seguinte forma:

MO {gh” + 101l + K ah = (P} — (R} (549)

onde [M]* = [M](] + [M]g) + [M](5) e [K]') = K + (5] + [K](5).

O primeiro vetor do lado direito da Eq.(5.44) representa os esforgos externos aplicados
a viga, que mais adiante serdao definidos como sendo esforgos aerodindmicos. O segundo ve-
tor advém do desenvolvimento do segundo termo do lado direito das Eqs.(5.41a), (5.41b),
(5.41c), (5.41d) e (5.41). Este desenvolvimento resultard em matrizes de rigidez, deno-
minadas de rigidezes modiﬁcadas, e serao descritas pela seguinte notacao de energia de

deformacgao eléstica, U ,
( * %k f** **79;*)

,{ }t A/ Z 5]4_1 o) |J]dn {q}ge—)jAt =
(5.45a)

%}fZHWﬂwhw

7j=1
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= gy [ S B el 181010}~

(5.45b)
=S QMMwmm
U = gt 2 [ L 1Bl Bl Bl )y, =
, (5.45c¢)
:2{W>EPWTMhﬁt
mﬁJ/th%mmmmmmm
(5.45d)

By {q}t Z [K**] {q}t —jAt

7j=1

Nas Eqs.(5.45), é visto claramente como os esforgos internos do material viscoeldstico
podem ser determinados externamente ao processo de integracao numérico, diferentemente
do realizado por Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001). Devido ao somatério, a
integral fard com que as matrizes [K ot j} possuam ordem [gdl x gld]. O somatério
do produto destas matrizes com o vetor de deslocamento, {q} RCTNE produzira os esforgos
dissipativos do material viscoelatico, que ao serem posicionados no lado direito da equagao
do movimento, fazem com que a Eq.(5.44) possa ser reescrita da forma:

N
e .- e . e o (e)

M (g}, + 101 {ah, + (K] {a}, = (F}, = 2 (K5 {ahgar (546)

j=1

kK (e) kk ok kk kK kK

onde, {K(Q)J} = {Kw} + [Kﬁj} + [Kmd} + {KCJ} + [Kt’j}. Portanto, tem-se que o
problema de viga sanduiche modelada pelo calculo fraciondrio esta desenvolvido pela

nova féormula de recorréncia adaptada a um caso uniaxial.
Através da conectividade entre os nés da viga e seus graus de liberdade, a montagem

das matrizes globais é feita para obtencao da equacao do movimento, descrita abaixo:

N,

(M]D{QY, + €1 {Q}, + (K {Q}, = {F}, - X |K (2“} Qb jar (5:47)

7=1

Esta é uma nova formulacdo que permite descrever matricialmente o caso de viga
sanduiche, facilitando a implementacao. Além disso, o fato da recorréncia ter sido usada,
o custo computacional é bastante reduzido em relacdo ao método classico de Schmidt e
Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001), como sera visto mais adiante no caso de placa.
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5.2.8 Verificagao do Modelo de Viga Sanduiche

Nesta se¢ao, sera feita uma comparacao com o modelo de viga sanduiche proposto por
Galicio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004), onde uma abordagem fracionéria é feita
para o modelo dinamico de material viscoeldstico utilizando o que os autores chamam de
deslocamento aneléastico. Neste método, assim como na Formula de Recorréncia, tem-se
que a auto-dependéncia da tensao deixa de existir, permitindo que todas integrais neces-
sarias sejam feitas fora do integrador numérico, melhorando consideravelmente os custos
computacionais de problemas mais complexos incorporando materiais viscoelasticos. As-
sim, os dois modelos sao concebidos utilizando 35 elementos e comparados utilizando as

caracteristicas mostradas nas Tabelas 5.5 e¢ 5.6.

Tabela 5.5: Carateristicas geométricas das vigas avaliadas

Camada Esp. [mm] Ly [mm] Lx [mm]

Base (1) 0,8128 350 40
Viscoelastica (2) 0,3 350 40
Restringente (3) 0,5 350 40

Tabela 5.6: Propriedades mecanicas das vigas avaliadas

Camada Médulo|Gpal Poisson  Densidade [kg/m?]

Base (1) 731 0,345 2780
Viscoelastica (2) Tabela 5.7 0,500 1600
Restringente (3) 73,1 0,345 2780

A Tabela 5.7 mostra os parametros do material viscoelastico utilizados para os modelos

de Galucio e a féormula de recorréncia.

Tabela 5.7: Parametros do modelo fracionario a 27°C.

Parametro FDM Aneléstico FDM Recorréncia
Ey[Pal) 1500000 422307
E[Pad] 69949500 30311

o 0,7915 0,67594

Gal.- 7[ms), 1,4052 x 102 0,0002178

Rec. - ag[s®]

Como condicao de contorno para as andlises a seguir, ¢ considerada a mesma utilizada

por Galtcio, engastada-livre. E importante notar que a autora engasta todos os graus
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de liberdade, incluindo a camada restringente. Além disso, um impulso unitario, cujas

caracteristicas podem vistas na Fig.(5.9), é aplicado na extremidade da viga (tltimo nd).

Forca [N]

0 2 s 6 8
Tempo [s] x103
Figura 5.9: Sobreposi¢ao da curva exibida no artigo com o resultado do programa imple-

mentado.

Tendo definido todos os pardmetros necessarios, as analises sdo mostradas nas subse-
¢coes que seguem.
Comparacdo: Formula de Recorréncia vs Galiicio

Antes de mostrar as curvas comparativas da estrutura utilizada neste trabalho, o
modelo desenvolvido baseado no artigo de Galucio et al. (GALUCIO; DEU; OHAYON,

2004) sera validado sobrepondo a curva obtida com aquela mostrada no artigo.

3 ' Al T

— At=0.50
-=== At=1025

(2]
T

tip displacement (mm)
(=}

' '30 50 100 150 200 250

time (ms)

Figura 5.10: Sobreposicao da curva exibida no artigo com o resultado do programa im-
plementado.
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Na Fig.(5.10), a curva vermelha apresentada possui o grau de liberdade de tor¢ao, di-
ferentemente do modelo de Galucio et al. Ainda assim, o resultado se mostrou exatamente
o mesmo devido ao desacoplamento da torcao com a flexao, validando o modelo.

Em seguida, a resposta temporal e a FRF dos dois modelos sao comparadas na

Fig.(5.11), porém agora de acordo com as Tabelas 5.5 e 5.6.

%107

—— FDM Rec. — FDM Rec.
2 —— FDM Gal. |

Amplitude [m]
. 1=}

Amplitude da FRF

10 ‘ : : :
0 1 2 3 4 5 0 50 100 150 200 250
Tempo [s] Frequéncia [Hz]
(a) Influéncia da extensdo da memoria na (b) Influéncia da extensdo da meméria na
resposta temporal. FRF.

Figura 5.11: Influéncia da extensao da memoria sobre dindmica do sistema.

As duas figuras mostram uma diferenga importante entre os dois modelos, principal-
mente na quantidade de amortecimento gerada por cada um. Essas diferencas podem ser
explicadas principalmente pela teoria abordada por Galicio, uma vez que a autora faz
uso de um modelo semelhante ao RT (Rubbery-Transition) (BAGLEY; TORVIK, 1983),
pois ha somente o termo fracionério referente a deformacao. Além disso, ndo se sabe ao
certo as imposigoes feitas acerca do uso da varidvel, denominada pela autora de anelas-
tica. Finalmente, processo de identificagao dos parametros é muito diferente como pode
ser visto nos valores mostrados na Tabela 5.7.

A proxima andlise considera o efeito do lastro na ponta da asa. O lastro é utilizado
para fazer com que a segunda e terceira frequéncias naturais (modos de flexao e torgao,
respectivamente) se aproximem, possibilitando a visualizacao do flutter dentro do regime

de trabalho do tunel de vento disponivel.
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-3
3 x10 i i i i 10 . . . -
—— FDM Rec. —— FDM Rec.
——FDM Gal. —— FDM Gal.
2 1 10° .
—_ ('S
E i
4 -1
) 1 810
2 8
3ol 2,2
E 510
< E
AT 1 10°
-2 ) : : ‘ 10 : : : :
0 1 2 3 4 5 (] 10 20 30 40 50
Tempo [s] Frequéncia [Hz]
(a) Movimento de flexdo no tempo. (b) Movimento de flexdo na frequéncia.
Figura 5.12: Comparagao FDM Galtcio vs FDM Recorréncia - flexao.
-3
3 x10 i i i i 10° i i i i
—FDM Rec. —— FDM Rec.
2 — FDM Gal. | - —— FDM Gal.
10" 3
£e) w
g1 ~ E
° © 102
() Dl °
E 0 W“ I i I il i I i L §
o £ 102
E-1 ] &
< ‘ E
2 1 10
-3 : : ‘ 10° : : ‘ :
Y 1 2 3 4 5 0 10 20 30 40 50
Tempo [s] Frequéncia [Hz]
(a) Movimento de tor¢ao no tempo. (b) Movimento de torgao na frequéncia.

Figura 5.13: Comparagao FDM Galticio vs FDM Recorréncia - torcao.

Nota-se uma pequena diferenca nos valores das frequéncias naturais e, novamente, na
quantidade de amortecimento gerada. A Tabela 5.8 mostra os valores das trés primeiras

frequéncias naturais de cada modelo.

Tabela 5.8: Comparagao das frequéncias naturais entre modelos de Galicio e a Formula
de Recorréncia.

Frequéncia Natual Galicio [Hz] Férmula de Recorréncia [Hz|
1 32 3.0
90 26,2 26,2
3° 30,2 31,8

Desta maneira, é concluido o estudo sobre o céalculo fracionario onde o objetivo foi
mostrar que, o modelo mais utilizado na literatura capaz de representar de forma efici-

ente o comportamento dindmico dos materiais viscoelasticos apresenta grandes variagoes
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quando comparado com a abordagem classica proposta por Bagley e Torvick e Schmidt e
Gaul.

5.2.4  Convergéncia do passo de tempo e da extensao da memoria

Antes de iniciar qualquer analise, a convergéncia do passo de tempo, At, do integrador
numérico e da extensao da memoria é imprescindivel para se determinar os valores corretos
destes parametros e como consequéncia, uma quantidade desnecessaria de calculos. Por
exemplo, utilizar um At excessivamente refinado e/ou uma meméria muito longa.

A determinagao destes parametros serd feita utilizando a massa na extremidade livre
da viga, pois desta maneira serd possivel perceber algum impacto nas frequéncias naturais
o que poderia impactar as andlises aeroeviscoelasticas, caso haja.

Neste caso, o que se faz é primeiramente fixar, A, = 0, lms e variar a extensao da
memoria com os seguintes valores de N; : 100, 250, 500, 1000 e 1000. Isto resultara
em memorias com extensoes de: 10ms, 25ms, 50ms, 100ms e 500ms. As Figs.(5.13a) e

(5.13b) mostram este comportamento.

»><10'3

—_ N|=100 —_— N|=100
2 e N|=250
i N|=500
—_— N|=1000

A
il

Amplitude [m]
Amplitude FFT

-2 : : : : : -5 : : : : :
0 1 2 3 4 5 0 10 20 30 40 50
Tempo [s] Frequéncia [Hz]
(a) Influéncia da extensdo da memoria na (b) Influéncia da extensdo da meméria na
resposta temporal. FRF.

Figura 5.14: Influéncia da extensao da meméria sobre dindmica do sistema.
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'
ry

Amplitude [rad]
o

Amplitude FFT
0

—N=100
-1 7N|=250
3 N,=500
-2 ——N,=1000
—N,=5000

-3 ‘ : ‘ -4 : : ‘
0 1 2 3 4 5 0 10 20 30 40 50
Tempo [s] Frequéncia [Hz]
(a) Influéncia da extensdo da memoria na (b) Influéncia da extensdo da meméria na
resposta temporal. FRF.

Figura 5.15: Influéncia da extensao da meméria sobre dindmica do sistema.

Uma vez avaliada a extensao da memoria, o efeito do At na resposta é estudado através
da redugao do At para 1ms. Em seguida, determina-se a correta quantidade de N;s para
que a nao-localidade seja avaliada até o mesmo instante no passado utilizado para um
At = 0, 1ms. Desta maneira, tem-se que, INV; = 10, 25, 50, 100 e 500.

x 107

_— N|=5000 e At=0.1 ms —_— N|=5000 e At=0.1 ms

5 ——N;=500 e At=1ms -1 ——N;=500 e At=1ms

Amplitude [m]
Amplitude FFT

0 50 100 150 200 250 300
Tempo [s] Frequéncia [Hz]
(a) Influéncia da extensdo da memoéria na (b) Influéncia da extensdo da meméria na
resposta temporal - gdl h(t). FRF - gdl A(t).

Figura 5.16: Influéncia da extensao da meméria sobre dindmica do sistema.

Observa-se nas Figs.(5.16) e (5.17) uma forte influéncia do At para frequéncias mais
altas. Porém, a quantidade de amortecimento gerada com a nao-localidade de até 500ms
¢ a mesma para os dois casos, como pode ser visto nas respostas no dominio do tempo e
da frequéncia para os trés primeiros picos. Esta divergéncia em alta frequéncia nao sera
um problema, uma vez que a aeroelasticidade sera regida basicamente pelos trés primeiros
modos da estrutura, como serd visto em capitulos posteriores.

Portanto, apds quantificar todos estes efeitos, é possivel dizer que devido ao compro-

misso entre qualidade da resposta e tempo de céalculo, os valores considerados bons para
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-3
3 x10 or
—_— N|=5000 e At=0.1 ms _ N|=5000 e At=0.1 ms
2 ——N;=500 e At=1ms -y ——N;=500 e At=1ms
) [
E1 ‘ i -2
[ Q
20 ’\ ER
s | a
- E.4r
5 1 Z 4
-2 -5
-3 ‘ : : : : -6 : : : : : '
0 1 2 3 4 5 0 50 100 150 200 250 300
Tempo [s] Frequéncia [Hz]
(a) Influéncia da extensdo da memoria na (b) Influéncia da extensdo da meméria na
resposta temporal - gdl 0, (t). FRF.

Figura 5.17: Influéncia da extensdo da meméria sobre dindmica do sistema - 6,(t).

os parametros sao At = 1ms e N; = 500.



CAPITULO VI

Secao Tipica Nao Linear

As pesquisas sobre flutter de painéis feitas em mestrado e neste doutorado foram
abordadas inicialmente no dominio da frequéncia, e em seguida no dominio do tempo,
sempre tratados de maneira linear. Apesar destes modelos indicarem valores de velocidade
critica coerentes, nada pode ser dito em relacao as amplitudes de deslocamentos em regices
préoximas a velocidade critica e além, devido as nao linearidades existentes. Estas nao
linearidades podem fazer com que fendémenos como bifurcacoes, oscilagoes em ciclo limite
e mesmo caos (SALES et al., 2018) venham a ocorrer. Neste contexto, surgiu a ideia
de iniciar um trabalho com sistemas aeroelasticos nao lineares no dominio do tempo,
para que seja possivel estudar além das amplitudes de vibracao, analisar a influéncia
do amortecimento viscoelastico na instabilidade aeroelastica. Portanto, foi escolhido o
modelo de uma sec¢ao tipica contemplando nao linearidades estruturais e associadas a estas
elementos viscoelasticos discretos para o estudo. Neste contexto, o que se busca responder
é a real influéncia do amortecimento viscoeldstico no valor da velocidade critica, ou se seu
efeito é particularmente para diminuir as amplitudes do sistema em ciclo limite.

Desta forma, os efeitos nao lineares sao introduzidos no modelo da sec¢ao tipica por
meio de elementos discretos de rigidez nao lineares, seja em plunge ou em pitch. As
formas mais comuns de nao linearidades deste tipo sao molas do tipo hardening , softening
(SALES et al., 2018) ou folga (free-play) (O’NEIL; STRGANAC, 1998). Estes efeitos nao
lineares serao aplicados somente aos elementos de rigidez elastica, ou seja, nas rijezas da
se¢ao tipica. Os elementos viscoelasticos serao tratados de forma linear, implicando que
amortecimento gerado dependera completamente do deslocamento obtido de um modelo
nao linear.

Quanto ao modelo de carregamento aerodinamico, uma abordagem nao estacionaria é
aplicada utilizando a Fungao de Wagner (SILVESTRE, 2012). Deste modelo, uma equagio
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do movimento enriquecida dos atrasos aerodinamicos é estabelecida, porém neste caso,
sem adentrar no espago de estados. Esta abordagem nada convencional foi escolhida por
dois motivos: permitir a introdugao do comportamento dindmico do material viscoelastico
de forma mais simples do ponto de vista da programacao e aliviar o custo computacional
do problema da Teoria das Faixas. Serd visto no capitulo 7 que a quantidade de graus
de liberdade sera aumentada somente dos atrasos aerodinamicos desta maneira, e nao
dobrada como seria no espago de estados.

Finalmente, os resultados serao apresentados confrontando os modelo nao linear com

medicoes experimentais realizadas no tunel de vento do Laboratério de Estruturas do

ITA.

6.1 Secao Tipica Nao Linear - Equacao do Movimento

O modelo idealizado neste trabalho consiste de uma segdo tipica com dois graus de

liberdade, tal qual mostrado na Fig.(6.1):

Figura 6.1: Modelo para secao tipica com 2 graus de liberdade

Onde os pontos mostrados na Fig.(6.1) tém os seguintes significados:

e P - Ponto referente ao eixo elastico (e.e) do perfil;

e (' - Centro de massa do perfil;

e () - Eixo aerodindmico (e.a), localizado a um quarto da corda a contar a partir do
bordo de ataque;
e T - Trés quartos de corda a contar a partir do bordo de ataque.

Os parametros adimensionais a e e determinam as posicoes dos pontos C' e P e ambos

variam de -1 a 1. As variaveis h e 6 sao os os g.d.l de translacao e rotacao da secao,
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respectivamente. A distancia, r, refere-se a distdncia de um infinitesimal de massa do
perfil em relagdo ao eixo eldstico (e.e), sendo portanto a grandeza que determinard a
massa e os momentos de inércia do perfil, quando integrada ao longo das duas semi-
cordas, parametro representado pela letra b.

Na Fig.(6.1) pode-se ver também os elementos discretos de rigidez eldstica, representa-
dos esquematicamente pelas molas pretas, e os elementos viscoelasticos, representados em
vermelho. E importante dizer que os elementos viscoeldsticos possuem o comportamento
linear do ponto de vista geométrico, ndo apresentando portanto auto-enrijecimento.

A partir do elemento infinitesimal de massa mostrado na Fig.(6.1), é possivel avaliar a
energia cinética do sistema com base em todos os parametros mostrados. Desta maneira,
calculando as parcelas relativas aos movimentos de plunge, h;, e pitch, 0;, a seguintes

expressao podem ser descritas:

T, = ;dm [+ (2 = ba) (6.1a)

ATy = ;dm [h + (z — ba)* 6% + 2 (x — ba) he’} (6.1b)

Integrando os dois infinitesimais do potencial de energia cinética ao longo da corda,
ou seja, de —b até b, a energia cinética total da secao tipica é determinada pela soma das

duas parcelas.

1 ., 1. . .
T = 5mh2 + 51‘992 + Spht) (6.2)
onde,
b 2
Iy :/ (x — ba)”dm (6.3a)
b
b
Sy = / (z = be)dm (6.3b)

sdo os momentos de inércia e o produto de inércia, respectivamente, em torno do eixo
elastico.

Em seguida, o calculo do potencial de energia de deformacao elastica é realizado com
base na rijezas discretas apresentadas na Fig.(6.1), a priori sem considerar os elementos

viscoelasticos. Disso, tem-se a seguinte relacao:
dU = K})*hdh + KY-*0d9 (6.4)
Integrando em h e |theta, tem que o potencial de energia de deformagao elédstica vale:

h 0 1 1
U= / KNLhdh +/ O N A R (6.5)
0 0
onde, KNt e KL, sdo as molas eldsticas dependentes do deslocamento da estrutura. Serd
mostrado mais a seguir como serao idealizadas estas rijezas de forma nao linear. Além

do amortecimento estruturado introduzido pela presenca dos elementos viscoeldsticos, sao
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considerados também forcas dissipativas relativas a cada grau de liberdade. A forma de
calcular esta componente de energia do energia é mostrada abaixo:

1 . 1 .
D = §chh2 + 5@02 (6.6)

onde, ¢, e ¢y sao os amortecimentos estruturais relacionados aos modos de translacao e

torcao, respectivamente. Estes termos podem reescrito de forma matricial:

|:Ch O] _ Fm(hwh 0 ] (67)
0 ¢ 0 21yCowe

onde, (, e (y sdo os coeficientes de amortecimento adimensionais , e wy e wy sdo as
frequéncias naturais associadas aos modos de plunge e pitch. Agora é possivel aplicar
as equacgoes de Lagrange a todos os potenciais definidos para obtencao das equagoes do

movimento, como mostrado a seguir:

d (oT\ _oT oU oD

dt (ah) “om " on "o, (6:82)

4 (0T\ _oT oU oD

d (or oD _ 6.8h
<aet> 26, "o " og, @ (6.8b)

onde @y, e Qg sao os esforcos generalizados, que neste caso representam os esforgos aero-
dindmicos atuantes no perfil devido ao campo de pressao por este gerado.

Logo, substituindo as expressoes da energia cinética, potencial e dissipativa nas Equa-
¢oes de Lagrange, as equagoes do movimento relativas a cada grau de liberdade sao

definidas. Ja transcrevendo-as em forma matricial, a seguinte expressao é obtida:

m Sp| [ht) cn 0| [h(t) AR (N I 005 B e
So Iy {é(t)} i {o CJ {9‘@)} i [ 0 kgf“)] {G(t)} N {Qg} &)
onde os termos nao lineares K, }(LN'L) e KéN'L') valem:
W) _ o FuE) _ o (a6h(t) +aihi()
K,(l ) = mwhhh(t) = mw; 0] (6.10a)
K0 _ 2 To0®) s (af0(t) + af6? (1)) (6.10b)

0(t) 0(t)

e as constantes a,” e al % devem ser determinadas por ajuste de curva com os resultados
experimentais.
Os esforgos generalizados podem ser calculados a partir do trabalho virtual da seguinte

maneira:

oW

Qi = ao4,

(6.11)
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Figura 6.2: Distribuicao do campo de pressao em torno do perfil. Adaptado da referéncia

(WRIGHT; COOPER, 2015).

onde ¢; sao as coordenadas generalizadas do sistema. Como mencionado anteriormente,
este trabalho é calculado a partir dos esforgos atuantes no perfil devido ao campo de
pressao por este gerado. A Fig.(6.2) mostra um esquema de um campo de pressao,
p(z,y,1), em torno do perfil da secao tipica.

As forcas atuantes no eixo aerodinamico e o momento por esta gerado resultam do
processo de integragao ao longo da corda, ¢, da semi-corda, b, como mostrado pelo calculo
do trabalho virtual, dW.

+b pte/2
oW = / / ) (x,y,t) 0z (x,y,t) dady (6.12)
c/2

onde, dz(z,y,t) é o deslocamento na direcao normal, ou seja, a mesma dire¢ao do mo-

vimento de plunge. Este deslocamento virtual pode ser descrito pela seguinte expressao:

dz(x,y,t) = —0h — (x — ba) 00 (6.13)

substituindo a Eq.(6.13) na Eq.(6.12) e aplicando o resultado disso na Eq.(6.11), sao

calculadas a forca de sustentacao do perfil, L;,bem como o momento por esta gerado, M. , ;.

+¢/2
Qn = DO _ = / / (x,y,t) (0h + (x — ba) §0) dxdy| =
(95h c/2
(6.14a)
+¢/2
— _/ / (z,y,t) dedy = —L(t)
c/2
+¢/2
QGZ(?TZ/— [ // p(x,y,t) 5h+(x—ba)59)dxdy1:
c/2 (6.14b)

+e/2
= —/ / ) (z,y,t) (x — ba) drdy = M., (t)
c/2
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Substituindo as Eqgs.(6.14a) e (6.14b) na Eq.(6.9), a equagao do movimento é estabelecida

em termos da sustentacao do perfil e do momento em torno do eixo elastico.

M| e 0 faoL KT 0T [ L)
{9(t)}+{0 69] {é(t)}+{ 0 k(SN'L)] {Q(t)}_{Me.a(t)} (6.15)

Todos os parametros necessarios sao definidos com base no sistema desenvolvido por

m Sp
Sy Iy

Douglas (BUENO, 2014), onde uma secao de asa rigida retangular com 80 cm de enver-
gadura e 29 cm de corda é acoplada pela base a um dispositivo denominado de PAPA,
do inglés, Pitch and Plunge Apparatus, projetado para prover dois graus de liberdade ao
sistema. A asa possui um perfil NACA 0012 fabricado em fibra de carbono e preenchida
com resina. Apesar de possuir uma superficie de controle, a mesma é travada na base
da asa. A Fig.(6.3) mostra fotos do aparato montado em frente do tunel de vento do

Laboratério de Estruturas do ITA, local onde os ensaios experimentais foram realizados.

Figura 6.3: Fotos do PAPA posicionado em frente ao tinel de vento.

Nota-se que quatro vigas bi-engastadas sdo responsaveis por conferir rigidez de flexao
ao sistema, que no caso correspondem ao grau de liberdade, (h(t)), e uma viga menor,
também engastada no eixo elastico da asa para conferir rigidez de tor¢do devido ao mo-
mento concentrado na extremidade da mesma, como mostrado com detalhes na Fig.(6.4).

O PAPA se mostra um excelente aparato experimental por possuir uma grande flexibi-
lidade, permitindo que velocidades criticas mais baixas sejam atingidas. Como resultado,
o risco de um colapso estrutural é reduzido, possibilitando analises em ciclo limite, como
sera visto mais adiante.

Neste contexto, as rijezas equivalentes do sistema sao definidas com base nas frequén-

cias naturais dos dois graus de liberdade do PAPA, as quais sdo determinadas medidas
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Figura 6.4: Viga responsavel por conferir rigidez ao movimento de torcao.

experimentalmente. FEstes valores, bem como as propriedades geométricas e de massa
serao descrito a seguir. A estes elementos discretos de rigidez sao conferidas nao lineari-
dades do tipo hardening e a equacao do movimento pode ser descrita como mostrado a
seguir:

Os esfogos aerodindmicos, L(t) e M, ,(t) sdo, respectivamente, a forga de sustentacao
e o momento desta em relacao ao eixo elastico. Ambos sdo definidos no dominio do tempo

com base na teoria aerodindmica nao-estacionaria descrita por Wagner (WAGNER, 1925).

6.2 Aerodinidmica nao-estacionaria

Antes de descrever a teoria de Wagner, é importante elencar as hipéteses feitas acerca
do escoamento que flui através de um perfil fino e rigido, o qual é considerado bi-
dimensional, inviscido e incompressivel.

Neste contexto, pode-se dizer que a principal diferenca entre a aerodinamica estacio-
naria e ndo-estacionaria é que na primeira para qualquer instante de tempo, ¢, o aerofélio
se comporta com caracteristicas deste mesmo aerofélio com valores instantaneos de des-
locamento e velocidade. Nao h& nenhuma dependéncia dos efeitos da frequéncia, o que
torna esta abordagem nao adaptada para andlises de flutter. J4 os modelos nao estacio-
narios consideram as alteragoes do escoamento através do perfil desde o bordo de ataque
até o bordo de fuga, bem como os efeito da esteira. A dependéncia da frequéncia nos
movimentos de sustentacdo e o momento por esta gerado devem ser considerados. Isso
torna a analise adaptada para andlises de flutter.

Wagner (WAGNER, 1925) investigou em 1925 as variagoes da forga de sustentacao

ap6s uma mudanca abrupta no angulo de ataque através da teoria do potencial linear.
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Utilizando a condi¢ao de Kutta, ele aproximou o padrao de vortice do escoamento da
esteira por meio do ajuste dos coeficientes das expressoes utilizadas. Desta maneira,
Wagner descreve que essa variacao abruta nao altera de imediato a sustentacao do perfil,

apresentando um certo atraso para que esta atinga o valor maximo. O autor tabelou
Vi
b’
a 20. Mais tarde, Jones, sugeriu uma aproximacao exponencial para a funcao de Wagner,

valores para sua fungao, ® (s), com, s = sendo o tempo adimensional e variando de 0

como mostrado pela seguinte expressao:
®(s) =1 —0.165¢ "¢ — 0.335¢0%% (6.16)

e cujo grafico é mostrado na Fig.(6.5) e comparado com o comportamento da teoria

estaciondria.
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Figura 6.5: Atraso da resposta aerodinamica frente a uma variacao tipo degrau do
angulo de ataque

O tempo adimensional pode ser compreendido com sendo a medida de semi-cordas
viajada pelo vortice apds deixar o bordo de fuga.
Silvestre (SILVESTRE, 2012) e Silva (SILVA, 2016; SILVA et al., 2018) descrevem os

termos do carregamento aerodinamico nao-estacionario da seguinte maneira:

) Va2 b2 /212 wlz,t dx
L(t) = L™ (1) + QWpVbeb () (6.17a)
I E e, t)dx
1 N\ J° 7 e (@, t)de
M, (t) = M®) (1) — 2mpV B Q {— - <a + —) fboo 2 *bb @,0) } (6.17b)
2 2 fb i_ibf}/w(xvt)dx
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onde L) (t) e M(")(t) representam a sustentacio e momento em torno do eixo eldstico

devido a parcela nao-circulatéria do escoamento e sao descritos por:
o) g2 (7 e
Ly =nb*p (h+ VO — bab (6.18a)

M) = b [vh + bah + V20 — B2 (; + a2> é] (6.18b)

O segundo termo das Eqgs.(6.17a) e (6.17b) representam as parcelas dos esforgos devido

ao escoamento circulatério em que 7, (z,t) denota a circulagao da esteira de vértices por

unidade de comprimento do perfil. O termo, @), representa o “downwash”, caracteritico

do perfil na posicao % da corda a contar a partir do bordo de ataque e é definido pela
exXpressao:

Qt:V9+h+b(;—a>é (6.19)

e orientado positivo se o perfil se mover para baixo, tal qual o sistema de referéncias ado-
tado na Fig.(6.1). Para mudangas repentinas no "downwash" a % da corda, o carregamento

circulatorio ¢ descrito pelas equacgoes:

LY = 21pVbQ® (s) (6.20a)

!
MY, = —mpVBQ + 2mpVHQ [— (a + 2)} B (s) (6.20b)

Para determinar o carregamento aerodinamico quando pequenas e gradativas mudan-
¢as no angulo de ataque acontecerem, assume-se a superposicao de degraus infinitesimais
no "downwash'. Neste caso, a sustentacao devido ao escoamento circulatério é determi-
nada através de um somatorio ao longo do tempo de cada contribuicdo em funcao da
posicdo do perfil. A este somatério é dado o nome de integral de Duhamel, a qual é
descrita por Bisplingshoff et al. (BISPLINGHOFF; ASHLEY, 2013). Assim, para um
"downwash", (), variando com o tempo em funcao do movimento de um perfil qualquer,

aplica-se a integral de Duhamel para as Eqgs.(6.20a) e (6.20b), obtendo:

L9 = 27pVb [Q(to)cb(s) + / tto de) O(t—7)dr (6.21a)
MY, = —xpVPQ + b (a + ;) 19(1) (6.21D)

Para solugao da integral, pode-se assumir uma condicao inicial para @), por exemplo,
Q(to) = 0. Assim, a Eq.(6.21a) é simplificada, tornando:

tod
L9 = 2xpVb / ?Z(T)Q (t—7)dr (6.22)
T=to

T
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Portanto, ao aplicar a aproximagao proposta por Jones para a funcao de Wagner,

Eq.(6.16), a solugao da integral gerara os seguintes termos:
td
/ %ET) O (t —7)dr = Q) + M(t) + A1) (6.23)
T=to

onde A\;; e Ay, representam os atrasos aerodinamicos que surgem entre a variagao no
"Downwash” e a alteracao na sustentacao do perfil. Estes parametros podem ser deter-

minados pelas seguintes equagoes diferenciais:

A(t) = —0.041 (‘;) A () — 0.165Q(2) (6.24a)
Aao(t) = —0.032 (‘;) Aa(t) — 0.335Q(2) (6.24b)

onde @ é a taxa de variacdo do "downwash" na posicao % de corda.

Desta maneira, por meio da funcao de Wagner e da integral de Duhamel, a susten-
tacdo ¢ determinada somando as parcelas nao-circulatéria e circulatéria. Substituindo a
Eq.(6.23) na Eq.(6.22) e considerando o termo nao-circulatério, a sustentacao é determi-

nada.
L(t) = wb?p (h + VO — baf) + 2mpVb[Q(t) + Ai(t) + Aa(t)] (6.25)

e 0 momento

Mo (t) = 7b*p

. 1 §
Vibah + V20 — b (8 n a2> 9} .
(6.26)

o —TpVEQ + b <a + ;) 2mpVh [Q(t) + A (t) + Aa(2)]
As Eqgs.(6.25) e (6.26) podem ser reescritas matricialmente como mostrado a seguir:
L) | _ h(t) h(t) h(t) Ai(t)
{Me.aa)} ~ {é(t)} e {0‘@)} e {w)} e {w)} 020
bem como as Egs.(6.24a) e (6.24b):

Ai(t) B h(t) h(t) h(t) M (t)
(0L () O 10} (NO) o

As matrizes que compdem o carregamento aerodindmico e os estados de atraso sao
descritas no Apéndice A.1. Em seguida, substitui-se a Eq.(6.27) na Eq.(6.9) e isola-se os

atrasos aerodinamicos no lado direito da equacao.

(M) - faa] {Zg} () {’;8} +([K99) - fa) {’;ég} ~ fad {i} (6.29)
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Neste ponto, o desenvolvimento matematico é realizado diferente do que fazem Sil-
vestre (SILVESTRE, 2012), Silva (SILVA, 2016) e (SALES et al., 2018). Ao invés de
partir para uma formulagdao no espaco de estados, é criado um sistema de equagoes com

a Eq.(6.28) e a Eq.(6.29) de modo a obter o seguinte sistema:

h(t) h(t) h(t) 0
FW W i | ][] W oo |, [[K] wﬂ QN N ) G
=[] (O] [Au(®) —[bo] []] | Au(®) —[bs] = [ba]| [ Ae(2) 0
Aa(t) Aa(t) A2(t) 0
onde:

o [C] =[C] -]

o [K] = [KND] — [ay]

Este arranjo se mostrou bastante pratico, pois do ponto de vista da Teoria das Faixas
aplicada ao método dos Elementos Finitos permite que o problema seja resolvido sem
dobrar a quantidade de graus de liberdade. Além disso, ele permite a integracao direta
das equagoes que regem o movimento.

Na sequéncia, serd mostrado como os elementos viscoelasticos sao idealizados para
inserir rigidez e amortecimento em plunge e pitch dadas as possibilidade de aplicacao do

material viscoelastico no aparato experimental PAPA.

6.2.1 Idealizagcdo do elemento de rigidez discreta viscoeldstica em plunge

Devido as condigoes para aplicagdo do material viscoelastico no PAPA, dois tipos de
elementos de rigidez viscoelastica foram idealizados: um que conferira rigidez de alonga-
mento puro e outro tor¢ao pura. Os desenvolvimentos matematicos da idealizacdo destes
elementos sao mostrados em duas subsecoes diferentes. Esta aplicacdo permitird validar
o modelo numérico e ajudara a compreender a influéncia do amortecimento gerado pelo
material viscoelastico no comportamento aeroelastico do sistema.

Assim, é necessario determinar a rigidez em alongamento puro de um corpo viscoelas-
tico que possui dimensdes [, (largura), [, (comprimento) e [, (espessura) tal qual mostrado
na Fig.6.6.

Como este elemento deformard somente ao longo de seu comprimento principal, [,
sua deformacao pode ser determinada como mostrado a seguir:

ey = lfl—li _ ly—i-;Lt—ly :;Lt
( Y Y

(6.31)
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Figura 6.6: Idealizacao de um elemento de rigidez discreta viscoelastica para alongamento

onde h; é o proprio deslocamento em plunge da secao tipica. Assim, é possivel definir
a tensao nao local utilizando a lei constitutiva determinada na Fq.(3.39), a qual toma a

seguinte forma:
!

Zﬁmht i (6:32)

Uma vez determinada a tensao, o potenc1al de energia pode ser calculado como mos-

trado abaixo:

ly (e % p
-3 / €TV = / / / . Z;Z@Hht sacdzdady (6.33)
2 "y =0

Avaliando a Eq.(6.33) para j = 0, sao obtidas as parcelas de rigidez do elemento
viscoelastico e rigidez modificada responsavel pelo amortecimento. Calcula-se também as
integrais ao longo da largura, espessura para se determinar a area da secao transversal,

A = 1,1, e do comprimento do elemento, resultando na seguinte expressao:

|

¢ a propriedade constitutiva do material viscoelastico para alongamento puro,

ADE
l

AQ |
> BE hejac| he = kPR +2<I>t achi (6.34)

Qyj1 2

Y

onde, ; £,
kE & a rigidez de alongamento associada & geometria do elemento viscoelastico e @ﬁjm?
¢ o esforco dissipativo viscoelastico que compora o lado direito da equacao do movimento.

Portanto, apds determinada a rigidez do elemento viscoelastico em plunge, esta pode

ser incorporada a matriz de rigidez do sistema, como mostrado abaixo:

N END EE 0
K, =|" v 6.35
&) { 21 Il I (6.35)

De forma similar, o vetor de esforcos dissipativos, {Ff}7 pode ser contruido com base

na posigao do grau de liberdade, h(t).

{FF} = (6.36)



102

Incorporando todos estes termos viscoelasticos ao sistema aeroelastico definido na

Eq.(6.30), a seguinte equac¢ao do movimento é descrita:
M| {dy + [C]{a} + [K.] {a} = {FF} (6.37)

O vetor {q} representa as coordenadas generalizadas contendo os graus de liberdade
de translacao e rotagao, h, 6 e os atrasos aerodinamicos, A; e Ay. Neste novo sistema,
a matriz de massa é inalterada, bem como a matriz de amortecimento estrutural. Ja a

matriz de rigidez, sera acrescida dos componentes viscoelasticas:

o1 [ —lad]
7] = {— by — ] (655

Resta agora determinar o calculo da rigidez viscoelastica de tor¢do. Este procedimento

é mostrado na proxima subsecio.

6.2.2 Idealizacdo do elemento de rigidez discreta viscoeldstica em pitch

Novamente, a idealizacdo do elemento de rigidez viscoelastica torcional foi feita com
base nas especifidades do aparato PAPA. Observando a Fig.(6.3), nota-se que o movimento
de pitch da asa é permitido devido a existéncia de um mancal de rolamento. Assim, o
elemento torcional foi pensado de forma que o eixo fosse, de alguma forma, fixo ao mesmo
pelo material viscoelastico, que por sua vez seria fixo a estrutura. Desta maneira, foi

idealizada uma bucha viscoelastica, como esquematizado na Fig.(6.7).

mmmsm  Material viscoelastico

| ! | Ago
(a) Influéncia da extensio da memoéria na (b) Influéncia da extensio da meméria na
resposta temporal. FRF.

Figura 6.7: Influéncia da extensdo da memoria sobre dindmica do sistema.

O que se vé é uma camada viscoelastica entre duas camadas de ago, ou qualquer outro

tipo de material rigido, onde a camada mais interna é o proprio eixo da asa e a camada
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mais externa é fixa a estrutura, conferindo assim o cisalhamento do material viscoelastico
durante o movimento de pitch. Para facilitar a compreensao sobre como o elemento de
rigidez viscoelastico seria construido e aplicado ao PAPA, uma proposta é apresentada na
Fig.(6.8).

Base fixa (suporte)

Rolamento

Base que fixa o visco ao suporte

Ele. Viscoelastico

N |wlo]—~

Eixo

Figura 6.8: Aplicagdo do elemento de rigidez viscoelastico no PAPA.

Pelo desenho, entende-se que o elemento 1 é fixo ao elemento 3, que por sua vez re-
cebe a camada de material viscoelastico, representada pelo elemento 4, a qual é colada
na superficie do elemento 5. Assim, ao girar o eixo, o material viscoelastico é cisalhado,
oferecendo rigidez e dissipagao de energia ao sistema. Caso © = 2, o elemento viscoelas-
tico envolveria todo o eixo do PAPA. Desta maneira, é possivel determinar o perimetro
do elemento de rigidez a tor¢do e com base nisso, calcular o coeficiente de rigidez do
elemento.

Para que a rigidez do elemento torcional seja definida, considera-se inicialmente um
corpo viscoeldstico solido, ver Fig(6.8a), como uma barra. A este corpo, um torque
conjugado ¢ aplicado em suas extremidades de tal maneira que o mesmo se encontre sob
torcao pura. Por questao de simetria, pode-se demonstrar que as segoes transversais do
corpo viscoelastico giram como corpos rigidos em torno do eixo longitudinal, cujos raios
permanecem retos e as secoes circulares. Além disso, caso o angulo total da torcao, 6,

seja pequeno, ¢ dito que nao hé variagdo nem no raio, nem no comprimento da barra.
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Figura 6.9: Esquema de uma barra sob torcao pura. Adaptado da referéncia (TI-

MOSHENKO; GERE, 1994, pg. 60 ).

Observando a Fig.(6.8a), percebe-se que a extremidade da esquerda do corpo se en-
contra engastada, enquanto que a outra esta livre e gira de um angulo, 8, formando o
arco nn'. Como consequéncia, um elemento, dz, na superficie do corpo se distorce em
uma formato romboidal. Este elemento é, entao, isolado do corpo, como pode ser visto
na Fig.(6.8b), e nele pode ser visto que apds a torgao, o corpo muda sua geometria abed,
para ab’cd’. Desta deformacao, pode-se dizer que os comprimentos dos lados do elemento
nao variam, porém os angulos de seus vértices nao sdo mais retos. Pode-se afirmar que
este elemento esta sob cisalhamento puro, e que o valor dessa deformacao cisalhante, &g,
é igual ao decréscimo do angulo bab’, sendo calculado da seguinte maneira:
o

Ep = —
ab

(6.39)

A comprimento bb’ é comprimento de um pequeno arco de raio r, que pode ser definido
por meio do angulo de rotacao, #, que ¢é a diferenca do giro entre a extremidade livre e a
engastada. Logo, este comprimento pode ser descrito por: bt = rdf. Evidentemente, a

distancia ab vale dz. Introduzindo estas relagdes na Eq.(6.39), obtém-se:

rdf

gg = —
dz

(6.40)
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Quando é imposto que o corpo estd sujeito a torcao pura, pode-se dizer que a taxa
de variagdo do angulo 6 ao longo do comprimento dz é constante. Disso, tem-se que a
deformacao cisalhante pode ser descrita da seguinte forma:

ey = lﬁet (6.41)

Toda esta teoria foi baseada na teoria de tor¢ao pura demonstrada por Timoshenko e
Gere (TIMOSHENKO; GERE, 1994). Como o corpo viscoelastico é uma coroa circular,
o intervalo de integracao de p, sera do raio interno, R;, ao raio externo, R., mensurados
a partir do centro do eixo do PAPA, uma vez que este e a bucha sdo concéntricos. Uma
vez determinada a deformacao, a tensao nao local do elemento é descrita em termos da

lei constitutiva para cisalhamento puro definida na Eq.(3.40):

ZBJHZ SN (6.42)

Desta forma, ¢é possivel calcular o potencial de energia de deformacao viscoelastica
pela expressao:
1
U= | comav 6.43
2 Jy 0 ( )

Neste caso, o infinitesimal de volume do corpo viscoelastico é definido por:
dV = dAdz = 2w pdpdz (6.44)

tem-se que o potencial de energia de deformacao pode ser descrito em termos do raio e

da altura do corpo viscoelastico, como a seguir:

l. [Re Nz p3
U = / / j+1 Fet,jAtetdde (645)
R; =0 z

As integrais ao longo do raio e do comprimento do corpo viscoeldstico na Eq.(6.45)

resultam em:
i 2r (R — R}
[Z ]G:i’l 4 l >0t —jAt Qt (646)
z

Nota-se que neste caso tem-se que uma bucha que envolve todo o eixo do PAPA, pois
o angulo utilizado foi 2. Este valor pode ser escolhido de acordo com a aplicagdao, como
serd visto mais adiante.

Para que a rigidez viscoeldsticas, K¢ e os esforcos dissipativos, F¥, sejam visualizados,
¢ necessario avaliar a Eq.(6.46) para j = 0.

2r (R* — R} 1| 21 (R — R}
lﬁc (5)1 07 + 2 {Z B 4 (l)etjAt] 0y = 6.47)
z =1 z 6.47
fkcez + !

2 v Qq)t Atet
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Assim, a nova equacao do movimento pode ser determinada para o sistema viscoelds-

tico contendo um elemento viscoelastico torsional discreto:

(M| {g} + [C|{d} + [K?| {q} = {F\D} (6.48)
onde o termo, ®¢ ,,, estd contido dentro do vetor de esforgos externos:

0
(G)

)
S*At (6.49)

0

(ri9) -

Neste novo sistema, a matriz de rigidez serd acrescida da componente viscoelastica de

tor¢ao, como mostrado:

w7 _ |[K9] —lad
(K] = [—[bg] o (6.50)
em que, )

N N 0 0

[ 50)} _ [ ho kéN'L)] + [0 kf,G)] (6.51)

Uma vez determinados os dois tipos de sistemas aeroviscoelasticos, é possivel também

determinar um sistema com os dois tipos de elementos viscoelasticos. Neste caso a matriz,
{KQSE’G)}, ¢ definida como:

N NP0 KE) 0
(B.G)| — h v
[K{E9] [ 0 gn| e (6.52)
e o vetor de esforcos dissipativos,
E
_(I)Ef)m
_p@
(PP = o (6.53)
0

Finalmente, equacao do movimento contemplando os dois tipo de elementos viscoelas-

ticos pode ser descrita como mostrado a seguir:

] () + [C]a) + [KP9] {a) = {FP9)) (654

Apoés determinacao dos diferentes tipos de sistemas aeroviscoeldsticos, a continuidade
do trabalho se d4 com o desenvolvimento do método de integracao numérica da equagao

do movimento nao linear utilizando Newton-Raphson.
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6.2.3 Determinacao da solug¢ao nao linear

Para solucao da equagao nao linear da secao tipica serd utilizado o método numérico
de Newton-Raphson combinado com o método de Newmark (REDDY, 2005). Assim, a
partir da abordagem incondicionalmente estavel proposta por Newmark, o método da
aceleragao média-constante (também chamado de regra do trapézio) é utilizado. Neste
procedimento, os dois parametros principais sdo 6 = 0.5 e a = 0.25. Desta maneira,

tem-se que as constantes de integracao do método sao definidas como sendo:

IR SR DS B
4 = aAt?’ = aAt’ @2 = aAt’ 4= 200 ’

) At [0

o 2 \«

Adotando as solugoes propostas por Newmark para a velocidade e aceleracao, e subs-

tituindo a segunda na primeira, a seguinte relagao é determinada:

{dsn = a0 ({0 a0 — {a}) — a2 {d}, — as {d}, (6.56a)

{dhinr = @ ({0 a — {a}y) — aa {d}, — a5 {d}, (6.56b)

Em seguida, as solugdes {G},, n;» {d}iinr © {0},4a, s80 introduzidas na Eq.(6.54),

resultando na seguinte expressao:

[M] (a0 ({a} s a0 — {a},) — a2 {d}, —as {d},) +
4 1O] (o ({dear = {ah) —aa{dl, —as {a},) + - (6.57)
et {REG ({Q}HAtH {0} a0 = {0}

Assim, rearranjando os termos em relagao a {q},, »,, ¢ possivel obter uma equacao em
termos da rigidez efetiva e dos pardmetros [O1¢ya¢], [O2.14+at] € [O3.44+a¢], como mostrado

abaixo:

(Ker ({0} ead) | {0 o = [Oriad {a}, + [©2ad {d}, + [Oseead {3}, (6.58)

onde,
(Ker ({adiiar)] = [K2C ({0hiiar)] + [Orread (6.592)
(©102a0) = — (a0 [M] + a1 [C]) (6.59b)
©200a0) = — (a2 [M] + a4 [C]) (6.59¢)
©30:ai = — (a5 [M] + a5 |C]) (6.594)

Observa-se que a matriz de rigidez efetiva é descrita como sendo dependente dos graus

de liberdade. A partir da Eq.(6.58), é possivel descrever o residuo como sendo uma fungao
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cujo objetivo minimiza-la. Isto é feito impondo a condi¢ao de que os esforgos externos

sejam iguais aos internos (BATHE, 2006), o que resulta na seguinte expressao:

{REA)} = [Ker ({adtiad) [ {adiray — [Oriad {a}, -

(6.60)
— [Ograil {q}, — [Os+a:] {G},

E muito importante atentar-se aos indices do residuo e dos vetores de graus de liber-
dade que o formam, uma vez que o indice sobrescrito (n — 1) faz referéncia ao lago interno
ao método de Newmark, que é justamente o método de Newton-Raphson. O indice subs-
crito (t+ At) é referente ao lago do Newmark. Apés definir o residuo, o célculo da matriz

tangente pode ser efetuado fazendo:

{T(nfl)} - d{RﬁiAi)} B ([ ef <{q}t+At )] {Q}HAt)

_ (6.61)
Al d {q}t+At d {Q}t+At
que por sua vez permite determinar o incremento do deslocamento, A {q}gi)m:
n n—1)1"1 n—1
A = - [T {REA (6.62)
o qual ¢é utilizado para determinar a solu¢ao nao linear.
{Q}EZ)At = {Q}t+At + A {Q}t+At (6.63a)
{2 = a0 ({0}7ae = {a},) — a2 {d}, — as {3}, (6.63D)
(@30 = {abe + as {d}, + ar {@H (6.63¢)

A convergéncia da solucdo é dada pela relacao entra as normas de A {q},, 5, © {q}t AL

como mostrado a seguir:

HA {Q}t+AtH
a3t

Para iniciar o método, valor de {q}ti_m pode ser um chute inicial, pois a convergéncia

< tol (6.64)

devera acontecer no laco do Newton-Raphson. Uma escolha plausivel para este chute
seria dizer que {q}&)m = {q},. O fluxograma mostrado na Fig.(6.10), é um algoritimo
que explica o processo de obtencao da solu¢ao nao linear.

Finalmente, apds definir o sistema nao linear da secao tipica em sua forma mais geral
e explicar como é feito o processo numérico de integragao da equagao do movimento, os

resultados e uma discussao acerca dos mesmos sao apresentados na proxima segao.



1.  Definir os parimetros da se¢fo tipica.

!

2. Definir os parimetros de Newmark:
a) ajcomi=1.7;
b) T=0AtG

!

3. Iniciar o lago da velocidade: V = Vy: AV: V.

a)  Computar as matrizes aerodinamicas par V;

b)  Definir as condi¢des iniciais: {q}¢=o, {§}r=0 {G}e=0::

¢) Computar: [M] e [C];

4.  Iniciar o lago de Newmark: T = 0: At: t;.

a)  Definir um valor de erro para o residuo: erro = 1;

b)  Definir um valor de tolerancia par ao erro: erro = 5 X 107%;

¢)  Definir um chute inicial: {q}g)m ={q} 51.Paraj<Njej<i
(@) _ [p(@ (6)
: T D)= ) %)
5. Cailculo dos esforcos viscoelasticos: {F[Sf;) } = {47(6). }

6. Iniciar o lago de Newton-Raphson: enquanto erro > tol:

a)  Definir um valor de erro para o residuo: erro = 1;

b)  Definir um chute inicial: {q}&”m ={q}s

¢)  Computar a matriz de rigidez efetiva: [K({q}},10)]:

d) Computar o residuo: {R}Eﬁ)mi
n) .,

e)  Computar a matriz tangente: [T]g A

&

-3
Calcular: A{q}i1ac = — ([TJ?BM) RIS 4
g) Calcular a aproximagao da sol. lin.: {q}ﬁzg) = {q}(t’fM + A{q} et

h) Calcular; {ii}ﬂzrn e {f'f}(tﬂ:);

m) _ [q}(71+1).

1) Atualizar o vetor deslocamento: {q}, s, CEAL S

. A
J)  Calcular o erro: erro = Jataderacll

liae’ |

Figura 6.10: Fluxograma para resolucao numérica do problema nao linear da secao tipica.



CAPITULO VII

Teoria das Faixas Aplicada ao MEF

Existem diferentes formas de se modelar a distribuicao do carregamento aerodina-
mico ao longo da envergadura de uma asa. A mais simples, segundo Wright e Cooper
(WRIGHT; COOPER, 2015), é a chamada Teoria das Faixas. Por este motivo, esta abor-
dagem ¢ utilizada em estagios inicias de projetos, como uma base para o desenvolvimento
e também para se ter uma visdo rapida do comportamento da estrutura. Ainda de acordo
com Wright e Cooper (WRIGHT; COOPER, 2015), a maior limitagdo desta pratica é
a incapacidade de prever a ocorréncia de ondas de choque no regime transénico. Outro
ponto fraco da abordagem é relativo a asas com grande enflechamento, onde o escoamento
nestes casos possui um maior grau de tri-dimensionalidade, por assim dizer, fazendo com
que a teoria das faixas se torne menos apropriada.

Sera utilizado o mesmo carregamento nao-estacionario descrito no capitulo 6, o que
encurtard muito este capitulo, uma vez que restara mostrar somente como adicionar cor-
retamente os graus de liberdade do modelo em elementos finitos da viga para criacao dos
chamados elementos aerodinamicos.

Para que esta teoria seja valida, supoe-se que a asa tenha um perfil fino e um grande
alongamento (Aspect Ratio - AR) com magnitude, AR > 6. Em rela¢do ao escoamento,
considera-se um fluxo bi-dimensional que passa por cada faixa onde cada fluxo nao possui
nenhuma influéncia sobre suas vizinhas. Além disso, os efeitos de raiz e ponta de asa sao
ignorados, bem como a compressibilidade do ar. Finalmente, é imposto que as avalia¢oes
devem estar compreendidas no regime de Mach: M < 0.3.

Desta maneira, uma asa que atenda as imposicoes mencionadas sera idealizada por
um modelo em elementos finitos de uma viga de Euler-Bernoulli, aquele desenvolvido no
capitulo 5. A Fig.(7.1) mostra uma esquema representativo de uma viga em posigdes

deformada e indeformada, destacando as “Faixas” ao longo da envergadura e como estas
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sao influenciadas pelo angulo de incidéncia, #(t), que varia ao longo da envergadura.

— — — Asadeformada x

— Asa indeformadz/

il <

Figura 7.1: Asa idealizada por um modelo de viga de Fuler-Bernoulli.

O angulo, 6(t), mostrado na Fig.(7.1) é o grau de liberdade, 6,, do vetor de graus de
liberdade nodal do MEF, {¢},, representado no caso aeroelastico por:

{q}tTZ{u v ow 6, Qy}

t

e no caso aeroviscoelastico,

{q}th{u v, w 0, 6, Ug}t (7.2)

onde para o caso viscoelastico, u, w, 0, e 0, sao iguais para as trés camadas.

A Teoria das Faixas em sua esséncia assume que a sustentacao de cada faixa da asa é
a mesma de uma asa bi-dimensional com envergadura infinita, ou seja, exatamente como
uma se¢ao tipica (WRIGHT; COOPER, 2015, pg. 80). Entretanto, quando aplicado em
uma asa finita, a presenca de sustentacao na ponta da asa resulta numa descontinuidade
de pressao que nao ocorre na pratica. Este comportamento pode ser visto na Fig.(7.2),
onde um esquema mostrando uma distribuicao real e segundo a Teoria das Faixas sao
mostrados.

Essas discrepancias refletem o que acontece na ponta da asa na realidade, em que a
diferenca de pressao existente entre o intradorso e o extradorso da superficie de sustentacao
de uma asa finita resulta na formacao dos vortices de ponta de asa.

Assim, utilizando a fungao de Wagner, uma formulacao nao estacionaria tal qual utili-
zada no capitulo sobre secao tipica nao linear sera utilizada. Disso, tem-se que as mesmas
matrizes descritas no apéndice A.1 serao utilizadas na Teoria das Faixas, obviamente que
corrigidas de suas dimensoes para contemplar os graus de liberdade adicionais do MEF.

Apobs todas estas consideragdes, a proxima secdo mostrara como sera feito o calculo
do carregamento aerodinamico de cada faixa e como este sera incluido na equacao geral

do movimento da viga puramente elastica e sanduiche.
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0.8

L(y)

0.4

0.2

Real
Faixas

0 T . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y

Figura 7.2: Distribuicao de sustentagao ao longo da envergadura de uma asa real e segunda
a Teoria das Faixas.

7.1 Adaptando a Teoria das Faixas ao MEF.

Nesta sec¢ao sao mostrados os desenvolvimentos matematicos para implementar a Te-
oria das Faixas ao MEF da viga de Euler-Bernoulli. Este processo sera feito a partir das
estruturas desenvolvidas no Capitulo 5.

Inicialmente, o problema sera desenvolvido para o caso aeroeldstico, e em seguida para
o0 caso aeroviscoeldstico, onde a principal diferenca entre os dois sistemas do ponto de vista
algébrico, serd o aumento da dimensao das matrizes. Logo, cada sistema demandard uma
transformacao linear particular das matrizes aerodindmicas que as leve de uma dimen-
sdo [2 x 2], para as dimensoes nodais das vigas, que sao: [4 x 4] e [5 x 5], para o caso
aeroelastico e aeroviscoelastico, respectivamente.

Portanto, na Teoria das Faixas a asa é considerada como sendo composta por um
numero de elementos aerodindmicos de comprimento, Ay, que é exatamente o mesmo
comprimento do elemento finito utilizado. A largura do elemento aerodinamico é igual a
corda da asa. A Fig.(7.3) mostra como as faixas sao distribuidas ao longo da envergadura
da plate like wing.

E visto que os elementos acrodinimicos sao dispostos de forma intercalada em relacao
aos elementos finitos estruturais. Desta maneira, as faixas sdo posicionadas de modo que
seus centros de gravidade coincidam com os nés do MEF. Isto é feito devido as caracteristi-
cas de simetria da viga, uma vez que o eixo elastico coincide centro de massa da estrutura.
Contudo o eixo aerodinamico esta alocado a 0.5b, onde a corda é ¢ = 2b. Essa informa-
¢ao ja estd incorporada na parcela do carregamento aerodindmico (seja Theodorsen ou
Wagner). Portanto, as cargas aerodinamicas atuantes no eixo aerodindmico podem ser
transladadas para o eixo-elastico que é coincidente com o C.G, como um sistema de car-

regamento auto-equilibrado. Assim esta disposicao dos elementos aerodinamicos é muito
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—e [Flemento estrutural

|:| Elemento aerodinamico
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Figura 7.3: Teoria das Faixas aplicada a uma viga em balanco.
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util, pois faz com que a solucao nodal do MEF possa ser usada sem nenhuma interpolacgao
no carregamento aerodinamico.
Logo, a malha de elementos aerodinamicos tera um noé por elemento e seu equaciona-

mento a nivel elementar é definido pela seguinte integral:

Ay;
I = / Idy (7.3a)
0
Ay;
Mye.a),i :/ Tne.a,z’dy (73b)
0

onde, [ e m,,, sao a forca de sustentacdo e o momento por esta gerado e definidos no
capitulo 6, de acordo com a funcao de Wagner. Fstes termos sao reescritos em letra
miniscula para fazer referéncia as forcas e momentos elementares e diferencia-los dos
termos globais que serao descritos a seguir em letra maiiscula. Apds o processo de
ajuste da ordem das matrizes aerodinamicas para o MEF, a equagao do carregamento
aerodinamico a nivel elementar pode ser descrita a partir trabalho virtual como mostrado

a seguir:

QW) —1 . .
{ag?/}ze)} = { ' } = [a1] Ayi{q}, + [ao] Ayi{q}, + [as] Ayi {q} + ...

950 Me.a),i

(7.4)
oo+ ag] Ay {A}

A dimensao das matrizes elementares, [a;—; 2 3] s@o [d("é) X d("é)} e da matriz elementar
[ay], [d("é) X d(f‘”'m)}, onde d™ = 4 ou 5 dependendo do tipo de sistema, se aeroelastico
ou se aeroviscoeldstico. A dimensdo, d/**®) serd sempre igual a 2, pois representa a
quantidade de atrasos aerodinamicos da faixa. Desta maneira, tem-se que o vetor de
coordenadas generalizadas nodal, {¢}, tem dimensao, [d("é) X 1]7 e o vetor de atrasos
aerodinamicos, {A}, [d(f aiza) 1]. Em seguida, a equacao a nivel elementar dos atrasos

aerodinamicos é descrita.

(A} = b0 (b, + b ), + bs] {a}, + [ba] {2}, (7.5)
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onde a dimensao das matrizes, [bi—123], ¢ [d(f aiza) s )| o da  matriz
[b4], [d(f aiza) s q(f ‘”m)] . Em seguida, o processo de montagem das matrizes aerodinamicas
globais, [A;=1. 4] e [Bi=1..4], deve ser feito lembrando que os elementos aerodindmicos sao
equivalentes aos nés da malha estrutural. Assim, a montagem pode ser feita utilizando os
indices dos graus de liberdade de cada né e os indices dos atrasos aerodinamicos de cada

faixa, tal qual descrito abaixo:

N°Nés
[Ai:1,2,3] = U [Ai:1,2,3 (gdlné(j)a gdlné(j))] + [%‘:1,2,3] ij (7-63)
j=1
N°Nés
[Ad = U [As(gdlns(5), atrasons(j))] + [aa] Ay; (7.6b)
=1
N°Nbés
[Biz123] = U [Bizi23 (atrasons(j), gdlns(5))] + [bi=1,2.3] (7.6¢)
j=1
N°Nés
[B,] = U [By (atrasons(j), atrasons(j))] + [b4] (7.6d)
j=1
onde gdl,(j) faz referéncia aos indices dos graus de liberdade do j¢¥™° né e atrasons(j)

faz referéncia aos indices dos atrasos aerodindmicos da j*"™¢ faixa avaliada. Uma vez de-
finidas as matrizes globais, os esforcos aerodinamicos bem como os atrasos aerodinamicos,

podem ser reescritos em suas formas globais.

{]\;L } = [AH{Q}, + [A:]{Q}, + [A:]{Q}, + [A] {7}, (7.7a)

(8}~ [B1{Q}, - B1{Q}, - B (@}, + (B {A}, = {0} (7.7h)

A Eq.(7.7b) foi totalmente isolada do lado esquerdo da igualdade para que os atrasos
sejam acoplados a equacao do movimento do asa ja com os esfor¢os aerodinamicos, similar
ao realizado na secao tipica. Assim, introduzindo a Eq.(7.7a) na Eq.(5.47) e isolando os

esforgos viscoelasticos do lado direito da equacao, a seguinte expressao é determinadas:

(3] 1@y, + (€] 4@y, + [K] V4@, — A {AY, = {(F), — {(F} . (79)

onde,
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Finalmente, com a equacao da asa contemplando os esforcos aerodinamicos, é possivel

descrever a equacao geral do movimento enriquecida dos atrasos aerodinamicos.

52)” 101, {{C{?t}}+ 1 10y, {{Qt}}+,__
—[B] Olypn, A S [= 1B [, L{A)
(7.10)
(IR —rad {{@}t}: {{F}t—{mt_w}
(B —[B4] {1\ {0)

onde os parametros gdl e Ny fazem referéncia a quantidade de graus de liberdade da asa
e aos atrasos aerodindmicos de todas as faixas, respectivamente. O vetor {F,} representa
os esforgos dissipativos gerados pelo material viscoeldstico e o vetor { F'} esforgos externos
quaisquer.

Desta maneira, cumpre-se o objetivo desta etapa que é inserir o comportamento di-
namico do material viscoelastico no dominio do tempo no modelo da Teoria das Faixas

aplicado ao MEF. Este modelo serd agora confrontado com os resultados experimentais.



CAPITULO VIII

Experimentos Aeroelasticos

Neste capitulo sao explicados com detalhes os procedimentos experimentais utilizados
para realizagdo dos experimentos com o PAPA e com a plate like wing. Portanto, para
atender os objetivos propostos neste trabalho que sao criar modelos computacionais capa-
zes de representar com fidelidade o comportamento dos sistemas estudados, é necessario
que os aparatos experimentais funcionem de maneira adequada.

Assim, os modelos experimentais foram utilizados, em um primeiro momento, como
uma base para criacao de um planejamento experimental, onde foi possivel saber, por
exemplo, se os tuneis de vento utilizados seriam capazes de gerar velocidades de esco-
amento suficientes para visualizacdo do fendmeno de flutter. Este foi um ponto critico
no estudo da sandwich plate like wing, pois a adicao do tratamento superficial elevou a
velocidade critica para os limites de operacao do ttnel de vento.

Como dois tuneis de vento e duas formas completamente diferentes de medi¢ao fo-
ram utilizadas, o capitulo é compostos de duas se¢oes, uma descrevendo o procedimento
experimental utilizado para o PAPA e outra para a Teoria das Faixas.

Os trabalho de Silva (SILVA, 2016) e Versiani (VERSIANI et al., 2019) foram a base
para o desenvolvimento dos procedimentos experimentais com o PAPA e com a sandwich

plate like wing.

8.1 Procedimento experimental utilizado para o estudo da secao tipica

Basicamente, dois equipamentos principais sao utilizados no estudo experimental da
se¢ao tipica: um tunel de vento e um aparato que seja capaz de avaliar o comportamento
aeroelastico de uma superficie de sustentagao e que seja possivel de ser modelado segundo
a teoria da secao tipica. Neste caso o aparato experimental utilizado é o PAPA. Ambos

serao descritos com detalhes, bem como toda a instrumentacao utilizada para as medicoes.
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8.1.1 Tunel de vento utilizado nos ensaios aeroeldsticos da secdao tipica

Neste caso, foi utilizado o tinel de vento Laboratério de Engenharia Aeronautica do
ITA juntamente com o Laboratério de Estruturas Aeroespaciais (LAB-AESP), mostrado
na Fig.(8.1).

Figura 8.1: Tunel de vento do Laboratério de Engenharia Aerondutica. Fonte: (SILVA,
2016).

Este tunel possui uma camara de teste com 0, 7m de comprimento, 0,6m de altura e
largura, e é equipado com uma turbina modelo EAS/1250 com 1, 2m de didmetro, poténcia
de 25H P, vazao de 43000m?/h e uma rotacio maxima de 1150rpm, conjunto que é capaz
de produzir uma velocidade maxima de 33m/s.

O ar entra no tunel por uma secao axial circular de 1, 3m de didmetro, succionado pela
turbina e em seguida é acelerado na cadmara difusora até chegar a cdmara de estabilizacao.
Na camara de estabilizagao, o escoamento até entao turbulento é retificado e estabilizado.
Antes de chegar a cAmara de teste, o escoamento é forcado através de cone de contragao
afunilado para ganhar velocidade (SILVA, 2016). Um tubo de Pitot é posicionado na
camara de testes, juntamente com um mandmetro digital, modelo Testo 512, para medicao
da velocidade do escoamento. A Fig.(8.2) mostra um esquema do ttnel de vento.

Dadas as dimensoes do tunel, o PAPA foi montado na frente da saida do tinel em

posigao vertical e no centro da secao de saida, como mostrado na Fig.(8.3).

8.1.2 Descrigao do sistema de aquisicio de dados

Para aquisi¢ao/processamento de dados foi utilizado um médulo de aquisigao dSPACE
conectado ao computador por meio de um cartdao PC/AT. Este sistema é equipado com
16 canais multiplexados em 4 conversores A/D (4 canais pertencem a 1 conversor A/D)

com um tempo de conversao de 1us por canal. O moédulo ainda possui 4 canais paralelos,
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Figura 8.2: Esquema do tunel de vento do Laboratério de Engenharia Aeronautica. Fonte:
(SILVA, 2016).

B\ 1

Figura 8.3: Disposicao do PAPA no tinel de vento.

onde cada um estd conectado a um conversor A /D de resolucao de 16-bit por conversor e
tensao de entrada com amplitude maxima de £10V. O mddulo possui também 8 canais
de conversores D/A de 16-bit de resolugao e £10V de saida maxima.

O ambiente grafico dos ensaios utilizando o médulo DS1103 é criado no programa
ControlDesk®, capaz de realizar vérias tarefas em uma tnica interface de trabalho,

além de possibilitar o controle de diversos subsistemas simultaneamente. Uma van-
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tagem do ControlDesk é que ele utiliza os modelos desenvolvidos/implementados no
Matlab/Simulink® como cartdo de entrada. Portanto, é necessaria a instalacdo do Matlab
com o pacote RTW (Real Time Workshop) para criagao da interface entre Matlab/Simulink®
e os enderecos da placa DS1103. Desta maneira, é possivel ter o acesso a todas as variaveis
criadas no diagrama de blocos do Simulink dentro do ControlDesk.

A instrumentacao do sistema constitui de 3 acelerémetros modelo M352C68 da PCB

Piezotronics. Os acelerémetros sao dispostos no PAPA nos locais mostrados na Fig.(8.4).

Bordo de - F
Ataque ” P

Acel-BA

N

Acel-BF

| > Acel-Base
]

Figura 8.4: Esquema do posicionamento dos acelerdmetros no PAPA. Fonte (SILVA,
2016).

A sensibilidade dos acelerometros é de 100m/s?/V e uma tensio DC de —1,3mV.
Estes acelerometros sdo posicionados na base (acel-Base), utilizado para medir o movi-
mento de plunge, no bordo de ataque (acel-BA) e no bordo de fuga (acel-BF) do aparato,
utilizados para medir o movimento de pitch.

Estes acelerdmetros medem a aceleracao colinear ao seu eixo axial. Assim os aceler6-

metros instalados na base e no bordo de fuga medem aceleragoes na mesma convengao de
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sinais do movimento de plunge, j4 o acelerdmetro no borde de ataque mede aceleragoes
em oposicao a conver¢ao de sinal do movimento de translacao. Desta maneira, a acelera-
¢ao angular relacionada ao modo de pitch deve ser estimada a partir da seguinte relacao
entre as aceleragoes medidas pelos acelerometros do borde ataque e do bordo de fuga. A

Eq.(8.1) descreve como se da esta relagao para estimar a velocidade angular da asa:

ay + do
- 8.1
lpa+lpr ®.1)
ondelgy = —0,07m e lgr = 0,22m sao as distancias ao longo da corda entre os respectivos

acelerdmetros e o eixo elastico. Estes dados foram utilizados por Bueno (BUENO, 2014)
e Silva (SILVA, 2016) e a partir destes alguns pardmetros do sistema foram ajustados.

O modulo DS1103 nao fornece ganhos para alimentacao de sensores e acionamentos,
sendo necessario um condicionar de sinal externo. Para isso, foram utilizados para cada
acelerometro um condicionar de sinal PCB Piezotronics modelo 480E09 com saida em
tensao maxima de £10V, ganho maximo de 100 vezes e alimentacao de até 25V .

Os sinais de aceleragdo medidos sao recebidos pelos canais de conversores A/D da
placa DS1103 se mostrando bastante ruidosos. Logo, filtros passa banda foram utilizados
com o intuito de eliminar os ruidos alta frequéncia. Desta maneira, foram escolhidas as
frequéncias de corte de 10H z para o filtro passa baixas e 0,5H z para o filtro passa baixas.

Além disso, como os sinais sao medidos em aceleragao, os mesmos devem ser integrados
duas vezes para se obter os deslocamentos e velocidades necessarios para criacao dos

retratos de fase.

8.1.8 Aplicacao dos elementos de rigididez viscoeldstica

Os elementos de rigidez viscoelastica foram aplicados de maneira a conferir rigidez em
plunge ao sistema. A teoria demonstrada no subsecao 6.2.1 para idealizagdo matematica
da geometria destes elementos surgiu das condig¢oes de aplicacdo do mesmo no PAPA.
Na Fig.(8.5), é possivel ver “tiras” de material viscoeldstico fixas no suporte do PAPA
e na estrutura que o sustenta. Desta maneira, cada elemento confere rigidez somente
ao ser tracionado. Logo, tiras com 1mm, 2mm, 3mm e 4mm de espessura, 60mm de
comprimento e 40mm de largura do material ISDM 112 da 3M® foram confeccionadas e

utilizadas.
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Figura 8.5: Elementos viscoelasticos circulados em vermelho para conferir rigidez a flexao
do PAPA.

Como a determinagao da velocidade critica experimental é visual, determinou-se uma
métrica para desativagao da turbina do tunel de vento para prezar pela seguranca. Estipulou-
se que para vibragoes em plunge acima de £10mm de amplitude, o sistema ¢é considerado
em flutter.

Quanto a adigao de rigidez viscoeléastica para o grau de liberdade de tor¢ao, nao foram

realizados experimentos.

8.2 Procedimento experimental utilizado no estudo da Teoria das Faixas

Neste trabalho, uma viga tratada conceitualmente como uma plate like wing é utilizada
para o estudo da instabilidade aeroelastica de uma asa tridimensional. Nesta estrutura
foi adicionado um lastro em sua extremidade cujo o intuito é aproximar a segunda e
terceira frequéncia natural, relativas ao segundo modo de flexdo e primeiro modo de
torcao, respectivamente, para que as instabilidades ocorram dentro da faixa de operacgao
do tunel.

O modelo de carregamento aerodindmico aplicado ao MEF sera validado com o ex-
perimento e em seguida, a asa serd recoberta das camadas viscoelasticas e restringente
para determinagdao das velocidades criticas. A Fig.(8.6) mostra como este lastro é fixado
na extremidade livre da asa, e ao lado a fita viscoelastica que sera usada para o controle

passivo de vibragoes.
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Figura 8.6: Plate like wing com lasto aplicado na extremidade e area de recobrimento do
material viscoelastico.

Vé-se na Fig.(8.6) que que o lastro é fixado a asa por dois parafusos prisioneiros. As

caracteristicas da estrutura, bem como do lastro sao descritas nas Tabelas 8.1 e 8.2, e as

Tabela 8.1: Carateristicas geométricas da plate like wing.

Camada Esp. [mm] Ly [mm] Lx [mm]

Base (1) 0,8128 350 40
Viscoeléstica (2) 0,5 350 40
Restringente (3) 0,3 350 40

Tabela 8.2: Propriedades mecanicas da sandwich plate like wing

Camada Médulo|[GPal Poisson  Densidade [kg/m?]

Base (1) 73.1 0.345 2780
Viscoelastica (2) Tabela 5.7 0,500 1600
Restringente (3) 73,1 0,345 2780

propriedades de inércia do lastro sdo descritas na subsecao 5.1.3.

Pela forma como o lastro é fixado a asa, é possivel desloca-lo de tal maneira que
seu centro de gravidade saia da linha do eixo elastico, modificando assim o valores das
frequéncias naturais e forcando o sistema a entrar em flutter em velocidades que permitam

a analise ser realizada dentro do envelope de velocidades do tunel.

8.2.1 Tunel de vento utilizado nos ensaios aeroelasticos da plate like wing

Para este experimento, um segundo tinel de vento foi utilizado. De construcao mais

simples, porém apresentando um escoamento mais controlado e laminar em relagao ao
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equipamento utilizado na secao tipica, este ttinel possui uma se¢ao de testes quadrada com
465mm de lado e é capaz de gerar uma velocidade méxima de 33m/s. Ele é impulsionado
por um ventilador rotativo equipado com um motor de 22kW. A Fig.(8.7) mostra uma

foto do tunel de vento utilizado para os ensaios da plate like wing.

Figura 8.7: Tunel de vento do Laboratério de Engenharia Aerondutica do ITA. Foto
disponivel no site: http://www.aer.ita.br/node/378.

Novamente, dadas as dimensoes da se¢ao de saida do escoamento do tunel, a Fig.(8.7a)
mostra que a asa ¢ posicionada com um angulo de incidéncia de 0° na saida do ttunel,
similar ao feito no PAPA. A incidéncia da asa em relagdo ao escoamento é feita com ajuda
de um goniometro e um esquadro, onde este é posicionado na superficie do tiinel de vento
e o0 gonidmetro utilizado para aplicar o dngulo desejado. A Fig.(8.7b) esclarece como o

procedimento é realizado.
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(b) Aplicacao do angulo de incidéncia com o go-

(a) Disposicao da asa no tinel de vento. nidmetro.

Figura 8.8: Posicionamento da asa no tunel de vento.

Além disso, este tunel de vento esta equipado com um tubo de pitot dentro de sua
segao de saida, e a pressao de saida é lida um Manémetro de Betz. A Fig.(8.9) mostra a
disposicao destes equipamentos.

Desta maneira, a pressao dinamica medida pelo pitot é convertida em pressao de
coluna d’agua pelo mandémetro de Betz e a seguinte relagao ¢ aplicada para determinar

velocidade do escoamento:

1
Piin = ipa'r‘/fr (823)
Pdin - szoghbetz (82b)

onde, hpers, € a altura de coluna medida pelo mandémetro de Betz e g é a gravidade. Assim,
a velocidade do ar é determinada isolando-a na Eq.(8.2a). Com esta abordagem, tem-se
que a velocidade deve ser previamente estabelecida regulando o rpm do ventilador do
tunel antes do inicio da aquisi¢ao dos dados.

Um tdltimo pardmetro experimental a ser calculado in loco é a densidade do ar, que é
dependente da temperatura ambiente e da pressao atmosférica. Primeiramente, a pressao
atmosférica é medida no local do experimento utilizando de um barométro de Torricelli.

Uma vez medida a pressao, P~ uma correcao desta deve ser realizada como mostrado

atm?
a seguir:

Putm = Pl — Loty — Logp [mbar] (8.3)

onde os termos Iy, e 1.4, sao definidos em fungao das condigoes climéticas do momento

em uma tabela anexa ao barometro.
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(b) Mandémetro de Betz utilizado para medi¢ao da pressdo em coluna de H2O.

Figura 8.9: Equipamentos para medicao da velocidade do escoamento.

Em seguida, a densidade do ar é calculada utilizando a constante universal dos gases,

R, e a temperatura ambiente em Kelvin, T, de acordo com a seguinte férmula:

_Patm
Par ="RT

(8.4)
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Este parametro deve ser verificado periodicamente ao longo da duracao do ensaio para
contemplar as variagoes climaticas. No momento das avaliagoes realizadas, a temperatura
era de 25°C". Nesta condicao, os parametros para o calculo da pressao atmosférica foram
medidos e valiam: P, = 956,90mbar, 14, = 3,9mbar e I, = 1, 7mbar. Substituindo
estes valores na Eq.(8.3), tem que a pressao atmosférica real vale P, = 95.900Pa.

Finalmente, substituindo este valor de pressdao na Eq.(8.4), o seguinte resultado é obtido:

B 95.130
~ 287,058 x (25 + 273, 15)

Este valor de densidade obtido, sera utilizado nos modelos computacionais, bem como

= 1,1115kg/m?*

par

a temperatura de 25°C' para determinagao dos parametros do material viscoelastico.

8.2.2 Descricao do sistema de aquisicao de dados

O sistema de aquisi¢ao utilizado neste trabalhado é a mesma dSPACE 1103 empre-
gada no trabalho da secao tipica, bem como o sistema de interface gréafica integrado
ao Matlab/Simulik®, o programa controlDesk®. Entretanto, ao invés de acelerometros,
vibrometros a laser sao os equipamentos utilizados para medicao do movimento. Esta
escolha ¢ feita para que nao haja influéncia da massa dos acelerdmetros e seus cabos na
resposta do sistema.

No caso, dois vibrometros Ploytec CLV-2534 sao empregados para realizar a aquisi¢ao
das velocidades em mm. A Fig.(8.10) mostra o conjunto de equipamentos que compoem

o vibrometro.

cnillt .
Il

Figura 8.10: Vibrometro Polytec CLV-2534.

Utilizando tri-pés apropriados, os pontos de atuacao escolhidos foram sobre o eixo
elastico (LEA) da asa e um ponto deslocado de Zj4ser = 15mm no sentido do bordo de
fuga (LBF) a uma altura de 260mm a contar do ponto de engaste da asa (n6 27 da malha

de elementos finitos). A Fig.(8.11) mostra os pontos de atuagao dos lasers na estrutura.
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(b) Atuagdo do laser sobre o borde de fuga

(a) Atuagao do laser sobre o eixo elastico (LEA). (LBF).

Figura 8.11: Pontos de aplicacao do lasers sobre a plate like wing.

Obviamente, os dois lasers, LEA e LBF, fazem leituras de movimentos translacionais.
No caso do laser LEA, nenhuma transformacgao deve ser feita, pois trata-se do movimento
em plunge que é também uma translagdo. Entretanto, o laser LBF deve ter sua leitura

convertida em movimento de rotagao. Isso pode ser feito pela seguinte equagao:

(8.5)

Llaser Llaser

LBF — LEA LBF — LEA
0(t) = atg ~

O sinal do laser, LEA, deve ser subtraido do sinal do laser, LBF, para que reste
somente a componente de translacao devido & torgao. A Fig.(8.12) mostra um esquema

explicando essa compensacao.
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Figura 8.12: Esquema da cinematica da asa sob flexao e torcao.



CAPITULO IX

Resultados Experimentais

9.1 Resultados - Secao Tipica

Nesta secao, serd mostrada a comparagao entre os resultados numéricos do modelo
de secao tipica e os ensaios experimentais realizados com o PAPA. Inicialmente, todo o
sistema sera apresentado de maneira a expor todos os pardmetros fisicos envolvidos no
problema e alguns ajustes realizados para tornar o modelo conforme com o experimento.

Em seguida, serd mostrada a velocidade critica experimental do sistema e a mesma
confrontada com o modelo numérico, tanto linear quanto nao linear. O préximo passo
sera a comparacao dos sistemas aeroviscoelasticos experimental e numérico. Neste caso,
somente a configuragdo com elemento de rigidez viscoelastica em plunge foi analisada
experimentalmente.

Para finalizar, alguns estudos de caso fazendo variar as propriedades geométricas do
elemento de rigidez viscoelastica em pitch sao mostrados no intuito de quantificar a in-
fluéncia deste material no sistema. Neste contexto, serao avaliadas as velocidades criticas

e o comportamento do sistema em ciclo limite.

9.1.1 Anadlise do sistema aeroeldstico

O aparato experimental PAPA, mostrado na Fig.(6.3), teve suas propriedades fisicas e
geométricas quantificadas por Silva (SILVA, 2016; SILVA et al., 2018), e seus valores sao

os mesmos utilizados neste trabalho. A Tabela 9.1, mostra todos os parametros utilizados.
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Tabela 9.1: Parametros fisicos e geométricos do PAPA.

Parametro Valor Unidade
Semi-cora (b) 0,145 m
Massa da segao (Mj) 6,5 kg
Massa da base (M) 7,0 kg
Frequéncia natural de translagao (f) 2,38 Hz
Frequéncia natural de rotagao (fy) 4,29 Hz
Coeficiente de amortecimento de translacao ¢, 0,003 —
Coeficiente de amortecimento de rotacao (y 0,003 —
Densidade do ar (p) 1,1341 kg/m?
Temperatura ambiente 19 °C
Posicao do e.e em semi-cordas (a) -0,1379 —
Posigao do CG em relagao ao e.e em b’s (zy) 0,0275 m
Raio de gira¢ao em torno do e.e (14) 0.064 m
Velocidade critica experimental ~ 14 m/s

“* A velocidade critica foi determinada analisando as FRFs do sistema para diferentes

velocidades. As velocidades avaliadas foram: 11,9m/s, 12,9m/s, 14,1m/s, 15,0m/s e

15,9m/s. Tragando todas as FRFs em um grafico 3D, ver Fig.(9.1), observa-se que o modo

de plunge perde quase toda sua contribuigdo no movimento a 14, 1m/s, como mostrado
na Tabela 9.1.

Figura 9.1:
de vento.
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—_—12,9m/s
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g
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2.2 [Hz]

12
Velocidade [m/s] Frequéncia [Hz]

FRFS obtidas a partir das respostas transientes em plunge, medidas no tinel

AsFRFsde 11.9m/s e 12.9 m/s mostram claramente as primeira e segunda frequéncias
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naturais muito bem espagadas, mas ja modificadas em relacao ao sistema sem perturbagoes

aerodinamicas. Em seguida, sdo mostradas nas Figs.(9.2), (9.3), (9.4), (9.5) e (9.6), as

respostas temporais a partir das quais essas FRFs foram tracadas.

Figura 9.2:

Figura 9.3:
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Respostas transientes em plunge e pitch para uma velocidade 12,9 m/s.
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Figura 9.4: Respostas transientes em plunge e pitch para uma velocidade 14,1 m/s.
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Figura 9.5: Respostas transientes em plunge e pitch para uma velocidade 15,0 m/s.
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Figura 9.6: Respostas transientes em plunge e pitch para uma velocidade 15,9 m/s.

Numa tentativa de mostrar as amplitudes de oscilagdo em ciclo limite do modelo, as
curvas de h(t) e 0(t) sdo mostradas na Fig.(9.7). Nota-se que o periodo da avalia¢do
é extremamente longo, 500s. Isso é feito, pois em regidoes muito préximas ao flutter, o
regime nao permanente estende-se demasiadamente por questoes numéricas. Logo, ao
avaliar um longo intervalo de tempo, tem-se a certeza de que o sistema atingiu o ciclo

limite, que no caso foi um valor préximo a 14,6 m/s.

h(t) [mm]

0 100 200 300 400 500
Tempo [s]

0 100 200 300 400 500
Tempo [s]

Figura 9.7: Resultado da simulagdo numérica para plunge e pitch a 14,6 m/s.
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Devido a aleatoriedade da resposta transiente experimental, nao convém sobrepor os
resultados experimentais e numéricos em um sé grafico. Seria muito complicado comparar

as duas curvas sobrepondo-as por dois motivos principais:

1. Nos modelos computacionais, para que haja oscilacao, é necessario um esfor¢o ex-
terno, além do carregamento aerodinamico, que tire o sistema do repouso. Neste
caso, um impulso unitario é utilizado. No experimento, o sistema sai do repouso

simplesmente devido a interacao fluido-estrutura;

2. O principal problema do aparato experimental é a forma como o mesmo é disposto
no laboratorio. O escoamento pouco laminar do tunel de vento, somado a uma
intensa recirculagao do escoamento ao sair do tunel, impedem que o sistema entre
num ciclo limite estavel. O resultado é um regime nao permanente durante todo a

periodo de avaliacao.

Desta maneira, é feito para o modelo computacional a mesma analise espectral mos-

trando a perda de influéncia no movimento do modo de pitch. A Fig.(9.8), mostra este

comportamento.
11.9m/s
—12.9m/s
—145m/s
2.7[H
1 2.75 [Hz] ) L27[H] 14.6 m/s
% 2,7 [HZ] :1 5m/s
_‘§ 0.8 2,52 [Hz] 15.9 m/s
= + 2.45[Hz]
Eos
o
2
% 0.4
2
5.0.2
£
< 0.
16
15 8
13
. 2
Velocidade [m/s] 11 Frequéncia [Hz]

Figura 9.8: FRFS obtidas a partir das respostas transientes em plunge, analisadas pelo
modelo computacional.

Visualmente, poder-se-ia presumir que o sistema a 14,5 m/s estd em flutter, porém,
ao analisd-lo individualmente, é possivel ver na Fig.(9.9) que ainda hé a presenga do modo

de pitch na resposta.



135

0.05 T .

o

o

'
T

©

=)

@
T

Amplitude Normalizada
=
N

(=4

o

purg
T

0 1 1

0 2 4
Frequéncia [Hz]

6

Figura 9.9: Foco na FRF a 14,5 m/s para visualizacao da segunda frequéncia natural.

Disso, conclui-se que a velocidade se encontra em uma regiao entre V.= 14,5 m/s e

V = 14,6 m/s, sendo portanto uma questdo numérica encontrar o ponto exato em que o

amortecimento do sistema se torna zero, configurando assim a velocidade critica.

Para finalizar as anélises com o modelo aeroelastico nao linear e os resultados experi-

mentais, é mostrado o retrato de fase das medigoes feitas no PAPA e das as simulagoes

numéricas. Esta andlise mostra como o modelo se enquadra no envelope obtido, por as-

sim dizer em virtude das incertezas. Os graficos sdo mostrados nas Figs. (9.9a), (9.9b),

(9.10a) e (9.10D).
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Figura 9.10: Retratos de fase para o sistema a 15,0 m/s.

Percebe-se para diferentes valores velocidades, os coeficientes dos polindémios que con-

ferem as nao linearidades em plunge e pitch devem ser reajustados. Neste caso os valores
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Figura 9.11: Retratos de fase para o sistema a 15,9 m/s.

para V = 15,0 m/s sdo: al = 1,27, a" =1, a) = 1 e af = 5; e para V = 15,9 m/s:
al = 1,6, af =1, a} = 1 e af = 12. Este ajuste mostra como a ndo linearidade em
pitch é mais importante. Além disso, vé-se como esta forma de abordar o problema nao
linear da Secao Tipica é flexivel, permitindo o ajuste das respostas para qualquer condi¢ao
necessaria.

Uma vez validado o modelo numérico, a proxima avaliagdo é uma comparagao entre

os modelos linear e ndo linear.

9.1.2 Modelo linear vs modelo nao linear

Nesta etapa é mostrado como o modelo linear se difere do nao linear. O objetivo é
comparar as amplitudes do sistema a medida que a velocidade do escoamento é aumentada
e como cada sistema se comporta em funcao disso.

Ao longo do trabalho, percebeu-se que o grau de nao linearidade do sistema tem forte
impacto sobre a dindmica do mesmo. Para mostrar esta influéncia, a secao tipica nao
linear serd avaliada com as constantes dos polindmios valendo: a? =1, af =1, a} =1 e
a? =1 e comparado com o sistema linear. Em seguida, uma nova comparacao é feita com
as constantes valendo a? = 1,27, af =1, a5 =1 e af = 5.

As duas andlises sao realizadas para uma condigao inicial dada em plunge cujo valor
é h(0) = 0, lmm. Esse valor foi escolhido por ser menor que a amplitude do ciclo limite
e, portanto, ndo induzir nao linearidades logo no inicio do movimento. As velocidades
avaliadas sao 5,00, 13,00, 14,00 e 14,6 m/s, para os dois sistemas. Uma condigao a mais
serd analisada somente para o caso nao linear, a velocidade de 25 m/s.

Primeiramente, sao mostradas as curvas em plunge e pitch para a primeira condi¢ao

de nao linearidade.
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Figura 9.15: Sistema lin. vs Sistama ndo lin. a 14,6m/s para a} = 1, af =1, a5 =1e
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Um primeira constatagao é referente a como os dois sistemas apresentam praticamente
a mesma resposta. Isso acontece pois o grau de nao linearidade introduzido no sistema é
pequeno. Outro ponto interessante, é que a medida que se aumenta a velocidade e esta
se aproxima da critica, a resposta se torna mais harménica. A Fig.(9.11b), mostra como
a bm/s ha uma forte aleatoriedade em pitch, justamente o grau de liberdade cuja nao
linearidade é mais importante. Finalmente, a principal diferenca é vista na Fig.(9.15),
onde o sistema ¢ avaliado para uma condicao ja critica, porém muito préxima do ponto
de amortecimento igual a zero. Nessa condicdo o sistema linear diverge ao passo que
0 nao linear entra em ciclo limite. Entretanto, a velocidade 14,6m/s é tao préxima da

velocidade critica, que mesmo com uma avaliacao de 1000s, o sistema nao linear nao
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atingiu o regime permanente do ciclo limite. Em seguida, a comparacao com a segunda

condicao de nao linearidade é mostrada.
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A principal diferenca entre os dois sistemas, foi uma leve alteragdo da velocidade
critica de 14,6m/s para 14, 7m/s. Além disso, tem-se que a resposta dos sistemas mesmo
para a velocidade 5m/s alterou completamente, como pode ser visto na Fig.(9.12a). Esta
diferenga também é vista para as velocidade de 13m/s e 14m/s.

Assim, pode-se concluir que o sistema é muito sensivel as varia¢oes do parametros,
sendo necessario um ajuste para cada condi¢ao. Além disso, dada a quantidade de incer-
tezas envolvidas no PAPA, seria muito complicado ajusta-los para velocidades inferiores
numa tentativa de fazer uma comparacao das amplitudes e fase.

Esta analise é importante para mostrar que andlises transientes com a plate like wing
deverao ser realizadas com o intuito de comparar as velocidades criticas somente. Qual-

quer tentativa de ajuste de modelo para comparacao do sinal transiente, mesmo em baixas
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velocidades, teria que ser feito levando em consideracao as limitagoes do modelo linear,

talq

9.1.3 Elemento de rigidez viscoeldstica aplicado em plunge

Na subsecao 6.2.1 foi mostrado como o elemento de rigidez viscoelastico atuando em
plunge foi idealizado com base em sua geometria, ver Fig.(6.6). Da forma como estao
dispostos, estes elementos conferem rigidez ao sistema somente quando alongados. Como
consequéncia, para que o efeito viscoelastico seja introduzido no sistema nos dois senti-
dos do movimento, duas tiras viscoelasticas sao aplicadas. Obviamente, este efeito foi
contemplado no calculo da rigidez equivalente.

Como foi observado na subse¢ao anterior, os valores dos coeficientes podem alterar
nao somente a dinamica do sistema em qualquer velocidade anterior & critica, como tam-
bém modificar levemente o valor desta. Por esta razao, como a primeira avaliacao feita
nesta etapa é a determinagdo da velocidade critica em fungao da aplicacdo das rijezas
viscoeldsticas em plunge, serd convencionado que os coeficientes, a™?, que conferem as
nao linearidades serao unitarios. Para as avaliagoes que houver comparacao com o expe-
rimentos, estes parametros serao ajustados.

Além disso, é importante ressaltar que a introducdo de mais rigidez em plunge no
sistema elevou o ponto de instabilidade consideravelmente. A Tabela (9.2) mostra as
velocidades criticas experimentais e do modelo computacional variando de acordo com o

aumento da espessura da tira viscoelastica utilizada como elemento de rigidez.

Tabela 9.2: Velocidades criticas experimentais® e simuladas** em funcao das espessuras
do elementos viscoelasticos.

Espessura Largura Comprimento V. Critica* V. Critica**
] ] ] m/s] /s
2 40 60 ~ 18,00 ~ 16,760
3 40 60 ~ 19,50 ~ 17,765
4 40 60 ~ 20,50 ~ 19,160

Dos resultados experimentais mostrados na Tabela 9.2, foi possivel registrar o sistema
em uma condigdo instavel somente para as velocidades de 18,00 m/s e 19,50 m/s. Para
20,50 m/s as amplitudes do movimento se mostraram muito elevadas e com uma regiao
transiente muito curta antes de atingir o ciclo limite, colocando assim a integridade do
aparato experimental em risco.

A instabilidade foi determinada de forma visual, exatamente como descrito no ex-
perimento do sistema aeroeldstico. A Fig.(9.20) mostra uma resposta transiente em

que, até aproximadamente 50 s, a velocidade do escoamento é de aproximadamente,
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V = 17,5 m/s. Apbés este instante, a velocidade foi aumentada para 18,0 m/s e o

sistema se tornou instavel.

10 T
E
E ) ]
r3
_1 0 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100
Tempo [s]
20 T T T T
&
= 0 1
I
_20 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Tempo [s]

Figura 9.20: Respostas transientes para um elemento de rigidez viscoelastico de 2 mm de

espessura.

Em seguida, as FFTs do sistema em condicao estavel e instavel sdo mostradas para
verificar a coalescéncia dos modos. Os intervalos de tempo mostrados nos titulos da
na Fig.(9.21) nas condigoes de estabilidade e instabilidade indicam os trechos dos sinais

(Fig.9.20) utilizados para o calculo das FRFs.
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Figura 9.21: FFTs do sinal transiente antes e depois da instabilidade para 18,00 m/s.
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Figura 9.22: Retratos de fase para o sistema aeroviscoelastico com elemento de rigidez de
2 mm de espessura e velocidade de escoamento de 18,0 m/s.

O ajuste dos parametros dos polinomios da forgas nao lineares resultou nas seguintes
constantes: alf = 0, a® = 0, a = 1,05 e af = 3, mostrando que as nio linearidades da
secao tipica sdo regidas basicamente pela rigidez a torgao.

Também, apesar do aumento da velocidade critica de 14,7 m/s para 16,76,0 m/s
com um elemento viscoelastico de 2 mm de espessura, as amplitudes dos deslocamen-
tos se mantiveram relativamente parecidas, h(t) = £6mm e § = £8mm ver Fig.(9.10).
Quanto as velocidades, elas aumentaram consideravelmente com a rigidez viscoelastica,
h, = £120mm/s contra h = 110mm/s e , = 170°/s contra § = 120°/s. Isso mostra que
o material viscoelastico tem um grande potencial para reduzir as amplitudes do movi-
mento, pois apesar das velocidades envolvidas serem maiores com o visco, as amplitudes
se mantiveram.

Em seguida, sao mostrados os mesmos resultados para os sistemas com 3 mm e 4 mm

de espessura do elemento de rigidez viscoelastico.
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Figura 9.23: Respostas transientes para um elemento de rigidez viscoelastico de 3 mm de

espessura.

Similar ao realizado para o caso anterior, os trechos dos sinais utilizados para o cal-

culo das FRFs nas regides de estabilidade e instabilidade sdo mostrados nos titulos da

Fig.(9.24).
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Figura 9.24: FFTs do sinal transiente antes e depois da instabilidade para 19,50 m/s.
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Figura 9.25: Retratos de fase para o sistema aeroviscoelastico com elemento de rigidez de
3 mm de espessura e velocidade de escoamento de 19,5 m/s.

Nestas condigoes, os valores dos parametros do polindmio da for¢a nao linear foram
ajustados para, a = 0, af = 0, aj = 1,13 e af = 6. Pelo retrato de fase é interessante ver
como as amplitudes do movimento de plunge praticamente se inalteraram se comparado
com a Fig.(9.21a) frente ao importante aumento de velocidade. Entretanto, o movimento
de pitch modificou muito, aumentando sua amplitude para £12mm e sua velocidade de
movimento para mais de £200°/s.

Mostrando o que o modelo ja sugeria, que praticamente nao ha nao linearidades em
plunge. Além disso, apesar do grande aumento na velocidade de pitch, quando comparado
com a condi¢ao de 18,0 m/s, ~ 50°/s, o aumento na amplitude do deslocamento foi de
~ 3mm. Sugerindo mais uma vez, que o amortecimento viscoelastico atua na amplitude

do movimento do cilo limite.

9.1.4 Elemento de rigidez viscoeldstica aplicado em pitch

As analises que seguem tratam do elemento de rigidez a torcao aplicado ao modelo da
secao tipica nao linear. Como nenhum experimento foi realizado referente a este procedi-
mento, os resultados serao mostrados com base na geometria do elemento viscoeldstico,
na velocidade critica e na amplitude do ciclo limite.

Assim, as analises sdo feitas com base no perimetro da coroa circular de material
viscoeldstico ou seja, com base no valor do dngulo presente na equagao (6.47), a qual serd

reescrita abaixo substituindo o termo, 27, pela variavel ©:

(Re — Bj)

C)
K0: G~
v = 4 L,

(9.1)

Esta geometria é excelente para o PAPA, pois flexibiliza muito a aplicacdo, sendo

possivel configurar o experimento para diferentes valores de velocidade critica. Desta
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maneira, é possivel estudar nao somente o ciclo limite, mas também o grau de caoticidade
para velocidades mais elevadas, mas que ainda sim sejam factiveis com a capacidade do

equipamento.

Influéncia dos pardmetros © e espessura da camada na velocidade critica

No intuito de entender a influéncia dos parametros no sistema, varias avaliagdes sao
realizadas, a comecar pela influéncia do perimetro e da espessura de material viscoelastico
utilizado como elemento de rigidez. Para este caso, a Tabela 9.3 mostra varias avaliagoes
realizadas para diferentes espessuras e perimetros, bem como as respectivas velocidades
criticas. Novamente, com o objetivo de se criar uma referéncia para o sistema nao linear,

o . " e s ho _ ho
as determinagoes das velocidades criticas sao feitas para valores unitarios de ay” e a;”.

Tabela 9.3: Velocidades criticas em funcao dos perimetros e das espessuras dos elementos
viscoelasticos.

© [°] R, [mm] R; [mm] [, [mm] V. Critica [m/s]
21 20 20 ~ 15,10
s 99 20 20 ~ 15,60
23 20 20 ~ 16,30
24 20 20 ~ 17,10
21 20 20 ~ 15,60
20 99 20 20 ~ 16,70
23 20 20 ~ 18,10
24 20 20 ~ 19,50
21 20 20 ~ 16,10
5 22 20 20 ~ 17,80
23 20 20 ~ 19,70
24 20 20 ~ 21,80
21 20 20 ~ 17.60
00 99 20 20 ~ 20,90
23 20 20 ~ 24,40
24 20 20 ~ 28,00
21 20 20 ~ 20,40
99 20 20 ~ 26,40
180 23 20 20 ~ 32,30
24 20 20 ~ 38,20

Os valores de R, e R; sdo determinados a partir do didmetro do eixo do PAPA,
¢ = 20 mm. Estes resultados sao reinterpretados em forma de graficos para facilitar a

visualizacao do comportamento do sistema.
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Figura 9.26: Superficie de resposta do sistema variando com © e com a espessura da
camada.

A partir da Fig.(9.26), sdo mostrados seus planos.
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Figura 9.27: Planos da superficie de resposta.

Observa-se que o sistema se comporta de maneira quase linear frente a variacao destes

parametros. Em seguida, as amplitudes dos ciclos limites serdo avaliadas para diferentes
valores valores de velocidade.

Comportamento do sistema em ciclo limite

O sistema sera agora avaliado somente na condi¢ao de instabilidade. Esta avaliacao
nao é simples, pois devido a grande quantidade de parametros influentes, varias sao os
cendarios possiveis de se obter. Como nao ha uma referéncia fisica como o experimento,

algumas condigoes serao escolhidas e destas uma superficie de resposta sera determinada,
similar aquela mostrada na Fig.(9.26).
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Como as velocidades criticas ja foram determinadas para diferentes condi¢oes de ri-
gidez viscoelastica a tor¢ao, nesta avaliacao os coeficientes a8’9 e a}f’e nao serao mais
unitarios, e os valores, al = 1, a? = 4, a§ = 1,13 e af = 10, sdo utilizados para limitar as
amplitudes dos ciclos limites para as velocidades mais elevadas.

Portanto, para que este conjunto de resposta seja determinado, é necessario estabele-
cer um critério sobre as velocidades de escoamento avaliadas para os diferentes sistemas
mostrados na Tabela 9.4. Desta maneira, estabelece-se que a velocidade maxima avali-
ada para cada configuracao serd de 25% acima do valor da velocidade critica definida na
Tabela 9.3. Além disso, dentro do intervalo V. < V < 1,25V,, quatro valores igualmente

espacados sao escolhidos para avaliacgao.

Tabela 9.4: Amplitude maxima do ciclo limite em funcao do perimetro, espessura e velo-
cidade.

0[] Re[mm)] Ri[mm)] V [m/s] h(t) [mm] 0(t) [°]
15.600 + 0.1 2,086 1.307

17.008 15,430 9.097

15 22 20 18,317 24,620 13,180
19.625 34310 16,870

16,700 + 0.1 5,248 1871

18,200 18,270 9.602

30 22 20 19.600 28 770 13.970
21,000 40,190 17.960

17.800 + 0.1 1,648 5.401

19,392 91.290 10.170

15 22 20 20,883 33.170 14.790
22 375 46.850 19.200

50,900 + 0.1 6.665 5,722

22,750 20 740 11,600

%0 22 20 24,500 13310 17.110
26,2505 130,500 29 240

E visto que nas primeiras velocidades de cada condicdo avaliada, um AV = 0, Im/s
é adicionado. Isso é feito para encurtar o tempo do regime transiente de entrada no
ciclo limite. A partir da Tabela 9.4, as superficies de resposta dos cilos limites para os
movimentos de pitch e plunge variando com o perimetro do elemento viscoelastico sao

criadas.
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Figura 9.28: Superficie de resposta das amplitudes do ciclo limite variando com o peri-
metro do elemento viscoelastico.

Estas superficie podem ser entendidas como sendo bifurcagoes de Hopf plotadas em
um grafico 3D onde o parametro © do elemento de rigidez viscoelastica é avaliado. Na
sequéncia, sao mostradas as vistas nos planos © vs Amplitude e Velocidade vs Amplitude

para os dois graus de liberdade.
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Figura 9.29: Planos das superficies de respostas dos ciclos limites para o movimento de
plunge.
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Figura 9.30: Planos das superficies de respostas dos ciclos limites para o movimento de
pitch.
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Observa-se pelas Figs.(9.28), (9.29) e (9.30), que a alteragao do comportamento do
sistema em ciclo limite pelo aumento da rigidez e do amortecimento viscoelastico possui
um importante grau de nao linearidade, tanto em plunge quanto em pitch. Além disso, é
possivel ver pelos retratos de fase, que para velocidades menores o sistema apresenta um
cilo limite bem comportado e, a medida que esta aumenta, intensifica-se a complexidade
do movimento. Sao mostrados a seguir somente os ciclos limites para a condi¢do mais

critica de velocidade, onde © = 90°.

1000 : 400 . . . : . . ;
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. 500 1 200 1
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£ Z 100} |
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(c) Plunge - 26,250 m/s. (d) Pitch - 26,250 m/s.

Figura 9.31: Ciclos limites para © = 90° em todas as velocidades avaliadas.

Nestas condicoes, percebe-se valores de amplitudes e velocidades extremamente altos
para a velocidade de 26,25 m/s. Certamente uma avaliagdo deste tipo nao seria possivel
de ser feita no PAPA devido ao risco a integridade do equipamento. Entretanto, esta
condicao foi escolhida para mostrar como o movimento se torna complexo com o aumento

da velocidade.
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9.2 Resultados - Teoria das Faixas

Nesta secao, sera mostrada a comparagao entre os resultados numéricos do modelo
da plate like wing e da sandwich plate like wing e os ensaios experimentais realizados
em tunel de vento. Inicialmente, serd mostrada a validacao da Teoria das Faixas, pela
comparacao das velocidades criticas do modelo e a experimental da plate like wing.

Em seguida, serao mostrados os ensaios realizado com o sistema aeroviscoeldstico e
o objetivo é validar o modelo da Férmula de Recorréncia quanto a velocidade critica e
novamente o fator de amortecimento por meio da analise de decremento logaritmico.

Para estas avaliagoes, os calculos realizado com o modelo computacional sao feito

tendo como condicao inicial a viga deflexionada como mostrado na Fig.(9.32).

45

Deflexao [mm]
-t -t N N w w B
o (3, o (3, o (3] o

(3]
T

0' 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

L, [m]

Figura 9.32: Condigao inicial usada nas simula¢des computacionais.

Todos os ensaios foram realizados no periodo da manha quando a temperatura am-
biente era de 25°C' e a densidade do ar, p,, = 1,1115kg/m?. Para essa temperatura, as
propriedades do material viscoeldstico podem ser consultadas na Tabela 3.1. Outras infor-
macoes como as propriedades mecanicas e geométricas da plate like wing sdo encontradas

no capitulo 8.

9.2.1 Andadlise do sistema aeroeldstico

O objetivo desta analise é comparar as velocidades criticas do modelo computacional e
do experimento para a plate like wing. Experimentalmente, o ponto critico foi encontrado
fazendo variar lentamente a velocidade do tinel de vento até o ponto de instabilidade,

cujo valor é de 10,5m/s e a resposta do sistema nesta condigao é vista na Fig.(9.33).



153

N
o

Amplitude [mm]
o

_20 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35
Tempos [s]
T
o
(]
T
2
=
£
< | | . |
0 5 10 15 20 25 30 35
Tempos [s]

Figura 9.33: Resposta transiente da plate like wing a 10,50m/s com lastro a 5mm do
eixo elastico.

Em seguida, é mostrada a resposta do modelo computacional da plate like wing. A
deflexdo mostrada na Fig.(9.32) ¢ usada como condi¢do inicial. A Fig.(9.34) mostra a ve-
locidade em que o modelo adota um movimento conservativo, definindo assim a velocidade

critica.
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Figura 9.34: Resposta transiente computacional da plate like wing a 9,50m/s com lastro
a —bmm do eixo elastico.

Um zoom é dado na curva do grau de liberdade, w(t), para mostrar que had uma

amplitude de movimento muito pequena apds 5s.
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Figura 9.35: Zoom na resposta do grau de liberdade w(?).

Para que amplitudes verdadeira fossem visualizadas, um modelo com nao linearidades
exatas deveria ter sido utilizado. Desta maneira, somente a predicao da velocidade critica
¢ uma informagao confiavel do modelo. Neste contexto, a velocidade critica observada
é um valor aproximado do exato ponto critico, pois este ultimo se torna um problema
numérico onde a avaliagao teria que tender ao infinito sem a ocorréncia de variagoes nas
amplitudes maximas do movimento. Portanto, assume-se que com 100s de avaliacao e
com a pouca variacao das amplitudes apresentadas, a estimativa seja adequada.

Em seguida sao apresentadas as velocidades criticas para o posicionamento do lastro

a —10mm e —15mm do eixo elastico
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Figura 9.36: Resposta transiente da plate like wing a 13,45m/s com lastro a 10mm do
eixo eléstico.
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Figura 9.37: Resposta transiente computacional da plate like wing a 12,81m/s com lastro
a 10mm do eixo elastico.
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Figura 9.38: Resposta transiente da plate like wing a 15,89m/s com lastro a 15mm do
eixo elastico.
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Figura 9.39: Resposta transiente computacional da plate like wing a 15,303m/s com
lastro a 15mm do eixo elastico.

Estes resultados mostram que o modelo de carregamento aerodindmico desenvolvido
com a Teoria das Faixas permite retratar o ponto de instabilidade aeroelastica do sis-
tema. Em seguida, o modelo computacional da sandwich plate like wing é avaliado com

0 experimento.
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9.2.2 Anadlise do sistema aeroviscoeldstico

Agora, a plate like wing sera tratada com as camadas de material viscoelastico e
restringente para formar a sandwich plate like wing e ser comparada com os resultados
experimentais. As condigoes climaticas da avaliagao foram, T = 25°C, o que resultou
numa densidade do ar, p,. = 1,1115kg/m3. Para esta temperatura, as propriedades do
material viscoelastico podem ser consultadas da Tabela 3.1.

A Fig.(9.40) mostra o sinal medido da sandwich plate like wing com lastro posicionado

a —bmm do eixo eldstico e submetida a um escoamento de =~ 30m/s.
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Figura 9.40: Resposta transiente da sandwich plate like wing a 30,4m/s com lastro a
—bmm do eixo elastico.

Medigoes com o lastro posicionado —10mm e —15mm nao foram realizadas pois ultra-
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passam o limite do tinel. Em seguida, a resposta do modelo computacional é mostrada

para velocidades de pré-, flutter e pos-flutter.
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Figura 9.41: Resposta do modelo computacional da sandwich plate like wing para veloci-
dades pré-, flutter e pos-flutter.

Percebe-se uma boa correlagao entre o modelo e o experimento, com apenas = 0, 6m/s
de diferenca. Como esperado a velocidade critica aumentou consideravelmente, em rela-

¢ao a plate like wing, devido principalmente ao grande aumento de rigidez e também
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devido a presenca do amortecimento viscoelastico. Entretanto, quantificar a participagao
do amortecimento viscoelastico neste aumento da velocidade critica se mostrou ser uma
tarefa matematicamente ainda inviavel e nenhuma solucao foi criada. Isto porqué é muito
complicado separar o amortecimento aerodinamico do viscoelastico.

Pensando nesta dinamica, poder-se-ia dizer que antes da velocidade critica, o amorte-
cimento viscoelastico e o aerodinamico trabalham de maneira conjunta dissipando ener-
gia do movimento da asa. Entretanto, sabe-se que a partir de uma dada velocidade, o
amortecimento aerodindmico atinge um limite maximo e comeca a diminuir. Contudo,
o amortecimento viscoelastico independe da velocidade e, portanto, seu comportamento
dindmico mantém-se baseado na frequéncia de vibragao da estrutura, bem como do deslo-
camento. Continuando, o amortecimento aerodinamico ird diminuir até se tornar igual a
zero, ponto onde normalmente, se nao houvesse amortecimento viscoelastico, definiria-se
a velocidade critica. Assim, espera-se que haja amortecimento aerodindmico negativo que
somado ao viscoeldstico, torne o amortecimento total da estrutura igual a zero. Esta
diferenga implicaria em um aumento da velocidade critica, podendo ser relativizado com
a plate like wing.

Entretanto, a separacao destes dois amortecimentos se mostrou uma tarefa muito com-
plicada, uma que fez que as forgas dissipativas aerodinamicas e viscoelasticas sdo ambas
dependentes do deslocamento e, portanto, sua visualizacao em respostas harmoénicas de-
fasadas do deslocamento. Outra tentativa foi de calcular o fator de amortecimento pelo
decremento logaritmico, mas essa abordagem é é capaz de fornecer o amortecimento geral
do sistema. Uma abordagem no dominio modal, resultaria também no mesmo problema

de separacao dos dois amortecimentos.






CAPITULO X

Conclusoes e Perspectivas de Trabalhos Futuros

Este trabalho marca o fim do ciclo da pés-graduagao do aluno André Garcia Cunha
Filho, engenheiro mecanico e mestre em engenharia mecanica pela Universidade Federal
de Uberlandia - UFU com a parceria com o Instituto Tecnolégico de Aerondutica - ITA.
Esta parceria nasceu ha seis anos atras a partir de uma ideia de unir os conhecimentos
sobre material viscoelastico, uma especialidade do Laboratério de Mecanica de Estruturas
da UFU, com os conceitos de aeroelasticidade intensamente pesquisados no Laboratorio
de Estruturas do ITA sob a coordenacao do Professor Mauricio Vicente Donadon.

Assim, os trabalhos iniciaram com o projeto de mestrado em que painéis aeronauticos
hibridos tratados superficialmente com uma camada de material viscoelastico e restringida
por uma terceira camada elastica foram estudados num regime supersonico de escoamento.
Nestes trabalhos, somente modelos no dominio da frequéncia foram desenvolvidos. Disso,
surgiu a curiosidade de investigar os fendomenos aeroviscoelasticos no dominio do tempo.
Desta maneira, um projeto de doutorado foi elaborado com uma série de objetivos prin-
cipais:

1 criar uma nova estratégia de reducao de modelos em elementos finitos bem adaptada

para sistemas aeroviscoelasticos;

2 desenvolver um modelo para representar o comportamento dindmico dos materiais

viscoelasticos no dominio do tempo;

3 criar um modelo de carregamento aerodinamico nao estacionario para regimes subso-
nicos de escoamento para representagao do comportamento aeroelastico de uma asa

tipo viga modelada segundo a Teoria de Euler-Bernoulli;

4 Validagao experimental em tunel de vento dos modelos aeroviscoelasticos desenvol-

vidos.
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Além destes, um ultimo trabalho nao previsto no plano de tese foi realizado. O de-
senvolvimento de um modelo nao linear de uma se¢ao tipica contendo elementos discretos
de rigidez viscoelastica. Os trabalhos foram realizados no campus da UFU, onde basica-
mente toda a parte de modelagem computacional foi realizada e no campus do ITA, onde
os experimentos em tinel vento foram conduzidos.

Para sintetizar de forma mais organizada todo o contetido gerado neste trabalho, as

conclusoes serao organizada por capitulo.

10.1 Modelagem do Comportamento Dindmico de Materiais Viscoelasticos

nos Dominios do Tempo e da Frequéncia

O desenvolvimento de modelos em elementos finitos de estruturas sanduiches com
nucleo viscoelastico sempre é uma tarefa complicada. Entretanto, modelos no dominio
da frequéncia sao mais simples e faceis de serem implementados computacionalmente,
quando comparados com modelos no dominio do tempo. Véarias sao as razoes que explicam
esta maior dificuldade, a comeca pela fundamentacao tedrica envolvida. No caso dos
materiais viscoelasticos, o modelo de derivadas fracionarias foi implementado por ser
conceitualmente mais correto do ponto de vista matematico e fisico por considerar a
causalidade presente no comportamento dinamico do material viscoelastico. Inicialmente,
isto se mostrou uma barreira a ser quebrada por se tratar de um tema extremamente novo,
de uma matemética muito complexa e por envolver conceito fisicos também novos e nada
intuitivos, como por exemplo a causalidade e sua representagdo matematica.

Apesar de que o laboratério LMEst a época ja tinha um breve conhecimento sobre
modelos viscoelasticos com derivadas fracionérias, nada ainda havia sido pesquisado sobre
leis constitutivas tridimensionais. O que se conhecia até entao era somente o modelo para
estados uniaxiais de tensdo proposto por Galicio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004).
Diante desse cenario e devido as intimeras suposicoes feitas pela autora, foi tomada a
decisao de desenvolver o modelo proposto por Schmidt e Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001,
SCHMIDT; GAUL, 2002) cuja lei constitutiva utiliza é tridimensional e portanto, é um
modelo completo. Nao se tinha nenhum noc¢ao da complexidade e dos custos compu-
tacionais envolvidos nesta abordagem, até que quando implementada foi constatada a
inviabilidade de utilizd-la em problemas aeroviscoelasticos.

Assim, o que era visto como uma solugdo se tornou um enorme desafio, uma vez que
o modelo proposto por Galicio (GALUCIO; DEU; OHAYON, 2004) ndo era uma opgao,
j& que o mesmo nao era aplicavel para o caso de placas. Isso serviu de motivagao para
intensificar as pesquisas sobre o modelo de Schmidt e Gaul, pois ao longo do desenvolvi-
mento deste, foi vislumbrada uma repeticao dos termos que definem o campo de tensao

nao local. A partir da curiosidade de mostrar essa repeticdo percebeu-se que a mesma
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elimina a auto-dependéncia da tensao permitindo que a mesma seja descrita somente em
termos do histérico de deslocamentos. Surgiu assim a Formula de Recorréncia, uma im-
portante contribuicao com um enorme potencial para expandir ainda mais as aplicagoes
com materiais viscoelastico tornando-as cada vez mais complexas.

Além disso, a Férmula de Recorréncia abre portas para o estudo em outras aplicagoes
que nao somente meios viscoelasticos. Através dela, acredita-se que varias outras formas
de aproximagcao de derivadas fracionarias possam ser descritas por meio de uma recorrén-
cia, o que seria um enorme campo de pesquisa dadas as inimeras técnicas numéricas de

aproximacao.

10.2 Modelo Matematico de Placas Sanduiche

Apébs desenvolvido, o modelo de derivadas fracionaria com a Férmula de Recorréncia
foi aplicado ao modelo de placa sanduiche, viabilizando o estudo de flutter de painéis ae-
ronauticos. Desta maneira, uma primeira avaliacao foi realizada logo de inicio, comparar
o modelo do Médulo Complexo com o modelo no dominio do tempo, justamente pelas
afirmagoes feitas por Bagley e Torvick sobre a auséncia de causalidade no Médulo Com-
plexo. De fato, uma importante diferenga foi observada tanto nos valores de frequéncia
natural obtidos, quanto na quantidade de amortecimento gerado por cada modelo. Viu-se
que o modelo do Médulo Complexo apresentou uma maior quantidade de amortecimento,
e valores de frequéncia natural inferiores.

Em seguida, utilizando os dois modelos para criar dois sistemas aeroviscoelasticos fi-
sicamente iguais, mas conceitualmente distintos, a comparacao das velocidades criticas
foi feita. Os resultados mostraram que o modelo do médulo complexo, apesar de apre-
sentar uma menor diferenga entre a primeira e segunda frequéncia natural (frequéncias
responsaveis pelo flutter), resultou em uma velocidade critica maior, o que é um resultado
contraditério. Entretanto, a quantidade de amortecimento gerado pelo médulo complexo
se mostrou mais importante, o que pode ter contribuido para o resultado final. Além
disso, este fato é um indicador de que o amortecimento viscoelastico pode ter um papel
importante nas caracteristicas do flutter de estruturas aeronauticas. Porém, para que isso
seja confirmado, mais estudos seriam necessarios, principalmente um estudo experimental
comparando os dois modelos.

Ainda neste capitulo é mostrado o estudo da criacdo de uma nova estratégia de redugao
de modelos de elementos finitos para sistemas aeroviscoelasticos. Um artigo foi publicado
na revista Mechanical Systemas and Signal Processing (MSSP) (FILHO et al., 2017).
Neste trabalho, uma base de reducao modal criada iterativamente a partir de residuos
de forgas estaticas e dinamicas é proposta. Ela foi comparada com outras abordagens

adaptadas para sistemas com a presenca de amortecimento dependente frequéncia. Um
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extenso trabalho mostrando desde a condensacao de sistemas simples como painéis san-
duiches aeronauticos, até sistemas complexos como parte da fuselagem de uma aeronave
foi realizado obtendo resultados excelentes.

Foi percebido que sistemas aeroviscoeldsticos, devido a presenca de acoplamento fluido-
estrutura, sistemas de dindmica de rotores e sistemas multi-fisicos com a presenca de
elementos piezelétricos, apresentam todos uma mesma estrutura algébrica, ou seja, todos
sao apresentam problemas de autovalor complexos, polinomiais nao auto-adjuntos. Ter o
conhecimento desta caracteristica tornou possivel a criacdo da base intitulada no artigo
de “Iterative Enriched Ritz Mode Basis” - [Tigry]. Desta maneira, a abordagem néao se

limita somente a sistemas aeroviscoelasticos, mas também para os outros casos citados.

10.3 Secao Tipica Nao Linear

Apesar de nao estar previsto no plano de tese, este foi um dos principais estudos desta
tese, pois gerou informacoes importantes sobre o comportamento nao linear de sistemas
aero/aeroviscoeldsticos que até entdo eram desconhecidos. Isso com certeza servird como
um importante “know-how” para pesquisas futuras a serem realizadas no LMEst.

A ideia de se criar um modelo nao linear no dominio do tempo, surgiu da curiosidade
de entender melhor como o amortecimento viscoeldstico influencia o comportamento ae-
roelastico de estruturas aeronauticas. Dada sua simplicidade de criacao e a facilidade de
realizar experimentos devido a existéncia de uma bancada experimental operacional no
ITA, decidiu-se estudar uma secao tipica.

Além disso, foi necessario criar modelos matematicos de elementos viscoeldsticos de ri-
gidez discretos segundo as possibilidades de aplicagao destes no PAPA ( “Pitch and Plunge
Apparatus”). Este modelos exigiram a reinterpretagao da teoria fracionaria desenvolvida
para leis constitutivas tridimensionais, para casos unidimensionais, como alongamento
puro e torcao pura.

Um modelo de carregamento aerodindmico nao estacionario foi criado a partir da
teoria de Wagner, onde uma nova formulacao da equacao do movimento foi proposta.
Esta nova ideia permitiu nao somente um processo direto de integracao da equacao do
movimento para obtencdo da resposta transiente, mas também possibilitou reduzir pela
metade a quantidade de graus de liberdade do problema. Do ponto de vista de uma
se¢ao tipica, onde no maximo 5 graus de liberdade formam o problema, nao é um fator
relevante. Porém, como a Teoria das Faixas é uma extrapolacao do caso da se¢ao tipica
para asas tridimensionais aplicada em elementos finitos, esta se mostrou é uma alternativa
inteligente.

Os modelos criados se mostraram bastante coerentes com os resultados experimentais,

tanto na predicao da velocidade critica, quanto nas amplitudes de ciclo limite apresenta-
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das, para os casos aeroelasticos e aeroviscoelastico.

No que se refere ao caso aeroviscoelastico, somente o caso com elemento viscoelastico
de rigidez em plunge foi avaliado. Os resultados permitiram ver como o aumento de
rigidez aportado pelo elemento viscoelastico modificou a velocidade critica. Entretanto,
nenhuma conclusao foi tomada relagao ao real impacto do amortecimento viscoeldstico
na velocidade de flutter. Contudo, foi possivel perceber como o amortecimento estrutural
introduzido reduziu as amplitudes de vibracao do sistema de maneira importante, sendo
este um efeito da viscoelasticidade no sistema aeroelastico. Foi visto através dos retratos
de fase, que apesar do aumento das velocidades da estrutura, {¢}, devido ao aumento da
velocidade do escoamento, as amplitudes do movimento praticamente nao alteraram.

Outro ponto interessante foi a constatacdo de que o movimento em plunge apresentou
um comportamento dindmico com um grau de nao linearidade muito baixo para o caso
aeroelastico, e praticamente zero nao linearidade para o caso aeroviscoeldstico. Assim,
concluiu-se que o grau de liberdade de pitch é o grande responsavel por o reger compor-
tamento nao linear da sec¢ao tipica. Além disso, ficou clara a sensibilidade do sistema ao
variar as propriedades da rigidez em pitch, em que pequenas alteracbes aumentavam de
maneira mais importante a velocidade critica, quando comparada com alteragoes feitas
na rigidez em plunge.

Apos as constatacoes feitas sobre o protagonismo do modo de pitch sobre a dindmica
do sistemas aero/aeroviscoeldstico, um estudo paramétrico sobre os efeitos do aumento da
rigidez e amortecimento viscoeldstico sobre o sistema em ciclo limite foi realizado. Nesta
analise, foi variada a area perimetral do elemento de rigidez viscoelasitico pelo aumento
do angulo O, ver Eq.(9.1). Notou-se que as amplitudes do ciclo limite variam de forma
nao linear com o aumento do perimetro. Viu-se que com o grande aumento da velocidade
critica nestes casos, o sistema praticamente nao apresentou graus de caoticidade, uma vez
que somente em velocidades extremamente altas que induziram amplitudes e velocidade
de movimento da estrutura excessivas, o retrato de fase apresentou movimentos mais

complexos.

10.4 Teoria das Faixas Aplicada ao MEF

Como ultimo objetivo, este se mostrou o mais desafiador por exigir a juncao de duas
teorias no dominio do tempo complicadas, o modelo de estruturas sanduiche e o modelo de
carregamento aerodindmico nao estacionario e tudo em um curto espaco de tempo. Além
disso, foi necessaria a validagao experimental do modelo aeroviscoeldstica, um trabalho
que exigiu a participagao de varias pessoas.

A criacao do carregamento aerodindmico nao estacionario no dominio do tempo foi

feito com base na Teoria de Wagner a partir desta, criou-se o modelo o modelo da Teoria da
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Faixas, permitindo seu emprego no modelo de elemento finitos da viga de Euler-Bernoulli
e sua correspondente viscoelastica.

Acerca da qualidade dos modelos, foram obtidas velocidades criticas bastante coeren-
tes em relagdo ao medido experimentalmente. No caso aeroelastico, foram validadas as
velocidades criticas para todas as posi¢oes de lastro, —5mm, —10mm e —15mm. Ja o
modelo aeroviscoelastico, somente uma posicao de lastro foi avaliada devido as capacida-
des de operacao do ttnel de vento, limitadas a 33 m/s. Assim, foram obtidas velocidades
experimentais de =~ 30,5 m/s, enquanto que o modelo computacional da sandwich plate
like wing predisse uma velocidade critica de 31 m/s.

Apesar da coeréncia apresentada pelos modelos, nao foi possivel criar uma metodologia
capaz de separar os amortecimentos aerodindmicos e viscoeldsticos que permitisse afirmar
a real influéncia deste no aumento da velocidade de flutter. Desta maneira, conclui-se que
o aumento da velocidade critica de ~ 9,5m/s para ~ 31m/s para um posicionamento do
lastro de —5mm em relacao ao eixo elastico, é principalmente devido ao grande aumento

da rigidez do sistema viscoelastico em relagao a sua contra-parte puramente elastica.

10.5 Trabalhos publicados

Varios trabalhos foram publicados ao longo destes seis anos de pesquisa. Sao listados

abaixo em ordem cronoldgica somente aqueles publicados em revistas.

1 Mechanical Systems and Signal Processing: Flutter suppression of plates using pas-
sive constrained viscoelastic layers, (CUNHA-FILHO et al., 2016);

2 Aerospace Science and Technology: Flutter suppression of plates subjected to super-

sonic flow using passive constrained viscoelastic layers and Golla-Hughes-McTavish

method, (FILHO; LIMA; DONADON, 2016);

3 Composite Structures: Dynamic and aeroelastic behavior of composite plates with

multimode resonant shunted piezoceramics in series, (LEAO et al., 2016);

4 Mechanical Systems and Signal Processing: An efficient iterative model reduction
method for aeroviscoelastic panel flutter analysis in the supersonic regime, (FILHO
et al., 2017).

Acredita-se que mais trés trabalhos possam ainda ser gerados, sendo que um deles sobre

o desenvolvimento da Férmula de Recorréncia esta em fase de conclusao para submissao.

10.6 Perspectivas de Trabalhos Futuros

Ao longo deste trabalho, varios objetivos foram propostos para o estudo de sistemas

aeroelasticos tratados passivamente com materiais viscoelasticos. O trabalho se iniciou a
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partir das pesquisas feitas com flutter de painel aerondutico, porém a necessidade era o
desenvolvimento do modelo de derivadas fracionarias para representar o comportamento
do material viscoelastico no dominio do tempo. Desta maneira, foi necessario desenvolver
um modelo de material viscoelastico que nunca havia sido feito no laboratério de Mecanica
de Estruturas, que foi a proposta de Schmidt a Gaul (SCHMIDT; GAUL, 2001), a qual
possui uma lei constitutiva adaptada para casos no minimo de estado plano de tensao.
Deste trabalho, surgiu a pela Férmula de Recorréncia que deixou varias perguntas a
serem respondidas, como por exemplo, quantificar a real diferenca apresentada entre ela
e o modelo do Médulo Complexo. Para responder este questionamento, somente com a
realizacao de experimentos e ajustes de parametros.

Além disso, seria interessante expandir o banco de dados do laboratoério no que se refere
as propriedades mecanicas de outros tipos de materiais viscoelasticos, pois o material
ISD112 nao é mais comercializado com este nome.

Mudando de tema, mas ainda sobre o céalculo fracionario, varias portas foram aber-
tas. Como ja mencionado no texto, um trabalho sobre a aplicacao desta abordagem
matematica para determinar do carregamento aerodinamico nao estacionério ja estd em
andamento no laboratério sob a forma de uma iniciacao cientifica. Neste caso, foi reali-
zado um estado da arte sobre o assunto, e os trabalhos de desenvolvimento matematico
ainda iniciardo. A partir disso, resolver integrais de convolugao por meio do calculo fra-
cionario sera um conhecimento valioso para aplicar em qualquer sistema que ela apareca.
A ideia sera, uma vez definido o carregamento por meio do célculo fracionario, adaptar
a formulacao da secao tipica de forma que o mesmo seja integrado a esta e finalmente
introduzir elementos viscoelasticos e estudar o comportamento do sistema com dois ti-
pos de fung¢bes nao locais diferentes. Finalmente, validar experimentalmente os modelos
fracionarios. Extrapolar o conceito do calculo fracionario para a Teoria das Faixas.

Uma outra possibilidade de trabalho, ainda sobre o célculo fracionario, seria aplicar
o conceito da recorréncia para outras formas de aproximacao da derivada fracionaria e
verificar se a repeticao ¢ valida também para estes casos.

Sobre estruturas, trabalhos com modelos nao lineares em elementos finitos contendo
material viscoelastico agora sao possiveis, mesmo para estruturas complexas devido ao de-
senvolvimento da lei constitutiva tridimensional. Desta maneira seria possivel desenvolver
modelos de estruturas sanduiches nao lineares para o estudo do amortecimento viscoelds-
tico nestas condigoes. No caso da aeroeviscoelasticidade, criar modelos de sandwich plate
like wing com nao linearidades geométricas exatas para avaliacdo da resposta no tempo
em condicao de pré-, flutter e pés-flutter.

Uma lista que resume os principais topicos a serem trabalhados no futuro advindos

desta tese é apresentada:

1 Trabalho experimental para caracterizacao e comparacao dos modelos de derivada
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fracionaria segundo a Férmula da Recorréncia;
Trabalho experimental para caracterizacao de outros materiais viscoelasticos;

Desenvolver e aplicar um modelo de carregamento aerodinamico nao estacionario

utilizando o cédlculo fracionario para uma secao tipica;

Desenvolver e aplicar um modelo de carregamento aerodindmico nao estacionario

utilizando o calculo fracionario para a Teoria das Faixas;

Validar experimentalmente os modelos de secao tipica descritos em termos do célculo

fracionario;

Extrapolar o conceito da Férmula de Recorréncia para outras formas de aproximacao

de derivadas fracionarias;

Modelos nao lineares em elementos finitos para o estudo da aeroelasticidade de asas

finas com grande alongamento sujeitas a grandes deslocamentos e rotacoes;
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Apéndices



APENDICE A

A.1 Matrizes Aerodinamicas - dominio do tempo

Este apéndice complementa a formulacao do carregamento aerodinamico nao-estacionario
no dominio do tempo utilizando a aproximacao de Jones para a Funcao de Wagner. Sao
apresentadas as matrizes relacionadas aos modos de translacao e torcao velocidades e ace-
leracdo, ay, as, as bem como a matriz a4 que relaciona o atraso da variagao de "downwash”
com a sustentagdo. Sdo mostradas as matrizes para o caso com dois gdl (secao tipica)
para simplificar a escrita.

Outro ponto importante é que as matrizes a; e b; ndo variam em relacao a envergadura,
uma vez que a asa nao possui perfil varidavel nem enflechamento.

Estas matrizes podem ainda serem separadas nos efeitos nao-circulatoério e circulatorio

da seguinte maneira:

(ne) 4 g® i=1,2,3,4. (A.1)



As matrizes relativas a parcela nao-circulatéria sao:
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e matrizes relativas a parcela circulatéria sao:

o 0 o}
100
© [ —2mpVbh —27mpVh? (%—a)
" __—7Tb2pV+2b2<a+%)7rpV {—Wb3p+2b3(a+%)7rp}‘/<%—a)
(C)_'o —2mp V2
“ __() —7rb2pV2+2b2(a+%)7rpV2
(C)__ —2mpVbh —2mpVbh
a4 __2b2<a+%)7rpv 2b2(a+%)7rpV
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(A.2b)

(A.2¢)

(A.2d)

(A.3a)

(A.3D)

(A.3c)

(A.3d)

Em seguida, as matrizes relativas a taxa de variagdo dos estados de atraso aerodina-
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mico com os graus de liberdade do perfil sdo apresentadas

[ —0.165 —0.165b(1/2 — a)

bl = (A4a)
| 0335 —0.335b(1/2 — a)
[0 —0.165V

by = (A.4b)
(0 0335V
[0 0

bg = (A4C)
00
[ —0.041Y 0

by = (A.4d)
0 —0.320 ¥

A.2 Lei de Hooke Generalizada

A partir da Lei de Hooke generalizada, é possivel escrever os campos de tensao e

deformagao para uma material puramente linear, veja:

Oij = 2G€ij + )\5kk5ij (A5a)
1+v v
67;j = TO'Z‘]‘ — Eo-kk(sij (A5b)
onde G = 2(172”), que é moédulo de cisalhamento do material, A = (Hyﬁﬁ sao as

conhecidas constantes de Lamé e v é o coeficiente de Poisson. O termo, d;; =1, se i = j
e d;; =0, se i # j, é chamado de Delta de Kronecker e, segundo a convengao de notagao
indicial, indices repetidos fazer referéncia a soma. Tensoes e deformagoes no espago sao
acoplados pelo efeito Poisson do material, que garante sua continuidade. Tome como
exemplo um estado plano de tensoes que induz um estado triplo de deformacao. Portanto,

ao expandir as Eqgs. é possivel ver como as tensoes e deformagoes sao acopladas devido
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ao efeito Poisson. Expandindo a Eq.(A.5a) sao obtidas as seguinte relagoes de tensao:

o11 = 2Gey + A (g1 + €22 + €33) (A.6a)
092 = 2Gegy + A (€11 + 22 + €33) (A.6b)
033 = 2Gegs + A (€11 + €22 + €33) (A.6c)
012 = 091 = G2 (A.6d)
013 = 031 = G2e13 (A.Ge)
093 = 039 = (Gegs (A.6f)

Ao expandir a Eq.(A.5b), uma segunda forma de expressar a Lei de Hooke Generali-

zada é vista:

1
€11 = o (011 — v (022 + 033)] (A.Ta)
1
€99 = 5 (092 — v (011 + 033)] (A.7b)
1
€33 = E [033 —v(on + 022)] (A-7C)
012
2610 = Q9] = —— A.7d
€12 €921 I ( )
o
2613 = 2831 = ?13 (A7e)
023
Deoa = Qege = ——= ATt
€23 €23 I ( )

Diante de um estado geral de tensoes como este, é necessario que algumas suposigoes
sejam feitas afim de adaptar a teoria para casos como as Teorias de Viga de Euller-
Beunoulli e Timoshenko, onde estados uniaxiais de tensao sao considerados. O problema
é que ao se fazer este tipo de imposi¢ao ao estado de tensao, as duas formas de se expressar
a Lei de Hooke se tornam incompativeis justamente devido ao efeito Poisson. Veja por
exemplo no caso da Fig.5.1, onde assume-se que hi somente alongamento na direcao

principal da viga. Neste caso tem-se que o campo de deformacao toma a seguinte forma:

14
€11 = _EUQQ (A8a)
_ ! A.8b
E99 = EO_QQ ( : )
14
€33 — ——=022 (ASC)

E
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Nota-se que mesmo para um estado uniaxial de tensao, um estado triplo de deformacao é
criado. Portanto, a escolha de um campo de deslocamento unidimensional, como mostrado
na Egs.(5.1b), faz com que uma importante suposicao seja feita: a de que o coeficiente de
Poisson, v, valha zero somente para o caso de alongamento e assim zere as deformagdes €49
e £33. ApOs feitas estas imposigdes e avaliando a Eq.(A.5a), a seguinte tensao na diregao,
y, é obtida:

092 = (A + 2G) 99 (A.9)

desta maneira, £ = A+ 2G. No contexto deste trabalho, a segunda forma de se expressar

a Lei de Hooke Generalizada, Eq.(A.5b), é menos propensa a erros, uma vez que o trago

do tensor deformacao nao é exatamente a tensao de alongamento, Tr ({e}) # oao.
Finalmente, a matriz constitutiva para o caso de uma viga submetida a um estado

uniaxial de tensao e tor¢ao pura, tera a seguinte forma:

099 E 0 0 £992
012 ( — 0 G 0 2812 (AlO)
0923 0 0 G 2523

A partir desta matriz, todos os calculos de energia de deformacao elastica serao reali-

zados, tanto para a estrutura quanto para a camada restringente.

A.3 Defini¢ao das fungdes de forma

O modelo de elementos finitos utilizado neste trabalho faz uso de polindmios Hermi-
tianos em suas fungdes de forma, obtidas a partir de polindmios interpoladores lineares
para as translacao e rotacao na direcao, y. Para a translacao na diregao, z, € utilizado
um polindmio interpolador ctibico. Serd feita uma formulacao isoparamétrica, permitindo
que as integrais sejam realizadas por meio do método da Quadratura de Gaus (BATHE,

2006), veja o esquema:

n Mapeamento ¥
® P — o o
10 1 dv=Jdn =% v b

Figura A.1: Esquema de um elemento isoparamétrico e o operador Jacobiano levando
das coordenadas locais para globais.

Desta maneira, pode-se descrever um vetor contendo os polinomios interpoladores para
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cada grau de liberdade da forma, {U (n,t)}, descrito como segue:

U<777t) a0+a177
w(n,1) ag + asn + ayn? + asn’
{U(n, 1)} = = ) (A.11)
0, (n,t) 0+ as + 2a4n + 3asn
0y (n,t) ag + arn
A Eq.(A.11) pode ser reescrita matricialmente da seguinte forma:
aot
ai,
17000 0 0 0]|a, P,
001xn n n 0 0f]as [P]
Ul = ‘Y =[P] {C} = vl {C A.12
Whe=3 0 01 oy a0 of arf = P{Oh= || Ch (412
0000 0 0 1 n|]as, [Py,
CLGt
CL7t

onde, no intuito de facilitar a escrita, as dependéncias espaciais e temporais serdao descritas
como Indices subscritos a partir daqui, logo vé-se que a dependéncia temporal estd nas
constantes, incognitas do problema. Para determina-las, ¢ imposta a condi¢ao de que

sejam feitas aproximagoes de modo a fornecer os valores dos deslocamentos e rotagoes

nodais do elemento. Para isto, avalia-se a matriz [P,] para n = —1 e n = +1, veja:
[t =10 0 0 0 0 1 (ao,
0 01 -1 1 —-10 a,
0 0 0 1 =2 0 as,
P 0 0 0 0 ©0 1 -1
G} = [0 ey, = el
Pty 1 1.0 0O O O 0 O g,
o 0 1 1 1 1 0 O as,
o o o0 1 2 3 0 0 ag,
o o 0 o0 o o 1 1 az,

Isolando o vetor de constantes, {C'},, na Eq.(A.13) e o introduzindo na Eq.(A.12) sao

determinadas as fungoes de forma para cada um dos graus de liberdade.

{cy, = [Ph”:—”] ) = 4] ) (A14)
[Pli=s) ’ ’
v (n,t) [P,
_Jw (777 t) _ [P]w +1 (e)
(U}, = oot = I[Pl [ATH] {6}) (A.15)
Qy (777 t) [P]a
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A partir da Eq.(A.15), sdo definidas as fungdes de forma para cada GDL, da seguinte

forma:
{v},, = [P], [AZ1] {6}5) = [NV, {}%) (A.162)
{w},, =[P, [ATH] {6} = [V],, {6} (A.16D)
{02}, = [Ply, [AT]{5}1) = [N],, {6}%) (A.16¢)
{6y}, = [Ply, [AT1] {035} = [N, {6}Y) (A.164)

A.4 Operador linear Jacobiano

O processo de formulagao isoparamétrica é realizado com base num sistema de referén-
cia local, n. Desta maneira, um mapeamento deve ser feito de tal maneira que exista uma
transformacao linear que leve um sistema de referéncia local para o sistema global e desta
maneira os calculos possam ser realizados. Esta operacao é feita por meio de uma base
de transformacao linear denominada de Jacobiano, J. No caso da viga, o Jacobiano sera
um escalar, devido a unidimensionalidade do problema, porém, no caso de uma placa,
onde ha a existéncia de duas dimensdes, este operado uma uma ordem, [2 x 2]. Sera
mostrado, como determinar o Jacobiano, bem como realizar o mapeamento que fara a
transformacao de coordenadas. Para tal, tome a Fig.A.1, onde vé-se que um infinitesimal
de comprimento, dy = Jdn. A determinacao do Jacobiano dependera da geometria do
elemento finito e da funcao de interpolagao utilizada para descrever uma coordenada em

funcao da outra. Nesta sera utilizada a seguinte fun¢ao de interpolacao:

< L+ nm;
Yn = ZNiyi = Yi (A.17)
i=1

n

Nesta equacgao, n faz referéncia a quantidade de nés do elemento. Desenvolvendo a

Eq.(A.17), é obtida a seguinte relacao:

L +nm L+ nne b
=" Y1+ 5 ygzyc+§77 (A.18)

onde o termo, y. = (y1 + y2)/2, é a posigao central do elemento referenciado nas coorde-

nadas globais. Desta maneira, é possivel derivar a coordenada generalizada, v, em relacao

an.
0 ov 0 ov (b 0
gv_ocvoy _ov(by) _9v (A.19)
on  Oydn Oy \2 dy

Desta relagao, pode-se dizer que as derivadas da varidvel, v, em relacao a coordenada

global do sistema ¢ dada por:

ov 10v 20v
C?iy — 38777 — 5877 (A.20)
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Desta maneira, o mapeamento mostrado na Fig.A.1 é descrito. Outro ponto impor-
tante da utilizacao da formulagao isoparamétrica, bem como do Jacobiano é o surgimento
de uma outra matriz de transformagdo, denominada aqui de matriz de passagem, [T,
necessaria para corrigir as rotacoes nodais. Tome como exemplo o elemento um da viga
discretizada, onde seus graus de liberdade sdo expressos em termos da coordenada local,
n. Nota-se na Eq.(A.21) que as rotagoes podem ser substituidas pela Eq.(A.19), e de
maneira apropriada tem-se os graus de liberdade descritos em termos das coordenada

globais, veja:

'U§1) ‘Ugl) T r ug1) T
w® w® w®
0(1) Sw®) b ow®)
x on 2 Oy
1 1 1
Wl
e U3 U3 U3
W {04 = D1 =1 @ =1 @ (A.21)
Uq Uy Uy
w®@ w® w®
e dw®? b w®
on 2 0Oy
2 2 2
6 6 6
_v§2)_ _v§2) | i Uz(),Q) |

Assim, a matriz de passagem elementar, [T](e) é criada:

(100000000 0
01 000O0O0O0CO0OO
0020000000
00010O0O0O0O0O

[T](e): 000O01O0O0O0O0°O (A.22)
000O0O0OT1TO0OTO0TGO0O
000O0O0OO0OT1QO0TO0OO
000000O0O02%00
000O0O0OO0OO0OO0OT1F®O
000O0O0OO0OO0OTO0OTQ 071

E com ela, tem-se um vetor de graus de liberdade corrigidos das rotagoes:

{04 = (1] {6} (A.23)

A partir do qual, tem-se fungdes de forma descritas com base nos graus de liberdade



referenciados nas coordenadas de referéncia globais, veja:

{v},, = [N], [T {o}{"

{w},, = [N], [T {a}"
{0.},, = [Ny, [T)© {531
{0y}, = [Ny, 11 {6},
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A.24a
A.24b
(A.24c
(A.24d

—_— — ~— ~—
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