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Resumo

Nesta monografia buscou-se compreender os argumentos fisicos e mateméaticos que
levaram a construcao da equacao de Dirac e entender o que a tem tornado fonte de
interesse crescente dos fisicos da matéria condensada. Para tanto, fez-se uma discussao
contextualizada historicamente do procedimento adotado por Paul Dirac para derivar a
sua equagao, e com esta em maos, foram discutidas algumas propriedades importantes.
Apos isto, baseado em uma literatura ja bastante rica, argumentou-se sobre como ela
pode ser utilizada na elaboracgao de descrigoes efetivas de Isolantes Topoldgicos, utilizando
inicialmente uma argumentacgao geral e encerrando com o caso do Seleneto de Bismuto
(BigSes). Por fim, foi discutido como a previsao tedrica dos Férmions de Majorana surge
da investigacao de solugoes particulares da equacao de Dirac, e como essas particulas tém

sido utilizadas no estudo dos chamados Supercondutores Topolégicos.

Palavras-chave: equagao de Dirac. Isolantes Topolégicos. Férmions de Majorana.






Abstract

In this monography, we sought to understand the physical and mathematical reasoning
that led Paul Dirac to build his famous equation, and why it has attracted the attention
of the condensed matter physicists in the last decades. We then make a historically
based discussion about the process of building the Dirac equation and describe some
of it’s main properties. With all that well established, we base ourselves in an already
rich literature, to argue in favor of using the Dirac equation to build effective models to
describe Topological Insulators. We start with a very general discussion which is finished
with the investigation of Bismuth Selenide (BiySes). We also present a brief discussion
about how Majorana Fermions can be predicted by an investigation of real solutions
to the Dirac equation, and how those fermions have been used to describe topological

superconductors.

Keywords: Dirac equation. Topological Insulators. Majorana Fermions.
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62



1.1
1.2
1.3
1.4

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8

3.1
3.2
3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.3

4.1
4.2
4.2.1

Sumario

INTRODUGCAO . . . . . it e e e e e e e e e e e 17
Diracesuaequacao . . . ... ... ... ... 17
Os Isolantes Topolégicos . . . . . . ... .. ... ... ... .... 18
Os Férmions de Majorana . . . . . ... .. ... ... ....... 19
Objetivos . . . . . . . . . . 19
A EQUACAODEDIRAC . . .. .. i iiiien.. 21
Construindo a equagao de Dirac. . . . . . . . . ... ... ..... 21
A forma covariante da equacgao de Dirac . . . ... .. ... ... 24
Corrente de Probabilidade . . . . . . .. .. .. ... ... ..... 25
Solugoes da equagao de Dirac . . . . . . .. .. ... ... . .... 26
Simetrias . . . . . . . .. 29
Spin na Teoria de Dirac . . . . . . . . ... ... ... ... ..... 32
Quantizacao do Campo de Dirac . . . . ... ... ... ... ... 33
O limite nao relativistico da Equacao de Dirac . . . . . .. . .. 36

0S ISOLANTES TOPOLOGICOS E A EQUACAO DE DIRAC 37

Isolantes Topolégicos . . . . . . . . . ... .. ... 37
Aplicacao da equacao de Dirac em Isolantes Topolégicos . . . . 41
Introduzindo a correcdao quadratica. . . . . . . . ... ... ... ... 45
Estados de borda da equacao modificada . . . . . . ... ... ... .. 46
Ocaso3D . . . . . e 49
Modelo Efetivo para os Estados de Borda do BisSes . . . . . . . 51
OS FERMIONS DE MAJORANA . . .. ... .. ... .... 57
Férmions de Majorana . . . . . . . . .. ... ... ... .. .... 57
Férmions de Majorana em Supercondutores . . .. ... ... .. 59

A cadeia de Kitaev . . . . . .. 60



4.3 Sobre o que os torna especiais

5 CONCLUSAO. . ........

Referéncias . . . . . . . . ... ... .. ..

ooooooooooooooooooo



17

CAPITULO

Introducao

1.1 Dirac e sua equacgao

Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) foi um (excéntrico ') fisico inglés que deu con-
tribui¢oes fundamentais para o desenvolvimento tedrico da Mecanica Quantica. Dentre
elas destacam-se a sua formulagdo da mecéanica quéantica [6, 7], que se baseava na obser-
vacao da relagao entre os comutadores da Mecanica Quantica Matricial de Heisenberg e
os parénteses de Poisson da Mecanica Classica, e a formulacao de uma equacao de onda

relativistica [8, 9]. Esta ultima serd o principal objeto de estudo desta monografia.

Dirac foi um incansavel defensor da importancia da beleza nas teorias fisicas [10, 11, 5].
Quando publicou sua teoria em 1928, ja havia na literatura uma proposta de equacao de
onda relativistica, hoje conhecida como equagao de Klein-Gordon (EKG), em homenagem
a Oscar Klein e Walter Gordon em 19262. Essa equacdo contudo ndo o agradava. Ela
continha derivadas segundas no tempo, o que ele via como uma imperfeicao basica da
teoria. E, de fato, as primeiras tentativas de interpretagdo da equacgao de Klein-Gordon
levavam a probabilidades negativas [13]. Foi essa insatisfacdo com a proposta existente e
a sua visdo sobre a beleza das leis da fisica que o conduziram mais tarde a sua equacao.
Ja no fim de sua carreira, devido a esta mesma linha de pensamento, Dirac tornou-se um
dos grandes criticos dos avancos que vinham sendo feitos na Teoria da Eletrodinamica
Quéntica (QED)[5, Capitulo 6].

A equacao de Dirac (ED), que é como ficou conhecida a equagao de onda relativis-
tica obtida por ele, foi um dos maiores triunfos da fisica tedrica do século XX. Unindo
relatividade especial e mecanica quantica, ela levou a previsao da antimatéria, incorpora

naturalmente a existéncia do spin do elétron (ou de outras particulas de spin %) e fornece

L A sua personalidade e as anedotas a seu respeito sio em si mesmas bastante interessantes. Mais sobre

esse assunto nos livros [4, 5].

Schrodinger ja havia derivado esta equacdo antes mesmo de propor a equagdo que hoje leva o seu
nome. Porém, como ela previa erroneamente o espectro do dtomo hidrogénio, ele a abandonou e
preferiu formular uma teoria néo relativistica [12].
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uma expressao que descreve a estrutura fina do dtomo de hidrogénio®[14].

1.2 Os Isolantes Topoldgicos

No fim do século XIX o avanco das teorias em eletromagnetismo, trouxeram com o tra-
balho de Edwin H. Hall (em 1879) [15] a descoberta do chamado efeito Hall. Ele também
percebeu com novos experimentos, um ano apoés a sua descoberta, que a Resisténcia Hall
poderia ser proporcional a magnetizagao em metais ferromagnéticos [16]. A explicagao
para este ultimo efeito s6 viria décadas depois com o desenvolvimento da teoria de bandas

eletronicas.

A fisica por tras dos achados de Hall floresceu e percebeu-se que havia uma versao
do efeito que se relacionava com o spin. Dyakonov e Perel, em 1971, foram os primeiros
a perceber esta relacao [17], e esta versao ramificou-se, posteriormente, em efeito spin-
Hall extrinseco [18] e intrinseco (proposto por dois grupos em 2003 [19, 20]). Outros
fenomenos de importancia fisica foram encontrados, mas pode-se destacar que em 2005,
Kane e Mele, generalizando um modelo de Haldene (de 1988) [21] propuseram um modelo
para o grafeno que consiste de “uma malha de elétrons spin — % com acoplamento spin-
orbita”[22, p. 4] e [23]. Este modelo exibiu o chamado efeito spin-Hall quantico (SHQ),
também denominado Isolante topolégico bidimensional.

Grosso modo, os Isolantes Topoldgicos (IT) podem ser vistos como materiais que sao
isolantes no seu interior mas que possuem estados metalicos nas suas bordas. Nesse
sentido, podemos pensé-los como generalizagoes tridimensionais do efeito SHQ, ja que
onde antes haviam estados metélicos nas extremidades de um sistema 1D, agora temos
estados de borda em uma estrutura 3D.

A conexao entre a teoria de Dirac e o estudo dos Isolantes Topoldgicos nao é clara
a primeira vista, mas, qualitativamente, é possivel argumentar que as simetrias que a
equacao de Dirac possui e o fato de esta prever efeitos importantes para os I'T, como o
efeito spin-orbita, nos indica esta relagao. Contudo, o argumento definitivo do porque
¢é possivel estabelecer esta conexao entre a teoria de Dirac e a descricao dessa classe de
materiais, ¢ a observacdo do simples e pragmético fato de que os hamiltonianos* que
descrevem os I'T possuem uma estrutura idéntica a da ED.

Os IT tém atraido um crescente interesse da comunidade cientifica e tecnolégica nos
ultimos anos. Isso se justifica principalmente pelo fato de os estados metalicos que existem
em suas bordas serem “protegidos” pela (s) simetria (s) do sistema. Por exemplo, em

sistemas com simetria de reversao temporal, perturbagoes que nao destruam essa simetria,

3 O espectro de energia obtido de cilculos diretos com a equacio de Dirac ndo descreve um efeito

chamado lamb shift e nem a estrutura hiperfina. Para mais detalhes veja [14].
E importante enfatizar que eles podem ser derivados de maneira completamente independente da
teoria de Dirac.

4
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nao sao capazes de fazer desaparecer esses estados metalicos, o que os tornam bastante

robustos.

1.3 Os Férmions de Majorana

Poucos anos apdés Dirac propor sua famosa equacio, em 1932, Ettore Majorana de-
senvolveu [24] uma teoria em que buscava-se uma simetria entre elétron e positron, des-
cartando a necessidade de pensar em termos de antiparticulas. Para conseguir tal feito,
Majorana estudou a possibilidade de encontrar solucdes puramente reais para a equacao
de Dirac.

Essa teoria deu origem a fisica do que se convencionou chamar de Férmions de Ma-
jorana. Hoje, a teoria Férmions de Majorana se mostra importante para propostas de
descrigdo dos neutrinos [25], teorias de supersimetria em fisica de particulas e até na
descri¢ao de fendomenos em supercondutores|26].

Em supercondutores ditos topoldgicos, aplicacao para a qual daremos atencao nesta
monografia, observam-se modos oriundos do comportamento coletivo dos elétrons das
redes, que se comportam como Férmions de Majorana. Ou seja, nesses sistemas hé o apa-
recimento, nao de particulas fundamentais, como no caso do neutrino, por exemplo, mas
sim quase particulas que possuem as mesmas propriedades que caracterizam os Férmions

de Majorana.

1.4 Objetivos

Uma vez identificadas as motivagoes para nos dedicarmos ao estudo da Equacao de
Dirac e sua relagao com os Isolantes Topoldgicos e Férmions de Majorana, podemos esta-
belecer os objetivos que esta monografia pretende alcancar.

O objetivo geral é que o leitor consiga, ao fim da leitura, compreender o porque a
teoria de Dirac tém produzido tanto impacto nas pesquisas recentes em fisica da matéria
condensada, em especial, no que diz respeito a fisica dos materiais ditos topoldgicos.
Em especifico, busca-se no caso dos Isolantes Topoldgicos, fornecer bons argumentos a
respeito da possibilidade de utilizar a equacao de Dirac para construir descri¢oes efetivas
dos estados de borda desses materiais.

Para os Férmions de Majorana, a meta é discutir como a busca por encontrar solugoes
puramente reais para a equacao de Dirac nos permite definir este tipo especial de férmi-
ons. Além disso, uma discussao elementar sobre o seu aparecimento em supercondutores
serd feita, na tentativa de convencer o leitor da sua importancia para a fisica e para as

aplicagoes tecnoldgicas.
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CAPITULO 2

A Equacao de Dirac

2.1 Construindo a equacao de Dirac

Como apontado na introdugao, quando Dirac formulou sua teoria ja existia uma pro-
posta de equacao de onda relativistica. Esta fora proposta por Oskar Klein e Walter
Gordon em 1926 e tinha a seguinte forma:

(aa; ~ V24 m2>w($,t) =0, (1)

onde m é a massa de repouso da particula descrita e 1) é a funcao de onda que descreve o
seu comportamento. Note que tomamos ¢ = h = 1 (que serd a convengao adotada daqui
em diante, salvo os casos em que for explicitamente dito o contrario). Além disso, as

energias que correspondem as solugoes dessa equagdo obedecem a relagao relativistica:
B =y 4, )

onde o primeiro termo se refere & uma contribuicao cinétical para a energia, e o segundo
a chamada energia de repouso da particula. Observe que, e ndo ha como enfatizar a
importancia desse fato o suficiente, esta expressao prevé solugoes positivas e negativas
para a energia. Mais adiante, um problema semelhante ird surgir na teoria de Dirac e
discutiremos detalhadamente o que significa existirem solu¢des negativas.

Perceba que diferente da equacao de Schrodinger (que ja era bem sucedida na ex-
plicacdo de diversos fendmenos quando a teoria de Klein-Gordon surgiu), esta equagio
¢ de segunda ordem no tempo, e portanto exige, além de um estado inicial, outra con-
dicdo de contorno para nos fornecer a dindmica da particula descrita. Além disso, em

ultima instancia, ter uma equacao de segunda ordem no tempo nos conduz a probabilida-

L Aqui uma sutileza, essa contribuicdo se relaciona com o movimento da particula, mas essa nio é a

expressdo da energia cinética relativistica, que é na verdade dada por E = ymc?, onde v é o fator de
lorentz.
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des negativas®. Uma discussdao sobre este problema pode ser encontrada nas referéncias
[13, 14].

Insatisfeito® com a solucdo encontrada por Klein e Gordon para o problema de desen-
volver uma teoria relativistica para o elétron, Dirac insistiu na busca de uma equacgao que

satisfizesse o que para ele eram principios inegociaveis. O primeiro era que, assim como

a equagao de Schodinger (ES), a desejada equacio deveria ter a forma*
Hpy =i 0 (0 (3)
= 11—
b ot

de modo a permitir uma interpretacao probabilistica analoga a da ES. Hp é o que
chamaremos de hamiltoniano de Dirac e é um operador hermitiano. Note ainda que por
se tratar de uma teoria relativistica, as derivadas espaciais também devem ser de primeira
ordem (¢é essa exigéncia que torna a construgao da equagao de Dirac mais dificil que a ES
e EKG). Além disso a expressdao (2) para a energia deve ser obedecida.

Dai, propomos uma equacgao do tipo:

(E—a-p—6m>¢=0, ()

onde @ = (a1, a9, a3) e ag = [ sdo operadores que atuam em 1 e sao construidos de
modo a garantir que a estrutura da equagao obedega as condigoes que mencionamos no
paragrafo anterior. Perceba que eles atuam em graus de liberdade diferentes dos espagos-
temporais e que em principio nao sabemos quais sao, mas permitimos a sua existéncia
para que seja possivel construir a teoria. Apesar de nao ser a sua intencdo inicial®, foi
aqui, com a introducao desses operadores, que Dirac incorporou o spin do elétron a sua
teoria.

Exigir que a equacao proposta (4) obedega a expressao relativistica para a energia é

equivalente a exigir que:

(E2 e m2>¢ ~0. 5)

Multiplicando a equagao (4) pela esquerda por (E — a - p — fm), obtemos

(E? ~ Bm? — (cr p)(ex p) — 2m{ex- p>)w ~0, (6)

Sob a luz da Teoria Quantica de Campos o campo de Klein-Gordon é hoje entendido como um campo
que descreve particulas de spin 0.

Durante a 5* convencao de Solvay em 1927, ao ser questionado por Bohr sobre em que estava traba-
lhando, Dirac respondeu a Bohr que procurava uma equacao relativistica para o elétron, e este por
sua vez respondeu-lhe que este problema ja havia sido resolvido por Oskar Klein em 1926. Claro,
Dirac nao concordou, e hoje sabemos o desfecho desta historia.

Na segdo 27 (capitulo 5) de seu livro [27], Dirac faz uma argumentagéo interessante, baseando-se no
principio da superposicao e em observacgoes experimentais, sobre o porque a equacao de onda deve ter
ser linear no tempo.

Em entrevista [28] para o fisico F. Hund, Dirac contou que planejava construir uma teoria sem spin
de inicio e, uma vez que ela fosse bem sucedida, ele procuraria uma generalizacdo que considerasse o
spin do elétron.
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mas podemos reescrever (a - p)(a - p) como

(a-p)(a-p) = ;(0/“)2(19’“)2 + ;(akal + ola®)pp, (7)

e observando que a e p atuam em espagos diferentes e portanto comutam, escrevemos

<E2 _ ﬁ2m2 _ Z(ak)2<pk)2 + Z(O&kal + Oélozk)pkpl _ Z(akﬁ + Bak>mpk>'¢ = 0. (8)
k k)l k
k>l

Mas para obedecer a relagao (5) os operadores v e  devem satisfazer as condigoes

(@F)? =1 oFal +dla* =0; 9)

=1 o*p'+ala”=0. (10)

Assim, dizemos finalmente que

(E—a-p—6m>¢:0. (11)

¢ a equagao de Dirac para o elétron livre se a e [ satisfazem as condigoes (9) e (10).
Na representacao® mais usual, também conhecida como representacio de Dirac, podemos

representar esses operadores como matrizes 4 X 4 dadas por

1 0 0 o

onde o0; (i = 1,2,3) sao as matrizes de Pauli, e tém a forma

0 1 0 —i 1 0 13)
o1 = , 09 = , O3 = .
") G o o 41

o que nos diz que as solugoes v, cujas partes relacionadas ao spin sao chamadas de

7

spinores’, sao matrizes coluna com quatro componentes. Além disso, se estivermos na

presenca de um campo eletromagnético a equagao torna-se simplesmente

(a0 ca)-co g ) =0 (14)

onde e ¢ a carga e A ¢é o potencial vetor do campo.

6 No livro [13] é feita uma discussdo interessante sobre o porque é necesséario ter spinores que vivem

em um espago de 4 dimensoes. Essa serd a representacao adotada, a nao ser que, em algum caso
especifico, seja dito o contrario.

Alguns autores preferem usar bispinor para enfatizar o fato de serem objetos com quatro compo-
nentes, e nesse sentido os spinores sdo objetos com duas componentes que aparecem nas teorias nao
relativisticas. Aqui, sempre que o termo spinor for usado estard se referindo as solugbes da equagao
de Dirac.
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Antes de prosseguir, ja é possivel fazer uma importante observagao. Perceba que cons-
truir uma equagao que obedega uma expressao relativistica para a energia, significa ter
particulas cuja energia se relaciona linearmente com o momento, como pode ser visto na
equagao (2). Além disso, como a estrutura da equagao em si se baseia nessa expressao,
temos um hamiltoniano que também ¢é linear no momento. Essa é uma das propriedades
“estruturais” da equagao que estao por tras de diversas aplicagoes que vém sendo desen-
volvidas em Fisica do Estado Solido. Mas vale a pena observar que, em geral, as equagoes
que aparecem nessas aplicagdes nao sao a equacao de Dirac e por isso é comum encontrar
na literatura termos como “Hamiltoniado tipo-Dirac” ou “equacao tipo-Dirac” que enfa-
tizam esse fato. Uma das caracteristicas importantes que sdo preservadas nessas equacoes
que sao estruturalmente semelhantes a equacdo de Dirac é justamente uma relacdo de

dispersao linear da energia em relagdo ao momento.

2.2 A forma covariante da equacao de Dirac

Em algumas aplicagoes e no estudo de algumas propriedades, é conveniente escrever
a equacao de Dirac em uma notacao que explicite a sua concordancia com a relatividade
restrita. Um quadrivetor no espaco-tempo de Minkowski é representado nessa notacao
por o = (2° zt, 2% %) = (2%, x), onde os indices (0, 1,2,3) correspondem & (ct,x,y, 2),
nessa ordem. Se definirmos as matrizes " = (f, fa;), que na representagdo adotada

anteriormente assumem a forma

NN

podemos reescrever a equagao de Dirac como
[V(i0, — eAy) —mlyp = 0, (16)

onde A, = (¢,A). Mais compactamente, se tomarmos D, = id, — eA, e D, 4" = @,

ficamos com a belissima equagdo de Dirac na sua forma mais simples:
(i — m)y = 0. (17)
Utilizando as matrizes gamma, as condi¢oes (9) e (10) assumem a forma:
{77} = 29", (18)

que, em termos técnicos, nos dizem que essas matrizes v* sao geradores de dimensao 4
(sdo matrizes 4 x 4) de uma &algebra de Clifford de dimensao 4 (ntmero de geradores).

Aqui, g"” é a métrica (receita para medir distancias no espago considerado) do espago de
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Minkowski, e em forma matricial é dada por

v

g = (19)

o O O =
|
—_

As matrizes gamma possuem um enorme conjunto de propriedades que foram bem
exploradas nas referéncias [13, 29]. Agora, a ideia é utilizar a notacao introduzida para

explorar algumas propriedades da equacgao de Dirac.

2.3 Corrente de Probabilidade

Como vimos, um dos problemas inicialmente enfrentados pela equacao de Klein Godon
era o aparecimento de probabilidades negativas. Assim, verificar se é possivel ter uma
interpretacao probabilistica que nao nos leve a esse tipo de problema é um dos primeiros

testes a serem feitos. Comecemos considerando 9T tal que se

U
(C5
Y= ol (20)
Y4
entao
oh = (41 v ¥ 9, (21)
de modo que a equagao
Y=l Yl =4 (22)

define 1, que é chamada de ajdunta de 1. Feitas essas consideracdes preliminares, tome-

mos o transposto conjugado da equagao de Dirac
(=i0, — eA )iy —myt = 0. (23)
Uma das propriedades das matrizes gamma nos diz que y* = ~%y#~Y, dai
(=10, — eA )T 9" —mapT =0, (24)
lembrando da definicdo de ¢ e multiplicando pela direita por ~°
(=0, — eA )y —mip =0, (25)

que é conhecida como equagdo adjunta. Se entdo multiplicarmos a equagao de Dirac (16)
por ¢ pela esquerda e a expressao (25) por 9 pela direita e subtrairmos os resultados,

chegamos em

WA O + 10"y = 0" (Yy) = 0, (26)
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de modo que se
T = (V) = (P, ), (27)

é a densidade de corrente de probabilidade, ficamos com
9, J* =0, (28)

que é a equagdo da continuidade para a densidade de probabilidade na forma covariante.
Perceba da definigdo (27) que a densidade de probabilidade P é dada pela coordenada

temporal de J#, J°. Assim, note que
IO =y = ¢y >0, (29)

ou seja, a densidade de probabilidade é positiva definida como desejado, o que nos permite

fazer uma interpretacdo probabilistica analoga a da ES.

2.4 Solucoes da equacao de Dirac

Uma das previsoes mais impactantes da teoria de Dirac foi a da existéncia de anti-
matéria. Esta foi uma das grandes realiza¢oes da fisica tedrica do século XX e mudou as
concepgoes da época sobre matéria e vacuo. Vejamos como as solugoes para a particula
livre de Dirac nos levam a essa previsao.

Para concordar com a expressao relativistica para a energia
2 2 2
E* =p"+m”, (30)

a teoria de Dirac deve permitir a existéncia de solu¢oes negativas. Dirac nao acreditava
que havia algo de fundamentalmente errado nem com os principios fisicos e nem com a
estrutura matematica de sua equagao. Assim, ao invés de descartar essas solucoes e criar
uma assimetria injustificada, ele assumiu que essas solugbes existiam de fato e tentou
fornecer uma interpretagao para elas.

Vamos comecar resolvendo a equagao de Dirac admitindo a existéncia dessas solugoes.

Considere £ = +£F),, com £, > 0, de modo que se tomarmos como ansatz

YE(t r) = NelPorsin (z) ) (31)

e considerarmos condic¢oes periddicas de contorno, implicando p, = %(nw + ny + n,),

teremos para as solugoes positivas

A T »
i —i0 -V —m i
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dai,
E,x =mx + (o -p)n; (33)
Epn = (o -p)x —mn. (34)

Podemos construir para esse sistema a matrix

Msz(Ep_m U'p). (35)

—o-p E,+m
Dai, exigindo que o determinante se anule, det M = 0, chegamos em
2 2 2
E,=p”+m”. (36)

Do sistema de equagoes temos ainda que

_o'p
77_Ep%-m

X (37)

tomemos x'x = 1, de modo que se exigirmos normalizagio

farsons e o (2) -, o
\% Vv n
teremos que
E,+m
N = P .
2L3E, (39)

Vale a pena entao definimos
1
u(p,s) =/ E, +m ( oD ) X, (40)
Ep+m

como um spinor de Dirac de energia positiva. Aqui s se refere ao spin, ou seja, s = i%.

Se escolhermos quantizar o spin na direcao z, por exemplo,

1 1 0
-

Por fim, a solucao positiva é dada por

[S1E

X

1 )
Yd (1) = ——==u(p, s)e”"P
J2E, L

Para a solucdo negativa o procedimento é completamente andlogo, mas dessa vez

(42)

fazemos F = —E,,, de modo que obtém-se que

5 1

( -
w—IL—S(r) \/@U

(p, s)e™P™, (43)
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Blod e
oy

Mar de Dirac

Figura 1: Teoria do buraco de Dirac (“Hole Theory” ). Quando um féton excita o mar
de Dirac, um elétron é promovido deixando um buraco para tras, que se comporta como
uma particula com mesmas propriedades do elétron, mas com carga positiva.

onde

op
v(p,s) = \/Ep +m Epfm (—ioa)x™, (44)

é o spinor de Dirac de energia negativa.

Como interpretar a existéncia dessas solugoes negativas? O préprio Dirac conseguiu
fornecer uma interpretacao®. Imagine que no mundo como o conhecemos os estados
de energia negativa estdo todos preenchidos, dai se evocarmos o principio de exclusao
de Pauli, os elétrons que estdao ocupando os estados positivos nao podem decair para
os negativos. Esses estados negativos ocupados formam entdo o que se convencionou
chamar de mar de Dirac. Isso explica porque os elétrons nao decaem indefinidamente
para estados de energia cada vez mais negativas. Contudo, uma consequéncia importante
emerge desta construcdo. Suponha que esse “mar” de estados negativos seja excitado
por um féton com energia suficiente para promover um elétron para um dado estado de
energia positiva. Ao ser promovido, esse elétron deixa um estado desocupado para tras,
ou um buraco como é usualmente dito. Esse buraco se comporta exatamente como um
elétron de energia positiva mas com carga positiva! Ou seja, um outra particula. Apesar
de alguma resisténcia inicial, Dirac admitiu que sua teoria estava prevendo um novo tipo
de particula, que mais tarde ficou conhecida como positron, ja que possuia as mesmas
propriedades do elétron mas com carga positiva.

Trés anos apés a previsao de Dirac, Carl David Anderson descobriu o pésitron fazendo
experimentos para estudar raios césmicos utilizando uma cdmara de nuvens [31]. Apesar
de ter sido bem sucedida na época, a interpretacao de Dirac foi substituida por outras que

vieram com o avanco das teorias quanticas de campos, ja que dentre outros problemas

8  Uma exposi¢io breve e bastante clara foi feita pela préprio Dirac em sua Nobel Lecture [30].
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ela se baseava fortemente no principio de exclusao de Pauli, e hoje sabemos que bdsons

também possuem suas antiparticulas.

2.5 Simetrias

Nesta secao exploraremos as simetrias da Equacao de Dirac. Diremos que ela pos-
sui uma simetria em relacdo a uma dada operagao (transformagao), se ela se mantiver
invariante apos essa operacao. Em outras palavras, se fizermos uma rotacao, reflexdo, mu-
darmos de referencial, etc., e a equagao preservar a sua forma, diremos que ela é simétrica
em relacao a essa operagao.

Como o objetivo ¢ desenvolver uma teoria relativistica, uma simetria fundamental
que deve existir, se queremos ser bem sucedidos, é que a equacao de Dirac se mantenha
invariante quando mudamos de um referencial inercial para outro no espago de Minkowski.
Na relatividade especial sdo as tranformagoes de Lorentz (TL) que nos permitem fazer

isso. Deixemos que as TL sejam tais que
' — " = AN, (45)

e para a métrica
A/;g,u,l/AZ = Ypo> (46)

onde os elementos de matriz A¥ sao constantes reais.
Como a equagao de Dirac e as TL sao ambas lineares, é razoavel supor que os spinores
antes e depois da transformagao se relacionem de maneira linear, ou seja, que exista uma

representacio para as TL Sy(A), tal que

Ya(a’) = Sap(B)e(2), (47)

onde os indices a,b = 1,2,3,4 se referem as componentes do spinor. Consideraremos
ainda, por simplicidade, o caso da particula livre, ou seja, a ED na discussao desta secao

é simplesmente
(170, — m)b(a) = 0. (48)
Para que a ED seja invariante sob TL ¢/(2') deve satisfazer
(iv"0), — m)y'(2') = 0, (49)
mas note que se multiplicarmos a equagao (48) por S pela esquerda temos que
(15975 710,8 — mS)b(x) = 0 = (18975 )9, (S¥(x)) — mSH(x) =0, (50)
onde usamos que 59,57 = d,,, j& que S(A) é uma representacio das TL. De (47),

(iSy*S710, — m)y'(z') = 0. (51)
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Como 0,, se transforma como um covetor, da transformacao (45), também é verdade
que 9, = A0, o que implica 9, = ALJ,. Assim, para recuperarmos a equacio (49) é

necessario que

S(A)*STHA) = Ayy*, (52)

ou ainda, multiplicando pela esquerda por S—!, pela direita por S e por fim por A} pela

esquerda novamente, temos

S (A)S(A) = Ay, (53)

Esta tdltima equagao nos diz que 4* se transforma como um vetor de Lorentz, além
disso ela nos fornece uma condig¢do que nos permite construir a matriz S(a), que representa
as TL.

Por fim, vamos determinar a forma de S(A). Consideremos transformagoes infinitesi-

mais, tais que

Al =68 + €, (54)
onde €,, = —¢,, ¢ infinitesimal, de modo que em primeira ordem
7: v
S(A)=1- Ze“ O, (55)

onde o, sao matrizes 4 x 4 antissimétricas e o fator constante esta ai por conveniéncia.
E possivel mostrar [32, 33| que a condigdo (53) e as propriedades das matrizes gamma

nos levam a ,
1
Z ['V/U 71/]7 (56)

onde 0% = {77 e 0% = i~7, com i # j. Na representacio de Dirac,

. . 0 o/
oY =ik = i (57)
10?7 0

k
o = ¢hyk = ¢k (U 0) : (58)

O =

0 oF
Assim, a ED é invariante sob TL como desejado, e a representacdo, S(A), dessas trans-
formacgoes constitui-se de tensores antissimétricos com estreita relagdo com as matrizes
de Pauli.
A préxima simetria importante que investigaremos é simetria de conjugagdo de carga.
Voltemos a ED (desta vez com a presenga do campo A,, ja que ele é fundamental nas

consideragoes que faremos)
[V(i0, — eA,) —mly(x) =0, (59)
se tomarmos seu complexo conjugado

[V (=10 — eAy) —mlyp*(x) =0, (60)
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perceba que na representacao de Dirac’ apenas 72 possui elementos complexos, de modo
que v2 = —y** e y¥ = 4** (v # 2), daf multiplicando pela esquerda por —iy? e lembrando

da relagao de anti-comutagao (18), tem-se que
[7"(Ou + eAn) = mliv*y" () = 0. (61)

Se definirmos entdo uma operagao de conjugacio C = iy?K (K atua conjugando o
spinor), tal que

e = O = iy, (62)

percebemos que 1), satisfaz
V(O + eAy) — mlihe(x) =0, (63)

que ¢é exatamente a equacao de Dirac para uma particula com a mesma massa de antes
mas com carga positiva. Dai o nome conjugacao de carga. A operacao C nos leva, deste
modo, do spinor da particula v ao spinor de sua anti-particula ..

Outra simetria importante é a de reversdo temporal. Ela se refere ao fato de que leis
fisicas, como a 2* lei de Newton, por exemplo, permanecem validas se considerarmos o
tempo como fluindo ao contrario, ou seja, sao invariantes apés a transformagao t — —t.
Vejamos como essa simetria se manifesta no caso da equagao de Dirac. Fazendo t — —t

na equacao complexo conjugada da ED, tem-se que'”
(—in"*8), — m)*(x) = [—i(=1""0 + 1" 0;) — m]y™. (64)

Dai, se Tv = Ay* é a acdo do operador de reversao temporal 7', encontra-se a
condicao
AT (=" A = iny, (65)

que é satisfeita se A = iyl~3. Por fim,
Ty =iv'y*y, (66)

satisfaz a equacao de Dirac. De modo andlogo, podemos mostrar que apds uma transfor-
macao de paridade P em que & — — &, o spinor P = %) satisfaz a ED.

As simetrias de conjugacao de carga, reversao temporal e paridade sao chamadas de
discretas e simetrias como a invariancia pelas transformacao de Lorentz sao chamadas de
simetrias continuas.

Nas ultimas décadas, o protagonismo das simetrias no estudo das leis fisica tem se

tornado cada vez maior. Um exemplo de conclusdes importantes que podemos retirar

9 Aqui, por brevidade e simplicidade considerou-se essa representacio em particular, mas os resultados

sdo gerais como pode-se ver nas referéncias [33, 34].

10 Rigorosamente, a equacdo (64) fixa uma condi¢do para A que é dada a menos de uma fase. Aqui
sempre que foi necessario adotamos essa fase como igual a 1 por convencao e simplicidade.

IO operador T é um operador anti-linear.
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da existéncia de simetrias sao as leis de conservagao, que por sua vez constituem pilares
da fisica classica e moderna. A teoria de Dirac também pode ser construida a partir do

estudo da Lagrangiana:
L = (i 9, — m)y, (67)

onde 1 aqui é pensada como um campo, o campo de Dirac. Através do Teorema de
Noether conseguimos relacionar as simetrias desse campo a correntes e quantidades con-

servadas (mais sobre isso nos livros [35, 33, 36]):
(Q Translagoes espaco-temporais = momento e energia
1 Transformagoes de fase = probabilidade
[ Transformagoes de Lorentz = Momento angular (generalizado)

As simetrias do Teorema de Noether sdo continuas, mas a importancia das simetrias
discretas nao é menor. Nas Teoria Quanticas de Campos, um importante teorema, co-
nhecido como Teorema CPT, estabelece'? que todas as leis fisicas devem ser invariantes
por uma transformagao simultanea de conjugacao de carga, paridade e reversao temporal.
Essa simetria fundamental, implica que podemos construir um universo “espelhado” em
relacdo ao nosso se o refletirmos em relagdo a um dado plano, invertermos o momento
de todas as particulas e trocarmos estas pelas suas anti-particulas, e este universo “es-
pelhado” deve obedecer exatamente as mesmas leis fisicas que o nosso. Além disso, as
simetrias discretas tem grande importancia no estudo e descricao de sistemas em teorias

de estado sdlido.

2.6 Spin na Teoria de Dirac

Uma afirmacao comum quando o assunto é a equacgao de Dirac, é que o spin emerge
naturalmente na teoria, ou seja, nao é necessario impor a sua existéncia nas equacgoes
como ¢ feito nas teorias nao-relativisticas. Nesta monografia também foi afirmado que ao
permitir graus de liberdade que nao fossem espago-temporais na construcao da equagao,
acabamos por incorporar o spin. Contudo, nem sempre fica claro como essa manifestacao
“natural” acontece. O objetivo dessa secao ¢é fornecer uma maneira simples de confirmar
que o campo de Dirac, ¥, naturalmente incorpora essa propriedade na sua descricao do
elétron. Considere novamente as transformacoes AY = ¢ + €/ infinitesimais tais que em

primeira ordem

S(A)=1- ie‘“’auy. (68)

12 Para os rigorosos, este teorema se refere as teorias quanticas de campos locais e invariantes por
transformagdes de Lorentz, que possuam uma hamiltoniana hermitiana.
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Dai, voltando em (47), podemos também reescrevé-la como

V'(x) = S(A)Y (A ), (69)

de modo que para uma transformacao infinitesimal de A e do campo,

Y(r) = (1= {09 — ) = (1= 1 0) (1~ 2 L )b(z) o

= (1= 3L+ 30u)0()

ou seja, Ju, = L, + %OW ¢ o gerador das transformagoes de Lorentz. Onde o, corres-

ponde a parte intrinseca da transformacao, ou, em outras palavras, a parte que aparece

devido ao fato de v ser um spinor. Enquanto que L, corresponde a contribuicao orbital

da transformacao, a transformagao das coordenadas (ou ainda, da dependéncia funcional
do espinor em relagao as coordenadas).

Se considerarmos apenas a parte espacial das transformacgoes, as rotagoes puras, os

geradores J¥, L¥ e ¥ se tornam simplesmente o momento angular total, orbital e o spin,

respectivamente, e satisfazem

1 .. 1
Tk — 5euk(LU + iaij) =LF 4+ 3F (71)

Dai, tomando o quadrado do termo de spin,

12.52: (;a') - (;a') = ;<1+;>, (72)

o que nos permite concluir que o spin do campo de Dirac é s = %

Concluimos entao que o spin aparece na teoria de Dirac devido & maneira com que
spinores fazem rotagoes espaciais no espago-tempo, e como esperado, constitui uma propri-
edade intrinseca do elétron que é completamente independente do sistema de coordenadas
ou de como este se transforma.

Antes de prosseguir, vale a pena colocar que o aparecimento do spin nado € um efeito
relativistico, como estd bem discutido na referéncia [37], mas sim resultado da linearizacao
das equacoes de onda. Assim, por ja ser linear a equacdo de Dirac de fato nos leva
naturalmente ao spin, e o que uma teoria relativistica nos fornece é uma maneira de
interpreta-lo como sendo a propriedade que caracteriza a rotacao espacial de um spinor

no espaco-tempo.

2.7 Quantizacao do Campo de Dirac

Um detalhe importante que pode passar despercebido da interpretacao de Dirac para

as solugdes negativas é que ela requer muitas particulas (corpos) para funcionar. Ou seja,
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mesmo em sua interpretagao mais elementar, a equagao de Dirac exige a existéncia de
muitas particulas para fazer sentido. Este fato sugere uma reformulacao da teoria que
leve em conta esse caracteristica fundamental. A estratégia tradicional é passar a pensar
em 1 nao como uma fun¢do de onda mas como um campo, o campo de Dirac.

No nosso estudo das simetrias da ED foi dito que podemos construir a teoria de Dirac

partindo da lagrangiana

£ = B(ird, — m)u. (73)

Podemos recuperar a equacao de Dirac e sua adjunta se resolvermos as equagoes de

Euler-Lagrange para o campo 1

oL 8£ . o
€ para QZ
oL oL
— = Oy 10, — 76
g~ 00— m )

Para construirmos a hamiltoniana primeiro determinamos os momentos conjugados

[§
_ &C i 1oy

perceba que 7 é uma linha e 7 é uma matriz Coluna. A densidade hamiltoniana, H é
entao dada por ‘
- —i >
H =700 + Oopm — L = ¢T(7ai 9; + Bm)i, (79)
< < - <
onde <+ indica que ; atua para os dois lados, ou seja, ' 9; ¢ = ¥ 9;) — 1T 9;4). Temos

entao que a hamiltoniana é dada por

H= / PrH = / Z 0B + vt gmyl, (80)

que, utilizando integracao por partes e assumindo que 1 vai a zero no infinito, nos leva

a

H= / Ert[—ia0; + fm] = / Prot Hp, (81)

Até aqui o tratamento que demos a v foi o de um campo classico. Como a teoria
que queremos construir é quantica, vamos transformar ) em operador expandindo-a da
seguinte maneira: Sejam wz(j;) e w(,;,?,s solugoes da equacao de Dirac livre, fazemos

Y(r) =D [ba st +dh w5, (82)

n,s
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b(r) = SO+ 95 d,.], (83)

n,s

onde bT e dTnS criam, respectivamente, uma particula e uma antiparticula com spin s e
momento Dn- B, by s € d,, s destroem, respectivamente, uma particula e uma antiparticula
com spin s € momento py.

Substituindo as expressdes (82) e (83) em (81) e lembrando que ¥{}) e w(:p)’,s sao

autofungoes de Hp, chegamos em

H = Z En(b;rl7sbn,s - dn,sdj17s)> (84)

perceba que a natureza do campo de Dirac é quantica, uma vez que caso b] , e d! | e seus
transpostos conjugados fossem niimeros complexos ao invés de operadores, a hamiltoniana
nao seria positiva definida. Ou seja, nao ¢é possivel construir uma teoria classica para o

campo de Dirac. No caso quantico, para garantir H positiva definida, exigimos

(bns b o} = OpiOs {dnsidly o} = G0 bs . (85)

Essas relagoes de anti-comutacao fazem com que as particulas descritas pelo campo
de Dirac obedecam uma estatistica de Fermi-Dirac. Mas, das relagoes de anti-comutacao

dl s =1—d,dl, (36)

o que implica
H = ZE ! bns + dl d ) Zl (87)

Perceba que o tltimo termo fornece uma contribuicao infinita e negativa para a energia.
O que fazemos é atribuir essa energia ao vacuo, e ja que apenas variacoes de energia
possuem significado fisico é como se estivéssemos escolhendo uma referéncias para as
medicoes de energia. Note que existe uma similaridade interessante entre a interpretacao
deste termo de energia negativa e a hipétese de Dirac, da existéncia do mar de Dirac. Na
interpretacao dele o mar de Dirac possuiria infinitos estados de energia negativa, ou seja,
também teria energia negativa e infinita e cumpriria o papel que aqui estamos atribuindo
a0 VACUO.

Assim, descartando o termo que se refere ao vacuo temos finalmente que o operador

hamiltoniano é dado por

H = ZE ns nS_l—dnsdnS) (88)
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Vale comentar por fim que utilizando as relagoes de anti-comutacao (85), podemos

estabelecer as seguintes relagoes para os operadores de campo do campo de Dirac

{wa(t,1), ¥} (1. 1)} = dapd(r — 1), (89)

que exercem o papel de relagoes de completeza para as solugdes de energia positiva e

negativa da ED.

2.8 O limite nao relativistico da Equacao de Dirac

Uma verificagdo importante quando se constréi uma teoria que pretende fornecer uma
descricao mais geral para o comportamento de, por exemplo, um dado tipo de particulas,
é se essa teoria recupera a fisica ja bem estabelecida dos seus casos limites. No caso
da equacgao de Dirac, é importante que no seu limite nao relativistico a mecanica quan-
tica baseada da equacao de Schrodinger seja recuperada. Duas maneiras de fazer essa
aproximagao podem ser encontradas nas referéncias [36] e [14]. Em esséncia, ambas as
derivagoes consistem em fazer uma transformagao unitaria nos spinores (que no limite
nao relativistico possuem duas componentes) e na hamiltoniana de Dirac e depois faz-se

uma expansao desta tltima, de modo que ao final obtemos

(p—eA)?
2m

p? _ea~B eV2¢ e do

8m3 2m 8m?2 4m?2r %a' .

+ep—

Hin = L, (90)

aqui os dois primeiros sao as bem conhecidas contribui¢cbes da energia cinética e do
potencial. O terceiro, quinto e sexto termos dao contribui¢oes que originam a chamada
estrutura hiperfina do espectro de energia. O terceiro se refere a variagao da massa com
a velocidade, prevista pela relatividade restrita, o quinto é chamado termo de Darwin e
se refere a flutuagoes quanticas na posicao do elétron (que aparece por causa da expansiao
que fizemos) e o sexto é o bem conhecido termo de spin drbita e aparece devido ao
acoplamento do momento magnético do elétron com o campo magnético que ele enxerga
ao se mover, como também prevé a relatividade restrita. Por fim, o quarto termo se
refere ao acoplamento do spin do elétron com campos magnéticos externos e dé origem
ao chamado efeito Zeeman.
Essa hamiltoniana corresponde ao esperado pela teoria nao-relativistica, mas com a
vantagem de que os termos hiperfinos e de acoplamento com campo magnético externo
aparecem naturalmente, o que nos diz que a teoria de Dirac é bem sucedida em recuperar

0 caso nao relativistico.
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CAPITULO

Os Isolantes Topolégicos e a Equacao

de Dirac

3.1 Isolantes Topoldégicos

A estrutura eletronica de um dado sistema corresponde, em teorias do estado sélido,
aos intervalos de energias possiveis para os elétrons do sistema, e sao normalmente ca-
racterizadas pela relacao de dispersao F(k) (k é o vetor de onda). Ela é determinada
pelo comportamento coletivo dos elétrons do sistema e sua interagdo com os ions que o
compdem (¢ comum desprezar as interagoes elétron-elétron). Como resultado desse com-
portamento coletivo, formam-se regides continuas de energias permitidas para os elétrons
do so6lido. A essas regioes damos o nome de bandas de energia.

Nas bandas eletronicas de materiais Isolantes existe um gap' que separa a banda
eletronica ocupada de mais alta energia (usualmente chamada de banda de valéncia) e
a banda desocupada de menor energia (conhecida como banda de condugao), veja figura
2. Esse gap impede que os elétrons tenham acesso a banda de conducao, o que implica,
como o nome da banda sugere, que nao hé conducao elétrica.

Isolantes Topoldgicos sdo materiais em que as bandas eletronicas no bulk? se com-
portam exatamente como num isolante tradicional, mas, em suas bordas, esses materiais
apresentam bandas eletronicas onde nao hé gap, de modo que os elétrons podem transitar
entre a banda de valéncia e banda de condugao, o que torna possivel a existéncia de esta-
dos metdlicos nessas regioes. Esses estados sao especiais pois sao protegidos pela simetria
de reversao temporal®>. O que significa que desde que esse simetria seja preservada, eles
nao podem ser destruidos. A existéncia desses estados metalicos de borda protegidos pela

simetria do sistema tornou esses materiais fonte de grande interesse pela comunidade cien-

1 Esse e outros termos muito comuns na literatura e que ndo possuem uma traducdo amplamente

utilizada e aceita, serdao mantidos no original em inglés.

Podemos pensar nesse bulk como o “interior'do material, que na sua descri¢ao é tomado como infinito,
para que seja possivel usar condi¢des periddicas de contorno.

Outras simetrias sao possiveis, mas essa é a mais comum.
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E

banda de condugao

gap de energia I

banda de valéncia

Figura 2: Figura ilustrativa de uma possivel relagao de dispersao para um isolante ficticio.
Perceba que ha um gap entre a banda de conducao e a de valéncia, a presenca desse gap

define um isolante.

tifica e tecnolégica, ja que impurezas e defeitos (que nao quebrem a simetria que protegem

os estados) nao afetariam as propriedades que emergem da existéncia deles.

NE
banda de
conduca

— Dispersao nas bordas

— Dispersao no bulk

banda de
valéncia

Figura 3: Ilustragao da estrutura de bandas de um Isolante Topologico.

Mas afinal, o que ha de topoldgico nos Isolantes topologicos? Para os propodsitos

desta monografia nos contentaremos em pensar que a topologia € a drea da matemdtica

que estuda objetos que sdo equivalentes a menos de uma deformacao. O exemplo mais

famoso de como essa equivaléncia se manifesta é o da caneca e a rosquinha. Como ambas

s6 possuem um buraco, podem ser deformadas de forma a se tornarem a outra. Um

outro possivel exemplo é que uma vaquinha (de pelicia, ou seja, sem buracos) pode ser

deformada em uma esfera que também nao possui buracos, Figura 4.

Perceba entao que nesses objetos ha uma propriedade topologica, a quantidade de

buracos (ou genus g), que é preservada apds a deformagdo. E nesse sentido que denomi-
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Figura 4: Imagens produzidas por Keenan Crane [1]. Uma vaca idealizada (sem buracos)
¢é topologicamente equivalente a uma esfera.

namos alguns materiais de “topologicos”. A estrutura eletronica do bulk nesses materiais
pode, em geral, ser caracterizada por quantidades que sao invariantes, desde que certas
simetrias, como a de reversao temporal, sejam preservadas. O valor que essas quantidades
possuirem irdao determinar se a topologia é trivial ou nao. Ter uma topologia trivial signi-
fica que as bandas eletronicas do material podem ser deformadas suavemente em bandas
de um isolante comum, ou seja esses materiais sdo equivalentes aos isolantes tradicio-
nais. Nos casos de topologia nao trivial isso nao é possivel e uma gama de propriedades

interessantes emerge.

Estendendo a analogia para algo quantitativo, evocamos o chamado Teorema de Gauss-
Bonnet cuja ideia central se resume ao fato de que se integrarmos a Curvatura Gaussiana
de um objeto (mais precisamente uma variedade M) sem bordas por toda a sua superficie

o resultado é 47 (1 — g), ou ainda

/M kdS = 4n(1 — g), (91)

onde x é a Curvatura Gaussiana da variedade considerada. Esse resultado nos diz que
mesmo que facamos deformagoes locais na geometria da variedade, quando integrarmos

sobre toda ela o resultado permanecera o mesmo, desde que nao adicionemos buracos.

s

Em materiais, o andlogo a curvatura é o chamado Potencial de Berry (A(R)) (R é
um parametro arbitrario) e o andlogo da variedade é a Zona de Brillouin (célula primitiva
de menor volume no espago reciproco). Uma explicagdo didatica bastante interessante
sobre o Potencial e a Fase de Berry e a sua relagao com isolantes topologicos pode ser

encontrada em [38], mas para a nossa discussdo basta a ideia a central.

Se considerarmos uma hamiltoniana H(R) que depende de um conjunto de parametros
representados por R, caso H(R) varie lentamente em relagdo a esses parametros, se
o sistema comegar em um dado auto-estado inicial |n(R(0))) ele continuard no mesmo

4

auto-estado |n(R(t))) em um instante posterior® a menos de uma fase 0(t), ou seja, estara

em |¢(t)) = e @ |n(R(t))). E possivel mostrar (veja referéncia [38], por exemplo) que

4 Perceba que o auto-estado pode evoluir no tempo, de modo que o sistema estara na versio “instanté-

nea” do auto-estado inicial.
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essa fase é dada por:

a(t) :%/Ot E,(R (t’))dt’—z’/ot <n (R(#)) CZ,

n (R (t/))> dt' (92)

onde o primeiro termo é simplesmente a fase que obtemos convencionalmente com a
propagacao temporal e o segundo da origem a chamada Fase de Berry definida por:

o= [ R Vil (R () Grd = [ A R)dr, (93)

onde A(R) é o Potencial de Berry.

Nos casos em que estamos interessados esse espaco de parametros é a Zona de Bril-
louin (resumindo, R = K, a nossa Hamiltoniana é fun¢ao do vetor de onda), e quando
integramos o Potencial de Berry sobre toda a Zona de Brillouin, ou seja, por um caminho
fechado (condigdes de contorno periodicas), a fase de Berry é um invariante e dada por
um inteiro miltiplo de 27 [39]. Essa tltima condi¢do garante que sob uma transformagdio
de gauge de A(R) o estado fisico do sistema nao é alterado quando o caminho percorrido
¢é fechado. Ou seja, se o ganho de uma fase, inteira e multipla de 27 vier acompanhada

da transformagao

0
oR "
onde x(R) é uma fungdo arbitréria, a fisica do sistema nao é alterada, que é o que se

A, (R)— A,(R) (R), (94)

espera de uma transformacao de gauge.

No que diz respeito as discussdes posteriores, o que devemos entender aqui é que se
transportamos lentamente um auto-estado pelo espago reciproco ao redor de um anel, ao
voltar a posicao inicial este auto-estado tera ganhado uma fase devida somente a geometria
do espaco reciproco, e essa fase serd a mesma para qualquer que seja esse auto-estado.

Em isolantes tradicionais, ou seja, em casos de topologia trivial, a integral
_In _
v=—=9¢A,(R)dg, (95)
T

é igual a 0. E, para topologia nao trivial v # 0. Essa quantidade v é por vezes chamada

de winding number e é um invariante topologico comumente utilizado para caracterizar
topologia de materiais. Em estudos sobre a condutancia hall, a integral em (95) é feita
sobre toda a ZB, enquanto que em Isolantes topolégicos, quando héa simetria de rever-
sao temporal, ela é feita sobre metade da ZB. No primeiro caso o winding number esta
relacionado com o chamado chern number e no segundo com o invariante Zs.

Em matematica, o winding number conta quantas vezes uma curva fechada, que existe
em um plano, circula (no sentido anti-horario) ao redor de um ponto. Em um material
de topologia nao trivial, ela conta o nimero de vdrtices na ZB. Esses vortices sdo pontos
em que nao ¢é possivel tornar, usando uma transformacao de gauge, a func¢ao de onda do
auto-estado que estamos considerando, uma funcao suave e que pode ser integrada usando

o teorema de stokes. E, na pratica, sempre que precisarmos calcular a integral na equacao
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(95), temos que circular esses vortices. Sempre que isto é feito, é dada uma contribuigao
inteira para a fase de Berry. E nesse sentido que o winding number conta quantos destes
votices estao presentes. Por isso, também é comum encontrar o winding number sendo
denominado como vorticidade.

A discussao sobre a caracterizacao da topologia de materiais, e a sua classificacao
utilizando invariantes é bastante densa e ainda é tema pesquisa. Para os propositos desta
monografia ja temos o suficiente, mas podemos encontrar mais sobre esse assunto, por
exemplo, nas referéncias [39, 22]. Neste ponto é importante esclarecer que nas discussoes
promovidas aqui, ndo iremos classificar ou prever que um dado material ou sistema seja
topologico, o que faremos é entender como a ED pode ser usada, com o conhecimento
prévio de que trata-se de um sistema de topologia nao-trivial, para descrever efetivamente
as bandas das regides proximas aos extremos (ou bordas no caso 3D) do sistema e os

estados que podem existir nessas regioes.

3.2 Aplicacao da equacao de Dirac em Isolantes To-
polégicos

Nos ultimos anos a teoria desenvolvida por Dirac tem se tornado tépico de interesse
da fisica da matéria condensada, em especial na descricao de Isolantes topologicos. Isso
se deu devido ao fato de que equagoes com uma estrutura muito similar a da equagao de
Dirac se mostraram muito tuteis em descrigoes efetivas dos estados de borda que aparecem
nesses materiais. Nas proximas segoes o objetivo sera fazer uma argumentacao sobre como
e porque a teoria de Dirac pode ser utilizada na compreensao do comportamento dessa
classe de materiais e seguiremos, em grande medida, a abordagem do livro de S. ). Shen
[22].

Comecemos lembrando da forma do hamiltoniano de Dirac. Nessa discussao, é conve-

niente deixar explicita a presenca da velocidade da luz (¢) na expressao para Hp. Temos:

Hp = ca- p + Bmc*. (96)

Nas aplicacoes em estado solido, faz-se a substituicdo ¢ — v, onde v é a velocidade de
Fermi, de modo a obter

Hp = va - p + fmo?, (97)

que é hamiltoniano tipo-Dirac, com o qual trabalharemos. Note que para temperatura
T = 0 a velocidade de fermi é uma espécie de velocidade limite para os elétrons do
solido, cumprindo um papel andlogo ao da velocidade da luz no vacuo na relatividade
restrita. A vantagem dessa argumentacao para chegar em (97) é que nos aproveitamos

da estrutura que a equacao de Dirac ja possui naturalmente. Contudo, é possivel chegar
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no hamiltoniano (97) ou em equagoes semelhantes utilizando o chamado método k - p[40].
Note por fim que a equagao que utilizaremos nas aplicagoes que se seguirao nao € a equagao
de Dirac como construida historicamente por Dirac e também nao é a sua aproximacao
nao-relativistica (90), que foi apresentada anteriormente, o que tem-se é uma versao que
preserva a estrutura da equacao mas com modificacoes que refletem o fato de estarmos
estudando problemas do dominio da fisica da matéria condensada.

O objetivo central aqui é entender como e porque a equagao de Dirac consegue des-
crever o comportamento dos Isolantes Topoldgicos. O primeiro passo é avaliar o tipo de
propriedades que emergem da equacao (97), onde fizemos apenas a modificagdo ¢ — v em

relacdo a expressao original. Se comegarmos considerando o caso 1D, temos

. 2
| 0 1tho,0y N muco, 0 Wa _o, (98)
—iho,0, 0 0 —mv?o, Yp

de modo que a ED se desacopla em duas equagoes da forma:

(—ivh@,o, + mvo,)iha = 0 (99)
(—ivhdyo, — mv®c.)p = 0, (100)

onde 14 e g sao vetores com duas componentes. Assim, temos duas equagoes idénticas
a menos da troca m — —m. Perceba ainda que se junto com m — —m fizermos § — — [
(que também satisfaz as relagoes de anti-comutacao que definem a ED) a ED permanece
invariante, o que evidencia a simetria entre particulas de massa positiva e negativa. Para

analisarmos o problema, basta entao consideramos o hamiltoniano:

h(x) = ivhd,o, + m(x)vo,. (101)

Adicionalmente, queremos considerar o caso onde ha uma interface entre uma regiao
de massa positiva e uma regiao de massa negativa. A primeira pode representar, por

exemplo o vacuo e a segunda o material a ser descrito. Impomos entao que

—mq, sex <0
m(z) = | .
ma, caso contrario.

onde m; e my sao constantes positivas. Em notacao matricial, temos que resolver
2 —ivho
mo whoy\ (o1} _ o (o) (102)
—ivhd, —mv® o b9

Propomos para x > 0,
+
o))
2 2
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e obtemos
Mo +ivhA ¢ = B¢} (104)
Wh, ¢f — mav?dy = B¢y, (105)
e dai, .
of = 0, (106)

e ainda, resolvendo o sistema de equacoes para A, chegamos em

m2U4 _ E’2
Ap=¥ 2 (107)

N vh

Perceba que se E? > m2v?, as solugdes serdo exponenciais complexas e portanto se
estenderao por todo o espaco. Como estamos interessados somente nas solugoes que
existem préximas a interface, o caso que nos interessa é aquele em que m3v? > E?. Além
disso, como queremos que a func¢ao de onda se anule no infinito, tomamos a solucgao
positiva e ficamos por fim com

2
b mvt + E ]
| = W —5 %02 (108)
mov? — B

e por um procedimento analogo, para z < (

_ jmpvt - E
= —| ——05 . 109
o) G S +E¢2 (109)

Dai, exigindo continuidade da solugao

0)-()

24 B 2_ |
\/mgv + :\/mlv (111)

mov? — F mv? + B’

chega-se em

e obtemos que E = 0. Ou seja, temos estados de borda para os quais £ = 0, e a solugao

tem a forma
]_ m(xz)ve
W(x) = N () e (112)

de modo que apds exigir normalizacao, nos leva a

o) = [ (1) S (113)

h(my +ms) \ i

Abaixo temos um grafico de [¢]?:
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Figura 5: Distribuicao de probabilidade da solugao para os estados de borda com energia
E=0.

Com essa andlise simples concluimos que a equagdo de Dirac para sélidos (97) por si
sO ja nos leva a estados de borda e mostra potencial para aplicagdo no estudo de Isolantes
Topologicos. As solugoes da ED para esse problema de uma interface entre regides de
massa positiva e negativa sao por vezes chamadas de solugdes de Jackiw-Rebbi[41]. Per-
ceba contudo que temos um problema aqui: Nao é possivel distinguir topologicamente
as regioes de massa positiva e negativa. Existe uma simetria inerente a equacao e que
precisa ser quebrada caso desejemos realmente descrever materiais que possuem topologia
nao trivial. Como a anéalise do caso 1D ja nos levou a existéncia de solucao na inter-
face e foi possivel detectar uma necessidade de modificacdo da equagao, o caso 2D e 3D
nao sera tratado aqui. Contudo, é possivel mostrar (por exemplo em [22]) que em duas
dimensoes vé-se o aparecimento de dois estados na interface e que a velocidade efetiva
dos elétrons nesses estados nos diz que elétrons com spin opostos se movem em diregoes

opostas, evidenciando que nessas solugoes spin e momento estao conectados.
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3.2.1 Introduzindo a correcao quadratica

Para quebrar a simetria entre as regidoes de massa positiva e negativa, introduziremos

uma correcao quadratica no hamiltoniano de Dirac. Passaremos a trabalhar entdao com:

Hp =va - p + B(mv* — Bp?), (114)

onde B é uma constante. Vejamos como esse termo torna a equagao de Dirac topologica-
mente nao trivial. Considere novamente o caso 1D, em que o hamiltoniano que estamos

interessados assume a forma
h(z) = vp,o, + (mv* — Bp?)o.. (115)
Perceba que:

1. Se p, = 0, o termo mv?o, ird4 determinar a orientacdo do spin. Se m < 0, o spin

estara orientado para baixo e se m > 0 o spin estara orientado para cima.

2. Se p, — 00, 0 termo —Bp?2o, ird determinar a orientacio do spin. Se B > 0, o spin

estara orientado para baixo e se B < 0 o spin estara orientado para cima.
Agora, observemos os casos:

(i) mB<0=m<0eB>00oum>0e B <0, ou seja, nesse caso, a medida que

vamos de 0 a oo no eixo p,, nao hé inversao de orientacao.

(AN AN

Figura 6: Caso trivial. Nao hé inversao de spin.

(i) mB>0=m<0eB<0oum>0eDB >0. Nesse caso nos limites p, — 0 e

pr — 00 0 spin tem sentido oposto. Ele rotaciona a medida que andamos de 0 a oo

em p,.
m >0 B>0
P AN
> Do
0 00

Figura 7: Caso nao-trivial. H4 inversao de spin ao andarmos de 0 a oo no eixo p,
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Note que inverter a orientacao do spin, corresponde a ganhar uma fase de 7. Ou seja,
se, por exemplo, fixar-se B > (0, podemos concluir que ao percorrermos toda a regiao de
massa positiva teremos ganhado uma fase no final, e se o mesmo for feito na regiao de
massa negativa nao ha o aparecimento dessa fase. Da discussao sobre a fase de Berry
sabemos que isso significa que as duas regides sao portanto topologicamente distintas.

Nesse sentido, a correcao quadratica introduzida se mostra promissora.

3.2.2 Estados de borda da equacao modificada

Consideremos uma cadeia semi-infinita (z > 0). Na borda, isto é, em x = 0 exigimos
como condicao de contorno que a funcdo de onda se anule. A ideia é investigar como

ficam as solugbes de energia zero nas proximidades desta borda.
Cadeia semi-infinita

0 T

Figura 8: Ilustragdo de uma cadeia semi-infinita.

O problema que temos que resolver é:

0 vpaos (mv? — Bp})o. 0 Ya\
[(pr% 0 ) + ( 0 —(m? — Bpi)@)] (?/JB) =0, (116)

mas que se resume, desacoplando-se as equacoes a encontrar as solucoes para
[Ume'z + (mv2 - Bpi)dz]gﬁ(l’) =0, (117)

onde ¢(z) é novamente um vetor com duas componentes.
Se escolhermos quantizar o spin na diregdo y, de modo que ¢(z) seja autofuncao de
oy, podemos escrever ¢(x) = fyp(x) (f, corresponde ao grau de liberdade do spin) de

modo que
oyfn =nfy (118)

com (n = £1). Atuando com o, pela esquerda vem que

O.plr) = — - (mu? + By p(), (119)
e dad,
Opp(z) = —:—h(mv2 + BR*9%) (). (120)

Se agora supormos () o< e~ temos que

BR*)\? — nuh\ 4+ muv? = 0, (121)
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e ap6s alguns calculos algébricos, obtemos que

Ae = ﬁ(n +/1—4Bm), (122)

e notamos que essas raizes satisfazem

A+ A_=n/hB e M A_=mv?/Bh’. (123)

Impondo que a fungdo de onda se anula nas bordas temos entdo que A\p > 0 =
Ay > 0= 2 >0=n=sgn(B), e essa igualdade ¢é satisfeita por apenas uma das f;,.
Temos por fim, que se mB > 0, temos uma solucao para o estado de borda com energia

Zero:

) (e —e ™), (124)

onde N é uma constante de normalizacdo e ;' = ﬁ(l + V1 +4mB), e os ¢+’s sao

fatores que irao nos informar como é a distribuicao espacial da solucdo. Perceba que

(i.l) , (125)

usamos o fato de que

fe=

Sl

sao os autovetores de 0.

Abaixo um gréafico da distribui¢ao de probabilidade dessa solucao:
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Figura 9: Distribuicao de probabilidade da solucao para os estados de energia nula, na
equacao de Dirac modificada.

Note que a distribuigdo de probabilidade prevalece perto da borda (x=0) e decai

exponencialmente a medida que x — co. Por fim, os spinores

sgn(B)
N . S
U, = 7 (e =+ —e ), (126)
l
e
0
N |[sgn(B)| -= _=
U, = — e + —e ), 127
0

sdo as duas solugdes de mesma energia (E=0) para a hamiltoniana completa dada pela
expressao (116). Para ver isso, basta atuar com o hamiltoniano nestas solugoes e recuperar
duas equagoes que sao satisfeitas pela solugao com duas componentes (124). A utilidade
das solugdes (126) e (127) nao se encerra aqui. Elas sero importantes na discussao do

caso 3D.
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3.2.3 O caso 3D

Ainda nesta discussao bastante geral, vamos considerar, por fim, o caso tridimensional
da ED modificada. Aqui, a borda é uma superficie (x=0, ou seja, plano yz) e note que
nesse plano os momentos sao bons nimeros quanticos. A nossa estratégia para tratar
o caso 3D serd tomar a parte do hamiltoniano do caso 1D como a nossa situacao nao-
perturbada e tratar os outros termos do hamiltoniano como perturbacao. Note que o fato
de que para p, = p, = 0 as solugoes 1D e 3D serem idénticas nos sugerem essa abordagem.

O problema que resolveremos é entao:
H = vp,a, + vp,ay, + vp,a, — Bpha, — BpZocz — Bp?a, + mvia, = Hip + AHsp. (128)

Dai, usamos as solugoes do problema 1D transladadas em y e z, dadas por

sgn(B)
N 0 _= _z . (pyy+Pzz)
U, =— e * —e =)' F 129
1 \/5 0 ( ) ( )
i
0
N B _ .z _z . (pyy+Pz2)
Wy = 2| (i (130)
V2 i
0
como nossa base e a matriz da “perturbacao” é dada por
—B(p3 +p7) 0 vp. —ivp,
0 —B(p? 2 ' —up,
AHyp = ez +p) ipy °p (131)
vp. —ivp, B(p; +py) 0
iwpy vp. 0 —~B(p: +p3)
Para construir o hamiltoniano efetivo o procedimento é tomar
Uy
Heff = (<\I}1| ) <\I}2|> A]'_1—3D | > 3 (132)
Ws)
mas, aqui é interessante fazer transformacao unitaria
sgn(B)
1 —isgn(B) | , —=  _ = . (yytPe2)
D) = — (|W))—i|Py)) =N e * —e =)' F | 133
) = =5 (192) — 1 1v2)) t ) (133)
i
e
sgn(B)
1sgn(B = _ e (pyytPz2)
@) = (|0)) +i[Ws)) = N g_i ) (€77 — e ) (134)
i




50 Capitulo 3. Os Isolantes Topoldgicos e a Equagio de Dirac

de modo que se agora sim tomarmos

Hepp = ((@1], (@a]) AHsp (:ii) : (135)

temos entao que
He = vsgn(B)(pry + p202), (136)

dai, para a relagao de dispersao

ep+ = Tup onde p = /p2 + p?, (137)

ou seja, uma relacao linear com o momento. Esta tultima relagao nos leva ao famoso Cone

de Dirac:

Ky

ki

Figura 10: Cone de Dirac. Relagdo de dispersao do hamiltoniano efetivo préximo ao
ponto k=0.

O aparecimento desse cone nas bandas de energia é caracteristico dos Isolantes Topolé-
gicos e significa que os elétrons da banda de valéncia podem ocupar a banda de conducao,
tornando esse material condutor. Mas perceba que essa relacdo de dispersao se refere
aos estados de borda, logo estamos descrevendo um material que s6 conduz nas bordas.

Portanto, esse resultado nos permite concluir que com a corre¢ao quadratica a equacgao de
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Dirac consegue descrever efetivamente os estados de borda de materiais tridimensionais
e com topologia nao-trivial. Aqui vale a pena frisar que na nossa discussao os estados de
borda foram descritos, e nao previstos. Ou seja, a informacao sobre a existéncia dos esta-
dos de borda foi assumida como ponto de partida. Para prevé-los é necessario caracterizar

a topologia do bulk e concluir que o material é nao-trivial.

3.3 Modelo Efetivo para os Estados de Borda do BiySes

Para encerrar a nossa incursao pela fisica dos Isolantes Topoldgicos, vamos considerar
o uso da ED na descrigio de um material real, o Seleneto de Bismuto (BiySes). O
BiySes ja foi identificado e estudado experimentalmente como um Isolante Topologico
[42, 43, 44]. Na estrutura de bandas de sua superficie foi identificada a presenca de um
cone de Dirac, e na estrutura do bulk ha um gap de 0.3 eV, que é maior do que as
energias das flutuagdes térmicas a temperatura ambiente, o tornando fonte de interesse
para aplicagoes em dispositivos. Abaixo, figura (11), uma ilustragdo da sua estrutura

cristalina romboédrica,

C— ‘
@ "¢ fpe ¢ (b)
L ] ™ F4
. .
3'&1 Z ‘f;'-:‘_.,__‘_._'_‘
Bit b S
IiE...... K 4
. ~ i
B”I masasssssssses ke L. ""'-._'
Setl’ X PL y
© f [=
. O b
@ BilorBil
@ SelorSel’
“ Sel ¥ . v X
. .

Figura 11: Adaptado da referéncia [2]. (a) Estrutura cristalina do BisSe;. t; =
(v/3a/3,0,¢/3),t2 = (—v/3a/6,2,¢/3) e t; = (—v/3a/6,—a/2,c/3), onde a é o espaca-
mento da rede no plano = — y e ¢ é o espacamento da rede ao londo da direcdo z. A
camada quintupla é mostrada na caixa em vermelho com Se 1— Bil —Se2— Bil’— Sel’.
Sel Bel e Se 1’ (Bil’) sdo equivalentes. (b) Zona de Brillouin do BisSes. (¢) O tridngulo
no plano interno tem trés posi¢oes possiveis A, B e C.
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Se nos aproveitarmos do fato de que os orbitais p s@o predominantes proximo ao nivel
de Fermi e da existéncia de simetria de inversao no sistema (o que implica que os orbitais
p, dos atomos de Bi e Se tem paridades opostas), podemos construir um modelo efetivo
[45] de baixas energias préximo ao ponto I' (origem da ZB), na base dos orbitais p, que
é dada por {|P1/,1),|P1F,1),|P2;,1),|P2,,])}, onde + se refere a paridade e 1| se

refere ao spin. Nessa base, e mantendo termos de até segunda ordem,

H = e(p) + Z Vipioy; + (M - Z Bz‘p?) B, (138)

i:x»y:'z i=$7y72

onde v, = v, = v, v, =v,, B, = B, =B, B. = B, e ¢(p) =C — D, (pi%—pz) — D, p?.
M se refere ao gap no ponto I' e B,B., D), D, sdo parametros do modelo.

Se nos lembrarmos da definicao dos «;, notamos que podemos representar o operador
de conjugacao de carga como D(C) = ifas. No estudo de sélidos a simetria de conjugagio
de carga se expressa na forma da simetria de particula-buraco, que se refere, grosseira-
mente, ao fato de que quando esta simetria esta presente, elétrons e buracos obedecem
as mesmas equacoes. Como o operador de conjugacao de carga é anti-linear, podemos

expressar a condi¢ao para existéncia da simetria de particula-buraco como
DC)H*(-p)D(C) " = —H(p), (139)

e dai, é possivel perceber que a presenga do termo €(p) quebra essa simetria. A perda
dessa simetria deixa a descricdo que procuramos aqui mais complicada do que os casos

mais genéricos que discutimos anteriormente.

Esse é um modelo para o bulk, e vemos que mesmo neste caso a hamiltoniana (138)
tem a forma de uma hamiltoniana tipo Dirac, e estuda-la pode nos levar a informacoes
relevantes sobre o BisSez como Isolante Topoldgico. Contudo, a nossa discussao aqui sera

sobre um modelo efetivo para os estados de superficie.

Como queremos investigar a superficie, consideramos o plano z = 0 e perceba que
neste caso p, e p, sao bons nimeros quanticos. O plano de agao aqui sera determinar
as solugoes para o caso em que p, = p, = 0, e depois de modo semelhante ao feito para
no caso 3D da discussao anterior, trataremos o caso p,, py # 0 perturbativamente. Além

disso, estaremos interessados no caso D? < B%, que é o caso onde o gap nao se fecha no

bulk.

Para construir tal modelo, podemos nos aproveitar da hamiltoniana para o bulk (138).

Fazendo p, = p, = 0, temos

H(z) = C'+ D 02 — v hd.a. + (M + BLh?0?) B, (140)
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ou ainda,
B R0+ M 0 —ihv, 0, 0
0 B 0>+ M 0 hv 0,
H(z) = | HEOE , e , (141)
—ihv, 0, 0 B_h*9* — M 0
0 ihv, 0, 0 B_R*0? - M

onde definimos By =D, + B, eB_=D, — B_.
Perceba que as linhas 1 e 3 estao desacopladas das linhas 3 e 4, de modo que se

tomarmos como ansatz os estados

aq 0
0 Az az Az
W) = e e Uy = e, (142)
b1 0
0 by

ficamos com duas equacodes matriciais independentes para resolver dadas por

M + B )\? —U A ar | _ B aq (143)
—iUJ_)\ —M + B,)\Q bl bl

M + B )\? +iv A as | _ B as ' (144)
_'_Z./UJ_)\ —M + B,)\Q bg bg

Onde, para simplificar a notacao, permitimos que a constante h fosse absorvida por A.

Para resolver a primeira equacao exigimos que

M+ B —E i\
det | TP oL —0, (145)
—iv L\ —-M+B_ )N -F

que nos leva a quatro possiveis valores de A, sob a condicao M B, > 0

2(EB, — MDy) % \/A(MD, — EB,) + (E* — M?)
2B, B_ ‘

Aiz = (146)

A solugao geral é portanto uma combinacgao linear das solugoes possiveis correspon-
dentes a cada A\. Impondo que as solucoes se anulem em z = 0 e z — 0o, obtemos® para

o primeiro auto-estado

0,) = (M7 — ™). (147)

5 Apesar de parecer trivial, essa passagem é sutil. Um tratamento geral para problemas desse tipo é

dado por Shan et al [46] e algo semelhante também pode ser encontrado no trabalho de Zhou et al[47].
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onde as componentes estao relacionadas através de
aq . ZA)\I i ZA)‘Z
b 2 _ B\ 2 _ B’
bW B (M-F) Be(M-7)

onde A é uma constante de proporcionalidade.

(148)

As equagoes (146) e (148) nos levam, para pequenos valores de p, a relagao de dispersao

E — MD |
B, -
Além disso, impondo que a solugao seja normalizada tem-se que
A+ A 2\
2 2 1 2

a b|* = — . 149

|ax|” + [ba (2)\1)\2 )\1+)\2> (149)

Para o outro auto-estado o procedimento é o mesmo, se deixarmos que ay; = —a; €

by = by, e nos leva a

0
T, = _(;“ (M7 — ). (150)
b
que corresponde & mesma auto-energia de |¥y), ou seja, £ = —MB—I}.

Dai, seguindo o que fizemos nas segoes anteriores, projetamos a hamiltoniana (com-

pleta, ou seja, aqui p,, p, 7 0) na base desses dois auto-estados,

(@mmawmwwg)

off = (151)
(Wa| H[Wy) (Vo H|W2)

de modo que obtemos como hamiltoniana efetiva

Ho — ( €(p) —Vert(iPe + Py)
Vest (1P — Dy) e(p)

onde ver = sgn (B1) /1 — D} /Biyj e e(p) =C — D (P:Zc +p§>'

Exigindo
(M(dm—E@ —wmm+mg_u (153)
vt (ip: —py)  €(p) — E

obtemos para a relagdo de dispersao que

By = €(p) £ vesrr /P2 + p2 = €(p) £ vesr. (154)

Este modelo ja possui uma propriedade importante que é a relacao entre momento e

) =€(p) + ver(p X 0)., (152)

spin. Se deixarmos que

bp = arctg(]]jy), (155)

( e ) , (156)

os estados correspondentes sao

V) =

Sl
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de modo que podemos calcular facilmente a fase de Berry:
7 —

T =7§d¢p<\ﬂi 5 foi>
p

i(—i)e i
Y= ;(:l:ei‘bp — 1) (i ( 0) ) (157)

Y+ = T.

Ou seja, se transportarmos os estados dados pela equagao (156) por um loop no espago k,
ganhamos uma fase de 7. Exatamente o que esperariamos de um material com topologia
nao trivial e winding number igual a 1. Este resultado é importante no que se refere as
propriedades de transporte dos estados de superficie, como por exemplo a anti-localizacao
fraca, que corresponde a um aumento na condutividade devido a um efeito de interferéncia
que ocorre quando o caminho médio no qual o elétron consegue manter uma coeréncia de
fase ser muito maior que o livre caminho médio (em outras palavras, o elétron mantém

uma fase coerente mesmo apds varias colisoes).



96

Capitulo 3. Os Isolantes Topologicos e a Equagdo de Dirac




o7

CAPITULO

Os Férmions de Majorana

4.1 Férmions de Majorana

Nas nossas discussoes sobre a equagao de Dirac, os spinores sempre foram pensados
como objetos complexos. Contudo, podemos nos perguntar se é possivel encontrar solu-
¢Oes puramente reais, como é o que acontece, por exemplo, na equacao de Klein-Gordon.
A maneira mais simples de comecar a atacar essa questao é simplesmente escolher uma

base adequada. Consideremos novamente a equagao de Dirac livre na sua forma covariante

(179, — m) () =0, (158)

note que se as matrizes -, forem escolhidas como sendo puramente imaginérias, as solugoes
1) serdo puramente reais, ou seja, satisfarao v = ¢* . Em 1937, Ettore Majorana encontrou
[48]' uma base que que satisfaz essas condigdes, e que, em termos das matrizes de Pauli,

¢é dada por

' =0y ® 03
A =0 ® 1;
' =io3® 1

VT =102 & 03.

(159)

! Uma tradugdo para o inglés pode ser encontrada na referéncia [49)].
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ou ainda, explicitando as matrizes temos

00 0 —i
0 0 —2
~0 .
y 0 ;
i 0 0
00 i 0
4 o000 i
7 000’
0 i 00
(160)
i 0 0 0
2 00 —i 0|
00 —i 0|
00 0 i
000 —i
00 4
~3_
7 0
—1 0

essa representacao para as matrizes gamma, claro, ficou conhecida como base de Majorana
e as solucoes reais ¥ sao chamadas de spinores de Majorana. Apesar de ja gerar resultados
interessantes, a simples mudanca de representacao é apenas um artificio matematico e nos
leva a questionar o que ocorre em uma base qualquer. Para conseguir definir os Férmions
de Majorana de maneira independente da base, recorremos ao conceito de conjugacao de
carga.

Lembre que podemos definir uma operacao de conjugacao de carga tal que ¢, = C,
e como vimos, 1. também satisfaz a equacao de Dirac, mas a particula descrita tem a
carga oposta a de 1. A tnica exigéncia necessaria aqui é que (’yo)T =7"e (”yi)Jr = —+,
para que os argumentos usados anteriormente continuem validos. Posto isto, definimos

que sao spinores de Majorana aqueles que satisfazem
Ve =Y. (161)

A consequéncia imediata dessa definicao é que os Férmions de Majorana sao particulas
neutras e, mais ainda, sdo suas proprias antiparticulas. Aqui, podemos antecipar um
fato importante. Lembre-se que em fisica da matéria condensada a conjugacao de carga
estd relacionada com a simetria entre particulas e buracos. A definicdo (161) nos diz,
portanto, que o aparecimento de Férmions de Majorana s se dard em sistemas de matéria

condensada que possuem essa simetria.
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4.2 Férmions de Majorana em Supercondutores

Apesar de haverem propostas para o caso dos neutrinos [50], particulas fundamentais
que sejam Férmions de Majorana ainda nao foram observados na natureza. Contudo,
em s6lidos o comportamento coletivo de elétrons (que sdo férmions tipo Dirac) pode dar
origem a quase-particulas que se comportam como Férmions de Majorana, ou seja, nesses
sistemas encontramos quase-particulas que sao suas proprias “anti-quase-particulas”.

Deixemos que o operador c} represente a criagao de um elétron cujos niimeros quanticos
sao representados por j (se refere tanto aos graus de liberdade espaciais quando os de
spin). Por conseguinte, c} também representa a aniquilagdo de um buraco com mesmos
nimeros quanticos. Por outro lado, ¢; = (c;
com numeros quanticos j ou a criagado de um buraco. Como descrevem elétrons, ou seja,

)T, representa a aniquilacio de um elétron

particulas de spin—%, estes operadores obedecem a estatistica de Fermi-Dirac e por tanto,

sao validas as relagoes de anti-comutacao

{¢j, e} = {c},ci} =0 e {c},ck} = 0, (162)

Perceba ainda que aqui, a conjugacao de carga leva c; em c;. Sem perder generalidade,

podemos fazer uma mudanca de base tal que

1

1 . -
G=3 (V1 +ivje) e c; — 9 (Vi1 — i752) - (163)

nesse caso dizemos que os operadores c¢; e c} estao escritos na base de Majorana?. E se

invertermos a equagao (163) obtemos
le = C;[ + Cj, ’}/jg =1 (C;[ — Cj) . (164)
Esses operadores satisfazem as relagoes

{ryion ’YJB} - 25ij6£257 ’YJa = Yia- (165)

note que a ultima dessas relagoes, nos diz que a particula criada por ~;, ¢ a sua propria
anti-particula, exatamente o que esperamos de um Férmion de Majorana.

O procedimento adotado para estabelecer as relagoes (163) é completamente geral,
e portanto poderiamos adota-lo para descrever qualquer sistema formado por elétrons.
A questao é que, em geral, nao e 1util fazer essa mudanga de base ja que, em principio,
estamos tratando em partes separadas (7;,) uma estrutura (cj) que representa uma tnica
entidade, o estado eletronico correspondente aos nimeros quanticos j. Nesse sentido,
estamos dizendo que precisamos de dois Férmions de Majorana para formar um elétron.
E por isso que é frequente encontrar na literatura o termo “half-fermions”, em referéncia

a eles.

2 Aqui, é necessario comentar sobre a notacdo. Perceba que apesar de estar novamente utilizando o

simbolo 7, estes operadores v; ndo sdo as matrizes gamma da equacdo de Dirac. Eles sdo operadores
que representam a criagdo de Férmions de Majorana.
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Apesar disso, existem sistemas, que convencionou-se serem chamados de supercondu-
tores topologicos, em que dois Férmions de Majorana que formam um elétron, podem
se tornar espacialmente separados. Neste caso, estes estados sao robustos em relacao a
perturbagoes locais de energia, ja que estas s6 afetam um dos Majoranas, fazendo com
que esses estados sejam interessantes para armazenamento de informacao. Outra propri-
edade interessante desses estados é o chamado braiding, sobre o qual faremos um breve

comentario mais adiante, e surge devido as propriedades estatisticas desses férmions.

Em supercondutores, a baixas energias proximas a energia de Fermi, ha o apareci-
mento de uma forca atrativa entre elétrons, que favorece a formacao de pares 3. Esses
pares sao chamados de pares de Cooper, e quando descritos como uma tnica estrutura,
se comportam como bdsons, e podem portanto, formar um condensado ao longo do su-
percondutor. E esse condensado de pares de Cooper o responsdvel pelo fendmeno da
supercondutividade.

Um elétron pode atingir uma configuracao de ainda menos energia, em relagdo ao
seu estado fundamental, se for formado um par de Cooper em superposi¢io com um
buraco?. E por isso, que em supercondutores se formam modos que sdo representados por

operadores da forma

cos f¢; + sin e, (166)

no formalismo chamado de Formalismo de Bogoliubov-Valatin. Os modos descritos pelas
relagoes (166) sdo chamados de modos de Bogoliubov-Valatin. Perceba que para o caso j =
ke 6 = £7 obtemos o tipo de superposi¢ao que esperamos para Férmions de Majorana, ou
seja, aquela em que particula e buraco tem os mesmos coeficientes. Antes de prosseguir,
vale a pena observar algumas propriedades importantes dos pares de Cooper. 1) Pares de
Cooper podem ser adicionados ou removidos do condensado, sem que suas propriedades
sejam alteradas. Ou seja, ndo hé conservagao do nimero de elétrons. 2)A carga nao é
mais observada. O supercondutor blinda campos elétricos e confina campos magnéticos®.

A questao agora é como encontrar esses Férmions de Majorana e entender sob que
condicoes eles aparecem. Nesta monografia trataremos apenas o caso mais simples de
supercondutor com a presenca de Férmions de majorana, que é um “toy model” proposto

por Kitaev [51].

4.2.1 A cadeia de Kitaev

Consideramos um nanofio supercondutor (com fungdes de onda tipo p) e sem spin.

Neste sistema ha um forte acoplamento spin-6rbita e um forte efeito Zeeman. Sob essas

Com “favorece', me refiro ao fato de essa ser a configuracdo de menor energia

Ou, mais precisamente, com o modo correspondente a um buraco no sistema.

Essa propriedade torna razoavel o fato de haverem particulas invariantes por conjugacao de carga em
supercondutores, como é o caso dos Férmions de Majorana.
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condic¢oes, o modelo unidimensional para a rede é dado por

N
H=— Z uicgci — Z (tcgciﬂ + Acicing + h.c.) , (167)
i=1

i=1

onde p; se refere ao potencial quimico, e serd tomado como idéntico para todos os sitios
T

e constante, u; = p. c¢;c; = n; é o operador nimero de elétrons, ¢ se refere ao chamado
hopping, que é uma amplitude que esta associada a probabilidade de um elétron transitar
entre os sitios 7 e 2+ 1, e € tomado como sendo o mesmo para todos os sitios da rede. Por
fim, A se refere ao gap do supercondutor®.

Considere novamente as transformacgoes

’Vj,l = C;[ + Cj, ’Yj’Q =1 (C}L — Cj) . (168)

Se tomarmos o sistema como estando no limite gy = 0 e A = ¢, podemos reescrever
N
—t

1
H=—t> ((i7i2 — %i1) Yis11 + iig12) + (vig + %i2) Yir11 + Yir1,2) + hoc)

|
—

(169)

MZ

N
H = ~1 (209 2%i411 — 2%i2%i41,1 + hoC).
i—1

Na hamiltoniana (169), os termos que nio estao multiplicados por i ndo sdo hermi-

tianos e podem ser descartados. Dali, apés somar a parte hermitiana conjugada, temos

N-1

H = —it Z Yi,2> Vit1,1- (170)

i=1

Pode parecer que nao ganhamos nenhuma informagao relevante com este procedi-
mento, mas note que os operadores Yn2 € 71,1, localizados em extremos diferentes da
cadeia, ndo estdo presentes na hamiltoniana (170)! Isso significa que estes operadores
correspondem a modos que nao contribuem para a energia, ou seja, modos de energia
zero. Agora sim, como esses modos de Majorana de energia zero (MMEZ) estao espacial-
mente separados, veja figura 12, faz sentido penséa-los como estruturas fisicas de existéncia
individual.

Para reforcar o argumento, nos atentamos para o fato de que colocar a hamiltoniana
original (167) na forma descrita na equacao (170), ndo é nada mais do que escrevé-la em
sua forma diagonal. Podemos explicitar isso se construirmos operadores fermionicos, ¢;,
que combinem operadores de Majorana vizinhos

.1 .
G=3 (Yig11 +i7i2) - (171)

O que nos leva a

%’T+1,1 - i’YzT,z (%’+1,1 + 12

281, = 27, = 2
¢, C n 5 5

) = —1%.2%Yi+1,15 (172)

6 A presenca de um gap nas bandas de um supercondutor, centrado na energia de Fermi, tem origem

na interacao elétron-rede-elétron e, em oposi¢do ao que ocorre em isolantes, nao impede a conducao.
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Férmions de Majorana

7 desemparelhados =
1 TN
‘ oo .

\/”:N

pares de Majorana

Figura 12: Tlustracao da cadeia de Kitaev. Os sitios em vermelho correspondem a férmi-
ons de Majorana, os quadrados azuis correspondem a estados eletronicos completos e os
quadrados pretos a modos desemparelhados.

e ficamos com

'z, (173)

Assim, excitar um modo fermiénico tem um custo de energia de 2¢t. Observe novamente
que o operador correspondente aos dois modos de Majorana de energia zero faltantes é

dado por
1

Aqui fica claro que temos um modo altamente deslocalizado pelo fato de 711 € Yy 2

Y1+ 1YN2) - (174)

estarem em extremidades opostas, e como, novamente, ¢, ndo aparece na expressao (174),
o custo energético para popular esse modo é zero.

Apesar de termos descrito apenas o caso particular p = 0 e A = ¢, é possivel mostrar
[51] que a presenca desses modos de majorana de energia zero é garantida pela condigao
menos restritiva |u| < 2¢t. Além disso estes modos continuam a ter energia zero, desde

que a cadeia seja longa o suficiente para evitar que eles se sobreponham.

4.3 Sobre o que os torna especiais

Como o objetivo desta monografia é explorar uma fragao das possibilidades trazidas
pela teoria de Dirac a fisica da matéria condensada, dando uma dimensao do impacto que
ela teve nessa area da fisica, uma discussao elementar e introdutoria sobre os Férmions
de Majorana, como a oferecida, ja é suficiente. Contudo, nessa se¢ao, buscando justificar
o crescente interesse da comunidade cientifica nesta area e direcionar o leitor para um
aprofundamento no tema, faremos uma discussao qualitativa sobre algumas propriedades
importantes e possibilidades de aplicacao.

Supercondutores em que hé o aparecimento de modos de energia zero de Majorana,
como na cadeia de Kitaev, sdo ditos serem topoldgicos. Isto porque, apesar de termos
mostrado diretamente a presenca deles, uma alternativa possivel seria caracterizar a to-

pologia do bulk. No caso de supercondutores 1D isso pode ser feito utilizando o nimero
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de majorana” (M). Ele pode assumir os valores 1 e —1. Este tltimo se refere ao caso
em qua a topologia é nao trivial e h o aparecimento de um nimero impar (ou seja, que
formam estados deslocalizados) de MMEZ nos extremos da cadeia.

Quantitativamente, para avaliar o valor de M, nota-se primeiramente que a hamil-
toniana de um sistema de férmions nao interagentes qualquer, pode ser escrito usando a

representacao de Majorana como

1
H = 1 Z Bas(l — m)YiaYms: (175)
Imaf

onde [ e m se referem a sitios da rede e a e 3 se referem a todos os outros niimeros

quanticos. Dai, o nimero de Majorana é definido como

M = sgn{Pf[B(0)] Pf[B(r)]} (176)

onde B(q) denota a transformada de Fourier espacial de B(l —m) vista como uma matriz
com {ndices «,3 e Pf[A] denota o Pfaffian ®. Este resultado foi derivado pela primeira vez
pelo préprio Kitaev, no mesmo artigo [51] em que propds o seu toy model, onde conclui-se
que M = —1 na cadeia de Kitaev, quando |u| < 2t.

Em geral, para descrigdo de sistemas de topologia nao trivial (que acomodem MMEZ),

exigimos que a hamiltoniana comute com os MMEZ, i.e,
[H, 7] =0 (177)

perceba entdo que os estados excitados «; |G) possuiem a mesma energia do estado fun-
damental, |G). Ou seja, a presenca de MMEZ nos leva a degenerescéncia no estado
fundamental.

Em particulas fermionicas comuns (que obedecem estatistica de Fermi-Dirac), se em
uma cadeia, por exemplo, trocamos as posi¢oes de dois férmions a funcao de onda do
sistema ganha uma fase (um sinal de menos). Se, por outro lado, estivermos lidando com
bésons (que, por definicao satisfazem a estatistica de Bose-Einstein) a fungdo de onda
permanece inalterada, ou ainda, ganha uma fase igual a 1. Quando, ap6s uma troca de
posicao, a funcao de onda de uma particula é alterada por uma fase de maneira nao-trivial
(a0 invés de apenas ser multiplicada por 1, ela pode ser rotacionada por um certo dngulo
por exemplo), e portanto nao se comporta como férmion ou béson, damos a essa particula
o nome de anyon.

Modos de Majorana de energia zero, sao anyons onde, adicionalmente, quando alte-
ramos a ordem das trocas , também alteramos a funcao de onda resultante. Esta tltima
propriedade confere aos MMEZ uma estatistica ndo-Abeliana e as operagoes de trocas

referidas sao chamadas de braiding. Por possuir tais propriedades, os MMEZ tem se

7 Observe que este ntimero aqui cumpre um papel analogo ao do winding number na nossa discussao

sobre isolantes topoldgicos.

8 Raiz quadrada do determinante com um sinal definido
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mostrado promissor para aplicagbes em computacdo quantica [52, 53]. Uma discussao

introdutéria sobre anyons nao-Abelianos pode ser encontrada na referéncia [54].

=
8
>
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Figura 13: Adaptado da referéncia [3]. (A) Resumo das propostas teéricas. (Em cima)
Dispositivo idealizado com um nanofio semicondutor na proximidade de um supercondu-
tor de ondas-s. Um campo magnético externo B é alinhado paralelo ai fio. O spin-orbita
Rashba é indicado como um campo magnético efetivo, B,,, apontando na dire¢ao per-
pendicular ao nanofio. As estrelas vermelhas indicam as posi¢oes esperadas do par de
Majorana. (Em baixo) Energia, E, por momento, k, para um fio 1D com com interacao
spin-6rbita Rashba, que desloca a banda spin-down (azul) para a esquerda e a banda
spin-up (vermelho) para a direita. As parabolas azul e vermelho sdo para o caso B=0;
curvas pretas sao para B# 0, ilustrando a formacgao de um gap préximo a k=0 de tamanho
E. (u é a energia de Fermi com p = 0 definida no cruzamento das parabolas em k=0). O
supercondutor induz um emparelhamento entre os estados de momentos e spin opostos,
criando um gap de tamanho A. (B) Implementando as propostas teéricas. imagem de
escaneamento microscopico eletrénico de um dispositivo com um contado normal (N) e
um contato supercondutor (S). O contato S cobre apenas a parte direita do nanofio. Os
portdes na base, numerados de 1 a 4, estdo cobertos com um dielétrico. [Em (B), a bar-
reira de potencial do portdo também é mostrada em verde.] Uma voltagem externa, V,
aplicada entre N e S cai através da barreira de tunelamento. Estrelas vermelhas indicam,
novamente, as posicoes esperadas para o par de majorana. Apenas o Majorana da es-
querda é investigado nesse experimento. (D) Exemplo de condutancia diferencial, dI/dV/,
por V com B =0 e b= 65 mk, servindo como uma medida espectroscopica da densidade
de estados na regiao do nanofio abaixo do supercondutor. Dados sao do dispositivo 1. Os
dois picos grandes indicados pelas setas, separados por 2A, correspondem as singularida-
des das quase-particulas abaixo do gap induzido. Dois picos menores de subgap, indicados
por setas, correspondem provavelmente aos estados ligados de Andreev localizados sime-
tricamente ao redor da energia zero. Medidas sdo feitas em refrigeradores de diluicao com
o uso de técnicas tradicionais de baixa frequéncia “lock-in” (frequéncia = 77 Hz, excitagido
= 3 pV) com geometria de corrente-voltagem de quadri-terminal (dispositivos 1 e 3) ou
bi-terminal (dispositivo 2).
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Por fim, um breve comentério sobre o as realizagoes experimentais na area. A primeira
evidéncia experimental dos MMEZ foi apresentada em 2012 [3]. O experimento consis-
tiu essencialmente em conectar um eletrodo supercondutor (nitreto de titdnio e niébio)
e um eletrodo comum (ouro) através de um nanofio de antimoneto de indio (/n.Sb) na
presenca de um campo magnético aplicado ao longo do eixo do nanofio, ver figura 13.
Dai, fazendo-se variar uma diferenca de potencial externa definiu-se uma barreira de tu-
nelamento, entre o contato normal e o supercondutor. A teoria prevé que devem aparecer
MMEZ nos extremos do eletrodo supercondutor, e isso é verificado medindo a corrente
de tunelamento. Perceba que devido ao gap do supercondutor, é o aparecimento desses
modos que permite que o tunelamento ocorra. Esta corrente é, em uma boa aproxima-
¢ao, proporcional a densidade de estados no extremo do fio supercondutor adjacente ao
contato de tunelamento. O campo magnético é variado de valores de 90 mT a valores su-
periores a 400 mT e um pico consistente com as previsoes tedricas é visto na condutancia
g(V) = %. Esse resultado foi repetido por outros grupos nos anos seguintes [55, 56].

Apesar do aparente sucesso, hd questionamentos na literatura sobre a validade da
interpretacao dos experimentos, ja que os resultados também podem ser explicados por
presenca de desordem ou de multiplas bandas de energia. A busca experimental pelos
Férmions de Majorana segue, deste modo, sendo um desafio. Mais sobre esse assunto

pode ser encontrado nos artigos de revisao [57, 58].
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CAPITULO

Conclusao

Nesta monografia buscou-se compreender porque os trabalhos de Paul Dirac, concebi-
dos no dominio da fisica das altas energias, tém se tornado tema de interesse dos fisicos
da matéria condensada. Passeamos pela fisica dos Isolantes Topolégicos e dos Férmions
de Majorana em Supercondutores Topologicos, dois temas de grande interesse devido as
possibilidades de aplicagoes tecnoldgicas.

No caso dos Isolantes Topolégicos, vimos como a equagao de Dirac, apds a introdugao
de um termo quadratico, é bem sucedida na construgdo de modelos efetivos para os
estados de superficie que se formam nas bordas (ou extremos, no caso 1D) desses sistemas.
Como argumentamos, ela é naturalmente adequada para a descri¢ao de estados de borda,
e a introduc¢do to termo quadratico a permite distinguir regioes topologicamente nao
equivalentes. Por fim, foi feita uma discussao elementar sobre os estados de borda do
BiySes, utilizando um modelo efetivo que consiste em uma uma equacgao tipo-Dirac.
Esses estados apresentaram relagoes de dispersao lineares com o momento e foi visto que
eles adquirem uma fase de m quando transportada por um loop no espaco k.

Ja no fim deste texto, foi discutido como os Férmions de Majorana surgem da exigéncia
de solugoes puramente reais para a equacao de Dirac, e como isto os confere a caracteristica
de serem suas proprias anti-particulas. Vimos como estes férmions emergem como quase-
particulas na descricao de supercondutores topoldgicos, utilizando o caso da cadeia de
Kitaev como exemplo. Foram feitos alguns comentarios sobre propriedades que tornam
os Férmions de majorana assunto de interesse para a fisica e areas de aplica¢ao tecnologica,

e por fim, comentou-se sobre as detecgoes experimentais dessas particulas.
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