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RIBEIRO. Linearidade em conjuntos de fungoes continuas que nao sao diferencidveis em
nenhum ponto 2019. - 99p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudo detalhado sobre funcoes continuas que nao sao
diferenciaveis em nenhum ponto. Comecamos construindo um exemplo de tal funcao
devido a van der Waerden e, em seguida, provamos que o conjunto N'D|0,1] de tais
fungoes é largo no sentido da categoria Baire em C[0, 1]. Provamos também que N'D|0, 1]
é espacavel, mais ainda que os espacos de Banach separaveis podem ser vistos como
subespagos de N'D[0, 1] U {0}. Finalmente, provamos que o conjunto das fun¢oes Holder

em nenhum lugar é denso-algebravel e, em particular, obtemos que N'D[0, 1] é algebrével.

Palavras-chave: Espaco de fungoes continuas, fungoes continuas que nao sao diferencidveis

em nenhum ponto, espagabilidade, algebralidade.
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RIBEIRO, Linearity in sets of nowhere differentiable continuous functions. 2019. - 99p.
M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work we study in detail the set of nowhere differentiable continuous functions. We
start constructing an example of such function due to van der Waeden and we prove that
the set N'DJ0, 1] of such functions is large in C[0,1], in the sense of Baire category. We
also prove that N'DJ0, 1] is spaceable and, moreover, the separable Banach spaces can be
seen as subspaces of C|0, 1]. Finally, we prove that the set of nowhere Holder functions is

dense-algebrable and in particular we obtain that N'D[0, 1] is algebrable.

Keywords: Space of continuous functions, nowhere differentiable continuous functions,

spaceability, algebrability.
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INTRODUCAO

Questoes sobre diferenciabilidade e propriedades oriundas do estudo da lineabilidade e
espagabilidade tem atraido a atencao de muitos matematicos. Procurar por estruturas
lineares em ambientes, a priori, nao lineares tem sido promissor, haja vista que nos ltimos
anos, observou-se que grande parte dos conjuntos de fungoes com uma propriedade em
comum (mesmo que aparentemente rara) sao grandes no sentido algébrico. Em outros
termos, eles contém um subespagco (de dimensao infinita) que as vezes é denso ou fechado.
Os termos lineabilidade/espagabilidade foram introduzidos por Gurariy no inicio dos anos
2000 e as defini¢oes precisas sao as seguintes:

Um subconjunto A de um espago vetorial £ ¢ chamado linedvel se AU {0} contém
um subespacgo vetorial de dimensao infinita. J& em termos de estrutura nao somente
linear, mas também topoldgica, tem-se a espacabilidade, mais precisamente, dados F um
espago vetorial topoldgico (para nosso estudo basta normado) e A C E, dizemos que A é
espagavel se AU {0} contém um espago vetorial de dimensao infinita e fechado.

O livro [2], intitulado Lineability: The Search for Linearity in Mathematics, publicado
em 2015, traz um apanhando geral do que foi desenvolvido nessa direcao e a quantidade
de trabalhos que foram feitos pelos mais diversos autores, nos ltimos 15 anos. Diante dos
conjuntos constituidos por funcoes em que se foram exploradas as nocoes de lineabilidade
e espagabilidade estao o conjunto de funcgoes continuas que nao sao diferencidveis em
nenhum ponto [7, 8, 9], o conjunto de fun¢ées Holder em nenhum lugar [4], dentre outros.

O presente trabalho tem por objetivo fazer um estudo detalhado acerca da existéncia
de estruturas lineares no conjunto das fungées continuas de [0,1] em R que nao
sao diferenciaveis em nenhum ponto. No primeiro capitulo veremos algumas nogoes
preliminares, as quais serao essenciais para a compreensao do que seguird nos capitulos
posteriores. Logo na primeira se¢dao, nos preocupamos em apresentar algumas defini¢oes

e resultados preliminares. L&, apresentamos os conceitos fundamentais relativos a medida
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de Lebesgue, espagos normados e resultados de analise. O segundo capitulo tera enfase
na estrutura topoldgica por parte do conjunto das funcoes continuas nao diferenciaveis
em ponto algum de [0,1]. L4, j& na primeira se¢ao construiremos a chamada fungao de
Van Der Waerden. Por conseguinte, na segunda secao, nosso foco estarda em verificar
que existem muito mais fungoes continuas nao diferenciaveis em nenhum ponto do que
funcoes continuas diferenciaveis em pelo menos um ponto, no sentido de categoria de Baire.
No capitulo 3, estaremos interessados em explorar nao somente a estrutura algébrica do
conjunto das fungoes continuas nao diferencidaveis em nenhum ponto, mas também sua
estrutura topoldgica. Veremos dois resultados. O primeiro é de 1999, devido a Fonf,

Gurariy e Kadets (veja [7]), e afirma que:

e O conjunto das fungoes continuas que nao sao diferencidveis em nenhum ponto é

espagavel (em particular, linedvel).

e Existe um subespaco vetorial F constituido por fungoes continuas que nao sao
diferencidveis em nenhum ponto (a menos da func¢do nula) e um subconjunto A
Lebesgue mensuravel de medida 1 no qual cada funcao em E quando restrita a A

nao possui derivada finita nem a esquerda, nem tampouco a direita de cada ponto.

Ja o segundo resultado é de 1995, devido a Rodriguez-Piazza (veja [13]) e garante que
qualquer espaco de Banach separavel é (a menos de isomorfismo isométrico ) um espago
constituido por funcoes continuas que nao sao diferencidaveis em nenhum ponto, exceto
pela funcao identicamente nula.

Por fim, no ultimo capitulo investigaremos a existéncia de &algebras vetoriais no
conjunto das fungoes nowhere Hoélder, com base no artigo de Bayart e Quarta (veja [4]),
de 2007. L& mostraremos que o conjunto das funcoes continuas que nao sao diferenciaveis
em ponto algum tem uma estrutura algébrica realmente rica, pois o mesmo além de ser
espagavel, é também algébrdvel, isto é, contém (a menos da func¢do nula) uma algebra

infinitamente gerada. Para mais detalhes, veja a Secao 1.5.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados e defini¢oes concernentes a teoria da
medida na reta, espacos vetoriais normados, analise real, séries de funcgoes, funcgoes
analiticas e algebrabilidade, os quais serao utilizados em algumas demonstragoes no

decorrer desta dissertacao.

1.1 Medida de Lebesgue na reta

Aqui, estaremos interessados em discorrer sobre a medida de Lebesgue na reta. Esta
é, de forma sucinta, uma aplicacao que associa um conjunto mensuravel a um valor do
intervalo estendido [0,00]. Além disso, gostariamos de ressaltar que a definicao desta
medida é dada através de uma outra denominada medida exterior a qual apresenta como
dominio o conjunto das partes de R.

A demostracao de cada resultado expresso nesse texto concernente a teoria da medida
se encontra em [5].

Comecemos estabelecendo o significado de medida exterior de um subconjunto de R.

Definicao 1.1. Definimos a medida exterior do conjunto A C R como sendo o seguinte

m*(A) = inf {Z ’Ik‘ A Q UkeNIk} y

k=1

infimo:

onde ([p)gen é uma colegdo enumerdvel de intervalos abertos e |[[;| representa o
comprimento do intervalo I. Aqui o infimo é considerado sobre as cole¢oes (Iy)gen tais
que A C UpenIp.



Listaremos abaixo algumas propriedades elementares satisfeitas pela medida exterior

de um conjunto constituido de niimeros reais.

Proposicao 1.1. As afirmacoes a sequir sao verdadeiras:

i) [Nao negatividade] 0 < m*(A) < oo, para todo A C R;

ii) [Monotonicidade] m*(A) < m*(B), sempre que A C B C R;
iii) [Subadtividade] Se A C U,enAn C R, entao m*(A) < Zm*(An);
n=1

iv) Se A C R ¢é um intervalo, entao m*(A) = |Al;

Definigao 1.2. Seja A C R. Dizemos que A é mensurdvel a Lebesgue, ou simplesmente

mensurdvel, se a igualdade a seguir é verdadeira:
m*(E) =m*(ENA)+m*(EnAY), VECR, (1.1)

onde A® é o complementar de A com relacao a R.

Proposicao 1.2. O complementar de qualquer conjunto mensurdvel € também

mensuravel.
Proposicao 1.3. Cada intervalo de nimeros reais é um conjunto mensurdvel.

A seguir veremos que a uniao enumeravel de conjuntos mensuraveis, dois a dois
disjuntos, pertence a esta mesma categoria; além disso, mostraremos que a medida desta

uniao ¢ igual a soma das medidas de cada conjunto que a compoe.

Teorema 1.1. Seja (A,)neny uma sequéncia de conjuntos mensurdveis e dois a dois

disjuntos. Entdao, a uniao U,enA, € mensurdvel e; além disso, vale a igualdade
m* (Unendn) = Y m*(Ay). (1.2)
n=1

O resultado a seguir nos mostra que a uniao e a intersecao enumeravel de conjuntos
mensuraveis, nao necessariamente dois a dois disjuntos, gera um conjunto da mesma

classe.

Teorema 1.2. Seja (B, )nen uma cole¢ao enumerdvel de conjuntos mensurdveis. Entao,

0s conjuntos U,enB,, € NpenB, sdo também mensurdveis.

Estamos prontos para estabelecer a definicao precisa do significado de medida de

Lebesgue na reta.



Definigao 1.3. Seja A um conjunto mensuravel. Definimos a medida de Lebesque do

conjunto Apor meio da seguinte igualdade:
m(A) :=m*(A).

Proposicao 1.4. Todo aberto de R pode ser escrito como uma uniao enumerdvel de

intervalos abertos dois a dois disjuntos.
Demonstragao. A prova é dada em [11]. O

Definigao 1.4. Uma funcio real f : R — R é dita mensurdvel se f~'(A) é um conjunto

mensuravel, para cada A C R mensuravel.

Proposicao 1.5. Toda func¢ao real e continua é mensurdvel.

1.2 Espacos normados e resultados de analise

Teorema 1.3 (Subespaco de um espaco de Banach). Sejam X um espag¢o de Banach e

Y um subespaco de X. Entao, (Y,|.|ly) € Banach se, e somente se, Y € fechado em X.
Demonstracao. A demonstragao pode ser encontrada em [6, Proposigao 1.1.1, p.2] O]

Definicao 1.5. Denotaremos por /1 o espaco vetorial de todas as sequéncias de escalares

que sao absolutamente somdaveis, isto €,

61 = {(xj);’il CR: Z‘x]‘ < OO},

Jj=1

o qual se torna um espaco normado completo com a norma

(o ¢]
()52l = ljl.
j=1

A demonstragao de que este espaco é normado e completo pode ser encontrada em

qualquer livro introdutério de analise funcional.

Definicao 1.6. Uma sequéncia (x,)n, em um espago normado X € dita uma base de

Schauder para X, se para cada x € X, existe uma tnica sequéncia (oy,)oe, de escalares

oo
Tr = E Ty,
n=1

8
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Definicao 1.7. Uma sequéncia de elementos (x,,)0e, de um espago de Banach € dita uma

sequéncia bdsica se (xy)oe, € uma base de Schauder para span{x, : n € N}.

Teorema 1.4. Seja (e,)0>, uma sequéncia bdsica em um espac¢o de Banach X e seja

(fn)rly uma sequéncia em um espago de Banach E. Sdo equivalentes:

1. (fo)ry € uma sequéncia bdsica equivalente a (e,),eq;

2. Eziste um isomorfismo T entre os espacos span{e, : n € N} e span{f, : n € N}

que satisfaz T'(e,) = fn, para cadan € N;

3. Existem constantes positivas Cy e Cy tais que para cada n € N e ay,...,a, € R

verifica-se
n

g ai€;

i=1

n

g ai€;

1=1

n

Zaifi

=1

Ch - < <Cy-

Teorema 1.5 (Teorema dos compactos encaixados em R). Dada uma sequéncia
decrescente X1 D Xo D ... D X,, D ... de conjuntos compactos nao-vazios em R, existe

(pelo menos) um nimero real que pertence a todos os X,.

Demonstragao. Ver [12, Teorema 9, p.54] O

O conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor A é construido a partir do intervalo [0,1]. Seu processo de
construcdo consiste em fazer divisdes e remocgoes sucessivas no intervalo [0,1] como
dispomos a seguir:

Passo 1. Divida o intervalo [0,1] em trés intervalos de comprimento 3 © remova seu

intervalo central (o intervalo do meio) como ilustra a Figura 1.1.

|
I

0

Wl N

{
1
3

Figura 1.1: Primeira etapa na construcao de A

Passo 2. Divida cada um dos intervalos da etapa anterior,( isto é, os intervalos {O, 5]

2 1
e {5’ 1]) em trés intervalos de comprimento 2 e em seguida remova seus respectivos
intervalos centrais como ilustra a Figura 1.2 .

Passo 3. Repita esse mesmo processo de forma indutiva, procurando sempre remover

o intervalo central (intervalo do meio) dos intervalos que sobraram na etapa anterior.
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0 1 2 1 2 7 8 1
9 9 3 3 9 9
Figura 1.2: Segunda etapa na construgao de A
+00
Aqui A := ﬂ K, sendo
n=0
L4 K() = [0, 1]

PRSI

o B el

e K, (aqui, K, consiste de 2" intervalos cada um com comprimento 3—n)

Definicao 1.8 (Conjunto totalmente desconexo). Seja X C [0,1]. Dizemos que X ¢

totalmente desconexo se X nao contém intervalos.

Defini¢ao 1.9 (Conjunto Perfeito). Seja X C [0, 1]. Dizemos que A é perfeito em [0, 1]

se todos os seus pontos sao de acumulacao.

Teorema 1.6. Quaisquer dois espacos métricos totalmente desconeros, compactos e

perfeitos sao homeomorfos.
Demonstragao. Veja [15, Teorema 30.3, p.216] O

Corolario 1.1. O conjunto de Cantor € o unico espago métrico totalmente desconexo,

compacto e perfeito a menos de homeomorfismo.
Demonstragao. Veja [15, Corolario 30.4, p.217] O

Defini¢ao 1.10. Denotamos por C[0, 1] o espago vetorial de todas as fungoes continuas
de [0,1] em R. O espago C[0,1] se torna um espac¢o de Banach (normado e completo),

CO1m a norma

[f1l = sup [f(#)].

te(0,1]
Teorema 1.7 (Teorema de Aproximacgao de Weierstrass). Seja
P ={pe€Cl0,1] : p € uma fungdo polinomial}.

10



Entao P é denso em C[0, 1].

Demonstragao. Veja [15, Teorema 44.7, p.292] O

1.3 Série de funcoes

Definicao 1.11. Seja X C R. Uma sequéncia de funcoes f,: X — R é uma
correspondéncia que associa a cada nimero natural n uma funcao definida de X em
R. Dizemos que a sequéncia de fungdes converge simplesmente (ou pontualmente)
para a funcao f: X — R se, para cada =z € R, a sequéncia de numeros (f,(x)) =
(fi(x), fa(x), ..., fu(z),...) converge para o numero f(z). Em outras palavras, (f,)
converge para [ simplesmente, se dado + € X e ¢ > 0, existe ng € N tal que
Vn > ng = |fulz) — f(z)] <e.

Notacao: f,, — f simplesmente.

Definicao 1.12. Dizemos que a sequéncia de funcgoes f, : X — R converge

uniformemente para uma funcao f : X — R, se dado € > 0, existe ng € N tal que
n>ng=|folx) — f(z)] <e,Vore X.
Definicao 1.13. Uma série de funcoes é uma série do tipo
S ful) = i) + fala) + .
n=1
Dizemos que tal série converge pontualmente (resp. uniformemente) se a sequéncia das

somas parciais converge pontualmente (resp. uniformemente) .

Teorema 1.8 (Critério de Cauchy para séries numéricas). Uma condigcdo necessdria e
suficiente para que wma série E a, seja convergente € que dado qualquer € > 0, exista

ng € N tal que, para todo inteiro p,
n>ng = |anp1 + Gy + .o F Gpapl < €.

Demonstragao. Veja [1, Teorema 2.1, p.6]. O

Teorema 1.9. Se uma série de funcoes continuas E fn(x) converge uniformemente em

um intervalo para f(x), entdo f também € continua.
Demonstragao. Veja [1, Teorema 2.2, p.6]. O
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Teorema 1.10 (Teste de Weierstrass). Seja f, : X — R uma sequéncia de fungaoes.
Suponha que para cadan € N exista uma constante positiva M, de modo que |f,(z)| < My,
Ve € X eVn € N. Se ZM" ¢ convergente, entao a série an(x) converge

absolutamente e uniformemente em X.

Demonstragao. Veja [1, Teorema 2.3, p.6]. ]

1.4 Funcoes analiticas

Defini¢ao 1.14 (Fungao analitica real). Sejam D um subconjunto aberto na reta real e
f: D — R uma funcao infinitamente derivavel (ou seja, uma fungao suave, i.e.,de classe
C*). Dizemos que f é analitica, se para cada ponto zy € D, existe uma vizinhanga
Ve € D de z tal que

£ (g,
fly) = an—(,) (Y —w0)"

para cada y € V.

Dado um aberto Q C R? denotamos o conjunto das funcoes reais continuas definidas
em §) por
C(Q)={f: Q—R:f écontinua em Q}.

Se k € Ny := NU {0} é um inteiro ndo negativo, um multi-indice o de ordem k é uma

d-upla a = (aq,...,qq) € Ng, para a qual
la] ==a1+...+aqg=k.

Denotamos a derivada parcial de ordem superior relativa ao multi-indice a por 9°.

Aqui, 0% sera definida de maneira que

0% :=0"052...09", sendo 0;:=0%/0z]", paracada i=1,...,d.

No que se segue,

o . 01,02 aq
o = ary? . xy

a0 passo que
al = aqlag! ... ayl.

Defini¢ao 1.15 (Fungao analitica real em vérias varidveis). Sejam D um subconjunto

aberto do espaco R? e F': D — R uma funcéo de classe C?*!. Dizemos que F é analitica,
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se para cada ponto z = (x4, ...,x4) € D, existe uma vizinhanga V,, C D de = de tal forma

que para cada y = (yi,...,%4) € Vi, a seguinte igualdade seja satisfeita:
0“F(x) o
F(y)=F(x)+ Y o o)
aeNd

1.5 Algebrabilidade

Definigao 1.16. Uma dlgebra A sobre um corpo é um espago vetorial com uma operagao
binaria de multiplicacao de vetores, que tem a propriedade distributiva sobre a soma de

vetores e associativa quando faz sentido.

Defini¢ao 1.17. Seja S = {u; : i € I} um subconjunto de uma dlgebra A. Definimos a

algebra gerada por S como sendo o sequinte conjunto:

k
A(S) = {Zajug:aj GR,uiES,iGI,kGN}.
j=1

O conjunto S é chamado sistema de geradores de A(S) e um sistema de geradores é
dito minimal se para cada iy € I, u;, ¢ A(S\ {wi, })-
Aqui, cada élgebra com um sistema minimal de geradores finito serd chamada de

finitamente gerada. Caso contrario, diremos que a algebra é infinitamente gerada.

Definicao 1.18. Dizemos que dois elementos a e b de uma dlgebra A sao algebricamente

independentes se para cada P € R[zy,xs] com P(a,b) =0, tivermos P = 0.

Definigao 1.19. Sejam A uma algebra e B um subconjunto de A. Dizemos que B é
algebrdvel, se BU{0} contém uma &lgebra infinitamente gerada. Mais ainda, dizemos que

B é denso-algebrdvel, se B U {0} contém uma &lgebra densa e infinitamente gerada.
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CAPITULO 2

FUNCOES CONTINUAS NOWHERE
DIFFERENTIABLE

Neste capitulo, construiremos um exemplo de funcao continua que nao possui derivada
em ponto algum do seu dominio e verificaremos que fungoes desse tipo sao mais frequentes
do que pensamos, no sentido de categoria de Baire. Atualmente, existem véarios exemplos
conhecidos com fungoes deste tipo. Faremos a construcao devido a van der Waerden que
também serd utilizada adiante.

Comegaremos com as seguintes notagoes e definigoes.

Defini¢ao 2.1. Seja f € C[0,1]. Dizemos que f nao é diferenciavel em nenhum ponto
(nowhere differentiable), e escrevemos f € N'D[0,1], se f nao tem derivada em nenhum
ponto de [0, 1].

Definigao 2.2. Sejam A C [0,1] e f € C(A). Dizemos que f nao possui derivadas
laterais em lugar algum (ou em nenhum ponto), e escrevemos f € NDL(A), se f nao

possui derivada lateral a esquerda nem tampouco a direita de cada ponto de A.

Quando nao houver possibilidade de confusao, escreveremos N'D ( N'D.) no lugar de

ND[0,1] (ND(A)).

2.1 A funcao de van der Waerden

Nesta segao, estamos interessados em construir a chamada funcao de van der Waerden.
Embora van der Waerden nao tenha sido o responsavel por construir o primeiro exemplo

de uma fungao continua que nao é diferencidvel em nenhum ponto (veja [14]), o seu
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exemplo é um dos mais simples e, foi justamente por meio de versoes da funcao de van
der Waerden, que se tornou possivel explorar resultados os quais veremos no decorrer
desta dissertacao.

A fim de que a construgao da funcao de van der Waerden se torne real e efetiva,
exibiremos uma sequéncia de fungoes continuas em toda reta cujos graficos apresentam
cada vez mais “bicos”. Funcoes desse tipo possuem uma caracteristica interessante do
ponto de vista da nao diferenciabilidade, haja vista que, de modo grosseiro, em cada
‘bico’ nao é possivel tracar reta tangente ao grafico.

Com o intuito de descrever tal sequéncia de funcoes continuas, comecemos

considerando a funcao
fo(x) ==l —n,|,x € R, (2.1)

onde n, denota o nimero inteiro mais préximo de x.
Por exemplo,
f0(0,6) =10,6 — 1| = 0,4,

a0 passo que
fo(0,47612) = |0,47612 — 0| = 0,47612.

A partir dai, considere a funcao

fi(z) == fo(10-2),z € R.

Note que fi(x) calcula a distancia de 10 -z ao inteiro mais préximo a 10-x. Por exemplo,
f1(5,4608) = é igual a distancia entre 54,608 e 55 que é 0, 392.
Indutivamente definimos f,: R — R, k > 2, por

fre(z) == fo(10F - z), 2z € R.
Em outra notacao,

fk(l') = ’10k cr — nlok.x‘, €T € R (22)
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As figuras a seguir representam os graficos das funcoes fy e fi:

0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
(a) gréfico de fy (b) grafico de f;

O resultado a seguir ¢ quase imediato, mas lista algumas das propriedades mais

importantes da funcao fy.

Proposicao 2.1. A funcao fy definida em (2.1) € limitada (por 1/2), é periddica (de

periodo 1) e continua.

Demonstra¢ao. Como fy(z) calcula a distancia de = ao inteiro mais préximo a z, é claro

ue fo(z) < =. Além disso ¢ continua, pois seu grafico é a “colagem”de segmentos e
0 y JO )

ela é claramente periédica de periodo igual a 1. O

Como, para k > 1, fi(2) é a composicao fy(10* - ), 2 € R, temos como consequéncia

imediata o corolario a seguir.

Corolario 2.1. Para cada k > 1, a fun¢io fi : R — R vista em (2.1) ou (2.2) € limitada
(por 1/2), periddica (de periodo 1/10%) e continua.

Agora, com a sequéncia (fi),e, em maos, definamos a seguinte funcao:

w(x) = Z Jul@) z eR. (2.3)

= fulx 2 fo(10F - = 1/2
S oy My 2 24



o0

1/2 . : . ~

e como E 1/? é uma série convergente (série geométrica de razao menor que 1), segue
k=0

do Teste de Weierstrass (veja Teorema 1.10) que a série (2.3) é convergente (na verdade,

uniformemente convergente).

Nosso objetivo agora é mostrar que w é continua, mas nao ¢é diferencidvel em nenhum

ponto de R. Como cada fj é continua e Z %
k=0

R, segue do Teorema 1.9 que w é continua em R.

converge uniformemente para w(x) em

Agora resta provar que w nao possui derivada em ponto algum de R. Para isto,
para cada numero real a dado, construiremos uma sequéncia real (z,):; de forma que
lim z,, = a, mas que nao exista o limite

n—0o0

lim —w(xn) — w(a).
n—00 Inp —Q

Sendo assim, seja a um numero real arbitrario. Como todo nimero real possui uma
expansao decimal, optaremos por descrever a como sendo um nimero da forma a =

Ao, a1 - .. Ap—1ApAny1 - - ., onde a; € {0,1,...,9}, para cada a; € N.

o0

Considere a sequéncia (z,),>, de forma que x, = ag,a; ... a,_1bpGp11 ..., onde

a,+1, sea,#4ou;

b, = o (2.5)
Gy — 1, caso contrario .
A razao para as restrigoes no caso a, = 4 e a, = 9 serao explicadas mais a frente.
Vejamos por exemplo que se a = 0,34253. . ., entao
ry =0,44253. ..
ro =0,33253...
rg =0,34353...
ry =0,34263. ...
Verificaremos que lim z,, = a. Com efeito, dado € > 0, como
n—oo
Tpn—Q = Ao, 01...0n_10pQni1... —  QQyQ1...0p_10pGpyi]...
= 107"(ap@1...ap_1bp, Gpy1... —  AA1...Up_1Gpy Apyy...)
= 107"(%1)
= 410" (2.6)
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Podemos tomar ng € N satisfazendo 107 < . Assim,
n>ng=|r,—al=10""<107" < e.

Por outro lado, veja que

w(Ta) —w(a) _ Z f10k o (a) (2.7)

T, —a

Z fmk o ) (28)

w(zn) — w(a)

Tp —aQ
os indices sao impares e pares quando os indices sao pares. Para isso, faremos uso dos

Verificaremos que os termos da sequéncia ( ) sao numeros impares quando

seguintes lemas:

Lema 2.1. Se 10" - a < agay...ax, 5, entio 10* - z,, < apay...ax, 5. Da mesma forma, se

10F - a > aoa...05, 9, entao 108 2, > agaq...Gg, D.

Demonstracdo. Assuma a priori que 10* - a < agay ... ax, 5. Dessa forma, aziq < 4. Se
ag+1 = 4, entao by = agr1 — 1 = 3 < 5. Agora, se agi1 < 4, entao by = aprq +1 < 5.
De qualquer maneira b1 < 5, fazendo com que 10 - 2, < apay . .. ag, D.

Supondo que 10* - a > agay . . . ax, 5, temos que ap11 > 5. Se apy; = 9, teremos que
b1 = agyr — 1 =8 > 5. Caso agyy < 9 chegamos a byyy = ap 1 +1 >5+1 > 5.

Portanto, em ambos os casos 10% - 2, > apay . . . ag, D. ]

Lema 2.2. Para cadan € N,

+107™% s k< n;
0, se k>n.

fk(xn) - fk(a) = {
Demonstracao. Vamos considerar inicialmente que k > n. Sendo assim, perceba que
fe(a) == fo(10% - a) = folapar ... an_1ay ... ax, Gpyr ... (2.9)

a0 passo que

fe(zn) = fo(10% - z,)
= fO(CLOUq e Qp_1by .. ag, A1 - - )

= folaoay...an_1(a, £1)...ax,arsq-..) (2.10)
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Os algarismos que estao a direita da virgula informam qual é a relacao entre o ntiimero
10* - @ e o ntdmero aga; . . . ay_1ay . . . ar, 5. Por exemplo, se a = 2,34152..., entao 1030 =
2341,52... > 2341,5, ja que 0,52... > 0,5. Por outro lado, 10 - a = 23,4152... < 23,5,
pois 0,4152... <0, 5.

Além disso, como a unica diferenca entre a,, e x,, estd no n-ésimo termo, os algarismos
4 direita da virgula tanto do nimero 10* - z,, quanto do nimero 10* - ¢ sdo os mesmos.

Dessa forma,
® Se nygky = QoA - .. Ap_1Qy, - . . Ak, ENLAO Nk, = AoQA1...Ap—1by, . . . Q.
o Se nygr.q = (a1 . .. Ap_1ay, . .. a;) + 1, entdo nige.,, = (@pay ... ap_1by ... ax) + 1.

Através disso, inferimos que
110" - 2 — nygrg, | = [10% - @ = nygr.| (2.11)
e assim

fe(zn) = fula) = fO(lOk “ ) — f0<10k -a)
= ‘10’“ “ Ty — nwk,xn‘ — !10’“ “ @ — Nyok.q

= 0. (2.12)
Agora considere o caso em que k < n. Neste caso,

frla) = fo(10% - a)
= folapay...ax,ap41 ... ay...)

a0 passo que

fe(zn) = fO(lOk'fEn)
= fO(aoal...ak,ak+1...bn...)

= fo(a0a1 e Qp, Qg - - (anj: ))

A hipétese de que k < n faz com que a parte inteira de ambos os nimeros 10%-z,, e 10*¥-a
seja a mesma, haja vista que tnica diferenca entre eles estd no n-ésimo termo, o qual se
encontra a direita da virgula. Mais ainda, de acordo com Lema 2.1, temos nygr., = nygk.4, -

Dessa forma, podemos supor, sem perda de generalidade, que njgr., = aoay .. .a. Assim,

fe(@n) — frla) = 10% -z, — nygrog, | — 1107 - @ — nygr.q]
= |a0a1...ak,ak+1...bn...—aoal...ak|—|a0a1...ak,ak+1...an...—aoal...ak|
=0, 0...0 (£1)==+10"""" (2.13)
——

[n—(k+1)]-vezes
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Em suma, de (2.12) e (2.13), temos

fi(@n) — fi(a)

B { +107"R se k< n;

0, se k>n.

A titulo de exemplo, considere a = 0,27451. Como x3 = 0,27351 obtemos

a0 passo que

f3(9€3) - f3((1) =

fa(ws) = fala) =

Jo(xs) — fola)

fl(l’s) - fl(@)

fa(ws) = faa) =

fo(10% - z3) — fo(10% - a)

110° - 23 — nygs.ay| — |10° - @ — nyg3.4]
1273, 51 — 274| — |274, 51 — 275|
0,49 — 0,49 =0,

fo(10* - 23) — fo(10* - a)

110% - 3 — nygaa,| — |10% - @ — nyoa]
|2735,1 — 2735| — |2745,1 — 2745|
0,1—0,1=0,

= |23 — Nay| — |a — 4
= 0,27351 — 0] — |0,27451 — 0|
= —0,001 = —10*37

= fo(10-z3) — fo(10 - a)

= |10 23 — n10.25]| — |10 - @ — n10.4|
= |2,7351 — 3] —|2,7451 — 3|

— 10,2649 — 0, 2549

= 0,01 =107

fo(10% - 23) — fo(10% - @)

1107 - 23 — nyg2.ay| — [10% - @ — nyg2.4
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= 27,351 — 27| — |27, 451 — 27|
= 0,351 — 0,451
= —0,1=-10""

Agora, voltando a demonstragao e fazendo uso do Lema 2.2, chegamos a
w(z,) —w(a) _ Z Sz (a)
Ty — @ 10"“(mn — a)
- zf 3
10%( :|:10
B ”Zl +10-(—*
- k —n
—~ 10%(£10 )

n—1
= ) £l (2.15)
k=0

w(zn) — w(a)

Tp —a
exatamente n parcelas, cada uma igual a 1 ou —1. Logo, o n-ésimo termo da sequéncia é

Isto significa que o m-ésimo termo da sequéncia ) é uma soma com

um ndmero impar, caso n seja impar, ou um nimero par, caso n seja par. Assim, o limite

L wla) — w(a)
n—00 Ty — @

(2.16)

nao existe, provando que w nao ¢ diferenciavel em ponto algum de R, como queriamos.

A partir de agora, veremos o porqué das restrigdes em relagdo a 4 e 9 em (2.5).
Para comentarmos a respeito da restricao quanto ao nimero 4, tome como exemplo
a = 0,1742521555, n = 3 e k = 2. Supondo que by = a4 + 1 = 5 teremos que

folms) = fo(0, 1752521555)
= f,(17,52521555)
= |17,52521555 — 18|
= 0,4747845.

e que
fola) = f2(0,1742521555)
= fo(17,42521555)
— |17,42521555 — 17|
= 0,42521555.
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Logo,

folxs) — fola) = 0,4747845 — 0,42521555
= 0,04956895
4 +107G2

Exemplos como dao a perceber que sempre que tomarmos b, = a, + 1 para o caso em
que k < n, a, =4 e a,41 7# 0 obteremos que nygr., é diferente de nygx.,,, . Isto por sua vez
fard, com que fi,(z,) — fr(a) seja diferente de 105,

Assim, nao seria possivel obter a conclusdo como em (2.15). Por isso, tomamos
b, = a, — 1 para a, = 4. Isto ndo traz problemas pois, no “pior”dos casos (n = k + 1),
temos

0, (ak+1 — 1)6Lk+2 ... =0, 3ak+2 ... <0,5.

Ja com relagao ao nimero 9, considere que a = 0,99991634 e que by = a4 + 1. Nesta
configuracao z, = 1,00001634, 10*-a = 99, 991634 > 99,5 ¢ 10%-24 = 100,001634 < 100, 5.

Aqui, nyp2., = 100 = nyg2.,,. No entanto,

folzg) — fola) = [100,001634 — 100 — |99,991634 — 100
= 0,001634 — 0, 008366
= —0,006732
£ +10"“-2

Aqui, embora o inteiro mais préximo de 10? - z4 e de 10* - a seja o mesmo, houve
alteracoes em relacao aos algarismos anteriores a ay. O fato de tomarmos b, = a, — 1,
quando a, = 9, faz com que a tnica diferenca entre 10* - a e 10* - z,, se dé no n-ésimo

algarismo depois da virgula e nao nos outros algarismos, como vimos no exemplo acima.

2.2 Funcoes que nao possuem derivada em nenhum

ponto sao mais frequentes do que pensamos

Nesta se¢ao, nosso objetivo é desenvolver de maneira detalhada um resultado devido a
S. Banach (veja [3]). Veremos que a grande maioria das fungoes em C|0, 1] (no sentido
de categoria de Baire) nao possuem derivada em nenhun ponto de [0, 1]. Comecemos com

algumas definigoes.

Definicao 2.3 (Conjunto magro ou de primeira categoria). Sejam X um espago

topoldgico e S C X um subconjunto. Dizemos que S é magro ou de primeira categoria
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(no sentido de Baire), se S estiver contido numa unido enumeravel de conjuntos fechados,
todos com interior vazio.
Neste contexto, os conjuntos que nao sao de primeira categoria, geralmente sao

chamados de conjuntos gordos ou de seqgunda categoria.

Teorema 2.1 (Teorema de Baire). Seja M um espag¢o métrico completo. Toda interse¢io

enumeravel de abertos densos é densa em M.
Demonstragao. Veja [10, Proposi¢ao 19, p. 190]. O

O préximo resultado, além de mostrar que N'D[0, 1] é denso em C|0, 1], verifica que

seu complementar é magro no sentido de Baire.

Teorema 2.2. O conjunto

A, = {f € C[0,1] : para cada t € [0,1], existe h tal que

-t )

satisfaz as sequintes condigoes:
i) A, € nao vazio;
ii) A, € aberto em C|0, 1];

iii) A, € denso em C[0,1];
n=1

Demonstragao. Fixe n € N e tome o > n com o objetivo de provar i). Sendo assim,
defina g(t) :==t-a, t € [0,1] e note que g € A,,. Com efeito, é claro que g € C[0, 1] e, além

disso,

t+h)—g(t t+h)-a—t- hl| -
‘g<+> g<>‘:’<+>a of Ml _

h h T
para todo t € [0, 1] e h satisfazendo ¢t + h € [0, 1]. Isto completa a prova de i).

Agora vamos checar a veracidade de ii). Para isso, seja f € A,. Mostraremos que
existe r > 0 tal que para cada ¢ € [0, 1] seja possivel encontrar h; € R, com ¢ + h;y € [0, 1]
de maneira que |f(t+ hy) — f(t)] — n - |hy| > r. Para isso, vamos supor que ocorra
o contrario. Assim, para cada k € N arbitrario, existe ¢, € [0,1] de maneira que
F (bt h) — f ()| —n- |h] < % para todo h, com t + h € [0, 1]. Como ()22, C [0, 1]
¢ limitada, segue do Teorema de Bolzano-Weierstrass que (tx)5>; possui subsequéncia

convergente, digamos lim #;;, =t € [0, 1]. Assim,
Jj—oo

£t +B) = ft0)] = nlb] = L | (ty, + b) = f(tx,)| = nlh] < lim - =0,
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para todo h. Porém, isso gera um absurdo, em virtude de f € A,. Portanto, realmente

existe r > 0 tal que para cada t € [0, 1] seja possivel encontrar h; de modo que
lf(t+h) — f@&)] —n-|h] > (2.17)
Vamos verificar que B%(f) C A,,. Para isso, seja g € B%(f). Como

|[f(t+h) = fO)] < |f(t+he) — gt +h)| + |g(t+ he) — g(t)] +|g(t) — f(2)]
< g+|g(t+ht)—g(t)|+g (2.18)

concluimos devido as desigualdades (2.17) e (2.18) que n - |h| < |g(t + ht) — g(t)]. Dessa

maneira g € A,, logo A, é aberto. Isto prova o item ii).

Para provar iii) considere f em C|0, 1]. Como toda fungao continua real definida num
compacto é uniformemente continua, segue que dado € > 0, existe § > 0 tal que, se
z,y € [0,1] e |z —y| < 4, entdo |f(x) — f(y)] < e. Isto nos diz que se subdividirmos o
intervalo [0, 1] num nimero finito de subintervalos Iy := [ag, a1, ..., L := [a@m-1, Gy com
comprimentos menores do que 9, o grafico de f quando restrito a cada I; passa a caber

num retangulo de altura 7; > 0 menor que ¢, como ilustra a Figura 2.1.

;i

0 I; 1
Figura 2.1:

Considere feita esta subdivisao. Nosso objetivo a partir daqui serd mostrar que
B.(f) N A, # (. Para isso, construiremos primeiramente, para cada ¢ = 1,...,m, uma

funcao g; definida no intervalo I; que
e seja continua;

e seu grafico tenha a forma de uma reta ou de uma serra cujos dentes possuam arestas

com inclinagao maior que n;

e coincida com f nos extremos de [;;
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e tenha seu grafico dentro do retangulo de base medindo |I;| e altura 7; formado a

partir de I;.

Para estes fins, trace a reta r; que passa pelos pontos (a;_1, f(ai—1)), (a;, f(a;)). Temos

que r; tem inclinacao
_ flai) = flaiy)
o= )
a; — aj—1

Se a > n, defina g; : [a;_1,a;] — R, por g;(x) = a- (x — a;_1) + f(a;—1). Note que g; é
continua e a inclinagao do seu grafico é maior que n, pois seu grafico é justamente a reta

r1 quando restrita a I; (ver Figura 2.2).

n; + flai-1)
fla) (ai, f(ai)

(ai_1, flai))| A22H

flai-1)

Figura 2.2: a reta r;

Além disso, g; coincide com f|11_ nos extremos, pois g;(a;—1) = a-(a;—1—a;—1)+f(a;i—1) =
flai—1) e g(a;) = ala; —a;—1) + f(a;—1) = f(a;) e, claramente o gréfico de g; estd dentro
do subretangulo de base |I;| e comprimento 7; formado a partir de I;.

Agora, se a < n, fixe A > n e trace a reta s; cuja inclinacao é A e que passa pelo ponto
(ai—1, f(ai—1)). Essa reta toca a reta y = n; + f(a;—1) em um ponto (x;,,n; + f(a;—1)),
onde x;, pertence ao intervalo (a;_1,a;), conforme Figura 2.3.

n; + f(aizy)
f@) %2 ) (an f (@)

1

A>n

(@i-1, fai-1))

fai-)

Figura 2.3: as retas s; e so
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Feito isso, trace a reta so que passa pelos pontos (z;,,7:), (a;, f(a;)) e verifique se a
sua inclinagao é maior do que n. Se o for, pare o processo e defina g; : [a;—1,a;] = R
como sendo a fungao cujo gréafico é a jungao dos segmentos gerados por s; e sp dentro do
retangulo que estamos considerando (vide novamente Figura 2.3). Neste caso temos que
g; ¢ continua e seu grafico tem a forma de uma serra cujos dentes possuem arestas com

inclinagao maior do que n; g; coincide com f) ., DOS extremos; e o grafico de g; esta
i1

i
dentro do subretangulo de base |I;| e comprimento 7; formado a partir de I;.

Caso a inclinacao de sy seja menor ou igual a n, trace a reta t; de maneira que ¢,
tenha inclinacdo maior do que n e passe pelos pontos (zg,n;), (i, f(a;—1)), para algum
x;, pertencente ao intervalo [a;_1, a;). Feito isso, considere a reta to que passa pelos pontos

(i, fla;—1)),(as, f(a;)), conforme Figura 2.4 .

n; + f(ai-1)
f(a;)

(ai—1, f(ai-1))

f(az;l)

Y

a;—1 Tj, T @i

Figura 2.4: as retas ty, t5 e t3

Se a inclinagao de t5 for maior do que n finalize o processo e construa g; : [a;_1,a;] — R
como sendo a funcao cujo grafico é a juncao dos segmentos gerados por si, t1 e tg, dentro
do retangulo que estamos considerando.

Novamente, temos ¢; continua com grafico tendo a forma de uma serra cujos dentes
possuem arestas com inclinagao maior que n, g; coincide com f‘[aiilyai] nos extremos e o
grafico de g; estd dentro do subretangulo de base |[;| e comprimento 7; formado a partir
de I;.

Caso a inclinacao de t, seja menor ou igual a n, repita o processo sucessivamente. Isto
nos levar definir a funcao g¢; satisfazendo as propriedades requeridas.

Como g¢i(a1) = g¢a2(ar), g2(az) = gs(az),;, gm-1(am-1) = gm(am_1), definindo
g:[0,1] — R, por g(z) = ¢;(x) se x € I;, segue que g estd bem definida, é continua
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e seu grafico tem a forma de uma serra cujos dentes possuem arestas com inclinagao
maior que n. Além disso, g coincide com f nos extremos e g tem seu grafico dentro da

uniao dos m retangulos gerados a partir dos subintervalos Iy, ..., I,,.

Isto nos diz que g € A, e [|g — flloe < max{m;, : i = 1,....,m} < &, ou seja
g€ BA(f)NA, #0.

Resta-nos provar o item iv). Para isso, seja f € ﬂ A,. Afim de verificar que

n=1

f € N'D|0, 1], provaremos que

lim
h—0

ft+h) - f()
h

nao existe, seja qual for o t € [0,1]. Com efeito, f € ﬂ A, significa que, paran € N e

n=1
€ [0, 1], existe h,; de modo que
LIS G
hn,t
Dessa forma,
i |A e =10
n—-+o0o hn,t

Como f é limitada (pois é continua e estd definida num compacto), existe M; > 0, tal
que | f(t)| < My, para todo t € [0, 1]. Com isso,

[f @+ hng) = FO <+ bl + [F(0)] < 2M,,

para todo n € N.

Perceba que sequéncia (hy+),; possui uma subsequéncia que converge para 0, pois
caso contrario existiria pelo menos um dp > 0 tal que |h, (| > do, para todo n € N. Nestes

termos, teriamos que

Flt+ hug) = £(0)] _ 2M,
hn,t o 50 ’

para todo n € N, o que nao ¢é possivel haja vista que

= +00.
n—>+oo

Digamos, entao que (hnj,t)j?’;’l seja tal subsequéncia convergindo para 0. Assim,

f(t+h)—f(t)'
h

obtemos
lim

h—0

e —I—OO’

‘ft+hnj,)—f(t>‘

]—H—oo n],t

27



provando assim o item iv). O

Os itens provados no Teorema 2.2 juntamente com o Teorema 2.1 garantem que
ND[0,1] é denso em C[0,1]. Mais ainda, o fato de (N'DJ0, 1])C ser magro (no sentido
de categoria de Baire), nos da condigoes de inferir que existem, nesse sentido, “muito
mais” fungoes continuas que nao possuem derivada em nenhum ponto do que funcgoes

continuas que sao diferenciaveis em pelo menos um ponto.
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CAPITULO 3

A ESPACABILIDADE DE N'D[0, 1] E UM
INGREDIENTE ESTRUTURAL DA
TEORIA DOS ESPACOS DE BANACH

Construir uma fungao continua que nao ¢é diferenciavel em nenhum ponto do seu dominio
nao ¢ uma tarefa facil. Talvez seja por isso que num primeiro instante a nossa intuicao nos
diga que nao existam muitas fungoes com essa particularidade. No entanto, verificamos
que o conjunto dessas fungoes é “grande”, no sentido de categoria de Baire (veja Teorema
2.2). Sendo assim, torna-se natural a busca por estruturas lineares no conjunto NDI0, 1].
Mais precisamente:

Sera possivel identificar espacgos vetoriais fechados de dimensao infinita
dentro de N'D[0,1] U {0}? Em outras palavras, N D0, 1] é espagavel em C]0,1]?

A resposta para essa pergunta é sim, e é devida a Fonf, Gurariy e Kadets em [7] , além
de Rodriguez-Piazza em [13] como verificaremos no decorrer deste capitulo.

Ap6s S. Banach verificar que “quase”todas as fung¢oes em C[0, 1] ndo possuem derivada
finita a esquerda nem tampouco a direita de cada ponto de [0,1], (veja [3]), a seguinte
pergunta também ¢é natural:

Existe um subespaco fechado de dimensao infinita Y C C[0, 1] tal que cada
funcao nao nula em Y nao possua derivada a esquerda, nem tampouco a direita
de cada ponto de [0, 1]?

O resultado a seguir é devido a Fonf, Gurariy e Kadets em [7] e responde positivamente
a primeira pergunta, além disso, dd uma resposta positiva parcial para a pergunta logo

acima.
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Teorema 3.1. N'D[0,1] € espacdvel em C[0,1]. Em outras palavras, existe um subespago
fechado e de dimensao infinita E C C[0, 1], de maneira que seus elementos ndo nulos sao
funcoes nowhere differentiable. Além disso, existe um subconjunto Lebesque-mensurdvel
A C[0,1] com medida igual a 1, para o qual ¢, € ND4(A), para cada ¢ € E'\ {0}.

Demonstracao. Optamos por separar a demonstragao deste resultado em alguns passos.
Passo 1. Defina

x, se z€l0,1/4];
u(x) =< 1/2—xz, se x€[1/4,3/4]; (3.1)
r—1, se xe€[3/4,1].

e estenda-a via periodicidade para toda reta (note que wu; terd periodo 1).

Passo 2. Defina uy,: [0,1] = R (m > 2) de maneira que

Upp(2) = 87 0y (8™ - 1) (3.2)

e estenda-a via periodicidade para toda reta.
As Figuras 3.1 e 3.2 representam os graficos das fungoes u; e uq, respectivamente.

Note que u; é continua e limitada.

1 ................
4
1
4
1
e
Figura 3.1: a funcao u;
1
1 3 @ g 11 15 31

32
1O 12N A b 6N,B 9 10\ A2 13 IK_T6 28 29 30N/

32 32 32 32 32 32 32 32 32 32 32 32 32 - 32 32 32

Figura 3.2: a funcao uy
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Passo 3. Para cada n € N fixo, considere os seguintes intervalos

I+ (s—1)/4 1 +s/4
{n—1 ) {n—1 ’

Jn,s,l =

com s € {1,2,3,4} el € {0,1,...,8" 1 —1}.

Por meio das Figuras 3.3 e 3.4 podemos perceber como se comportam os intervalos

Jnsy para os casosn=1en = 2.

JLL() JI.Q.() JL;;‘(] :]lvx'l‘(]

Figura 3.3: os intervalos J; g

Jan Jon J230 a0 Jon 21 st Joaq - -

Y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0 32 32 32 33 3 3 32 32 32 32 32 32 32 32 32 32

Figura 3.4: os intervalos Js g

28 29 30

32 32 32

31
32

Lema 3.1. Sejam n € N fizto e p € {1,...,n}. Dados s € {1,2,3,4} el €
{0,1,...,8" 1 — 1}, existem o € {1,2,3,4} e A€ {0,1,...,8" "1 — 1} tais que

Jn,s,l g Jp,a,)\

Demonstragao. Com efeito, o fato de p estar no conjunto {1,...,n} para n € N fixo, nos

diz que p = n — r, para algum r € {0, 1,...,n — 1}. Como
4 - 8n—1 = 4. 8r . 8n—r—1 — (4 . 8n—r—1) . 81'
segue que

4045 < 4-(87"'=1)+4=4.8""
= (4-8""1) .8 =t-8",

ondet=4-8"""1ecN.

Seja m o menor nimero natural menor ou igual a ¢t que satisfaz
4-1+s<m-8".
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A minimalidade de m nos diz que (m—1)-8" < 4-l+s. Logo (m—1)-8" <4-[+(s—1).
Consequentemente,

(m—1)-8 _4-1+(s—1)

3.5
4.8-1 = 4.gn1 (3.5)
Como
(m—-1)-8  m—-1 _ m-—1
4.8t 4.gnrol 48l
e
m-8" m m
4.81  4.grerel o 4genl
segue de (3.4) e (3.5) que
m—1 _4-l+(s—1) 4-l+s m
< < < : 3.6
481 = 4.gnT 481 = 4. g1 (3.6)
Portanto,
4-1+(s—1) 4-1+s m—1 m
Jns = 5 Q s . 3.7
o 4.8 4-8”1] {4-81014-8101] (3.7)

Por conseguinte, escolha a € {1,2,3,4} de modo que m-

seja divisivel por 4 (a

m—«
cada quatro nimeros naturais consecutivos um deles é divisivel por 4) e tome A = 1
Ofatodem <t:=4-8"""1 ac{1,2,3,4} e n — r = p implicard que
m—a
7 <gr -1 (3.8)

fazendo com que A € {0,1,...,8 1 —1}.
De (3.7), (3.8) edo fato que 4 - A+ (e — 1) =m — 1 e 4 - A + o = m, segue que

J o [4~l+(s—1) 4~l+s}c[m—1 m }
met 4.81 4.8l T [4.80-17 4. 801
4 A+ (a—1) 4- A+«
{ 4.80-1 7 4.8l ] = Ipeo)

(3.9)

32



como queriamos. O

Como, parap =1,...,n, u, ¢ afim em cada J,, » ¢ além disso os valores de maximo
e de minimo da fungdo u, sdo assumidos somente nos extremos de cada J, 4\ (ver Figura
3.2 para ilustrar o caso p = 2) podemos fazer uso da inclusao inferida em (3.9) e com isso
concluir que u, também ¢ afim quando restrita ao intervalo J, ;.

A Figura 3.2 também mostra-nos que o coeficiente angular de u, (p = 2,...,n) é o
mesmo coeficiente angular de u; a menos do sinal.

Como o coeficiente angular de u; é £1, (veja a Figura 3.1) tem-se que o coeficiente

angular de u, ¢ também =£1. Isto é,

up(‘rQ) B up(x1> — :i:l
To — X1

(3.10)
para cada 1, %2 € Jp 5.
Considerando

opi={m-2""":m e N} (3.11)

defina a seguinte func¢ao

Pp(r) =) u,(x), €[0,1]. (3.12)

re€op

Como cada u, é limitada pela constante =: M,, que depende somente de r, e

1
ZMT SZM":Z4.87~71 < %0,
r€op reN reN

podemos fazer uso do teste de Weierstrass (ver Teorema 1.10) para garantir que ¢, estd
bem definida.

Passo 4. Defina E por

+0o0
E ;:m{&} (3.13)
lepll

p=1
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Lema 3.2. O espaco E é um subespago de C[0, 1] isomorfo ao espago €1. Além disso, sua

base € uma sequéncia bdsica equivalente a base unitdaria do espaco (7.

Demonstracao. A priori deixe-nos mostrar que

2
lpille < = para todo i€ N. (3.14)
Com efeito,
lpill = sup |pi(t)| = sup ur(t)| < sup lu, ()] < sup
t€[0,1] te[0,1] ; t€[0,1] ; telo, 1]7;7 4 .81
1 2
= < ==, 3.15
24.8T_1_Z4.8T—1 7 ( )
reo; reN

A partir daqui, mostraremos que existem constantes positivas C e Cs de maneira que

para cadan € Ne aq,...,a, € R obtem-se

n n
S ue] <[Sapi] <o[Sue

Com esse intuito, fixe n € N e considere aq, ..., a, € R. Feito isso, escolha

' 1
to := min {t € [0,1] : ugn—1(t) = W} )

1
considere o fato de un,(t) < ——— e note que

4.8
1 1
<
r>2n—1 r>2n—1 r>on—1
2 1
= T < g = e (fo) (3.16)

para cada ¢ € N.
Assim, segue de (3.16) e do fato de que wu,(ty) = ugn—1(ty), para cada r < 2" (ver

grafico de u,, para o caso m = 2 em (3.2) ), que @;(tg) > ugn-1(to) > 0, fazendo com que

l@illoo >0

para cada i € N.
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Escolha my, my > 2771 (my, my € N) de modo que

1
i (f0) = gt
¢ 1
Uy (o) = T gl
Como ugn-1(ty) aparece como um dos termos de @;(tg) = Zur(tg), para cada
rEo;
i 1 1
{1,...n} (basta tomar m = 2""" em (3.11)) e ugn-1(ty) = Lo T gt tem-se
que
@i(to) > um; (o) (3.17)

para todo i € {1,...n} e cada j € {1,2}.

Assim, para Cy € R satisfazendo

. T 7
0<C'2§m1n{8m1,8m2}.

concluimos através de (3.17), do uso de wu,,, (ty) para o caso em que a; > 0 e Uy, (tg) para

o caso em que a; <0 (i =1,...n) que

n

sup
t€[0,1]

HSO'LHOO

-1 H%OZHOO -

Z “901”00
= um] t(] umj tO
Z Torlle Z‘ “ e

Z CngCIJ :Cg' ||(a1,...,an,0,0,...)||1

’ oo

(3.18)

Dessa forma, segue de (3.18), do fato de que

n

2o

E a;€;

Z |a;| = (3.19)

||901||00H00 i=1

“‘PZHOO
o
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“+o00

e do Teorema 1.4 que F é isomorfo a /1 e que { || SO‘T‘ } é uma sequéncia basica de £
901’ 0 J p=1

equivalente a base unitaria de /1. O que completa a prova do Lema. O

De forma particular, isto nos diz que E é um espaco vetorial normado de dimensao
infinita. J4 o fato de E ser fechado em C[0, 1], decorre da maneira como o mesmo foi

construido.

Mostraremos agora que E é constituido, a menos da fungao nula, apenas por fungoes

continuas nao diferenciaveis em nenhum ponto. Em outras palavras, verificaremos que

“+oo

E\ {0} € ND|0,1]. Para isso, tome arbitrariamente ¢ € E = span{ﬁ}
Spp oo

p=1

+0o0

~ 2 . N (. .

nao-nula. Como { b é sequéncia bésica para E (ver Lema 3.2), existem
||(70p||00 p=1

ai, as, ... € R nao todos nulos tais que

+o0
V= Zai " Pi
=1

Mais precisamente,

“+o0o
=0 (3.20)

1=qo

onde ¢o := min{i : a; # 0}. Suponha por absurdo que 9'(z) exista para algum z, € [0, 1].

1
Assim, para ¢ € (O, |azo|) existe 7 > qo, 7 € N, tal que se x e 2’ satisfazem |z —zo| < — 2
el|r — x| < = PR entao
x) —Y(x ) — Yz x ) —Y(x
o) = ble) _ )~ ol :‘w> vl >_W@@+W@ﬂ_wg ¥(a0)
x — xg ' — xg T — Xg x' — xg
(x U(x
T — X _1:0
< e+e=2- €<|5°‘

Passo 5. Fixe n = 2711,

Como [0, 1] pode ser escrito como a unido entre os J, s, (veja as Figuras 3.3 e 3.4)
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existem lp € {0,1,...,8" ' —1} e 59 € {1,2,3,4} tais que 79 € Jp.q0.0

J . lo+($0—1)/4 l0+80/4 . 1
| n,so,l0| = ]n—1 1ogn—1 4. 8017
(§]
1< L & 4.8 4<8
8n 4 .81

existe pelo menos um x € [0, 1] tal que

1
(1) fo =20l = 5

(2) O intervalo de extremos z e x( esteja contido no intervalo J, s, -

l()‘i’(b’()* 1)/4 x ZL'(] lO+SU/4
{n—1 ——————— gn—1
1

871

Figura 3.5: o intervalo J, s,

Lema 3.3. Sejan € N. O periodo comum entre as func¢oes u,, Upi1, - ..

. Além disso, como

€ igual a 87",

Demonstracao. Seja x € R dado arbitrariamente. A prépria maneira como u,, foi definida

(ver (3.2)) leva-nos a

Upsr (2 4+87") = 87y (8771 (2 +877))
_ 81—(7’L+T‘) Uy (8Tl+7‘—1 cx 4+ 87"—1) ,

(3.21)

para cada r > 0 (r € NU{0}). Como u; ¢é periédica com periodo 1, podemos somar e

subtrair o nimero 1 a expressao 8"~ . z + 8! e obter

Uy (8n+T—1 cx 87’—1) = 81’L+T‘—1 cx 87’—1 . 1 + 1)

(

= (8n+r71 Cx 4 8r71 . 1)
(
(

Uy (8n+r—1
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para cada r € N.
De (3.21) e (3.22) segue que

Unpr (ZL‘ + 8—n) _ 81—(n+r) Uy (8n+r—1 ST+ 8r—1)

817(n+r) Uy (8n+1‘71 . 1:)
= Un+r (‘I) ’

para todo r € N U {0}. Logo as fungdes uy,u,41,... possuem periodo 8", como

queriamos. O
Agora, segue de (3.12) e (3.20) que
+oo +oo
Yool - aat) | u@ - )
@b(m) - @ZJ(fEO) _ i=qo i=qo _ Za'  Lreo; reo;
T — Tg T — X9 =0 ‘ r — To
+oo
ur () — up (o)
= . ) 2
Dw ) T (3.23)
1=qo reo;
Pelo Lema 3.3 e do fato que x = z¢ £+ g segue que
ur(x) = up(z0), (3.24)
para todo r > n.
Perceba que
271 = min{m - 2! : m € N} =: mino;, para cada i€ N. (3.25)

Assim, se i € {i € N: 27! > n}, entdo

re€o; = r>ming; =271 >n.

Assim, u,(z) = u,(xo) de acordo com (3.24). Com isso,

S “’“(“2 — ZT@O) — 0. (3.26)

12qo reo;
21— 1 Z”
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Como

ur () — up(z0) up(z) — up(z0) ur(z) — up(z0)
a; = a; + a; )
Tr — 2o T — X

T — Zo
1=qp TEO; 12qo reo; 1240 r€o;
2t—l<p 2i=1>n

obtém-se que (veja (3.23))

P(z) — Z Z U (z 900)

1240 reEo;
2i-1<n

Seja m; o maior niimero natural tal que m; - 27 < n. Note que t € {neN:n>m}
implica t - 27! > n.

O fato de r € {n-2""' : n > m;} faz com que r > n (basta lembrar da propriedade
acima satisfeita por m;). Como o; = {n-2""1 :n < my U {n- -2 : n > m;}, tem-se
(através de (3.24)) que

3 ur(2) —ur(wo) _ (3.27)

r—X
re{n-2t-lm>m,;} 0

Logo,

Y(x) — (o) _ Z Z U, () — up(0)

Tr—x Tr—T
0 1>qo rco; 0
2i71§n
ur(z) — up(z0) ur(z) — up(z0)
= D a ) LD IR EDY
: ; T — Xg ¢ T — 2o
12qo re{n-2i-1m<m;} 1240 re{n-2i-lm>m;}
2i—1<n 2i—1<n
> y,  wlm i)
: : T — Xo
1240 re{n-2i-1m<m;}
2271§n
Como

up () — up(x0)

— 41,
para cada p € {1,...,n} (veja (3.10)) e
re{n-27tin<mi} =r<n
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podemos concluir que

D D D DR
R S A = a/i
T — Zo izqo  re{n2Tlm<m;} e

2i71§n

= Z a; Z +1. (3.28)

1240 re{n-2i-1m<m;}
2zflgn

Afirmacgao 3.1. Para n' =n + 2% eriste S C {0,1,... L8t 1} tal que

Jn,s,l = U Jn/,s’,l"

14
s'e{iti_q

res

_ 18 18
Demonstracdo. A priori, tome A\ = 82 "4-8%" lz—l e note que A\ € N (8% 1'4_1 e N).

Além disso,

l+8/4_/\0+1

& (I+s/4)-8" "= +1

8n—1 o 877,’—1
G A=8"g. Z ~1. (3.29)
Perceba que
0<1<81—1=0<8" gm0l g2l _gw=1_g2' (330
Mais ainda,
1 s gt g )
1<s<4 -<i<1 < &%
sssd = gsysle sy =8
2‘1071 2110*1 . —

= 84 —1g¥—1§82q°1—1 (3.31)

Vamos mostrar que A\g € {0, ... - 1}
Com efeito, note a partir de (3.30) e (3.31) que

2¢0—1

0<

—1< )\0 = 82‘10—1 S+ 82610—1 . Z —-1< 8n/_1 _ 82(10—1 i 82110—1 1= 8”/_1 1

como queriamos.
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qo—1
s 82

4

Agora tome Ay = 8. [ +8°""

que

e note que N, € N(8"™ Z € N). Perceba

I+(s—1)/4 X,

& (I4(s—1)/4)-8" "=\,

8n—1 - 8n’—1
o Nogr g . D)
. 4 g2
— gt gt S 3.32
+ 1 1 (3.32)
Diante de (3.30) e (3.31)
q0—1 2q0—1
r 2q071 2q071 S 82 0 n'—1 2q071 2q071 8 n'—1
0< X, =8 I+8 1T 1 <8 -8 +8 -2 <8 —1.

O que mostra que A, € {0,...,8" 1 —1}.
Mo+ A-1/4

Como ¢ o extremo esquerdo do intervalo J, 1, ),

n'—1 {n'—1
M+1  AN+4/4
e 80”'+1 = 08:/1/ ¢ o extremo direito do intervalo .J, 4 5, segue de (3.29) e (3.32)

Jn’,l,)\6 C Jn,s,l

Jn’,4,)\0 C Jn,s,l-

Com 1sso, todos os intervalos da forma J, «+  que se encontram entre os intervalos J,,/ 1 v
) n',s’,l n/,1,\(

e Ju 4, se encontram contidos em J, s;. Isto prova a afirmacao em questao. ]

Passo 6. Tome n’ = n + 2971

De acordo com a Afirmacéo 3.1, existem s' € {i}2_, e’ € {0,1,...,8" "1 —1} tais que
Xo [ Jn’,s’,l’ e Jn’,s’,l’ g Jn,s,l' (333)
1 1 , .. e
Saber que AT | Jwr 57|, nos dé condigoes de exibir ' € [0, 1] de modo que
b |I/ — ol = 57
8n

e O intervalo cujos extremos sao x’ e zg esteja contido em J,/ o .
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Agindo de forma analoga ao que foi feito a partir do Lema 3.3, chegamos que

Y(z') — (o) B Z a; Z Uy (') — u, (o)

T’ — xg . ‘ ' — xg
i2qo re{n2=1: n<m}}
2i71§n/
= Y a 41, (3.34)
i2qo re{n-2t—1: n<m!}
2i71§n/

sendo m/ o maior nimero natural que satisfaz m}-2'"' < n’. Das equagdes (3.28) e (3.34)

segue que,
V(@) — (o)  Y(2') — Y(xo) _
T — X ' — 1z

S SR B SRR D SERP G SRt
i€{i>qo: 2-1<n} re{n-2-1: n<m, } i€{i>qo: 2¢-1<n’} re{n-2t=1: n<m/}

R D SRR U1 FED SERSY (D SRt

re{n-290=1: n<mg,} re{n-290—1: n<my,} 1€{i>qo: 2:71<n} re{n-2:=1: n<m, }
> a; - > +1]. (3.35)

i€{i>qo: 2-1<n’} re{n-2t=1: n<m/}

!/

Vamos mostrar que m; = m;, para o caso i > ¢ € também que My,

= mg, + 1. Com

efeito, de m; - 271 < n e m}- 27! < n' obtém-se que
(m), —my;) -2t <n'—n, YV i>q. (3.36)
Como n' —n = 297! concluimos que
(m), —m;) - 2071 < 207t
No entanto, a condicdo i > qo faz com que 2071 > 297! Sendo assim,
m. =m;. (3.37)
Ainda de (3.36) temos que

! . 990—1 I _ = 991
(mqo—mqo) 2 <n-—-n=2 )
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e assim,
my, — Mg, < 1.
Logo,
ou My, =my, Oou My = Mg, + 1.

. ! .
Considere que m, = my,. Assim,
(my, +1) 2071 =] 2071 4 20071 <y 4 2071 = gy

o que gera um absurdo devido a m;O ser o maior inteiro nao negativo que satisfaz

my, - 2a00~-1 < p/. Portanto,

my, = Mg, + 1. (3.38)
Devido aos fatos listados abaixo,
. Jn’,s6,l6 - Jn,s,l
e u, ser afimem J,,; (r=1,...,n)

e Equagao (3.10)
tem-se o seguinte:

ou ur () — up (o) _ ur(2') — up (o) -1 ou ur () — up (o) _ ur(2') — up (o) -1
T — Xg T — xg T — Xo T — xg

Utilizando (3.37)) segue que

> +1 | = > +1], YV i>q. (3.39)

re{n-2i-1: n<m; } re{n2i=1: n<m!}
Para dar continuidade a (3.35), precisamos do seguinte resultado.

Lema 3.4. {i > qy: 2" <n}={i>q: 2" <n'}.

Demonstragio. Note que {i > qo: 21 < n} C {i > qo: 27! < n'}, uma vez que n < n’.
Suponha que exista i € {i > qo: 271 < n'}, com 271 > n. De n < 27!, temos que
29Tl < 2771 Comisso, j+1 <i—1. Isto é, i > j+ 2.

Por outro lado, de 27! < n’ temos que 21—l < oitl 4 9=l  9jtl 4 ojtl — 9j+2
(lembre que n = 27*1) fmplicando que i — 1 < j + 2. Assim, i < j + 3. Porém, isto gera
um absurdo, devido a i € N. Portanto, {i > ¢o: 2! < n} = {i > qo: 2" < n'} como

queriamos. [
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Usando o Lema 3.4 assim como as igualdades (3.37), (3.38) e (3.39), podemos concluir

que

Y(x) — P(wo) _ Y(z') —P(zo)

T — o ' — xo
N 2. >, #H|- > DS
i€{i>qo: 2i-1<n} re{n-2i=1: n<m;} ie{i>qo: 2i-1<n’} re{n-2i=1: n<m/}
= G 2. +1- > ]+ Y w- S+ -
7'6{7]~2q0—1 : T]quo} TG{W'Q‘ZO_I : némflo} i€{i>qo: 2i71§n} TG{T]Qi*l i n<ms}
Z a; - Z +1
ie{i>qo: 2-1<n’} re{n-2i-1: n<m!}
S SR S SH1 FEED SR (D s
rE{”-quflz nquo} rE{n.Qqul: ngm{m:mqo+1} ic{i>qo: Qi_lgn} TE{T]'Qi_l: n<mi}
> - DS
i€{i>qo: 20~ 1<n’} re{n2i-1: n<m;}
= aq - (£1) + Z @ - Z +1 ] — Z a; - Z 11
i€{i>qo: 2-1<n} re{n-2i—1: n<m;} ie{i>qo: 2i-1<n’} re{n2i—1: n<mi}
= g (E)+ Y a oozl Y a D!
ic{i>qo: 271 <n} re{n2i-1: n<m;} ie{i>qo: 2-1<n} re{n-2i-1: n<m,}
= ag - (£1).

Sendo assim,

‘wx) — ¥(xo) _ P(") = P(xo)

T — X ' — 1z

= lag, - (FD)] = lag,| > [agol/2;
o que é um absurdo (ver (3.21)). Portanto, E'\ {0} C N'DJ0, 1] como querfamos.

Afim de verificar que existe um subconjunto Lebesgue-mensurdvel A C [0,1] com
medida igual a 1, para o qual ¢, € N'D,(A), para cada ¢ € E'\ {0} facamos o seguinte:

Para cada g € N, considere o seguinte conjunto:
Dy={m=2"+k-27" jeNk=01}.
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Podemos reordenar os elementos de D, colocando-os em ordem crescente:
D, = {ng‘n < ngq) < }

Considere cada = € [0,1] na base 8, ou seja, * = 0.r122...2,... com z; €
{0,1,2,3,4,5,6,7}, para cada i € N e que z, é o p-ésimo digito da expansao de z na
base 8. Seja

A, ={r=0x22...7,...€[0,1]: x satisfaz P} (3.40)

sendo P a seguinte propriedade: Para cada [ € N, existe s > [ tal que

(xngq),wn(@ To@ T @ ST @ T (@ )2(1,1,1,2,272)-

(s41) (s42) (s43) (s+4) "(s+5)

Lema 3.5. O conjunto A, definido em (3.40) satisfaz as sequintes condigoes:
(a) A, € denso em [0,1];
(b) A, é Lebesgue-mensurdvel;

(c) A, possui medida de Lebesgue 1, isto €, m (A,) = 1.

Demonstragao. Para provar o item (a), tome arbitrariamente z = 0.z122...2,... € [0, 1].

1
Dado € > 0 arbitrério, escolha jo € N de modo que —~ < e. Feito isso, tome

80
y=0.9192...Yp... de maneira que

e y;,=ux;, paracadai=1,... a”§'?>n§'g) +1

e para cada | € N| seja possivel encontrar s > max{l, jo} tal que

(yn<q>,yn<q> Y@ Y@ Y@ Y@ >=(1,1,1,2,2,2)-
S (s+1) (s+2)

(s+3) (s+4) (s+5)
A maneira como y foi tomado faz com que o mesmo satisfaca a propriedade P, ou
seja, y € A,. Além disso, como

7n(q) 1

|y—ZE| = |0 00...00 (yn§g)+2—l‘n;g)+2) . | = |0, (yn§g)+2—l‘n;g)+2) ..o X 8 o | < W <e€

@ o
(n]-g +1)—vezes
podemos deduzir que x € A, e isto prova o (a).
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Para provar o item (b), defina f;: [0,1] — R (i € N) de tal forma que f;(z) = 0,
para todo x = 0.x123...2,... € [0,1]. Perceba que cada f; é continua. De fato, para
cada z = 0.2173 ... 7, ... fixo em [0,1] e £ > 0 arbitrdrio, tomando 0 < § < — segue
que se y = 0.y192...Yp... € [0,1] é tal que |y — x| < ¢, entdo z; = yj, para todo
jed{l,2,.. .nEQ)}. O que nos leva a |fi(z) — fi(y)| = ’xngq> — Y| = 0] < e.

A prépria maneira como A, foi definido remete que

A4,=NU W) (1,1,1,2,2,2)}),

leN s>

sendo ¢™(x) = (fi(x),..., fmis(x)), para cada x € [0,1] (aqui, m € N). Como cada
g™ é continua, ( suas fungdes coordenadas sao continuas) e toda fungao continua definida
num espa¢o de medida é mensuravel, tem-se que ¢g" é mensuravel. O fato da uniao
enumeravel de conjuntos mensuraveis ser mensuravel faz com que A, possa ser visto
como interse¢ao enumeravel de conjuntos mensuraveis, o que por sua vez ¢ também um
conjunto mensurédvel, provando assim (b).

Resta provar o item (c). Com efeito, o conjunto A, foi definido como sendo um
subconjunto de [0,1]. Como A, é mensurdavel tem-se que m(A4,) = m"(4, < 1

(aqui, m* denota a medida exterior). Suponha por absurdo que m(A4,) < 1. Como
“+oo

m*(A,) = inf{Z|Ik| : A, C UIk , onde (I;),.y ¢ uma colecao enumeravel de
k=1 keN

intervalos abertos, existe uma cole¢ao enumeravel de intervalos abertos <[ ,gq)> cobrindo
keN

A, de modo que

+o0o
S ‘I,g‘” —r <l (3.41)
k=1

Digamos que [ ’gq) = (ak ,b(q ), com a,(gq),b,gq) € R. Sem perder generalidade, considere

que

. ]IEQ) = (ak ,b(q ) C [0,1] para cada k € N (isto é possivel haja vista que qualquer
aberto cobrindo A, intersecta (0,1));

° a,(ﬂl = b,(cq), para cada k fixo. (isto é possivel, pois cada intervalo aberto pode ser

escrito como unido disjunta entre intervalos abertos, de acordo com o Lema 1.4).

Diante disso,

A, C U (ak ,b(q>

keN
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sendo que

ro=: Z‘](Q)

—m( I(q> :m<U@> =m <U [a,@,b,&ﬂ) =m([)

sendo I = U [a,(cq), b,gq)] . Note que I trata-se de um intervalo (unido de intervalos fechados

kEN
subsequentes com extremos em comum) contendo A, cujo comprimento r por sua vez é

menor que 1 (ver (3.41)). Isto significa que seu complementar em [0, 1], ou é um intervalo
nao-degenerado, ou se trata da uniao de dois intervalos nao-degenerados, o que ¢ um

absurdo em virtude de (a). Dessa forma, m (A4,) =1 e isto prova (c). O

Passo 7. Tome A = ﬂ A,
g1
Perceba que A é uma intersecao enumeravel de conjuntos mensuraveis, pois de acordo

com o item (a) do Lema 3.5 cada A, é mensurdvel. Sendo assim, A é mensurdvel.
Note também que m (A) < 1, devido a A C A, C [0,1], para todo ¢ > 1. Como

C
C — (ﬂ Aq> = UAZ, inferimos que 0 < m (AC) =m (U Ag) < Zm (Ag).
q=1 q=1 q=1 q=1
Como m <Ag> = 0, para cada ¢ > 1, concluimos que m(AD> = 0. Dessa forma,

m(A) = 1.
Com o intuito de verificar que ¢, € N'D4 (A), para todo ¢ € E'\ {0}, suponha que

a
V', (20) existe para algum zp = 0.2122...2,... € A. Assim, para ¢ € (O, | ZO‘) , escolha

j > qo, 7 €N, de tal forma que se x e 2’ sdo tais que z — 2y < o ex —z < ok entao
0 =0 ) )| ‘w D)= VG0) )y g - )= V)
T — 2y T’ — zy T — 2y T —Z0
V() — (20 U(z (20)
< [P v+ [P vt
< e4+e=2- €<|;°| (3.42)

Ainda considerando n = 277! e n/ = n+2%"! procederemos como feito a partir do passo
5. Dessa forma, existem s € {1,2,3,4} el € {0,1,...,8" 1 — 1} tais que 29 € J,, 5, assim
como existem s’ € {1,2,3,4} e l' € {0,1,...,8" 71 — 1} tais que 2y € J gy

Passo 8. Escolha j' > j de modo que

"+ 5s"/4 1 1
82j,—+1_/1 20 > = — 7, para algum s” € {1,2,3,4} e algum " € {0,1,...,87 "1~
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1} (perceba que isto é possivel, pois como zy € A, entao zp < 1 e o intervalo [0, 1]

pode ser escrito como unido dos conjuntos J,, s, para cada m € N);
® 2y C J2jl+1,8”,l";

® Zyiri1 = Zojitt1400-1 = 1, (€ isto é possivel, uma vez que zy € A = ﬂ A, CA,).

q>1
A . o 1
Estes trés itens nos permitem exibir x € A, com x > 2y de tal forma que = — z5 = Yy
e [20,2] C Jyyria,y, (para isso, basta tomar @ = 0.y192 ... Yp ... COM Yoy = 2 € Y, = 2,

1
82j’+1+2q—1 ¢
20, "] € Jyirs1 4 90-1 ¢ pr(Para isso, basta tomar &’ = 0.wiwy . .. Wy . .. COM Wyjr 11y 95p-1 = 2

) .
para todo 7 # 27 ') assim como 2’ € A, com 2’ > 2, tal que 2’ — z) =

e w, = 2z, para todo r # 27 T+ 2%~1) " Como as contas a partir daqui se tornam anslogas
as contas feitas a partir do Lema 3.3, podemos concluir que ¢, (z) nao existe.
Com isso, resta-nos provar que v’ (¢) nao existe seja qual for o t € A. Para isso,

suponha por absurdo que ¢’ (t) exista, para algum ¢ = 0.t1ty...1,... € A. Assim, para

a .
€€ (0, |4i|>, escolha j > qo, 7 € N, de maneira que se z e 2’ sao tais que t — x < 1/82]
et—a' <1/8”, entdo

<
Tz —t ' —t 2

‘w) ) @) =90 _ lawl

Como ja visto anteriormente, é possivel encontrar s € {1,2,3,4} el € {0,1,...,8" ' —1}
tais que t € J,, 54, assim como s’ € {1,2,3,4} el’ € {0,1,... 81 —1} taisque t € Jr g1,
logo podemos escolher j” > j de forma que

(s -1/
N g2 +1-1 = g+

0,1,..., 87 "1 11,

o1

para algum s” € {1,2,3,4} e algum " €

o tc J2j//+1,s/’,l”7
[ ] t2j//+1 = t2j”+1+2q0—1 = 2

e por consequéncia exibir x € A, com z < t de forma que t—x = x,t] C Ty gu g

(para isto, basta tomar x = 0.2122 ... Ty ... cOM Ty = 1, assim como z, = t,., para todo

j//+1 / / _ /_—
r# 2 )ex €A <t t—a' = Q21" +1424-1

e [2/,t] C Jyiri1 901 gn e (Para isto, basta

-1/ _
tomar 7’ = 0.wws . . Wy . .. COM Woyrr11 9q9-1 = 1 € w, = t,, para todo r #* 2 14 9 1).
Como as contas a partir daqui se tornam andlogas as contas feitas a partir do Lema

3.3, a nossa conclusao é que ¢’ (t) nao existe. O

48



3.1 O conjunto N'DJ0,1] x Separabilidade de espagos
de Banach

De acordo com o Teorema de Banach-Mazur (veja [6, Teorema 6.5.5, p.165]), cada espago
de Banach separdvel possui uma cépia isométrica em C[0,1]. Ou seja, cada espago
Banach separavel pode ser visto como um espaco de fungoes continuas. Uma outra versao
do Teorema de Banach-Mazur (veja [16]) diz que cada espaco de Banach separavel é
isométrico a um subespago do conjunto C(A), onde A é o conjunto de Cantor.

Nesta se¢ao, provaremos um resultado do tipo Banach-Mazur, devido a Rodriguez-
Piazza (veja [13]), o qual afirma que cada espago Banach separdvel é isometricamente
isomorfo a um subespago de C[0, 1] formado, exceto pela funcao nula, apenas por funcoes
continuas que nao sao diferenciaveis em nenhum ponto.

Nossa estratégia sera construir um conjunto K conveniente e que seja homeomorfo a

A. Por conseguinte, buscaremos construir um isomorfismo isométrico entre C(K) e um
subespago em N'D[0, 1] U {0}.

3.1.1 A construcao de K

Optaremos por dividir a construcao a seguir em alguns passos.

Passo 1. Tome uma sequéncia crescente de niimeros naturais (m,), ., de forma que

.mozl;

s 10 - 2n+2
>

° , para cadan =1,2,...;

Mp—1 1/6
o« seja divisivel por 4.
Mp—1
Temos que
My, 10 - 2n+2 M1 1/6
> & < 3.43
Mp—1  1/6 my, — 10-27t2 ( )
e
M Tt Tk Mnot . Tk para cada & € N. (3.44)
Como
my,
<1, paracada ke {l1,2,..,n—1} (3.45)
Mp—1
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segue de (3.43) e (3.44) que

%<mn_1 < ]‘/6 ,
my, — m, _ 10-2nt2

sempre que k€ {1,2,...,n — 1}. (3.46)

Dessa forma,

a2y, _ 2l 16 _”z‘:l 1 1/6
2k . m, 2k 10-2n+2 2k+1 10
k=1 k=1 =
n—1 e
1 1/6 _1/6 1 1/6 1
— I S . = < =, 3.47
£~ 2110~ 10 ;2’““ 2.-10 "6 (3.47)

Passo 2. Para cada n € N U {0}, escolha 2" intervalos fechados e disjuntos I, ; =

[anj, by j], com j=1,2,...,2" de modo que:

Se r for menor que s, entao qualquer elemento do interior de I,,, seja menor do que

qualquer elemento do interior de I,

® m, - a,; seja divisivel por 4;

1
® byj—an;=—;
n

Cada I, ; definido seja dividido em cinco subintervalos da forma {[27]-}?:1, cada um

com comprimento (isto é possivel, haja vista que a soma dos comprimentos

n

) ) L. 1 1
dos cinco intervalos ¢é igual a 5 - =— <1y
9-m, My,
1 2 3 4 5
Iy 15 Lo g I d i
Ay, 4 b

n.j

Figura 3.6: Os intervalos [ﬁL,j, parat=1,2,3,4,5.

e O intervalo I, ; seja escolhido partindo do principio que

Lns12j-1 C 17 (3.48)

Lns12; C I, (3.49)
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1 3 d 5
In"j Ina] In/]
Qn,j —— —— bnj
Ini12.5-1 I

Figura 3.7: localizacao dos intervalos I,,4125-1 € 154125

para cada j.

De forma particular, o ultimo item garante que

. 9n+l .92

Uk:l In+1,k g Ukzljn,k-

Mais ainda,

In; 2 Liv12j-1 2 Ingy245-3 2 ...

=

De acordo com o Teorema 1.5, temos

o
ﬂ Lnyrorj_ory1 # 0
r=0

m In+r,2r~j 7é Q)
r=0

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

Em particular, tomando r = 0 em (3.53) ou (3.54), segue que existe z € [0, 1] tal

que

271
Ty € U I,;, paracada neN.
j=1

—+00

(3.55)

. 2’”
Passo 3. Tome K, :==| | [,;, paracadan € NU{0} e K := K,. Segue de (3.50
j=1"""

n=1
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que

Ko 2K 2K, 2 .. Kn 1 DK, 2D ... (3.56)

=

Mais ainda, segue de (3.55) que = € K,,, para todo n € N. Em consequéncia,

+oo
K =()K.#0.

n=1

Isto conclui a construgao do conjunto K.

3.1.2 O homeomorfismo entre A e K

“+o0o
Para provar que K = ﬂ K,, é homeomorfo A, verificaremos que K é compacto, perfeito

n=1
e totalmente desconexo em [0, 1]. Depois usaremos o fato de que todo espago métrico nao

vazio, compacto, perfeito e totalmente desconexo é homeomorfo ao conjunto de Cantor
(ver Teorema 1.6 e Corolario 1.1).

A priori, perceba que K é compacto, pois além de nao vazio, trata-se da intersecao
enumeravel de uma familia de compactos nao vazios.

Vamos verificar K ¢é perfeito. Para isso, tome z € K de forma arbitraria. De
277.

r € K, tem-se que = € K,, := UI"J’ para cada n € N. Como os [, ;s sao disjuntos
j=1
(ver construcao de K) e x € NK,, tem-se que para cada n € N, existe um tnico

j(n) € {1,...,2"} de modo que = € I, j»n). Da mesma forma, como = € K, 1, existe um
tnico j(n+1) € {1,...,2""'} para o qual © € I,,11 j(n+1). A maneira como tais intervalos
foram construidos (ver (3.48) e (3.49)) assegura que Ini1 i1y C Injm). Assim, ou
jn+1)=2-j(n)—1,ouj(n+1) =2-j(n). Diante disso, para cada ¢ > 0 dado, escolha

no € N de modo que < e. Segue de (3.53), de (3.54) e da forma como os intervalos 1, ;

no
foram construidos, que existe pelo menos um o #  tal que xg € Iy, jny) € (v —¢€,2+¢)

(note que, ou xy € Lg11,2i(n0) € Ingj(ne)> O To € Ingi1,2jme)—1 € Ino,j(no)). Mais ainda,
zog € K (basta tomar n = 1 em (3.53) e (3.54)). Isto significa que x ndo é um ponto
isolado. Portanto, K é perfeito.

Resta provar que K ¢é totalmente desconexo, isto é, que K nao contém intervalos.

Para isso, tome a,b, € R arbitrarios com a < b. Como existe ng € N de modo que
1

1
<b—ae |l | = —, para todo j € {1,...,2"}, tem-se que (a,b) ¢ I,,;, para
m

0 no
todo j € {1,...,2™}. Logo, (a,b) € K,, e portanto, (a,b) ¢ K, haja vista que K C K,,.
Dessa forma K é totalmente desconexo.
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3.1.3 C(C(K) é isometricamente isomorfo a um subespago em

ND U {0}
Comecamos relembrando a definicao de oscilacao.

Definig¢ao 3.1. Sejam f : [0, 1] — R uma funcao e I um subconjunto de [0, 1]. Definimos

a oscilacao de f no conjunto I como sendo o niimero

sup [ f(s) — f(#)]-

s,tel

A oscilacdo de f em [ serd denotada por wy([).

Lema 3.6. Eziste um operador linear T : C (K) — C[0,1] que torna os seguintes itens
vdlidos, para cada f € C(K):

(a) Tf(t)= f(t), para cadat € K;

D) ITf)] <1 =27")||flloos para cada t € K,, 1\ K,;

(c) ’Tf (mi) -Tf <k+ 1)‘ < 21n/f2 | flloos para cada k € {0,1,...,m, — 1}.

n mn

Demonstracao. Dada f € C(K), defina T'f : K — R por
Tf(t) = f(t), paratodo te€K. (3.57)

Faremos com que T'f seja estendida continuamente de forma conveniente para todo o
[0, 1]. Para isso, vamos fazer o seguinte:

Para cadan > 0e j € {1,...,2"}, fixe z,; € I,; N K (aqui, I,,; N K # 0 devido a
(3.53) e (3.54)). Feito isso, defina T'f tanto em a, ; como em b, ; de modo que

Tf(an;) =Tf(bns)=(1—=27") f(zny) (3.58)

Por conseguinte, estenda T f para o interior de cada um dos subintervalos contidos em
[0,1] \ K de modo que T'f restrita a cada um deles seja afim. Isto estende T'f para todo
[0, 1].

A maneira como estendemos T'f nos garante que, para cada = € [0, 1] \ K, é possivel
encontrar uma vizinhanca V, C [0,1] de x de forma que T'f restrita a V, seja afim e,
portanto, continua em x.

Queremos mostrar que T'f : [0,1] — R é continua em todos os pontos de K. Para

isso, usaremos o seguinte fato:
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Afirmacao 3.2. wyy (1, ;) < wr(l;NK)+ 27" || f|lec, para cada n € NU {0} fizo e
jedl,..,2"}.

Demonstracao. Fixe n € NU {0} e tome j € {1,...,2"}. Verificaremos que
Tf(z) =Tf(w)| <w;(ln;NK)+2" | fll, paratodo z,wé€l,;  (3.59)
Sejam w, z € I, ;, com z < w. Se w, z € I, ; N K, usando (3.57) e (3.58) obtemos

T f(an;) = Tf(w)|

T (bng) = Tf(w)]
| (1=27")  f(@ng) = f(w)] = |f(@n;) = f(w) = 27" f(@n)]
| (@ng) = f(w)| +277" - | f(2n,;)]

sup  |f(x) = f(y)[ +27" -sup | f ()]

z,y€l, ;NK zeK

wr (Ing NK) +27" || fll (3.60)

IN I

IN

Tf(2) =Tf(w)| =1f(z) = flw)| Sws (In; N K) < ws (In; N E) +27" - [ flloo- (3.61)

Se z,w € I,; N ([0,1] \ K), a demonstragao sera feita em dois casos. Primeiro, considere
0 caso em que nao existem pontos de K entre z e w. Como T'f é afim no interior de cada
subintervalo de I,, ;N ([0, 1] \ K), existe pelo menos um y € K satisfazendo T'f(y) < T'f(z)

(veja Figura 3.8, para ilustrar). Com isso,

an.j y z w bn.]'

Figura 3.8: Caso em que nao existem pontos de K entre z e w.

Tf(z) = Tf(w)] <[Tf(y) = Tf(w)| <|Tf(y) =Tf(bn;)l-
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J& para o caso em que existe pelo menos um ponto de K entre z e w escolha y de forma

Qn,j z Y w bn,j

Figura 3.9: Caso em que existe pelo menos um ponto de K entre z e w.
que Tf(y) < Tf(z) (veja Figura 3.9, para ilustrar). Dai,
Tf(z) = Tf(w)| <[Tf(w) =Tfy)| <I|Tf(y) =Tf(bn;)l-
Assim, em ambos os casos, segue de (3.60) que
Tf(2) = Tf(w)] < wy (In; N EK)+27" [ f]loo-

Por fim, se z € I,,, N K e w € I,,; N ([0,1] \ K), perceba que, como z € K e z esta
entre a, ; € w, recaimos no caso em que existe pelo menos um ponto de I, ; N K entre
dois pontos de I, ; N ([0, 1] \ K). Dessa forma,

Tf(z) = Tf(w)] < w (In; OV K) +27" - [[f]le,
para todo z,w € I, ; e obtemos
wrf (Ing) < wp (In; VE) + 27" || f]lo-
O

De volta a continuidade de T'f em K, facamos o seguinte: Seja zy um ponto arbitrario
de K e € > 0. Entao zy € K, para todo n € N e segue que xy € I, j,, para cada n € N,
onde j, € {1,...,2"}. Segue da continuidade de f em z( que existe 6 > 0 tal que, se
y e K el|rg—y| <9, entdo

f(z0) = f(Y)l <& (3.62)
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Assim sendo, tome ng € N de forma que 27 - || f||« < € € < 6. A partir dai, escolha

no

91 > 0 de modo que (xg — 1,29 + 1) C I,

C Ing jn,- Assim,

u € [O, 1] N (ZEO — 51, Ty + 51) = UuEc ]n07jn0 = |Tf(l’0) — Tf(u)| < wa(In(hjnO) (363)

De acordo com a Afirmacao 3.2,

wa([nanO) S wf(InOJno N K) + 27”0 ’ HfHOO

Como
Wi (Lngjo, N K) = sup |f(r) = f(?)],
T7t€[”07]'n0 NnK
existem ro, so € I, 5,, N K tais que
W f(Tng,jng) = 27" [[flloc < [f(ro) — f(s0)]- (3.64)
1
Como ro, S0, To € Ingj,, N K, |In07jn0‘ = e < 0, tem-se |xg—7ro| < 0 e |rg—so| < 9.

Mpy My
Assim, se u € [0,1] N (zg — 01,20 + 61), seg?ue de O(3.62), (3.63) e (3.64) que

ITf(xo) =Tf(u)] < wrf(lngjn,) < [f(r0) = f(s0)| +27" || flloo
< f(ro) = f(mo)| + | f(s0) = flmo)| + 27" - || flloo
< 3. (3.65)

Portanto, T'f é continua em K, como queriamos.
Quanto a linearidade de T', tome f,h € C(K) e A € R arbitrarios. Sabemos de (3.57)
que

T(f+X-h)(t) = (f+A-h)(t)=f({t)+ A h(t)
= Tf(t)+ - Th(t), paratodo te€ K. (3.66)

De (3.58) temos

T(f+A-h)(ang) = (1=27")-(f+ D) (zn;)
= (1=27") f(any) + A (1=27") - h(zny)
= Tf(an;)+ X Th(an,) = (Tf+X-Th)(an;), (3.67)
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para cada j € {1,...,2"}. Como
T(f+ Ah)(by;) =T (f + Ah)(an;), paracada je€ {1,..2"} (3.68)

obtemos a linearidade quando aplicamos em pontos de K e nos extremos de I, ;. J&
para pontos no interior de cada subintervalo de [0, 1] \ K, a linearidade segue do fato de
T (f + Ah) ser afim em cada subintervalo de [0, 1] \ K, juntamente com (3.68).

Em suma, T é linear, continua e satisfaz T'f(t) = f(t), para cadat € K. Em particular,
isto comprova o item (a).

Para provar o item (b) considere n > 1 et € K, \ K,,. Perceba que

. 2n71

te K, = Uj:1 Inflyj =te In*LjO?

para algum j, € {1,...,2" '}, No entanto, t ¢ I, 2j0-1U1, 2j,, uma vez que t ¢ K, =

U?;IM (ver (3.51) e (3.52)). Como Iy, 21Ul 25, C 17y ; UL, i C I 1, concluimos
que
t € [an—10> An.2jo—1)I(On.250—15 @250 ) I (Dn.2jos On—1.4o ) (3.69)
ja que
In-1y = [@n-1,os An,2j0—1)Un2j-1U(bn.250—1, @20 ) I ,250 U (bn,250 , b1,
Como

[@n—1.jo> @n,2j0—1)I(On,2j0—15 An250 ) (On.250> bn-1jo) = Tnyj \ (In2jo-1UIn25,) € [0, 1] \ K

concluimos que T'f é afim em [an_1 o, @n2j0—1)I(0n.2j0—1, @n.2jo ) (D250, Or—1.o ) -

Assim, |T'f(t)| é menor ou igual ao méximo da funcdo |T'f]| restrita ao fecho de
[@n—1.j0s @n.2jo—1)I(On.250—15 n.2j0 ) I (Dn.2jo s b1y ], méximo esse que é garantido em um dos
extremos do intervalo em que t se encontra (ver (3.69)).

De (3.58), temos

T f(an-150)] = 1Tf(bn140)l = (1 =27"") - [ f(@n1o)|

< (=277 [ f(za-1)]

< (=27 [[flloos (3.70)
T f(an2io-1)l = [Tf(bnzjo-1)| =1 =27") - [f(Tn2j,-1)]
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< (=277 [fllee (3.71)

T f(angjo)l = |TF(bnzso)l = (1 =27") - [f(2n,250)]
< (=27 [fllee (3.72)

Logo |Tf(t)| < (1 =27") - || fllc, © que prova (b).

Agora vamos verificar o item (c). Para isso, considere I como sendo o fecho de um
dos intervalos que aparecem em (3.69). Digamos que I é o fecho de [an_1j,, @n2jo-1)- O

fato de T'f ser afim no interior de I faz com que

\Tf(x) . Tf(y)\ _ (’UL(]) . ’3: N y’ _ |Tf(a’n,2j0—1> — Tf(an—l,j0)| . ’3: i y’
1] H
r—Y
< (T angl + T F o)) - 7
-n n— -y
< (=2 Wl (=200 ) -
- [z —yl
< 2-(1=27") | flloo -
1]
< 2 Wl B sempre que iy (373)
Como |I| > 5 ) (ver Passo 2, na construgao de K), tem-se que
*Mp—1
[z —y |z — |
flloo - <2 | fllo s =———.
2 || f]] 7] il 705 )]

Dessa forma,

[z — |

Tf(x) - Tf(y) <2 Ilf\loo-m. (3.74)

sempre que x,y € I. Verificar o item (c) significa mostrar que

k k+1 1/6
‘Tf <m—n) —Tf( - )’ < Surz | fllos  paracada k€ {0,1,...,m, — 1}.

n

k+1
Sendo assim, seja k € {0, 1,...,m, — 1}. Como o intervalo {—, + } C 10, 1], existem

My My

duas possibilidades para o nimero —:
My

o8



k k
ou — = a,;, para algum j € {1,...,2"}, ou — # a,,;, para todo j € {1,...,2"}.

n mn
Para o caso em que — = a,,;, para algum j, temos que

My,
k+1 k 1 1
= + —_— = anaj + —_— = bnaj’
My My My My

0 que nos leva a

77 (o) =78 (S58)| = 1 ) = T 00| =0 < 55 Wl 79

n n

k . k k+1 -
J& para o caso em que — # a,, ;, para todo j € {1,...,2"} obtemos que {—, } nao
m, m, mpy

kE k+1
estd contido em I, ;, para todo j € {1,...,2"}. Consequentemente, {—, i } ¢ K, =

my, M,
kE k+1
[—, ] \ L),

U, 1, (lembre que

=t My My
kE k41
Vale destacar que |—, C Ky, uma vez que Ky = Ip; = [0,1]. Como
m’n mn
, ko k+1
K, C K,1< ..<¢ K € Ky=10,1], concluimos que |—, C K,1\ K,
m, My

para algum v € {1,...,n}. Assim,

k k+1
{—, + } C 1,1, paraalgum j.
mn mn
Mais ainda,
ko k+1 : .
|:m_n’ p— 1 C [ay—1,5, v25-1) U (by2j—1, a25) U (by25, by—1,2;] - (3.76)
kE k+1 k k+1
Seja I o intervalo em (3.76) que contém [—, i ] Como — e i estao em [/,
My My mp my
segue de (3.74) que
k41 k
k k+1 ‘m_n T oma
Tf|— ) =T < 9. U Tl
rae) 1 ()] = 2T
1/m,
— 9. o —n
“f” 1/(5 . myfl)
m,_
= 10 [ flloo - ——
my
< 10+ [ffloe - =L (3.77)
My
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mp—1 < 1/6

Como m BT ( ver (3.43) ), inferimos que que
mnp—1 1/6
10+ - 2220 < 228
Com isso,
k k+1 1/6
()71 < N flloo, 3.78
() - (S < g (379
provando assim o item (c). O

Finalmente podemos provar o resultado central dessa secao.

Teorema 3.2. Eziste um operador linear S: C (K) — C[0,1] tal que, para cada f €
C (K)\ {0}, os sequintes itens sdo satisfeitos:

(i) Sf(t)= f(t), para cadat € K ( Sf € uma extensao continua de f);
(i) 1Sfllec = I fllec (S € uma isometria);
(iii) Sf e ND[0,1].

Demonstracao. Optamos também por separar a demonstracao deste resultado em alguns
PAassos.

Passo 1. Defina g: [0,4] — R de maneira que

0, se tel0,1];
o(t) = t—1, se tell,2]; (3.79)

1, se te€23];

(4 —t, se te[3,4].

e estenda-a via periodicidade para toda a reta. Note que

19(0) = 9(2)] = [9(1) —93)| = |9(2) —g(4)| = |0 = 1] = 1.
De forma geral, segue da periodicidade de g (g possui periodo 4), que

lg(x) —g(z+2)] = 1, paratodo z€Z. (3.80)

Como ¢(0) = g(4) = 0 e da periodicidade de g, temos que
g(x) =0, paratodo x€4-Z. (3.81)
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Figura 3.10: grafico da fungao g

Note que (veja Figura 3.10)
lg(xz)] <1, paratodo z€R. (3.82)
Além disso,

lg(x) —g(y)| < |r —y|, paratodo x,y€R. (3.83)

Passo 2. Tome (s,);2, € K que seja densa e defina S de maneira que, para cada

feC(K),

Sy =Tf(t)+ Y oot 9(ma 1), tE[0,1] (3.84)

Vamos mostrar que S estd bem definida e que Sf € C|0, 1], para cada f € C(K). Com
efeito, como T'f € C|0, 1], resta-nos verificar que

[e.e]

Z n+1 my,-t) € R, paracada te€[0,1] (3.85)

e a partir dai, verificar que

Z ];ninl n-t)  écontinua em [0, 1]. (3.86)

Como cada f € C(K), é continua e definida num compacto, existe constante Cy que
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satisfaz |f(t)| < C}, para todo t € K. Como g é limitada por 1, tem-se que

o) gm0 = 1G]l O] i < Gy gy = M (38)

o0

Como E M, < oo (série geométrica de razao menor que 1), podemos fazer uso do
n=1
teste de Weierstrass (ver Teorema 1.10), assim como do Teorema 1.9 para concluir néao

f(sn)

2n+1

o0
somente que a série E - g(m, - t) converge absolutamente e uniformemente em

n=1

[0, 1], mas que a fungao H definida em (3.86) é continua . Isto prova (3.85) e (3.86), como

queriamos. Consequentemente, S f é continua em [0, 1].

Agora, vejamos que S é linear. Com efeito,

S(fl—f—Oéfg)(t) _ T(f1+04fz)(lf)+z(f1+af2)<8")g(mnt)

— 2n+1
= THE) +a T+ f;ﬁj’;) cglm, t)+ oYy f;ﬂj’;) - g(my, - t)
n=1 n=1

= Sht)+a-Sh(t)=(SfHi+a-5f) (@),

para todo t € [0,1], f1, fo € C(K) e a € R.

Vamos verificar o item (i). Para isto, seja t € K (aqui, t € I, ,, para cada n € N).
Como g¢(t) = 0, para todo t € [0,1] U [4,5] (veja (3.79)), segue de sua periodicidade que

g(t)=0, paratodo te€[r,r+1], sendo r divisivel por 4. (3.88)

Como

e m, - a,; ¢ divisivel por 4 (ver Passo 2, na construcao de K);

g mn'an,jSmn'tgmn'bn,j@an,jStgbn,j;

© My -y j+1=my,-b,; & my-(b,; —a,;) =1 1=1 (ver Passo 2, na construcao
de K).

obtém-se de (3.88) que
g(m, -t) =0, paratodo tel,;. (3.89)
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Dessa maneira,

Sf(t) = +Z W - g(my, - t)
= f(t)+0:f(t),

para todo t € K, o que prova (i).

Para provar (ii), fixe n € N e tome t arbitrariamente em K, \ K,. O fato de
K, 1 € ..Ky C K; assegura que t € K, para todo [ € {1,....,n — 1}. Assim como em

(3.89), s6 que agora com t fixo, g(m, -t) = 0, para para cada [ = 1,...n — 1. Desse modo

(3.90)

21+1 ) 25+1 1))

De (3.82), (3.90) e do fato da série Z - g(my - t) convergir absolutamente, segue que

21+1

|f(s1)] — |/ (s)]
2l+1 ' ) = Z 2l+1 ' t)|§2 l+1
l=n
s — Ll
= Z 9I+1 :HfHOOZ%: on
l=n
= 2 1 o (3.91)
Logo,
[SFB < |TfE)]+ sz 1)
< (1-27 )'||f||oo+2 "l
= ||fllso, paratodo t € [0,1].
Assim,
15 Flloo < 1 flloo-
Mais ainda, como f € C(K) e
fO] = [SFOI < 1Sflls, paratodo te€ K,
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concluimos que

[flloe < 15 floo-

Sendo assim, S é uma isometria. Isto prova (ii).
Para checar a veracidade de (iii), considere que f é ndo-nula e a partir dai defina o

seguinte conjunto:

Dy :={neN:[f(sn)] > (1 =1/6) [ flloo-} (3.92)

Vamos verificar que Dy ¢é infinito. Para isso, seja

re(@=p Wl lfl) ne

Como ||f|leo := sup |f(z)] e r < ||f]loo, existe z, € K satisfazendo |f(x,)| > r. Como
zeK

Spto2, édenso em K e f € C(K), existe uma sequéncia (s, )%, C K convergindo para

z, tal que |f(sn,)| — |f(2r)]. Como, para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe

1
nj, € N para o qual [f(sp, )| > 7> (1 - 6) || flloo, segue que Dy ¢ infinito.

Afirmacao 3.3. Sen € Dy ek € {0,1,...,m,, — 2}, entdo

k k+2 1/2
57 () -5 ()| = ot

Demonstracao. Seja s € N, s > n. Como

ms mg ms—1 Mpy2 Mpt1

mp, Ms—1 Ms—2 Mp41 mp,

pode ser descrito como um produto de numeros divisiveis por 4 (ver Passo 2, na

~ , .. Mmsg , .. ., N ’
construcao de K), segue que o préprio — é divisivel por 4. Em consequéncia, os niimeros
mS mS ~ - . . " , ., . , .
— ke — - (k+2) s@o divisiveis por 4 (soma de nimeros divisiveis por 4 é ainda um
mpy My,

nimero divisivel por 4). De (3.81), segue que

g (:’; k) —g (;Z : (k+2)) —0. (3.93)

n n

Mais ainda, de (3.83) e (3.47), segue que

SV (20 ) g (2 ey )| <« STHEOLme gy
o) o (o)

n
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n—1

<

fsz

ol+1

2 [ lloe

ol+1

‘2 my

n—1

22-Hf||oo,2”“-mz <2/l 1
2.20H 2l T 2.2nF1 g

=1
1/6
2n+1

N llee- (3.94)

De (3.80), (3.93), (3.94), do item (c) do Lema (3.6) e do fato de n estar em D chegamos

a

v

v

v

n—1

Sf (mi) _Sf ’“ﬂjz)‘ _
Tf (mi> +Z€§i? .g(ml.mﬁ> 7y (k£2> _i,;;gi) 'g(ml_k£2>
"= " n pmy n

Tf (mi) _Ty (’2:;2) +ij;gi) L (mz _ mﬁn) _iégi) g (mz kgj)

180 oo ) oo A () (42

1 o (e ) = (m E2) | S o (e ) =g (e 22
" " =1 n n

Tf(n%) L7y (k:+n2)’

12 st (A2 o )+ (r 23]

o () =7 (50)

‘f(sn),.,g(Q/ZL_g(kJrQ)]_Z!J;gizl)! ‘9<ml'min)—g(mz kﬂj:j)‘
7 () - (5)

£ (s >| |92n+1 g(k+2)] 21n/f1 Hflloo—an/fl'“f”OO

el _ 1Sy - 1S gy,

(1-1/6)- e 0 g 2251

Wl 5. 2% )
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[fllee  1/2
- on+1 2n+1 Hf”oo

1/2
st 1l
como queriamos. O

De volta a prova do item (iii) facamos o seguinte: Suponha que Sf é diferencidvel

num ponto xy de [0, 1]. Entao, existe o limite

i (@) = Sf (o)

T—T0 €T — :L'O

= (1) (o).

Dessa forma, para ¢ = 1, existe 6 > 0 de tal forma que se x € [0,1] ¢ 0 < |z — z¢| < 9,

1S (x) — 5f(xo)|

|z — 2]

entao

<1+[(Sf) (zo)l-

1 Como Sf é
e (5

continua definida num compacto, existe uma constante de limitacao C' > 0 que satisfaz

Por outro lado, se z € [0, 1] for tal que |x — x| > 6, entdo

|Sf(x) = Sf(x0)] .2 20

|z — 20| “le—z = 6

2 /
Tomando M > max {TC, 1+ (Sf) (mo)\}, obtemos que

|Sf(x) = Sf(xo)| <M - |z —x0|, paracada z€[0,1]. (3.95)

Com isso, se a,b € [0, 1] sdo tais que xg € [a, b], segue de (3.95) que
1Sf(a) =SfO)| < [Sf(a) = Sf(zo)l + [Sf(xo) = Sf(b)] <M -|a—zo| + M -|xo— b
= M-(zo—a)+M-(b—w)=M-(b—a). (3.96)

ko k42
Como zy € |—, ], para algum k£ € {0,1,...,m, — 2} e n € Dy, podemos fazer uso
m, my

de (3.96) e obter que

k k+2 k k+2 2
'Sf(—)—Sf( + )‘ < M|y 2 (3.97)
My, My, my My my
De acordo com a Afirmacao 3.3,
k k42 1/2
sr() =57 (552)] = 55 Wi (5.99

66



poisn € Dye k€ {0,1,...,m, — 1}. Assim,

1/2 2
on+1 ) ”f”oo < M- m_n
Porém,
.on+2
m, > % S gni2

para todo n > 1 (ver construcao de K). Em particular,

10 - 2n+2
>_- -

> 2n+2
- 1/6 ’

Mp

para todo n € Dy. Assim sendo (veja (3.99)),

2-M . My,
Z 2 -
[flloc — neDy 27F

o que é um absurdo. Portanto, Sf € N'D[0, 1], e isto prova o item (iii).
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CAPITULO 4

ALGEBRAS EM C[0, 1] CONSISTINDO DE
FUNCOES HOLDER EM NENHUM
LUGAR.

A estrutura algébrica do conjunto das fungoes nowhere differentiable tem se mostrado
rica até aqui, pois a além de espagéavel (ver Teorema 3.1), N'D se mostra capaz de conter
espagos completos e bem comportados (ver Segdo 3.1). Assim a seguinte pergunta é
natural:

E possivel que além de um espaco vetorial, N'D possua uma dlgebra infinitamente
gerada?

A resposta para esta indagagao é “sim”e é devida a Fredéric Bayart e Lucas Quarta
(veja [4]).

Neste capitulo, verificaremos por meio de [4] que, exceto pela funcao nula, o conjunto
das fungoes Holder em nenhum ponto contém uma algebra densa e infinitamente gerada.
Em particular, mostraremos que N'D também possui uma dlgebra infinitamente gerada.

Para isso, faremos uso de algumas definicoes:

Defini¢ao 4.1 (Fungao continua Holder em nenhum ponto). Seja f € C[0, 1]. Dizemos

que f é uma funcao Holder em nenhum ponto (neste caso, f € NH|0,1]), se

()~ f(@)

e ’y _ x’a = +OO,

para cada = € [0,1] e a € (0, 1]

Quando nao houver possibilidade de confusao, escreveremos N'H no lugar de N'H[0, 1].
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Definicao 4.2. Seja f € C[0,1]. Diremos que f é Lipschitz em ponto algum, (f € N'H),
se para cada z € [0,1] e C > 0, for possivel encontrar y € [0,1] de modo que

|f(y) = f(2)] > C |y — .

Lema 4.1. Se F ¢ NH e¢ f : R = R € uma fun¢ao analitica nao constante, entdo
foF eNH.

Demonstragao. Sejam x € [0,1] um ntmero fixo arbitrario, « € (0,1] , F € NH e
f : R — R uma funcao analitica nao constante. A fim de verificarmos que f o F' € N'H,

usaremos a expansao de Taylor da fungao f (ver Defini¢ao 1.14) e escreveremos que
2 f(F(x n
FEW) = FF@) + 3 T by )
n=1 )

para cada y # = € [0,1] (isto é possivel, pois f é analitica). Usando o fato de que f é

nio constante, garantimos que existe pelo menos um n € N para o qual f™(F(z)) # 0.

Denotando W por a, e tomando k = min{n € N : f™(F(z)) # 0}, obtemos
FEW) = fE@)+) an- (Fly) = F(z)"
= [(F(2) + (F(y) — F(x))* <ak +ap - (Fly) = F(2) + ) aralFly) - F(fC)V)
= [(F(x))+ (Fly) — F(2))" - (A + P(z,y)), (4.1)
onde A = ay e P(z,y) = agy1 - (F(y) — F(x)) + Zakﬂ- (F(y) — F(x))" sao tais que X # 0
e P(x,z) =0. =
Perceba que ?Elir}c(F(y) — F(x)) =0, (F € C[0,1]). Assim,

fm Pr.0) = e By (F () = F) + i > o o) = F) ] =0
Como F e NH e 0 < a/k < 1, segue da Defini¢ao 4.1 que

Py - F()]

= +OO
yoe |y — xlo/k
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Assim, de (4.1), temos

k
lim |(fOF)(y) — (fOF)(ZL’)l _ (hm |F(y) _FD‘("L]”) . hm|)\—|—P(q;,y)| = 400.
y—T |y — [L‘la Yy—T |y — q}| k Yy—
Portanto, f o F € N'H. O

Teorema 4.1. N'H U {0} contém uma dlgebra nao-trivial.

Demonstragao. Seja u € NH \ {0} uma fungao nao-nula. Dado r € N, verificaremos que
toda funcdo da forma A -u+4 Ay - u? + ...+ A\, - u” com \; € R, para todoi € {1,2,...,r}
se encontra em N'H. Isto fard com que a dlgebra gerada por u a qual denotaremos por
A(u) esteja em N'H.

Para este fim, sejam m € N e A\, A, ..., A, € R na condigao de que )\, seja nao nulo.
Considere a funcdo f : R — R dada por f(t) = Ay -t + Ay -t + ... + A\, - t™, para cada
t € R. Esta funcao ¢é analitica e nao constante, pois se trata de uma funcao polinomial,

em que \,, # 0. Sendo assim, podemos agir de acordo com o Lema 4.1 e concluir que
foueNH. (4.2)

Perceba que

fou(z) = f(u(z)) = A-u(2)+Xo-u(2)? + ...+ A u(2)™ = (A-utAg v+ A -u™) (2),

para todo z € [0,1]. Dessa forma, fou = A -u+ Ay - u? + ... + A, - u™. Sendo assim,
segue de (4.2) que A\ -u+ Ay - u® 4 ...+ Ay - u™ € NH. O
Proposicao 4.1. NH! C N'D.

Demonstragio. Sejam h € NH' e 2 € [0,1]. O fato de h € N'H' (ver Definicao 4.2) faz
com que para cada n € N, seja possivel encontrar y,, € [0, 1] de maneira que

(yn) = ()] > n - [yn — |- (4.3)

A partir daqui verificaremos que h € N'D. Para isso, suponha por absurdo que h’(x)

existe para algum z € [0,1]. Assim, para e =1 > 0, existe § > 0, o qual podemos tomar

menor do que 2 de tal forma que, para cada y € [0, 1], com 0 < |y — z| < §, tenha-se
h(y) = h(z)] < (L+[F'(2)]) - ly — =] (4.4)

1
Como 0 < —, existe pelo menos um y € [0,1] de maneira que |y — x| > 6. Como h é

limitada ([0,1] é compacto e f é continua) existe uma constante de limitacdo C' > 0 de
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modo que |h(y) — h(z)| < |h(y)| + |h(x)|] < 2- C, para todo y € [0,1] com |y — x| > 4.
Dessa forma,
\h(y)—h(a:)\< 2-C _2-C

< < , sempreque y€[0,1] e |y—=x[>0d (4.5
|z =y ly—al = 0

2.-C
Tomando ny € N satisfazendo ny > max {1 + B (z)], T}’ obtemos de (4.4) e (4.5)

que
h(y) = h()] < mo-ly—al,  paratodo y € [0, 1], (4.6)

Porém, isto é um absurdo em virtude de (4.3). Neste sentido, h € ND como

queriamos. m

Corolério 4.1. NDU {0} contém uma dlgebra nao trivial.

Demonstracdo. Basta notar que NH C N'H' e utilizar proposicdo anterior. O
Antes de partirmos para o Lema a seguir, introduziremos algumas notagoes:

e Dadas as sequéncias reais (a,),"; e (b,)o2,, denotamos a,, >> b,, para dizer que

. (079
lim — = 4+o0.
n—-+oo n

Sejam 6 - (517627 "'76’!’) ey = (/717727 "'777‘) duas T—uplas em N".

e Diremos que § > , se existe m € {1,...,r} de forma que 5; < ~;, para cada
ie{l,....,m}e B =, paracadai e {m+1,..r}

Lema 4.2. Existe uma sequéncia (ug)g>1 € C[0,1] tal que para cada a € [0,1], r € N e
01,12, ..y iy € Z satisfazendo 1 < iy < iy < ... < i, existe uma sequéncia (hy)n>1 C R com
lim h,, =0 para a qual

n—o0

(a) nh_)rrolo (Jui, (@ + hy) — uiy (@) - o |wg, (a4 hy) — w;, (a)P7) /RS = 400, sempre que
BeN ea>0;

(b) |ui,(a+ hy) —wi, (@)|? .. |u, (a + hy) —wi, (a)|” >> |uj(a+ h,) —uj(a)], sempre

queﬁ: (ﬁl?ﬁ%"'aﬁr) GNT €j ¢ {ilai%---vir};

(€) Juiy(a+ hn) = wi (@)™ - - Jui (@ + hn) = wi (@) >> g, (@ + hy) = g (@) -
|U’7;r(a’ + hn) - uir(a)"ﬁ; SEmpre que 6 = (617627"'7ﬁ7’)77 = (717727"'777’) S NT €
8 >n.
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Demonstracao. Faremos esta demonstragao através de alguns passos:

Passo 1. Considere a funcao
fo(x) =]z —n,|, z€R (4.7)

a qual foi definida pela primeira vez nesse trabalho em (2.1).
Passo 2. Defina uy; : [0,1] - R, k € N, de maneira que

= 1
up(x) = Z o7 fo (10(”‘“"”)! -x), paratodo z€0,1], (4.8)
m=0

onde p; denota o k-ésimo nimero primo em N.

Cada wuy é uma funcdo de van der Waerden (ver (2.3)). Diante disso, segue do que foi
feito a partir de (2.3) que além de bem definida, uy se encontra em N'D([0, 1]).
Passo 3. Tome a € [0,1], 7 € N e iy,4s,...,4, € N satisfazendo 1 < iy < iy < ... <1,.

A t d . 7. / 1 d pil"".pir
partir daqui, sempre que necessario, valnos escrever pj no lugar a6 ————.

J
Como todo numero real pode ser representado através de sua forma decimal,

optaremos por descrever a como um numero da forma a = 0,aias...a4,0,41... onde
a; €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} para cada i = 1,2, ....
Denotando o nimero (p;, - ... - p;i,. - pn)! por ¢, e definindo (hy,),>1 de maneira que

B — { 10_(““), se  Q,+1) € {0,1,2,3,5,6,7,8} (4.9)

—107" ] se ag, 11y € {4,9}

claramente, lim A, = 0. Como t, € N, segue que
n—oo

_ —(tn+1
a+h, = 0,a1as...a¢,a¢, 104,42 ... 10 (tnt1)
= 0.a1a9...0as a a ...£+0,0...01
, A1Q2 tn Oty +10t, 42 7 & )
tn,—vezes

= O, ajas ... atn(ath + 1)atn+2 .

= 0, a1as . .. atnbtn+1atn+2 c.

sendo

; _ ) et 1, se a,€{0,1,2,3,56,7,8};
tt ag,+1—1, se a, € {4,9}.

Por outro lado, de acordo com (2.5), temos

Ttp+1 = O, ajas . .. atnbtn+1atn+2 e
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Portanto,
a+ hn = Tty +1- (410)

A partir daqui procuraremos verificar que

1

’uik (a -+ hn) — Uy, (CL)’ > —10(p/ D )lk . ’f(pik‘p/ik‘p")! (Cl + hn) - f(pik'p;'k'p")! (a)‘
1k n
(p;kfnn)—l
- ‘f (1 (@ + P) = fpy myt (@) (4.11)
m=0
1 10(p¢1~--~-pir-pnfl)!
> 5 P Pn- , (4.12)
1o (Fen) "1 10(Pix e pipn)!
(&
1 BT
‘uik (CZ + hn) — Uy, (@)’ < 10(p§k‘pn)ik+l —Fplk P 1O(pi1~,,,.pir.pn)! (413)

paracada k=1,...,r
Sendo assim, passemos para o proximo passo.

Passo 4. Vamos mostrar que

1
i (@ ) = 4, @] 2 g |t it (@ ) = i, 0 (0
1k n
(P}, Pn)—1
B Z ‘f(pik‘m)! (@ + Tn) = fips, m (a)"
m=0

Com efeito, de (4.8) temos que

1

Uiy, (CL + hﬂ) — Uy, (a> = ~ 10m*

o (10@w™b (a + h,)) —

(10(p¢k-m)! . a)

Z
Z 10m% fO 10 Byt (a +h )) - fO (10(pi’“'m)! a)] . (4.14)

m=0

De acordo com o lema (2.2) e com (4.10),

fo (10(p¢k.m)! (a+ hn)) — 1o (10(pik-m)! . a) = f(pikm)!(a + hn) — f(Pik'm)!<Cl)

= f(pik-m)! (x4,41) — f(pik.m);(a)
= 0, (4.15)
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sempre que (p;, - m)! > ¢, + 1.

Como

(P - M) >t +1 & (pi,-m)! >t & (py, -m)! > (piy - .. Pi, - Do)

< DPip M >DPiy et Di P
Piy * - Di,
& Py M > P, ————— Dy
Piy,
/
& m>p; o Pu (4.16)

segue de (4.15) e (4.16) que

wi, (@ + hy) —uw (a) = mz:o 10m1k fO 1() (pij,-m)! (a+ hy) 2 o 10(10% m)! a)
= 3 e (0P (0 ) — fo (10 )
m=0
P, Pn ]
- 10mik ' [fo (1O(pik‘m)! ’ (a + hn)) - fo (10(pik‘m)! . a)} . (4.17)
m=0

Denotando fj (10(73%'"‘)! (a4 hn)) — fo (10(]’%"")! . a) por 7, (queremos simplificar a
escrita), chegamos a partir de (4.17) que

sz'Pn
1
m=0
Como
P, Pn P, pn—1
1 1 1
Z 1Omik “rm| = —(p{ P -rp;k.p” + 1Om"k “Tm
m=0 ]-0 *k m=0
p; ‘pn—1
1 k
e RS o™
10™ m=0
p; ‘pn—1
1 \ 1
= —_— 7” / _ - . 7”
L)k P;, ‘Pn i m
10(17%1’) k — 10™
p; prn—1
1 K 1
PR Ot ‘10m"'f )
10™% m=0
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segue de (4.18), da defini¢ao de f(pik.p;k,pn)g dada em (2.2) e do fato que o <1 que
] P, pn—1 ]
, —w > = p, — _ .
|ulk (CL + hn) Uy, ((I)’ = 10(p;_k,pn)1k rpik'pn mX::O ‘ 10m'* "'m
1 . o
- @, pn)ik ‘fo (10(”% PPt (g hn)> — fo (10(73% Pip Pt “)‘
10
p;k‘pnfl 1
- > ‘]_Omik fo (WP (a + D)) = fo (107%™ a)
m=0
1
= e ‘f(pik-p;k-pn)! (@ + hn) = fii, 44, oo (@)
K
p;k'Pn_l 1
= X | fon @ ) = e @
m=0
1
> 10(p/_ )ik ) ‘f(pik~p§k~pn)! (@ + hn) - f(pik~p§k~pn)! (a)‘
Yk
p;k'pnfl
= 3 o (@t ) = S (@) (4.19)
m=0
como queriamos.
Passo 5. Vamos verificar que
1 ng'pn—l
Lo ‘f(pik-p;kpn)! (@ +hn) = o), -po) (a)‘ - > ’f(pikm)! (@+ha) = fipi, -my (@)| >
K m=0
1 ) 10(pi1'-~~'pir~pn—1)!
Z T . Py, Pn- .
10(P2k~pn> 1 ' 10(Pirpirpn)!
Para isso, note que
Piy v - " Dy
(i 'p;k )l = (pik = , 'p”)! = (piy =+ " Pir. - Pn)! = .
Diy,
De acordo com (4.10), a + h,, = x4, +1. Sendo assim,
f(pik-pékpn)! (a+hn) — f(pikm;kpn)!(a)) = ‘f(pi1~..upir~pn)! (a+ hy) — f(pil.,,..pir.pn)z(a)
= |fe. (@, 11) = fr.(a)]. (4.20)
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Como (ver Lema 2.2)

+107R se k< n;
0, se k>n.

fe(@n) = fula) = {
chegamos a

‘f(pik'p;k'p")! (a + hn) - f(plk 'P;k'pn)!(a)‘ = ]‘071‘

Assim,
e it @4 ) = S (@) = e = — L (a)
LWt | iy p) W8T ) T i vl o)t @) = @hPn)™ @l LT
Como
(Pi - m)! < (piy oo pi - Pn)! S Piy <Pyt Piy P
Diy v - Di,
< Pip - M < Py, '1—'pn)
Piy,
& m <P, Da
& m<p; cpp— 1L
chegamos a (veja Lema 2.2)
P, Pn—l P, Pn—1
Z ‘f(pik myt (@ + hy) — f(pik-m)!(a)‘ = Z ‘f(pi,C )t (Te41) — f(pik-m)!(a))
m=0 m=0
p;k'pn_]-
= Y [l a29)
m=0
Como
(p;k Po— 1) py, = p;k “Pn Piy = Piy, = Piy * -+ " Pir " Pn — Diy,
< Piy e PipPn— 1
segue que
mepy < (PG, e — 1) Py,
< Pip e Py, oPn—1, paracada m <p| -p, — 1 (4.23)
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Assim,

(Piy = ove = Diy - D) — (M- py,)!

(Piy = oo Piy D)+ 1= (Mm-pi )t >
> (Piy o Pi ) = (Diy e pi P — 1)L

Com isso,
Py Pl P, Pn—1
Z ‘10—[(tn+1)—(mk.m)!]‘ _ Z 10~ [(Pir i pa )11 (piy o)1)
m=0 m=0
pék'pn—l
< 10*[(1%1-~---Pir-pn)!f(pi1-...-pir-pnfl)!]
m=0
p;k'n_l (‘....71'
10(Pix -+ PirPn )!
T2 gl
10(Pi1'-~~'pir~pn—1)!
= . p,- . 4,94
pzk p 1O(Pi1“-~'pir’pn)! ( )
Assim sendo, diante de (4.22) e (4.24) temos
P;k~pn—1 / 10(Pi1'~--'Pir‘Pn*1)!
Z ‘f(pik-m)! (CL + hn> - f(mk .m)!(a)‘ < Di, * Pn - (425)
m=0

10(1%‘1 '---'Piwpn)! ’

O que nos leva a concluir a partir de (4.21) e (4.25) que

pf; ‘pn—1
1 k
T ’f(pik.p/ik.pn)! (@+ ) = fipiy 0, pa (a)‘ — Z_ )f(pik.m)! (a+hn) = fip, my (@) =
(Pz‘ ‘---'pi,npn—l)!
> v, 10 , (4.26)
= o zk+1 i (pil'n-'Pir'Pn)!
10\Pi P 10

como queriamos.

A relagao entre as desigualdades (4.19) e (4.26) nos diz que

1
|y (@ + hn) = ug, (a) W ' ‘f(pik'pék po (@ + hy) — f(pik'P§k~pn)! (a)‘
(pj, Pn)—1
- Z ‘f(mkm)! (a+hy) — f(pik-m)! (a)‘
m=0
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> 1 , 10(pir—pir 21!
> ————— D Pa .
o)+t 7 10(Piapirpn)!

para cada k = 1,...,r. Diante disso, passemos para o préximo passo.

Passo 6. Vamos verificar que

1 . 10@Piy -+ Pip-pn—1)!
+ plk : pn .

iy, (@ + hn) = uy (a)] <

Wi 10@Piy iy Pn)!

para cada k =1, ...,r. A priori, note que

o0

ot 1) = @] = (30— fo (00 (0 1)) = 3 g (100 )

10m*

10m*
m=0 m=

o0

1
B Z 10m'* " T'm

m=0

/
pik ‘Pn 00

1 1
- Z 10m* Tm T+ Z W'Tm

m=0 m:p;k ‘Pnt1

lembrando que

r = o (1005 (a5 1)) = fo (10057 (@)
= Sy my @) = f, ) (@)

= S m) @,y pa)rir) = Sy m) (@)

S my (Te,41)) — F(pigm)r (@) -

Mostraremos aqui que

o0

1

m:p;k Pnt+1

Para isso, basta notar que

fipiy (x(tnﬂ)) — f(pik'm), (a) =0, paratodo m>p; -py

uma vez que
m>p; cpp &
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Piy - - D,

Diy,
< P M > DPiy oo Pi Pn
= (pl-k . m)' > t,
& (py-m)! =t +1 (4.27)
Assim,
p;k DPn 1 0o 1
|uik (a + hn) — Uiy, <a>| = ~ 10m'* “Tm T+ Z 10m* *Tm
m= m:pik ‘pnt1
P, Pn o P, Pn
1 1 1
= Tm + - = - Tm + 0
- 10777,7'19 Z 10mk Z 10m k
m= m=p;, Ppntl =0
PQ Pn
kP 1
= i Tm (4‘28)
— 10m*

Como r,, = :i:l()_[(pil""'pir'p")!“_(pik'm)!], sempre que 0 < m < p;k “pn (ver (2.2) e (4.38)),

tem-se que

P;, Pn ] P, Pn .
Yo ] = | Y o (10 (e () |
e 1om " = 10m

Note que a expressao

p;k ‘Pn

m=0

pode ser escrita como

P;k'pn
D g - (107l
— 10m
Considerando
Pék'pn 1
m=0
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podemos continuar com o raciocinio afim de obtermos que

Ak,n

IN

Usando os fatos que

— <
m'k

4 (b

10(p;k Pn)'k

; . (:l:lO—[(tn"‘l)—(mk'?ék’}?n)!]> ‘ +

10(P;k 'pn)ik

1 e

P, pn—1

D

m=0

1om* <i10‘[(t"+1)_<pik'm)!])

pék'pnfl

2

m=0

— <i10—[(tn+1)—(l’ik'm)’]> )
10m

(pik ’ m)! < (pn * o " Dip " DPn — 1)!, para cada

0<m <p; -pp—1 (ver (4.23)), garantimos que

Ak,n

iy (@ + hn) = ug (@)

IN

IN

1

10(P;k'l’n)lk

1

lo(pék'p”)i’“

1

1

1

10(1’:% Dn)k+1

IN

10(p;k.p")ik+1

10y, Pr) 1

P;k'Pn—l
(:l:]_o—l) _|_ Z <i10*[((p¢1'--~'pz‘r'pn)!+1*(Pik'm)!])
m=0
Py Prn—1
(107 +] > (im—[((pn'~-~'pir'pn)!+1—(pi1~-~~pir~Pn‘1>’]>
m=0
+lpp 10(Pareri ).
1k n 1O(pil.,,,-piT-pn)!+1
Ly, 0ty
U AT 10(pi1‘~~~‘PiT‘pn)!
10(?1‘1"-~'Pir'77n—1)!
/
+ P, Pn 10(pi1~---~pir'pn)!+1. (4‘30)
Sendo |u;, (@ + hy) — w; ()] = Ak, (ver (4.28) e (4.29)), segue de (4.30) que
1 Py, Pn—1
. -1 —[((pi '---'pir'pn)!‘f'l_(Pi m)'])
Pék'pn 1
. -1 —[((pi -...-pir-pn)!—i-l—(pi -...~pir~pn—1)!]>
1 4y 10(Piapipn=1)!
TR I T R
1 N . 10(pi1'~--'PiT'Pn*1)!
TR I (R PP
1 , 10(Pir i o 1)!

10(%‘1 '--~'pz‘r-pn)! )



como gostariamos. Diante de (4.11) e (4.13) podemos concluir que

1 1
i (@ Pn) = wiy (a)] € <W e e 5k)

10(1%‘1 " Di 'Pn—l)!
. Sendo assim,

sendo €, = p) - pp -
23 n 10(pi1'---'pir'pn)!

C
wi, (@4 hy) —w;, (a) = —kik, para cada k=1,2,...,r, (4.31)
10(P§kpn)

sendo (% uma constante real para a qual

|Ok| 1 1
— €k~ o T€
1O<p§k~pn)ik 10y PR+ b 10, P+ k|-
Neste sentido,

(us, (@4 ha) —ug, (@) - (ug, (a+ hy) — s, (a) ~ Cs . (4.32)

10 {Z§=1 B; (p;j -pn> J]

para cada 8 = (81, ..., 3,) € N (sendo Cg = CI* ... CPr).

Passo 7. Vamos verificar o item (a). Para isso, tomaremos 5 = (f1,...,5,) € N e a > 0

de forma arbitraria. Fazendo uso de (4.9) chegamos a

Cs B o
h - 10{25:”3 i{ot; 7n) } 410l (ta+1)] . 10[2521@ (vi; 70) }
e dai
0/3 . Cﬁ
he 100 )L 1o () s10-feten 10504 7)]
_ |C| |
10t 10T ()
= Cs| . (4.33)
10 [ttt DT85 )
Como

T .
Ly
a-(tn+ 1) = (i pin- oD P+ 1) > DB (péj ~pn) ,
j=1
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para n € N suficientemente grande (o fatorial cresce muito mais rapido que qualquer soma

finita que nao o possui), segue de (4.33) que

¢ C
lim m B —| = lim (€] ;
n—oo h% . 1051 (pilp’ﬂ) DR 1067‘(17;7_2777,) n—oo 10_ |:(X'(t7L+1)—Z;:1 ﬁ] <p;J pn) ]:|
= lim |Cyl - 100"(%4‘1)—2;:1 Bj (péj ~pn>
n—oo
= +o0.
Diante disso, segue de (4.32) que
lim (fug, (@ + hn) = i, (@)™ - Jug, (a+ hy) — i, (a)|7) /R = +00.

n—oo

Isto prova o item (a).
Passo 8. Verifiquemos o item (c). Para isso, tome 8 = (51,....0,) e v = (71, -y )
arbitrarios em N de modo que 8 > 7. De 3 > 7, existe m € {1,...,r} para o qual §; < ;
parai € {1,...,m} e §; = ~;, paracada i € {m + 1,...,r}. Dai,

oy 0+ on) = iy (0)| o (0 Bo) — i, (@)
i (@ + hy) —wi (@) - Jug (@4 hy) = wg, (@)

1 Bm—l m
iy (@ + ho) = wi (@)™ - Jus, (a4 ha) =, (a)] g, (@ + ha) — 4, ()]
i (a4 hy) —ui (@)™ ..o Jw (a+ hy) —u (@)1 | (@ + hy) —u (@)

1 1 m—1 m—1 m m
1
 Jug (@ ) —u (@), (a+ ha) — ug, (@) B

Como wu;, € C[0,1], para cada k € {1,...,m}, tem-se que lim |u; (a + h,) — u;, (a)| = 0.
n—oo

Sendo assim,

- ui (@ he) =g (@) - g (@t o) =g, (@)

1 = . 4.34
el [uiy (a+ hy) — g (@)™ oo g, (a + hy) — wg, (a)| oo ( )

Isto prova o item (c).
Passo 8. Vamos verificar (b). Para este feito, tome j € N de forma que j # i, para
cada k € {1,...,r}, e em seguida escolha n € N de modo que j < n. De j < n, e do fato
de j # ix, para cada k € {1,...,r} segue que o nimero p; - p, ¢ N (lembre que cada p;,
com s = 1,...,7r é primo). Faremos uso do maior natural menor que p; - pn 0 qual sera

denotado por [p; -pn}. Aqui, p; - [p( . pn} € N, pois se trata de um produto entre dois

J
numeros naturais. Como p; - [p; -pn] <pj- (p; “Pn) = Piy - - Di,. * P, tem-se que

/

P [P pa) <piy e pi o — L (4.35)
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Diy -

Percebaquel+[p}-pn}<1+p;--pn:1+ " ~ e pp < L4piy - pi o pn (D €
J
primo). Dessa forma,
L+ [P} pn] <piy - oo D1y - D (4.36)
Além disso,
1O(pi1'---'pi7~'pn_1>! 1
< =
10(Pi1'~~~'PiT-pn)! - 10%(Pi1-~~~-piT-pn)!
= 10(pi1'~--‘pz‘r'pn—1) 10%(1011 . pir~pn)!
< (P o D Pn— ) 5 (pz1 “ee Dip  Dn)!
i1 " e T M n ]-
(piy * e i, ~pn) =3
o que ¢é verdade, pois
(Piy - o Dip P — 1) (Piy * - Pi, - P — 1)!
(Piy * o " Dy - D) (Piy * o " Dy Pn) * (Piy o Dip - P — 1)!
1 1
= < =,
Diy - Pip Do 2
Verificaremos aqui que
o0 1
> g W (Farn) = Lomy (@] =0.
m=[p-pn|+1
Para isso, basta notar que
fp;m). (Zasn) — fw;my (@) =0, paratodo —m > [p; 'pn]
uma vez que (ver Lema 2.2)
m> [pi-p) & m>pp,
& pjm>picp;cPa
DPiy - - Di,
R p] m > p] . 1 . pn
pj
< Dj M >DPiy e Pip Pn
& (pj-m)! = [pj-m]' > [pi - oo i palt = (piy - o iy - )
~ (pj . m)' > t,
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Assim,

|uj (@ + hy) = u; ()]

De acordo com o Lema 2.2, fq, ) (:L‘(tn+1))

m > [p - pn] (ver (4.38)). Assim,

[

]

3
oo~

(]

3
Il
o

S
3
3
S

3
=)

Note que

|f(pj-[pj-pn])! (x(tnﬂ))

Mais ainda, segundo (4.24)

[pj e -1

[t 1)~ (o)1
> o |

m=0

+00 1
>
m=0
[ 7]

1
.
2 |iom

oo oy (@a,sn) = oy (0)]

[y (Ttas1)) = Fipgomy (@)]

gy (Tas1)) = Fipgomy ()]

[ fymy (Tas1)) = Fipyomy (a)}' =

[pjpe -1

[pjpe] -1

Z 10—[(171-1~-..~pir~pn)!—(pi1~.~~pir~pn—1)!]

IN

. 10—[tn+1—(pj~m)!}

— sy palyt (@)

IN

10(®s-[p5pn])!
10(Pi1 e Dige 'pn)!-i-l

10 (s [pjpa])!

10(Pi1'-~~'19ir'pn)!
10(Pi1'~~-'m,~~pn*1)!
1O(pi1'---'pi7»'pn)! '

Z 10’[(2%‘1'~~--piT-pn)!+1—(pj~m)!]

m=0

m=0
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10 o)

1O(pi1‘---'pi7~'pn>!

m=0

. 1O(pi1'~--'Pir'pn*1)!

= [P} pal-

10(1%‘1 '~~-'Pir~pn)! ’

Assim, de (4.39), (4.40), (4.41) e (4.42) obtemos que

[pjer]
[us(at o) = wi(a)] = D [107 =]
m=0
10(pi1'---'pir~pn—1)! 1O(pi1'~-~'pi7-‘pn_1)!

/

+ [p] pn} . 10(1%‘1-...~pir'pn)!

10(pi1'~--'Pir'Pn*1)!
1O(Pi1'~~~~pu~pn)! '

10(Pi1'~~~'pir'pn)!

= (1+ [P pa])

Como
L+ [0 pn) <piy v Diy - Pn (ver (4.36))
e
10(pi1'~~-'pir'l7n—1)! 1
< — (ver (4.37))
10(Pi1'~-~'pir'pn)! 105(pi1~~-~~pir'pn)!
segue que
Pir - Diy P
uj(a+ hy) —uj(a)] < — .
(o) = ()] < P
Com isso,

iy (@ + Pa) = iy (@) - o iy (@4 o) — wiy ()™
|uj(a+hn) = u;(a)l -

Z |ui1 ((l + hn) - uil(a)|/81 R |ui1(a + hn) — Uy (a’>

|Oﬂ| 1()%(pi1'~-"pz‘r-pn)!

Q

10
10%(Pi1'~~'pu-pn)!

e (o1, 9m)

= |Cg|-

10 *Diy - Dip - Pn
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Como

10%<Pi1~~~'mwpn)!

|:Z;:1 Bj (pgj ~pn)i7} = 400

10 *Diy - Dip - Pn

e |Cp| é uma constante positiva, segue que

|Br 10%(?11 --~~-pir-pn)!

i, (@4 hy) — ui, (@)™ - Jug (@ + hy) — g (a) 5 oo,

Piy * - " Pip " Pn
provando assim o item (b). O
Teorema 4.2. NH[0,1] contém uma dlgebra densa e infinitamente gerada.

Demonstracao. Dividiremos nossa demostracao em alguns passos:

Passo 1. A priori, verificaremos que se (u)m_; é uma sequéncia satisfazendo as
conclusoes do Lema 4.2, entao qualquer sequéncia do tipo v, =: ¢m + Om * U, sendo
(Om)pe_; uma sequéncia de numeros reais positivos e (gm)m_; € C[0, 1] uma sequéncia
de polindmios, também o satisfaz. Para isso, tome a € [0,1], » € N e iy,...,4, em N
satisfazendo 1 <4y < ... < 7,. De acordo com (4.31), para cada k € {1,...,r},

(@4 hy) — w, (@) v ——20 4.43
a4 ) = @)~ T (4.43)

sendo C},, uma constante real para a qual

Cin 1 1
|Chnl e(

e (hn)y2, a sequéncia que aparece em (4.9).
Como lim g¢;, (a + h,) — g;,(a) = 0 (pois ¢;, € C[0,1]), segue que, para n € N
n—oo

suficientemente grande,

Dk,n

gir(a+ hy) — gi(a) = R

para alguma constante real Dy, (nesse contexto, a sequéncia (Dy )~ , é limitada). Dessa

forma,

Ry,
Uiy, (CL + hn) — Vg, ((I) = Gi, ((I + hn) — iy, (a’) + 5k ’ [ulk (a’ + hn) — Uy, (CL)] ~ m’

sendo n € N suficientemente grande e Ry = Dy, + 6 - C.
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o0

_y satisfaz

Assim sendo, segue do que foi feito a partir de (4.31) que a sequéncia (v,,)

as conclusoes do Lema 4.2.

De acordo com o Teorema 1.7, o conjunto dos polindémios (fungdes polinomiais)
definidos em C[0, 1] é denso em C|0, 1].

Assim sendo, para cada ¢ > 0 e f € C]0,1], existe p € P[0,1] que satisfaz

lp— fllo < g Como (uy), C C[0,1], existe g, € P[0, 1] para o qual ||uy — g, < I

Tomando gx, = p — 0k, - g € PJ0, 1], obtemos que

1f=wlle = IIf = (gr + 0k - u)l o
= lf=—6k-qu+0k-w)| o
< N =l + 10k - @k — 0k - url| o

E.

A

Isto significa que o conjunto {vy}pe; também é denso em C0,1]. Sendo assim, sem que
haja perda de generalidade, considere que o conjunto {uy}72; seja denso em C[0,1], e a

partir daf leve em consideracao a algebra A gerada pelos us.

Passo 2. Vamos verificar que A\ {0} C NH. Para isso, considere f € A\ {0} ea € [0, 1]
um nimero fixo. De f € A\ {0}, segue que existem d € N, h: [0,1] — R? dada por
h(z) = (u1(x), ..., uq(x)), para cada = € [0,1] e uma func¢do polinomial F' em d varidveis
tal que f = F o h. Como toda funcao polinomial é analitica, podemos fazer uso de sua
série de Taylor (ver Definigao 1.15) , e neste sentido teremos que

A a R
1) = Fon ) =Fnw) = 3 THD ) )

= i)+ Y D () - (@) (1.49)

AeNd

O*F(h(a))
Al
momento vai comegar a zerar. Isto fard com que a soma em (4.44) se torne finita. Em

para cada y € [0,1]. Como F' é polinomial, a derivada a partir de um certo

outras palavras, vai existir um conjunto finito A C N¢ para o qual

Z 0 Fg\flb(a)) . (h(y) — h(a)))‘ _ Z % . (h(y) . h(a))A, (4.45)

AeNd AEA



Assim,

fly) = fla)+ ) 3 (h(y) = h(a))*
= @)+ T ) (e
= f(a) + Za,\ (ua(y) —u (@)™ - .- (ualy) — ua(a))™) (4.46)
OMF(h(a
sendo ay = w # 0.
Sejam
ro=min{card{i: \; #0} : A= (A1,..., \g) € A}

N={NeA:card{i: \; #0} =1}

Note que r é a menor quantidade de As ndao nulos para cada A = (A, ..., \g) € A'.
Escolha A\’ € A’ de forma que A’ = (A},..., \)) seja maximo com relacdo a ordem
reversa definida logo apés o Corolério 4.1.

Feito isso, denote f(y) — f(a) por A(y). Assim, diante de (4.46) temos

Aly) = ZGA : (Ul(y) - U1(a))Al o (ua(y) — Ud(a)))\d)

- (ul(y) - ul(a>)A9 Tt (Ud(y) - Ud(m))A(d))
+ Z ay - (ul(y) - ul(a))Al o (ug(y) — ud(a))Ad)
AEAN\{A0}

+ Z ax - (ur(y) — ur (@) - .. - (ua(y) — ua(a))?)

AEA\A
= A(y) + As(y) + As(y).

Como N\ € A/, é possivel reescrever A; de modo que
b

Ai(y) = axo - (uiy (y) = iy (@)™ - - (i (y) = w, (a)™) (4.47)

sendo que os f3/s sdo nao nulos, (lembre que A\’ tem r coordenadas ndo nulas) e os indices
i sao crescentes (1 < iy < ... <1, ).

O Lema 4.2 garante que existe uma sequéncia real (h,),>1, (lembre que (hy)n>1
depende da escolha dos indices i) convergindo para zero, a qual faz com que os u;ks

satisfacam os itens (a), (b) e (c).
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A partir daqui, perceba que

Auathy) ol (@t h) = @) - 0+ by) = g (a)])
[Balatha)l 157, ooy @+ (uala + ha) = wa(@) - (wala+ ha) = ua(@)))
Jaol - (ls (@ + o) = iy (@)1 -+ s, (@ + o) = i, (@) )
> (4.48)
S ncanpoy 0l - Tua(a + o) = (@) (uala + hy) — ua(a) V]

para cada n. Gostariamos de mostrar que

el s (0 ha) = s @)+ (o ) = ()"
> xeanpoy laa] - uia + hy) — uy (@)™ - ugla + hy) — ug(a)|™

Para isso, basta verificarmos que

N . Pl — Br
|axo] - [ui, (a + ha) uu(a))L i (@ + hi) — ug, (az\” 7y 400, (4.49)
lax| - |ui(a+ hy) —ug(a)|™ - ... Jug(a + hy) — ug(a)]™

para cada A € A"\ {\°} (lembre que A é finito).

Como A = (Aq, ..., \q) € A’ significa que exatamente r coordenadas de A sdo nao nulas,

entdo o denominador de (4.49) tera exatamente r fatores a menos do ay.

Se os indices que se encontram no denominador de (4.49) coincidirem com os 7},
estaremos aptos a fazer uso do item (c), (lembre que \° = max{\ : A € A’} > ), para
todo A € A"\ {\°}). Desta forma,

jaxol - |ui, (@ + hn) = wi, (@)™ - o Ju, (@ + o) = i, (@)™
N b — 400
x| - [ur(a + hy) —ui(a))[™ - .. - Jug(a + hy) — ua(a)l

sempre que A € A\ {\°}.

Caso contrério, existe pelo menos um jy que nao pertence ao conjunto {iy,...,%}.

Sendo assim, escolheremos A € A" de modo que \;, # 0. Assim,

Jaxo| - [, (@ + hn) = ui, (@)™ - - Jus (@ + o) = ug, (a)]”
Jax| - [us(a+ hn) = wr (@)™ - . Jug(a + hn) — ua(@)
_ Jaxo| - i, (@ + ha) = ui, (@)™ - Jue (@ + ) — g, ()]
Can] - w4 hy) —ug (@) - g (a4 By) — wi (@) - Jug(a + b)) — ug(a)
Ai(a+ hy) ENEN

|wjo (@ + hn) = o (@)] fugy (a4 hn) = ugo(a) Vo™ T o us(a + hi) — ug(a)) [
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Como jo & {i1,...,4,}, podemos fazer uso do item b) do Lema 4.2 para obter que

— +00 4.50
(@ + ) — (@) (4.50)

Como as u,,s sao limitadas, ((um)m>1 € C[0,1]), existe uma constante M; > 0 (i =1, ..., d)
tal que |u;(a + hy,) — wi(a)] < |ui(a+ hy)|+|ui(a)] < 2-M;, para cada i # jo e todon € N.
Dessa forma,

jax] " - laxo| S
N —1 N =
[jo (@ + hin) = wjo (@)™ - TIL, iy i+ fin) — wi(a))]
-1
> jaal " - laxo] -0 (4.51)

M) Mo (2 M)

para cada i = 1,...,d com 7 # jg, e todo n € N (claramente a expressao (4.51) é limitada
por cima). Assim, segue de (4.50) e (4.51) que

o - uiy (0 + ) = s, (@)™ - .- Ju, (@ + ) = i, (@)
lax] - [ui(a + hn) — (@)™ - .. - Jugla + hy) — ug(a)|™
— |a’>\0| : |Ui1 (a + hn) - uil (a))|’81 BT |uir(a + hn) - uir<a’)>|ﬁr
lax] - [ur(a+ hy) — ug (@)™ - Jugy(a + o) = wjp (@)™ .- ug(a + h) — ug(a)™
_ Ay(a+ hy) ‘ Jax] " - laxo] TIPS
i (@ +Pn) = wjo (@) Jujy(a + ) — wjo (@) 07 T o fui(a + hy) — wi(a))| ™
Portanto,
Ai(a+ hy)| . .
W 2 oo (veja  (4.48)). (4.52)
Agora, note que
[As(a+ )| x| - (@ + hn) = wi (@)™ - .- i, (a + ho) = w, ()] >
[Bala+ )l |52 wan - (uila+ ha) = (@) - - (ugla+ ) — ug(a)) )|
laxo] - Juiy (a + ha) = wi, (@)™ - Jug, (0 + ha) = g, () (4.53)
T Ysenw laal - fur(a 4 h) —w (@) - Jug(a + ) — ug(a)

para cada n € N. Nesse contexto, A = (Aq,...,\y) € A\ A’ significa que pelo menos

r 4+ 1 das suas coordenadas sao nao nulas. Em outras palavras, existe pelo menos um 7
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diferente dos i)s para o qual \;, # 0. Por conseguinte, observe que a verificagao de que

N o Bu. .. o Br
o] oy (1 ) )" o ) = O
lax] - Jui(a + hy) —ug(a)|™ - oo Jug(a + hy) — ug(a)|™

para cada A € A\ A’, acabard implicando que

Jarol iy (a4 ) = (@)™ - g (04 o) = wi )
Z)\eA\A/ |ax| - [ui(a + hn) — Ul(@)|/\1 s |ugla + hy) — Ud(a)’/\d

(novamente, isto vai decorrer do fato de que A é finito). Sendo assim, vamos verificar
(4.54). Para isso, escolha A = (Aq,..., A\q) € A\ A’ de modo que jo & {i1,....5} e Ay # 0.
Dai,

ol - iy (@4 Pn) = uiy (@)™ - - Jug, (@ + hy) — i, (@)
x| - [ur(a+ hy) = wi (@)™ ... - Jug(a + hy) — ua(a)|™
- [Av(a+ hn)l
Jax| - fur(a + hy) = wr (@)™ - gy (@ + hy) = wg (@] - Jua(a + hy) — wa(a)|™
[Ar(a+ hn)l Y

[wjo(a+ D) = wjio (@)l fujy (@ + hn) — wjo (@)™ T o Jui(a + hi) — wg(a) ™
Usando o item (b) e o fato de que a expressao

jax]
>\. —
|uj0 (a + hn) — Ujo (a)| ot H?:l,i#jo |UZ(CL + h”> o UZ(CL))

s

¢ limitada por uma constante positiva, para todo n € N, obteremos que

[Av(a+ ha)| jax] "
lwjy (a4 hy) — uj,(a)] N1 11d N, T Teo
o n) = Ujo [wjo(@ 4 hn) = wjo(@)[ 07" - TILy g uila + ) — wi(a))
A ha)|
0 que mostra que % — 400, como gostariamos (ver (4.53)).
Em resumo, |Ai(a+ hy)| >> |Ag(a + hy)| e |Ar(a+ hy)| >> |Asz(a+ hy)|.
E isto nos diz que
|Ag(a+ hy)| »
BaCat o) )
e que
|Az(a+ h,)|
—— — 0. 4.56
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Sabemos que
Ala+ hy) = Ar(a+ hy) + Ag(a+ hy) + As(a + hy)
para cada n. Assim,

IAi(a+hy)| = |Ala+ hy) — Ds(a+ hy) — As(a+ hy,)
< |A(a+ hy)| + |As(a+ hy)| + |As(a + hy)|

para cada n. Dessa forma,
|A(a+ hy)| > |Ar(a+ hy)| — |A2(a+ hy)| — |As(a+ hy)

para cada n.
Logo,
[Ala+ha)| o |Aila A+ ha)|  [As(a+ha)]  |Ag(a + 5y
hal® I I |7

|hn | [Av(a+hy)| |Ar(a+ hy)l

) (4.57)

para cada n e « € (0, 1].
O item (a) do Lema 4.2 nos assegura que

A
| l(IZT—ah”)‘ = 400

Isto, juntamente com (4.55), (4.56) e (4.57) nos da condigdes de concluir que

[Ala + hy)| »
W — +00.

Como

[fla+hn) = fa)] _ |Aa+ ha)l
|| |Ai(a+ hy)l

para todo n e a € [0,1] é arbitrdrio, podemos concluir que f € N'H, como querfamos.

Passo 3. Vamos mostrar que A é infinitamente gerada. Para isso, suponha por absurdo

que A seja finitamente gerada. Sejam m € N, w;,, ..., u;,  os geradores de A e a € [0, 1].

m

Escolha jo de modo que jo ¢ {i1,...,im}. O Lema 4.2 garante que existe uma sequéncia
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(hn)o2, gerada a partir do jo que satisfaz o item (b). De forma particular,
|jo (@ + hn) = ujo(a)] >> fwa+ hn) —w(a)]

para cada [ ¢ {jo}.
Porém, u;, € A. Isto significa que (usando a férmula de Taylor para fungoes

analiticas), existe um conjunto finito A C N tal que

wjo(a+ha) =Y an - (i (@t ho) = uig (@)™ - (g, (@ + o) = wi,, ()™,

sendo ay # 0, para todo A € A.
Assim sendo, podemos tomar [ como sendo qualquer um dos ;. Assim, seja | = iy,
sendo iy, de forma que Ay, # 0 (isto é possivel, pois a, # 0, para todo A € A). Perceba

que
|wjo(a + hn) —ujo (@)l [Psen an - (win(a+hy) —ui (@)™ - (ui, (@ + ha) = ui, (@)
[ty (@ + Ty) — iy (@)| iy, (@ + hn) — ui (a)
< Sren laal - Juis (@ + ha) = wiy (@)™ - s (a + hy) = wi, (@)™

|tiy, (@ + hn) = wiy, (@)

- Z |ax] - |ui, (@ + hy) — s, (a)|>\l e |uik0 (a+ ha) — Wi, (@)=t Jug, (@ + hn) — uir(a)|/\m < +00.
AEA

para todo n € N, pois A é finito e as ufiks sao limitadas. Porém, isto gera um absurdo!

Portanto, A ¢é infinitamente gerada. O]
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