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Resumo
Neste trabalho definimos a fungao complexa gama e demonstramos algumas de suas propri-
edades. Para isso, resultados de espagos métricos e topicos em andlise complexa, com foco nas

fungoes analiticas e meromorfas, serao abordados.

palavras-chave: anéilise complexa, funcao analitica, fungao gama, fungao meromorfa.



Abstract

In this work we define the gamma complex function and we prove some of its properties. In
order to do that, we study some results of metric spaces and topics in complex analysis with
emphasis analytic and meromorfic functions.

keywords: complex analysis, analytic function, gamma function, meromorphic function.



Sumario

Introducao

Preliminares

2.1 Espacos euclidianos . . . . . . . . ...
2.2 Numeros complexos . . . . . . . . .. e e e e
2.3 Espacos métricos . . . . . .. ..
2.4 Continuidade . . . . . . . ... e e e e
2.5 Espaco das fungoes continuas . . . . . . . . ... Lo
2.6 Derivadas . . . . . .. e e e e e

Funcoes analiticas

3.1 Série de poténcias . . . . . . . . L
3.2 Integracao complexa . . . . . ... Lo
3.3 Espago das funcoes analiticas . . . . . . .. ... oL

Funcoes meromorfas

4.1 Espago das fungoes meromortfas . . . . . . ...

Produtos infinitos e fatores elementares
5.1 Teorema da Fatoracao de Weierstrass . . . . . . . . . . . . . . . . ... .....

5.2 Funcao analitica determinada por sequéncias . . . . . . . . . .. ... ... ...

A funcao gama

6.1 Extensao do fatorial . . . . . . . ...
6.2 Teorema de Bohr-Mollerup . . . . . . . . .. ... .. ... ...
6.3 Expressao integral . . . . . . . . . ..

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

30
32
34
38

40
41

44
47
49

52
53
54
55

59



1 Introducao

Os ntmeros complexos comegaram a ser estudados por volta do século XVI com grande
contribui¢do do matemaético Girolamo Cardano (1501-1576). Os matemaéticos, até entdo, nao
aceitavam a possibilidade de um ntmero ao quadrado ser um nimero negativo. Com a admis-
sdo, varios resultados foram descobertos e demonstrados. Leonard Euler (1707-1783), no século
XVIII, comegou a estabelecer uma estrutura algébrica para os nimeros complexos. Ainda no
século XVIII, Carl F. Gauss (1777-1855) demonstrou o Teorema Fundamental da Algebra, mos-
trando que qualquer equagao polinomial de grau maior do que zero com coeficientes complexos
tem solugoes complexas.

A fungao gama de Euler surgiu em 1730 com a intengao de fazer uma extensao do fatorial
para valores nao inteiros positivos. Algumas de suas aplicacoes sao feitas na teoria das pro-
babilidades, estatistica e mecanica quantica. A defini¢do a seguir, adotada em [1], é gragas ao
matematico Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897): A funcdo gama, denotada por T',

é a funcao meromorfa em C, com polos simples em 0, —1, —2, ..., definida por
ef'yz 0 z -1
[(z) = (1 + —) 2/m,
(2) = — 1;[1 -) e

onde v, chamada constante de Euler, é escolhida de modo que I'(1) = 1.
Mostra-se que a constante de Euler é dada por

. 1 1
y=lm (l+=4+---+——1Inn .
2 n

n—oo
Uma pergunta imediata é se esse limite existe. Outra é: como definir um produto de infinitos
fatores?
Uma outra forma de expressar a fungao gama é dada pela Formula de Gauss: Para z #
0,—1,..., vale

nln?

F(Z):nh—g}oz(z—l—l)~-(z+n)'

Com essa formula conclui-se que I'(n + 1) = n!, para qualquer natural n. Sendo assim, é
imediato considerarmos a extensao do fatorial para os nimeros complexos da seguinte maneira:

Para z # —1,—2,..., designamos
2l =T(z+1).
A representagao por integral, valida no semiplano positivo, pode facilitar o calculo de algu-

mas integrais: Se Re z > 0, entao

['(z) :/ e 't*tdt.
0

Evidentemente, é necessario um estudo de resultados preliminares para conseguir compre-
ender as propriedades de tal funcao. Esta é nossa intencao, estudar alguns topicos de analise
complexa. Mais especificamente, introduziremos as fungoes analiticas e meromorfas, e veremos
alguns teoremas importantes dessa area da matemética. Dos resultados que apresentaremos
sobre funcoes analiticas destaca-se o Teorema da Fatoracao de Weierstrass, que diz que qual-

quer func¢ao analitica pode ser escrita como produto infinito. Para func¢oes meromorfas teremos



um resultado que garante que qualquer funcao meromorfa pode ser escrita como um quociente
de fungoes analiticas. Veremos também que para duas fungoes analiticas numa regiao serem
iguais é necessario e suficiente verificar que elas sao iguais em um conjunto que tenha ponto
de acumulacao. Isso serd ttil para mostrar a expressao integral da funcao gama. Para isso,

conceitos e teoremas de espacos métricos e anéalise real serao essenciais.



2 Preliminares

Algumas defini¢Oes e teoremas serao apresentados a seguir. Admitimos que sao conhecidas

algumas nogoes de analise real e analise complexa.

2.1 Espacos euclidianos
Abordagens mais detalhadas sobre o R™ pode ser encontrada em [3] 4].

Definigao 2.1.1: Para cada inteiro positivo n, seja R™ o conjunto de todas as n-uplas ordenadas
r = (r1,%2,...,%y), €M quUE T1,To,...,T, € R sdo as coordenadas de x. Os elementos de R™

sao ditos pontos ou vetores. Para y = (y1,...,yn) € @ € R, definimos
r+y=(T14+y1,. ., Tn+Yn), ax=(axy,...,00,).

Definimos também o produto interno (produto escalar) de x ey por

T-y= Zl'iyz
i=1

e a norma de x por

-

ol = a-0)} = (Z)
i=1

Teorema 2.1.2: Para z,y,z € R" e a € R, tem-se:

(a) || = |av|z] = 0;

(b) |x] =0 se, e somente se, x = 0;

(c) ]z -yl < |||yl

(d) |z +y| <[z + |yl;

(e) e =z < |z —yl+]y— 2|

Consequentemente, R™ torna-se um espaco vetorial normado com produto interno sobre R.

2.2 Numeros complexos
Utilizamos a referéncia [I]| para tratar dos nimeros complexos.

Definicao 2.2.1: O conjunto dos nimeros complexos € o conjunto C = {(a,b): a,b € R}, onde

a adicao e a multiplicacao sao definidas, respectivamente, por:
(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d);
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).
As operagoes aritméticas nos segundos membros dessas igualdades é feita em R. Com essas
operagoes definidas, vé-se que C é um corpo, ou seja, satisfaz as leis associativa, comutativa e
distributiva para a adi¢do e a multiplicacao; (0,0) e (1,0) sdo os elementos neutros da adi¢ao

e multiplicagao, respectivamente; cada elemento diferente de (0,0) tem inverso multiplicativo

em C.



Escreveremos a para denotar o nimero complexo (a,0). Assim, a aplicagao a — (a,0) define
um isomorfismo de R em um subespaco de C, possibilitando-nos considerar R como subconjunto
de C. Fazendo i = (0, 1) e bi para o ntimero complexo (0,b) (bi é dito imaginario puro), entao

(a,b) = a + bi. Dessa forma, podemos escrever C = {a + bi: a,b € R}.

Observacao 2.2.2: A equacgio de sequndo grau x* + 1 = 0, onde x é um nmimero real, nao
tem solucao real, pois, nao existe v € R tal que x? seja negativo. Entretanto, em C temos
i = (=1,0) = —1. Com isso, a equagdo z*+1 = 0, onde z € um niimero complexo, tem solugoes
complexas =z = +i. No caso mais geral, o Teorema Fundamental da Algebra, demonstrado pelo
matemdtico alemao Carl F. Gauss em sua tese de doutorado, estabelece que qualquer equacao
polinomial de grau maior do que zero com coeficientes em C tem solugoes complexas. Por isso,

diz-se que C € algebricamente fechado.

Plano complexo

Seja z = a+ bi € C. Chamamos Re z = a de parte real de z, e Im z = b de parte imaginaria
de z. Assim, o numero complexo z é identificado de maneira biunivoca com o par ordenado
(Re z,Im 2) no plano cartesiano R?, chamado de representagao geométrica de z. Da Defini¢ao
2.2.1, a adicao em C tem a mesma lei da adicao vetorial de R2.

Associamos a z um ntmero complexo z = a — bi, dito conjugado de z. Se z # 0, entao 27z é

um namero real positivo. De fato, a # 0 ou b # 0 implica
2z = (a+bi)(a — bi) = a® — abi + abi — b**> = a* + b*.
Como a divisao é multiplicar pelo inverso multiplicativo da estrutura de corpo de C, se w =

c+di € C\ {0}, temos uma maneira pratica de fazer a divisao:
z zw ac+bd bc—ad.

w o ww A+ Etd
Definicao 2.2.3: Definimos o maodulo de z = a + bi € C como sendo o nimero real

|z| = |a + bi| = Va®+ b2

Desse modo, o médulo de z é igual ao comprimento do vetor (a,b) € R% Além disso, vale

o seguinte resultado.

Teorema 2.2.4: Sejam w, z € C. Entao
(a)]z] >0 el|z| =0< 2=0;
(b))z=2z2,2+zZ=2Rezez—z=2Imz;

(¢)[Rez| < |z] e [Imz| <z,

(d) |zw| = |z]|w|, z+w =Z+W e zw = Zw;
(e) (Desigualdade Triangular) |z| — |w| < |z + w| < |z| + |w].
Representacao polar

Seja z = a + bi # 0 no plano complexo. Chamemos de 6 o angulo formado, no sentido

anti-horério, pelo segmento formado de 0 a z e o eixo real positivo. Este angulo 6 é chamado
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de argumento de z (0 € C néo tem argumento) e o denotaremos por § = argz. Também é

argumento de z o angulo 0 + 2k7, k € Z. Fazendo |z| = r, temos
a=rcosf, b=rsenf e z=r(cost+isenb).

Se z =0, entdo |z| = r = 0 e, por abuso de notagao, podemos escrever z = r(cos +isen?).
Assim, (r,0) é a coordenada polar de qualquer z € C.

Dados os nimeros complexos z; = r1(cosf; + isenfy) e zo = ra(cosfy + i sen fy), temos
2129 = 1112(cos(0y + 63) + isen (61 + 6)).
Por indugao, para z, = ri(cosf +isenty), 1 <k <n €N,
2129 2y =TT Tp(cos(fy + -+ 0,) +isen (0 + - -+ 6,)).
Em particular, se z; = -+ = 2z, = z = r(cos @ + isend), entao
21+ 2y = 2" =r"(cosnd + isennf). (1)

Além disso, se z # 0, entao z(r~!(cos(—0) +isen (—6))) = 1, ou seja, a Equagao (1) estende-se
para qualquer n € Z. Quando z = cos @ +isen ), chamamos (cos § +isen #)" = cosnf + i sen nf
de Formula de De Moivre.

Seja z € C. Todo ntimero complexo w tal que w” = z, com n > 2, é chamado de raiz

o 1 : :
n-ésima de z. Denotaremos w = {/z = zn. Para determinar w, facamos z = r(cos + isen6)

e w = p(cosp + isenp). Devemos ter
r(cosf + isenf) = (p(cosp +iseny))" = p"(cosny + isenny).
Logo, p = re e ny =0 + 2km, k € Z. De modo que
w=rn (cos <€+2k—ﬁ) + 7sen (Q—l—zk—?r)), k=0,...n—1.
n n n n

Ou seja, existem n raizes n-ésimas para cada nimero complexo diferente de 0.

Plano estendido

Muitas vezes é bom introduzir o plano estendido C,, := C U {o0}, pois possibilita estudar
fungoes com valores no infinito. Se S? = {(x1, 29, 23) € R3: 22 + 25+ 22 =1} e N =(0,0,1) €
52, entdo podemos identificar de maneira biunivoca os pontos de S? com os pontos de C.

através da funcao m: S? — C,, definida por
(21, T9, x3) = ( > se (r1,79,23) #N, e w(N)= o0,

cuja inversa 7 1: Cy, — S? é dada por
2 2b 24021
7 Ya,b) = ( a @t

T X2

]_—ZE371—1’3

b) e C -1 =N.
a2+52+1’a2+b2+1’a2+b2+1) se (a,) €C, e 7 (o0)

2.3 Espagos métricos

Agora, veremos uma parte essencial para a compreensao deste trabalho. Apresentaremos

varios resultados, que podem ser encontrados em [1, 2, 4], em que C é um caso particular.
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Defini¢ao 2.3.1: Um conjunto X € um espag¢o métrico se a cada dois pontos (elementos) p e

q de X pudermos associar um nimero real d(p, q), distancia de p e q, tal que

(CL) d<p7 q> >0 sep 7é q, e d(p,p) =0;
(b) d(p,q) = d(q,p);
(c)d(p,q) < d(p,r)+d(r,q), para qualquer r € X.

Denotamos (X, d) para designar que X € um espago métrico com métrica d.

Observacao 2.3.2: Quando nao houver possibilidade de confusdo, dizemos apenas que X €
um espaco métrico, deizando subtendido qual é a métrica. E claro que todo subconjunto de um

espago métrico € um espago métrico com a mesma fun¢ao métrica restrita a esse subconjunto.

Exemplo 2.3.3: Podemos ver que os espacos euclidianos sao espagos métricos, especialmente
a reta real R* e o plano real R? (que estd relacionado com o plano complezo C). Uma distincia
em R"™ pode ser definida por d(z,y) = |r —y|, com z,y € R™, ji que satisfaz as condi¢des
da Definicao 2.3.1. De fato, seque do Teorema 2.2.4 que d(z,w) = |z — w|, com z,w € C,
define uma métrica em C. E facil ver que as fungdes dy(x + iy, a +ib) = |v —a| + |y — b e

do(x + 1y, a + ib) = max{|x — a|, |y — b|} também sao métricas em C.

Exemplo 2.3.4: Para definir uma distancia em C., fazemos, para z = (a,b) € C e 2/ =

(a,b') € C,
Az ) = @) - () = — 2 EL
(L4 2P+ 7]
2
d(z,00) = ———.
500 = T ome

Dessa forma, Co, € um espago métrico com a métrica d.

Definicao 2.3.5: Seja (X, d) um espago métrico. Todos os pontos e conjuntos que serdo men-

cionados sao elementos e subconjuntos de X.

(a) A bola aberta de raio v > 0 de centro num ponto p é definida como B,(p) = {q €
X:d(p,q) <r}.

(b) Um ponto p € ponto de acumula¢io de um conjunto E se toda vizinhanga de p contém um

ponto q # p tal que q € F.

(c) Se p € E e p nao € ponto de acumulagio de E, p é dito ponto isolado de E.

(d) E ¢ fechado se todo ponto de acumulagao de E estd em E.

(e) Um ponto p é ponto interior de E se existe uma vizinhan¢a B de p tal que B C E.

(f) Se todo ponto de E ¢é ponto interior de E, dizemos que E ¢é aberto.

(9) O complemento de E é o conjunto E°={p € X:p ¢ E}.

(h) E € limitado se existe M € R e um ponto q € X tal que d(p,q) < M, para todo p € E.
(i) E é denso em X se todo ponto de X ¢é ponto de acumulagio de E ou € ponto de E.

12



(j) Denotamos por E’ o conjunto dos pontos de acumula¢ao de um conjunto E, chamado de
derivado de E.

(k) A aderéncia de E € o conjunto E = EU E'.
Definicao 2.3.6: O conjunto {(xy,...,2,) € R":a; < z; < b;,i=1,...,n}, onde a; < b;,

t=1,...,n, € chamado n-paralelepipedo.

Dizemos que E C R™ € convezo se (Ax+ (1 — N)y) € E, sempre que z,y € R" e 0 < A < 1.

Exemplo 2.3.7: Sejam x € R" er € R, r > 0, a bola aberta com centro em x e raio r €
B.(z) = {y € R": |y — x| < r}. A bola fechada com centro em x e raio r é B.(v) = {y €
R™: |y—z| <r}. As bolas abertas sao convezas. De fato, se|ly—z| <7, |z—z| <reld <A <1,
temos [(Ay+(1—=Nz—z|=|My—2)+(1—=N(z—2)| < ANy—z|+(1=A)|z —z| <r. Com o

mesmo raciocinio conclui-se que as bolas fechadas e os n-paralelepipedos sao convexos.
Teorema 2.3.8: Toda bola aberta € um conjunto aberto.

Teorema 2.3.9: Toda vizinhanca de p, ponto de acumulagao de um conjunto E, contém uma
mfinidade de pontos de E.

Teorema 2.3.10: Um conjunto E ¢ aberto se, e somente se, E° € fechado.
Teorema 2.3.11: O deriwado de E € fechado.

Teorema 2.3.12: A aderéncia de E € um conjunto fechado e se E C F e F' € fechado, entao
ECF.

Teorema 2.3.13: (a) Se {G.} € uma colegao de conjuntos abertos, entao U,G, € aberto.

(b) Se {F,} € uma colegio de conjuntos fechados, entao N, F, € fechado.

(c) Se Gy,...,G, é uma colecao de conjuntos abertos, entao NG, € aberto.

(d) Se Fi,...,F, é uma colecio de conjuntos fechados, entio U, F; € fechado.

Conjuntos compactos

Definicao 2.3.14: Uma cobertura aberta de um conjunto E em um espago métrico X € uma

colecio {G,} de subconjuntos abertos de X tais que E C U,G,.

Definicao 2.3.15: Um subconjunto K de um espagco métrico X é compacto se toda cobertura
aberta de K contém uma subcobertura finita. Isto €, se {G,}, a € A, € uma cobertura aberta

de K, entao existem indices oy, ... ,a, € A tais que K C Gy, U--- UG, .

Teorema 2.3.16: Sejam K C Y C X. FEntao K é compacto em X se, e somente se, K €
compacto em Y .
O Teorema 2.3.16 nos proporciona, em muitos casos, considerar os conjuntos compactos

como espacos métricos, sem se preocupar com o espago métrico em que estao contidos.

Teorema 2.3.17: Subconjuntos compactos de espagcos métricos sao fechados.
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Demonstragao: Sejam X um espac¢o métrico e K C X compacto. Mostremos que K C X ¢é

aberto. Sejap € K¢. Se ¢ € K, sejam V, e W, bolas abertas de contros p e ¢, respectivamente,

de raios menores que %d(p, q). Como K é compacto, existem pontos ¢i,...,q, € K tais que
KcW,U---uW, =W.SeV =V, N---NV,, , entao V ¢ uma bola aberta com centro p
sem pontos comuns com W. Portanto, V C K¢ e p é ponto interior de K*. [ |

Teorema 2.3.18: Subconjuntos fechados de conjuntos compactos sao compactos.
Corolario 2.3.19: Se F ¢ fechado e K € compacto, entao F N K € compacto.

Teorema 2.3.20: Se {K,} € uma colegcio de subconjuntos compactos de um espago métrico X

tal que toda subcolecao finita de {K,} tem interse¢io ndao vazia, entio Ny, K, nao € vazio.
Teorema 2.3.21: Sejam K compacto e E C K infinito. Entao E' nao € o conjunto vazio.

Teorema 2.3.22: Todo n-paralelepipedo € compacto.

A equivaléncia entre (a) e (b) no teorema a seguir é conhecida como Teorema de Heine-Borel.

Teorema 2.3.23: Seja E C R™. As sequintes propriedades sio equivalentes:
(a) E € fechado e limitado.

(b) E é compacto.

(c) Todo subconjunto infinito de E tem ponto de acumula¢ao em E.
Demonstracgao: Se (a) ¢ valido, entao E ¢ limitado, logo £ C I, para algum n-paralelepipedo
I, e (b) resulta dos Teoremas 2.3.22 e 2.3.18.

Do Teorema 2.3.21 temos que (c) resulta de (b).

Basta mostrar que (a) resulta de (c). Se E nao é limitado, E contém pontos xj tais que
|zk| > k, k =1,2,.... O conjunto S dos pontos xj é infinito e ndo tem ponto de acumulagao
em R" e, portanto, ndo o tem em E. Assim, de (c) resulta ser E limitado.

Se E nao é fechado, existe zo € R"™ tal que g € E' e o ¢ E. Para k = 1,2,..., existem
x, € E tais que |z — x| < % Seja S o conjunto destes z;. E claro que S ¢é infinito, sendo,
|z, — x| seria constante para uma infinidade de valores de k. Também, xy € S’ e S" = {z¢}

em R". De fato, se y € R", y # x, temos, exceto para um conjunto finito de valores de £k,
|2k =yl = |20 — y| — |2k — @0l > |20 —yl — 3 = 3lm0 —yl,
o que mostra que zy ¢ B,.(y), r = %|a:0 —y|. Logo y ¢ S’ pelo Teorema 2.3.9.

Assim, S nao tem ponto de acumulagao em E. Portanto, E deve ser fechado, se (c) ¢ valido.
[ |

Definicao 2.3.24: Sejam X um espago métrico e E C X. Dizemos que E € conexo se nao
existirem conjuntos A C X e B C X, A e B abertos e disjuntos, tais que: ANE e BNFE sao
nao vazios e E C AU B.

Um conjunto E é conexo em X se, e somente se, F/ é conexo em E com a métrica induzida
de X. Assim, faz sentido falarmos de espagos conexos: um espago é conexo se nao é a uniao de

dois conjuntos abertos, disjuntos e nao vazios.
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Sequéncias

Definicao 2.3.25: Seja A um conjunto. Uma funcao f definida em N e contradominio A € cha-
mada de sequéncia. Se f(n) = x, para n € N, representamos f por {x,}, ou por x1, 5,3, . ...
Os elementos x; sao os termos da sequéncia. Seja ©,, € A, para todo n € N, dizemos que {x,}

é uma sequéncia em A, ou uma sequéncia de elementos de A.

Definicao 2.3.26: Uma sequéncia {a,} em um espa¢o métrico (X,d) converge se existe um
ponto a € X com a propriedade: Para cada € > 0, existe N € N tal que, se n > N, entao
d(ap,a) < €. Com isso, dizemos que {a,} converge para a, ou que a € o limite de {a,} e
denotamos por a, — a, quando n — oo ou lim,_, a, = a. Se {a,} nao converge, dizemos que
{a,} diverge. Se o conjunto de valores de {a,} é limitado dizemos que {a,} € limitada.

E facil ver que o limite de uma sequéncia convergente é tnico.

A seguir, um teorema que garante algumas propriedades importantes de sequéncias conver-

gentes em espagos métricos.

Teorema 2.3.27: Seja {a,} uma sequéncia em um espago métrico (X,d).

(a){a,} converge para a € X se, e somente se, cada vizinhanca de a contém todos os {a,},

exceto um numero finito de termos.
(b) Se {a,} converge, entao {a,} € limitada.
(c) Se E C X e sea éum ponto de acumulagao de E, entao existe uma sequéncia {a,} em E
tal que a = lim,,_,o a,.
O teorema a seguir relaciona convergéncia com as operagoes algébricas usuais.
Teorema 2.3.28: Sejam {a,} e {b,} sequéncias em R tais que lim,,_,o a,, = a e lim,,_, b, = b.
Entao:
(a) r}Lrgo(an +b,) =a+b;
(b) T}Lrgo(tan) = ta, para quaisquert € R;
(c) nh_}rgo anb, = ab;
(d)limnﬁooi =1 a4, #0,n=12,... ea#0.
Teorema 2.3.29: (a) Seja xp = (g, ..., ) € R", k=1,2,.... Entao {xy} converge para
r=(ai...,q) se, e somente se, limy_,oo aj, =y, j=1,...,n.
(b) Sejam {xr}, {yr} sequéncias em R™ e {fr} uma sequéncia de nimeros reais tais que
limg oo xp = @, liMg oo Yp = Y, limg_oo B = B. Entao
Ji o) =y ) =20 Ji s =
Teorema 2.3.30(do Confronto): Sejam {a,}, {b,} e {c.} sequéncias em R tais que a, <
b, <ec, e
lim a, = lim ¢, = L.

n—oo n—oo

Entao, lim b, = L.

n—oo
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Teorema 2.3.31: (a) Se p > 0, lim,, ;oo n P = 0.

(b) Se p >0, lim,, . {/p = 1.

(c)lim,, o {/n = 1.

(d) Se p >0 e a € R, entdo lim,, o n*(1 4+ p)~" = 0.

(e) Se |x| < 1, lim, o 2™ = 0.

Definicao 2.3.32: Dada uma sequéncia {a,}, consideremos uma sequéncia {ny} de inteiros

positivos tal que ny < ny < ng < .... Dizemos que a sequéncia {an,} € uma subsequéncia de

{an}-

Teorema 2.3.33: Uma sequéncia {a,} converge para a se, e somente se, toda subsequéncia de

{a,} converge para a.
Teorema 2.3.34: Toda sequéncia limitada em R™ possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 2.3.35: Os limites das subsequéncias convergentes de uma sequéncia {a,} em um

espaco métrico X constituem um conjunto fechado em X.

Definicao 2.3.36: Um espaco métrico X € sequencialmente compacto se toda sequéncia em X

contém uma subsequéncia convergente em X.

Teorema 2.3.37: Sejam X sequencialmente compacto e {G,} uwma cobertura aberta de X.
Entao eziste € > 0 tal que, para cada x € X, existe « tal que B.(x) C G, (¢ € chamado de
nidmero de Lebesque da cobertura {G,}).

Demonstracao: Suponhamos que o resultado nao seja verdadeiro. Entao, para todo € > 0,
existe z. € X tal que B.(x.) ¢ G, paratodo a. Assim, para cadan € Nee = 1/n, construimos
uma sequéncia {x,} em X tal que Bi(z,) ¢ G,, para todo . Como X ¢ sequencialmente
compacto, existe uma subsequéncia {xnnj} de {x,} convergindo em X, digamos z,, — = € X.
Logo, existe a tal que x € G,. Como G, é aberto, existe § > 0 tal que Bs(z) C G,. Como
Tn; — v € X, existe nj, € N tal que x,,; € Bs/2(x), para todo n; > nj,. Assim, para N > ny,
tal que N > 2/, temos 1/N < 6/2 e vy € Bjjo(x). Basta mostrar que B%(xN) C Bs(z). Para
isso, seja a € B%(xN). Entao

d(a,z) < d(a,zy) +d(zy,z) < % + 3 < 0.

Logo B%(ZEN) C Bs(x) C G,, 0 que é um absurdo. |

Corolario 2.3.38: Seja X um espago métrico. Entao X € sequencialmente compacto se, e

somente se, toda cobertura aberta de X tem subcobertura finita.

Sequéncias de Cauchy e espagos completos

Definicao 2.3.39: Uma sequéncia {a,} em um espa¢o métrico X é uma sequéncia de Cauchy

se a cada € > 0 corresponder um inteiro positivo N tal que d(a,,ay,) < &, se n,m > N.
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Definicao 2.3.40: Sejam X um espago métrico, E C X e S = {d(a,b) € R: a,b € E}. O

sup S € chamado didmetro de E e € denotado por diam E.

Teorema 2.3.41: Sejam {a,} uma sequéncia em X e Exy = {an,an+1,an+42, .. }. Entdo {a,}

€ uma sequéncia de Cauchy se, e somente se, limy_,o didm Ey = 0.

Teorema 2.3.42: (a) Seja E um subconjunto do espaco métrico X. Entdo diam E = diam E.

(b) Seja K, uma sequéncia de compactos em X tais que K,y C K,, n = 1,2,.... Se

lim,,_, didm K,, = 0, entao N2, K,, contém um tunico ponto.

Teorema 2.3.43: (a) Toda sequéncia convergente em um espag¢o métrico X € uma sequéncia

de Cauchy.

(b) Toda sequéncia de Cauchy em R™ é convergente.
Demonstracgao: (b) Seja {x;} uma sequéncia em R". Seja Fy = {xy,Tn11,Tn12,... ). Da
Defini¢ao 2.3.40 e do Teorema 2.3.42(a), temos

lim diam Ey = 0. (2)

N—oo

Para cada N, temos Ey fechado (Teorema 2.3.12) e limitado. Logo, cada Ey é compacto
(Teorema 2.3.23). Como Eny1 C Ey, entdao Eyx,; C Ey. Pelo Teorema 2.3.42(b), existe um

tinico x € R™ que pertence a cada Ey.

Dado £ > 0, de (2) existe Ny tal que diam Ey < &, se N > Ny. Como = € Ey, temos |y—z| < ¢,
para todo y € Ey e, portanto, para todo y € Ey. Ou seja, se k > N, entdo |z, — x| < .
Assim, z, — z, quando k — oo. [ |

Corolario 2.3.44(Critério de convergéncia de Cauchy): Uma sequéncia em R" é conver-
gente se, e somente se, € uma sequéncia de Cauchy.
Desse corolario, podemos verificar se uma dada sequéncia é convergente ou nao, sem conhecer

o seu limite.

Definicao 2.3.45: Um espaco métrico X no qual toda sequéncia de Cauchy converge € dito

completo.

Exemplo 2.3.46: Podemos ver que R™ ¢ um espaco métrico completo. Em particular C é um
espaco métrico completo. Também, o Teorema 2.5.21 garante que todo espago métrico compacto

€ completo.

Teorema 2.3.47: Sejam (X, d) um espago métrico completo e Y C X. Entao (Y,d) é um

espaco métrico completo se, e somente se, Y € fechado em X.

2.4 Continuidade

Para o prosseguimento do trabalho, a nogao de continuidade é fundamental. Pode-se en-

contrar em [4] as demonstrac¢ao ndo apresentadas dos resultados a seguir.
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Limite de uma fungao

Definicao 2.4.1: Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, E C X, f uma fun¢io de E em
Y, ep € E'. Denotamos f(z) — q, quando x — p, ou

li =

lim f(z) =g,
se existe um ponto q € Y, dito limite da funcao f, quando x tende a p, com a propriedade:

Para todo € > 0, existe § > 0 tal que, se v € E e 0 < dx(x,p) < 0, implica dy(f(x),q) < €.

Isso significa que f(E N Bs(p) \ {p}) C B:(q).
E claro que p € X e ndo necessariamente p € E. Também, se p € FE, podemos ter

f(p) # limg,,, f ().

Podemos reformular isso em termos de sequéncias.
Teorema 2.4.2: Sejam X, Y, E, f e p como na Definigao 2.4.1. Entao lim,_,, f(z) = q se,
e somente se, lim, . f(pn) = q, para qualquer sequéncia {p,} em E tal que
pn#p € lim p,=p. (3)
Corolario 2.4.3: O limite p de uma funcao f € unico.

Definicao 2.4.4: Sejam f e g fungoes de E em R™. Se f(x) = ¢, para todo x € E, diz-se que

f € constante e escrevemos f = c. Definimos f+ g e f-g por

(f+9)(@) = flx) +g9(x) e (f-9)(x)=f(x)-g(x),

respectivamente, onde na ultima igualdade trata-se do produto interno. Para n = 1 e, para
todo x € E, f(z) > g(x), escrevemos f > g. Se f e g sao fungoes complexas em E, de modo

andlogo, e intuitivo, define-se soma, produto e quociente.

Teorema 2.4.5: Sejam E C X um espaco métrico, p € E', [ e g fungoes de E em C, e
lim,,, f(z) = A, lim,_,, g(z) = B. Entao

(a)lim(f(z) + g()) = A+ B;

(8)lim(g)(x) = AB;

()i (£/9) () = A/B, com B #0.

Note que, se f e g sdo fungdes de E em R™, (a) é vélido e (b) se torna: lim,_,,(f-g)(x) = A-B
(A escalar B).

Funcoes continuas

Definicao 2.4.6: Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, E C X, e f uma funcdo de
E em Y. Dizemos que f € continua em p se, para cada ¢ > 0, existe um 6 > 0 tal que
dy (f(x), f(p)) < e quando x € E e dx(z,p) < 0.

Se f € continua em cada ponto, dizemos que f € continua em E.

Teorema 2.4.7: Nos termos da Defini¢cao 2.4.6, suponhamos também p € E'. Entao f €

continua em p se, e somente se, lim,_,, f(z) = f(p).
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Teorema 2.4.8: Sejam X, Y e Z espagos métricos, E C X, f: F =Y, g: f(E) > Z ¢
h:E — Z com h(z) = g(f(x)). Se f é continua em p € E e se g € continua em f(p), entdo h

€ continua em p.

Definigao 2.4.9: Seja f uma funcio de X emY . A imagem inversa de um subconjuntoVC'Y

€ o conjunto f~1(V)={z € X: f(x) =y, para algum y € V}.

Teorema 2.4.10: Uma funcao f: X — Y, X eY espacos métricos, € continua em X se, e
somente se, o conjunto f~1(V) € aberto em X, qualquer que seja o conjunto aberto V- em Y.
Demonstragao: Suponhamos f continua em X e V' aberto em Y. Mostremos que todo ponto
de f71(V) estd em seu interior. Seja p € f~1(V). Como V ¢é aberto, existe ¢ > 0 tal que
yeVsedy(f(p),y) <e,ecomo fécontinua em p, existe 6 > 0 tal que dy (f(x), f(p)) < € se
dx(x,p) < 4. Assim, x € f~1(V) se dx(z,p) <.

Reciprocamente, suponhamos, para todo aberto V' C Y, o conjunto f~1(V') aberto. Fixemos
peEXee>0esejaV={yeY:dy(y f(p)) < e} Claramente, V ¢ aberto, logo f~(V) ¢é
aberto e, portanto, existe § > 0 tal que x € f~1(V) quando dx(p,z) < d. Mas se x € f~1(V),
entdo f(z) € V, e assim dy (f(x), f(p)) < €, ou seja, f é continua em X. |

Corolario 2.4.11: Uma funcao f: X — Y, X eY espacos métricos, € continua em X se, e

somente se, o conjunto f~H(C) € fechado em X, qualquer que seja o conjunto fechado C' em Y .

Teorema 2.4.12: Sejam f e g funcoes complexas continuas em um espago métrico X. Entao

f+g, f-gefl/g, g(x)#0 para todo x € X, sdo continuas em X.

Teorema 2.4.13: (a)Sejam fi... f, funcgdes reais em um espago métrico X e seja f a fungdao
de X em R" definida por

Entao f € continua se, e somente se, cada funcao fi,..., f, € continua;

(b)Se f e g funcoes continuas de X em R"™, f+ g, f-g sao continuas em X.
As fungoes f;... f,, sao as componentes de f. Notemos que f + g é uma funcao em R", mas

f - ¢ é uma funcao real em X.

Continuidade e compacidade

Definicao 2.4.14: Uma funcao f: E — R™ € limitada se existe M € R tal que
|[f(zx)| < M, VxekFE.

O préximo teorema assegura que imagem de compacto é compacto.

Teorema 2.4.15: Seja f continua de um espaco métrico compacto X em um espaco métrico
Y. Entao f(X) é compacto.
Demonstracao: Seja {V, } uma cobertura aberta de f(X). De f continua e do Teorema 2.4.10

tem-se f~1(V,) aberto. Como X ¢é compacto, existem ay, ..., a, tais que

X Cf (Vo) U U H(Va,). (4)
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Como a imagem da uniao ¢ a uniao das imagens e se £ C Y vale f(f~'(E)) C E, de (4) temos
FX)C Vo U UV
|

Corolario 2.4.16: Seja f: X — R" continua, X espaco métrico compacto. Entao f € limitada.

Corolario 2.4.17: Sejam f: X — R continua, X espago métrico compacto e
M =sup f(p), m= inf f(p).
pEX peX
Entao existem t,s € X tais que f(t) =M e f(s) =m.

Teorema 2.4.18: Sejam X C R™ um conjunto qualquer e K C R™ compacto. Sejay € X fixo.
Se f: X x K — RP ¢ continua, entao, para todo € > 0, existe d > 0 tal que, para todo t € K,
|f(z,t) — f(y,t)] <e quando x € X com |x —y| < 6.

Demonstracao: Suponhamos que nao valha o teorema. Entao existe € > 0 tal que, para cada
k € N, podemos associar x € X et € K tais que |zy —y| < 1/k e |f(zk, tx) — f(y,tr)| > €.
Claramente x; — y quando k — oco. Como K é compacto, existe uma subsequéncia {t;_ } da

sequéncia {t;} que converge para algum ¢t € K. Pela continuidade de f temos

e <l | (o, t) = F( )] < T |G, t) = £ 0]+ (3 t) = Fl, )] =0

O que é uma contradigao. |

Definicao 2.4.19: Sejam X e Y espagos métricos e f: X — Y. Dizemos que f € uniforme-
mente continua em X se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que dy(f(p), f(q)) < € para quaisquer
p,q € X em que dx(p,q) < 9.

E claro que toda funcdo uniformemente continua é continua. A equivaléncia dos dois con-

ceitos, em conjuntos compactos, segue do

Teorema 2.4.20: Seja f uma fungao continua de um espago métrico compacto X em um
espaco métrico Y. Entao f € uniformemente continua em X.

Demonstragao: Dado € > 0, como f é continua, para cada p € X associamos ¢(p) > 0 tal

que

dy(f(p), f(q)) < 3¢, se q€X e dx(p,q) < o(p). (5)

Seja J(p) = {q € X: dx(p,q) < %gb(p)} Como p € J(p), a colegao de todos os conjuntos J(p)
¢ uma cobertura aberta de X. Logo, existem py,...,p, € X tais que

X CJp)U---UJ(pn). (6)

Tomemos 0 = %min{¢(p1), .., 0(pn)}. Sejam p,q € X tais que dx(p,q) < 0. Por (6), existe
um inteiro m, 1 < m < n, tal que p € J(py), logo dx(p, pm) < %(b(pm), e

dx(q,pm) < dx(p,q) + dx(p,pm) < 6 + 50(Dm) < A(pm).
Finalmente, de (5)

dy (f(p), f(q) < dy(f(p), f(pm)) +dy(f(q), f(pm)) <e.
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Continuidade e conexidade

Teorema 2.4.21: Seja | continua de um espaco métrico conexo X em um espaco métrico Y .
Entao f(X) € conexo.

Demonstragao: Suponhamos f(X) = AU B, A e B nao vazios, abertos em Y e AN B = {).
Como f é continua, f~'(A) e f~1(B) sdo abertos em X. Claro que f~'(A) e f~!(B) sao nao
vazios, fH(A)N fY(B)=0e X = f1(A) U f~1(B). Isso significa que X néo seria conexo,

uma contradicao. [ |

Teorema 2.4.22(do Valor Intermediario): Seja f: [a,b] — R continua. Se f(a) < f(b) e
se ¢ € tal que f(a) < c < f(b), entao existe x € (a,b) tal que f(x) = c.
Vale um caso anélogo para f(a) > f(b).

Sequéncias e séries de fungoes
As funcoes tratadas aqui sao fungoes complexas.

Definicao 2.4.23: Seja {f,} uma sequéncia de fungoes definidas em E tal que a sequéncia de

nimeros { f,(x)} converge para todo x € E. Definimos uma fun¢ao f dada por

fz) = lim fu(z), z€kE. (7)
Dizemos que {f,} converge (pontualmente) em E, e f € o limite ou fungao limite de {f,}. Da

mesma forma, se Y f.(x) converge para todo x € E, definimos

f(:lZ)Ian(iL’), v ekl (8)
n=1
a fungao f é chamada soma da série . fy.

Definicao 2.4.24: Dizemos que {f,} converge uniformemente em E para f (f, — f) se,
para todo € > 0, existe N € N tal que n > N implica

|fu(z) = f(2)] <e, VzeckE.

F claro que toda sequéncia uniformemente convergente € convergente.
Dizemos que a série Y f, converge uniformemente em E se a sequéncia {s,} das somas

parciais definida por
sn(w) = fi(z)
i=1
converge uniformemente em E.

Teorema 2.4.25(Critério de Cauchy para convergéncia uniforme): A sequéncia de fun-
coes {fn} converge uniformemente em E se, e somente se, dado € > 0, existe N € N tal que,

para m,n > N ex € E, tem-se
(@) = fm(2)] <& (9)
Teorema 2.4.26(Teste M de Weierstrass): Seja {f,} definida em E tal que
(@) < M,, z€E.
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Entao Y f, converge uniformemente em E se Y M, converge.

Teorema 2.4.27: Se {f,} é uma sequéncia de fungoes continuas em E e se f, — f em E,
entao f € continua em E.

A reciproca desse teorema nao é valida. De fato, para cada n € N, seja f,,: R — R dada por
fn(z) = x/n. Entao a sequéncia de fungoes {f,} converge para a fungao identicamente nula,

mas a convergéncia nao ¢ uniforme.

Definicao 2.4.28: Seja {f,} uma sequéncia de fungoes definidas em um conjunto E. Dizemos
que { f,} € limitada em E se, para cada x € E, a sequéncia { f,(x)} € limitada, isto é, se existe
uma fungao ¢ definida em E com wvalores finitos tal que |f,(x)] < ¢(z), n=1,2,... ex € E.

Dizemos que {f,} € uniformemente limitada em E se existe M tal que |f,(x)| < M, n =
1,2,... exe L.

2.5 Espaco das funcoes continuas

A teoria basica sobre espagos de fungoes continuas pode ser encontrada em [T, 2].

Sejam X um conjunto qualquer e M um espago métrico. Denotamos por B(X; M) o con-
junto das fungdes limitadas f: X — M. Para f,g € B(X; M), as distancias d(f(z), g(z)),
z € X, formam um conjunto limitado de nimeros reais, pois f(X) U g(X) C M ¢é limitado.
Assim, a funcao distancia

d: B(X;M)xB(X;M)—R
(£,9) = sup d(f(x), g())
xe

estd bem definida, e é uma métrica em B(X; M), chamada de métrica da convergéncia uniforme,
devido a equivaléncia: f, — f em B(X; M) se, e somente se, f,, — f em X.
Para a: X — M definimos o conjunto
Bo(XsM)={f: X - M:d(f,a) < oo},
onde d(f,a) = sup{d(f(z),a(z)): z € X}. A fun¢do métrica da convergéncia uniforme es-
tabelece uma métrica em B, (X;M). Se X for um espago métrico, o conjunto das apli-

cagoes continuas em B, (X; M) é denotado por C,(X;M). Se o e [ sao constantes, entao
Bo(X; M) = Bg(X; M). Por isso, denotamos B, (X; M) = B(X; M) e Co(X; M) = C(X; M).

Teorema 2.5.1: O conjunto D das aplicagoes limitadas e descontinuas € aberto em B(X; M).
Demonstragao: Provemos inicialmente que o conjunto
D, ={f € B(X;M): f édescontinua em a € X}
é aberto em B(X;M). De fato, para f € D, existe ¢ > 0 tal que: para todo > 0, existe
x5 € X tal que d(xs,a) < 9 e d(f(xs), f(a)) > 3e.
Afirmamos que se g € B(X; M) e d(f,g9) < e, entdo g € D,. De fato, nessas condigoes,
para todo 0 > 0, temos

3e < d(f(xs), f(a)) < d(f(xs), 9(x5)) + d(g(xs), g(a)) + d(g(a), f(a)).
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Entao d(g(zs),g(a)) > € e, logo, g € D,.
Agora, D = UyexD,, de modo que D é aberto em B(X; M). [ |

Analogamente, mostra-se que, dada a: X — M, o conjunto D das aplicacoes limitadas e

descontinuas, é aberto em B, (X; M). Dessa forma, temos o
Corolario 2.5.2: O conjunto C,(X; M) € fechado em B, (X; M).

Teorema 2.5.3: Se o espago métrico M é completo, entao B,(X; M) € um espago métrico
completo, quaisquer que sejam X e a: X — M.
Demonstracao: Seja {f,,} uma sequéncia de Cauchy em B, (X; M). Assim, essa sequéncia é
limitada e, logo, existe ¢ > 0 tal que d(f,(z),a(r)) < d(f,,a) < ¢, para cada n € N e todo
r € X. Para z € X fixo, {f,(x)} é de Cauchy em M. Como M é completo, existe, para cada
xr € X, o limite desta sequéncia. Seja lim f,,(z) = f(z) € M. Logo, podemos definir f: X — M
como sendo o limite da sequéncia { f,,}. Entao, devemos ter, também, d(f(z),a(z)) < ¢,z € X,
ou seja, f € B, (X; M).

Resta provar que f, — f em X. Dado € > 0, existe ng € N tal que m,n > ng implica
d(fm(z), fu(z)) < e, x € X. Fazendo m — oo nesta desigualdade, temos d(f(z), f.(z)) < ¢,
z € X en >ny. De modo que f, — f. [ |

O seguinte teorema é um corolario dos resultados anteriores. Mas devido sua importancia,

¢ enunciado como teorema.

Teorema 2.5.4: Sejam X e M espacos métricos. Se M é completo, entao, para toda aplicagao

a: X — M, o espago métrico Co(X; M) € completo.

Defini¢ao 2.5.5: Sejam X um espago métrico e A C X, A # (). Definimos a distincia de

x € X até o conjunto A como sendo
d(x,A) = inf d )
(z, 4) = inf d(z,y)
Para B C X, B # 0, definimos a distancia de A até B por
A, B) = inf A).
d(4, B) = inf d(y, )

O préximo teorema possibilita escrever qualquer conjunto aberto como unidao enumeravel

de compactos “encaixados”.

Teorema 2.5.6: Sejam X um espaco métrico completo e A C X aberto. Entdo existe uma
sequéncia {K,} de subconjuntos compactos de A tal que A = UpenK,,. Além disso, os conjuntos
K,, podem ser escolhidos satisfazendo:

(a)K, Cint K, 1;

(b)K C A e K compacto implica K C K,, para algum n.

Demonstracao: Fixemos xg € X qualquer. Para cada n € N, seja

K, = Bp(zo) N{z € X: d(z, X \ A) > 1}
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Cada K, é claramente limitado e é a intersecao de dois conjuntos fechados de X, logo K, é

compacto. Também, o conjunto

Bpii(zo) N {z € X:d(z, X \ A) > 5

¢ aberto, contém K, e esta contido em K, ;. Isso mostra que o item (a) é satisfeito.
E facil ver que A = UpenK, € que A = U, enint K,; logo, se K é subconjunto compacto de

A os conjuntos {int K, } formam uma cobertura aberta de K. Isso nos da o item (b). |

Sejam X e M espacos métricos completos e A C X. Se A = U, enK,,, onde K,, é compacto
e K, C int K1, definimos

pn == d’Kna (10)
onde d é fun¢do métrica uniforme em C(X; M) e d|k,, sua restricdo em K,,. Também, definimos,
para f,g € C(A; M)

(1" _palf9)

o= 5 () 2 "
nzl 2) 14 pa(f.9)
Como h(t) = t(1 +t)~' < 1, para todo t > 0, entao essa série deve convergir, e de h ser

continua, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.5.7: Seja (X, d) um espago métrico. Entao:

d(f,g)

a)o(f,g) = ———— estabelece uma métrica em X.
(WAD = T s

(b) Um conjunto € aberto em (X,d) se, e somente se, é aberto em (X, ¢).

(¢c) Uma sequéncia é de Cauchy em (X, d) se, e somente se, é uma sequéncia de Cauchy em
(X,0).
Dessa forma, é facil ver que a fungao p também faz de C(A; M) um espago métrico completo
e o denotaremos (C(A4; M), p).
O proximo lema trata de subconjuntos de (C(A; M), p) x (C(A; M), p) e é muito 1til por nos

dar discernimento do comportamento da métrica p.

Lema 2.5.8: Se ¢ > 0, entao existem 6 > 0 e um compacto K C G tais que, para f,g €
C(A; M)

sup{d(f(2).9(): z€ Ky <3 = p(f.9) <e. (12)
De modo inverso, se 6 > 0 e um compacto K C G sao dados, existe € > 0 tal que, para
f.9 € C(A; M),

p(f9) <e = sup{d(f(2),9(2)): z € K} <0 (13)

0o
n=p+1

Seja 6 > 0 tal que t € [0,0) implica ¢/(1 +t) < 3. Suponhamos f,g € C(A; M) satisfazendo
sup{d(f(z),9(z)): z € K} < §. Como K,, C K, = K paral < n < p, p,(f,g9) < ¢ para
1 <n <p. Logo

Demonstragao: Seja ¢ > 0 fixo, e seja p € N tal que ) 27" < %6 e facamos K = K.

pn(f, ) -

19
DSl o C 1<n<p.
L+p.(f,g) 2
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Assim sendo,
e /1" & /1\"
)<Y (5) S (5) <e.
n=1 n=p+1
Isto é, a Equagao (12) é satisfeita.
Agora, suponhamos que sao dados § > 0 e K. Como G = UK,, = Uint K,, e K é compacto,
exite p € N tal que K C K); nos dando

po(f.9) = sup{d(f(2),9(2)): z € K}.
Seja € > 0 escolhido de modo que s € [0,2P¢) implique s/(1 — s) < ¢. Entao t/(1 +t) < 2Pe
implica t < s. Logo, se p(f,g) < ¢, entao
po(f:9)

L+ pp(f.9)
e isso nos da p,(f,g) < 0. Portanto, temos (13). [ |

< 2Pg,

O item (b) do proximo teorema sera utilizado sem uma referéncia direta durante o texto.

Teorema 2.5.9: (a)Um conjunto B C (C(A; M), p) € aberto se, e somente se, para cada

f € B exitem um compacto K e § > 0 tais que

{9:d(f(2),9(2)) <0,z € K} C B.

(b) Uma sequéncia {f,} em (C(A; M), p) converge para [ se, e somente se, {f,} converge para
f uniformemente em todos os subconjuntos compactos de A.
Demonstragao: A demonstragao do item (b) segue diretamente do item (a). Mostremos entao
o item (a). Se B é aberto e f € B, entao, para algum ¢ > 0, temos {g: p(f,g9) < e} C B. Da
primeira parte do lema anterior, exitem ¢ > 0 e um compacto K com as propriedades desejadas.
Reciprocamente, se B tem essa propriedade e f € B, entao a segunda parte do lema anterior

nos da um ¢ > 0 tal que {g: p(f,g) < e} C B. Isso significa que B ¢é aberto. [ |

Corolario 2.5.10: A colegao de conjuntos abertos independe da escolha dos conjuntos {K,}.
Isto €, se tomarmos outra colegdao de compactos {K} com G = UK} e K} C int K|, e se p*
¢ a métrica definida pelos conjuntos { K}, entao um conjunto é aberto em (C(A; M), p*) se, e
somente se, € aberto em (C(A; M), p).

Demonstragao: Isso ¢ consequéncia direta do item (a) do teorema anterior, pois a caracteri-

zagao dos conjuntos abertos nao depende da escolha dos conjuntos { K, }. [

2.6 Derivadas

Uma abordagem mais detalhada sobre derivadas pode ser encontrada em [3], 4].

Derivada de uma funcao real

Definigao 2.6.1: Seja f: [a,b] — R. Para x € [a,b], definimos

= t b 14
dz tsz  t—x € (a,b), (14)

25



quando esse limite existe.
Assim, f' (derivada de f) € uma fun¢ao cujo dominio é o conjunto dos x em que o limite
(14) existe. Se [’ estd definida em xz, f € diferencidvel em z. Se f': E C [a,b] = R, f €

diferencidvel em E. De forma intuitiva, define-se derivadas a direita e a esquerda.

Teorema 2.6.2: Seja [ definida em |a,b]. Se f € diferencidvel em x € [a,b], entao f é continua

em T.

Teorema 2.6.3: Seja f,g: [a,b] — R diferencidveis em x € [a,b]. Entao f+ g, fg e f/g sao
diferencidveis em x, e
(a)(f +9)(x) = f'(z) + g'(x);
(0)(f9) (x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x);
A o = £(@)g(2) — f(2)g'(z)
(L) -

()2 , 9(z) # 0.

Teorema 2.6.4(Regra da Cadeia): Seja f: [a,b] — R continua tal que f'(x) existe em
algum x € [a,b]. Seja g: f(la,b]) C I — R, I um intervalo fechado, tal que ¢'(f(x)) existe. Se

h(t) = g(f(t)), t € [a,b], entdo existe h'(x) e h'(x) = ¢'(f(x))f (x).
Demonstragao: Seja y = f(x). Pela definigdo de derivada, temos
f) = flx) =t —2)(f'(x) +ult)), g(s)—gy) = (s —y)(d'(y) —v(s)),
onde t € [a,b], s € I, u(t) — 0 quando t — z, v(s) — 0 quando s — y.
Seja s = f(t). Agora,
h(t) — h(x) =

Q
—
N~—

(f(t)) — g(f(x))

Dividindo por t — x # 0,

M=) _ () + o)) + ().

Se t — x, entao s — y, pois f é continua, de modo que

tim MO =@ i o2y = g () @),

t—x t—ux

Definicao 2.6.5: Seja f: X — R, X um espago métrico. Dizemos que f tem um mdximo local
em um ponto p € X se existe 6 > 0 tal que f(q) < f(p) para todo ¢ € X com d(p,q) < 6. Da

mesma forma define-se minimo local.

Teorema 2.6.6: Seja f: [a,b] — R. Se f tem um mdzimo local em x € (a,b) e se f'(x) existe,
entio f'(x) = 0.
Vale um resultado anélogo para minimo local.

O proximo resultado também é conhecido como Teorema do Valor Médio Generalizado.
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Teorema 2.6.7(do Valor Médio de Cauchy): Sejam f,qg: [a,b] — R continuas, e diferen-

ciqveis em (a,b). Entao eziste x € (a,b) tal que

(f(b) = fla))g'(x) = (g(b) — g(a)) [ (x).

Demonstracgao: Seja

h(t) = (f(b) — f(a))g(t) — (9(b) — g(a)) f(t), € [a,b].

Temos h continua em [a, b], diferenciavel em (a,b) e

h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(D). (15)

Provemos que h/(z) = 0 para algum z € (a,b).
Se h & constante, entdo h'(z) = 0, para todo = € (a,b). Se h(t) > h(a) para algum ¢ € (a,b),
seja x € [a, b] tal que h atinge seu méaximo (existe pelo Corolario 2.4.17). Por (15), z € (a,b), e
o Teorema 2.6.6 mostra que h'(z) = 0. Se h(t) < h(a) para algum ¢ € (a,b), da mesma forma,

R (z) =0 com z € [a,b] tal que h atinge seu minimo. |

O préximo resultado é um corolario do teorema anterior, mas sera enunciado como teorema

devido a sua importancia.

Teorema 2.6.8(do Valor Médio): Seja f: [a,b] — R continua, e diferencidvel em (a,b).

Entao existe x € (a,b) tal que
f) = fla) = (b—a)f'(z).
Teorema 2.6.9: Suponhamos f: [a,b] — R diferencidvel em [a,b] e f'(a) < X\ < f'(b). Entao
existe x € (a,b) tal que f'(z) = A.
Esse teorema nos garante que f’ assume todos os valores intermediarios. Um resultado

analogo vale se f'(a) > f'(b).

Definicao 2.6.10: Seja f: [a,b] — R. Dizemos que [ é convezra se
fQtee + (1 —t)zy) <tf(x2) + (1 —1t)f(z1),
para quaisquer i, Ty € [a,b] e todo t € [0, 1].
Teorema 2.6.11: Seja f: [a,b] — R diferencidvel. Entdo f é convexa se, e somente se, f' é

crescente.

Demonstragao: Suponhamos f convexa. Sejam a <z <y <bet € (0,1). Entao

[y + (1 =t)z) <i(fy) — f(z)) + f(2),

e logo
flty+ (A =) = f(z) _ fly) = f(x)
t(y — ) T oy—r
Temos ty + (1 — t)z = t(y — x) + z; fazendo t — 0, segue que
y—x

Ao trocar ¢t por 1 — s, s € (0,1), na equacao f(ty + (1 —t)z) < t(f(y) — f(z)) + f(z), fica
(A =s)y+sa) = fly) o fly) = f(z)
s(z —y) Toy—w
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Fazendo s — 0, temos
— f(x
iy > 1) = @)
y—x
Dessa forma, a derivada de f é crescente.
Reciprocamente, suponhamos que a derivada de f seja crescente. Para cada u € (z,y), o

Teorema do Valor Médio garante a existéncia de r € (x,u) e s € (u,y) tais que

f/<7”) _ f(ui:i(x) e f/<8) _ f<y;:£(U)
Por hipoétese, f'(r) < f'(s), de modo que, para cada u € (x,y),
f(w) — f2) _ (o) = flu)
U—x B Y—u
Como u € (x,y), existe t € (0,1) com u = (1 — t)z + ty. Logo
flu)— f(2) _ fly)— fw)
ty—z) ~— (-t —x)
Assim, (1 —8)(f(u) = f(z)) < t(f(y) — f(u)), e isso implica que f(u) <tf(y) + (1 —1)f(z), ou

seja, f é convexa. |

Derivadas parciais

Defini¢ao 2.6.12: Sejam G C R? aberto e f: G — R. Definimos (quando existe o limite) a
funcao %, deriwada parcial de f com relagao a varidvel x, dada por

0 . fla+hy) = flx,y)

%(1‘7 y) - }ng(l) h )
e a fung¢ao g—g, derivada parcial de f em relagao a varidvel y, por

Observacao 2.6.13: Outra notagao para % e g—g ¢ fu e fy, respectivamente. Notemos que,

para (xo,y0) € G, a existéncia de f.(xg,yo) significa que € diferencidvel em xy a fungao f
restrita ao conjunto {x € R: (x,y0) € G}, no sentido da Defini¢ao 2.6.1. Da mesma forma,
se a fungao f restrita ao conjunto {y € R: (zo,y) € G} € diferencidvel em yo, entao existe

fy(20, y0)-
Iremos admitir o conhecimento de integracao de func¢oes da reta na reta.

Teorema 2.6.14: Seja A C R aberto e seja f: [a,b] x A — R continua, e tal que f, existe
e € continua. Entdo a funcao p: A — R, definida por ¢(y) = f;f(x,y)dx, tem derivada em
relagdo a y e, para cada y € A, ¢'(y) = f; fy(x,y)dx.
Demonstragao: Seja r > 0 tal que (y —r,y+r) C A. Dado s € (0,7), pelo Teorema do Valor
Médio, existe ¢ € (0,1) tal que

flx,y+s)— flz,y)

S

= fy(x>y + CS)'
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Segue que

_ b b fx s)— f(x b
Py +s) — ely) —/ fy(az,y)dw:/ .y + i N ’y>d$—/ fy(z,y)dz (16)

S

b

— [ Hlaws ) - e a7)

O Teorema 2.4.18 aplicado na fungéo g: [a, b] x (—r,r) = R, com g(z, s) = f,(z,y+cs), diz que:

Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que s € (—r,r), com |s| < d, implica |g(z, s) — g(z,0)| < e/(b—a),
para todo x € [a,b]. Usando a Equacdo (16), para |s| < § temos

_ b b
Py +3) so(y)_/ fy(x,y)dxg/ b

S

dr = ¢.
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3 Funcoes analiticas

Faremos agora um pequeno resumo sobre fungoes analiticas. Uma boa referéncia ¢é [1].

Definicao 3.0.1: Sejam G C C aberto e f: G — C. Dizemos que f € diferencidvel em z € G

quando existe o limite

i fET W = £)

w—0 w

(18)
Denotamos esse limite por f'(z).

Assim, definimos a derivada de f como sendo a funcao f': E C G — C cujo dominio € o

congunto dos z em que o limite (18) existe. Dizemos que f € diferencidvel em E.

Observacao 3.0.2: Se f tem derivada ' em um intervalo e f' € diferencidvel, representamos
a derivada desta por f” e a chamamos de derivada de sequnda ordem de f. Continuando desse
modo, obtemos as fungoes f, f', f", f®, ..., f. Chamamos f™ de derivada n-ésima ou de

ordem n de f. Se, para cada n € N, existir f), entio f € dita infinitamente diferencidvel.

Observagao 3.0.3: Para f™(2) existir em um ponto z, deve existir f"~V(w) em uma vizi-
nhanca de z e fY deve ser diferencidvel em z. Como f™V deve existir numa vizinhanga
de z, f"=2) deve ser diferencidvel nesta vizinhanca.

Assim como para fungoes reais, o seguinte resultado é imediatamente esperado.

Teorema 3.0.4: Seja f uma funcao complexa definida em G C C aberto. Se f € diferencidvel

em z € G, entao f € continua em z.
Definicao 3.0.5: Uma regiao é um subconjunto G de C que € aberto e conexo.

Teorema 3.0.6: Se G € uma regiao de C e f: G — C € diferencidvel em G com f' =0, entao

f € constante.

Definicao 3.0.7: Uma funcao f: G — C diferencidvel em G cuja derivada € continua em G
¢ dita analitica. Denotaremos o conjunto de todas as funcgées analiticas em G por H(G). Uma
fungao em H(C) € dita funcgao inteira.

E facil ver que as leis usuais de soma e produto valem para funcoes analiticas. Se f,g € H(G)
e Gy ={2€G:g(z) # 0}, entdo f/g € H(G1). Além disso, H(G) C C(G;C).

Temos também a Regra da Cadeia para funcoes complexas de uma variavel complexa, cuja

demonstracao é semelhante a do caso real.

Teorema 3.0.8(Regra da Cadeia): Seja f: G — C continua tal que f'(z) existe em algum
z€@G. Sejag: F— C, tal que f(G) C F e ¢ (f(2)) existe. Se h = go f, entao h € diferencidvel
em z e h'(z) = g'(f(2))f'(2).

Observacao 3.0.9: Dizer que uma funcao complexa f definida num subconjunto fechado ' C C

¢ analitica, significa que f € H(G) para algum aberto G C C que contém F.
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Teorema 3.0.10: Sejam G, F C C conjuntos abertos. Sejam f: G — C e g: F' — C funcoes
tais que f(G) C F e g(f(2)) = z, para todo z € G. Se g € diferencidvel e ¢'(z) # 0, entdo f ¢é
diferencidvel e f'(2) = [¢'(f(2))]7t. Em particular, se g ¢ analitica, entio f ¢ analitica.

Sabemos que se G C C, entao podemos identificar G' como subconjunto de R?. Dito isso,
dada uma funcao f: G C C — C, definimos as fungoes:

u: G CR* - R, wulmy)=Ref(z+iy) e v:GCR* =R, oz y)=Inf(z+iy).
Dessa forma, se z = x + iy € G, entao f(z) = f(x + iy) = u(z,y) + iw(z,y) e escrevemos
f=u+w.

As funcoes u e v possuem derivadas parciais em todos os pontos em que f é diferenciavel.

De fato, sejam z =z +iy € G e w = h+ ik € C. Fazendo h — 0 e k = 0, temos
x+hy) +iv@+hy) - (u,y) +iv(z,y))

f'(z) = lim (ul

h—0 h
h—0 h h
ou ov

= oo (@) +ig ().
Agora, fazendo h =0 e k — 0, temos
F(2) = fim @Y +E) +iv(zy £ B) = (u(@y) + iv(z,y))

k—0 1k
k0 ik k
_Ov ou

- a_y<x7y) - Za_y(x7y>

Além disso, valem as Equagoes de Cauchy-Riemann:

Oou Ov ou Ov

ar oy * oy ox
Se as funcoes u,v: G C R? — R tém derivadas parciais continuas e as Equacoes de Cauchy-
Riemann sao satisfeitas, entdo f: G C C — C, dada por f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y), é
diferenciavel. Para ver isso, sejam z =z + iy € G e B.(z) C G. Se w = h + ik € B,(0), entao

w@ +hy + k) —u(z,y) = [ul@ + hy+ k) —ule,y + k)] + [u(z,y + k) —uz,y)].

Usando o Teorema do Valor Médio, para cada w = h + ik € B,(0), existem nimeros reais hy e

ki tais que |hy| < |hl, [k1] < |K| e

w(e,y + k) —u(z,y) = uy(z,y+k)k.
Tomando
p(h, k) = [u(x +h,y + k) —u(@,y)] = [ua(z + hy,y + k)b + uy (2, y + k1)K,
as Equagoes (19) implicam
hk) k
AE) P ot oy b)) Sy k) — )]
De |hy| < |h] < |w] e |k1| < |k| < |w]|, e do fato de u, e u, serem continuas, temos
h,k

lim 202K (20)
w—0 w

31



Segue que

w(@ + h,y + k) —u(@,y) = u(w,9)h + uy(,y)k + 0(h, k),
onde ¢ satisfaz (20). De modo anélogo,

v +hy+k)—v(ry) =v.(x,y)h+vy(x,y)k +P(h, k),

onde 1) satisfaz

g )

w—0 w
Usando o fato de que u e v satisfazem as Equagoes de Cauchy-Riemann vemos que

f(Z +w) — f(Z) _ Um(f,y) +z’vx(x y) + go(h, k) + w(th)‘

De (20) e (21), f é diferenciavel e f'(x+iy) = u,(z,y)+iv.(z,y). Isso prova o seguinte teorema.

— 0. (21)

Teorema 3.0.11: Para que a fungio f: G C C — C, dada por f(x + iy) = u(x,y) + w(zx,y),
seja diferencidvel € necessdrio e suficiente que as funcoes u,v: G C R?> — R tenham derivadas

parciais continuas e satisfacam as Equagoes de Cauchy-Riemann:

Ju  Ov ou v

—=— e —=——.

or 0Oy oy ox
Exemplo 3.0.12: Em R, os exemplos de fungoes continuas nao diferencidveis em ponto algum
sao complicados. Para as fungoes complexas temos um exemplo simples. Se f: C — C €

dada por f(z) = |z|, entdo f ndo é diferencidvel em ponto algum de C. Com efeito, facamos

f=u+iv, onde u(x,y) = \/22 +y% ev(z,y) =0. Se (x,y) # (0,0), entao

T Y
Uy = —F———, Uy = ————.
/22 + 12 Y /22 + 42
Logo as Equagées de Cauchy-Remann ndao sao satisfeitas. Quando (z,y) = (0,0), temos
w = %, logo nao existe o limite quando h — 0.

3.1 Série de poténcias

Seja {z,} uma sequéncia em C. Dizemos que a série »_ z, converge em C se a sequéncia

{sn} das somas parciais, definida por

n
Sp = E Zis
=1

converge em C. A série Y z, converge absolutamente se > |z,| converge. E claro que se Y |z,|
converge, entao » | z, converge.

Seja {a,} uma sequéncia em C. Para a € C, a série

Z an(z —a)"

é a série de poténcias em torno de a.

Exemplo 3.1.1: Um exzemplo 1til € a série geométrica » z": Se 0 < |z| < 1, entao
—~ 1—-2
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Se |z| > 1, a série diverge. De fato, para |z| # 1, temos
1 __Zn+1

n
k
Sp = E 2=
" 1—=z
k=0
Quando n — oo o resultado seque. Agora, para |z| =1 € evidente.

Teorema 3.1.2: Dada uma série de poténcias Y . a,(z — a)", uma e somente uma das possibi-
lidades a sequir ocorre:

(a) A série converge apenas em a.

(b) A série converge em todo z € C.

(c¢) Existe r > 0 tal que a série converge em B,(a) e diverge se |z — a| > r. Mais ainda, a

convergéncia € uniforme em By(a), para todo s € (0,7). Nada pode ser dito, em geral, quando

|z —a|=r.

Observacao 3.1.3: O numero r é chamado de raio de convergéncia da série. FEscrevemos

r =0 para o caso do item (a), e r = oo para o item (b).

Teorema 3.1.4: Sejar > 0 o raio de convergéncia da série de poténcias »_ a,(z —a)"™. Entdo
a fungio f: B.(a) — C, definida por

() =3 an(z —a)",

¢ infinitamente diferencidvel em B,(a). Para cada k > 1, a k-ésima derivada de f, f®, estd

definida em B.(a) e é dada por

8 =3 a0 = 1)+ (0= K+ Dan(e — )"

n=k
Além disso, nla, = f™(a).
Demonstracao: Sem perda de generalidade, tomemos a = 0. E facil ver que r é o raio de
convergéncia da série Y n(n—1) -+ (n—k+1)a,(z —a)" . Basta provar que f é diferenciével

e sua derivada é f). Sejam z,w tais que |z, |w| < p com p < r. Para cada z fixo, facamos

0 n—1

o

v.(w) = g an g 2w,
n=1 7=0

Temos, da desigualdade triangular,

n—1

. E 21

=0
Logo, do Teste M de Weierstrass e do Teorema 2.4.27, ¢, é continua em B,(0) quando |z| < p.

< nla,|p" .

Se z # w, entao

) = Sl ) () < S () ML)

Z—Ww

Agora, se z = w, segue que
o0

0.(z) = Znanzn_l.

n=1
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Como ¢, é continua, temos

n=1
Portanto, f'(z) = ¢.(2). |
Exemplo 3.1.5: Consideremos a série Y z"/n' Para todo z € C, temos
|Z|n+l n]
— —||——>O quando n — o0.
(n+ 1)z

Logo a série > z"/n! converge, para todo z € C, pois converge absolutamente. Definimos a

funcao exponencial exp: C — C por

> 2

2" z
e =l
Xp gon 2

Tal fungao € analitica em C. Ademais, exp(C) = C\ {0} e, para z,w € C, (e*) = e,

zt+w w

=e*-e¥, ef =

e €. Se z=x+1iy € C, temos exp(x +iy) = e*(cos(y) + i sen(y)), onde cos
e sen sao as fungoes trigonométricas reais ji conhecidas. Fica claro que exp(z) = exp(z+2kmi),
para qualquer z € C e todo k € Z (dizemos que a fungdo exp € periddica de periodo 2mi). O

conjunto {z € C: 0 < a < Re(z) < b} € transformado no anel {z € C: e* < |2] < €°}.

Exemplo 3.1.6: Seja G C C\{0} aberto. Um ramo do logaritmo em G é uma fun¢do continua
A G — C em que eM?) = 2z, para todo 2 € G. Do Teorema 3.0.10, o ramo do logaritmo é
analitico e sua derivada é dada por z7'. Seja G = C\ R<g, onde R<y € o conjunto dos reais
ndo positivos. Para z € G escrevemos z = re?, com —m < 0 < w. Se A\(z) = log(r) + i, entdo

A € um ramo do logaritmo, chamado ramo principal e designado por log.

3.2 Integracao complexa

Sejam z,y: [a,b] — R diferenciaveis. O arco C' = {z(t) + wy(t): t € [a, 5]} é um arco
suave se for retificavel, ou seja, tem comprimento finito, e se 2’ e ¥’ s@o continuas e 2/(t) =
x'(t) +iy'(t) # 0, para todo t € [, 5]. O comprimento do arco C' é dado por

/Wdt/ t)|dt.

Um caminho C é uma cadeia continua de um nimero finito de arcos suaves. Um caminho C é
fechado se suas extremidades sao iguais. A regiao aberta limitada por um caminho fechado é

chamada de interior do caminho.

Definigcao 3.2.1: Uma regiao G é simplesmente conexa se, para qualquer caminho fechado C
contido em G, existe uma fungio f: By(0) — A, injetora e continua, tal que f(S) = C, onde

A € a uniao de C' com o seu interior e S a circunferéncia de raio 1 e centro em 0.

Definicao 3.2.2: Seja f: [a, 5] — C. Se Re f e Im f sao integrdveis, definimos

/j Fe)dt = /f Re f(t)dt “/j T £ (t)dt
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Teorema 3.2.3: Seja f: [, 5] — C continua. Entéo
B
[ st < (5 - yswp )

Definicao 3.2.4: Seja G C C aberto. Se C C G é um arco suave definido no intervalo |, f]

e f: G— C € continua, entao definimos a integral de f ao longo de C' como

B
/C f(2)dz = / F(CW)C (t)dt.

Com essa defini¢cao, temos a seguinte propriedade

/C f(2)dz| < Lswp F(CD)

No sentido tedrico, o proximo teorema nos diz que os valores de f(a), para a no interior de

onde L é o comprimento de C.

C, é determinado pelo valor de f nos pontos de C.

Teorema 3.2.5(Férmula Integral de Cauchy): Seja G C C aberto. Se f: G — C ¢€

analitica ao longo do caminho fechado C' e em seu interior, entao

f)= o [ 1)

21 Jo 2 —a

dz,

para todo a no interior de C.

Exemplo 3.2.6: Se f =1, entao, para um caminho fechado C' e a em seu interior,

1= 1 1
C2mi Joz—a

dz.

Definicao 3.2.7: Sejam G C C aberto e f: G — C continua. Uma primitiva de f é uma
func¢io analitica F: G — C tal que F'(z) = f(2), para todo z € G.

Vale uma versao complexa do Teorema Fundamental do Célculo:

Teorema 3.2.8: Seja f: G — C continua com primitiva F. Se C: [a, B] — G € wm caminho,

entao
/C f(2)dz = F(C(B)) — F(C(a)).

Observagao 3.2.9: A integral depende apenas dos extremos, e nao do caminho em Si.
Os dois seguintes teoremas serao utilizados varias vezes ao longo do texto sem referéncia

direta.

Teorema 3.2.10(de Cauchy-Goursat): Se C' é um caminho fechado e f € analitica, entdo

a integral ao longo de C' se anula.

Teorema 3.2.11(de Morera): Sejam G uma regigo em C e f: G — C continua. Se para
todo caminho fechado C': [a, ] = G tivermos [, f(z)dz =0, entdo [ ¢ analitica em G.

Teorema 3.2.12: Seja f: G — C analitica em G, onde G € simplesmente conexo. Entdo f

tem uma primitiva em G.
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Exemplo 3.2.13: Se G ¢é simplesmente conexo e f: G — C analitica em G e nao se anula em
G, entao existe uma fun¢ao analitica g: G — C tal que f(2) = exp g(2), para todo z € G. Mais
ainda, se a € G e e® = f(a), pode-se tomar g satisfazendo g(a) = b. Com efeito, a funcao f'/f
€ analitica em G porque f nao se anula, de modo que admite uma primitiva g,. A derivada da
funcgao f/(expogy) € identicamente nula, ou seja, f = expo(gy + ¢), para uma contante c. Por
fim, basta fazer g = g1 + ¢ + 2kmi, para um inteiro k apropriado, com g(a) = b.

O proximo teorema garante que para fungoes complexas também existe um desenvolvi-
mento em série de Taylor. Que qualquer funcao analitica ¢ infinitamente diferenciavel é uma

consequéncia direta dele.

Teorema 3.2.14(Série de Taylor): Sejam G uma regiago em C, f € H(G), a € G er >0
tal que B,(a) C G. Entdo

Zanz—a z € B.(a),

n=0

1))

n!

Corolério 3.2.15: Sejam f € H(G), a € G er > 0 tal que B,(a) C G. Entdo

myy f(w)
Jra) = 271 /C (w— a)”Jrldw7
onde C(t) = a+re”, t € [0,2n].

onde a, =

Corolario 3.2.16(Estimativa de Cauchy): Se f ¢ analitica em Bg(a) e existe M > 0 tal
que |f(2)| < M, para todo z € Bg(a), entdo
[f™(a)] <

R”'

Definicao 3.2.17: Um ponto a é uma singularidade isolada de uma funcao f se existe r > 0 tal
que f € analitica em B,(a)\ {a} e f ndo é analitica em a. O ponto a é chamado singularidade

removivel se ezistir uma func¢ao analitica g: B,(a) — C tal que g(z) = f(z) em B.(a) \ {a}.

Teorema 3.2.18(Série de Laurent): Seja a € C. Se f é uma fun¢do analitica no conjunto
A={2z€C:0<r < |z—a| <R}, entao, para z € A,
+oo
flz) = Z an(z—a)" = +ag(z—a)?+a_i(z—a) " +ag+a(z—a)+---, (22
onde, para cada n € 7,
1 f(w)
27 Jo (w — a)*t!

em que C' € uma circunferéncia de centro a e raio 1 € (r, R).

dw,

Ay —

O caso especial em que n = —1 em (22) resulta que

/f dw = 2mia_1.

Definicao 3.2.19: O coeficiente a_1 € chamado de residuo de f na singularidade isolada a.

Denotamos a_y por Res(f;a).
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Teorema 3.2.20(dos Residuos): Sejam zy, ..., z, 0s unicos pontos no interior de um cami-
nho C nos quais uma funcao f nao € analitica, isto €, f € analitica em C' e no seu interior

exceto em zq,...,z,. Entao
/ f(z)dz = 2mi(Res(f;21) + -+ - + Res(f; z,)).
c

Definicao 3.2.21: Quando a parte dos coeficientes de “indices negativos” de (z — a) em (22)
tem uma infinidade de termos nao nulos, dizemos que a é uma singularidade essencial de f.
Caso contrdrio, fazendo m = max{n € N: a_,, # 0}, dizemos que a é um polo de ordem m de

f. Sem =1 dizemos que a é um polo simples de f.

Observacao 3.2.22: Seja a um polo de ordem m de f. Entao
f(z)=a_m(z—a) ™"+ 4+a_1(z—a)” —|—Zanz—a

Assim, temos f(z) — oo quando z — a.

Definicao 3.2.23: Sejam f: G — C analitica e a € G tal que f(a) = 0. Dizemos que a

€ um zero de f de multiplicidade m > 1 se existir uma funcdo analitica g: G — C tal que
f(z) = (z—a)"g(z) e g(a) # 0.

Teorema 3.2.24: Seja a uma singularidade isolada de f: G — C. FEntdo a é um polo de
ordem m de f se, e somente se, no desenvolvimento da série de Laurent de f temos a_,, # 0,

e existem r > 0 e uma funcao p: G — C, dada por

o) = { (z=a)"f(2), z#a

A—m, Z=a,
analitica em B.(a). Mais ainda, vale que Res(f;a) = %E::l(;l') sem > 1¢e, sem = 1, entao

Res(f;a) = lim,,,(z — a) f(2).
O proximo resultado assegura que para duas fungoes analiticas f e g numa regiao G' serem

iguais é necessario e suficiente que o conjunto {z € G: f(z) = g(z)} tenha ponto de acumulagao.

Teorema 3.2.25: Sejam G uma regiao e f analitica em G. Sao equivalentes:
(a) f =0;
(b) Eziste a € G tal que f™(a) =0, para todo n > 0;
(¢)Z ={z€G: f(z) =0} tem ponto de acumulacao, ou seja, Z' # 0.
Demonstracao: E claro que (a) implica em (b) e em (c). Vejamos que (c) implica (b). Sejam
a € Z eR >0 tal que Bg(a) C G. Como a € Z' e f & continua, f(a) = 0. Por absurdo,
suponhamos que exista n > 1 tal que f(a) = f'(a) = --- = f@Y(a) =0e f™(a) # 0. A série
de poténcias de f em torno de a fica

Zak (z—a)®, z€ Bgla).

k=n
A série



define uma funcéo g, analitica em Bgr(a), tal que f(z) = (z—a)"g(z) e g(a) = a,, # 0. Podemos
tomar r € (0, R) tal que g(z) # 0 quando z € Bg(a), pois g é continua. Como a é ponto de
acumulacao de Z, existe b € B,(a) \ {a} tal que f(b) = 0. Disso, 0 = f(b) = (b —a)"g(b), e
logo g(b) = 0, o que é uma contradigao. Portanto, (b) decorre de (c).

Agora, provemos que (b) implica em (a). Seja A = {z € G: f™(a) = 0,¥n > 0}. Como
(b) vale, A nao é vazio. Como G é conexo, basta mostrar que A é aberto e fechado em G para
termos A = G e, consequentemente, f = 0. Sejam z € A e {z,} uma sequéncia em A tal que
2z — 2. Como cada f(™ & continua, temos f(z) = lim f(™(z,) = 0. Logo z € Ae A é
fechado. Sejam a € A e R > 0 tais que Br(a) C G. Entao

o0

f(z) = an(z —a)", =z € Bg(a),

n=0
onde a,n! = f™(a) = 0. Assim, f(z) = 0, para todo z € Bgr(a). Portanto, Br(a) C Ae A é
aberto. |

3.3 Espaco das funcoes analiticas

Teorema 3.3.1: Seja G um aberto em C. O conjunto das fungoes analiticas em G, H(G), €
fechado em C(G;C).

Demonstragao: Sejam { f,} uma sequéncia em H(G) que converge para f € C(G;C) e T um
tridngulo (que é um caminho fechado) no interior de uma bola aberta B C G. Como T é
compacto, {f,} converge uniformemente em 7', logo fT f = lim fT fn = 0. Pelo Teorema de

Morera, f ¢ analitica em G. [

Dessa forma, como H (G) é um subconjunto fechado do espago métrico completo (C(G; C), p),

segue o seguinte corolario.
Corolario 3.3.2: (H(G),p) é um espago métrico completo.

Teorema 3.3.3: Seja {f,} uma sequéncia em H(G) que converge para f € H(G), onde G C C
€ aberto. Entao fT(Lk) — %) para cada k> 1.
Demonstragao: Seja K C G um compacto qualquer tal que d(K;C\ G) > r > 0. Entao
existem a,...,a; € K tais que K C U{ZlBr(ai). E suficiente mostrar que a convergéncia é
uniforme em cada B, (a;).

Para a € G fixado, seja r > 0 tal que B,(a) C G. Como G é aberto, existe R > 0 tal que
Bg(a) C G. Usando a Férmula Integral de Cauchy e o Teorema 3.2.8, temos

| — —
196) - 100 = g [ F a0, e B
onde C(t) = a+ Re", t € [0,2x]. Fazendo M,, = sup{|f.(w) — f(w)|: |w —a| < R} e usando a
Estimativa de Cauchy, segue que
kE'M, R

[77G) = O] < e
(k

Claramente, M,, — 0 quando n — co. Logo fx ) f®) e a convergéncia ¢ uniforme em B, (a).

IN

z€D.

O que conclui a demonstragao. [ |
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Corolario 3.3.4: Seja {f,} uma sequéncia em H(G) tal que Y f.(2) converge uniformemente

em subconjuntos compactos para f(z). Entao

fO=) =) 1)
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4 Funcoes meromorfas

Nesta secao trataremos das fungoes meromorfas. Como foi dito na introdugao, a fungao
gama faz parte dessa classe de fungoes.
Lembremos que um polo de ordem m > 1 é uma singularidade isolada de uma funcao cuja

expansao em série de Laurent tem apenas m coeficientes com “indices negativos”.

Definicao 4.0.1: Uma funcao complexa f definida num aberto G que, exceto para polos, €
analitica em G, € dita fung¢dao meromorfa em G.

A seguinte observacao é necessaria para o proximo teorema.

Observagao 4.0.2: Suponhamos f analitica e a um zero de ordem m de f. Sabemos que para
alguma fungao g analitica, f(z) = (z—a)™g(z), com g(a) # 0. Entao f'(z) = m(z—a)™ 'g(z)+
(z—a)™g'(z). Logo

fE)_ m )

flz)  z—a  g(z)

Também, ¢'/g € analitica em uma vizinhanga de a desde que g(a) # 0.

Agora, se f tem um polo de ordem m em a, entao f(z) = (z —a) ™g(2), onde g € analitica
e g(a) # 0. Seque que
e m g
fz)  z—a g(2)

e g'/g € analitica em uma vizinhanga de a.

Teorema 4.0.3(Principio do Argumento): Seja [ meromorfa em G com polos py,...,Dm
€ 2€T08 21, ..., 2y, ambos contados de acordo com a multiplicidade, ou seja, cada p; com mul-
tiplicidade k;, 1 = 1,....,m, e cada z; com multiplicidade j;, 1 = 1,...,n. Seja C um caminho
fechado que nao passa por pi,...,Pm, 21, .-, 2n. Suponhamos os polos e os zeros de f dentro
de C. Entao
1 "(z
9 C‘;éz))dz:Z—P,

onde Z =j1+ - +jp e P=k +-+k,.
Demonstracao: Temos

f'(z) _ n Jn Ky K 9'(2)
f(2) 7z—zl+.“+z—zn_ L—p1+“.+2—17m1+9(2’>

onde ¢ é analitica em G e nao se anula. Logo ¢'/g é analitica, e sua integral no caminho fechado

Y

C é igual a zero. Segue da Formula Integral de Cauchy que

Lo =Sl e Tn e [ 5

=2mi(j1+ -+ g — (k1 4o+ k),

e o0 teorema estd demonstrado. [ |

Teorema 4.0.4(de Rouché): Sejam f e g funcoes meromorfas num aberto contendo Bg(a),

mas nao contendo zeros ou polos na circunferéncia C = {z € C: |z —a| = R}. Se Zy, Z, (resp.
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Py, P,) sao os nimeros de zeros (resp. polos) de f e g dentro de C' contados de acordo com a

multiplicidade e se

1F(2) + 9 <[f) +l9(2)], z€C, (23)
entao Zy — Py = Zy, — P,.
Demonstragao: De (23),
f(2) f(2)
‘g(z) +1| < o(2) +1, zeC.

Notemos que se f(z)/g(z) = h > 0, entao essa inequagao fica h + 1 < h + 1, uma contradicao.
Consequentemente, a fun¢ao meromorfa f/g aplica C' dentro de Q@ = C\ R>g. Se A é um ramo
do logaritmo em €, entdao A(f(2)/g(z)) esta bem definida e ¢ uma primitiva para (f/g)'(f/g)™"

(portanto é analitica) num aberto contendo C. Finalmente, segue do Principio do Argumento

(NN L[ f g
= ) () ~m L ia-m-aen

que

O teorema a seguir mostra o quao especiais sao as funcoes analiticas.

Teorema 4.0.5(de Hurwitz): Sejam G uma regiao e {f,} uma sequéncia em H(G) conver-
gindo para f. Se Br(a) C G e f(2) # 0 para z € C == {z € C: |2 — a| = R}, entdo existe um
N €N tal que f e f, tém o mesmo nimero de zeros em Bg(a), paran > N.
Demonstracao: Desde que f(z) # 0 quando |z — a| = R, § := inf{|f(2)|: z € C} > 0. Como
fn — fem C, existe N € N tal que: sen > N e z € C, entdo f,(2) #0 e

f(2) = fal2)] < 30 < [f(2)] < [f(2)] + [ ful2)]-

Portanto, o Teorema de Rouché garante que f e f,, tém o mesmo ntmero de zeros em Br(a).l

Corolario 4.0.6: Seja G uma regidgo. Se a sequéncia {f,} em H(G) converge para f e cada

fn nao se anula, entao f =0 ou f nao se anula.

4.1 Espaco das funcoes meromorfas

Sabemos que (Cy,d) é um espago métrico no qual a métrica d é dada por
d(z,2) =2z = {1+ A+ [Z)} 2 e d(z,00) = 2(1+ [2[*)72,
para z,z’ € C. Com isso, se z e 2’ sdo diferentes de zero, nao é dificil ver que d(z,2") =
d(z71, 271, e que d(z,00) = d(z7 !, 00).

Se uma sequéncia {z,} em C converge para z, entdo d(z,,z) — 0, ou seja, a sequéncia
{z,} em C,, converge para z. E facil ver que vale a reciproca, isto é, se d(z,,2) — 0, entdo
|zn — 2| = 0. Mais ainda, se |z,| — oo, entao {z,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em C,. Isso
decorre imediatamente das propriedades algébricas de sequéncias vistas no Teorema 2.3.28.

A fim de ficar mais didatico, denotaremos uma bola de centro a e raio s em C,, por B°(a).

Teorema 4.1.1: (a) Sea € C er > 0, entao existe s > 0 tal que B(a) C B,(a).
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(b) Se a € C e s >0, entdo existe r > 0 tal que B,(a) C B¥(a).
(¢) Dado s > 0, entdo existe um compacto K C C tal que Co, \ K C B°(00).
(d) Dado um compacto K C C, entao existe s > 0 tal que B°(00) C Coo \ K

Demonstracao: Os itens (a) e (b) seguem do fato de que, para uma sequéncia {z,} em C,
|2z, — 2| = 0 se, e somente se, d(z,,2) — 0. Para o item (c), basta tomar K = Cs \ Bj,(00).
Finalmente, se K é compacto, existe s > 0 tal que d(oco, K) = 2s, de modo que B:°(c0) C
Cw \ K, provando o item (d). |

Agora, sejam G uma regiao e f uma fun¢do meromorfa em G. Consideremos a fungao
f: G — C, tal que f(z) = oo, para todo polo z de f, e f(z) = f(z), caso contrario. Entdo
f ¢ uma funcdo continua. Seja M(G) o conjunto de todas as funcdes meromorfas em G. Logo
podemos considerar M (G) como subespago de (C(G;Cy), p).

Notemos que M (G) nao é um espago métrico completo com a métrica p. De fato, para cada
n € N, facamos f, = n. Entao {f,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em M (G), que obviamente

nao converge em M (G).

Observagao 4.1.2: Para uma funcao g € (C(G;Cy), p) definimos 1/g por

L (2) #0 ou g(2) # o0,
(G)e=¢ 50 -
9(12) = % 9(z) =0.

Assim, 1/g € (C(G;Cx),p). Também, se f, — f em (C(G;Cx),p), entio 1/f, — 1/f em
(C(G;Cx), ).

Definicao 4.1.3: Dizemos que uma familia S de fungoes definidas em G C C e contradominio

C ou Cy € equicontinua em G se, para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que

d(f(x), f(y)) <e,
quando |t —y| <, comz,y e Ge f €T

E claro que toda fungao de uma familia equicontinua ¢ uniformemente continua.
Um resultado muito importante em analise é o Teorema de Arzela-Ascoli. Sua demonstragao

pode ser encontrada em |11 2].

Teorema 4.1.4(de Arzela-Ascoli): Uma familia de fungoes S C (C(G; M), p), em que M €
C ou Cy, tem fecho compacto se, e somente se:

(a) € equicontinuo em G.

(b) Para cada x € G, o conjunto E(x) = {f(x) | f € S} tem fecho compacto em M.

Teorema 4.1.5: Se {f,} € uma sequéncia de fun¢oes meromorfas em G tal que f, — f em
(C(G;Cw), p), entiao f € M(G) ou f = oco. Se cada f, € analitica, entao f € H(G) ou f = co.
Demonstragao: Suponhamos que f(a) # oo para algum a € G e fagamos M = |f(a)| + 1.
O item (a) do Teorema 4.1.1 garante a existéncia de s > 0 tal que BX(f(a)) C Bu(f(a)).
Como f, — f, existe ng € N tal que p(f,(a), f(a)) < 35, n > ng. O conjunto {f, fi, fo,... } ¢
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compacto em (C(G;Cy), p), logo é equicontinuo pelo Teorema de Arzela-Ascoli. Disso, existe
r > 0 tal que |z —a| < r implica p(fu(2), fu(a)) < 3s. Aplicando a desigualdade triangular,
p(fa(2), f(a)) < s para |z —a| <7 en=mnp.

Da escolha de s, temos, para |z —a| < r e n > ng,

[fu(2)] < |fulz) = fla)| + |f(a)] < 2M.

Dai, quando |z —a| <7 e n > ng, temos

D 2R = () 2
P ) = e Sy 2 T ald) — S0

Como, para cada z € B,.(a), p(fu(2), f(2)) — 0 uniformemente, segue que |f,(z) — f(2)| = 0

uniformemente, para todo z € B,(a). Ora, a sequéncia {f,} ¢ limitada em B,(a), de modo que
fn nao tem polos e é analitica em uma vizinhanca de z = a, para n > ny. Logo f é analitica
numa bola fechada de centro a, pois o espago das fung¢oes analiticas é completo.

Agora, suponhamos que existe a € G com f(a) = oco. Devemos ter cada fungao 1/f,
meromorfa em G. Do que fizemos, existe r > 0 e ny € N tais que 1/f e 1/f, sdo analiticas
em B,(a), para n > ng (tais funcdes se anulam em a por definicio); e 1/f, — 1/f em B,(a).
Do Teorema de Hurwitz, 1/f =0 ou 1/f tem zeros isolados em B,.(a). Logo, se f # oo, entao
1/f #0 e f deve ser meromorfa em B,(a). Dessa forma, f ¢ meromorfa em G se f # oc.

Por fim, se cada f, é analitica, entao 1/f, nao tem zeros em B,(a). Do Corolario 4.0.6,
tem-se 1/f = 0 ou 1/f nao se anula. Se f(a) = oo, ent@o 1/f tem pelo menos um zero, e assim

f = o0 em B,(a). Da primeira parte da demonstragao f = oo ou f é analitica. |
Corolario 4.1.6: (M(G) U {cc}, p) € um espago métrico completo.

Coroléario 4.1.7: H(G) U {oo} € fechado em (C(G;Cw), p).
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5 Produtos infinitos e fatores elementares

Sejam {a,} uma sequéncia em G tal que o conjunto {aj,as, ...} ndo tem ponto de acu-
mulagao em G e {m,} uma sequéncia em N. Serd que existe uma fungao f analitica em G
tal que os tinicos zeros de f sao os pontos a, com multiplicidade dos zero em a,, igual a m,,?
Notemos que para ay,...,ag, uma opcao ¢ f(z) = (z —ay)™ --- (2 — ax)™. Nosso objetivo
nesta se¢ao é o caso em que ha infinitos elementos na sequéncia {a,}, o que nos leva a estudar
a convergéncia de produtos infinitos de niimeros e fungoes. As fungoes que estamos procurando

foram introduzidas por Weierstrass .

Defini¢ao 5.0.1: Seja {z,} uma sequéncia em C tal que o limite z == lim,_,oc [ [} _, 21 existe.

Dizemos que z € o produto infinito dos niumeros z, e denotamos isso por

o0
z = H Zn-
n=1
Nao ha o que fazer se um termo no produto infinito for o nimero 0. Suponhamos z, # 0,
para todon € N, e que 0 # z = [[2

. n
o~ Zn exista. Fazendo, para cada n € N, p, = [[,_; z,

temos py,/pPn_1 = zp. Como z # 0 e p, — z, temos lim,,_,, 2z, = 1. Agora, se z, = a para todo

ne0<|a| <1,entao [[)7, 2z, =0, apesar de lim,, o 2z, = a # 0.

Exemplo 5.0.2: Sejam G um aberto e {f,} uma sequéncia em H(G) tal que a funcdo f,
definida por f(z) =12, fu(2), € analitica em G. Entdo

PACN | KIS (24)

n#k
converge para f'(z). Além disso, se f Z0 e K C G € um compacto tal que f(z) # 0, para cada
z € K, entao

"o o "
e a convergéncia € uniforme em K. De fato, a sequéncia g, = [[i_, fx converge para f, e
o Teorema 3.3.5 garante que g, converge para f'. Usando a regra do produto para derivadas,

temos

9.(2) = fi(2) [ [ fo(2) + f1(2) <H fk(z))
k=2 k=2

= ([ AE) + B ] )+ + fu) T f1(2)

k#1 kA2 k#n

=> fi) [ f+(2).

j=1 k]
Fazendo n — oo obtemos (24). Para a sequnda parte, notemos que

n

)= 3 1@ LA =3 200 = 25

Jj=1 k#j J

e o resultado seque.
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Teorema 5.0.3: Seja {z,} tal que Re z, > 0, para todo n € N. Entao [[)_, z, converge para
um numero diferente de zero se, e somente se, a série y_ log z, converge (log € o ramo principal
do logaritmo).

Demonstracgao: Sejam p, = 21 - z,, z = re?, com —7 < 0 < 7, e {(p,) = log |p,| + i0,, com

0 —7m <0, <0+m Fazendo s, =logz + --- + log z,, temos

exp s, = exp(logz;) - - - exp(log z,) = pn,
de modo que s, = {(p,) + 2wik, para algum inteiro k.

Suponhamos que p, — z. Entédo s, —s,_1 = log z, — 0, pois z, — 1, e £(p,) —€(pp_1) — 0.
Logo k, — k,_1 — 0 quando n — oo. Como cada k,, € Z, existe ng € N tal que k,, = k, = k,
para m,n > ng. Entao s, — €(z) + 2wik, ou seja, Y _ log z, deve convergir.

Reciprocamente, suponhamos que > log z, converge para s, isto ¢, s, = > ,_, log z — s.

Entao exp s, — exps, pois exp é continua. Mas exps, = p, €, portanto, H Zn converge

n=1

para z = exp s # 0. [ |
Exemplo 5.0.4: Calculando as derivadas de log temos
(=1)" ' (n —1)!

1 1 2
log/(z) = ;7 log"(z) = _;7 1Og///( ) - 37 ct log(n)('z) = on

Assim, podemos escrever log(1l + z) por sua série de poténcias em torno de z =0 como

log(1+2) = Z (=" (n = 1)!2'" = Z ﬂz”

|
n=1 n n=1 n
Com isso, se |z| <1, entdo
log(1+ z) 1 1, 1 5 ||
= Sl U ¥ < = =
2 2737t s gEF ) = 5Ty
Se |z| < 3, seque que
sl2l < log(1 + 2)| < 52 (26)

Teorema 5.0.5: Seja {z,} tal que Re z, > —1, para todon € N. Entao > log(1+z,) converge
absolutamente se, e somente se, a série Y z, converge absolutamente.
Demonstracao: Se ) |log(1+ z,)| converge, entao | log(1+ z,)| — 0, implicando em |z,| — 0.
Logo |z,| < 3, para n suficientemente grande. De (26) conclui-se que Y |z,| converge.

Agora, se Y |z,| converge, entdo |z,| — 0, e segue que |z,| < %, para n suficientemente

grande. Novamente, da Inequagao (26) vé-se que > |log(1 + z,)| é dominada por uma série

convergente e deve convergir. |
Observagao 5.0.6: Se z, = —1 para todo n, entao o produto infinito [[ -, z, nao converge,
mas [[.2, |zn] = 1. Isso indica que a defini¢ao de convergéncia absoluta do produto infinito

nao deve ser andloga a de séries.

Definigao 5.0.7: Seja {z,} tal que Re z, > 0, para todo n € N. O produto infinito []°

dito absolutamente convergente quando a série Y log(z,) converge absolutamente.

n=14n €

Observacao 5.0.8: A convergéncia absoluta do produto infinito implica na convergéncia do
produto infinito. De fato, se [[ _, zn converge absolutamente, entio Y |log(z,)| converge, o

que implica que > log(z,) converge. Portanto, [[°_, zn converge.

n=1
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Teorema 5.0.9: Seja {z,} tal que Rez, > 0, para todo n € N. O produto infinito [],_, zn
converge absolutamente se,e somente se, a série Y (z, — 1) converge absolutamente.
Demonstragao: Segue diretamente dos Teoremas 5.0.3 e 5.0.5. [

Lema 5.0.10: Seja X um conjunto ndao vazio. Seja f: X — C uma fun¢ao e {f,} uma
sequéncia de fungoes compleras definidas em X tal que, para cada x € X, {f.(z)} converge
uniformemente para f(x). Se ezistir uma constante o tal que Re f(x) < «, para todo x € X,
entio exp fn(x) — exp f(x) uniformemente para cada x € X.

Demonstracao: Dado € > 0, pela continuidade da funcao exponencial em z = 0, existe 6 > 0

(67

tal que |e* — 1| < ee™®, quando |z| < §. Da convergéncia uniforme, podemos tomar ng € N tal

que |fn(x) — f(z)| < 6, para todo z € X e n > ng. Logo
SIE) _exp f(a)] < explfle) — (@) — 1" < 2o ==

exp f(z)
para todo x € X e n > ny. [ |

|exp fu(x) —exp f(x)| = —1

Lema 5.0.11: Sejam (X, d) um espago métrico compacto e {g,} uma sequéncia de fungoes em
C(X;C) tal que, para cada x € X, Y gn(x) converge absolutamente e uniformemente. Entao o

produto

o0

f(2) = [+ gula))

n=1

converge absolutamente e uniformemente, para cada v € X. Mais ainda, existe ng € N tal que
f(z) =0 se, e somente se, g,(x) = —1 para algum n € {1,...,ng}.

Demonstragao: Como Y g,(x) converge absolutamente e uniformemente para cada z € X,
existe ng € N tal que |g,(z)| < 3, para todo z € X e n > ng. Assim, Re(1 + g,(z)) > 0 ¢ pela
Inequagao (26), |log(1 + gn(2))| < 2|gn(z)|, com x € X e n > ngy. Entao

hz) = log(l+ ga(z))

converge uniformemente, para cada x € X. Logo h é continua e, como X é compacto, h é

limitada. Em particular, existe « real tal que Re h(z) < «a para todo x € X. Fazendo

hi(z) = Y log(1+ gu(x))

n=ng+1

e aplicando o Lema 5.0.10, obtemos exp hy — exp h(z). Mas
k

exphe(e) = ] L+ gala)),

n=ng+1

e isso implica que
[e.@]

exph(e)= ] (1+ga(2))

n=ngo+1

converge uniformemente, para cada x € X. Por fim,

f@) =1+ g1(@)) - (14 gno(2)) exp h(z)
e exp h(x) # 0, para todo x € X. Entao, f(z) = 0 se, e somente se, g,(r) = —1 para algum
ned{l,...,ng}. [
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Teorema 5.0.12: Sejam G uma regiao e { f,,} uma sequéncia em H(G) tal que f,, Z 0 para todo
n € N. Se > (fu(z) — 1) converge absolutamente e uniformemente em subconjuntos compactos
de G, entao a fungao f, dada por f(z) = [[,_, fu(2), € analitica em G. Se a é um zero de
f, entao a é um zero de um nimero finito de funcoes f, e a multiplicidade de a é a soma das
multiplicidades dos zeros das fungoes f, em a.

Demonstracgao: Da convergéncia absoluta e uniforme de » (f,(z) — 1) em subconjuntos com-
pactos de G e do Lema 5.0.11, temos a convergéncia uniforme e absoluta de [[°, fu(2) = f(2)
em subconjuntos compactos de G. Segue que a func¢ao f estd em H(G). Agora, se f(a) = 0,
seja r > 0 tal que B,(a) C G (a bola fechada é compacta em G). O resultado segue do Lema
5.0.11, que afirma a existéncia de n tal que f(z) = fi(2) - fn(2)g(2), e a funcdo g nao se anula
em B,(a). |

5.1 Teorema da Fatoracao de Weierstrass

Seja {a,} uma sequéncia em uma regiao G tal que o conjunto {as, as, ...} nao tem ponto
de acumula¢do em G (mas um ponto da sequéncia pode aparecer um numero finito de vezes
nela). Suponhamos que existam fungoes analiticas g, que nao se anulam em G, tais que f,,
dada por f,(z) = (2 — an)gn(2), satisfaca as hipoteses do Teorema 5.0.12. Entao a fungao f,
dada por

[e.9]

f(z) = H(Z - an)gn(z>a

n=1

¢ analitica e tem seus zeros apenas nos pontos z = a,. Se G for simplesmente conexo, a maneira
de escolher g, é escrevendo g,, = exp h,,, para alguma funcao analitica h,,. Dessa forma podemos

garantir que g,(z) # 0 para todo z € G.

Definigcao 5.1.1: Um fator elementar é uma fungio E,(z), p=0,1,..., que satisfaz:

(D) Eo(z) =1-2 )

(i) Ep(z):(1—z)exp(z+%+~-+%), p> 1

Sejam G aberto e a € G. Notemos que a # 0 é o tnico zero de E,(z/a) e, nesse caso, a
¢ zero simples. Também, se b € C\ G, entao E, (ZT_Z) tem um zero simples em z = a e é
analitico em (. Tais funcoes serao usadas para criar funcoes analiticas com zeros determinados

de multiplicidades determinadas.

Lema 5.1.2: Se |z| <1 ep>0, entao |1 — E,(2)| < |z[P™.

Demonstracgao: Para p = 0 é 6ébvio! Suponhamos p > 1. Para p fixo, seja
E,(z) =1+ Z apz®
k=1

sua expansao em série de poténcias em torno de z = 0. Derivando, obtemos
2 P

E]/Q(z) = ;k‘akzk—l = —2Pexp (z-|— % R ;) ‘
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Comparando as duas expressoes (em 2P) temos que
ay=---=a, =0,

e para todo k > p+1, a, < 0, pois os coeficientes na expansao da fun¢ao exponencial sao todos

maiores do que zero. Assim, |ax| = —ak, para todo k > p+ 1. Logo
0=F —1+Zak = Z |CLk| Zakzl
k=p+1 k=p+1

Portanto, para |z| < 1,

[e.e]
|Ey(2) — 1] = Z ap?®| = |z|PT! Z apz" P!
k=p+1 k=p+1
< |2+ Z Jar| = |2+
k=p+1

Teorema 5.1.3: Seja {a,} uma sequéncia em C tal que lim,,_, |a,| = o0 e a, # 0, para todo

n € N. Se {p,} € qualquer sequéncia de inteiros tais que, para todo r > 0, a série

n=1

> ya
:HE(—)

€ uma fung¢ao inteira com zeros apenas nos pontos a,. Se zo aparece exatamente m vezes na

converge, entao a func¢ao f, dada por

sequéncia {a,}, entao f tem um zero em z = zy de multiplicidade m. Mais ainda, se p,+1 =n,
a série em (27) converge.

Demonstragao: Se existir uma sequéncia {p,} tal que (27) convirja, entdao, do Lema 5.1.2,

pn+1 P+l
e (o) < (1)
a, |ay,|

quando |z| < rer < |a,|. Como lim, , |a,| = oo, para cada r > 0 existe N, = N tal que

z

Qn

<

|a,| > r, sempre que n > N. Entao, dado r > 0, a série > |1 — E, (2/a,)| ¢ dominada pela
série convergente de (27) em B,.(0). Assim, a série >_ |1 — E,, (z/a,)| converge absolutamente
e define uma fungao em H(C). Pelo Teorema 5.0.12, [~ E,.(z/a,) converge e define uma
funcao em H(C).

A sequéncia de inteiros {p,} sempre pode ser encontrada para que (27) convirja, para todo
r > 0. De fato, para cada r > 0 deve existir N € N tal que 2r < |a,|, para todo n > N, pois

an,| = oo quando n — oco. Como a série 2" converge, a série (27) deve convergir. |
n )

Teorema 5.1.4(da Fatoragao de Weierstrass): Sejam f € H(C) e {a,} a sequéncia dos
zeros nao nulos de f repetidos de acordo com a multiplicidade. Suponha que f tenha um zero
em z =0 de ordem m >0 (se m =0, f(0) #0). Entao existem g € H(C) e uma sequéncia de
inteiros {p,} tais que

e T =
f(z)=2zme? HEPn (an).
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Demonstracgao: O Teorema 3.2.25 garante que os zeros {a, } de f sao isolados e lim,, o |a,| =

00. Do Teorema 5.1.3, podemos escolher uma sequéncia de inteiros {p,} tais que

h(z) = sz[lE (i)

define uma funcao h com os mesmos zeros de f com as mesmas multiplicidades. Assim,
f(2)/h(z) tem singularidades removiveis em z = 0, ay, as, .... Dessa forma, f/h é uma funcao
inteira que nao se anula. Como C é simplesmente conexo, existe uma funcao inteira g tal que
f(2) = 9@ n(z) (ver Exemplo 3.2.13). |

5.2 Funcao analitica determinada por sequéncias

O seguinte teorema d& uma resposta positiva para o problema proposto no inicio desta

secao.

Teorema 5.2.1: Sejam G uma regido e {a;} uma sequéncia de pontos distintos em G tal que
o conjunto {ay,as,...} ndao tem ponto de acumulagcao em G. Seja {m;} uma sequéncia de
inteiros. Entao existe f € H(G) cujos zeros sao apenas os pontos aj. Mais ainda, a; € um zero
de f de multiplicidade m;.

Demonstracao: Mostremos inicialmente que é suficiente provar para o caso em que existe

R > 0 tal que
{zeC:|z2| >R} CG e |aj|<R, jeN (28)
Em outros termos, mostremos que existe f € H(G) com a;, j = 1,2,..., como zeros e mj,
Jj =1,2,..., arespectiva multiplicidade do zero z = a; e tal que tem a seguinte propriedade
|Zl|ignoof(z) =1. (29)

De fato, suponhamos que seja possivel encontrar [ satisfazendo (28). Seja G; C C um aberto
qualquer com {a;} e {m;} como na hipétese do teorema. Se B,(a) estd contido em G com
a; ¢ B,(a) para todo j (pode-se ter |a; —a| = r), consideremos a fungao meromorfa 7" definida
por T(z) = (z —a)~'. Seja G = T(G1) e notemos que G satisfaz (28), onde a; = T(a;) =
(aj —a)™'. Se existir f € H(G) com apenas zeros em cada a; de multiplicidade m;, e tal
que f satisfaz (29), entao a funcdo g, dada por g(z) = f(T'(z)), é analitica em G; \ {a} com
singularidade removivel em z = a. Ainda, g tem zeros em cada o; com multiplicidade m;.

Com isso, assumimos que G satisfaz (28). Ora, por (28), nao podemos ter G = C, a menos
que a sequéncia {a;} tenha um nuimero finito de pontos (nesse caso, o teorema ¢é claramente
satisfeito). Entdo suponhamos que a sequéncia {a;} tenha um nimero infinito de pontos. Como
laj| < R, para todo j, e {a;} ndo tem subsequéncia que converge em G, entdo (C\ G) #0 e é
compacto. Além disso, as subsequéncias de {a;} devem convergir para pontos de C \ G, pois
Br(a) é compacta.

Sendo assim, seja {2, } uma sequéncia cujos termos sao os a;’s, mas cada a; aparece m; vezes

na sequéncia {z,}. Logo, para cada n € N, existe w,, € C\ G tal que |w,, — z,| = d(2,,C\ G).
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Entao lim,, . |2, — w,| = 0. Consideremos as fungdes

Zp — Wy
E, ;
Z — Wy

as quais tém um zero simples em z = z,. Provemos que o produto infinito dessas funcoes

converge em H(G). Para isso, seja K C G compacto. Assim, d(C\G, K) > 0. Pela propriedade
do infimo, temos, para todo z € K,

|2n — Wy |2n — Wy
~ d(K,w,) ~ d(K,C\G)
Segue que, para todo 0 € (0, 1), existe N € N tal que |z, — w,|/|z — w,| < J, para qualquer
z € K etodon > N. Do Lema 5.1.2, temos

E, (Z”_w”) 1
2 — W,

> [en(2o) -

n=1

Zp — Wp

Z— Wy

<ot e K, n>N. (30)

Assim, a série

converge uniformemente e absolutamente em K e, do Teorema 5.0.12, a funcao f, dada por

=T (222,

n=1

¢ analitica em G. Também pelo Teorema 5.0.12, {a;} e {m;} sdo como queremos (porque a;
aparece m; vezes na sequéncia {z,}).
Para mostrar que lim|;|_,o f(2) = 1, sejam € > 0 qualquer e R; > R. Se |z| > Ry, entao

2R

< Y
Z =Wy | Rl —R
porque |z,| < Rew, € C\ G C Bg(0). Dai, escolnendo R; > R tal que 2R < §(R; — R), para
algum 0 € (0,1), a Inequagao (30) vale quando |z| > R, para todo n € N. Em particular,

Zp — Wp

Re E, (Zn — wn) >0, |z|> Ry, neN.
Logo
= Zp — W
1| = log B, [ =% ) ) — 1. 31
1) -1] xp<z os (Z_wn)) (31)
Das Inequagoes (26) e (30) temos, quando |z| > Ry,
= Zp — W = Zp — W
log B, [ = 2 < log B, [ = =
bt ()| < X et (252
< fﬁ B, (=) 1
T2 "\ 2z —w,
— 3 362
< —t =
<23 2(1—9)
n=1
Restringindo ¢ de modo que |e¢¥ — 1| < ¢, onde
o] < 362
w —
2(1—9)
a Equacao (31) implica |f(2) — 1| < &, quando |z| > R;. Ou seja, lim.|o0 f(2) = 1. |
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Corolario 5.2.2: Sejam G um aberto e f € M(G). Entao existem fungoes g,h € H(G) tais
que f = g/h.
Demonstracao: Sejam {a;} os polos de f e m; a ordem do polo a;. Do Teorema 5.2.1, existe

h € H(G) com apenas zeros de multiplicidade m; em cada z = a;. Entdo hf tem singularidades

removiveis em cada a;. Segue que g = hf ¢ analitica em G. |
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6 A funcao gama

Enfim, alcancamos a parte principal do trabalho. Nosso objetivo é definir a fun¢ao gama e
expor algumas de suas propriedades aplicando a teoria vista nas segoes anteriores.
Antes de definirmos a fun¢ao gama, notemos que o Teorema 5.1.3 garante que o produto

infinito [[(14-2/n)e~*/™ converge em H(C) para uma funcio inteira somente com zeros (simples)

apenas em z = —1,—2, ... (basta considerar a, = —n e p, = 1, para todo n € N). Assim,
i AN
1+2) e 32
II (1+2 (32)

converge em subconjuntos compactos de C\ {—1,—2, ...} para uma fungao com polos simples

emz=-—1,—-2,....

Definicao 6.0.1: A func¢do gama, denotada por I', € a funcao meromorfa em C, com polos
simples em 0, —1, —2, ..., definida por
e ®

- 10 2)

n—=

onde 7, chamada constante de Euler, € escolhida de modo que I'(1) = 1.
Vejamos que tal constante v existe. Com efeito, da escolha de v, devemos ter

1=T(1)=¢" ﬁ (1 + %)_1 en. (33)

n=1

Fazendo ¢ := [](1 4+ 1/n)~'e!/" entdo v = logec. Logo

v = log (ﬁ (H%)lei) :ilog ((1—1—%)1@31)

n=1

(1 1 1
:Z(——log(n+1)—|—logn) = lim <1—|——+---+——log(n+1))
n n—00 2 n

n=1

1 1 n
— ki T | log [
lim [( +2+ —{—n og(n)) + log <n+1>}

1 1
= lim <1—i———|—~~-+——log(n)),
n

n—00 2
onde usamos o fato de que limlog(n/(n+ 1)) = 0.
A formula a seguir, obtida por Gauss, permite que expressemos a funcao gama de outra

forma.

Teorema 6.0.2(Férmula de Gauss): Para z #0,—1,..., vale

z

, nln
L(z) :nh—{go 2(z+1)---(2+n)
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Demonstragao: Temos
e *

. - 2\l . e * m ke
[(=) = JL%H<”E) et | ey

% nen
n—00 z+1 z+2) (z+n)

I e o I
= lim exp | z — 4+ = .
n—oo z(z+ 1)+ (z2+n) P 2 n

Como 1 = n*e?18" temos

1 1 1 1
e Pexplz|1l+=+ -+ = =nfe e Pl nexp (2 (1 4=+ +—
2 n 2 n
1 1
=nfexp| 2 —7+1+§+---+——10gn :
n

O resultado segue tomando o limite quando n — co nessa ultima igualdade. |

Teorema 6.0.3(Equacgao Funcional): Para z #0,—1,..., vale I'(z + 1) = 2I'(2).

Demonstragao: Usando a Féormula de Gauss, temos

T(z+1) = li i
z+1)= lm
( ) n—oo (z+1)(z4+2)--- (2 +n+1)

i nln? n

=z lim

n—oo z(z4+1)---(2+n)(z+n+1)
Como n/(z+n+ 1) — 1 quando n — oo, temos a assergao do teorema. [
6.1 Extensao do fatorial

Aplicando a Equagao Funcional em z +n, paran € Ne z # 0, —1,.. ., temos
I'(z+n)=2(z24+1)---(2+n—-1)I'(2). (34)

Para z =1, vale
'n+1)=1-2-3---nI'(1) = nl.
Vemos, entdo, que a fungdo gama é analitica no semiplano positivo {z € C: Rez > 0}, e

concorda com o fatorial em N. Isso justifica considerarmos a funcao gama como extensao do

fatorial para o plano complexo da seguinte forma:

Definicao 6.1.1: Para z #+ —1,-2, ..., designamos
2l=T(z+1).
Do Teorema 3.2.24, os residuos da fungao gama sao dados por
Res(I'; —n) = Zl_i)r{ln(z +n)l'(z), n=0,1,2,....
Aplicando a Equagao (34) em (z +n + 1), obtemos

I'(z+n+1)
20z24+1) - (z4+n+1)

(z+n)(2) =

Logo, fazendo z — —n, segue que
(=n"

Res(I'; —n) = o

. n=0,1,2,.... (35)
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6.2 Teorema de Bohr-Mollerup

Podemos calcular I"/I" utilizando o Exemplo 5.0.2. Assim, temos

oty (0007 ) o pag) e g0y

2e7?I(2) = (1+ %)_1 er — (1+ %)_1 en
- 1 A - -n 1
=> (—= (1 + —) +-) = =
=\ n n n ~\nn+z) n
N ‘= n(n+z)

Também podemos calcular usando a regra do produto. Assim,
(2e7°T(2))  zye* 4+ e7*  zye??IV(2)

ze?T(z)  zer® ze7?I(2)
o 1 N I'(z2)
- I'(z)"
Segue que, para z # 0,—1,...,
I(2) JR— z
=—y—- — 36
I'(2) 7 z+;n(n+z)’ (36)
e a convergéncia ¢ uniforme em todo compacto de C \ {0,—1,...}. Do Coroléario 3.3.4, para

calcular a derivada de I'"/T" basta derivar termo por termo a Equagao (36). Logo,

(7) =5+ X )

n=1

O Teorema 2.6.11 nos diz que uma funcao f diferenciavel é convexa se, e somente se, [’ é
crescente. Agora, notemos que I'(z) > 0, para © € Ry, logo logI'(z) estd bem definido, de

modo que

(o8 (@) = 13-

De (37), temos (logI'(x))’ > 0, para todo € R.o. Decorre do Teorema 2.6.11 que a funcao

gama é logaritmicamente convexa em R.q, isto é, logol' é convexa em R.y. O teorema a
seguir mostra que a fungao gama é a tnica em R.g que é logaritmicamente convexa, satisfaz
a Equacao Funcional em R.q e que aplica 1 no 1. Antes de enuncia-lo, lembremos que uma
fungao f definida em [a, b] ¢ convexa se, para quaisquer 1, x2 € [a,b] e todo t € [0, 1], satisfaz
fltog + (1 —t)xy) <tf(a) + (1 —1)f(21).

Teorema 6.2.1(de Bohr-Mollerup): Seja f: R.g — Ry com as sequintes propriedades:
(a)logof é uma fungio convera;

(b) flx+1) = xf(x), para todo x € R-y;

(¢) f(1) =1.

Entao f(x) =T'(x), para todo xz € R.

Demonstracao: E facil ver que f(z+n) =x(zx+1)--- (z +n — 1)f(z), para qualquer n € N.
Para cada y € R, existem = € (0,1] e n € N tais que y = = + n. Dessa forma, basta mostrar

que f(x) = I'(z), quando = € (0,1]. Sejam x € (0,1] ¢ n € N maior do que dois. Temos
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n—1l<n<n+4+xz<n-+1 Como logof é convexa,

log f(n) < (log f(n + ) —log f(n — 1)) +log f(n —1).

(x+1)
Isso nos da

log f(n) —log f(n —1) < log f(n + x; —log f(n)
e também

log f(n + x;,); —logf(n) _ log f(n + 1) — log f(n).

Notemos que f(m) = (m — 1)!, com m € N. Entao

< log f(n + ) —log f(n)
- x

log(n — 1)! —log(n — 2)!

<logn!—log(n —1)!,
e logo
zlog(n — 1) <log f(n+ z) — log(n — 1)! < zlogn.
Segue que
log((n — 1)*(n —1)!) <log f(n+ x) < log(n®(n — 1)!),
e aplicando a fungao exponencial (que ¢ crescente), encontramos
(n—1%n-1!<f(n+z)<n®(n—1)L

Usando o fato de que f(x +n) =xz(z+1)---(x +n — 1) f(z), concluimos que

(n—1)*(n—1)! n®(n —1)! nen! T +n
< flz) < = :
z(z+1)---(x+n—1) zx+1)---(x+n—-1) z(@+1)---(z+n) n
A Formula de Gauss garante que existe o limite
—1D%(n — 1)!
lim (n—1)%(n—1)! ,
n—>oogj(1‘—|—1>...(x_|_n_1>
e que ¢ igual a I'(x). Como (z 4+ n)/n — 1 quando n — oo, temos f(x) = I'(x), para todo

z € (0,1]. u

6.3 Expressao integral

Toda discussao feita a seguir tem o objetivo de demonstrar que se Re z > 0, entao

oo
['(z) :/ e 't*tdt.
0
Para fazer isso, basta mostrar que essa integral define uma fungao analitica em G = {z €
C: Rez > 0} que coincide com a funcao gama em [1,00). Pois sabemos que: para duas
fungoes analiticas f e g numa regiao G serem iguais é necessario e suficiente que o conjunto

{z € G: f(z) = g(2)} tenha ponto de acumulagao (ver Teorema 3.2.25).

Lema 6.3.1: Seja S ={2€ C:0<a<Rez< A}, ondea, A€R.
(a) Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo z € S,

B
/ e_ttz_ldt‘ <e, O<a<pB<bé.
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(b) Dado € > 0, existe k > 0 tal que, para todo z € S,
B
/ ettt

Demonstragao: (a) Temos Rez—1>a—1,z¢€ S. Para0 <t <1, vale tfe*~1 < ¢9=1 Como

<eg kK<a<p.

et <1, entao
’eitt’z*l’ S ‘t271| — tR6271 S tafl.
Logo, se 0 < a < 3 < 1, segue que

8 8 o o a
/ e_ttz_ldt' g/ potg = 2 g
o o a

O resultado é verificado observando que para qualquer € > 0 dado, existe § € (0, 1) tal que, se
| — a, entdo (8 —a®)/a < e.

(b)Se z € Set>1,entdo [*7 < t47L. Desde que t*~1e™/? converge para 0 quando t — 0o
e define uma funcdo continua em [1, 00), existe ¢ € R tal que t*~'e™/2 < ¢, para todo ¢t > 1.

Assim, para z € S et > 1, temos
|€—ttz—1| S Ce_t/2.

Se 1 < a < 3, entao

B B
/ G_ttz_ldt‘ < C/ 6—t/2dt _ 20(6—04/2 . 6_5/2).

Ora, para qualquer ¢ > 0, existe x > 1 tal que 2c|e™/? — ¢7#/2| < ¢, quando a,3 > K, e 0

resultado segue. |

Observacao 6.3.2: Em posse do Teorema 2.6.14, observamos que se G C C é aberto e
h: [a,b] x G — C € continua, entio a funcio p: G — C, dada por p(z) = f: h(t,z)dt, é
continua. Se, para cada (t,z) € [a,b] X G, existir o limite

dh h(t,w) — h(t, z)

E(t'g):&gnm w—z

) _ dh .
e for continua a funcao —, entao devemos ter

dz
> dh
/
¢'(2) —/a = (t, z)dt.

Teorema 6.3.3: Seja G = {z € C: Rez > 0}. Para cada n € N, seja f,: G — C dada por
fu(z) = ff}n e 't*"1dt. Entao f, € analitica em G, para cada n € N, e a sequéncia {f,} €
convergente em H(G).

Demonstragao: Considerando h(t,z) = e 't*~! onde (t,2) € [%,n] x GG, n € N, a observacao
acima garante que cada f, é analitica. Se K C G é compacto, existem a, A € Ry, tais que
K Cc{ze€C:a<Rez< A}. Param > n, vale

1

fm(2) = fu(2) = /1n e "7t —i—/ e 't

Dos Lemas 6.3.1 e 2.5.8, a sequéncia {f,} é de Cauchy, de modo que {f,,} converge no espago
métrico completo H(G). |
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Lema 6.3.4: (a){(1+ z/n)"} converge para e* em H(C).

(b) (1 —t/n)* < e ', quando t >0 e para todo n > t.
Demonstragao: (a) Seja K C C compacto. Entao existe n € N tal que K C Bz(0). Do Lema

5.0.10, é suficiente mostrar que quando n — oo tem-se nlog(l + z/n) — z uniformemente

em K. Lembremos que log(l + w) = > %(w)k, para w € B;(0). Para qualquer z € K,
devemos ter
| <1+z> 122 123 S -
nlo —=z2—-=—4-= - n>n
& n 2n  3n? ’ -
Logo
1/z 1 /22
D) (B ) e
nlog ( 1+ zz(2n 5 n>mn (38)
Com isso,
z 1|z k-t Zzpk |2 1 n?
log (14+5) 2| < “12T < K
‘nog +n z_lz|;kn _Mgn n l—|z/n] —n—n

Fazendo n — 0o nessa equacao temos a convergéncia uniforme.

(b) Em (38) fagamos z = —t, t € [0,n]. Assim,
00 k—1
t 1/t
1 1—— t=—1 - - <0.
nlog ( n) + ; 2 (n) =
De modo que nlog(l —t/n) < —t. Aplicando a fungao exponencial temos o item (b). [ |
Concluimos nosso trabalho demonstrando de fato a expressao integral da fungao gama.

Teorema 6.3.5: Se Rez > 0, entao

['(z) = / e~ t*dt.
0
Demonstracao: Pelo Teorema 3.2.25, ¢ suficiente mostrar que a funcdo f: {z € C: Rez >

0} — C, com

f(z) = / e ' dt,
0
coincide com I' no intervalo [1,00) (que possui pontos de acumulagao) para termos a validade

do teorema.

Sejam € > 0 e x > 1 fixos. Do Lema 6.3.1 (b), podemos escolher £ > 0 tal que

/ e 't < Z, r > K. (39)

Sejan € N, n > k, e seja f, definida por
fn(2) :/ e 't*71dt, Rez > 0.
1

Entao

fu(x) = /On (1 - %)ntm‘ldt =— /On (1 — %)ntx_ldt-f- /:L (e_t — <1 — %)n) .

Para n suficientemente grande, os Lemas 6.3.4 (b) e 6.3.1 (a) garantem que
1

n t\" -
/ <1 — —) tdt < / ettt < <. (40)
0 n 0 4
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Também, para n suficientemente grande, do Lema 6.3.4 (a), temos

t n
- (1-2)
n

onde M = foﬁ t*~1dt. Segue que

[ (ot

n

Usando o Lema 6.3.4 (b), segue de (39) que

[ i)

Combinando (40), (41) e (42), obtemos, para n suficientemente grande,

fnl(x) — /On (1 — %)nﬂ—ldt

Notemos que, integrando por partes n vezes, encontramos

n ¢ n ¢ ntxn 1 n ¢ n—1
/ O——)ﬂ*ﬁz(LHJ Sl Q__) et
0 n n Z'O T Jo n

-1 n -2
" et -1 " t\"
=(1-- +— / 1—— "t
n r+1 nz(x+1) J, n

0

t\ tEtn P — 1) "
=(1—-— + (n ) /tx-i-n—ldt

n)x+n|, nlzxz+1)---(x+n-1)J,

B (n—1)! n*tr nln®
o lg(e 1) (2 dn—1) \az+n) x@+1)---(z+n)

Dessa forma, [;'(1 —t/n)"t""'dt — T'(z) quando n — co. Assim,

0 = lim (fn(x) _ /On (1 _ %)nﬂ—ldt) — f(z) - T(x).

3
<—)
_4M7 6[07"1]7

< i/ g <
1

N

AM

< 2/ et ldr < g, n> K.

<E.
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