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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estender um resultado cléssico sobre monotonicidade de ze-
ros de polinomios ortogonais classicos de uma variavel continua para a monotonicidade de zeros de
polinémios ortogonais classicos de uma variavel discreta. Primeiramente, apresentaremos os polino-
mios ortogonais classicos de uma varidvel continua e também os polindmios ortogonais cléssicos de
uma variavel discreta. Em seguida, sera apresentado o Teorema de Stieltjes, utilizado para obter
informacgoes sobre a monotonicidade dos zeros dos polindmios ortogonais classicos de uma variavel
continua. Por fim, veremos que é possivel estender esse resultado de modo a obter informagdes sobre

a monotonicidade dos zeros dos polinémios ortogonais classicos de uma variavel discreta.

Palavras-chave: Zeros de polindmios ortogonais classicos. Polinémios ortogonais cléssicos de uma

variavel discreta. Teorema de Stieltjes. Monotonicidade.
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Abstract

The main goal of this work is to extend a classical result about monotonicity of zeros of classical
orthogonal polynomials of a continuous variable to monotonicity of zeros of classical orthogonal
polynomials of a discrete variable. First, we introduce the classical orthogonal polynomials of a
continuous variable and the classical orthogonal polynomials of a discrete variable, and present the
Stieltjes’ Theorem, using it to obtain the monotonicity of zeros of classical orthogonal polynomials
of a continuous variable. Then we prove an extension of this theorem and obtain the monotonicity

of zeros of the classical orthogonal polynomials of a discrete variable.

Keywords: Zeros of orthogonal polynomials. Orthogonal polynomials of a discrete variable. Stielt-

jes” Theorem. Monotonicity.
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Introducao

As chamadas funcoes especiais da Fisica-Matematica possuem muitas aplicagoes em diversas areas
do conhecimento. Neste trabalho estudaremos, em particular, os polindémios ortogonais cléssicos de
uma variadvel continua assim como os polindmios ortogonais classicos de uma variavel discreta. Os
polinémios ortogonais classicos de uma variavel continua surgiram do estudo das chamadas equagoes

diferenciais do tipo hipergeométricas

(x)y" () + 7(2)y'(x) + My(z) =0, (1)

onde (z) é um polinémio de grau no méaximo dois, 7(z) é um polinémio de grau no maximo um,
e A é uma constante. Os chamados polinémios ortogonais classicos de uma variével discreta surgem

quando aproximamos a equagao diferencial (1) pela equacao de diferengas

1 y(fv+h)—2y(l‘)+y($—h)} L @) [y(ﬁh)—y(l‘—h)

o) ( : e EEVO R

onde tomamos as seguintes aproximagoes para as derivadas de y(z):

J'(2) ~ % [y(x +h) - 2y}(L:r) +yle - h)]

iy oy +h)—yl@—h)
y'(r) ~ . :

Definindo A e V os operadores de diferenga progressiva e regressiva, respectivamente, isto é, Af(x) =

flx+1) = f(z) e Vf(x) = f(z) — f(z — 1), podemos reescrever a equagao de diferengas (2) como

o(2)AVy(z) + 7(x)Ay(z) + Ay(z) =0, (3)
e (ha)  7(ha) F(ha)
o(x) = e T o © T(r) = h

sao também polindmios de graus no méaximo dois e um, respectivamente. Esta equacao de diferencas
é chamada de equagao de diferencas do tipo hipergeométrica. Note que a equagao (3) aproxima (1)
em uma malha uniforme Az = h com segunda ordem em h, isto é, com ordem O(h?).

Para justificar o estudo dos polindémios ortogonais classicos de uma variavel continua assim como
os polindmios ortogonais classicos de uma variavel discreta, apresentaremos algumas de suas intimeras

aplicagoes. Alguns dos problemas frequentemente utilizados na Matemaética Aplicada, Fisica e En-
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genharias sao o de integracao numérica e o problema dos minimos quadrados. Esses problemas nos
levam ao calculo dos zeros de certos polindmios ortogonais. Outra aplicacao dos zeros dos polinémios
ortogonais cléssicos de uma variavel continua é que eles sao os pontos de equilibrio de energia de
certos campos eletrostaticos. Abaixo faremos uma breve descri¢cao destas aplicagoes:

Foéormulas de quadratura. Em 1814, Gauss, em seu trabalho intitulado Methodus nova integrali
um valores per approximationem inveniendi. Comment. Soc. Reg. Scient. Gotting. Recent. (ver [3]),
demonstrou a chamada férmula de quadratura para o calculo aproximado de integrais. Ele mostrou
que para aproximar com maior precisao possivel o valor da integral de uma funcao entre 0 e 1 através
do polindmio interpolador de Lagrange, a localizacao dos nés de interpolacao deveriam coincidir
exatamente com os zeros dos polindmios de Legendre. Vale mencionar que, em sua demonstracgao,
ele nao utilizou a relagao de ortogonalidade, mas sim a representacao desses polinomios através de
uma funcgao hipergeométrica.

Para formalizar a ideia de féormulas de quadratura faremos uma breve descricao desse problema
a seguir: Os métodos lineares para calculo aproximado de uma integral sao chamados féormulas de
quadratura. Suponha que gostariamos de aproximar a integral de uma funcao f definida em um

intervalo (a, b),
b
1) = [ #e) efa)ds,

por uma combinacao linear de n valores da funcao f, ou seja,
b n
1) = [ Fla)ola)ds = Y A f(1) = Q).
a k=1

A soma Q(f) é conhecida na literatura como féormula de quadratura, ¢, e Ax, k = 1,...,n, s@o
chamados de nos e pesos de Q(f), respectivamente. Uma das formas de averiguar se uma férmula
de quadratura Q(f) é boa é verificar se Q(f) aproxima bem I(f) quando f é um polinémio, ou
seja, que ela seja exata para polindmios de maior grau possivel. Em seu trabalho, Gauss mostrou
(para o caso o(x) = 1) que existe uma tnica formula de quadratura Q(f) que é exata para todos os
polindmios de grau até 2n — 1, ou seja, que I(f) = Q(f) para todo polindémio de grau até 2n — 1.
Vale mencionar que a maior parte dos pacotes de “softwares” para integragdo numeérica utilizam
as formulas de quadratura de Gauss para aproximar o valor da integral de uma funcao f. Dois
problemas surgem quando utilizamos a formula de quadratura de Gauss: determinar os pesos Ay e
os nos t de forma que a férmula seja exata para todo polindmio de grau até 2n — 1. Esse problema,
por si s6, ¢ nao linear. Mas, como os nds t; sao, de fato, os zeros do n-ésimo polinémio p,(z), que é

ortogonal em (a, b) com relagao a fungao peso o(x), isto é,

b
/ pu(z) ¥ o(x)dz =0, k=0,1,....n—1,

entdo, se conhecemos os zeros de p,(x), o problema agora passa somente ao célculo dos pesos Ay.
Neste caso, o problema passa a ser linear e, portanto, mais simples de resolvé-lo. Este é um dos
motivos que nos levam ao estudo dos zeros de polindmios ortogonais.

O caso o(z) = (1 —2)*(1 + )%, z € (=1,1), com a > —1 e 8 > —1, nos leva aos polinémios
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de Jacobi. Alguns de seus casos particulares importantes sdo os polinomios de Legendre (quando
a = = 0), os polindmios de Chebyshev de primeira e segunda espécie (quando @ = f = —1/2
e o = = 1/2, respectivamente), e os polinomios de Geguenbauer, quando o = § = A — 1/2. Ja
os casos o(z) = z% %, x € (0,400), com a > —1, e o(x) = e 1 € (—00,+00), nos levam aos
polinémios de Laguerre e Hermite, respectivamente.

Minimos Quadrados. Em 1858, Chebyshev, em seu trabalho intitulado Sur une nouvelle
série (Oeuvres, Tom I, 381-384, Chelsea Pub. Co.) e, mais tarde, em 1875, complementando seu
estudo em Sur linterpolation des valeurs équidistantes (Oeuvres, Tom II, 219-242, Chelsea Pub.
Co.), introduziu os polinémios de Chebyshev discretos para solugao do problema de interpolagao em
pontos equidistantes. A ideia pode ser descrita da seguinte forma: interpolar uma funcao quando
aos valores dados de uma funcao se designam pesos de acordo com alguma lei de probabilidade
determinada. Em outras palavras, consideremos os dados da tabela (xy,yx), K =0,1,2,..., N (onde
yr pode ser o valor de uma fungao f = f(z) em x;). O problema é determinar os coeficientes A, da

aproximacao y ~ AgFPy(z) + - - - + ApPr(x), (k < N) determinados pela condigao

i

o(x)[y; — AoPo(;) — - -+ — ApPy(x;)]* = minimo, z; +1=a; +14,i =0,

Il
=)

no qual P, é um polindmio de grau exatamente m determinado pela condi¢cao de ortogonalidade

N—

Z 0(:) Pi(2:) P (2:) = Okom,  0(x:) > 0,

7=

—_

com a condi¢ao de normalizacao

i

o(z;) = 1.

I
o

O caso go(x) = 1/N, x = 0,1,...,N — 1 (chamado distribui¢ao uniforme), nos leva aos polinémios
discretos de Chebyshev, ja o caso o(z) = N!p®¢" = /(L(z+1)[((N+1—-x)),x =0,1,..., N (chamado
distribui¢do binomial), nos conduz aos polinémios de Kravchuk. A chamada distribuigdo de Poisson
o(z) =e " /T(x+1),x=0,1,2,..., nos leva aos polinémios de Charlier, a distribui¢ao de Pascal
o(x) = T'(y+2z)/(T'(y)I(x+1)),z=0,1,2,..., nos conduz aos polindomios de Meixner, e, por fim,
a distribui¢do de Polya ou hipergeométrica o(x) =T'(8+ 1+ z)I'(N +a —z)/(I'(N — z)I'(z + 1)),
r=0,1,...,N — 1, nos leva aos polinémios de Hahn (os polinémios de Chebyshev discretos sao um
caso particular desses polinomios).

Interpretacao eletrostatica dos zeros. Umas das aplicagoes mais bonitas dos zeros dos
polindmios ortogonais classicos de uma variavel continua foi dada por Stieltjes ainda no final do século
XIX nos seus trabalhos [13], [14], [15] e [16]. Stieltjes mostrou que os zeros dos polindmios ortogonais
classicos possuem uma aplicacao fisica advinda da eletrostatica. Descreveremos brevemente esta
interpretacao para os zeros do polinomio de Jacobi ped (). Lembramos que os polinomios de
Jacobi sdo ortogonais em (—1,1) com respeito & funcao peso o(z) = (1 — x)%(1 + x)?. Consideremos
o seguinte campo elétrico no intervalo [—1,1]. Sejam «, > —1 e duas cargas fixas com forgas
(+1)/2 e (S+1)/2 localizadas em 1 e —1, respectivamente. Suponha que existam n cargas livres,

cada uma com for¢a um, localizadas em (—1,1). Consideremos o campo elétrico que obedece a lei
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logaritmica. Do ponto de vista da eletrostatica, isto significa que as cargas estao distribuidas ao longo
de fios infinitos, perpendiculares & reta real. Portanto, se as cargas livres tém posigoes x1,...,T,, a

energia do campo ¢é

L(zy,...,x,) = (logw+logw)+ Z log;

P |1—$k| |1+J}k| 1<ich<n |xZ_ZEk|

A tnica posicao das cargas para a qual a energia tem minimo global é quando z, ..., x, coincidem
com os zeros de P\*"” (x). Esta bela interpretacao deve-se a Stieltjes [13-16] que provou que a energia
do campo tem minimo local nos zeros do polindmio de Jacobi de grau n. Szegé [17, Se¢ao 6.7| provou
que, de fato, a energia tem um tinico minimo, estabelecendo desta forma a estabilidade do equilibrio.
T. J. Stieltjes considerou também modelos eletrostaticos para os polinomios classicos de Laguerre e
Hermite.

Todas essas aplicac¢oes discutidas anteriormente justificam o estudo da monotonicidade dos zeros
dos polinémios ortogonais. Um dos primeiros trabalhos nessa direcao foi desenvolvido por Markov no
final do século XIX quando estabeleceu, através da funcao peso da relacao de ortogonalidade, uma
condigao de suficiéncia para isso [7, p. 168| (ver também [17, Teorema 6.12.1]). Como consequéncia
dessa condigao, ele obteve a monotonicidade dos zeros dos polinomios de Jacobi e dos polinomios de
Gegenbauer. Como descrito em [17, p. 121], a prova fornecida por A. Markov para a monotonicidade
dos zeros dos polindmios de Gegenbauer estava incorreta. De fato, tal prova segue imediatamente
de um resultado de T. J. Stieltjes usando uma diferente abordagem, baseada na equacao diferencial
que tais polindmios satisfazem [16, Se¢oes 3 e 4]. A principal ideia de Stieltjes [16] foi provar que se
H & uma matriz simétrica definida positiva com elementos fora da diagonal principal nao positivos,
entao sua inversa H~! ¢ também definida positiva.

Neste trabalho, nosso principal objetivo é estender o resultado de Stieltjes para uma equagao de
diferengas para obter a monotonicidade dos zeros dos polindmios ortogonais classicos de uma variavel
discreta. Estruturamos o texto da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentaremos a equacao diferencial do tipo hipergeométrica, algumas de suas
propriedades e veremos que tais equagoes possuem solucoes polinomiais sob certas condi¢oes. Além
disso, vamos obter uma expressao explicita (formula de Rodrigues) para tais solugoes polinomiais
e também a propriedade de ortogonalidade, a partir da qual definimos os polinémios ortogonais
classicos de uma variavel continua. Em seguida, faremos uma classificagao desses polinomios, obtendo
os polinémios de Jacobi, Laguerre e Hermite.

No Capitulo 2, veremos que a equacao diferencial do tipo hipergeométrica pode ser generalizada,
obtendo uma equacao de diferencas do tipo hipergeométrica. Tais equagoes também possuem solugoes
polinomiais sob certas condig¢oes, podem ser expressas de maneira explicita e satisfazem a propriedade
de ortogonalidade, a partir da qual definimos os polinémios ortogonais classicos de uma variavel
discreta. Em seguida, faremos uma classificacao desses polindémios, obtendo os polinomios de Hahn,
Meixner, Kravchuk e Charlier.

No Capitulo 3, apresentaremos o Teorema de Stieltjes, uma extensao desse teorema para o caso de
intervalos simétricos e, utilizando esses dois resultados, vamos obter a monotonicidade dos zeros dos

polindmios ortogonais classicos de uma variavel continua que dependem de parametros (polindémios
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de Jacobi, Gegenbauer e Laguerre).

Por fim, no Capitulo 4, apresentaremos uma extensao do Teorema de Stieltjes para o caso discreto.
Até onde vai o nosso conhecimento, essa extensao é um resultado novo, que nao encontramos em
nenhuma literatura até o momento. Utilizando esse resultado, vamos obter a monotonicidade dos
zeros dos polindémios ortogonais classicos de uma variavel discreta (polinémios de Hahn, Meixner,
Kravchuk e Charlier).



Capitulo 1

Polinémios Ortogonais Classicos de uma

Variavel Continua

Neste capitulo sera apresentada a teoria basica de polindmios ortogonais classicos de uma variavel
continua (ver [9]). Primeiramente, apresentaremos a equacao do tipo hipergeométrica e algumas
de suas propriedades. Veremos também que essa equagao admite solu¢oes polinomiais que podem
ser expressas de maneira explicita e que satisfazem uma propriedade de ortogonalidade sob certas
condicoes. Por fim, estudaremos quais sao as possibilidades para essas solugoes polinomiais, obtendo

os chamados polindémios ortogonais cléssicos de uma variavel continua.

1.1 Uma equacao do tipo hipergeométrica

Definicao 1.1. Uma equacdo da forma

o(z)y"(x) + 7(x)y'(x) + Ay(x) = 0, (1.1)

onde o(x) e T(x) sao polindmios de graus no mdximo dois e um, respectivamente, e \ € uma constante,

€ chamada de equagao do tipo hipergeométrica, e suas solugoes sao fungoes do tipo hipergeométricas.
Para qualquer solucao de (1.1), a seguinte propriedade fundamental é satisfeita:

Proposicao 1.1 (Propriedade de Hipergeometricidade). A derivada de uma fun¢io do tipo hiperge-

ométrica também € uma funcao do tipo hipergeométrica.

Demonstragao. Para provar isso, derivamos (1.1):

(o(x)y" +7(2)y +Ay) =0
= 0@y + o)y + @0 + () + Ay = 0
= o(x)y" + (r(z) + o' (2))y" + AN+ 7'(2))y = 0.

Como resultado, obtemos que a fungao v, (z) = y/(z) satisfaz a equagao

o(z)v] + 7 (x)v] + vy =0, (1.2)
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onde 71 (z) = 7(z) + o/'(x) e py = A+ 7. Como 71(x) é um polindémio de grau no maximo um, e iy

nao depende de z, a equacao (1.2) é uma equagao do tipo hipergeométrica. O
A reciproca também é verdade:

Proposicao 1.2. Toda solugao de (1.2), com A = g — 11 + 0" # 0 € a derivada de uma solugao de
(1.1).

Demonstragao. Seja vi(x) uma solugdo da equagao (1.2). Se a fungao vi(x) fosse a derivada de
uma solucao y(x) de (1.1), entdo, de acordo com essa equagdo, as fungoes y(x) e vi(x) estariam

relacionadas do seguinte modo:

y(r) = 5 lo(a)v} + 7(@)or].

A fungao y(x) definida por essa formula realmente satisfaz (1.1), e sua derivada é v;(x). De fato,

N = [0 (@)} + (@)l + 7' () + 7()ef]
= —[o(@)o} + (r(x) + o' (@)}, + /()]
= —{{o(@)o} + n@)e] + mor] — Awn)

= )\Ul,
isto é, y'(x) = vi(x). Substituindo v;(x) = y/(x) na expressao original para y(z), obtemos (1.1) para
y(@). 0
De maneira analoga, obtemos a seguinte proposigao:

Proposicao 1.3. A derivada n-ésima y™ (x) = v,(x) de uma solucio y(z) da equacio (1.1) também

€ solucao de uma equagao do tipo hipergeométrica, a saber,

o(x)vy, + 7o (2)v;, + pinvn = 0, (1.3)
onde
7o (z) = 7(x) + no'(x), (1.4)
1
fn = A+ n7’ + §n(n —1)o". (1.5)

Demonstragao. Utilizaremos indugao sobre n. Note que o caso n = 1 ja foi feito (ver Proposigao

1.1). Suponha que o resultado acima valha para n — 1, isto &,
(@)t 1 + Ta1(2)V 1 + pn-1Vn-1 = 0, (1.6)
com

To1(w) = 7(2) + (n = 1)o’(x),

1
fm1 = A+ (n—1)7" + §(n —1)(n —2)0".
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Derivando (1.6), obtemos

0'(9«“)@{_1 + 0(95)“;;/—1 + 77/1—1(5”)"0;—1 + Tn—1($)vg—1 + #n—lU;—l =0
= o(x)v,_ ) + [Tn1(2) + o' (@)]og_y + [ + 751 (@)]v;,_; =0
= o(x)v) + [Ta1(x) + o' ()|, + [pn1 + 7, _1]vn = 0.

Pela hipotese de inducao,

Tno1(z) +0'(x) = 7(x) + (n — 1)’ (z) + o' (z) = 7(x) + no'(z),
ot + T = A (0= D7+ 5= 1) = 2)0"] + [+ (1= 1))

1
=A+nr' + §n(n —1)o".

Além disso, a reciproca também vale neste caso:

Proposicao 1.4. Toda solu¢ao de (1.3) para ux #0 (k=0,1,...,n— 1) pode ser representada na

forma v, (x) = y™(z), onde y(z) € uma solugio de (1.1).

Demonstragao. Anéloga a prova do caso n =1 (ver Proposigao 1.2). ]

1.2 Foérmula de Rodrigues

As propriedades da equagao (1.1) consideradas acima nos permitem construir uma familia de

solugdes particulares de (1.1) correspondendo a um dado A.

Proposicao 1.5. Se

A=\, =—n7’ — §n(n —1)o”",

entio a equagao do tipo hipergeométrica tem uma solugao particular da forma y(x) = y,(z), que é

um polindémio de grau n.

Demonstragao. De fato, quando u,, = 0, a equagao (1.3) pode ser reescrita como
o(z)vp + mp(x)v), = 0.

Se v/ = v/, = 0, a equacgdo (1.3) tem solugdo particular v, (x) = constante. Como v,(z) = y™(z),
isso significa que, quando

1
U = A+ nT’ + §n(n —1)o" =0,
ou seja,
1
A=\, =-—n7' — §n(n —1)o”",

a equagao do tipo hipergeométrica tem uma solugao particular da forma y(x) = y,(z), que é um

polinémio de grau n. O]
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Definigao 1.2. Chamamos as solugdes polinomiais de (1.1) de polinémios do tipo hipergeométricos.

Proposicao 1.6 (Formula de Rodrigues). As solugoes polinomiais da equagao (1.1) podem ser ex-

pressas por

[o"(z)o(x)]™, n=0,1,..., (1.7)

Essas solugoes correspondem aos valores p, = 0, ou seja,

1
A=)\, =—n7’ — §n(n —1o", n=0,1,.... (1.8)

Chamamos a relagao (1.7) de Formula de Rodrigues.

Demonstragao. Multiplicamos (1.1) e (1.3) por fungoes o(x) e 0,(z), reduzindo & forma auto-adjunta:
(@)y"(z)o(x) + 7(x)y (z)o(x) + My(x)e(z) = 0

[o(x)o(x)] + v/ (x)[T(x)o(x)] + Xo(x)y(x) =0
o(x)y (z)]" + Xo(x)y(z) = 0,

Q
<

()0 () 0n (%) + T (20, () 0n (%) + pnvn () 0n(7) = 0
(@) [0 (x) on ()] + v (2) [7n(2) 00 (2)] + pinn(z)vn(7) = O
Un

= Vo(z
= [0(2)0n()v,,(2)]" + pnon(w)vn(2) = 0,

ou seja,

(0oy’)' + Aoy =0, (1.9)
(O-QnU;)I + HnOnUpn = 07 (110)

onde o(x) e p,(x) satisfazem as equagoes diferenciais

(00)" = 7o, (1.11)
<UQn)/ = TnOn- (1.12)

Agora, usando (1.4) para 7,(z), podemos estabelecer uma conexao entre g,(z) e go(z) = o(x).
De (1.11) e (1.12), temos
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oo, + 00,

(O-Qn)/ = TpOn = Tn = 0

Assim, de (1.4),

/
Tn =T+ Nno

N o'on+o0, oo+od ,

= +no
On 0
/ /
=o'+ 7% 5 72y
On 0
/ /
7o ~ 79 4 o', (1.13)
On %
e, entao,
/ / /
A L (1.14)
On 1% o
Integrando ambos os lados de (1.14), obtemos
/ / /
/ 0@ gy / ) g +n/ G
on(7) o) o(z)
= In(gn(x)) = In(e(x)) + nln(o(z))
= In(on(z)) = In(o(z)) + In(c" (z))
= on(z) =0"(z)o(x), n=0,1,.... (1.15)

Assim, por (1.15), temos o(z)o,(z) = op+1(x) e, como v/ (z) = vuy1(x), podemos reescrever

(1.10) na forma de uma relagdo de recorréncia:

(O-anfn)/ + HnOnUp = 0

= (Qn—i—lvn-i—l), + HnOnUp = 0

1
= OnUn = _,M_(Qn—l-lvn—l—l), (116)
Disso, obtemos, recursivamente,
1
0Y = 0oV = _M_(lel)
AT T
=\ - 02V :"':_annna
Mo H1 2 An
onde .
Av=CD"[]me  Ao=1. (1.18)
k=0

Agora, vamos obter uma forma explicita para polinomios do tipo hipergeométricos. Se a funcao

y(x) é um polindmio de grau n, ou seja, y(r) = y,(z), entdo v,(x) = g (x) = constante. Entao, de

(1.17), obtemos
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k=0
_ ;‘é ) (g)a”(x)g(x)vnn)($)+” + (Z) 0" () o)) va ()
_ ; 0" (2)(x)) v, (1)
_ AT_Lly"n) o™ () o(x)]™
= o) [0" (x)o(z)]",

onde B, = A1y (z) e A, ¢ definido pela equagio (1.18) com

1 1
e = A+ k7’ + §k(k —1o", A=\, =-n7 — En(n —1)o".

]

Portanto, as solugoes polinomiais de (1.1) sao definidas unicamente pela formula de Rodrigues

(1.7), a menos de uma constante arbitraria.

1.3 A Propriedade de Ortogonalidade

As solugoes polinomiais de (1.1) tém a propriedade de ortogonalidade.

Proposicao 1.7 (Propriedade de Ortogonalidade). Sejam y,.(z) e y,(x) solugdes polinomiais da
equacao (1.1), e o(x) uma fungao tal que [o(z)o(x)]) = 7(x)o(x), com

o(x)o(z)z"| =0, k=0,1,....

r=a,b

Entao )
/ Ym (2)yn(z)o(x)dxr =0, m #n, (1.19)

e dizemos que os polindmios y,(x) sao ortogonais no intervalo (a,b), chamado de intervalo de orto-

gonalidade.

Demonstragao. Para obter essa propriedade, escrevemos as equagoes para y,(z) € y,(z) na forma
auto-adjunta

[o(2)e(@)y, ()] + Ano(x)yn(x) = 0, [o(z)e(x)y), (2)] + Amo(x)ym(z) = 0.
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Em seguida, multiplicamos a primeira equagao por y,,(x) e a segunda por y,(z) e, entdao, subtraimos

a segunda igualdade da primeira e integramos o resultado em relacao a x de a a b, obtendo

[o(2) 0(2) Y, (2)] Ym (%) + A 0(2)Yn(2)Ym () — [0(2) 0(2) Y0, ()] Yn () — A 0(2) Y (2)ym () = 0
= (Am = An)o(@)ym (2)yn () = [o(2)0(2)y,, ()] Ym () = [0(2) 0(2) Yy, ()] Y ()
b

b
= (Am = An) / (@) Ym () yn(x)dr = / {[o(x)e(x)y, ()] ym(z) — [0(x) 0(2)Yp ()] yn () }d.

Como

Ym(2)[o()o(2)y ()] — yu(2) [0 (2) 0(2) ), (2)]
= ym(2){[o(x)0()]'y, () + o(x)o(2)yn(2) } — yn(@){[o(x)0(2)]'yy, (7) + o () 0(x)y), (7))}
= Y (2)yn (2)[0(2)0(2)]" + Y (2)yn (7)o (2) 0(2) — Yo ()Y (2) [0 (2)0(2)] — Y ()Y (x)0 () 0()
= [o(x)o(2)] [ym (), (2) — Y (2)Yp ()] + 0(2)0(2) [ym (2) Y5 (2) — Y (2)ym, (2)]
= [0(2)0(2)]' [ym (@), (2) = ya (@)Y, (2)] + o(2) 0(2) [Yim ()Y, () + Yp (2)Y0 () = Y0 (2)15, (2) — Y (7)Y, (2)]
= [o(x)o(2)] [ym ()Y, () — yu(2)yp ()] + o (2)0(2){[ym (@), (2)] — [y @)y, ()]}
= [o(x)o(2)] [ym (), (2) — Y (2)Yp ()] + 0(2) 0(2) [ym ()Y (2) — Yn(2)yp, (2)]

) ]

Ym Yn

W(ynu yn) =1, ,
Ym  Yn

¢ o Wronskiano das fungoes vy, € y,, obtemos a seguinte relacao

b

(A — /\n)/ Ym(2)yn () o(z)dr = o (x)o(2)W [ym (), yn(2)]| - (1.20)

a

Considere a fungao p(x) satisfazendo as condigdes

o(x)o(z)z"| =0, k=0,1,..., (1.21)

r=a,b
para certos a e b. Note que Wly,,(x),y,(x)] ¢ um polinomio em z, digamos, Wy, (z), y,(z)] =
ciwt + ¢ 12t + -+ . Entédo o lado direito de (1.20) é igual a zero, pois
() 0(@)W[ym(2), yn(@)]| = {o(b)o(d)[c:ib’ + c;iab™" + -]} = {o(a)e(a)[cia’ + ;a4 -]}
= {cilo(0)o(0)b] + cioa[o(b)o(D)b ] + -+ -}

—{ci[o(a)o(a)a’] + ci_1[o(a)o(a)a ] + - -}
= 0.
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Portanto, quando A, # \,, temos

b
[ i@ (@)eta)dz =o.
Note que a condigao A, # A, em (1.19) pode ser substituida pela condi¢ao m # n se
/ 1 "
T +§(n+m—1)a # 0. (1.22)
De fato, se vale (1.22), temos, de (1.8),

Am 7 An € A — A # 0

1 1
& —m1’ — §m(m —o" +nt' + §n(n —1)o" #0
1

& (n—m)7’+§(n2 —n—m’+m)o” £0
& (n—m)T' + %[(n +m)(n—m)— (n—m)lo” #0
& (n—m)7' + %(n —m)(n+m—1)c" #0

@(n—m)[T’%—%(n—l—m—l)JN] 40
Sn—m#0

S mF#En.

]

De modo a satisfazer as condigoes (1.21) para valores finitos de a e b, é suficiente exigir que a

fungao o(x) satisfaga as seguintes condigoes de contorno:

U(x)g(x)}w:a =0, G(I)Q(:L’)‘m:b = 0.

Mas se, por exemplo, a é um valor finito e b = +o00, entao as condigoes (1.21) sdo equivalentes as
condigoes:
o(x)o() |s=a= 0, lim o(z)o(z)z* =0 k=0,1,....

T—r+00
Os outros casos possiveis podem ser considerados de maneira analoga.
Defini¢ao 1.3 (Polindémios Ortogonais Classicos de uma Variavel Continua). Os polinémios do tipo
hipergeométricos y,(x) para os quais a fungao o(x) satisfaz a condigao (1.21) sao conhecidos como
polindomios ortogonais cldssicos de uma varidvel continua, usualmente considerados sob as condigoes

auziliares o(x) > 0 e o(x) > 0 no intervalo (a,b).

1.4 Os Polinémios de Jacobi, Laguerre e Hermite

Para investigar propriedades de polindmios ortogonais classicos e determinar as fungoes peso

o(z), é conveniente usar o fato de que uma mudanga linear de variavel independente = transforma
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as equagoes (1.1) e (1.11) em outras do mesmo tipo. Enquanto isso, os polinomios y,(z) continuam
sendo polindémios de mesmo grau e ainda podem ser definidos pela féormula de Rodrigues. Isso
nos permite fazer uma classificacao de polindémios ortogonais cléssicos. Para isso, analisaremos os

possiveis graus do polinomio o(x).

1.4.1 Polinémios de Jacobi

Primeiramente, vamos analisar o caso em que o(z) é um polindémio de grau dois.

o(z) >0

/L N
Figura 1.1: Gréafico de o(z) (destacado em vermelho) no caso em que é polinémio de grau dois. O intervalo
destacado em azul indica onde o(z) > 0.

Note que, pelas condigbes de contorno da propriedade de ortogonalidade, a e b sao raizes de o(z).
Além disso, o coeficiente do termo de maior grau deve ser negativo, pois, caso contrario, teriamos
o(x) <0 em (a,b). Entao

o(x) = —(x —a)(z —b).

Considere a mudanca de variavel

_a—l—b+b—at
Dai,
b b—

a:a; + 2at:>2a:(a—i—b)—l—(b—a)t

Lo azb oy

b—a
b:a;b+b_at:2b:(a+b)+(b—a)t

I

Cb—a

ou seja, essa mudanca leva o intervalo (a,b) em (—1,1). Assim, podemos reescrever o(x) como

o(r) = —(r—a)(z - b)
=—(r+1)(z—1)
)
=1-2°

Além disso, temos 7(z) = Az + B, pois é um polindémio de grau no méximo um. Entao, de (1.11),

temos
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oo =+ S - 10 -0
o@e@) , _ [rl)
» [ e = | 5
= In(o(x)o(x)) = / /ix_jLﬂde'
Precisamos encontrar C' e D tais que
1—1’2_1—x+1+$_ (1_$>(1+CL’) )

ou seja, precisamos resolver o sistema

C—-D=A,
C+D=B.
Resolvendo esse sistema, obtemos C' = AJFTB eD= BT’A. Assim
A+B B—A
Az+B S~ 5°

1— a2 —1—x+1+x'

Dali,
Az + B
in(o()o(e)) = [ T7d
_A+B/ iy B—A/ iy
- 11—z 2 T+z"
A+ B B
=— —; In(1—2z)+ In(1 + )
=In ((1 - 93)_#> +1In <(1 + x)%>
:m(u—xy%?u+xy7j
Entao
o(@)o(@) = (1—2)" "5 (1+2)"%
(1—2) 2" (1 +2)="
i p—
o(z) 1-2)1+2)
= o) =(1—a) T (1 +a) 7T
Tomando a = —“”TB —lef= B—;A — 1, obtemos

o) = (1 - 2)* (1 +a)’.

Além disso,
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A+ B
a=— ;L —1= -2a-2=A+ B,
B—-A
B="F—1=28+2=B-4A
ou seja,
A+ B=-2a-2,
A—B=—23-2.
Resolvendo esse sistema, obtemos A = —(a+ 5+ 2) e B = — « e, portanto,

T(r) = —(a+B+2)x+ P —a.

De modo a satisfazer as condi¢oes da propriedade de ortogonalidade, devemos ter « > —1 e § > —1,

pois

lim o(z)o(z) = lim (1 —2)*™'(1+2) " =02 3+1>0s 3> —1,

r——1 r——1
limo(z)o(z) = lim(1l —2)*M'(1+2) " =0 a+1>0a> —1.
r—1 rz—1

Portanto, temos

o(r) =1—2a?%
T(2) = —(a+ f+2)z+ B8 —q,
o(x) = (1 —2)*(1+2)”,

com (a,b) = (=1,1), « > —1 e f > —1. Os polinémios y,(x) correspondentes, com B, =

(—1)"/(2"n!), sdo chamados de polindmios de Jacobi e denotados por P}ﬂ’ﬁ)(m). As constantes

B,, estao de acordo com a normalizacao, mas, de modo geral, podem ser escolhidas arbitrariamente.
Pela formula de Rodrigues, utilizando os resultados obtidos acima, temos

(=) (4 @)1= @) (L )

P () =

Alguns casos particulares importantes dos polinémios de Jacobi sao:
1°) Polinémios de Legendre. Quando o« = 8 = 0, os polinomios de Jacobi sdo chamados de
polindémios de Legendre e denotados por P,(z) = pio (x).

2°) Polindémios de Chebyshev de primeira e segunda espécie. Os polindmios de Chebyshev

de primeira e seqgunda espécie sao os casos particulares dos polinomios de Jacobi quando oo = = —%

ea=[f= %, respectivamente.

3°) Polinémios de Gegenbauer Quando o = = A — %, obtemos os polindmios de Gegenbauer,
também conhecidos como polindmios ultraesféricos. Note que A > —%, poisa > —1e 3> —1. Pela

formula de Rodrigues, os polinomios de Gegenbauer sao dados por

s % _1 n _ 1 — 1 dn n _1 n _1
CMz) = PN (1) = (Z”n)! (1—2)2(1+x) H?%[(l—x) A3 (1 4 )"t 3]
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1" 1 dr ntA—d
<~ Cé\(l’): (2'”73‘ (].—5132) )\+2%[(1—$2) A 2].

1.4.2 Polinémios de Laguerre

Agora, analisaremos o caso em que o(z) é um polindémio de grau um, ou seja, o(z) = = — a.

o(z) >0

/
Figura 1.2: Grafico de o(x) (destacado em vermelho) no caso em que é polinomio de grau um. O intervalo
destacado em azul indica onde o(z) > 0.

De modo a satisfazer a condicao o(z) > 0, devemos ter x > a, ou seja, x € (a, +00). Considere a
mudanca de variavel
r=a+t.

Entao podemos escrever o(x) como

o(x) =,

com = € (0,+00). Como 7(x) = Ax + B, pois é um polindémio de grau no maximo um, temos, de
(1.11),

Az + B

Pelas condigoes da propriedade de ortogonalidade,

a(0)e(0) =0,
lim o(z)o(x) = lim e*2®? =0 <= A<0eB>0.
T—+00 r—r+00
Tomando a« = B — 1 e considerando A = —1, obtemos
o(x) ==z



Os Polindmios de Jacobi, Laguerre e Hermite 18

De modo a satisfazer as condi¢oes da propriedade de ortogonalidade, devemos ter a > —1, pois
B=a+1>0 <= a> —1. Os polinémios y,(z) correspondentes, com B, = 1/n!, sdo chamados
de polinémios de Laguerre e denotados por L% (x). Pela formula de Rodrigues, temos

1 dr

Lo(x) = —ea™®

i€ (e,

X

1.4.3 Polinémios de Hermite

Por fim, analisaremos o caso em que o(z) é um polinémio de grau zero, ou seja, é constante.

Figura 1.3: Grafico de o(z) (destacado em vermelho) no caso em que é polinémio de grau zero. O intervalo
destacado em azul indica onde o(z) > 0.

Podemos considerar o(z) = 1, para todo z € (—o00,4+00). Assim como nos outros casos, 7(x) =
Az + B. De (1.11),

a(z)o(x) o(z)
1
= In(o(z)) = | Az + Bdx = A/a:d:c + B/lda; = ~A2* + Bz
= Q(LI?) o eﬁA:z:Q-i-B:c

Pelas condigoes da propriedade de ortogonalidade,

lim o(z)o(z) = lim 2 *+B* =0 <= A<0eB >0,

T—r—00 T—r—00
liEILl o(z)o(z) = lil}rl e? BT ) = A< 0eB <0,

ouseja, A <0e B=0. Se tomarmos A = —2 e B = 0, obtemos

o(z) =1,
7(xr) = —2u,
o(z) = e

Os polinémios y,(z) correspondentes, com B,, = (—1)", sao chamados de polindmios de Hermite e
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denotados por H,(z). Da formula de Rodrigues,

1.5 Informacoes sobre os Polinémios Ortogonais Classicos de

uma Variavel Continua

Nos casos analisados, conseguimos obter expressoes para o(zx), 7(x) e o(x). Além disso, podemos

obter A em cada um desses casos utilizando a seguinte expressao (ver se¢ao 1.3):
/ 1 "
A=A\, =—nT —§n(n—1)0 .

Assim, temos as informacoes encontradas na Tabela 1.1 para os polinémios ortogonais classicos de
uma variavel continua. Aqui colocamos informagoes sobre os polindmios de Gegenbauer, que sao um

caso particular dos polindémios de Jacobi, pois utilizaremos essas informagoes no Capitulo 3.

Jacobi Gegenbauer Laguerre Hermite
Parametros a>—-1,8>-1 A > —% a > —1 Nao depende de parametros
(CL, b) (_L]-) (_171) (O7+OO) (_OO7+OO)
= 1" 1
B T — T — — -1
" 2nn! 2nn]! n! (-1)
o(x) (1—2)*(1+2)° (1—a2) 2 goe™ e
o(z) 1—x? 1—x? T 1
7(x) f—a—(a+p+2)r —2A\+1zx l1+a-—=z —2x
An nn+a+p+1) n(n + 2X) n 2n

Tabela 1.1: Dados dos Polinémios de Jacobi, Gegenbauer, Laguerre e Hermite
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Capitulo 2

Polinémios Ortogonais Classicos de uma

Variavel Discreta

Neste capitulo sera apresentada a teoria basica dos polindmios ortogonais cléssicos de uma variavel
discreta (ver [9]), que é semelhante & teoria apresentada no Capitulo 1. Primeiramente, apresenta-
remos a equacao de diferengas do tipo hipergeométrica e algumas de suas propriedades. Veremos
também que essa equacao admite solugoes polinomiais que podem ser expressas de maneira explicita
e satisfazem uma propriedade de ortogonalidade sob certas condi¢oes. Por fim, estudaremos quais
sao as possibilidades para essas solugoes polinomiais, obtendo os chamados polinémios ortogonais

classicos de uma variavel discreta.

2.1 Uma equacao de diferencas do tipo hipergeométrica

A teoria considerada no Capitulo 1 para solu¢des polinomiais da equacgao diferencial do tipo
hipergeométrica
o(z)y" +7(x)y + Ay =0, (2.1)

onde o(z) e 7(x) sdo polindémios de graus dois e um, respectivamente, e A é uma constante, admite
uma generalizacao natural para o caso quando a equacao diferencial é substituida por uma equacgao

de diferengas. Considere as expansoes de y(x £ h) pela férmula de Taylor:

h? h? ™
y(o+h) = y(@) +y' (@h +y" (@) 5 +y" @)+ + ") (2.2)
/ " h? " h? m,_ (m) h
yla —h) =y(2) =y (@h+y'(2)5 -y (@) g + -+ (=1)"y ™ (0) . (2:3)
Para obter uma aproximacao para y'(x), subtraimos (2.3) de (2.2), com m = 3:
/ / " h3 " h3
yle+h) —ylz —h) = y(z) —y(z) +y'(@)h +y' (@)h +y"(€) 57 +y"(0)5;

=y = % {W +h) —y(z) +y(x) -yl —h) = [y (&) +y" (0) %}

- y/(x) _ % |:y($ + h})l _ y(x) + y(ZL‘) B Z(m B h) + Ol(hQ) (2.4)
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Para obter uma aproximacao para y”(x), somamos (2.3) e (2.4), com m = 4:

Yl B) 4yl — h) = o(a) + o) + " @R + OO+ g0
=/ (0) = g {1 = y(o) = u(o) + oo -0 - OO+ 0] o}
=) = % [y(as + hf)L —y(z)  yl@) - I}UL(QT - h)] + 0(h2). (2.5)
Substituindo (2.4) ¢ (2.5) em (2.1), obtemos
&,(x)% {y(m + h})L —ylx)  ylx)— Z(x - h)}
T [l ) == 26

que aproxima (2.1) em uma malha uniforme Az = h com segunda ordem em h, isto é, com ordem

O(h?).

Definicao 2.1. Definimos por A e V os operadores de diferenca progressiva e regressiva, respecti-

vamente, por

Af(x)
V()

flz+1) = flz),
flx) = flz—1).

Proposicao 2.1. Sejam A e V os operadores de diferenga progresssiva e regressiva. Entao valem

as sequintes propriedades:
(a) AVf(x) = VAf(z) = Af(x) =V f(z) = flz+1) = 2f(2) + f(z - 1)
(b) Af(x) =V f(x+1)
(¢) Alf(x)g(x)] = f(x)Ag(x) + Alf(z)]g(z + 1)

(d) Para um polinémio p,(x) de grau n, as expressoes Ap,(x) e Vp,(x) sao polindmios de grau
n—1; e A"p,(z) = V'p,(z) = p () = nla,.

Demonstragao. (a) Utilizando a definigao dos operadores de diferenga, obtemos

AVf(x) = Alf(z) = f(z —1)]

Além disso,
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AVf(z) = [flz+1) = f(@)] = [f(z) = fle = 1)] = flz +1) = 2f(x) + f(z — 1).
Logo,
AVf(z) = VAf(z) = Af(x) = Vf(z) = flz+1) = 2f(z) + f(z - 1).
(b) Pela definigao,
Af(z) = fle+1) = f(z) = Vf(x+1).

(c) Temos
Alf(x)g(x)] = f(x+ gz + 1) = f(z)g(x)
= fle+1)glz+1) = f(z)g(x + 1) + f(x)g(z + 1) = f(z)g(2)
= [fle+1) = f(@)lglz+1) + f(2)lg(z + 1) — g(x)]
= Alf(@)lg(z + 1) + f(2)Ag(x)
(d) Seja

pn<x) = anl‘n + -+ a1x + Qagp,

com a, # 0, um polindémio de grau n. Entao

Apn(7) = po(z + 1) — pu()

=apr+1)" +a,1(z+ )"+ Fa(z+ 1) Fag— azt — - —ax — ag
= anx” + nan(x + )" a2 e b ag — ap — a2 — - —
= na,r" ' + {termos de grau menor do que n — 1}.

Ou seja, Ap,(x) é um polindémio de grau n — 1. O raciocinio é analogo para Vp,(z). Repetindo o

processo, obtemos A"p,(z) = Vp,(z) = pi” (2) = nla,. O

Fazendo a mudanca de variavel x = ht em (2.6), obtemos Y (¢) = y(ht). Dai,

(ht)h [ y(ht + h})L —y(ht) _y(ht) = Z(ht - h)}

+?(;zt) {y(ht + h})L —y(ht) | y(ht) = z(ht - h>] + Ay(ht) =0
o 500 {y( (t+ 1})L) —y(ht) _ y(ht) — y}(lh(t - 1))]

f(;zt) {y(h(t + 1}1> —y(ht)  y(ht) - y}gh@ - ”)] + Ay(ht) =0
s} [HEEDZY0 YO Ye-1)]

+%‘(;Lt) [Y(t v 1})L —Y(@) Y0~ z(t - 1)} +AY(t) =0
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T+ 1) - Y0 - () - Y- 1))

+%}Z>{[Y(t + 1) -Y@®)]+[Yt)-Y({Et—-1)]}+AY(t) =0

&%Zt) AY (1) — VY (1)) + %}?[AY@) L VY ()] £ AY (1) = 0

& @AVY@) + %[—Avy(t) +2AY (1) + AY (1) =0

[% — %} AVY(t) + @AY@) + AY(t) = 0.

Por conveniéncia, utilizaremos = ao invés de ¢. Entao a equagao (2.6) pode ser reescrita como
o(2)AVy(x) + 7(x)Ay(z) + \y(x) = 0, (2.7)

onde o(z) = CNT(hhzx) - ?(Qf;x) eT(r) = %(Zx)

Definigao 2.2. A equacao (2.7) é chamada de equagao de diferencas do tipo hipergeométrica, e suas

solugoes polinomiais sao chamadas de polinémios discretos do tipo hipergeométricos.

Note que, se tomarmos h = 1 na equacao (2.6), obtemos diretamente a equagao (2.7), com

o(x) =0(x) — @

Podemos estabelecer varias propriedades das solugdes de (2.7) que sdo andlogas aquelas das

e1(r) =7(x).

solugoes de (2.1).

Proposicao 2.2 (Propriedade de Hipergeometricidade). As diferencas finitas de uma solugoe da

equagdo (2.7) também satisfazem uma equagao de diferencas do mesmo tipo.

Demonstragao. Sejavi(x) = Ay(z). Mostraremos que essa fun¢ao satisfaz uma equagao de diferengas
finitas da forma (2.7). Aplicando o operador A em ambos os lados de (2.7) e utilizando a definigao

e as propriedades dos operadores, obtemos

0
T(z)vi(x)] + Avi(z) =0
)V (z + 1) + 7(z)Avi(x) + AT(x)vi(z + 1) + Avy(z) =0
z)Avy(z) + 7(x)Avy () + AT (2)[Avi(2) + vi(2)] + Aoy (z) =0
x) + 7(z) + AT(2)]Avi () + A+ AT (2)]v1(z) =0
x) + 7(z + D]Av (z) + [A + A7(x)]v () =0,

A/q\'—'

ou seja,
o(2)AVv(z) + 7 (x)Avi(z) + pyvr(x) = 0, (2.8)

onde 7 (z) =7(z+ 1)+ Ao(z) e py = A+ A7(z). Como 71(z) é um polinémio de grau no maximo

um e g1 ndo depende de z, a equagao (2.8) para vy(x) é da mesma forma da equagao (2.7). ]
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A reciproca também é verdade:

Proposigao 2.3. Toda solugao de (2.8) com X\ # 0 pode ser representada na forma vi(x) = Ay(z),
onde y(z) € solucao de (2.7).

Demonstracao. De fato, podemos escrever y(z) em termos de vy(x) por

y(r) = —i[a(w)vvl(ﬂ?) + 7(x)vr ()], (2.9)

Aplicando o operador A em ambos os lados de (2.9), obtemos

= 0(2)AVvi(z) + Aco(x)Voi(x + 1) + 7(z)Avy (z) + AT (x)vi (2 + 1)
= o(x)AVuvi(z) + Ao (z)Avy (x) + 7(2)Avy (2) + AT(x)[Avy (x) + v1(2)]
= o(x)AVui(x) + [Ac(z) + 7(x) + A7(x)]Avi (2) + AT(2)v1(2)
= o(x)AVu(z) + +
() +

ou seja, Ay(x) = vi(x). Logo VAy(x) = Vv (z) e, portanto, de (2.9), segue que

—Ay(z) = o(2)AVy(z) + 7(z) Ay()
& o(x)AVy(z) + 7(x)Ay(z) + Ay(z) = 0, (2.10)
donde temos que y(x) é solugao de (2.7). O

De maneira semelhante,

Proposicao 2.4. A func¢ao v, (x) = A™y(x) (m-ésima diferenca finita), satisfaz uma equagao de

diferencas do tipo hipergeométrica

0(2) AV, () 4+ T (2) AV () 4 iU (x) = 0, (2.11)

onde
Tm(2) = Tin—1(z+ 1) + Ao (),  7o(2z) = 7(2), (2.12)
tm = fm—1 + ATpm_1(x) , o = A (2.13)

Demonstrag¢ao. Note que o grau de 7,,(z) é no maximo um e y,, ¢ uma constante. Utilizaremos
indugao sobre m. Para m = 1, a equagao (2.11) se reduz a equagio (2.8), e ja mostramos que vale o

resultado neste caso. Suponha que vi(x) = AFy(z), k =0,1,...,m — 1, satisfaca a equacao

o(2)AVug(z) + m(x) Avg(z) + pyve(z) =0, (2.14)
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onde

(x) = me_1(x 4+ 1) + Ao(x),  7o(z) = 7(2),
p = pp—1 + AT (x) . po = A

Aplicando o operador A em ambos os lados de (2.14), segue que

—

Avg(z) + pog(x)] =0

Alo(z2)AVug(z) + ()
+ 7 (2) U1 () + por(z)] = 0

< Alo(x)Vogg(x)
(

& A[a(x)Vka )] + Al (2)vp 41 ()] + prvgsa(z) = 0

]+
o(2)AVorii(x) + Ao (2) Vo (x + 1) + e (2) Avga1 () + Ap(x)vggr (2 + 1) + ppvps1(x) =0
& () AV (x) + Ao (2) Avgyr () + () Avg 1 (2) + At (@) [Avgyr () + vkg1 (2)] + prvpsi(x) =0
(x)AVUkH(;E) + [Ac(z) 4+ 7(z) + A ()] Avgsr () + [ + A1i(z)]vgya (x) =0
0(2) AV () + [Ac(x) + Ti(z + D] Avera (2) + [ + A7) ops1(2) = 0
(I>Avvk+1($) + Th41(2) AV 1 (2) + prrOpr1 (2) = 0,

onde

Trp1(2) = (2 + 1) + Ao (z),
M1 = pg + AT(2),
Vpr1(z) = Avg(z) = Ak“y(x).

A reciproca também é valida:

Proposicao 2.5. Toda solugao de (2.11), com p, #0 (k=0,1,...,m — 1), pode ser representada
como vy, (x) = A™y(z), onde y(z) € uma solugao de (2.7).

Demonstracao. Aqui, também utilizaremos indugao sobre m para a prova. Note que o caso m = 1

ja foi provado (ver Proposicao 2.3). Suponhamos que vg(x), k =0,1,...,m — 1, seja solugao de
o () AV (x) + () Avg(z) + pgog(z) =0, (2.15)
com

T(z) =T (x + 1)+ Ao(x) ,  7o(x) = 7(2),
P = pp—1 + A1_1(z) , o = A

Suponha, por absurdo, que vg(z) ndo possa ser expressa como Avg_;(x), sendo vi_1(x) solucao de

o(2)AVvg_1(x) + 1p—1(2) Avg_1 () + pg—10k—1(z) = 0. (2.16)
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Como g1 # 0, de (2.16), obtemos

1
Mk—1

vp—1(x) = — [0(2)AVvg_1(x) + Tp—1(x) Avg_q ()] (2.17)

Aplicando o operador A em ambos os lados de (2.17), segue que

— g1 Av;_1(x) = Alo(2) AVvg_1(2)] + Alm—1 () Avg_1 ()]

& 0(2)AV[Av,_1(2)] + Ao (2)AVup_1(x + 1) + 71 (2) A[Av_1 (2)] + ATp—q () Avg—_y (z + 1)
+g—1Avg_1(z) =0

& 0(2)AV[Av_1(z)] + Ac(z) A[Avg_1 ()] + Te—1(2) A]Avg_1 ()] + AT—1(2) A[Av—1 (z) + vy ()]
+p1Avg_1(7) =0

& o(x)AV[Avg_1(z)] + )+ Te—1(x) + AT (2)|A[Avg—1 (2)] + [ATi—1 () + pre—1]Avg—1(x) =0

& o(x)AV[Av_1(2)] + [Ac(x) + Tr—1(z + 1)]A[Avg_1 (2)] + [ATr—1(2) + pg—1]Avg_1(x) =0

& o(2)AV[Av,_1(x)] + () A[Avk_1(2)] + prAvg_1 (x) = 0,

donde concluimos que Avg_;(x) é solugao da equagao (2.15), o que é uma contradigao. ]

Proposicao 2.6. Podemos escrever (2.12) e (2.13) em termos das fungdes que aparecem na equagao
de diferencas do tipo hipergeométrica (2.7), ou seja, podemos obter expressoes explicitas para Tp,(x)

e A\ em fungao de o(x), 7(x) e A, a saber,

T (z) = T(x +m) + 0(z +m) — o(x) (2.18)

1
P = A+ m7" + Em(m —1)o". (2.19)

Demonstragao. De (2.12),

T (%) = T (2 + 1) + Ao (2)
— Tmfl(x -+ 1) + O'(.ﬁE + 1) - 0'(.1'),

ou seja,

= Tm_m(x—i—m) —|—a(x+m)
=7(x+m)+o(z+m).

Logo, obtemos uma expressao explicita para 7,,(z):

Tm(z) = T(x +m) + o(x +m) — o(z).
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Para obter uma formula explicita para p,, observemos que A7,,(7) e A%0(z) sao independentes

de z. Aplicando o operador A em ambos os lados de (2.12), obtemos

ATy = ATy 1 + AP0 = (ATp_o + A%0) + A0
= AT, + 2A%0

= AT +mA%s
=7 + ma”,
e, consequentemente, de (2.13),

Pm = MUm—1 + ATm—l
= -1+ 7 + (m—1)".

Assim,
Hm — Hm—1 = ' + (m - 1)0,/ = ATmfla
e, entao,
P = -1 + ATmfl
= fm—2 + ATm—Q + ATm—l
= o+ A9+ + ATy g + ATy
= A+ Z ATk_l
k=1
= A+ [+ (k- 1)o"]
k=1
=A+m7 + Z(k —1)o”
k=1
/ 1 7
=\A+mr +§m(m—1)0 :
Portanto,

1
fom = A +mT' + §m(m —1)o".
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2.2 Foérmula de Rodrigues

Assim como no Capitulo 1, podemos encontrar uma expressao explicita para as solugdes polino-
miais de (2.7). Primeiramente, colocaremos as equagoes (2.7) e (2.11) na forma auto-adjunta. Para

isso, multiplicamos ambos os lados de (2.7) pela funcdo o(z). Se essa fungao satisfaz

Alo(z)o(z)] = 7(x)o(z), (2.20)
entao
o(z)o(x)AVy(z) + 7(x)o(r)Ay(z) + Ao(x)y(z) = 0
& o(r)o()AVy(x) + Alo(z)o(z)]Vy(z + 1) + Ao(x)y(x) =0

x)y(z) = 0. (2.21)
Analogamente, multiplicando ambos os lados da equagao (2.11) por g,,(z), podemos reduzi-la a forma
Alo () om (%) VU ()] + pim0m(2)vm(x) = 0, (2.22)

onde a funcao g,,(z) satisfaz a equagao

Alo(z)om(x)] = T () om ()-
Fazendo m = n em (2.11), obtemos
o(2)AVv,(x) + 7 () Av, (x) + ppvn(x) = 0. (2.23)
Proposigao 2.7. Se
A=)\, =—n7’ — %n(n —1)o”, (2.24)

entao existe uma solugao particular y = y,(x) de (2.23) que € um polindémio de grau n, supondo que
pur # 0, para k=0,1,...,n—1.

Demonstra¢ao. Note que v, = constante é uma solugao particular dessa equagao, se u,, = 0. Como

vn(z) = Ay(x), temos que se
/ 1 1
A=A\, =—n1 — En(n —1)o", (2.25)

entdo existe uma solugao particular y = y,(z) de (2.23) que é um polindmio de grau n, supondo que
i # 0, para k=0,1,...,n— 1.
A equacao
o(x) AV, + () Avg + pgor =0

para vy pode ser reescrita na forma

1
Ok(@) = = 1o (@) VR (@) + (@) vpsa ()]
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E claro que se vy 1(z) é um polindmio, entdo vi(x) também é um polinémio, se py # 0. O

Para obter uma expressao explicita para y,(z), escrevemos (2.7) e (2.23) na forma auto-adjunta

Alo(x)e(z)Vy(2)] + Ae(z)y(x) =0,
Alo () en(x)Von(2)] + pinon(x)va(r) = 0.

Aqui, o(x) e g,(x) satisfazem as equagoes de diferencas

Alo(z)o(z)] = 7(z)o(z),
Alo(x)on ()] = T (z)0n (). (2.26)

Podemos determinar a conexao entre g,(z) e o(z) escrevendo a tltima equagao na forma

Alo(z)on(z)] = 7(z)on(z)

o(x)Aon() + Ao (x)0n(x + 1) = T0(x) + 0n(2)

o(@)[on(x + 1) = en(2)] + Ao (z)on(2 + 1) = 70 () 0n ()

o(x)on(r +1) = o(x)on(r) + Ao(z)on(z + 1) = T (2)0n(2)

& [o(z) + Ao(z)]on(z + 1) = [m(z) + o(2)]on(z)

& o(x+1)on(r +1) = [r(x) + o(2)]on(7) (2.27)
(z+ 1)(9;@ ) =1.(2)+0o(r) =T 1(x+ 1)+ Ao(z) + o(z)

)
o(z+ Dea(z +1)
on(7)

Dai, segue que (2.26) é equivalente a relagao

+1
o +1

U(l‘ + 2)@1171(% + 2>‘

= Ta(2) +o(r+1) = on1(z+ 1)

oo+ Doale +1) _ oo+ 2ou (e +2)
Qn(x) Qn—l(x -+ 1)

)

ou seja,
on(z+1) _ on ()
ox+2)on1(z+2) olx+1)g1(z+1)
onde ¢,(x) é qualquer fungao periodica de periodo 1. Precisamos apenas de uma solugao particular
de (2.27), entao podemos tomar ¢, (z) = 1. Assim, de (2.28), obtemos

= ¢, (), (2.28)

on(z) = o(z +1)0p_1(z +1) (2.29)
=o(z+1)o(z + 2)0p-2(z + 2)

=o(x+1)o(z+2)---o(x+n)op(r + n).

Como g,(x) = o(x), temos
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Agora, de (2.22) e

ou seja,

On( o(z +mn) H o(x + k).
k=1
(2.29) obtemos uma simples relagao entre v, (x) € vy 41(x)

0 (&) 0m() = ——— A0(2) o () Vo (2)]

m

_ _Mimv[a(g; 4 Dom(@ + 1)Von(x +1)]

= —LV[Qm+1 (m)Avm<$)L

m

0 ()0 (@) = — Vg1 ()i ()]

m

Para m < n, obtemos

1

om(T)vm () = ——V[Qm+1( JVm1(2)]

onde

m

AAEAE
( )( Mm+1) ( ,um+(nl_m+1))Vn_m[Qn(fB)vn(x)]

V" on()vn ()]

,umﬂm—i-l,un 1
(=1)™popa -+ pam— _
V" o (@) vn (2)]
(_1)nNOM1 ct Um—1 M Em4-1 P —1

(—1) "ﬁluk
- gy () (o)]
(—1yn mk

A,

= V" " lea@)on ()],

Se y = y,(z), temos v, (x) = A"y, () = constante e, de (2.31),

Am

AnOm (x)

Am n—m
= TV o)

V" on (@) ()]

U (2) =

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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AmBn n—m
- on ()],
o) ")
isto é, p
B
A"y, (x U () = —=—2V"""p,.(2)], 2.33
() = o) = ST g () (233
onde
nl " n+k—1
A, =A = 0" 2.34
= ) b= e I (7 ). (231

Ag=1, m<n;

vp(z)  AMy,(z) 1 (n)

B, =

De (2.33), com m = 0, obtemos uma expressao explicita para y,(x):

V" [on(2)]- (2.35)

Portanto, acabamos de provar o seguinte resultado:

Proposicao 2.8. As solugoes polinomiais de (2.7) sao determinadas por (2.35), a menos de um

fator de normaliza¢io B,,. Essas solugoes correspondem aos valores A = X, de (2.25).

A equagao (2.35) é a formula analoga de diferencas finitas a formula de Rodrigues (1.7).

2.3 A Propriedade de Ortogonalidade

As solugoes polinomiais y,,(z) possuem a propriedade de ortogonalidade sob certas restri¢oes nos
coeficientes de (2.7). Para obter essa propriedade, usamos as equagoes para y,(z) e y,,(x) na forma

auto-adjunta

A[a(m)g(x)Vyn(x)] + /\nQ(x)yn(x) =0,
Alo(x)o(2)Vym ()] + Amo(2)ym(z) = 0.

Multiplicando a primeira equagao por y,,(x) e a segunda por y,(x), subtraindo a segunda da

primeira e utilizando as propriedades dos operadores de diferenca, obtemos

Ym (7)Ao (2) 0(2) Vyn ()] + My 0(2) Y (%) Yo ()
—yn(2)A[o(2)0(2) VY ()] — A 0(@)Ym (2)yn(z) = 0
= Ym(2)Alo(2)0(2) V()] — yn(2)Alo () 0(2) Vym(2)] + (An = Am) 0(2)Ym (2)yn () = 0,

ou seja,

(Am = An) (@) ym (2)yn(x) = ym(2) Alo(2)0(2) Viyn(2)] — yn(2)Alo(2) 0(2) Vym ()]
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= ym(2){0(2)0(x)AVyY,(z) + Alo(z)o(2)|Vyn(z + 1)}
—yn(2){o(2)0(2) AVYp(2) + Alo(2)o(2)|Vym(z + 1)}
= 0(2)0(2)ym(2) AVy, () — () 0(2)yn(2) AV, (2)
+A[o(2)0(2)|ym(2) Vyn(z + 1) + Alo(2) o(2)| Ay (2) Ay, (2)
—Alo(2)o(2)| Ay (2) Aym () — Alo(z)0(2)]yn(2) Viym(z + 1)
= 0(2)0(2)[Ym (2) AV Y, (2) + Ay (7) Ay, (2)
—AYn(2) Ay () — Yo () AVY(2)]
+A[o(z)o(2)][AYm () + Y (2)]Vyn(z + 1)
—Alo(z)o(2)][Ayn(z) + yn (@) Vym(z + 1)
= 0(2)0(%) [ym () AVY,(7) + Ay (2) Vyn(z + 1)
—Ayn(2)Vym(z + 1) — yu(2) AV, (2)]
+Ao(2)o(2)]ym(z + 1) Vy,(z + 1)
—Alo(x)o(x)|yn(z + 1) Vym(z + 1)
0(2)0 (2) AlYm () Vyn(2) = yn(2) Vym ()]
+A[o(2)o(2)][ym(z + 1) Vyn(z + 1) = yo(z + 1) Vyn(z + 1)]
= Ao (2)0(2) [Ym (2) VYn () — Yn(2) Vym(2)]}.

Logo,
(Am = An)0(@)ym (2)yn (x) = A{o(2) 0(2) [Ym (2) Viyn (2) — yn(2) Vym ()]}

Se colocarmos x = x;, x;+1 = x; + 1 e somarmos os valores x = x; para os quais a < z; < b — 1,

obtemos

+o(a+ 1)o(a+ 1)[ym(a+ 1)Vy,(a+ 1) — yu(a 4+ 1)Vym(a + 1)]
—o(a+1)o(a+ 1)[ym(a+ 1)Vy,(a+ 1) —yu(a + 1)Vyn(a + 1)]

+o(b—1)o(b = 1)[ym (0 + )Vyn(b = 1) = ya(b = 1) Viym (b — 1)]
—o(b—1)o(b = 1)[ym (b + 1)Vyn(b = 1) = ya(b — 1) Viym(b — 1)]

+0(0) () [Ym (D) VYn (D) = yn(b) VY (b)]

= 0(2)0() [Ym (7) VYyn(r) — yn(2)Vym(2)]| -

a

Como a expressao [Ym () Vy,(z) —yn(2) Vyn(x)] € um polindmio em z, obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 2.9 (Propriedade de Ortogonalidade). As solugdes polinomiais de (2.7) sdo ortogonais

em [a,b — 1] com respeito a fungao peso o(x):

Z Y ()Y (2:) 0(:) = Spundly, (2.36)
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sob as condicoes de contorno

o(z)o(z)x* =0, k=0,1,..., (2.37)

onde d? ¢ a norma ao quadrado de y,(z) € Opmn € a fungio delta de Kronecker, isto €,

0, sem=n,
5mn:
1, sem # n.

Definigao 2.3 (Polinomios Ortogonais Classicos de uma Variavel Discreta). Chamamos os polino-
mios yn(x) de polindmios ortogonais cldssicos de uma varidvel discreta se a equagao (2.36) € vdlida,
o intervalo (a,b) estd na reta real e a funcao o(x) satisfaz (2.20) e (2.37). FEstes polinémios sao

usualmente considerados sob as condi¢ées adicionais o(x;) >0, para a < z; <b—1, e

o(x;) >0, paraa+1<z;<b-—1,

2.38
o(z;)+7(x;)) >0, paraa<xz; <b—2 (2.38)

Agora, faremos algumas consideragoes a respeito das escolhas de a e b para que satisfacam as
condigbes de contorno (2.37) e a positividade da fungao peso o(x;) no intervalo de ortogonalidade
[a,b — 1]. Se a é finito, entdo, por hipotese, o(a) > 0, ou seja, a é raiz de o(z), pela condigao de
contorno (2.37) em a. Como uma mudanga linear de variavel preserva o tipo da equagao, é sempre

possivel, se o(x) # const, tomar ¢(0) = 0. Isto é, podemos supor a = 0. Se b ¢ finito, por (2.20),

Alo(b—1)e(b —1)] = 7(b—1)e(b— 1)
o(b) —a(b—1)o(b—1) = 7(b—1)o(b—1)
o(b) =[o(b = 1) +7(b—1)]e(b - 1).

<~ o(b)
< o(b)
Como o(b—1) > 0, temos

o(b—1)+7(b—1) = 0. (2.39)

Quando b = +o00, a condigao de contorno (2.37) sera satisfeita se

lim 2*c(z)o(x) =0, k=0,1,....

r—+00

O mesmo raciocinio se aplica quando a = —oo.

2.4 Os Polinémios de Hahn, Meixner, Kravchuk e Charlier

Até o momento, consideramos um método geral de estudar os polindémios ortogonais classicos de
uma variavel discreta como solugoes da equagao de diferencas do tipo hipergeométrica em uma malha
uniforme. Em particular, uma representacao dessas solugoes na forma da férmula de Rodrigues foi
obtida e sua propriedade ortogonalidade, sob certas condigoes, foi provada. A investigacao de sistemas

especificos de polindmios é reduzido a resolugao da equacao de diferengas de primeira ordem (2.20)
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para a funcado o(x), que aparece na féormula de Rodrigues (2.35) e na propriedade de ortogonalidade
(2.36). De modo a encontrar expressoes explicitas para o(z), reescrevemos a equagao de diferengas
(2.20):

— o(x+ 1oz +1) —o(x)o(x) = 7(x)o(z)
= oz +1)o(z +1) = [o(x) + 7(x)]o()
olx+1) o(x)+7(z)
o) oletl) (240)

Pode-se verificar que a solucao da equagao de diferenca

o(x +1)

= i),

cujo lado direito pode ser expresso como um produto ou quociente de duas fungoes, possui a seguinte

propriedade:

Proposicao 2.10. Se as fungoes o1(x) e p2(x) sao solugdes das equagies

oz +1) . o2(z + 1) s
o I T A
entao a solucao da equagao : )
e+l .o
o) f(@)

com f(x) = fi(z)fa(z) € o(z) = 01(x)0a(x) € com f(x) = fi(2)/ fa(x) € o(x) = 01(2)/02().

Como o lado direito de (2.40) é um quociente de polinémios, segue que sua solugdo pode ser

expressa em termos das solugoes das equagoes de diferenca

o(x +1)

=7+, (2.41)
()
1
oz +1) =5 —uz, (2.42)
o(x)
o(z+1)
EAELEYA) 2.43
o) (2.43)
onde v é uma constante. Como
P F(y+z+1)
! Ply+z)

onde I' ¢ a fungao gama de Euler', uma solucao particular de (2.41) ¢ da forma

o(x) =Ty +x).

1A funcio gama de Euler ¢ definida por I'(z) = / e "7 1dt, onde z > 0. Uma de suas propriedades fundamentais

éT(z+1) = 2T (x). Ver [1] e [10]. ’
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Analogamente, usando a equacao
1

Tz T+ —(@+ 1)
Vo= = i :

Fy+1—-x)

obtemos uma solugao particular de (2.42)

1

U TCE

Por fim, note que p(x) = 4* é uma solugao particular de (2.43). Além disso, se multiplicarmos
o(z) por uma constante C' # 0 ainda teremos uma solugao de (2.40).

Agora, encontraremos solugoes de (2.40) correspondendo aos possiveis graus de o(z).

2.4.1 Polinémios de Hahn

Consideraremos primeiramente os casos em que o(x) é um polinémio de grau dois.
1° caso: Lembre-se que buscamos uma fungao o(x) positiva em um dado intervalo (a,b). A fim de

satisfazer essa restricao, podemos supor, sem perda de generalidade, que
o(z) = x(n — =),
e, portanto,

o(z) +7(x) = (z + ) (13 — @),

onde 7, 72 € 73 sdo constantes. Tomando (a,b) = (0, N), as condigoes (2.38) e (2.39) ficam

o(z;) >0, 1<z;<N-—-1,
o(N—1)+7(N—-1)=0,

e elas serao satisfeitas se
e o(z)>0,Vre (O,LN—1) <= 7 >N —1.

Entao podemos indexar 7; com um parametro, tomando vy = N + a. Dai, N +a = v, >
N—-1 < a>-1.

7% RN

Figura 2.1: Grafico de o(z) (destacado em vermelho) no caso em que ¢ polinémio de grau dois com raizes
0 e 71. De modo a satisfazer a primeira condigao, devemos ter y; > N — 1, como mostrado na
figura. O intervalo destacado em azul indica onde o(x) > 0.
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e 0(N-1)+7(N—-1) =0 <= (N=1+7%)(13—(N—-1)) =0 <= 7 =—(N—-1)ouy; = N—-1.

¢ 0(0)+7(0)>0 <= 7973 >0 < 1 >0ey3>00uyn <0evy; <0.

(/Yz 73:N—\

Figura 2.2: Gréafico de o(x) + 7(z) (destacado em vermelho) no caso em que é polindémio de grau dois com
raizes v2 € v3. De modo a satisfazer a segunda e terceira condi¢ao, devemos ter 75 > 0 e y3 =
N — 1, como mostrado na figura. O intervalo destacado em azul indica onde o(x) + 7(z) > 0.

Pondo v3 = N — 1, temos 7, > 0. Indexando 75, segue que 2 =+ 1 >0 <= [ > —1. Tomando

fl(x) =,

fg(x):71—$:N+()é—$,

fa@) =z 4+ =B+1+uz,

fa(@) =y —r=N-1-uz,
segue que

01(z) = T'(z),

0r(x) = .

1
al®) = TN =
Assim, (2.40) se reduz a
We+l) _o@+r@)  f@hE)  @+B+D(N—1-a)
o(x) o(x+1) file+ D fa(x+1) (z+1)(N+a—z-—1)
cuja solucao particular ¢ dada por
B 03(x)4() I'(B+1+2)[(N+a—ux)
) = e+ Dae D) TN—olw+D) (2.45)

Agora, discutiremos os motivos para escolher ; e 7, nas formas vy = N +a e 5 =+ 1. De
modo natural, esperamos que a solugao polinomial y, (), depois de uma mudanga linear de variavel
x = N(1+ s)/2, que leva o intervalo (0, N) ao intervalo (—1,1), convirja ao polinémio de Jacobi

P,ga’ﬁ)(s) quando N — oo, isto é, quando As = h =2/N — 0, e a fungao peso g(x) convirja, a menos
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de um fator constante, a fungio peso (1 —s)*(1+s)” dos polinémios de Jacobi. Vimos que a solucao
de (2.40) para
olx)=xz(y1—2z) e o@)+71()=(+7)(N-1-21),
¢ dada por
I'(yv2 +2)l'(y1 — )
(N —z)['(z+1)

o(z) =

Fazendo a mudanga de variavel z = N(1 + s)/2 obtemos

o(s) ==¢ (g(l + s)) _P(e+350+9)T(n—50+9)

T (50 +8)+7)T (51 —5) +7 —N)
FE(0 )+ )T (50 —5)
Como
Iz+a)=(z+a—-1I'(z4+a—-1)
=(z+a—-1)(2+a—-2)---2I'(2),
temos . Iz +a) B
z—o0 ['(2)z¢
Logo,

quando N — oo. Consequentemente, é natural tomar vy — N =a ey, —1 =3, ouseja, 1 = N + «
ey, =p0+1

Os polinémios y,(z) obtidos pela formula de Rodrigues (2.35) com B, = (—1)"/n! e a funcao
peso o(x) definida por (2.45) sdo chamados de polindmios de Hahn e denotados por hieh) (x,N).

Estes polinomios s@o ortogonais em [0, N — 1] quando o > —1 e > —1.

2° caso: Sejam
o(x) =z(x+m), o) +7(2)=(r—2)(y—1)
Novamente, tomando (a,b) = (0, N), as fun¢oes acima devem satisfazer
o(x;) >0, 1<z;<N-1
o(x;))+7(x;) >0, 0<ax; <N-2
o(N—-1)+7(N—-1)=0.
Entao

e o(z;) >0,Vxe(IL,N—1) <= -y <1 <= 7 > -1
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Figura 2.3: Grafico de o(z) (destacado em vermelho) no caso em que é polindomio de grau dois com raizes
0 e —y1. De modo a satisfazer a primeira condi¢ao, devemos ter —y; < 1, como mostrado na
figura. O intervalo destacado em azul indica onde o(z) > 0.

=N-1
o o(z) + (@) > 0Vr e (O,N —2)co(N—1)+7(N-1)=0 = { °
’YQ>N—2
o(z)+7(z) >0
N -2 Yo Y3=N~—1

Figura 2.4: Gréfico de o(x) + 7(z) (destacado em vermelho) no caso em que é polindémio de grau dois com
raizes y2 e 3. De modo a satisfazer a segunda e terceira condicao, devemos ter 7o > N —2 e

~v3 = N —1, como mostrado na figura. O intervalo destacado em azul indica onde o(z)+7(z) >
0.

Utilizando o mesmo raciocinio do caso anterior, obtemos

1

) = P+ 1= + 1 =)@ + DO 2 + 1)

Comov3=N—1,pondoyy=pu>—-leypy=v+N—-1>N — 2, obtemos

1
I'(N4+v—a)(N—z)l(z+ D' (p+1+2z)’

o(x) = (2.46)
com > —1 e v > —1. Os polinémios obtidos pela férmula de Rodrigues com B, = 1/n! e o(x)
definida por (2.46) também sao chamados de polindémios de Hahn e denotados por i) (z,N).

A razao pela qual estes polinomios também sao chamados de polindémios de Hahn é justificada
pelo seguinte resultado:

Proposicao 2.11. As expressoes de o(x), 7(x) e A para h, e I diferem apenas em sinal. Con-
sequentemente, o0s polinomios hi™” (x,N) e i) (x,N) = BN TN (x, N) satisfazem a mesma

equagao diferencial.

Demonstracao. Para hﬁla’ﬂ)(m, N), temos



Os Polinémios de Hahn, Meixner, Kravchuk e Charlier

o(x) =x2(N+a— 1)
= -2 +z(N + «)

olx)+71(x)=(z+F+1)(N—-1-=x).
Além disso,

() =(z+F+1)(N—-1—-2x)—0(x)
=2+ (N-1Dz—(B+z+(B+1)N-1)+2°>— (N +a)z
=—P+a+2)x+(L+1)(N-1).

Entao 7'(x) = —(B+ a+2) e 0’(z) = —1. Logo,

n(n —1)
2

n(n—l).

o' =n(B+a+2)+ 5

Ap = —n1’ —

Para hgf"”)(x, N), se tomarmos t = —N —a e v =—N — (3, temos

o(x) = z(x + p)
=z(x— N —«)
=—o(N+a-—1)
=2>— (N +a)x

ox)+7(x)=w+N—-1—2)(N—-1-2x)
=(—f—-1—2)(N—-1-2x)
=—(x+pF+1)(N—-1-2).

Além disso,

() =—(z+pF+1)(N—-1—-2)—0(x)
=—[-2*+(N=Dz—(B+Dz+B+1)(N-1)]—-2>+ (N +a)
=B+a+2)r—(B+1)(N—1).

Entdo 7'(z) = B+ a+2 e o"(x) = 1. Logo,

n(n — 1) "

5O :—n(6+a+2)—n(n_1>.

2

Ap = —n1’ —
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2.4.2 Polindmios de Meixner, Kravchuk e Charlier

Agora, consideremos o(z) sendo um polinémio de grau um, o(z) = x.

Figura 2.5: Gréfico de o(x) (destacado em vermelho) no caso em que é polinémio de grau um, tendo 0
como raiz. O intervalo destacado em azul indica onde o(z) > 0.

Analisaremos trés casos:

n(y + )
o(x)+7(x) = puly — )
1

onde y e v sao constantes.

1° caso: Counsidere o(z) =z, o(x) + 7(x) = p(y + =), p > 0.

Figura 2.6: Grafico de o(z)+7(z) (destacado em vermelho) no caso em que é polinémio de grau um, tendo
—~v como raiz. De modo a satisfazer as condi¢oes para o(z) 4+ 7(z), devemos ter —y < 0. O
intervalo destacado em azul indica onde o(z) + 7(z) > 0.

Temos
ow+1) _ o) +7(x) _ ply+a)
o(x) o(x+1) r+1 7
entao Ty + 1)
_ ity rz

o) =TT

As condigoes de contorno ficam
k Ly +) iy
= =0, k=12
O'(.CU)Q(SC)LU —a P(x + 1) z_o ) ) 7 7
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- :cl—lgloox a [(x)z” 0
Por conveniéncia, tomamos i
ole) = Mria(:rj) ’
onde C' = L ¢ uma constante. Obtemos entao a distribuicao de Pascal da teoria de probabilidade

['(v)

L p'Tiy+a)  p (e
[(y) T(@x+1) T(z+1)

o(z) =

Aqui, denotamos
I(a+n)

(@)p=ala+1)---(a+n—1)= (o)

Escolhendo B,, = p~", os polindmios correspondentes sao chamados de polindmios de Meizner e

denotados por m{"™* (x).

2° caso: Considere o(z) =, o(z) + 7(z) = p(y — z), u > 0.

Figura 2.7: Grafico de o(z)+7(z) (destacado em vermelho) no caso em que é polindémio de grau um, tendo
~ como raiz. De modo a satisfazer as condigbes para o(z) + 7(x), devemos ter v = N. O
intervalo destacado em azul indica onde o(z) + 7(z) > 0.

Neste caso, temos
ole+1) o) +7(@)  ply —2)

o(x) o(x+1) T+1
entao
o(z) = " | (2.47)
e+ 1)I'(vy+1—2)

Tomando a =0 e b= N + 1, as condigoes (2.38) e (2.39) ficam

07 1§$1§N7
O, OSJIZSN—L
0

De o(N) + 7(N) = 0, segue que v = N. Reescrevemos p = 1—), p>0,¢q>0ep+qg=1, ou seja,
q

p A .
n= T—o Por conveniéncia, consideramos
-Pp
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onde C' = ¢"TI'(N + 1) ¢ uma constante. Daf,

(pr\" T(N+1)
oz) = (5) Fz+1)l(y+1—2)

comp>0,¢g>0ep+qg=1 Tomando z; =4,71=0,1,..., N, e sabendo que ['(n) = (n — 1)!, para

n € N, obtemos

_ (P i N (N +1)
olw:) = (5) T+ DN+ 1-1i)

N
(N — )]

. (N
=p'(1—p)V <Z> 0<p<l.

Assim, p(z;) torna-se a distribui¢io binomial da teoria de probabilidade.
Escolhendo B, = (—1)"¢"/n!, os polinémios correspondentes sdo chamados de polindmios de
Kravchuk e denotados por k7 (x,N).

3° caso: Considere o(x) =z, o(x) + 7(x) = u, p constante.

o(z)+7(x) >0

Figura 2.8: Grafico de o(x) + 7(x) (destacado em vermelho) no caso em que é constante. De modo a
satisfazer as condigoes para o(x) + 7(x), devemos ter p > 0. O intervalo destacado em azul
indica onde o(z) + 7(x) > 0, mas, neste caso, consideraremos apenas = € (0, +00).

Temos
ole+1) o(x)+7(x)  p
o(x) o(r+1) r+1’
entao N
ofr) = .
F(z+1)
As condigoes de contorno ficam
o o(x)o(x)k ::ckﬂ'u—m =0, k=0,1,...,
( )Q( ) T=a F(‘T+1> =0
* zEIJPQQO’(ZE)Q(:L’)l'k - :chrlloo xk—i_lﬁ - O’ ok 0
Por conveniéncia, tomamos
Mw
—C—r

onde C' = e™#* é uma constante. Neste caso, obtemos

et
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que é a distribuicao de Poisson da teoria de probabilidade.
Escolhendo B,, = u=", os polinémios correspondentes sao chamados de polinémios de Charlier e
denotados por ¢\ (z).

O caso o(x) = 1 nao é de interesse, pois nao leva a nenhum novo polinémio.

2.5 Informacoes sobre os Polindmios Ortogonais Classicos de

uma Variavel Discreta

Nos casos analisados, encontramos expressoes para o(x), o(z)+7(x) e o(z). Utilizando a expressao
para o(z) + 7(x), podemos encontrar 7(z). Além disso, podemos utilizar a equagao(2.25) para
encontrar A = \,. Assim, podemos obter as informagoes sobre os polindmios ortogonais classicos de
uma variavel discreta que se encontram na Tabela 2.1. Aqui, omitimos as informacoes dos polinémios

de Hahn A" ’V)(x,N ), pois estes podem ser escritos como hieP) (z,N) fazendo uma mudanga de

variavel.
Hahn Meixner Kravchuk Charlier
WP (2, N) mi™ (z) kP (z, N) A (z)
Parametros a>—1,06> -1 v >0 p>0,g>0 w >0
O<pu<l1 pt+qg=1
1" 1 " 1
B, =" = (1)L -
n! u" n! p"
(x) FB+1+a)I(N+a—2)  p'T(y+a) NlprgN—* eyt
¢ T(N — 2)[(z + 1) TI(z+1) T@+DO(N+1-2) D(z+1)
o(x) (N +a—x) x x x
7(z) B+ =1) = (a+B+2)z yu—a(l—p) (Np —=)/q p—a
An nla+p+n+1) n(l— p) n/q n

Tabela 2.1: Dados dos Polinémios de Hahn, Meixner, Kravchuk e Charlier.
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Capitulo 3

Teorema de Stieltjes: Caso Continuo

Neste capitulo provaremos o Teorema de Stieltjes (ver [8] e [16]) e uma extens@o para o caso de
intervalos simétricos (ver [2] e [11]), que ser@o utilizados para obter informagoes sobre a monotoni-
cidade dos zeros de polinémios ortogonais classicos de uma variavel continua (ver [11]). Antes de
demonstrar o Teorema de Stieltjes e a extensao para o caso de intervalos simétricos, precisaremos de

alguns resultados preliminares (ver [9], [12] e [18]), que serdo apresentados a seguir.

3.1 Resultados Preliminares

Definicao 3.1. Seja {p,}:>, uma sequéncia de polindmios que satisfazem a relagao de ortogonalidade

com relagao a uma fung¢ao peso o(x), isto €,

Chamamos os polinémios p,, de polinémios ortogonais.

Proposicao 3.1. Todo polinémio q,(x) de graun pode ser representado como uma combinagao linear

dos polindémios ortogonais px(x), k =0,1,...,n, ou seja,
qn(z) = Zc;mpk(x). (3.1)
k=0
Demonstra¢ao. Como pg(x) é um polindmio de grau exatamente k, o conjunto {po,...,p,} ¢ uma

base para o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a n. O

Proposicao 3.2. A relagao de ortogonalidade

b
/ Pr(@)pa()o(@)dz =0, m A n, (3.2)

€ equivalente a
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Demonstragao. Seja {p,}22, uma sequéncia de polinomios ortogonais. Suponha m < n. Primei-
ramente, suponha que os polindmios p,, satisfagam a equacdo (3.3). Entdo, expandindo p,,(x) em

poténcias de x, ou seja, escrevendo

m

Pm() = ap2™ 4+ -+ iz +ag = Zakxk,
k=0

e substituindo na integral de (3.2), obtemos

/bpm(x)pn = /bzi:akx pn(z)o(z)dx
Zia /:vpn o(x)dx = 0.

=0

Agora, suponha que os polinémios p,, satisfagam a equagao (3.2). De (3.1), temos

Entao, de (3.2),

O

Corolario 3.1. Seja p,(x) um polindmio ortogonal de grau n. Entao p,(x) € ortogonal a todo

polindomio de grau menor do que n.

Demonstracao. Seja ¢, () = apx™ + -+ + a1x + ap um polinémio de grau m < n. Utilizando a
relagao (3.3) obtemos

/ Gm () pn(z) 0(2)dr = / (@mx™ + -+ + a1z + ao)pn(z) o(x)dz
b b b
—an [ pale)em @)oo [ pule)ela)dn o [ pa(e)eofe)ds
=0+ +0+0=0.

O

Proposicao 3.3. Os zeros dos polinémios ortogonais cldssicos de uma varidvel continua sao reais,

simples e estao localizados no intervalo de ortogonalidade (a,b).
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Demonstragao. Sejam p,(z) um polindémio ortogonal classico de uma variavel continua de grau n > 0
e x1,...,T, seus zeros. Primeiramente, mostraremos que p,(z) tem pelo menos um zero em (a, b).
Suponha que p,(z) ndo tenha zeros em (a,b). Entao p,(z) ndo muda de sinal em (a,b), ou seja,
pn(x) > 0 ou p,(z) <0 em (a,b). Assim,

b
/ pu(w)o(z)dx # 0,

pois o(z) > 0. Mas, pelo Corolario 3.1,

b b b
[ m@et@de = [ 1p@ewis = [ @)ote)dz =0,
que é uma contradi¢do. Logo, p,(z) tem pelo menos um zero em (a,b). Sejam xi, ..., Ty 0S Zeros

distintos de p,(x) em (a,b), com k < n. Defina
@(z) = (x—x1) - (x —xp), 1<k<n.
Entao o produto

@ (2)pa(r) = (v — $1)2 e (1 — l‘k)Z(x = Tpy1) (T — )

nao muda de sinal no intervalo (a, b), pois os zeros xy41, ..., &, nao estdo em (a,b). Logo,

[ pot@)a@retwrts #0.

Dai, segue que k = n, pois, se k < n,

pelo Corolario 3.1. ]

Definigao 3.2. Dizemos que uma matriz A = [a;i] € estritamente diagonal dominante se

n
laj; 1> a]

k=1
k#j

Proposicao 3.4. Se A = [a;i] € uma matriz estritamente diagonal dominante, com aj, < 0, para
todo j # k, e a;; > 0, para todo 1 < j < n, entao A € invertivel e sua inversa possui apenas

elementos positivos.
Demonstragao. Ver [18] (pagina 91, Corolario 3.20). O

Proposicao 3.5 (Regra do Produto para n fungoes). Sejam fi,..., f, : R = R fungdes diferencid-
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veis. Entao
d n n d n
dz [H fk(l’)] = (@fk(@) I] /i)
k=1 k=1 i=1
itk

Demonstragao. Utilizaremos indugao sobre n. O caso n = 2 se reduz a regra do produto, ou seja,

(fi(@) fo(2) = fi(2) fal2) + f3(2) fr(2).

Suponha que o resultado valha para n — 1 e mostraremos que vale para n. Temos
d n d n—1

- _d%fn(x)_ T] )| + fn(m)d% [f[fk(w)]

w 4 n-1 T n—1 d n—1
= | @@ kf:[lfm) + fal@) ) (afk@)) 11 #@)

X .
k=1 k=1 i=1
Lk#n i#£k
-3 (L @) [T
= d([} kX | I\
k=1 =1
i#k
O
3.2 Teorema de Stieltjes
Suponha que y(z, o) seja uma solugao polinomial da equacao diferencial
y'(@) + P(z,a)y'(x) + Q(z, a)y(z) = 0 (3.4)
e que y(z, o) possua zeros simples x1(a), . .., z, (), nenhum deles coincidindo com uma singularidade

de P ou @). Entao vale o seguinte:

Teorema 3.1 (Teorema de Stieltjes). Suponha que P(x,«) seja uma fungao diferencidvel decrescente
de x para cada o e uma fungao diferencidvel decrescente (crescente) de a para cada x. Entao cada

zero de y(z,«) decresce (cresce) quando a cresce.

Demonstracao. Podemos escrever

(x —xp) = (x — x; H:B—xk (x —x;)y;(z), (3.5)

k=1
k#j

n

k=1
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onde .
yj(x) = H(x—xk), j=1,...,n.
k=1
k#j
Fazendo z = z; = x;(«) em (3.4), obtemos
y'(x;) + Plaj, o)y’ (z;) + Qzj, a)y(x;) =0
= y'(z;) + P(rj,a)y (z;) =0
— Py, a) = L) (3.6)
—P(x;,« : .
! y'(x;)
Derivando (3.5)
y'(z) =yj(x) + (v — x])y; (x), (3.7)
e
y'(x) = y;(2) + yj(@) + (z — 2;)yf (z) = (x — 2;)y; (x) + 2y/5(x). (3.8)
Assim,
y' () (m— 2y () + 2y5(x)  yi(zy)
/ - / - 2 . (39)
y'(xi)  yi(ag) + (o —)yp(eg)  ws(ag)
Substituindo (3.9) em (3.6), segue que
y;(x;5)
—P(z;,a) == (3.10)
! y;(;)
Utilizando a Proposicao 3.5, obtemos
> | == [1(w; — )
k2 | iz n |12 "
yi(x;) _ i#] _ Z i#j _ Z 1
5 (25) ﬁ (x; — ) k=1 ﬁ(x ;) =1 I Tk
P | ki
k#j i#]
ou seja,
i ! = —EP(I' a), j=1 n (3.11)
() —ap(e) 20 T Y ‘
k#j

Derivando ambos os lados de (3.11) em relagao a «, obtemos

n

Z; _%_f_% __! 6_P(ma)%+6_]3(ma)
(z; — )2 do  da ) 2\0x;7 da Qo

k=1

)
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= Z; (%_%) _lpl(wjva)%_l])Q(xj’a) =0

=1 (fE] — xk)z do do 2 do 2
ki
= ———— P 0) | 2 =) ————— — SP(,0) =0
kz—; (z; —xp)® 2 1@y, ) do kz—; (vj —x)? dae 2 >(25, )
ki i)
= Yt Lpea), j-tn (3.12)
k=1 ]kdOé_Z o\Tj, ),  J=1,...,N, )
oP OP
de P = P _or.
onde 1(:13]704) 8% (l‘j, ), 2(:1:],04) 90 (x]7a) e

k=1 ('CE] - xk)2
k#j
1 -y
a- = a . = ——7 .
jk kj (fl?j — -xk)Q J
Note que a;; > 0, para todo j = 1,...,n, pois P ¢é funcao descrescente de x para cada «, ou seja,
oP
Py (z;,0) = a—(xj,a) < 0. Além disso, aj, < 0, para todo k # j. Considere a matriz A = [ajx] e
L
defina o sistema AX = B, onde
dx ]’ 1
X = {d—al ﬁ} e B=[Pyr,a) ... Py(z,,a)]" . (3.13)

A matriz A é estritamente diagonal dominante, pois
|ajj]:ajj: l’j, +Z —J]k :——Pl .TJ, +Z|CL]]€|>Z|G/J}C| j:].,,n
i = =

Assim, a matriz A é estritamente diagonal dominante, todos os elementos da diagonal principal
sao positivos e todos os elementos fora da diagonal principal sao negativos. Logo, pela Proposicao

3.4, A7l = [u;i] existe e possui apenas elementos positivos, ou seja, podemos reescrever o sistema

AX = B como X = A™!'B, dai,

dx .
—]:—Zu]kngk, s jZl,...

E

p drs oP dx;
Assim, se %(xj,a) = Py(z;, ) <0, entdo % <0, ese %(:Egaa) = Py(x;,a) > 0, entao % > 0,

que é o que queriamos demonstrar.

Além disso, um resultado analogo pode ser provado para o caso de intervalos simétricos. Sob as

mesmas condicoes do Teorema 3.1, também vale:

Teorema 3.2. Suponha que os zeros de y(x, ) sejam simétricos com respeito a origem e que P(x, o)

oP
seja uma funcgao diferencidavel decrescente de x > 0 para cada o, tal que a—(x, «) € uma fungao impar.
«
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Se P(x,«) € uma fungdao diferencidvel decrescente (crescente) de o para cada x > 0, entdo os zeros

positivos de y(z, ) decrescem (crescem) quando « cresce.

Demonstrag¢ao. Anéloga a do Teorema 3.1 (ver [11]|, Teorema 2.4.1). O

3.3 Zeros de Polindmios Ortogonais Classicos de uma Variavel

Continua

Como vimos no Capitulo 1, os polindmios ortogonais classicos de uma varidvel continua que
dependem de pardmetros sao os de polindémios de Jacobi, Gegenbauer e Laguerre. Além disso, pela
Proposicao 3.3, os zeros dos polinémios ortogonais classicos de uma varidvel continua sao simples
e pertencem aos seus respectivos intervalos de ortogonalidade. Veremos a seguir que esses trés
polinémios ortogonais classicos de uma variavel continua que dependem de parametros também
satisfazem as outras hipoteses do Teorema de Stieltjes (polinémios de Jacobi e Laguerre) ou do
Teorema 3.2 (polindmios de Gegenbauer). Assim, podemos obter informagoes sobre o comportamento

dos zeros desses polindomios com relagao aos seus parametros.

3.3.1 Polindmios de Jacobi

Teorema 3.3. Sejamn € N, n > 2, a > —1 e f > —1. Entdo os zeros dos polinémios de Jacobi

Péa’ﬁ) (x) sao fungoes decrescentes de a e fungoes crescentes de 3.

Demonstracao. Os polindomios de Jacobi ples )(x) sao ortogonais no intervalo (—1,1), com respeito

a funcdo peso o(z) = (1 — 2)*(1 + 2)?, com «, 8 > —1, e sdo solugdes polinomiais da equacao

—(a+B+2)x+F—a , n(B+a+n+1)

y(o)+ O IERTE G0y  MOT AR )~
Assim,
Plz.a,8) = —(a+ﬂl—i-_2)xa;—|—5—a
 —ar—fBr—2r+ -«
N 1 — a2
 —a(l+x)+B(1—2) — 22
N 1—a2
a4+ x)+pl—2) - (1+2)+(1—1)
N 1 — a2
 —(a+ 1)1 +z)+(B+1)(1—2)
B (1+2)(1—x)
a+1l  B+1
-1 14a

Note que as tnicas singularidades de P e ) sao —1 e 1, e que os zeros de PT(LO"B ) (x) pertencem ao

intervalo (—1,1), ou seja, nenhum zero de plP )(x) coincide com uma singularidade de P ou Q.
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Além disso, P(z,«, 8) ¢ uma fungao diferenciavel decrescente de x e de «, e diferenciavel crescente
de 5. De fato, como aa+1>0,6+1>0ex —1 <0, temos

oP a+1 B+1 oP 1
— =— — <0 —— = <0
ox (@, 5) (x—=1)2 (14 x)? ¢ Da (@, 6) e
e, como r + 1 > 0, segue que
oP 1
— = > 0.
Portanto, pelo Teorema de Stieltjes, os zeros dos polindémios de Jacobi sao fungoes decrescentes de
a € (—1,00) e crescentes de 3 € (—1,00). O

80

-1.0-

Figura 3.1: Grafico dos zeros dos polindmios de Jacobi (n = 4) com relagao ao parametro «. Note que os
zeros sao fungoes decrescentes com relagao a esse parametro.

Figura 3.2: Grafico dos zeros dos polindmios de Jacobi (n = 4) com relagao ao parametro . Note que os
zeros sao fungbes crescentes com relagao a esse parametro.

3.3.2 Polindmios de Gegenbauer

Teorema 3.4. Sejamn € N, n>2, e\ > —%. Entao os zeros positivos dos polinémios de Gegen-

bauer (ou Ultraesféricos) sao fungoes decrescentes de A e o0s zeros negativos sao fungoes crescentes
de \.
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Demonstragdo. Os polinomios de Gegenbauer P (z) sao um caso particular dos polinémios de Jacobi,
coma == \— 7 Assim, esses polindmios sdo ortogonais no intervalo (—1,1) com respeito a

fungao peso p(x) = (1 — xz)A_%, com A > —%, e sao solucoes polinomiais da equacao

" 2 \+ 1Dz , n(2\ +n)
(@) + Ty )+ M0y =
Assim,
CA+1)x
Pz, \) = ————
('r? ) $2 _ 1

Note que as tnicas singularidades de P e @ sio —1 e 1, e que os zeros de P}(z) pertencem ao
intervalo (—1, 1), ou seja, nenhum zero de P}(z) coincide com uma singularidade de P ou Q. Além
disso, P é uma fungao diferenciavel decrescente de x, diferenciavel descrescente de A para = € (0,1)

e diferenciavel crescente de A para = € (—1,0). De fato, como 2\ + 1 > 0, temos

8P( N = A+ 1)(z% — 1) — (2A + 1)222
ox Y T (@2 —1)?
92 2
:_( A+ 1)(z*+1) <0
@ - 1p

e

oP 2x >0, ze€(-1,0)

(7, 0) = —

O ?=11<0, ze(01)

oP N . e :

e —(z,\) =0, quando = = 0. Neste caso, nao podemos aplicar o Teorema de Stieltjes diretamente

no intervalo (—1,1). Entretanto, note que os polinémios de Gegenbauer sao fungdes pares, pois

Co(—x) = ;2!” [1- (—x)Z]—”%%{u — (=) e)
_ (_1)n 2\ — +% dr 2\ _%
= S =2 (A=
=Cp()

Entao seus zeros sao simétricos com relagao a origem. Além disso,

oPrP 2(— 2
S x, - = _2A-w) 2w
() (—x)2—1 x?2—1
oP
=
. 0P ) - . ~ e o
ou seja, a(x, A) é uma fungdo impar. Logo, sao satisfeitas todas as hipoteses do Teorema 3.2 e,

portanto, os zeros positivos dos polindmios de Gegenbauer sao fungoes decrescentes de A e os zeros

negativos sao fungoes crescentes de A, para A\ € (—%, oo). O
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—1.0~—

Figura 3.3: Grafico dos zeros dos polindomios de Gegenbauer (n = 4) com relacdo ao parametro A. Note
que os zeros sao simétricos com relagdo & origem, sendo que os zeros positivos sdo fungoes
decrescentes e os zeros negativos sao fungoes crescentes, com relagao ao parametro \.

3.3.3 Polindmios de Laguerre

Teorema 3.5. Sejamn € N, n > 2, e a > —1. Entao os zeros dos polindmios de Laguerre L& (x)

sao funcgoes crescentes de c.

Demonstracao. Os polinomios de Laguerre L%(x) sdo ortogonais no intervalo (0, +00) com relagao a

xT

fungao peso p(x) = z%*, com a > —1, e sdo solugbes polinomiais da equagao

a+1l—=x n
y'(z) + ———y(2) + —y(z) = 0.
x x
Assim,
1
P(z,a) = arl_ 1.
x

Note que a tnica singularidade de P e @ ¢ 0, e que os zeros de LS (x) pertencem ao intervalo (0, +00),
ou seja, nenhum zero de L%(x) coincide com uma singularidade de P ou ). Além disso, P é uma

funcao diferenciavel decrescente de x e diferenciavel crescente de . De fato, como o+ 1 > 0, temos

oP 1 0P 1
a—(x,oz):—a; <0 (§ a—(I,Oé):E>O
Portanto, pelo Teorema de Stieltjes, os zeros dos polinomios de Laguerre sao fungoes crescentes de
a € (—1,00). O
80 -
40-
3 60 ¢

Figura 3.4: Grafico dos zeros dos polindmios de Laguerre (n = 4) com relagdo ao parametro o. Note que
os zeros sao funcgoes crescentes com relacao a esse parametro.
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Capitulo 4
Teorema de Stieltjes: Caso Discreto

Neste capitulo provaremos uma extensao do Teorema de Stieltjes, que sera utilizada para obter
informagoes sobre a monotonicidade dos zeros dos polindmios ortogonais classicos de uma variavel
discreta. Esta versao “discreta” do Teorema de Stieltjes é um resultado novo e nossa principal
contribuic¢ao neste trabalho. Para demonstrarmos esse teorema principal, precisaremos de alguns

resultados preliminares, que serao apresentados a seguir.

4.1 Resultados Preliminares

Seja {y,(x)} uma familia de polindmios ortogonais classica de variavel discreta, ou seja, esses

polinémios satisfazem uma equacao de diferencas do tipo
o(2)AVy(z) + 7(x)Ay(z) + Ma)y(z) =0

e também satisfazem uma condicao de ortogonalidade da forma

S Y20 (5)0(5:) = bncl,

Ti=a

em que a fungao peso p(z) satisfaz as condigoes o(z;) > 0 para a < z; < b— 1, e os coeficientes o (z)
e 7(x) satisfazem o(z;) >0 paraa+1<xz; <b—1eo(z;)+7(x;) >0 paraa <z; <b—2.

O primeiro resultado acerca dos zeros dos polinémios ortogonais y,(z) é o seguinte:

Proposicao 4.1. Seja y,(z) o n-ésimo polinémio de uma familia cldssica de polinémios ortogonais de
varidvel discreta com relagdo a uma fung¢ao peso o(x). Entdo os seus zeros sio todos reais, distintos

e estao localizados no intervalo (a,b —1).
Demonstragao. A demonstragao é andloga a do caso continuo (ver Proposigao 3.3). H

O segundo resultado nos diz que entre quaisquer dois zeros de y, () existe pelo menos um niimero

da forma a 4 i em que i é um inteiro tal que a +i € (a,b — 1).

Proposicao 4.2. Seja y, () o n-ésimo polinémio de uma familia cldssica de polindmios ortogonais de

varidvel discreta com relag¢ao a uma fungao peso o(x). Denotemos pora < xy < x9 < -+ <z, < b—1
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0s seus zeros. Entao entre xy e xyy1 existe pelo menos um ponto da forma a1 em que i € um nimero

inteiro, para todo k =1,2,...,n—1.

Demonstragao. De fato, suponha que no intervalo [z, 2x1] ndo houvesse nenhum ponto do conjunto
S={a+1,a+2,...,b—2}. Entdo, da relagao de ortogonalidade,

i: (x [y"((f’fi)]Q p(x;) >0,

i zk) T; — $k+1)

pois (z — zg)(x — xk41) é uma fun¢ao quadratica positiva para x < x; e x > xpyq. Mas isso é um
absurdo, pois y,(z)/[(x — z1)(z — 2x11)] € um polindémio de grau n — 2 e, pela ortogonalidade, essa

soma, é zero, isto é,

(=

— [y (:))?
(xi - xk)(% — Tkt

)Q(ﬂfi) =0.

T;=a
Portanto, entre dois zeros consecutivos de y,(x) existe pelo menos um ponto do conjunto § ou, em
outras palavras, cada intervalo da forma [a+i—1,a+1i], 1 <i < b—a+ 1, contém no maximo um

zero x, de y,(x). O

O proximo resultado diz respeito a distancia minima entre os zeros de y,, (), isto é, que a distancia
entre seus zeros ¢ sempre maior do que 1. Este resultado ¢ devido a Krasikov e Zarkh [6]. Vamos
fornecer uma demonstragao um pouco diferente daquela apresentada por eles. Para esse fim, note

que podemos reescrever a equacao de diferencas
o(2)AVy(z) + 7(x)Ay(z) + Ma)y(z) =0

A(x)y(x + 1) + B(z)y(z) + C(z)y(z — 1) =0, (4.1)

em que

Alx) =o(z)+7(x), B(z)=—-[A(x)+C(z)]+ X e C(x)=o0(z). (4.2)

Proposigao 4.3. Seja y,(z) o n-ésimo polinémio de uma familia cldssica de polinémios ortogonais de
varidvel discreta. Denotemos por a < 7 < 3 < --- < x, < b—1 os seus zeros. Entao |z, —x;| > 1,

para todo k # j.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que xxy1 — ) > 1 para todo k. Observe que ;1 — xp = 1 nao pode
acontecer pois, neste caso, de (4.1), terfamos y, (zx + i) = 0 para todo inteiro i, o que ¢ um absurdo.

Agora, uma vez que y,(x) satisfaz (4.1) entao fazendo = = x; em (4.1) obtemos
A@p)yn(zr + 1) = =C(@p)yn(zr — 1).
Como A(x) > 0e C(z) >0 em (a,b— 1) no caso dos polindomios cléassicos, isso implica que

Sinal[yn(xr + 1)] = —Sinally,(zx — 1)].
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Portanto, existe uma quantidade impar de zeros de y,(z) em cada intervalo da forma [z — 1,z + 1].
Agora, suponha, por absurdo, que x; seja o maior zero de y,(z) tal que x;4; —z; < 1. Logo, pela
proposigao anterior, existe um tdnico inteiro m tal que z; < a +m < z;41. Além disso, se existir
um zero a esquerda de z;, entao x;_; < a4+ m — 1 e, se existir um zero a direita de 1, entao
Tjyo > ;41 + 1. Portanto, no intervalo [x;11 — 1, 2,41 + 1] existem apenas dois zeros de y,(z), o que

é absurdo. O

4.2 Uma Extensao do Teorema de Stieltjes

As familias classicas de polinémios ortogonais dependem de um ou mais parametros que surgem
quando buscamos que os polinémios que satisfazem uma equacao de diferengas também satisfacam
uma relacao de ortogonalidade. Assim, uma questao que surge naturalmente é como os zeros desses
polinémios dependem de cada parametro, ou seja, como eles se comportam quando variamos cada
parametro. O proximo resultado, que é o resultado principal deste trabalho, é uma extensao natural
do Teorema de Stieltjes que, como ja mencionamos anteriormente, trata da monotonicidade dos zeros
dos polindémios ortogonais classicos de variavel continua. Portanto, nosso principal resultado aborda
também a monotonicidade dos zeros dos polindmios ortogonais cléssicos de variavel discreta.

Para esse fim, suponhamos que {y,(x) = y,(z, @)} seja uma familia classica de polindmios orto-
gonais de variavel discreta que depende de um paradmetro «, com « definido em um sub-intervalo
I da reta real. Entao as fungoes definidas em (4.2) dependem também do pardmetro «, ou seja,
A(z) = Az, ), B(x) = B(z,a) e C(x) = C(x,a). Defina agora a fungao

P(zr,a) = ——. (4.3)

Entao enunciamos nosso principal resultado como:

Teorema 4.1. Seja y,(z) = y,(x, ) o n-ésimo polindomio de uma familia classica de polindmios
ortogonais de varidvel discreta em que o € um parametro definido em um sub-intervalo I da reta real.
Denotemos por a < x1 = x1(a) < Tg = Ta() < -+ < &, = Tp() < b—1 o0s seus zeros. Suponhamos
que P(x,a) seja uma fungao diferencidvel e decrescente de x € (a,b — 1) para todo o € I, e uma
fungao diferencidvel e crescente (decrescente) do pardmetro a € I para todo x € (a,b—1). Entao
todos os zeros xp = x(a), 1 < k < m, sao fungoes crescentes (decrescentes) do pardametro «, para
ael.

Demonstragao. Fazendo z = z; = z;(a), 1 < j <n, em (4.1), obtemos

y(z; — 1)

~Ploe) =

(4.4)

Mas, pelo Teorema Fundamental da Algebra, podemos escrever

y(x) = [z — o).

k=1
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Assim, reescrevemos (4.4) como

=

(zj —xp — 1)

— Pla;,0) = & . (45)
k=1
Derivando ambos os lados de (4.5) com relagao a «, obtemos, do lado esquerdo da igualdade,
oP oP dx; OP da 0P dx; OP
_ e )2 L ) = = (e a2 T (e 4.6
O (25, 2) L%vj (%5, ) do + Oa (%’a)da} ox; (%5, 2) da O (5, @), (4.6)
e, do lado direito da igualdade,
a n n a n n
— | IT(; = = )| IT (& —2e +1) = o~ | II (& — @ + 1) | [I(z; — 2 — 1)
da =1 k=1 dar | = k=1 (4.7)

Agora, pela regra do produto de derivada,

g [ﬁ(xj . 1)] =3 | (st == 1) Ty~ -

k=1 k=1
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=
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i ik
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- 0 2k =1
p (da da) E(% ’ )(x] —x— 1)
i ik

I
3
8
o
|
K|~
=
|
—_
| —— |
N
o &
QL&
|
o | &
58
~~_
—=
—~
<
&
|
—_
=

Il
3
N
|
o
8
o
|
8
=
+
—_
N~—
N~
—=
a5
<
8
+
=

>
Il
—_

|
3
N
o &
@L&
|
o | &
58
~_
—=
—~
Sl
|
8
+
—_
S~—

>
Il
—_

I
3
N
‘8&
8
<
|
‘SL
8
Eal
~_
=
—~
&
.
|
8
+
—_
N~—
~—~
8
.
|
=
Bl
+
=

o

Il

—_
S



Uma Extensdo do Teorema de Stieltjes 58
" 1 dr; dxy -
S N N (i Al NS |
~r;—ap+1 (da da)g(% it 1)
Dessa forma, a expressao (4.7) pode ser reescrita como
“ 1 dr;  dxy u u
> PS— [(@ - %) H(% — i — 1)] [[@ -z +1)
k=1 i=1 k=1
H (ZL‘j — Tk + 1)2
k=1
& 1 dr; drp\ T -
— || = - i+ 1 — o — 1
> | (o ) e —eor | ey =
H (xj — Tk + 1)2
k=1
& 1 dr; drg\ T 9
— = — -1
P {(da ) [l — o7~
_ k=1 "" 1=
H ([L’j — T+ 1)2
k=1
& 1 dr; dxy\ 1o 9
= ok )2 -1
klx]—xk+1{<da da)il_[[(xj %) ]}
[1(z; =@+ 1)2
k=1
_zn: 1 B 1 drj  duy ﬁ(a:j—xl)z—l
_k=1 rj—xp—1 x;—xp+1 doo do ) -5 (w5 — 2+ 1)
- N A I e | (%_dm)ﬁ(@—%)?_l
B ~(rj—ap—1)(z; -z +1) \da  do ) 23 (2 — 2+ 1)
= 1 dr;  doy\ 1o (15 — 2;)2 — 1
=2 —L - I . 4.8
(xj—:vk)g—l(doz da)H(xj—mi—l—l)? (48)

Igualando (4.6) e (4.8)

oP dx; OP = 1 dr; drp\ o (5 —2)2 =1
(.. o)L — (. =92 -7 _ J
0z; (2, ) da Oa () — (z; —a)? — 1 <da fe" > H (z; —x; +1)?
10P 1 0P dr; 1 <dxj dxk> () -1
= ——(zj,a) = ———(xj,a)— — — - — -
2 8oz( %) 28xj( 5 ) do = (z; — )2 =1 \da da g (xj —x; +1)2
Assim,
10P 1oP dx; & 1 (v — )t = 1| day
a Y T aa. 7a S N
20 (25, 0) 28%(] )da [;(x]—xk)2—1g(xj_$i+1)2 da
= 1 o (z—2;)? = 1| day,
+kz_; (m]—xk)Q—lllI(x]—a:i—l—l)z da
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_ 1o0P dx; = 1 (v — ) — 1| day
= 25’ (xj’a)doz [z; (xj—xk)Q—lg(Ij—xi+1)2 do
+Zn: 1 Nz —2)? = 1| day, N 1 ﬁ (x; —2;)? — 1dz;
= (wj— ) =Lt (my— i+ 1) | da - (25 —25)* — 103 (2 — i+ 1)% da
K - -
1 ap( )dxj : 1 ﬁ (z; —2;)* = 1| du;
20z da = (xy —ap)? =125 (7 — 2+ 1) | da
k]
= 1 (ry— )t = 1| day
_.|_
; (xj—xk)z—lg(xj—x@—i-l)z do
k#j
B _28xj(x]’&) _; (z; —ap)? =1 E (x; —x; +1)? | do
k£ -
"’Zn: 1 ﬁ (z; — a;)? dzxy,
— (2j —ap)? =140 (5 — 2 +1)? | do’
k#j
ou seja,
1aP - dmk
2 da (2, Z Y e
onde
10P - - -1
- — > 0,
WGi= 7y z; o, () ; (x; —xp)? —1 H — T —l— 1)?
k#j

f[ ol o

Qi —
’ ( =1 o xl

r;—xg)?—1
pois |x; —x;| > 1, Vi # j, e P(x,a) é uma fungao decrescente de = para todo a.

Considere a matriz A = [aj;] e defina o sistema AX = B, onde

1[opP OP 4
B—§ {a—a(xl,a)--~a—a(a:n,a)] .

_ [de | dea)
| da da

Note que, na matriz A, todos os elementos da diagonal principal sdo positivos e todos os elementos
fora da diagonal principal sao negativos. Além disso, a matriz A é estritamente diagonal dominante,

pois

10P - 1 g )t
laj;| = aj; = 50_%-(%’&) Z(J;j—xk)2—1il_‘!(l‘j_xi+1>2
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n

-1
_Z 2 — 1g)? IH T — ;i + 1)

k

‘1~L

J

= Z |ajil.
k#]

Logo, pela Proposigao 3.4, existe a matriz inversa A~' = [u;;] de A e ela possui apenas elementos
positivos. Assim, podemos reescrever o sistema AX = B como X = A~'B, ou seja,

dx .
—]:—Z jk mk, ), J=1,...,n.

oP dx; oP dx;
Portanto, se a—a(xk, a) < 0, entao % <0, ese — 9 — (21, ) > 0, entdo % > 0. O

4.3 Zeros de Polinbmios Ortogonais Classicos de uma Variavel

Discreta

No Capitulo 2 deste trabalho estudamos os polindmios ortogonais cléssicos de variavel discreta.
Esses polindmios, como vimos, dependem de um ou mais parametros. Agora, uma questao inte-
ressante é sobre como os zeros desses polinomios dependem dos parametros. Vimos no inicio deste
capitulo que os zeros desses polinémios sao todos reais, distintos e pertencem ao intervalo (a,b — 1)
e, além disso, a distdncia minima entre os zeros de um polinémio é maior do que um (Proposigoes
4.1 e 4.3). Vamos agora aplicar o Teorema 4.1 nesses polinémios a fim de obter informacgoes acerca

da monotonicidade dos seus zeros.

4.3.1 Polindbmios de Hahn

Teorema 4.2. Sejamn € N, n > 2, a > —1 e § > —1. Entao os zeros dos polinémios de Hahn

h( 6) (x,N) sao fungoes decrescentes de o e fungoes crescentes de [3.

Demonstragio. Os polinomios de Hahn h{™” (x, N') sdo ortogonais em (0, N) com respeito a fungao
peso o(x) =T (f+ 1+ 2)'(N+a—2a)/(T'(N—-x)['(x+1)),com N >2, o> —1ef>—1, esao

solucdes da equacio de diferencas
o(x)AVy(z) + 7(x)Ay(z) + Ay(x) = 0,
em que
ox)=xz(N+a—-=x), 7x)=F+1D)(N-=-1)—(a++2)x e A=nn+a+p+1).

Entao de (4.1), (4.2) e (4.3) temos que

B+HDWN -1 = (a+5+2)
(N +a—ux)

P(z,a,05) =1+
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Note que as singularidades de P sao 0 e N + «, e que todos os zeros de hgf"ﬂ )(x, N) pertencem ao
intervalo (0, N — 1). Além disso, N + a > N — 1, pois @ > —1. Logo, nenhum zero de h%a’ﬂ)(x,N)
coincide com uma singularidade de P. Mais ainda, P é uma fungao diferenciavel descrescente de x
e de « e diferenciavel crescente de 3. De fato,

or (B+D(N = D(a+N)—2(8+ (N — D)z + (a+ B +2)2°

%('xvaaﬁ):_ (Oé—i-N—.’L')Q.CIZQ <Oa

pois o polindémio
B+1)(N =1 (a+N)=2(8+1)(N -1z + (a+ B+ 2)2? (4.9)
é positivo. Isso se deve ao fato de que a+ 5 +2>0¢e
A=—4la+DB+1DN-1)(a+8+N+1) <0,

ou seja, (4.9) possui apenas raizes complexas. Temos também

opP . (N—=1-2)(z+p+1)
3_a(x’a’ﬁ) T (a+ N —2x)%x <0
) oP N-1
—1—x
%(x,a,ﬂ) = m > 0.

Portanto, pelo Teorema 4.1, os zeros dos polindmios de Hahn séo fungoes crescentes de g € (—1, +00)

e fungoes decrescentes de av € (—1, +00). O

o6}

4

20 — 20 9 20 20 B
Figura 4.1: Grafico dos zeros dos polindémios de Figura 4.2: Grafico dos zeros dos polinémios de
Hahn (n = 4) com relagdo ao pa- Hahn (n = 4) com relagao ao para-
rametro a. Note que os zeros sao metro 5. Note que os zeros sao fun-
funcoes decrescentes com relagao a ¢oes crescentes com relacao a esse
esse parametro. parametro.

4.3.2 Polinbmios de Meixner

Teorema 4.3. Sejamn e N, n>2, 0<pu<1 e~y >0. Entao os zeros dos polinomios de Meizner

mﬁ?’”)(x) sao fungoes crescentes de j e de 7.
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Demonstragao. Os polindmios de Meixner m,(f”“ )

(x) sao ortogonais em (0, +-00) com respeito a fungao

peso o(x) = pT'(v+x)/(T(y)I'(x+1)),com 0 < u < 1 ey > 0, e sao solugoes da equagao de diferengas

o(2)AVy(z) + 7(x)Ay(z) + Ay(r) = 0,

em que

o)==z, 7(@)=qyp—z(1—p) e A=n(l-np).

Entao de (4.1), (4.2) e (4.3) temos que

P(xz, v, 1)

_ K
T

+ .

Note que a tnica singularidade de P ¢ 0 e que todos os zeros de mfﬂ’” )(:c) pertencem ao intervalo

(v>11)

(0,400), ou seja, nenhum zero de my "’ (x) coincide com uma singularidade de P. Além disso, P ¢é

uma funcgao diferenciavel decrescente de x e diferenciével crescente de v e . De fato,

oP
%(%%M) =
pois v > 0 e p > 0. Além disso,
oP
a_,y(xvlynu)
e
oP
@(%%M)
pois z > 0.

—%<O,
X

=P
x

—-4+1>0,
X

Portanto, pelo Teorema 4.1, os zeros dos polindémios de Meixner sao fungoes crescentes de v €

(0,400) e de € (0,1).

70

35

|

30 60 v

Figura 4.3: Grafico dos zeros dos polindmios de
Meixner (n = 5) com relagdo ao
parametro . Note que os zeros
sao fungOes crescentes com relagao
a esse parametro.

4.3.3 Polindomios de Kravchuk

]

100 -

05 T M

Figura 4.4: Grafico dos zeros dos polinémios de
Meixner (n = 5) com relacao ao
parametro p. Note que os zeros
sao fungOes crescentes com relagao
a esse parametro.

Teorema 4.4. Sejamn € N, n > 2, e 0 < p < 1. Entao os zeros dos polinomios de Kravchuk

k:ff) (x,N) sao fungoes crescentes de p.
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Demonstragao. Os polindémios de Kravchuk kP )<I, N) sao ortogonais em (0, N 4+ 1) com respeito a
fungao peso o(z) = Np®(1—p)¥ =2 /(T(z+1)T'(N+1—=x)), com 0 < p < 1, e sdo solugoes da equagao
de diferencas

o) AVy(2) + () Ay(x) + Aylz) =0,

em que

_ Np—z n

Entao de (4.1), (4.2) e (4.3) temos que

N 1 N
Plop) =1+ b = o= e =
t(1—p) 1—-p z(1—-p) 1-p

Note que a tnica singularidade de P é 0 e que todos os zeros de kép ) (x, N) pertencem ao intervalo
(0, N), ou seja, nenhum zero de A% )(x, N) coincide com uma singularidade de P. Além disso, P é

uma fungao diferenciavel descrescente de x e diferenciavel crescente de p. De fato,

oP B Np
e
8_P( )_N:Jc(l—p)+pr_ 1
op T T A= ppa (1-p)?
_Nz(l-p+p) 1
- (1-p2a2 (1-p)?
N1
(1=p3z (1-p)?
__N-=z
- (1-p2x

pois N >0,p >0,z >0e, como z € (0, N), temos N —x > 0.
Portanto, pelo Teorema 4.1, os zeros dos polindmios de Kravchuk sao fungoes crescentes de p,

para p € (0,1). ]

40l

20+

p

ol

05
Figura 4.5: Grafico dos zeros dos polindmios de Kravchuk (n = 6) com relagao ao pardmetro p. Note que
os zeros sao funcdes crescentes com relacao a esse parametro.
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4.3.4 Polinémios de Charlier

Teorema 4.5. Sejamn € N, n > 2, e u > 0. Entdo os zeros dos polinémios de Charlier cﬁf‘) (x) sao
fungoes crescentes de pu.

Demonstragio. Os polinomios de Charlier ¢ (x) sdo ortogonais em (0, +00) com respeito a fungao

peso o(x) = e u® /T'(x 4+ 1), com u > 0, e s@o solugdes da equagao de diferengas
a(x)AVy(z) + 7(2)Ay(z) + Ay(x) = 0,

em que

olx)=z, 7T(x)=p—2 e A=n.

Entao de (4.1), (4.2) e (4.3) temos que

i
P(z,p) = -

Note que a tnica singularidade de P é 0 e que todos os zeros de ) () pertencem ao intervalo
(0, +00), ou seja, nenhum zero de ) (x) coincide com uma singularidade de P. Além disso, P é

uma funcao diferenciavel decrescente de x e diferenciével crescente de u. De fato,

oP o
%(%/ﬁ) =-2<0

a_M(IHU) = ; > 07

poisx >0e p > 0.
Portanto, pelo Teorema 4.1, os zeros dos polindémios de Charlier sao func¢oes crescentes de u, para
p € (0, +00). O

80

40t

Il Il
30 60 H

Figura 4.6: Grafico dos zeros dos polindmios de Charlier (n = 4) com relagao ao pardmetro p. Note que
os zeros sao fungoes crescentes com relagdo a esse pardmetro.
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Conclusao

Depois de apresentado o Teorema de Stieltjes, verificamos que os polindmios ortogonais classicos
de uma variavel continua dependentes de parametros (polinomios de Jacobi, Gegenbauer e Laguerre)
satisfazem suas hipoteses e, portanto, conseguimos obter informagoes sobre a monotonicidade dos
zeros de tais polindmios.

Vimos também que é possivel estender esse resultado para os polinémios ortogonais classicos
de uma variavel discreta, obtendo informacoes sobre a monotonicidade dos zeros de cada um desses

polinomios (de Hahn, Meixner, Kravchuk e Charlier), sendo que todos estes dependem de parametros.
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