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“O que sabemos é uma gota;
0 que ignoTamos € um 0ceano.
Mas o que seria o oceano

se ndo infinitas gotas?”

(Isaac Newton)



RESUMO

No presente trabalho é apresentada a modelagem fisica e mateméatica de escoamentos
para fluidos arbitrarios, onde é contemplada a dinamica e o transporte de energia térmica
no escoamento. Tal modelagem é particularizada para o caso de fluidos newtonianos
com propriedades constantes em escoamentos incompressiveis, simplifica¢oes estas, que
possibilitam a modelagem numérica-computacional abordada no presente estudo. Nela é
empregada a metodologia do passo fracionado (método de projegao), para o acoplamento
pressao-velocidade. Rotinas computacionais foram desenvolvidas e implementadas em
linguagem de programacao FORTRAN 90, onde as equagbes foram discretizadas pelo
método de diferengas finitas e resolvidas em um dominio bidimensional. Simulac¢oes foram
conduzidas a fim de verificar a ordem de convergéncia do método numérico utilizado, validar
o codigo computacional desenvolvido e analisar a influéncia de parametros adimensionais
nas caracteristicas do escoamento. A partir dos resultados numéricos obtidos, observa-
se que o codigo desenvolvido apresenta segunda ordem de convergéncia e os resultados

numéricos obtidos estao em concordancia com os resultados apresentados pela literatura.

Palavras-chave: Mecanica dos Fluidos Computacional. Simulacdo Numérica-Computacional.

Escoamentos Bidimensionais Nao-Isotérmicos. Diferencas Finitas.



ABSTRACT

This work presents the physical and mathematical modeling of flows for arbitrary fluids,
where the dynamics and the thermal energy transport in the flow are contemplated. Such
modeling is particularized for the case of Newtonian fluids with constant properties in
incompressible flows, simplifications that allow the numerical-computational modeling
addressed in the present study. Where the fractional step method (projection method)
is employed for pressure-velocity coupling. Computational routines are developed and
implemented in FORTRAN 90 programming language, where the equations are discretized
by the finite difference method and solved in a two-dimensional domain. Simulations
are conducted in order to verify the order of convergence of the numerical method used,
validate the computational code developed and analyze the influence of dimensionless
parameters on the flow characteristics. From the numerical results obtained, it is observed
that the developed code presents second order of convergence and the numerical results

obtained are in agreement with the results presented in the literature.

Keywords:Computational Fluid Mechanics. Numerical-Computational Simulation. Non-

Isothermal Two-Dimensional Flows. Finite Differences Scheme.
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1 INTRODUCAO

A mecanica é um dos ambitos mais antigos das ciéncias fisicas. Seu campo de
atuacao compreende o estudo e a andlise de corpos em movimento ou repouso e suas
repercussoes sobre as regioes do espago que os envolvem. A mecanica dos fluidos é uma das
esferas de atuagdo da mecanica, esta, por sua vez, restringe-se ao estudo e a investigacao
do complexo e intrincado comportamento do movimento dos fluidos e de suas interagoes

com o meio.

Os fluidos desempenham um papel relevante em varias areas do conhecimento
humano, visto que os objetos de estudo de tais areas interagem de forma direta ou
indireta com os fluidos, quando estes nao se apresentam como o agente principal de analise.
A interdisciplinaridade da mecanica dos fluidos pode ser observada por meio de suas
aplicagoes na medicina, como por exemplo, a hemodinamica e a ventilacao mecanica, que
se encarregam da fisiologia da circulagao sanguinea e do fluxo respiratorio, respectivamente.
Na meteorologia sua presenca se evidéncia com o estudo dos processos fisicos envolvidos
na formacao e no desenvolvimento dos fenémenos meteorologicos. Na oceanografia suas
contribui¢oes se manifestam na andlise dos eventos fisicos oceanicos e suas interagoes
com a atmosfera e a litosfera. Nos esportes de velocidade, constata-se sua participacao
na pesquisa e desenvolvimento de formas eficientes de redugao dos efeitos das forgas de

arrasto fluidodinamicas.

A engenharia contém grande parte das aplicagoes da mecanica dos fluidos, en-
globando desde projetos aeronauticos a sistemas de distribuicao de agua. Muitas das
vezes, tais aplicagdes surgem em razao da necessidade de se resolver problemas industriais,
problemas estes, que se caracterizam por apresentarem um alto grau de complexidade
tanto do ponto de vista geométrico quanto fisico. Dessa forma, duas vertentes dispoem de

serem utilizadas: a teoria e a experimentacao material.

A vertente tedrica baseia-se em leis e postulados fisicos que regem a dindmica e o
transporte de energia do fendmeno material, tais leis quando criteriosamente aplicadas
possibilitam a formulacao de modelos fisicos e matematicos. Os modelos fisicos consistem
em uma representacao do fenomeno material em anélise, onde sao adotadas hipoteses
simplificadoras, a fim de viabilizar a andlise do mesmo. Os modelos matematicos sao
construidos a partir dos modelos fisicos, onde transforma-se estes em equagdes matematicas,
com o intuito de se possibilitar uma analise quantitativa do fendmeno fisico. Ja a vertente

experimental, baseia-se na reproducao do fendmeno observado, em um meio controlado e
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instrumentado, onde os resultados devem ainda passar por um procedimento estatistico,

com o propédsito de se garantir a veracidade e replicabilidade das informagoes adquiridas.

Devido ao alto grau de complexidade da maioria dos escoamentos praticos, a
solucao analitica dos modelos matematicos quase sempre se mostram inviaveis, fazendo-se
necessario recorrer a experimentacao material para obtencao de respostas referentes ao
escoamento. A experimentacao material, embora seja uma ferramenta muito 1util, acaba
sendo limitada em funcao de seu elevado custo financeiro, seja em relacdo a materiais
ou tempo de experimentacao. Dessa forma, surge a modelagem numérica-computacional,
capaz de fornecer resultados aproximados do escoamento, através do desenvolvimento de

rotinas computacionais baseadas no modelo matematico.

Com o avango computacional, o aumento da capacidade de processamento e o
desenvolvimento de novas metodologias computacionais, a simula¢gdo numérica de escoa-
mentos passa a ser uma excelente ferramenta, tanto do ponto de vista financeiro quanto
quantitativo, cuja utilizacao encontra-se em franco crescimento nos dias atuais. Sua aplica-
¢ao viabiliza a analise e compreensao de fené6menos complexos, a um baixo custo e para

uma grande gama de caracteristicas fisicas e geométricas do escoamento.

Neste contexto, o presente trabalho visa apresentar as modelagens fisica e ma-
tematica de escoamentos para fluidos arbitrarios, onde é contemplada a dindmica e o
transporte de energia térmica no escoamento. Tal modelagem é particularizada para o
caso de fluidos newtonianos com propriedades constantes em escoamentos incompressiveis,
simplificagoes estas, que possibilitam a modelagem numérica-computacional abordada no
presente estudo, onde emprega-se a metodologia do passo fracionado (método de proje-
¢ao), para o acoplamento pressao-velocidade. Rotinas computacionais sdo desenvolvidas
e implementadas em linguagem de programacao FORTRAN 90, onde as equagoes sao
discretizadas pelo método de diferencas finitas e resolvidas em um dominio bidimensional.
Simulagbes também serdo conduzidas, a fim de verificar a ordem de convergéncia do método
numeérico utilizado, validar o codigo computacional desenvolvido e analisar a influéncia de

parametros adimensionais nas caracteristicas do escoamento.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A mecéanica dos fluidos, assim como grande parte de toda a ciéncia, foi construida
através de pequenas contribuigoes de diversos pesquisadores e cientistas ao longo da
historia da humanidade. Nesse sentido, o presente capitulo é designado a abordar, em
ordem cronoldgica, os acontecimentos historicos e as principais obras e descobertas da

fluidodindmica, que culminaram no entendimento atual a respeito da mecanica dos fluidos.

Uma das primeiras teorias da mecanica dos fluidos se deve ao matematico grego
Arquimedes de Siracusa, que em sua obra Sobre os Corpos Flutuantes, formulou as leis para
flutuacao de corpos. Arquimedes ao aplicar os principios do empuxo, conseguiu o incrivel
feito de determinar o teor de ouro da coroa do rei Hierdo de Siracusa sem a necessidade de
realizar um teste destrutivo. Ainda na idade antiga, outra contribui¢ao importante se deve
a Frontinus, que descreve os métodos romanos de distribuicao de dgua, onde os aquedutos

romanos eram uma das grandes obras de engenharia da época.

Do nascimento de Cristo a Renascenga, ocorreu um progresso constante no projeto
de navios e aquedutos, porém nenhum avanco teodrico significativo na fluidodinamica foi
registrado. Até que em 1500 Leonardo da Vinci deduziu a equagao da conservagao da massa
para um escoamento incompressivel e unidimensional. Da Vinci fez descrigoes detalhadas
e precisas de uma gama de escoamentos e projetou uma diversidade de dispositivos

aerodinamicos.

O préximo grande avango cientifico na mecanica dos fluidos deve-se a Torricelli
(1644), onde ele relaciona a velocidade de um fluido através de um orificio em um recipiente,
com a velocidade em queda livre em que uma particula fluida atingiria, se caisse a partir
da superficie livre do recipiente, enunciado conhecido como teorema de Torricelli. Torricelli
também foi o responsavel pela construcao do barémetro de merciirio, instrumento bastante

utilizado para medidas de pressao.

Mariotte (1686) provavelmente foi o primeiro cientista a realizar um estudo a
respeito do efeito de friccdo existente nos fluidos. Em seus estudos ele construiu um
sistema de balanca capaz de medir a forca de arrasto sobre um modelo estacionario em um
escoamento, o primeiro tinel de vento. Logo apds a publicacao do trabalho de Mariotte,
problemas que relacionam a quantidade de movimento dos fluidos puderam ser analisados,
pois em 1687 Newton postula as leis do movimento e a lei dos fluidos lineares, e ao aplica-las

se torna o primeiro cientista a determinar corretamente a distribui¢do de velocidade sobre
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um cilindro em rotacao.

A teoria de Newton levou primeiramente a hipotese de um fluido inviscido, ou
seja, um fluido isento de viscosidade, e grande parte dos matematicos do século XVIII
usaram tal hipdtese para analisar problemas de escoamentos sem atrito. Bernoulli (1738)
foi o primeiro, em seu trabalho ele apresenta uma relacdo entre o gradiente de pressao
e a acelera¢ao do fluido. Em seguida, Euler (1757), deriva um conjunto de equagoes que
modelam a dindmica e o transporte de energia em um escoamento inviscido, equagoes as

quais até os dias atuais se mantém inalteradas.

Paralelamente aos estudos de Euler, D’Alembert (1752) publica o seu famoso
paradoxo, onde ele contesta que um corpo imerso em um escoamento inviscido possui
arrasto nulo, o que, de fato, ndo condiz com a realidade material. A hipétese de um fluido
sem viscosidade resultou em um grande avanco teérico para a mecanica dos fluidos, porém
suas aplicacoes praticas sao bastantes limitas, pois a grande maioria dos escoamentos em
engenharia sao regidos por efeitos viscosos. Com a publicacao do paradoxo de D’Alembert,
os engenheiros passaram a rejeitar as teorias até entao desenvolvidas, pois as consideravam
nao realisticas e dividiram a mecanica dos fluidos em duas partes: hidrodinamica, onde a
maioria dos matematicos trabalhavam com fluidos nao viscosos, e a hidraulica, onde os

cientistas se baseavam praticamente na experimentagao material.

Os proximos grandes avancos significativos na teoria da mecanica dos fluidos
ocorreram com a adi¢ao de termos de resisténcia viscosa as famosas equagoes de Euler
para escoamentos invicidos. Praticamente simultaneamente, Navier (1827), Cauchy (1828),
Poisson (1829), Saint-Venant (1843) e Stokes em 1845, derivaram as equagoes do movimento
considerando os efeitos da resisténcia ao escoamento em funcao de propriedades moleculares
conhecidas. Onde Stokes, foi o primeiro pesquisador a escrever as equac¢oes do movimento
em funcdo de um coeficiente de viscosidade, equagdes essas que hoje sao denominadas
equagoes de Navier-Stokes. As equacoes de Navier-Stokes formam um conjunto de equagoes
diferenciais parciais nao lineares, cuja solucao para escoamentos arbitrarios se mostrou

bastante dificil, sendo até os dias atuais um dos problemas abertos da matematica.

Embora as dificuldades matematicas existentes, a teoria da mecanica dos fluidos
continuou se desenvolvendo por meio da experimentacao material. Rayleigh (1877) propoem
a analise dimensional, técnica essa que visa quantificar determinadas caracteristicas de um
escoamento através de grandezas adimensionais, construindo assim uma base solida para
a experimentacao material. Reynolds (1883) realiza seu classico experimento em tubos,
onde mostra a importancia do adimensional ntiimero de Reynolds, assim denominado em

sua homenagem.
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A préxima importante descoberta se deve a Prandtl (1904), que mostrou em uma
série de experimentos, que escoamentos com baixas viscosidades, como escoamentos de
agua e de ar, principais fluidos considerados pela engenharia, podem ser divididos em duas
partes: uma camada delgada proxima as superficies e interfaces, onde os efeitos viscosos
predominam, denominada de camada-limite, e subsequente a esta existe uma camada
externa que pode ser considerada nao viscosa, de modo que se tornam validas as equagoes
de Euler. A teoria da camada-limite tornou possivel a analise de uma série de escoamentos
reais de engenharia, escoamentos os quais até entdo eram possiveis somente através da

experimentagao material.

Os préximos grandes saltos da mecanica dos fluidos foram dados por von Karman
(1938) e Kolmogorov (1941) em seus estudos a respeito do fenémeno da turbuléncia. A
turbuléncia, ainda nos dias atuais, é um dos grandes problemas da fisica e o conhecimento
humano acumulado ao longo da histéria permanece incapaz de defini-la com precisao.
Porém, na tentativa de caracteriza-la, dentro dos conceitos fisicos vigentes, pode-se entender
a turbuléncia como um regime de operagao cadtico, altamente difusivo, intensamente
dissipativo e com caracteristicas tridimensionais, de um sistema dinamico com um elevado
numero de graus de liberdade. Caracteristicas estas presentes na grande maioria dos

escoamentos em engenharia.

Com o avanco da tecnologia e da capacidade de processamento, muitos modelos
computacionais e métodos numéricos para a solucao das equagoes de Navier-Stokes foram
publicados. Ganhava espaco entdo a dindmica dos fluidos computacional (computational
fluid dynamics — CFD, em inglés), ao possibilitar que qualquer pesquisador que possuisse
acesso a um computador digital, e conhecimentos a respeito de algoritmos e programacao de

computadores, conseguisse resolver a dinamica e o transporte de energia de um escoamento.

Atualmente, o poder de processamento dos computadores pessoais se tornou tao
elevado, que é possivel a solucao das equagodes de Navier-Stokes para geometrias cartesianas
simples, através da construgao de um algoritmo computacional que possa ser executado

através de um computador pessoal, sendo este um dos objetivos do presente trabalho.
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3 MODELO MATEMATICO

Os fenomenos fisicos, em sua grande maioria, podem ser representados simbolica-
mente através de equagoes matematicas, por meio de hipoteses simplificadoras, a fim de se
avaliar quantitativamente determinadas propriedades de interesse de um sistema fisico. A
modelagem matematica, se conduzida de forma criteriosa e fundamentada nas leis fisicas,

deve fornecer resultados condizentes com as observacoes realizadas no mundo material.

O presente capitulo é direcionado ao desenvolvimento das equagoes matematicas que
modelam a dinamica dos fluidos, assim como o transporte e as transformacoes de energia por
eles experimentadas. Tais equagoes podem ser obtidas segundo duas abordagens distintas:
a formulagao Euleriana e a Lagrangiana. Ambas as formulacoes sao fundamentadas pela
hipétese do continuo e as equagoes sao desenvolvidas por meio da lei da conservacao da

massa, do balanco da quantidade de movimento linear e da primeira lei da termodinamica.

3.1 Hipoétese do Continuo

Os fluidos sao constituidos de aglomeracoes de moléculas, as quais sao separadas
umas das outras por regides de vacuo. Nos gases a distancia entre as moléculas é muito
maior que o tamanho da mesma, constituindo dessa forma uma nao uniformidade na
distribuicao de matéria por unidade de volume. Ja nos liquidos, onde as moléculas estao
tao proximas quanto as forcas repulsivas intermoleculares permitem, ainda assim nao
existe uniformidade em tal distribuicao, uma vez que a massa esta concentrada nos nicleos
dos atomos que formam as moléculas (BATCHELOR, 1970).

Outra importante observacao a respeito da natureza microscépica dos fluidos, é que
as moléculas estao livres para se locomoverem umas em relagdo as outras e apresentam
uma distribuicao de velocidade totalmente nao uniforme. Desse modo, a quantidade de
moléculas que ocupam um dado volume de fluido varia continuamente, de forma que a

distribuicao de matéria por unidade de volume nao apresente um significado preciso.

Entretanto, observa-se que tais efeitos de nao uniformidade na distribui¢ao de maté-
ria tornam-se negligencidveis a medida que a unidade de volume aumenta (WHITE, 2011).
Se a unidade de volume for suficientemente grande, existirda um ntmero consideravelmente
grande de moléculas nele contidas, ao ponto que flutuagoes na distribuicao de matéria, em
virtude do espacamento entre as moléculas ou do fluxo de moléculas na unidade de volume,

nao afetarao a distribuicao média de massa no volume. Porém, se a unidade de volume
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for muito grande, podem ocorrer varia¢gbes macroscopicas na distribuicdo de matéria em

funcao de variagoes na aglomeracgao global de moléculas.

Desse modo, existe um volume-limite, no qual abaixo desse valor efeitos moleculares
se tornam relevantes e acima dele efeitos macroscopicos se tornam importantes. Para tal
volume-limite, as propriedades do fluido podem ser consideradas como fungoes continuas
no espago, ou seja, as variagoes nas propriedades do fluido ocorrem de forma suave, de
maneira que o calculo diferencial possa ser usado. Diz-se entdo que o fluido é um meio

continuo.

3.2 Cinematica dos Fluidos

A cinematica dos fluidos é uma &drea da mecéanica dos fluidos responsavel pelo
estudo e analise do movimento dos mesmo, porém sem necessariamente considerar as
forcas e os momentos que resultaram em tal movimento. As trés principais varidveis de

interesse para a cinematica sao: posicao, velocidade e aceleracao.

A posicao de uma particula de fluido corresponde a regiao do espaco onde esta se
encontra, e pode ser representada por meio de uma funcao vetorial no tempo, ou seja, é

descrita por fungoes escalares em cada uma das dire¢des coordenadas:
x(t) = z(t)i+ y(t)j + z(t)k, (3.1)

onde z, y e z sao fungoes escalares dependentes do tempo.

Entre as principais propriedades de um escoamento, destaca-se o campo de veloci-
dade, uma vez que a partir deste se derivam diretamente outras propriedades importantes
do escoamento. A velocidade da particula de fluido ao longo de sua trajetéria pode ser
obtida através da derivada temporal de sua posi¢do. Desse modo:

dx(t)
V(x(t),t) = —2
(x(t).t) = =

onde u, v e w sao os campos escalares de velocidade, fungoes da posicao e do tempo e

= u(x(t),t)i+ v(x(t),t)j + w(x(t), t)k, (3.2)

orientados segundo as dire¢oes coordenadas.

A aceleragao da particula de fluido pode ser determinada através da derivada

segunda no tempo de sua posicao, dessa forma:

a(x(t),1) = d’;@ _ dV(’;gt)’t), (3.3)

como a velocidade da particula de fluido é funcao de sua posi¢ao e do tempo, a regra da

cadeia deve ser aplicada, a fim de se obter a derivada temporal:
dV(x(t),t) 0V n 87Vd7x 8V@ 8V%

dt Ot Oz dt +?ydt Tz ar (34)
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Por definicao, a derivada temporal das fungoes escalares do vetor de posicao da
particula de fluido representam as componentes locais do campo de velocidade. Usando
este fato e reagrupando entao os termos da equagao (3.4), obtém-se a aceleragio total da
particula de fluido:

a(x(t),t) = D\[(;it)’t) = %\; +(V-V)V, (3.5)
onde para indicar a derivada temporal total utiliza-se o operador D/Dt, também conhecido

como derivada material.

D 0

3.3 Formulacao Euleriana

Um dos métodos mais utilizados para descrever um escoamento é a formulacao
euleriana. Na descricao euleriana do movimento dos fluidos, define-se um volume de controle
fixo no espaco, por meio do qual o fluido escoa, de modo que este pode ou nao cruzar sua
fronteira. Todas as andlises realizadas se passarao sobre tal volume, de forma que nao se
faz necessario acompanhar um conjunto de particulas de fluido, pois as propriedades de
interesse do escoamento, sao definidas por fungoes dependentes de uma posi¢do no espago

e no tempo dentro do volume de controle.

A figura 1 representa esquematicamente um volume de controle euleriano, onde se
observa o vetor de velocidade em trés pontos do dominio. Nota-se que em um instante de
tempo qualquer ¢ os vetores de velocidade nos pontos estao apontando para determinadas
diregoes, porém, apds um instante At, outras particulas de fluido ocuparao tal regiao
dentro do volume de controle e seus vetores de velocidade poderao ter orientacao diferentes
das particulas que ocupavam anteriormente aquele espaco. Este é principio da descri¢ao

euleriana para o movimento dos fluidos.

Figura 1 — Volume de controle euleriano.

Fonte: Autoria prépria.

A partir de um volume de controle euleriano, juntamente com as leis fisicas, pode-se
deduzir as equagoes que modelam a dinamica dos fluidos e o transporte de energia, como

serd abordado a seguir.
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3.3.1 Equacao da Continuidade

Um dos principios fisicos que devem ser respeitados é a lei da conservacao da
massa. Para um sistema fechado a conservagao de massa diz que a massa do sistema deve
permanecer constante, porém, em um volume de controle euleriano, a massa pode cruzar

suas fronteiras, logo, o fluxo massico liquido sobre sua superficie também deve ser avaliado.

Considera-se um volume de controle W, cuja fronteira seja representada por OW,

a quantidade de massa presente no interior de tal volume é dada por:
mow, ) = [[[ o(x tyav. (3.7)
W

onde p(x,t) é a massa especifica do elemento diferencial de fluido e d¥ representa seu

volume.

Para um volume de controle euleriano a taxa de variacao total da massa em seu
interior é igual ao fluxo massico liquido que atravessa sua fronteira, ou seja, a variacao da
quantidade de massa dentro do volume ¢ igual a diferenca entre a massa que entra e a
massa que sai do volume de controle. Matematicamente essa relacao pode ser expressa da

seguinte maneira:

jt///pdV%—//pV-ndA:O. (3.8)
W oW

onde V ¢é a velocidade do elemento diferencial de fluido, n é o vetor unitario normal &

fronteira WV e dA é a area do elemento de fluido, como representado na figura 2.

Figura 2 — Representacao de um elemento de fluido em um volume de controle euleriano.

Fonte: Autoria prépria.

Como o volume de controle euleriano permanece fixo, pode-se permutar a derivada
temporal presente no primeiro termo da equagao (3.8) com a integral de volume. Ao se
aplicar o teorema da divergéncia para transformar a integral de superficie, representada
pelo segundo termo da equagao (3.8), em uma integral de volume, pode-se combinar as

duas integrais de volume resultantes em apenas uma:

/// [gﬁ n V-(pV)] dV = 0. (3.9)
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Dado que a equagao (3.9) é valida para qualquer volume de controle W, indepen-
dentemente de seu formato, pode-se inferir que a integral sobre o volume sé sera nula, se o
integrando for identicamente igual a zero. Desse modo, obtém-se a equacao diferencial da
conservacao da massa, popularmente conhecida como equagao da continuidade:

f;f +V-(pV) = 0. (3.10)

Uma outra forma de se escrever a equacao da continuidade, consiste em se expandir
o termo contendo o divergente usando a regra do produto e usar a notagao de derivada

material para a massa especifica:

1D
p£+V-V:0. (3.11)

3.3.2 Equacao de Cauchy

O segundo principio fisico a ser considerado ¢é a segunda lei de Newton ou balango
da quantidade de movimento linear. Para um sistema fechado a segunda lei diz que a taxa
de variacao da quantidade de movimento linear do sistema é igual a forca liquida que atua

sobre o mesmo.

A quantidade de movimento linear presente no interior do volume de controle pode

Ser expressar por:
p(x.1) = [[[ px.)Vix t)av. (3.12)
w

De forma analoga a conservacao de massa, para um volume de controle euleriano existe
fluxo de quantidade de movimento através das fronteiras do volume de controle, e este
fluxo deve ser contabilizado no balanco da quantidade de movimento. Desse modo, a

segunda lei de Newton pode ser expressa da seguinte forma:
d
" /// pVaV + // pV(V -n)dA =Y"F, (3.13)
w ow

onde Y F representa a soma de todas as forgas que atuam sobre o volume de controle.

As forcas que agem sobre o volume de controle podem ser classificadas em dois
tipos: forcas de campo e forcas de superficie. As forcas de campo ocorrem em virtude da
existéncia de campos externos que agem em cada particula de fluido dentro do volume de
controle. Ja as forcas superficiais se originam de tensdes que atuam sobre cada parcela da

fronteira do volume de controle.

Uma das forcas de campo mais comum é a forga gravitacional e serd a unica forca

de campo abordada no presente trabalho. O campo gravitacional exerce uma forga sobre
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cada elemento do volume de controle e tal forca é proporcional a massa de cada elemento.

Logo, a forca gravitacional resultante sobre todo volume de controle é:
F, = / / pgdV. (3.14)
w

onde g é o campo gravitacional que atua sobre o volume de fluido.

A andlise das forcas superficiais que atuam em um elemento de fluido é uma tarefa
trabalhosa, uma vez que estas sao compostas de componentes nas diregoes normais e
tangenciais. Dessa maneira, define-se um tensor de segunda ordem denominado tensor de
tensao, o qual descreve as tensoes superficiais em cada elemento de fluido. As componentes
de tal tensor sao representadas por o;;, onde j representa a direcao na qual a tensao esta

agindo e 7 representa a direcao normal a face em que a tensao atua.

O produto interno do tensor de tensao 0;; com o vetor unitdrio n normal a um
elemento diferencial de area contido na fronteira do volume de controle, resulta no vetor
de tensao que age sobre o elemento superficial. Portanto, a forca superficial total que age

sobre a superficie de controle é dada por:

FS = // 05 * ndA. (315)
ow

A forga total que age sobre o volume de controle pode ser representada pela soma

das forcas de campo e das forcas superficiais:

ZF:///pngJr//%-ndA. (3.16)
w ow

Substituindo a equagdo (3.16) na equacao do balango da quantidade de movimento linear
(3.13), obtém-se:

;lt///deV+//pV(V-n)dA:///png+//aij-ndA. (3.17)
w ow w ow

Como o volume de controle é fixo, pode-se permutar a derivada temporal e a
integral volumétrica do primeiro termo da equagao (3.17). Aplica-se também o teorema da

divergéncia para transformar as integrais de superficie em integrais de volume, obtendo:
a(pV
/// [(gt) L V(pVV) — pg — Veoy;| dV = 0, (3.18)
w

onde o produto VV é chamado produto exterior do vetor velocidade por si mesmo

e representa um tensor de segunda ordem. Em coordenadas cartesianas ele pode ser
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representado por:

uu U uw
VV=1|vu v ovw |. (3.19)

wuy wuv ww

A equagdo (3.18) é valida para qualquer volume de controle W, logo, a integral
volumétrica s6 sera nula se o integrando também for nulo. Dessa forma, obtém-se a
equagao diferencial do balan¢o da quantidade de movimento linear, também conhecida

como equacao de Cauchy.

I(pV)
ot

+ V- (pVV) = pg + V-0,,. (3.20)

Segundo Cengel e Cimbala (2012), o tensor de tensoes pode ser dividido em tensoes
devido a pressao e tensoes devido a efeitos viscosos. A pressao age na dire¢ao normal a
fronteira do volume de controle e para dentro, enquanto as tensoes viscosas atuam nas
dire¢bes normais e tangenciais. Logo, pode-se expressar o tensor de tensdes em coordenadas

cartesianas da seguinte maneira:

Oz O-;By Oxz —p 0 0 Trx sz Tz
Oij = | Oyz Oyy Oyz | = 0 —p 0 T Ty Ty Ty | (3.21)
Oze Ozy Oz 0 0 -p Tex Tazy Tzz

onde p ¢ a pressao e 7;; ¢ chamado de tensor de tensao viscosa.

Substituindo a equacdo (3.21) na equagdo de Cauchy (3.20), obtém-se a forma

conservativa da equagao do movimento:

d(pV

A equacao do balango de quantidade de movimento linear pode ser reescrita de outra
forma. Aplicando-se a regra do produto no primeiro e no segundo termo da equacgao (3.22)

e reagrupando os termos, obtém-se a seguinte expressao:

ov

Por

)
+V [aﬁ + V-(pV)] +p(V-V)V = =Vp+ pg + V.. (3:23)

O termo entre colchetes é identicamente nulo devido a equacao da continuidade (3.10),

assim, obtém-se a forma nao conservativa da equagdo do movimento:

oV DV 1 1
M VA vA\ VAR v A 3.24
8t+( ) D p p+g+p Tij (3.24)
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3.3.3 Equacao da Energia

A 1ltima lei fisica a ser analisada é a primeira lei da termodinamica ou lei da
conservacgao da energia total. Quando aplicada a um sistema, a primeira lei diz que a
energia total transferida para o sistema nas formas de calor ou trabalho é igual a variacao

de sua energia interna.

A quantidade de energia contida no interior de um volume de controle, pode ser

expressa por:
E(x,1) = / / / e(x, £)p(x, t)dV, (3.25)

onde e é a energia por unidade de massa ou energia especifica, e pode representar diversos
tipos de energia, como: interna, cinética, potencial, quimica, nuclear, elétrica e magnética.

No presente trabalho sera considerado apenas os efeitos dos trés primeiros termos.

1
e:ﬁ+§V-V—x~g. (3.26)

Em um volume de controle euleriano deve-se contabilizar o fluxo de energia que
atravessa suas fronteiras ao se aplicar a primeira lei da termodinamica. Desse modo, o

balanco de energia pode ser representado matematicamente da seguinte maneira:

dQ dW dFE d
E_W_E_g///epd‘/—i—//epv-ndfl. (3-27)
w ow

onde @ é o calor e W representa o trabalho. E importante salientar que define-se @ positivo
ao se adicionar calor ao volume de controle e W positivo quando trabalho é realizado pelo

volume de controle.

O trabalho pode ser dividido em trés tipos principais: trabalho de eixo, trabalho

realizado por forgas de pressao e trabalho devido as tensoes viscosas:
W = Weixo + Wpresséo + Wiiscoso = We + Wp + Wv; (328)

o trabalho de eixo refere-se ao trabalho realizado por alguma fonte externa que esteja
dentro do volume de controle, ja o trabalho de pressao, assim como o trabalho devido as
tensoes viscosas, ocorrem somente na fronteira do volume de controle devido aos efeitos

da pressao e das tensoes viscosas.

A taxa de trabalho devido aos efeitos de pressao, pode ser mensurada através
da integracao sobre toda a fronteira do volume de controle do produto da pressao pela

componente normal de velocidade entrando no volume de controle:

d
Zp :// —p(—V-n)dA:/ pV - ndA, (3.29)
ow ow
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substituindo as expressoes (3.28) e (3.29) na equagao (3.27) e rearranjando os termos,

obtém-se a formulacao integral da equagao da energia:

aQ dw, dw, d P
_ = — —_ M A .
o o o o 4// epdV +8/W/ (e + p) pV - nd (3.30)

No presente trabalho os efeitos de radiacao serao desprezados ao se alisar a troca
de energia térmica no volume de controle. Desse modo, o calor serd modelado considerando

apenas efeitos de condugao, os quais seguem a lei de Fourier:
q=—kVT, (3.31)

onde q ¢é o fluxo térmico por conducao, k é o coeficiente de condutividade térmica e T é o

campo de temperatura.

A taxa de fluxo de energia térmica na forma de calor por conducao sobre toda a

fronteira do volume de controle pode ser expressa por:

d
d‘f - // —q-ndA = // kVT - ndA, (3.32)
ow ow

onde o sinal negativo refere-se a hipdtese de que o calor esteja saindo pela fronteira do

volume de controle.

O trabalho realizado pelas tensoes viscosas, pode ser calculado pela integracao
sobre toda superficie de controle do produto da componente da tensao viscosa atuante em
determinada direcao pela componente de velocidade na mesma dire¢ao, matematicamente

a taxa de trabalho das tensoes viscosas pode ser expressa por:

dw,
dt

/ V. 7,dA. (3.33)
ow

Substituindo as equagoes (3.32) e (3.33) na equagao (3.30), e considerando que nao

exista nenhuma fonte de poténcia externa (dW,/dt = 0):
//kVT-ndA+//V-TijdA — Z///epdV+// <e+p> PV .ndA.  (3.34)
oW % W oW P

Novamente usando o fato que o volume de controle euleriano é fixo, permuta-se a integral
de volume com a derivada temporal. Aplica-se o teorema da divergéncia para transformar

as integrais de superficie em integrais volumétricas, obtendo-se:

/// la(;p) +V-[(ep+p) V] = V-(kVT) - V-(V - Tz’j)] dV — 0. (3.35)
%
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De forma andloga aos casos anteriores, a equacao (3.35) é verdadeira para um
volume de controle qualquer e arbitrario, logo, para a integral integral volumétrica ser
nula, o integrando deve ser identicamente nulo. Dessa forma, reagrupando os termos e

expandido o segundo termo do integrando obtém-se:

d(ep)
ot

+ V.(epV) + V-(pV) = V-(kVT) + V-(V - 7;). (3.36)

Nota-se que a equagao (3.36) pode ser ainda reescrita da seguinte forma:

Pt B/; + V.W)] FP(VV) + (V-V)p = V-(kVT) + V(V - 735), (337)

onde o termo entre parénteses ¢ nulo devido a equagdo da continuidade (3.10).

Diferenciando em rela¢do ao tempo a energia especifica (3.26) tém-se:

De Du DV

observa-se ainda a seguinte relagao entre o campo de velocidades e o tensor de tensoes

viscosas:
V'(V . Tij) =V. (V'Tij) -+ (I), (339)
onde ® ¢é denominada de fungdo de transformacao viscosa.

Substituindo as equagoes (3.38) e (3.39) na equacao (3.37), obtém-se:

D DV
pﬁ?—l—p\ﬁ T —pV-g+p(V-V)+(V-V)p = V-(kVT)+ V- (V-7;;)+®, (3.40)

fazendo o produto escalar do vetor velocidade pela equagdo da quantidade de movimento

linear (3.24) e rearranjando os termos:

DV
pV - ST pV.g+ (V-V)p=V-(V-7,), (3.41)

substituindo a equacao (3.41) na equagao (3.40) é possivel eliminar o termo V « (V.7;;),
obtendo assim a equacao diferencial da energia:

Du

PE + p(VV) = V(kVT) + O, (3.42)

Esta equagao é valida sob condigoes bastantes gerais, como escoamento transiente, com-

pressivel, viscoso e com condugao de calor, desde que a funcao de dissipagao viscosa ()

seja conhecida e despreze-se efeitos de radiacao e as fontes internas de calor.
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3.4 Formulacao Lagrangiana

Na descri¢ao lagrangiana do movimento dos fluidos, define-se um volume de controle
que engloba determinada quantidade de particulas de fluido. Este volume de controle nao
é fixo, pois ele deve acompanhar as particulas durante seu movimento, de modo que nao
exista fluxo de particulas por suas fronteiras, ou seja, segue-se um conjunto de particulas
de fluido com identidade fixa. Dessa forma, o volume de controle escolhido é coincidente

com o sistema de particulas que engloba, porém este se deforma para poder abrangé-las.

A figura 3 representa esquematicamente um volume de controle lagrangiano, onde
se observa o vetor de velocidade de trés particulas de fluido. Nota-se que em um instante
de tempo qualquer ¢, as particulas de fluido possuem uma posicdo e uma velocidade
caracteristica, porém, ap6s um instante de tempo At, as particulas ja se encontram em
outra posi¢ao e o dominio sofre deformacoes a fim de englobar todas as particulas de fluido

em suas novas posicoes.

Figura 3 — Volume de controle lagrangiano.

\]]J(Xb7 t+ At)

V(xe, t + At)

Fonte: Autoria prépria.

3.4.1 Teorema de Transporte

O teorema de transporte é uma importante ferramente matematica, que permite
relacionar a analise da taxa de variacao temporal de uma propriedade extensiva de um
sistema e de um volume de controle. Na formulacao lagrangiana sua aplicagao se torna

essencial, visto que, o sistema e o volume de controle se encontram coincidentes.

O teorema de transporte pode ser deduzido ao se considerar f como uma propriedade
extensiva do escoamento. Se x é a posicao da particula de fluido e p(x,t) a trajetoria
seguida pela particula que se encontra no ponto x no tempo ty3. A derivada temporal da
propriedade f sobre todo o sistema pode ser avaliada ao se realizar a seguinte mudanca de

variaveis:

G seenav = &[] 1etet), 06 0d01). (3.43)
Q(t) Q(to)
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onde €Q(t) representa o sistema, () é o volume de controle em um instante inicial, d€2(y)
é o elemento diferencial de volume considerando o volume de controle inicial e J é o

determinante da matriz jacobina de mudanca de variaveis.

Como o volume de controle é fixo no tempo inicial ¢y, pode-se permutar a integral

volumétrica com a derivada temporal:

y /// Flx )V = /// D (Flol. )., 1) A, (3.4

Q(to)
aplicando a regra da cadeia obtém-se:

Df

o (%, 1), 00, 0) = ThT + 12 (3.45)

A derivada temporal do determinante da matriz jacobiana pode ser avaliada ao se utilizar
a propriedade da multilinearidade do determinante e o teorema de Clairaut-Schwarz para

inverter a ordem de diferenciacao de algumas derivadas cruzadas que surgem durante o
desenvolvimento (CHORIN; MARSDEN, 1993). Obtendo-se a seguinte relagao:

DJ

o = (V-V)J (3.46)

substituindo as equagoes (3.45) e (3.46) na equagao (3.44):

t///fdv /// ( + (V- V)) Jdto), (3.47)

o termo entre parénteses da integral volumétrica a direita da igualdade na equagao (3.47)

pode ser reescrito da seguinte forma:

Df af
Di o +(V-V)f+ f(V:V) = a—+V(fV). (3.48)

Ao substituir a equagao (3.48) na equagao (3.47) e desfazendo a mudanca de variaveis,

L VV) = of

obtém-se o teorema de transporte, para um dominio de formato genérico:

di /// fdv = /// (*V >> dv. (3.49)

Q(t)

3.4.2 Equacoes Para a Modelagem

As equacgdes com as quais modelam-se a dindmica e o transporte de energia nos
fluidos, podem ser deduzidas através da formulagao lagrangiana de forma semelhante a
formulacao euleriana, porém com o auxilio do teorema de transporte. De forma similar, a
deducao das equagoes modeladoras sao fundamentadas por meio da lei da conservacao da
massa, do balanco de quantidade de movimento linear ou segunda lei de Newton, e da

terceira lei da termodinamica.
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Primeiramente, ao se analisar a lei da conservac¢ao da massa em um dominio

lagrangiano, tém-se a seguinte relagao:

d
E// pdV = 0, (3.50)
i)

note que ao fazer a propriedade extensiva f do teorema de transporte, igual a massa

especifica do fluido p na equagao (3.49), obtém-se:

i = ] (3w o
Q(t) Q(t)

Substituindo a equagao (3.51) na lei de conservagao da massa aplicada a um dominio

lagrangiano (3.50):

/// ( Vo pV)) dv =0, (3.52)

usando o fato de que a equagao (3.52) é verdadeira para qualquer que seja o dominio
lagrangiano, infere-se entao, que a integral de volume s6 serd nula se o integrando for
identicamente nulo. Desse modo, obtém-se a equagao da continuidade:

8p B
a5 + V- (pV)=0. (3.53)

Esta metodologia de analise pode ser aplicada para as demais leis fundamentais
da fisica, de modo a se obter as equagdes de Cauchy e a equagao diferencial da energia.
Para o balango de quantidade de movimento, a propriedade extensiva f do teorema de
transporte se torna pV, ou seja, a prépria quantidade de movimento. Para a analise das
forcas externas que atuam sobre o volume de controle se procede de forma analoga a
formulacao euleriana. Ja para a terceira lei da termodindmica, f é representada pelo
produto da energia especifica pela massa especifica do fluido (ep), isto é, a energia da
particula de fluido. As andlises a respeito das trocas de energia através de calor e trabalho

se dao de forma semelhante a metodologia euleriana.

3.5 Fluidos Newtonianos

A viscosidade é uma caracteristica de um fluido que quantifica a sua resisténcia ao
escoamento. De forma mais formal, pode-se defini-la como uma propriedade que relaciona
a taxa de deformacao que é aplicada sobre o fluido, a partir da aplicagao de tensoes de

cisalhamento.

Para a grande maioria dos fluidos comuns utilizados em engenharia, a tensao de

cisalhamento aplicada ao fluido, pode ser descrita como uma fun¢ao dependente unicamente
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da taxa de deformacao:

Tij = f(‘fij>’ (3-54>

onde €;; ¢ um tensor de segunda ordem, que representa a taxa de deformacao atuante na

dire¢ao j da face do elemento de fluido cuja normal aponta para dire¢ao i.

Para fluidos simples como a dgua, o ar, alguns 6leos e gases, a relacao (3.54) é
linear, e o coeficiente de proporcionalidade é chamado de coeficiente de viscosidade u. Os
fluidos que apresentam tal caracteristica sao denominados de fluidos newtonianos, em
homenagem a Newton que postulou a lei dos fluidos lineares em 1687. O coeficiente de
viscosidade em fluidos newtonianos é uma propriedade predominantemente termodinamica,

logo, este sofre alteragoes com a variagdo da pressao e da temperatura.

Quando a relagao (3.54) é nao-linear, o fluido em questdao é nomeado de nao
newtoniano. O estudo de fluidos ndo newtonianos é contemplado pela reologia, um ramo
da mecanica que se designa ao estudo da deformacao e do escoamento da matéria. A figura

4 apresenta alguns tipos de fluidos nao newtonianos.

Figura 4 — Comportamento caracteristico de varios fluidos.

(a) Tensao de cisalhamento em funcio da taxa de (b) Efeito do tempo sofre a tensio de cisalhamento
deformacao. aplicada.
Tensio de Tensio de
cisulﬁummﬁu Plastico ideal cisalhamento Reopético
- de Bingham T
Fluidos
COMUOns
Pldstico Dilatante
-
i /f
// Newtoniano ) Tixotmnico
7 Taxa de deformagio B e
f constante
!

Tensio de /

|.‘.‘il.‘li)\']I'I'li.‘l'l.lil'.'l.r

Pseudoplistico
0 Tempo—"

0 Taxa de deformagio € —s=
por cisalhamento

Fonte: White (2011).

3.5.1 Lei de Deformacao para Fluidos Newtonianos

Para o presente trabalho serd considerado apenas fluidos newtonianos. Desse modo,

se faz necessario compreender como se relaciona o tensor deformagao com o tensor tensao
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para essa gama de fluidos. Por analogia com a lei de Hooke para tensao e deformagao,
pode-se assumir que a variagao da tensao com a taxa de deformagdo em um elemento de
fluido segue uma lei linear. Essa consideragao foi proposta primeiramente por Stokes, onde

ele definiu trés postulados:

1. O fluido é continuo e o tensor de tensao o;; ¢ uma funcao linear das taxas de

deformacgoes €;;.

2. O fluido é isotropico, ou seja, suas propriedades independem da dire¢ao, de modo que

a lei de deformagao seja independente do sistema de coordenadas em que é expressa.

3. Quando a taxa de deformacao é nula, a lei de deformacao deve-se reduzir a condicao

fluidostatica, ou seja, considerar apenas os efeitos da pressao.

Primeiramente, para se correlacionar as taxas de deformacoes com alguma grandeza
de interesse do escoamento, ¢ necessario a aplicagao da lei da conservacao da massa em

um elemento de fluido:

Dm  D(pV)
= =0 3.55

Dt Dt ’ (3:55)
ao se aplicar a regra da cadeia para expandir a expressao (3.55) e reagrupando os termos,
obtém-se:

1 DV 1 Dp

il = __—F 3.56

V Dt p Dt’ ( )

ao se fazer uso da equagdo da continuidade na sua forma alternativa (3.11), chega-se a

seguinte equacao:
—— =V.V. (3.57)

Note que o lado esquerdo da igualdade na equagao (3.57) representa a taxa de variacao do
volume do elemento de fluido por unidade de volume, isto é, a taxa de dilatacio total ou

deformacao normal total do elemento de fluido.

Ao se considerar que o elemento de fluido possua como os eixos principais de
deformacao &, n e (, pode-se escrever a taxa de deformacao total deste elemento da

seguinte forma:
€ee + €nn + €= 7, — V'V, (358)

obtendo assim uma relagao entre a taxa de deformacao e o campo de velocidade.

Devido a suposi¢ao de um fluido isotrépico, condicao 2 do postulado de Stokes, os

eixos principais de deformacao devem ser coincidentes com os eixos principais de tensao.
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Dessa forma, tomando &, 7 e ( como os eixos principais de tensao, conclui-se do fato de
que como s6 existe deformacdo normal nesses eixos, entao, devido a isotropia, também
s6 havera tensoes normais, de modo que as tensoes cisalhantes sejam anuladas. Nesse
novo sistema de coordenadas, a lei de deformacao pode ser expressa em funcao de trés

coeficientes lineares:
Oge = —p+ 01655 + 0267777 + 036@, (359>

onde C7, Cs e (3 sao os coeficientes lineares, e o termo —p é adicionado a fim de satisfazer

a condicdo 3 do postulado de Stokes.

Ainda da condigao de isotropia, pode-se inferir que o efeito cruzado das taxas de
deformagao €, e € na tensao atuante em £ devem ser iguais, isso s6 serd possivel se

Cy = C3 = C. Reescrevendo a equagao (3.59), apds reagrupar os termos:

Oee = —p + Kege + Clege + €4y + €cc), (3.60)
sendo K = (] — C, por conveniéncia, a fim de que seja possivel a utilizacao da equacao
(3.58):

e =—p+ Keee + C V-V, (3.61)

A equagao (3.61) foi deduzida para uma das diregdes do sistema de coordenadas
principal, logo, se faz necessério transforma-la para um sistema de coordenadas arbitrario
x, y e z, onde o tensor de tensoes cisalhantes nao seja nulo. Para tanto, considere que o
eixo x tenha em relagdo ao sistema de coordenadas principal &, e  os seguintes cossenos
diretores [, m, e n,, o eixo y possua l,,, m, e n, e o eixo z apresenta [, m, e n, como

seus cossenos diretores.

A lei de transformagao entre as tensoes e/ou as taxas de deformagoes que relaciona
o sistema de coordenadas principal e o sistema de coordenadas arbitrario é dada por
(WHITE, 2006):

Oij = O'gglilj + Oy 115 + O¢ching, (362)

€ij = Egglilj + EqnT1 15 + €cening, (363)

onde i e j representam os eixos x, y € 2.

E possivel eliminar os termos O¢e, Oyy € O Na equacdo (3.62), assim como os
termos referentes as deformagoes nos eixos principais na equagao (3.63), ao se aplicar a
lei de deformacao (3.61), juntamente com a identidade trigonométrica I* + m? + n? = 1.

Resultando na seguinte expressao:
O — —p—i—KEii—f—CV'V, (364)
oij = Keyj, para i # j. (3.65)
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Uma vez ja determinada a lei que relaciona a tensao e a deformacao em um elemento
de fluido, deve-se agora buscar alternativas de se avaliar a deformacao que o elemento de
fluido sofre através de propriedades de interesse do escoamento. Para isso considera-se a
figura 5, onde serd analisada os efeitos de deformacao em duas linhas de fluido, BA e BC,
que se encontravam inicialmente perpendiculares em um instante qualquer ¢, porém apds
um incremento de tempo At, estas linhas se movem e se deformam obtendo comprimentos

ligeiramente diferentes B’A’ e B'C" e orientagoes distintas.

Figura 5 — Deformacao de um elemento de fluido.

(a) Linhas de fluido em um tempo qualquer ¢. (b) Linhas de fluido em um tempo t + At.
A

ov
d —dydt

Fonte: Autoria prépria.

Os angulos da e df podem ser relacionados as derivadas das velocidades, fazendo-se
o incremento temporal suficientemente pequeno. Desse modo:

(Ov/0x)dzdt v
dx + (Ou/0x)dzdt d, (3.66)

da = lim [tabn1 =
dt—0 ox
(Ou/0y)dydt ] _ Ou

dy + (9v/dy)dydt | — By

(3.67)

t—0

dp :(}im [tanl

Define-se a taxa de deformacao cisalhante do elemento, como a média da taxa de aproxi-

macao angular das linhas de fluido inicialmente perpendiculares, logo:

1 (da dp 1 (0v Ou
w==|—+——]|==|=—+=. 3.68
Czy 2<dt+dt> 2(8x+8y> ( )
De forma analoga, obtém-se a taxa de deformacao cisalhante nas outras duas diregoes:
1 (Oow Ov 1 (0u Ow
z— 5| 4o T ] zz — 53\ 5_ a > 3.69
“ 2<8y+82> ‘ 2<8z+8x> ( )

devido a propriedade de isotropia, o tensor de taxas de deformacao por cisalhamento deve

ser simétrico, isto €, €;; = €;;.
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Avaliada as taxas de deformagoes por cisalhamento, parte-se para a andlise das
taxas de deformacoes normais. Dessa forma, pode-se avaliar a taxa de deformagao normal
na direcao x, por exemplo, ao se realizar a derivada temporal da razao entre diferenca do

comprimento da linha de fluido horizontal pelo seu comprimento inicial:

_d (B'C"-BC\ d (dr+ (0u/Orz)dedt —dz)  Ou (3.70)
“r=a\~ BC ) dt dz " o’ '
de forma similar procede-se para as demais diregoes, obtendo:
v ow
— - 71
Eyy o € = 5 (3.71)

Definido completamente o tensor de tensoes, pode-se aplica-lo na lei de deformacao
representada pelas equagoes (3.64) e (3.65). Porém, deve-se ressaltar que o coeficiente
K presente nestas equagoes, é igual a duas vezes o coeficiente de viscosidade molecular,
K = 2u. Tal fato pode ser comprovado, ao se relacionar a tensao de cisalhamento e o
gradiente de velocidade horizontal de uma placa movendo-se com velocidade constante e
suspensa sobre um filme delgado de fluido. Ja o coeficiente ', é denominado de segundo
coeficiente de viscosidade, constante de Lamé ou coeficiente de viscosidade de bulk e é
representado pela letra A. Usando destes fatos, a equacao pode ser reescrita da seguinte

maneira:
0ij = —pl+ 1 (VV +(VV)T) + A(V-V) T, (3.72)

onde I é a matriz identidade, V'V ¢ o gradiente do campo de velocidades, que resulta em

um tensor de segunda ordem, e (VV)T é o seu transposto.

ou OJv Jw
or dr Oz
oy_| o o o a7
oy Oy Oy
ou OJv Jw
0z 0z 0z

3.5.2 Equacgoes de Navier-Stokes

Ao analisar o tensor de tensoes (3.72), Stokes notou uma interessante propriedade,
a soma do trago do tensor de tensdao deve ser um tensor invariante. Stokes chegou nesta
conclusdo por analogia com as relagoes de tensoes (3.62), onde ele constatou que mesmo
ao se realizar uma mudanca de sistema de coordenadas, as equagoes que descrevem a

relacdo tensao-deformagao nas dire¢oes normais se mantém invariantes.

Desa forma, define-se a pressao mecéanica p como menos um terco do traco do

tensor de tensoes, ou seja, a tensao de compressao média atuante no elemento de fluido:

1
]3 = _g(axx + Oyy + Uzz)7 (374)
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porém, ao se aplicar a equagao (3.72) na equagao (3.74) juntamente com o fato de que a
soma das deformagoes normais ¢é igual ao divergente do campo de velocidade (equagoes

3.70 e 3.71), obtém-se:

_ 2

p=p— ()\ + 3“) V-V. (3.75)
Nota-se que a pressao mecanica, assim como foi definida, nao é igual a pressao termo-
dindmica. Porém, para que se satisfaca a condicao de invaridncia, Stokes assume que o
segundo coeficiente de viscosidade equivale a menos dois tercos do coeficiente de viscosidade
molecular, isto é:

2
At gu=0. (3.76)

Por fim, ao se utilizar a relagdo (3.76) na lei de deformacao (3.72) e aplica-la a
equacao do balanco de quantidade de movimento, deduzidas por Cauchy (3.20), obtém-se

as equagoes de Navier-Stokes em sua forma conservativa:

d(pV 2
(gt )4 V-(pVV) = pg = Vp+ V- [ (VV +(VV)")| - SV (uV-V). (377)
Na sua forma nao conservativa as equagoes do movimento sdo representadas por:
DV 1 1 21
—_— = - V. Vv v)H)| - 2= -V). .
5 pr+g+pV 1 (VV +(VV)T)] 3PV(MV ) (3.78)

As equagbes de Navier-Stokes estabelecem uma relacao em que as variagdes da quantidade
de movimento linear em uma particula fluida, sao resultado de alteragoes no campo de

pressao e das forcas viscosas que atuam na mesma.

3.5.3 Equacao Diferencial da Energia Térmica

Uma vez definido o tensor de tensao e o tensor de tensoes cisalhantes, pode-se
obter a funcao de transformagao viscosa ®, que surge na equagao da energia (3.42). A
funcao de transformagao viscosa representa a parcela do trabalho das forgas viscosas que é
transformada em energia interna no escoamento. De acordo com a equagao (3.39) a funcao

de transformagao viscosa, para um fluido newtoniano é dada por:
2
®=p(VVH(VV))-(VV)- g,u(V-V)z, (3.79)

ou expressa na forma cartesiana:
=y 2 a—“2+2 @2+2 a—w2+ @+@2+ a—w+@2+
K ox oy 0z or Oy oy 0z

ou  ow\’ 2 (Ou v  ow\’
((92_'_82’)]_3#(81'_‘_%_‘_82) . (380)
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E interessante notar que a fungao de transformagao viscosa é sempre positiva devido aos
termos quadraticos, de forma que o escoamento sempre tenda a transformar trabalho viscoso

em energia interna, o que estd em conformidade com a segunda lei da termodinamica.

A energia interna é uma grandeza de grande importancia para determinar as
propriedades termodinamicas do escoamento, porém sua determinagao pratica nao é
simples. Portanto, a fim de se contornar esta dificuldade, busca-se formas de relacionar
a energia interna com alguma outra propriedade de interesse do escoamento cuja sua

medicao pratica seja factivel.

A energia interna pode ser relacionada com a temperatura através da capacidade

térmica do fluido ao sofrer transformacgoes isocoricas c,, ou seja, a volume constante,

resultando na seguinte equagao de estado (BORGNAKKE; SONNTAG, 2013):
dii ~ cydT, (3.81)

aplicando a equagao de estado na equacao da energia, obtém-se a equacao diferencial da
energia térmica:

DT
peopyr TP V.-V =V-(kVT)+ o. (3.82)

3.6 Escoamento Incompressivel com Propriedades

Constantes

Grande parte dos escoamento em engenharia sao considerados incompressiveis, isto
é, as variagoes de massa especifica podem ser negligenciadas independentemente de o
escoamento ser permanente ou transiente. Desse modo, pode-se assumir que a taxa de
variacao da densidade em um escoamento incompressivel ¢ nula:

Dp =0, (3.83)

Dt
desse fato, segue-se que a equagao da continuidade (3.11) pode ser reduzida a uma relagao

somente do campo de velocidade:
V.V =0. (3.84)

A equagao (3.84) pode ser interpretada fisicamente da seguinte maneira: alteragdes do
campo de velocidade em uma regiao do escoamento, geram mudancas imediatas nas demais
regides do escoamento. Tal fato pode ser entendido, uma vez que a equagao (3.58) mostra
que quando o divergente do campo de velocidades é nulo, a taxa de expansao do elemento
de fluido também serd zero, ou seja, o volume da particula de fluido deve permanecer

constante. Como o volume se mantém inalterado, o fluxo massico pela superficie do



Capitulo 3. MODELO MATEMATICO 36

volume de controle deve ser controlado através do campo velocidade, uma vez que a
massa especifica é constante, gerando entao pertubacoes instantaneas ao longo de todo

escoamento.

Ao se assumir que as propriedades do fluido, como o coeficiente de viscosidade
molecular p e o coeficiente de condutividade térmica k, sdo constantes, e o escoamento é
incompressivel, de modo que possa ser vélida a equacao (3.84). As equagoes de balango da

quantidade de movimento linear e da energia térmica podem ser simplificadas:

oV 1 JT—

— 4+ (V-V)V = —— VAV :
5 + (V-V) pr+g+ pv , (3.85)
oT k 1

- V)T = —VT+—d )
5 +(V-V) pcpv + P (3.86)

onde a substituicao de ¢, por ¢, (capacidade térmica & pressao constante) é valida, em
fungado de que, quando os termos de pressao da equagao da energia (3.42) sdo desprezados, a
variagdo da energia interna pode ser aproximada por uma variacdo de entalpia h (WHITE,
2011).

di =~ dh = c,dT. (3.87)

As equagoes (3.84), (3.85) e (3.86), formam um sistema de equagoes diferenciais
parciais nao lineares, que modelam a dinamica e o transporte de energia em um escoamento

incompressivel de um fluido newtoniano com propriedades constantes.

3.7 Aproximacao de Oberbeck-Boussinesq

Ao se considerar um fluido newtoniano com propriedades fisicas constantes, as
equagoes de balango (3.84), (3.85) e (3.86), apresentam entao apenas trés incognitas: V, p
e T, ou ainda, formam um sistema com 5 equacoes escaleres e 5 incdgnitas. As equagdes da
continuidade e da quantidade de movimento linear se mostram totalmente independentes
do campo de temperatura, porém o campo de temperatura ¢é escrito em funcao do campo
de velocidade. Desse modo, as equagoes (3.84) e (3.85) podem ser resolvidas separadamente
da equagao (3.86) para o campo de pressao e velocidade, e os resultados do campo de

velocidade sao utilizados para solucao do campo escalar de temperatura.

Oberbeck (1888) e Boussinesq (1903) ao estudarem os efeitos da convecgao natural
em um escoamento, concluiram que o campo de temperatura pode influenciar no balanco
quantidade de movimento linear, através da acao da forca de empuxo, gerada a partir das
variagoes na massa especifica do fluido. Portanto, a aproximacao de Oderbeck-Boussinesq
se fundamenta na hipétese de que as variagoes na massa especifica do fluido sdo pequenas

e podem ser negligenciadas, a menos do termo gravitacional.
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Considera-se um valor de referéncia para massa especifica do fluido pg. Os efeitos

dos gradientes de temperatura ocasionam uma variacao na massa especifica da particula

de fluido:

Ap = p— po, (3.88)

o produto da variagdo da massa especifica (3.88) pelo campo gravitacional resulta na forga

de empuxo por unidade de volume que atua no elemento de fluido:

fompuxo = Apg, (3.89)

pode-se relacionar a variacao da massa especifica do fluido com a variacdo de temperatura
através do coeficiente de expansao térmica (INCROPERA et al., 2014):

1 dp 1 Ap
= po0T ~ po AT’ (3.90)

reescreve-se entao a forca de empuxo por unidade de volume em funcao do coeficiente de

expansao térmica (3.90):
fempuxo = _POBATg = _p06(T - TO)g7 (391)

onde Ty é uma temperatura de referéncia do escoamento.

Ao se acrescentar o efeito do empuxo as forcas de campo na deducao das equagoes
de Navier-Stokes, para um fluido newtoniano com propriedades constantes, obtém-se
a equacao diferencial da quantidade de movimento linear segundo a aproximacao de

Oberbeck-Boussinesq:

vV 1
N VW = — vy BT - Tyg + Ly (3.92)
ot Po Po

Para gases ideais, ao se utilizar a lei dos gases perfeitos, chega-se a uma relagao termo-
dindmica onde o coeficiente de expansao térmica é igual ao inverso da temperatura de

referéncia Ty. Tal hipétese é assumida para o presente trabalho.

3.8 Caracterizacao do Escoamento

Grande parte dos escoamentos de fluidos em engenharia sao bastante complexos
e nao apresentam uma solugao analitica, a qual pode ser obtida através da matematica
classica. Portanto, para a estimativa das propriedades de interesse em tais escoamentos,
deve-se adotar a experimentagao material ou métodos numéricos. Os resultados obtidos
nestas duas metodologias, sao geralmente apresentados de forma adimensional, a fim
de obter maior generalidade, uma vez que, escoamentos com caracteristicas fisicas e
geométricas distintas, podem ter resultados similares dependendo da relagao entre os

mecanismos de transportes atuantes no escoamento.
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3.8.1 Caracterizacao Dinamica

A dinamica do escoamento é caracterizada através de um conjunto de niimeros
adimensionais, dentre eles, serao abordados no presente trabalho apenas o niimero de

Reynolds (Re), o nimero de Strouhal (St) e os coeficientes de arrasto (Cp) e sustentagao

(CL).

O ntmero de Reynolds é um nimero adimensional frequentemente utilizado para o
calculo do regime do escoamento. Fisicamente ele ¢é interpretado como a razao entre os

efeitos inerciais e os efeitos viscosos no escoamento de um fluido newtoniano:

1
Re — Efeitos inerciais _ p(V-V)V _ pUEU _pUL (3.93)
Efeitos viscosos uVVv 1 U wo '
7

onde U e L sao as escalas de velocidade e de comprimento caracteristicas do escoamento,

respectivamente.

Numeros de Reynolds muito pequenos, referem-se ao movimento viscoso muito lento,
onde pode-se negligenciar os efeitos relativos a inércia. Nimero de Reynolds moderados
indicam que o escoamento ¢ laminar, ou seja, apresenta varia¢des suaves. Nimeros de
Reynolds elevados implicam provavelmente em um escoamento turbulento, onde fortes

flutuagoes randomicas de alta frequéncia sdo impostas ao escoamento.

O numero de Strouhal é outro importante niimero adimensional na mecanica
dos fluidos, sendo relacionado com a frequéncia adimensional de eventos periddicos no

escoamento e definido como a razao entre a oscilagao do sinal e sua velocidade de propagacao:

_ /L
==

onde f é a frequéncia do sinal.

St (3.94)

Para escoamentos sobre geometrias imersas, os coeficientes de arrasto e sustentagao
sao nimeros adimensionais bastante usuais, uma vez que, a partir deles é possivel determinar
a forca que o escoamento aplica sobre a superficie imersa. Fisicamente eles podem ser
entendidos como a razao entre a forga de arrasto e/ou sustentacao pela forga dindmica.

Matematicamente podem ser expressos da seguinte maneira:

Fy

Fs
Cr =177+ 3.96
L 1pU2 A, (3.96)

onde Fy e Fg sao as forcas de arrasto e sustentagao, respectivamente, e A, é a drea da

geometria imersa projetada na direcao da forca.
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3.8.2 Caracterizacao Térmica

Assim como na dindmica do escoamento, o transporte de energia também pode
ser caracterizado por um conjunto de niimeros adimensionais. Para o presente trabalho se
dara foco apenas aos seguintes adimensionais: nimero de Prandtl (Pr), nimero de Nusselt
(Nu) e nimero de Rayleigh (Ra).

O ntmero de Prandtl ¢ um importante niimero adimensional de escoamentos nao
isotérmicos, ele é definido como a razao entre a difusividade de momento e a difusividade
térmica. Fisicamente pode ser interpretado como uma relagdo entre a efetividade do

transporte por difusdo, de quantidade de movimento linear e de energia térmica.

Difusao viscosa

Pr _ Ok (3.97)

|
|
\w‘m =
"BQ
=

Difusao térmica «

onde v é conhecido como viscosidade cinematica, razao entre o coeficiente de viscosidade

molecular e a massa especifica, e o é denominada de difusividade térmica (o = k/pc,).

O numero de Nusselt relaciona a transferéncia de energia térmica por advecgao e por
conducgao. Fisicamente ele é uma medida quantitativa da transferéncia de energia térmica
por conveccao em uma superficie, matematicamente ele é representado pelo gradiente de

temperatura adimensional em uma superficie:

_ LT

=superficie

Nu (3.98)
onde AT ¢ a diferenca entre temperaturas de referéncia e x; representa uma dire¢do normal

a superficie em que se deseja avaliar o nimero de Nusselt.

Por fim, o nimero de Rayleigh é um similar do niimero de Reynolds para a convecgao
natural, se mostrando como um critério para definir o regime do escoamento nesta condicao.
Sua interpretacao fisica se da como a razao entre as forcas de empuxo e forcas viscosas,
multiplicada pela razao entre as difusividades de momento e térmica. Tal adimensional é
expresso pela seguinte equacao:

3

ra

onde T, é a temperatura de uma superficie de referéncia, T,, é uma temperatura de

referéncia e g é uma componente do campo gravitacional.
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4 MODELO NUMERICO-
COMPUTACIONAL

Os métodos de solugoes analiticas, baseados na matematica classica, se mostram
bastante limitados para a solu¢do do conjunto de equagoes diferenciais que compdem o
modelo matematico: equagao da continuidade (3.84), equacao do balango da quantidade
de movimento linear segundo a aproximagao de Oberberck-Boussinesq (3.92) e equagao
da energia térmica (3.86). Tais limitagoes ocorrem em funcao da geometria do dominio de
calculo, das condig¢oes de contorno impostas nas fronteiras e da presenca de termos nao

lineares nestas equagoes.

Em virtude de tais dificuldades, parte-se para a modelagem numérica-computacional,
a fim de se obter solugoes aproximadas para as equacoes obtidas via modelo matematico,
por meio de métodos numéricos. O capitulo atual é conduzido, de forma a abordar a
metodologia numérica-computacional aplicada no desenvolvimento do presente trabalho,
para a solu¢ao do conjunto de equagoes que modelam a dindmica e o transporte de energia

em escoamentos bidimensionais e incompressiveis de fluidos newtonianos.

4.1 Discretizacao Temporal

Sao muitos os métodos numéricos desenvolvidos para solucao de equacoes dife-
renciais parciais dependentes do tempo e do espago. Onde para esses tipos de equagoes,
geralmente sao empregadas as formulagoes explicita, implicita ou implicita-explicita (semi-
implicita) para a discretizagao das equagoes (LEVEQUE, 1955). Para o presente trabalho
sera utilizado o método de diferencas finitas para uma formulacao explicita, ou seja, o
conjunto de equagoes diferenciais serd discretizado, de forma que a equagao de diferen-
cas resultante seja dependente apenas de termos previamente conhecidos de iteragoes

anteriores.

Considera-se ¢ uma funcao escalar qualquer, de modo que, sua discretizacdo no
dominio temporal, a fim de se obter uma formulacado explicita, possa ser realizada ao se
efetuar a expansao em série de Taylor da fungdo ¢ em torno do ponto (x,t) acrescida de

um incremento temporal At:

00(x,1) ,  1P0(x1) o 10°0(x,1)

e 2 ot 6 o

AP+ (4.)
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isolando a derivada temporal da fungao ¢, obtém-se:

0p(x,1) _p(x,t + At) — 1 9"o(x,1)

_ Px 1) &
ot At - kz::l (k+ 1) otk At (4.2)
0(x,t) _o(x,t+ At) — ¢(x,1)
o = " + O(AD), (4.3)

onde o somatorio representa o erro nimero do processo de discretizagao, que é de primeira

ordem (O(At)).

O esquema de discretizagao apresentado na equagao (4.3) é também denominado
de esquema de Euler explicito. A funcao ¢, por ser uma fungao escalar, pode representar
ou uma das componentes de velocidade (u e v), ou o campo de temperatura (T'), uma vez
que as equagoes que modelam estes campos apresentam uma derivada temporal que deve

ser discretizada de forma andloga.

4.2 Acoplamento Pressao - Velocidade

A equagao da continuidade (3.84) e a equagao da quantidade de movimento linear
(3.92) sao resolvidas separadamente, de modo que se faz necesséario abordar o acoplamento
entre o campo de pressao e o campo de velocidade, a fim de que se possa resolver o
escoamento. Chorin (1968) ao estudar escoamentos incompressiveis mostra que a pressao
nao exerce funcao termodinamica, porém induz a condi¢do de incompressibilidade, de
modo que possa ser utilizada uma metodologia de discretizacao baseada na decomposicao

de operadores. Surge assim os métodos de projecao ou métodos de passo fracionado.

Tais métodos sao caracterizados por resolver os campos de pressao e velocidade
em duas etapas. Primeiramente, um campo de velocidade auxiliar é calculado através
da equagao do balanco da quantidade de movimento linear ao se ignorar os efeitos de
incompressibilidade. Em seguida, este campo estimado é projetado em um espago vetorial
com divergente nulo, a fim de se forcar a incompressibilidade, calculando-se assim a pressao
ou um fator de correcao de pressao, dependendo da metodologia adotada. E a partir deste

fator de correcao o campo de velocidade é corrigido.

Existem intimeras formas de discretizacao para os métodos de projecao ou métodos
do passo fracionado, as quais divergem basicamente no modo como é calculado o campo de
velocidade estimado e o fator de correcao de pressao. Para o presente trabalho adotou-se a

metodologia proposta por Kim e Moin (1985).

No método proposto por Kim e Moin, a discretizacao da equagao do balanco da

quantidade de movimento linear, considerando um esquema de Euler explicito para o
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termo temporal é dada por:

Vn+1 N VAL

1 p©
= ——Vp"tl — (V. V)V" — B(T" — Ty)eg" + —=V?>V" 4.4
N SV = (VIV)VT = B = T)g” 4 VRV (4.4)

onde o super indice n representa a discretizacao temporal.

Na equagao (4.4), os termos de velocidade e temperatura avaliados no passo de
tempo atual (V" e T™) sao conhecidos, de modo que as tnicas incégnitas da equagao
sdo o campo de pressio e o campo de velocidade no passo de tempo posterior (p"*! e
V™) A fim de se obter uma relagio entre o campo de pressdao e o campo de velocidade,
define-se um campo de velocidade estimado V calculado através da equacio da quantidade

de movimento linear (3.92), considerando-se o campo de pressao atual:

A\ %

1 H o2
=—-Vp" —(V".V)V" - 3(T" - Ty)g" + =V°V" 4.5
A=,V (VRIS T+ Doy (45)

ao se subtrair a equagao (4.5) da equacao (4.4), obtém-se:

n+l _ \
A% +At v _ —;V <pn+1 _ pn> . (4.6)

A equagao (4.6) é uma relagao entre o campo de velocidade no tempo posterior,
o campo de velocidade estimado e o campo de pressao no tempo posterior e no tempo
atual. Embora a equagdo (4.6) tenha simplificado bastante termos, aparentemente ela
nao agrega nada novo, uma vez que ainda temos as mesmas duas incégnitas presentes na
equagao. Porém, das observagoes de Chorin, pode-se modelar o campo de pressao no passo
de tempo posterior como o campo de pressao no passo de tempo atual acrescido de um

fator de correcao de pressao p':
pn+1 — pn +p/ (47>

Aplicando a equagao (4.7) na equagao (4.6) e rearranjando os termos obtém-se uma relacao
entre o campo de velocidade posterior, o campo de velocidade estimado e o fator de

correcao de pressao:

- At
Vil =V - — vy (4.8)
P

O fato de p’ também ser uma incégnita ainda é um agravante na equagao (4.8),
porém sabe-se que a equacao da continuidade deve ser satisfeita para qualquer intervalo

de tempo. Desse modo, o divergente de V™! deve ser sempre nulo:

- A
V.Vl =v. (V - /)th') =0, (4.9)
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aplicando o operador divergente a cada um dos termos da equagao (4.9), pode-se reescreve-

la da seguinte maneira:

2 P Y
=" v.V. 4.1
Vp AtVV (4.10)

A equagado (4.10) é conhecida como equacao de Poisson, e a partir dela é possivel se

determinar o fator de correcao de pressao em fungao do campo de velocidade estimado.

O método proposto por Kim e Moin, para uma discretizacao explicita, pode entao

ser resumido no seguinte algoritmo:

e As componentes de velocidades sao estimadas através da solucao das equagoes da
quantidade de movimento linear utilizando os campos de velocidade e pressao do

passo de tempo atual:

. 1
V= ALYy - AtV V)V™ — AtB(T" — Tp)g" + AtZWV” v

e O fator de correcao de pressao é calculado através da solucao da equacao de Poisson,
obtida por meio da combinagao da equacao da quantidade de movimento linear e da
continuidade:

p ~
Vi == V-V,
P = At
e O campo de pressao no passo de tempo posterior é entao calculado como a soma do

campo de pressao atual acrescido do fator de correcao de pressao:
pn+1 — pn + p/
?

e O campo de velocidade no passo de tempo seguinte é entao corrigido por meio do

fator de correcao de pressao e do campo de velocidade estimado:

At
A4 v 7Vp'.

4.3 Discretizacao Espacial

Para o solucao do conjunto de equagoes obtidas via modelo numérico, primeiramente
¢é necessario a discretizacao do dominio, ou seja, deve-se transformar um conjunto continuo
e infinito de informagoes em um conjunto discreto e finito, no qual a metodologia numérica
possa ser empregada. Para o presente trabalho sera considerado um dominio espacial

bidimensional © = [0, L,] x [0, L,], o qual serd particionado em K partes iguais na direcdo
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horizontal e em M partes iguais na direcao vertical. Gera-se entao a malha retangular M,

ou seja, um conjunto de pontos discretos no dominio €2:
M = {(z;,y;); ;i =iz, y; =jAy; i=0,....K; j=0,...,M}, (4.11)

onde Az e Ay sdo os incrementos espaciais nas dire¢oes horizontal e vertical, definidos
por Az = L, /K e Ay = L, /M, respectivamente.

Uma vez o dominio de calculo ja discretizado com seu respectivo conjunto de células,
deve-se agora definir a localizacao das varidveis de interesse do escoamento dentro da célula
computacional. Para o presente trabalho foi adotado o esquema de células deslocadas
M AC, introduzidas por Harlow e Welch (1965). Neste esquema de discretizagao as varidveis
escalares, pressao e temperatura, sao definidas no centro da célula computacional, enquanto
o campo vetorial de velocidade é definido nas faces da célula. De modo que a componente
horizontal de velocidade é definida no centro da face vertical e a componente vertical de

velocidade no centro da face horizontal, conforme representado na figura 6.

Figura 6 — Representagao esquematica da malha computacional adotada.
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Fonte: Autoria prépria.

A escoalha desse tipo de malha se deve a facilidade em se definir aproximacoes por
diferencas finitas de segunda ordem para as derivadas espaciais dos campos de velocidade
e temperatura. Da figura 6 nota-se ainda a existéncia de uma camada adicional de células
que envolve o dominio (linhas pontilhadas), este conjunto de células é denominado de

células fantasmas e sao utilizados para se viabilizar a aplicacao das condigoes de contorno.

Para ilustrar o esquema de discretizacao das derivadas espaciais, utiliza-se nova-
mente a func¢ao escalar ¢, que pode representar qualquer variavel escalar do escoamento.

Assim como a discretizagao do termo temporal, a discretizacao das derivadas espaciais
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também se baseia no processo de expansao em série de Taylor da fun¢dao ¢ em torno do
ponto (x,t) = (z,y,t), porém, fazendo um incremento e um decremento em cada diregao.

Para exemplificar, serd realizado o processo de discretizacdo para a derivada de ¢ na

direcao z:
96 162 193¢
A = —Ar+ A2+ LA 4.12
¢($ _I_ Qj, y? t) QS(:E? y? t) + 8$ x + 2 a{EQ xz _I_ 6 axg X + 9 ( )
96 102 1%
- A = — AT+ A - AP 4.1
0z — Az,y,t) = 6(2,y,t) — 5 A+ 5o Ar” — oo AT+ (4.13)
subtraindo a equacao (4.13) da equagao (4.12), obtém-se:
9% 1P, 1 Pb
A —o(x—A =2—Azr+2-—A 2——A s (414
d(x+Ax,y, t)—d(x— Az, y,t) B T+ 6 53 0 - 150 55 2% + (4.14)

Isolando a derivada de primeira ordem em z, obtém-se a equagao de diferencas centradas
(central difference scheme — C'DS):

0p(x,t)  o(z+ Azx,y,t) — o(z — Az, y,t) & 1 0+ (x,t)

_ _ 2k
o 2Nz ,;1 G D)l aabt S
(4.15)
0o(x,1) oz +Ax,y.t) —dz = Ax,y.t) | oy p 2y (4.16)

ox 2Ax

onde o somatdério representa o erro numérico do processo de discretizacao.

As equagodes de balanco, além das derivadas de primeira ordem no espaco, também
possuem derivadas de segunda ordem no espago, as quais sao relacionadas aos termos
difusivos. Tais derivadas também devem ser discretizadas, processo o qual se da de forma
semelhante até a obtengdo das equagoes (4.12) e (4.13), que agora em vez de serem
subtraidas serao somadas, resultando na seguinte equacao:

10%¢ 1 0%¢

— — R 2 - 4 “ e
¢(z—Az,y, t)+dla+Az,y,t) = 26(z,y,8)+25 55 Az +20 53 Az - (4.17)

Isolando a derivada de segunda ordem em x, obtém-se:

Po(x,t)  olx — Ax,y,t) —20(z,y,t) + ¢(x + Az, y,t)

2 Ax?
0o 2 82(k+1)¢<x7 t)
kz:; (2(k + 1)) Oz2k+D) Az, (4.18)
*¢(x,t) _ oz — Az, y,t) — 2¢(z,y,t) + d(z + Az, y, 1) ¢ o), o

0x? Ax?

onde novamente o somatorio representa o erro resultante do processo de discretizagao.
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4.4 Discretizacao das Equacoes de Balanco

A seguir é apresentada a discretizacao do conjunto de equagoes obtido pelo modelo
numérico, em um dominio bidimensional euleriano. Para a discretizacao espacial das
equacoes é utilizado o método de diferencas finitas centradas com malhas deslocadas, a
fim de se obter segunda ordem. E para a discretizacao temporal utiliza-se o esquema de

Euler explicito.

4.4.1 Discretizacao do Campo de Velocidade Estimado

O campo de velocidade estimado pode ser determinado numericamente, para tanto
deve-se traduzir a equacao diferencial do balanco de quantidade de movimento linear para
o dominio discreto. Dessa forma, é apresentada a discretizacao para a componente z de

cada um dos termos da equacao.

Termo temporal:

Uij — ui;

b 4.2
A7 (4.20)

Termo advectivo:

n n n n n n n n
n (“iﬂ,j - ui—La’) L Vi1 TVt Vi Vi <“z‘,j+1 - “z;j—l)

i 27z 4 27z
(4.21)
e Gradiente de pressao:
1pt; —Dpity
_;ﬁ (4.22)
e Termo gravitacional:
n 13
—5(Tz‘,j —10)g = — ?(’) —1) gz (4.23)
e Termo difusivo:
pof iy = 2w Uy — 2ui gy,
; ( A2 + Ay . (4.24)

4.4.2 Discretizacao da Correcao de Pressao

O fator de correcao de pressao é determinado através da solucao de uma equacao

de Poisson, onde todos os termos da equagao sao avaliados no mesmo passo de tempo, ou
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seja, tanto p’ quanto V sdo avaliados em ¢ = (n+ 1)At. A discretizagao da corre¢ao de

pressao é apresenta a seguir:

Ax? Ay? At

p;—l,j - 217;,3' +p§+1,j i p;,j—l - 2p;,j +P§,j+1 _ P Uiyl — U
Ax Ay

i jy1 — Ui
+ .

(4.25)

Como todos os termos sao avaliados no mesmo intervalo de tempo, considera-se
entao que os termos sao acoplados, constituindo assim um sistema linear. Desse modo,
ao se denominar os termos presentes no lado direito da equacao por B, ;, o sistema linear

para a determinacao do fator de correcao de pressao pode ser representado da seguinte

maneira:
Appi;+ An (p;‘—l,j +p;+1,j) + A, (pg,j—l +p;,j+1> = Bi ;. (4.26)
onde,
1 1 1 1
A =-2|—+ — Ay = — A, = —. 4.27
P (Ax2 * Ay2> PO T A2 © Ay? (4.27)

Para a solugao da equacao de Poisson discreta (4.26), duas metodologias de solucao
de sistema lineares foram utilizadas no presente trabalho: o método de Gauss-Seidel e o
método dos gradientes bi-conjugados estabilizados (VAN DER VORST, 1992).

O método de Gauss-Seidel, embora possua uma implementagao mais simples,
fornece resultados rapidos, com uma quantidade de iteragoes que tende a decrescer por
incremento temporal. Porém, notou-se ao longo do desenvolvimento do presente trabalho,
que para escoamentos com grandes variagoes de seus campos, o método apresenta grandes
oscilagdes no nimero de iteragdes por passo de tempo, tornando o custo computacional
bastante elevado para solucao de problemas com geometrias ou condi¢oes de contorno

mais complexas.

O método dos gradientes bi-conjugados estabilizados apresenta uma implementacao
mais dardua que o método de Gauss-Seidel, além de realizar um ntimero maior de operagoes
por iteragao. Contudo, o método nao apresenta grandes oscilagoes no nimero de iteragoes
por incremento temporal, valor o qual tende a permanecer constante ao longo da simulagao.
Dessa forma, conclui-se que o método dos gradientes bi-conjugados estabilizados ¢ mais

apropriado para solu¢do do modelo numérico.

4.4.3 Discretizagao da Correcao do Campo de Velocidade

Apods a obtencao do fator de correcao de pressao através da solucao do sistema linear

(4.26), deve-se corrigir o campo de velocidade, a fim de que a equagao da continuidade
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seja satisfeita. A correcao do campo de velocidade é dada pela discretizacdo aqui retratada

na direcao x:

At (v . —1p .
Wt = g, — 2 (pwszJ) , (4.28)

4.4.4 Discretizacao do Campo de Temperatura

De forma similar ao campo de velocidade, o campo de temperatura também pode
ser numericamente estimado, portanto deve-se transformar a equagao diferencial da energia
térmica do dominio continuo para o discreto. Resultando assim na seguinte discretizacao

para cada um dos termos da equagcao.

Termo temporal:

n+1 n
Ty =T

4.29
e Termo advectivo:
n+1 n+1 n n n+1 n+1 n n
uiit tuhy (T, — Ty n vl ot (T — T (4.30)
2 2Ax 2 2Ax ' '
e Termo difusivo:
& (T ~ 2T+ Ty, Ty = 2T+ -m-ﬂ) | s
PCyp Az Ay
e Termo de transformacao viscosa:
1
—P; ;. (4.32)
Py

A fungdo de transformacao viscosa (P), em sua forma discreta, é representada

através da seguinte equagao:

n+1 nt1\ 2 n+1 nt1\ 2
U; — U - v — V..
Q= |2 0T ) oo BIHL T
J M{( Ax Ay +

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 2
(”m,j T Vipi+1 — Vicry — Vs + Uigr1 + Uiy i1 — Wij—1 — “z’+1,j—1> ]

4Ax 4Ay
(4.33)

4.5 Condicoes de Convergéncia

E importante atentar-se as condigoes que garantem a convergéncia do método

numérico, ou seja, relagdes entre propriedades fisicas do escoamento e caracteristicas
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geométricas do dominio discreto que devem ser respeitadas, para que a metodologia
numérica possa fornecer resultados condizentes com o modelo matematico. Quando tais
critérios nao sao considerados, pode ocorrer de o método numérico divergir, ou seja, os
resultados obtidos nao representam o modelo implementado, surgindo oscilagoes numéricas

no escoamento ou solugées numéricas que tendem ao infinito.

Para a modelagem proposta no presente trabalho, duas condigoes de convergéncia
sa0 necessarias, uma para a dinamica do escoamento e a outra para o transporte de energia
térmica. Logo, para a obtencao de resultados em concordancia com a metodologia proposta,
é preciso limitar a malha computacional em func¢ao de niimeros adimensionais calculados
localmente. Desse modo, define-se o niimero de Reynolds local (Rea,) e o nimero de
Péclet local (Pea,):

Rea, = PUAT. (4.34)
1
Peny = Uﬁx. (4.35)

A correta solu¢ao do modelo numérico é alcancada quando ambos os adimensionais

sao menores que dois, ou seja:
Rea, <2 e Pea, < 2, (436)

sao os critérios de convergéncia para a modelagem dinamica e térmica, respectivamente.

4.6 Estabilidade

A estabilidade de um método de diferencas finitas pode ser interpretada como
a capacidade de uma equacao de diferencas nao amplificar os erros advindos de passos
de tempo anterior. A grande maioria dos métodos de diferencas finitas possuem sua
estabilidade restrita a uma regiao denominada regiao de estabilidade, a qual contém todos

os pares (Ax, Ay, At) que garantem a estabilidade do método.

Uma importante ferramenta para a analise da estabilidade de um método de
diferencas finitas é a analise de estabilidade de Von Neumann. Este método de analise
de estabilidade é uma das formas de aplicacao da andlise de Fourier, e a partir dele é
possivel determinar as condigoes necessaria e suficientes para a estabilidade de um método

de diferencas.

Ao se aplicar a analise de Von Neumann para as equacoes de diferencas obtidas

através de uma discretizacao explicita das equagodes da difusdo e da advecgao em um
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dominio bidimensional, obtém-se os respectivos critérios de estabilidade (STRIKWERDA,
1989):

1 (AzAy)?
Aty < ———— 4.
fa = 200 Ax? + Ay?’ (4.37)
At, < min A : Ay : (4.38)
max |u|’ max |v|

onde os subindices d e a indicam o incremento temporal da discretizacao da equacgao da

difusdo e da adveccao, respectivamente.

Na equagao de Navier-Stokes ocorre a presenga simultaneamente de termos difusivos
e advectivos. Dessa forma o critério de estabilidade para a discretizacao explicita das
equagoes de Navier-Stokes pode ser dado por (VILLAR, 2007):

At = CF Lmin(Atg, At,), (4.39)

de modo que o coeficiente difusividade térmica (a) é substituido pela viscosidade cinemética
(v = pu/p), e a constante CF'L ¢ definida por Courant et al. (1967) e admite valor entre 0

e 1, onde para o presente trabalho é adotado o valor de 0,25.
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5 RESULTADOS

Concluida a modelagem computacional e definida a metodologia numérica, rotinas
computacionais podem entao ser implementadas, a fim de se resolver numericamente as
equagoes de balancgo. Para o presente trabalho ¢ desenvolvido um algoritmo computacional
em linguagem de programacao FORTRAN 90, com o propésito de se obter solugbes apro-
ximadas de escoamentos bidimensionais de fluidos newtonianos em geometrias cartesianas

simples.

Algoritmos computacionais destinados a realizagao de simulagbes numéricas de
fenomenos fisicos, devem sempre apresentar resultados que representem de maneira ade-
quada o evento fisico a ser investigado. Para tanto, faz-se necessério a realizagao de testes
de verificacao e de validacao dos c6édigos computacionais implementados. No ambito da
mecanica dos fluidos computacional, verificagao e validagao sao dois conceitos indepen-

dentes com significados distintos, de modo que, um nao pode ser substituido pelo outro
(SILVA; VILLAR, 2010).

De acordo com Oberkampf et al. (2004), a verificacdo pode ser compreendida como
uma analise do algoritmo computacional implementado, de modo a verificar se, de fato, a
precisao dos resultados numéricos estao em concordancia com o modelo computacional
adotado. Dessa forma, a verificagdo se torna um exercicio puramente matematico, nao
possuindo nenhum realismo fisico. Ja a validagao, consiste na avaliacdo da acuracia da
solucao numérica obtida por meio do codigo computacional, quando comparada com dados
experimentais, a fim de avaliar se o0 modelo adotado é adequado para a modelagem do
fendmeno fisico em andlise. Portanto, na validacdo o realismo fisico desempenha um papel

essencial, fazendo-se necessario satisfazer as leis fisicas que regem o fenémeno fisico.

Neste capitulo, sao expostos os resultados de verificacao e validagao dos algoritmos
implementados. Testes de verificacao sao conduzidos através do método das solugoes
manufaturadas, para analise de ordem de convergéncia. Ja para a validacao do codigo
computacional, simulacgoes sao conduzidas para diferentes regimes de escoamentos, sobre
diferentes geometrias cartesianas e os resultados sao comparados com os apresentados pela

literatura.
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5.1 Estudo de Ordem de Convergéncia

Para o presente trabalho, sao apresentadas simulacoes bidimensionais em um
dominio retangular @ = [0, L,] x [0, L,]. Malhas regulares e uniformes sao adotadas,
por exemplo, com h = Az = Ay, onde as equagdes que modelam a fluidodindmica sao
discretizadas em células computacionais do tipo M AC. De modo que, o campo de pressao
e o campo de temperatura se localizem no centro da célula computacional e os campos de

velocidades nos centros de suas faces.

E importante salientar, que para esse tipo de malha deslocada trés conjuntos de

pontos podem ser diferenciados:

° QZT: Refere-se ao conjunto de pontos onde as propriedades escalares do escoamento,

como pressao e temperatura, sao calculadas;

e O Denota o conjunto de pontos onde a componente horizontal do campo de

velocidade é calculada;

e Q! Representa o conjunto de pontos onde a componente vertical do campo de

velocidade é calculada.

Para realizacdo do estudo de ordem de convergéncia, deve-se entao definir as
normas nesses trés conjuntos de pontos. Dessa forma, a norma euclidiana || - ||2 e a norma
infinito || - ||oe, para uma fungdo escalar qualquer ¢ definida em Q?, podem ser calculadas

respectivamente, através das seguintes equagoes:

1
l|o]]2 = W Z |k |?, (5.1)
¢ keQl
0o — 9 52
[|ol] ﬁ%§|¢k| (5.2)

onde |Qf| é a cardinalidade do conjunto Q.

A analise de ordem de convergéncia do método numérico implementado é funda-
mentada através da hipotese de que a solucao numérica possua expansao assintotica nas
poténcias dos incrementos espaciais da malha computacional. Desse modo, a fun¢ao escalar
¢(x,t) possui a solugdo numérica ¢(x,t, h), que pode ser expandida assintoticamente da
seguinte maneira (COPSON, 1965):

0(x,t,h) = ¢(x,t) + M\e(X, )" 4+ N1 (X, )R 4o (5.3)

onde os coeficientes A, (x,t) sdo independentes do passo incremental da malha.
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Se a solugao exata é conhecida (¢(x,t)), entdao, apds resolver p(x,t, h) através
da metodologia numérica proposta, também deve ser estimada a solu¢gdo numérica em
um meio do incremento da malha, ou seja, deve-se resolver ¢(x,t,h/2). De forma que a
solu¢do numérica nas malhas com espacamento de h e h/2 possam ser aproximadas por

expansoes assintoticas:

o(x,t,h) = o(x,t) + \e(x,t)h", (5.4)

h h
2 <X7 t> 2) ~ ¢(X7 t) + )\K(X7 t)27,

onde truncou-se as equagoes (5.4) e (5.5) nos termos de maior ordem.

Das equagoes (5.4) e (5.5), infere-se que a razao do erro entre a solucao exata e
a solu¢do numérica nas malhas com incremento de h e h/2, devem satisfazer a seguinte

relagao:

r = H(p(X,t,h)—gZﬁ(X,t)H ~ OF
lo(x,t,h/2) = o(x, 1)] ’

em que || - || pode representar ou a norma euclidiana (5.1) ou a norma infinito (5.2). E

(5.6)

para se estimar a ordem de convergéncia x do método numérico, basta aplicar o logaritmo

na base dois na equagdo (5.6):

K = log, 7. (5.7)

5.1.1 Método das Solugoes Manufaturadas

Segundo Salari e Knupp (2000), uma solu¢ao manufatura é uma solugao exata de
alguma equagao diferencial parcial ou de um conjunto de equagoes diferenciais parciais,
que foram construidas ao se adicionar termos forgantes as equagoes. Os termos forcantes
sao definidos de forma que a solu¢ao manufaturada construida satisfaca o sistema de
equagoes. Dessa forma, o método das solugoes manufaturas baseia-se em definir os termos
forcantes de um sistema de equagoes diferenciais parciais, dado um conjunto de solugoes

manufaturadas previamente conhecido.

O conjunto de equagoes que modelam a dindmica de um escoamento incompressivel

de fluidos newtonianos, desconsiderando efeitos térmicos e gravitacionais, é aqui expressa:

V-V =0, (5.8)
ovV 1 JT—

A (VV)V = = = f .
o TVVIV =TVt CVIV A, (5.9)

onde f é o campo de forca externo que atua sobre o escoamento, ou ao se tratar de solugoes

manufaturadas, ¢ o termo forcante definido pelas solu¢oes manufaturadas escolhidas.
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No caso da dinamica dos fluidos, ao se construir um conjunto de solugdes manu-
faturadas, estas devem primeiramente satisfazer & equacao da continuidade (5.8). Deste
modo, para o presente trabalho foram escolhidas as seguintes solu¢des manufaturadas

propostas por Noés (2007):

Ue(w,y,t) = sen® (2mx + 27y + 1), (5.10)
ve(z,y,t) = cos® (2mx + 2wy + 1), (5.11)
pe(x,y,t) = cos (2mx + 2wy + t) . (5.12)

A figura 7, apresentada a seguir, ilustra o campo de velocidade horizontal e vertical e
o campo de pressao, dados pelas solugdes exatas para um dominio 2 = [0, 1] x [0, 1] no

tempo inicial ¢ = 0.

Figura 7 — Campos de velocidade e pressao em ¢t = 0.

(a) Velocidade horizontal — u. (b) Velocidade vertical — v.

e — [ ——

0.0 0.2 04 06 08 1.0 0.0 0.2 04 06 08 1.0

(c) Pressdo — p.

— .

-10 05 O 05 1.0

Fonte: Autoria proépria.

Definidas as solugoes manufaturadas, parte-se para a determinacao dos termos

forcantes presentes na equacao da quantidade de movimento linear (f). Tais termos podem
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ser definidos através da aplicagao das solugoes exatas (5.10), (5.11) e (5.12) na equagao

do movimento (5.9):

Ou, ou, Oue. 10p. p [0u. *u.
_ 10p. _p 1
Jo ot ke Ox e oy + por p <3x2 oy? )’ (5.13)
v, Ov, ov. 10p. p [0*v. 0%*v,
_ 10p. _p 14
Ty ot e Ox e dy poy p ( ox2  oy? )’ (5.14)

Apds obtencao dos termos forcantes, procede-se com a metodologia numérica proposta,

com as seguintes condigoes iniciais para as variaveis de interesse do escoamento: u(z,y,0) =

ue(z,y,0), v(z,y,0) = v(z,y,0) e p(z,y,0) = pe(x,y,0).

5.1.2 Ordem de Convergéncia do Método Numérico

Para analisar numericamente a convergéncia do método, quatro malhas regulares e
uniformes sao utilizadas (16 x 16,32 x 32,64 x 64 e 128 x 128), definidas em um dominio
computacional quadrado © = [0, 1]x[0, 1]. Duas configuracoes para as condigoes de contorno
sao impostas: Dirichlet e Neumann. A condicao de contorno de Dirichlet especifica o valor
que a solucao da equagao diferencial deve ter nos bordos do dominio. A condicao de
Neumann, por outro lado, determina o valor da derivada na dire¢ao normal ao contorno

do dominio.

No presente trabalho, oito simulagoes sao conduzidas, onde as propriedades do
fluido admitem valor unitdrio (p = p = 1,0) e o tempo de simulacdo escolhido foi
de aproximadamente 7/4 &~ 0,7851 s. As condigoes de contorno para as varidveis do
escoamento nas simulagoes sao alternadas, de modo que, primeiramente é estipulado
Dirichlet para as velocidades e Neumann para a pressao, e em seguida é definido Neumann
para as velocidades e Dirichlet para a pressao. Os resultados obtidos sao apresentados nas

tabelas 1 e 2 a seguir.

Observa-se nas tabelas 1 e 2, que o erro numérico do método sofre uma reducao de
cerca de quatro vezes (r &~ 4 na equagao 5.6), para uma reducao de duas vezes do passo
espacial A na malha computacional, para todas as componentes do campo de velocidade
e para o campo de pressao. Comportamento caracteristico de um sistema numérico de

segunda ordem, de acordo com a equagao (5.7).
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Tabela 1 — Teste de convergéncia com condigoes de contorno de Dirichlet para as velocida-
des e Neumann para a pressao.

Malha - lloo Razao  Ordem -2 Razao  Ordem
16x16 3,5699-1072 — — —— ———— 1,8694-107% — ——— ————
32x32 9,2280-107%  3,8681 1,9516  4,6846-1072  3,9905 1,9966
64 x 64 2,3576-107%  3,9145 1,9688 1,1777-107% 3,9778 11,9920
128 x 128 5,9599-107%  3,9558  1,9840 2,9544-10~* 3,9863  1,9950
16x16 3,5819-1072 — ——— ———— 1,8716-1072 — — —— —— ——
32x32 9,2749-107%  3,8619 1,9493  4,6905-107%  3,9901 1,9964
64 x 64  2,3551-107%  3,9382 1,9775 1,1792-107*  3,9777  1,9919
128 x 128 5,9568 - 10~*  3,9536 1,9832  2,9582-107%  3,9862 1,9950
16x16 4,6746-107 — — —— ———— 1,5029-107) — ——— —— —_
32x32  1,5223-107'  3,0709  1,6186 4,1664-10"% 3,6070  1,8508
64 x 64 4,3421-1072  3,5058 1,8097 1,0767-10"2  3,8696  1,9522
128 x 128 1,1472-107%  3,7850 1,9203 2,7158-1073  3,9646  1,9872

Tabela 2 — Teste de convergéncia com condicoes de contorno de Neumann para as veloci-
dades e Dirichlet para a pressao.

Malha ] lloo Razao  Ordem IRIE Razao  Ordem
16x16 4,1339-1072 — — —— ———— 1,9941-107% — - —— ————
32x 32 1,0687-1072 3,8683  1,9517 4,7967-10"% 4,1574  2,0557
64 x 64  2,6630-107%  4,0131  2,0047 1,1844-1073 4,0499  2,0180
128 x 128 6,6713-107* 3,9917  1,9970 2,9478-10~* 4,0178  2,0064
16 x16 4,0952-1072 — - —— ———— 1,9813:107% — - —— ————
32x 32  1,0424-102  3,9285 11,9740 4,7499-10"% 4,1713  2,0605
64 x 64 2,6197-107%  3,9792 1,9925 1,1708-107%  4,0571  2,0205
128 x 128 6,5605-10~*  3,9931  1,9975 2,9114-107%* 4,0213  2,0077
16x16 2,1039-107' — ——— ———— 6,4757-1072 — — —— — — ——
32x32 6,2588-1072 3,3615 1,7491  1,6480-1072  3,9295 1,9743
64 x 64 1,7059-1072  3,6690 1,8754  4,1414-1073  3,9792 1,9925
128 x 128 4,4589-107%  3,8257  1,9357 1,0367-107% 3,9947  1,9981
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5.2 Escoamento de Hagen-Poiseuille

Para avaliar se os resultados numéricos obtidos pelas rotinas computacionais estao
em conformidade com a realidade material, considera-se primeiramente um escoamento
entre duas placas paralelas, como ilustrado na figura 8. Este escoamento é conhecido como
escoamento de Hagen-Poiseuille, em homenagem a Hagen (1839) e Poiseuille (1844), que

foram os pioneiros no estudo deste tipo de escoamento.

Figura 8 — Representacgao esquematica do escoamento sobre duas placas paralelas.

j u=v=0 T
——
w=Usx" f?“ o =0 I
v=0 — a""/E)J: =0
——
u=v=20 v

L
Fonte: Autoria proépria.

A figura 8 também especifica as condi¢des de contorno impostas sobre as placas.
Onde é definida uma velocidade uniforme na entrada do canal (U), a saida admite
condicao de contorno de Neumann para as componentes horizontal e vertical do campo
de velocidade, e as paredes admitem condi¢ao de nao escorregamento (u = v = 0). O
comprimento do canal é parametrizado em fungao de sua altura H, de modo que, para

que se atinja o regime de escoamento completamente desenvolvido, este é definido como:
L =15H.

O escoamento de Hagen-Poiseuille é um escoamento relativamente simples, e para
condigoes de escoamento completamente desenvolvido, onde sé exista influéncia do campo
de velocidade horizontal, o qual sofre variacoes somente na direcao vertical do canal, e em
regime permanente, onde os efeitos temporais nao interferem na dinamica do escoamento,

este admite solugao analitica:

1 dp

— — Pa?2_H 1
0V~ ). (5.15)

u(y)

onde por hipétese, dp/dx é uma constante que pode ser obtida ao se igualar a vazao
volumétrica de fluido na entrada e na saida do canal, uma vez que ndo existe uma fonte ou
sumidouro de massa dentro do dominio analisado. Obtendo-se assim a seguinte expressao:

dp  12pUs
dr a2

(5.16)
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Apés definida a solugao analitica, equagdes (5.15) e (5.16), procede-se com a
metodologia numérica proposta no presente trabalho, a fim de se comparar os resultados
numeéricos para quatro malhas uniformes (60 x 4,120 x 8,240 x 16 e 480 x 32) com a
solucao exata. A figura 9 apresenta o perfil de velocidade horizontal na secao de saida do
canal em uma simulagao realizada com Re = 100 para as diferentes malhas adotadas, e os
confronta com a solucao exata.

Figura 9 — Comparagao entre os perfis de velocidade horizontal em um escoamento de
Hagen-Poiseuille para diferentes malhas e Re = 100.

1.0+

0.81
-=-=-- Solucao Exata

0.61 —— Malha 60 x 4

S¥law Malha 120 x 8

0.44 —— Malha 240 x 16
—— Malha 480 x 32

0.21

0.01 - . i . : .
0.0 0.2 0.4 " 0.6 0.8 1.0

u"L(LfL'

Fonte: Autoria prépria.

De forma andaloga a secao anterior, pode-se fazer uso da solucao exata para se
estimar novamente a ordem de convergéncia do método numérico. Tal procedimento é
realizado, e os resultados sao apresentados na tabela 3, onde se verifica novamente segunda

ordem no método numérico para a componente horizontal de velocidade.

Tabela 3 — Teste de convergéncia para um escoamento de Hagen-Poiseuille.

Malha - oo Razao  Ordem - |2 Razdao  Ordem
60x4 7,29068 1072 — — —— ———— 592124-1072 — ——— —— _—_
120 x 8 2,2031-1072  3,3121 1,7277 1,5189-1072  3,4318 1,7789
240 x 16 5,7761-107%  3,8142  1,9314 3,9523-1073 3,8431  1,9423
480 x 32 3,4657-1073  3,9408 1,9785  9,9957-107* 3,9539  1,9833

Para a malha mais fina (480 x 32), ainda é capturado o valor da pressao na linha
de simetria horizontal do canal (y/L = 0,5), o qual é representado graficamente através da
figura 10. Onde nota-se que de fato, o gradiente de pressao é constante na regidao do canal
onde o escoamento se encontra completamente desenvolvido, de acordo com a hipotese

considerada para obtencao da solucao analitica.
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Figura 10 — Pressao na linha de simetria horizontal do canal para Re = 100.

1.0

0.81

0.61

at

0.41

0.21

0.01 . . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

L
Fonte: Autoria propria.

A figura 11 a seguir, apresenta as componentes horizontal e vertical do campo de
velocidade, e o campo de pressao. A malha utilizada foi a malha mais fina de 480 x 32, o
regime de escoamento adotado foi de Re = 100 e o tempo de simulagdo foi o necessério para
que fosse atingido o regime permanente, que para o presente trabalho onde H = 0,1 m,

foi de cerca de 2 s.

Figura 11 — Campos de velocidade e pressao para um escoamento de Hagen-Poiseuille com
Re = 100.

) Velocidade horizontal —

O.l 0.5 1 1.5

) Velocidade vertical — v.

—0.2 —0.1 0 0.1 0.2

Pressao —

0.0 5 10 15 20 25 29.3

Fonte: Autoria prépria.
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5.3 Cavidade com Tampa Deslizante

Um dos escoamentos classicos em mecanica dos fluidos, mas que diferentemente do
escoamento de Hagen-Poiseuille, nao possui uma solugao analitica, é o escoamento em uma
cavidade com tampa deslizante. A figura 12 apresenta uma representagao esquematica
da cavidade com suas condi¢oes de contorno, onde as paredes laterais e inferior admitem
condicao de nao escorregamento, e na parede superior impoem-se uma velocidade horizontal

constante Uy, e velocidade vertical nula, a fim de se representar a tampa deslizante.

Figura 12 — Representacao esquematica do escoamento em uma cavidade com tampa

deslizante.
Uu=Uyg,v=0
uw=10 u=>0
v=1{0 v =10 L,
u=v=>0
e - T
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Fonte: Autoria prépria.

Para o presente trabalho, objetiva-se simular o escoamento em uma cavidade com
razao de aspecto unitéria, isto é, L = L, = L,. Primeiramente, simulagoes sao conduzidas
para o regime de escoamento de Re = 100, onde quatro malhas sdo utilizadas, a fim de se
verificar se os resultados numéricos obtidos se mostram, de maneira geral, independentes da
malha utilizada. A tabela 4 a seguir, apresenta os valor maximos e minimos da componente
horizontal de velocidade na linha de simetria vertical da cavidade, e da componente vertical

na linha de simetria horizontal.

Tabela 4 — Anélise de independéncia de malha para o escoamento em uma cavidade com
tampa deslizante e razao de aspecto unitaria para Re = 100.

Malha — min{u(L/2,y)} max{u(L/2,y)} min{v(z,L/2)} max{u(x,L/2)}

50 x 50 —0.21092 0,93317 —0,25039 0,17646
100 x 100 -0, 21330 0,96704 —0, 25283 0,17883
200 x 200 —0, 21387 0,98357 —0, 25357 0,17939

400 x 400 —0,21399 0,99179 -0, 25375 0,17953
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Com base nos dados obtidos da tabela 4, infere-se que, de fato, os resultados
fornecidos pelo algoritmo computacional implementado, nao sofrem grandes variagoes com
a malha computacional adotada. Comportamento caracteristico de sistemas numericamente

independentes da malha de calculo.

Confirmada a independéncia de malha, simulagoes sao conduzidas para quatro
valores do adimensional nimero de Reynolds: 100, 400, 1000 e 3200. A fim de se validar a
solucao do escoamento obtida pelas simulagoes numéricas, onde estas sao comparadas com
os resultados em regime permanente apresentados por Ghia et al. (1982). As figura 13 e 14
a seguir, apresentam as linhas de corrente obtidas no presente trabalho e as apresentadas

por Ghia et al. (1982), respectivamente.

Figura 13 — Linhas de corrente para diferentes niimeros de Reynolds.

(b) Re = 400. (d) Re = 3200.

Fonte: Autoria prépria.

Figura 14 — Linhas de corrente para diferentes ntimeros de Reynolds apresentadas por
Ghia et al. (1982).

(a) Re = 100. (b) Re = 400. (¢) Re = 1000. (d) Re = 3200.

Fonte: Ghia et al. (1982).

Qualitativamente os resultados numéricos, através da analise das linhas de correntes,
estao corretos. Porém, também é conveniente se realizar uma analise quantitativa dos
resultados. Desse modo, para as quatro simulagoes realizadas com diferentes ntimeros
de Reynolds, o perfil de velocidade horizontal na linha de simetria vertical e o perfil
de velocidade vertical na linha de simetria horizontal sao comparados com os valores
fornecidos por Ghia et al. (1982).
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Figura 15 — Comparacao dos perfis de velocidade horizontal e vertical nas linhas de simetria
para diferentes niimeros de Reynolds.
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Fonte: Autoria prépria.
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Observa-se na figura 15 que os resultados computacionais obtidos através das simu-
lagoes conduzidas com a metodologia proposta no presente trabalho estao em conformidade
com aqueles apresentados por Ghia et al. (1982). Nota-se também, pela proximidade entre
os pontos de maximo e minimo com a referéncia, que a malha computacional adota foi
suficiente para capturar os mecanismos de transporte de quantidade de movimento linear
no escoamento, a qual para o presente trabalho foi: 400 x 400 para Re = 100, 150 x 150
para Re = 400 e Re = 1000, e finalmente, 320 x 320 para Re = 3200. Em todas as
simulacoes o regime permanente, em uma cavidade de L = 1 m, foi atingido apds 120 s de

simulacao.

5.4 Conveccao Natural em uma Cavidade Quadrada

Nas se¢oes anteriores foi analisada a dindmica do escoamento de forma independente
do campo de temperatura, logo, o acoplamento entre os efeitos térmicos e os efeitos
dinamicos ainda deve ser avaliado. Desse modo, objetiva-se simular os efeitos de convecgao
natural em uma cavidade quadrada (L = L, = L,), modelados através da aproximagao de

Oberbeck-Boussinesq.

A figura 16 a seguir, representa esquematicamente as condigoes de contornos
impostas. Onde, todas as paredes da cavidade admitem condi¢ao de nao escorregamento,
as paredes superior e inferior apresentam-se termicamente isoladas e a parede esquerda
apresenta uma temperatura (7;) maior que a parede direita (), a fim de se induzir um
gradiente térmico no interior da cavidade. E adotado que inicialmente o fluido encontra-se

em repouso, isto é, condicao fluidoestatica.

Figura 16 — Representacao esquemética do escoamento em uma cavidade submetida a um
gradiente de temperatura.
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Fonte: Autoria prépria.
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Para analisar a independéncia de malha, sao utilizadas trés malhas regulares e
uniformes (50 x 50,100 x 100 e 200 x 200) e simulagdes sao conduzidas, com Pr = 0,71,
para quatro regimes de escoamentos distintos, caracterizados pelos seguintes ntimeros de
Rayleigh: 102, 104, 10° e 10°. O valor do nimero de Nusselt médio na parede fria, isto é,
a parede da direita, é avaliado e comparado para cada uma das malhas computacionais

utilizadas. Os resultados sao apresentados na tabela 5 a seguir.

Tabela 5 — Analise de independéncia de malha em uma cavidade de razao de aspecto
unitaria sob efeito de conveccao natural para diferentes nimeros de Rayleigh.

Ra
103 10* 10° 106
50 x 50  1,11866 2,25601 4,60615 9,41281
100 x 100 1,11801 2,24761 4,54265 8,96747
200 x 200 1,11784 2,24552 4,52693 8,86142

Malha

Os resultados obtidos na tabela 5, mostram-se convergir para um valor fixo com o
o refinamento da malha computacional, nota-se também que o valor do Nusselt médio na
parede fria nao sofre grandes variacoes para as malhas apresentas. Dessa forma, pode-se
inferir que os resultados numéricos obtidos através do codigo computacional implementado

se mostram independentes da malha de calculo adotada.

A fim de se avaliar os resultados numéricos obtidos, as isotermas para os qua-
tro regimes de escoamento, simuladas com a malha mais fina, sdo comparadas com as
apresentadas no trabalho de Duarte (2018). As figura 17 e 18 a seguir, apresentam as
isotermas obtidas no presente trabalho e as obtidas por Duarte (2018), respectivamente.
Onde percebe-se bastante semelhanca entre as mesma, podendo-se entao inferir que ao

menos qualitativamente os resultados se encontram coerentes com a literatura.

Figura 17 — Isotermas para diferentes nimeros de Rayleigh.

(a) Ra = 103. ) Ra = 10" ) Ra = 10°. (d) Ra = 106.

1]

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 18 — Isotermas para diferentes nimeros de Rayleigh apresentadas por Duarte

(2018).
(a) Ra = 10, . (¢) Ra = 10°. (d) Ra = 106,
il U ) — ~—
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Fonte: Duarte (2018).

Quantitativamente os resultados também sao avaliados, através da comparacao
do nimero de Nusselt médio na parede direita (parede fria) da cavidade com os valores
calculados nos trabalhos de Duarte (2018), Gangawane et al. (2015), Padilla et al. (2013)
e Davis (1983). Os resultados sdo expostos na tabela 6 a seguir, onde se observa bastante

concordancia entre os resultados obtidos e os apresentados pela literatura.

Tabela 6 — Comparac¢ao do nimero de Nusselt médio na parede fria (parede da direita).

Rayleigh 103 10* 10° 106
Duarte (2018) 1,072 2,090 4,390 8,901
Gangawane et al. (2015) — — — 2,257 4,570 8,816
Padilla et al. (2013) 1,072 2,068 4,427 8,865
Davis (1983) 1,118 2,243 4,519 8,800
Presente trabalho 1,118 2,246 4,527 8,861

Ainda, de forma semelhante ao caso da cavidade com tampa deslizante, as com-
ponentes horizontal e vertical do campo de velocidade na linha de simetria vertical e

horizontal da cavidade, respectivamente, sao avaliadas e representadas na figura 19.

Observa-se na figura 19 que com o aumento do nimero de Rayleigh, os efeitos
térmicos passam a influenciar mais ativamente no balanco de quantidade de movimento
linear, resultando em maiores velocidades no escoamento do fluido no interior da cavidade.
Maiores velocidades do escoamento também favorecem o transporte de energia térmica por
adveccao, como pode-se perceber pelas isotermas na figura 17 e pelo aumento do niimero
de Nusselt médio na parede, ja que este representa uma medida quantitativa da eficiéncia

da transferéncia de calor por convec¢ao em uma superficie.
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Figura 19 — Comparacao dos perfis de velocidade horizontal e vertical nas linhas de simetria
da cavidade para diferentes nimeros de Rayleigh.

(a) Perfil de velocidade horizontal. (b) Perfil de velocidade vertical.
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Fonte: Autoria proépria.

5.5 Escoamento Sobre um Degrau

Validada a dinamica e o transporte de energia no escoamento, parte-se para a
implementagao de geometrias mais complexas, a fim de se analisar o comportamento
do algoritmo computacional implementado para tais geometrias. Deste modo, para o
presente estudo, objetiva-se simular o escoamento no interior de um canal que possua uma

descontinuidade (expansao) em forma de degrau, como esquematizado na figura 20.

Figura 20 — Representacao esquemética do escoamento sobre um degrau.
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Fonte: Autoria prépria.

As dimensoes do canal sdo parametrizadas em relagao a altura do ressalto do
degrau (s): Ly = 20s, Lp = 50s e H = 2s. De modo que, Lg e Lp sdo tomados grandes o
suficientes para garantir que o escoamento esteja completamente desenvolvido ao final de
cada secdo. Ja em relacao as condi¢oes de contorno, é imposta uma velocidade uniforme
na entrada do canal U, as paredes do canal, assim como o degrau, admitem condigao de
nao escorregamento e na saida do canal é imposta condicao de contorno de Neumann para

as duas componentes do campo de velocidade.
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Para o presente trabalho, os efeitos gravitacionais sao negligenciados e uma malha
regular e uniforme de 300 x 20 é adota. Trés regimes de escoamento sao simulados para
os subsequentes numeros de Reynolds: 100, 389 e 1000. Os resultados computacionais
obtidos sao comparados com os dados experimentais em regime permanente, mensurados

por Armaly et al. (1983), através da figura 21 apresentada a seguir.

Figura 21 — Perfis da componente horizontal de velocidade para diferentes niimeros de
Reynolds e em diferentes posicoes a jusante do degrau.
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A linha continua representa o resultado teérico obtido no presente trabalho e os pontos os
resultados experimentais de Armaly et al. (1983).

Fonte: Autoria prépria.

D4 analise da figura 21, observa-se uma excelente concordancia nos resultados para
Reynolds 100 e 389, onde nota-se que a curva dos resultados numéricos ao menos tangencia

todos os pontos experimentais. J& para Reynolds 1000, o escoamento é caracterizado
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como turbulento, de modo que efeitos tridimensionais passam a dominar a dinamica do
transporte de quantidade de movimento linear, causando a disparidade entre os resultados

tedricos e os experimentais evidenciada na figura 21c.

A presencga de uma expansao brusca no canal, isto é, o degrau, induz a formacao
de uma regiao de baixa pressao a jusante do mesmo. Esta regiao de baixa pressao gera
uma for¢a nas particulas de fluido a qual compete com a inercia das particulas, formando
assim uma zona de recirculacao ao lado do degrau, cujo comprimento varia em fungao do
numero de Reynolds. A figura 22 a seguir, apresenta a regiao de recirculagdo para as trés

simulagoes conduzidas no presente trabalho.

Figura 22 — Recirculagao formada a jusante da expansao abrupta (degrau).

(a) Re = 100.

(b) Re = 389.

(¢) Re = 1000.

_

Fonte: Autoria prépria.

O comprimento de recolamento adimensional (X, /s) é avaliado e comparado com os
resultados experimentais apresentados por Armaly et al. (1983) e os resultados numéricos
de Rouizi et al. (2009). Os resultados sdo expostos na tabela 7, onde novamente se observa

bastante coeréncia entre os dados.

Tabela 7 — Comprimento de recolamento da camada limite.

Reynolds 100 389 1000
Rouizi et al. (2009) 2,893 8,208 — — —
Armaly et al. (1983) 2,994 7,869 7,370

Presente trabalho 2,770 7,977 9,096

Para o presente trabalho, todas as simulagoes foram conduzidas com a altura do
ressalto do degrau igual 4 0,1 m, e o tempo de simulacao necesséario para que fosse atingido

o regime permanente foi de cerca de 20 s.
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5.6 Escoamento Pulsado Sobre um Degrau

Na secao anterior foi avaliada a dinamica do escoamento em um canal com uma
descontinuidade, onde o c6digo computacional se mostrou apto a solucao do escoamento.
Nesta sec¢ao, serd introduzida a aplicacao de condigoes de contorno de Dirichlet mais gerais,
isto é, funcoes do espago e do tempo, além de também ser avaliado os efeitos térmicos
no escoamento. Dessa forma, objetiva-se simular o escoamento pulsado sobre um degrau,

como representado na figura 23.

Figura 23 — Representacao esquemética do escoamento pulsado sobre um degrau.
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Fonte: Autoria proépria.

De forma analoga ao caso anterior, as dimensoes do canal sao parametrizadas em
funcao da altura do ressalto do degrau (s): Lgy = 5s, Lp = 20s e H = 2s. As paredes
inferior e superior do canal, assim como as paredes do degrau, admitem condi¢ao de nao
escorregamento, as paredes superior e inferior sao mantidas a temperaturas constantes T
e T, respectivamente, onde T > Ty. Na saida do canal ¢ imposta condicao de contorno

de Neumann igual a zero, para velocidade e temperatura.

Na entrada do canal é admita uma condicao de fluxo pulsado para a componente
horizontal de velocidade e a componente vertical é definida nula. Para a modelagem do
pulso, a amplitude da componente horizontal na entrada do canal é modelada como uma
fungao sinusoidal no tempo, como representada pela equagao (5.17). J& para a temperatura
admite-se uma funcao linear (5.18), de forma a suavizar a transicdo de temperatura entre

a parede superior do canal e a parede horizontal do degrau:

Uentrada = Uso [1 + Asen(7.St)], (5.17)
Tq - Tf
Tentrada = Tf + ﬁ(y - 8)7 para y € [Sa H] (518>

Onde A é a amplitude do pulso, St é o nimero de Strouhal, que representa frequéncia
adimensional dos pulsos, 7 é o tempo adimensional (7 = tU/H), Uy é uma velocidade
de referéncia, que para o presente trabalho foi usada como sendo a unidade, e por fim y é

a altura mensurada a partir da base do canal.
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A figura 24 a seguir, apresenta uma representacao grafica das condi¢oes de contorno
impostas na entrada do canal (equagdes 5.17 e 5.18), a fim de facilitar o entendimento.
Ainda da equagdo (5.17), nota-se que o periodo dos pulsos, de forma dimensional (s), pode

ser expresso pela relagao 2 H /U, St.

Figura 24 — Representacao grafica das condi¢bes de contorno aplicadas na entrada do

canal.
(a) Componente horizontal de velocidade. (b) Temperatura.
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% 1.0 S s
—A 0.0
0.0 =L Ty T,
t T(y)

Fonte: Autoria proépria.

Para analisar a influéncia do nimero de Reynolds e da frequéncia dos pulsos na
dindmica do escoamento e no transporte de energia, simulacoes sao conduzidas para
diferentes valores do nimero de Reynolds e Strouhal, onde os efeitos peso-empuxo sao
negligenciados e os resultados computacionais adquiridos sao analisados. Nesta secao,
todas as simulac¢oes conduzidas foram realizadas com uma malha uniforme e regular de
250 x 20 e o tempo de simulagao foi de cerca de 30 s, que para uma canal com s = 0,1 m é
o tempo necesséario para se garantir que escoamento se encontre em regime estatisticamente

permanente.

As figuras 25, 26 e 27 a seguir, apresentam as linhas de corrente e as isotermas
para trés regimes do escoamento: Re = 100 e St =1, Re =200 e St = 1, e Re = 100 com
St = 2. Os resultados sao apresentados em diferentes fragoes de periodo de um pulso, apds

garantido que o escoamento esteja estatisticamente permanente.

Figura 25 — Linhas de corrente (a esquerda) e isotermas (a direita) para diferentes fragoes
de periodo de um pulso para Re = 100, Pr =0,71, St =1,0e A=1,0.

(a) 25% de um periodo.

(b) 50% de um periodo.
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Figura 25 — Linhas de corrente (a esquerda) e isotermas (a direita) para diferentes fragoes
de periodo de um pulso para Re = 100, Pr = 0,71, St = 1,0e A = 1,0
(continuagao).

(¢) 75% de um periodo.
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(d) Um periodo completo.

Fonte: Autoria proépria.

Figura 26 — Linhas de corrente (a esquerda) e isotermas (a direita) para diferentes fragoes
de periodo de um pulso para Re =200, Pr =0,71, St =1,0e A=1,0.

(a) 25% de um periodo.

Fonte: Autoria prépria.

Figura 27 — Linhas de corrente (a esquerda) e isotermas (a direita) para diferentes fracoes
de periodo de um pulso para Re = 100, Pr =0,71, St =2,0e A=1,0.

(a) 25% de um periodo.
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Figura 27 — Linhas de corrente (a esquerda) e isotermas (a direita) para diferentes fragoes
de periodo de um pulso para Re = 100, Pr = 0,71, St =2,0e A = 1,0
(continuagao).

(b) 50% de um periodo.
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Fonte: Autoria prépria.

A influéncia do nimero de Reynolds sobre o escoamento é analisada ao se setar um
numero de Strouhal unitario. No presente trabalho, os seguintes nimeros de Reynolds foram
avaliados: 100, 150 e 200. As condic¢oes de contorno térmicas sdo mantidas constantes para
cada uma das simulagoes, e a caracterizacao térmica do escoamento é dada por Pr = 0,71
e Ra = 0, com uma amplitude de pulso unitaria, A = 1. O impacto do nimero de Reynolds
sobre as caracteristicas do escoamento é analisado através do valor do nimero de Nusselt
local, avaliado na parede superior do canal em diferentes fragoes de periodo de um pulso,

como representado na figura 28.

A partir da andlise da figura 28, observa-se que com o aumento do nimero de
Reynolds, eleva-se também o valor das amplitudes do Nusselt local na parede superior do
canal, isto ocorre devido ao fato de maiores nimeros de Reynolds estarem associados a
maiores gradientes de velocidade, uma vez que um aumento do Reynolds significa que os
efeitos inerciais do escoamento passam a influenciar mais ativamente o escoamento que os

efeitos viscosos.

Dessa forma, com o aumento dos gradientes de velocidade, o transporte de energia
térmica por adveccao é favorecido. Como o nimero de Nusselt fisicamente pode ser
interpretado como a razao entre a transferéncia de energia térmica por advec¢ao e por
difusdo, valores maiores para o Nusselt local sdo esperados nas paredes do canal, como

evidenciado através da figura 28.

Para analisar a influéncia do niimero de Strouhal nas caracteristicas do escoamento,
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Figura 28 — Nuimero de Nusselt local na parede superior do canal para diferentes nimeros
de Reynolds in diferentes fracoes de periodo de um pulso.

(a) 25% de um perfodo. (b) 50% de um periodo.
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Fonte: Autoria propria.

cinco valores para o nimero de Strouhal sao testados: 1, 2, 3, 4 e 5. O niimero de Reynolds
¢ mantido fixo e igual a 100. As condi¢oes de contorno térmicas sao mantidas as mesmas,
assim como a amplitude do pulso na entrada do canal. O valor do nimero de Nusselt

médio é avaliado na parede superior do canal e os resultados sao apresentados na tabela 8.

Tabela 8 — Nuiimero de Nusselt médio na parede superior do canal para diferentes valores
de Strouhal em diferentes fragoes de periodo de um pulso.

Periodo 1 1 3 1
Strouhal 4 2 4

1 1,4349 1,3376 1,3442 1,3626
2 1,4786 11,3621 1,3551 1,3972
3 1,4659 1,3416 1,3192 1,3593
4
5

1,4490 1,3466 1,2997 1,3114
1,3986 1,3849 1,2927 1,2783

Observa-se da tabela 8 que, de modo geral, o Nusselt médio na parede superior do
canal decresce com o aumento do nimero de Strouhal. Esse fenomeno pode ser explicado
pelo fato de que, um aumento na frequéncia dos pulsos esté associado a quantidades mais

significativas de recirculagoes formadas ao longo do canal. Estas recirculacgoes favorecem a
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troca de energia térmica pelo fluido, homogeneizando a temperatura ao longo do canal e

consequentemente diminuindo os gradientes de temperatura e assim o Nusselt.

5.7 Escoamento Sobre um Cilindro Quadrado

Foi mostrado, que o c6édigo computacional desenvolvido estd apto a solucao de
escoamentos com condi¢oes de contornos arbitrarias e em dominios cartesianos com
descontinuidades na forma de expansoes abruptas. Porém, simulacoes de escoamentos

sobre corpos imersos ainda nao foram desenvolvidas, sendo este o foco desta sec¢ao.

Para o presente estudo, é considerado um cilindro de base quadrada, cuja superficie
¢ mantida a uma temperatura constante. Este cilindro estd imerso em um canal, onde é
imposta uma velocidade e uma temperatura uniforme em sua entrada (Uy e Ty), € na
saida é definida condicido de contorno de Neumann para as componentes de velocidade e
temperatura. As paredes do canal estao termicamente isoladas e é prescrita condi¢ao de
nao escorregamento para as velocidades, como representado esquematicamente na figura
29. As faces do cilindro também admitem condi¢do de nao escorregamento e possuem uma

temperatura constante 7, maior que a temperatura de entrada no canal.

Figura 29 — Representacao esquematica do escoamento sobre um cilindro quadrado.

u=uv=9/yy =0

—_—

—_— Le¢
u=U,

—_—
v=>0 D
T—T,

— Lp

u=uv=9/gy =0

Lg D Lp
Fonte: Autoria propria.

As dimensoes do canal sao parametrizadas em fungdo do comprimento da aresta
do quadrado (D): Lgp = 10D, Lg = 15D, Lp = 45D e Le = 10D. Onde o canal deve
se apresentar grande o suficiente, para que caso ocorra a formacao de esteiras de Von
Karman, o dominio computacional seja capaz de capturar as estruturas de interesse que

caracterizam a dinamica do escoamento.

Simulagoes sdo conduzidas com uma malha computacional regular e uniforme de

1220 x 420, onde diferentes regimes de escoamentos sao avaliados, a fim de se validar os
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resultados computacionais obtidos com os apresentados pela literatura.

A literatura aponta que a formagao de esteiras de Von Karman no escoamento
sobre um cilindro de base quadrada ocorre somente quando o nimero de Reynolds é maior
que um valor critico (Re;). Na literatura existem diferentes valores para o Reynolds
critico, onde por exemplo, Okajima (1982) determinou experimentalmente que o valor
critico para o inicio da emissao de voértices ocorre por volta de 70, Klekar e Patankar
(1992) obtiveram que Re.; = b4 através da andlise de estabilidade do escoamento, sendo
o menor valor encontrado na literatura, ji Breuer et al. (2000) encontrou que Reg; ~ 60

por meio de simulagoes numéricas.

Inicialmente foi analisada a dinamica do escoamento sem a formacgao das esteiras de
Von Karman. Logo, uma simulacao foi conduzida para a condicao de Re = 30 e Pr=0,71,
o tempo de simulacao foi de cerca de 20 s, tempo necessario para que o regime permanente
fosse atingido para um cilindro com aresta de D = 0,05 m. As linhas de corrente sao
calculadas e comparadas com as apresentadas no trabalho de Breuer et al. (2000), a fim
de se comparar qualitativamente o resultado computacional obtido. Os resultados sao

apresentados na figura 30.

Figura 30 — Linhas de corrente sobre um cilindro quadrado para Re = 30 e Pr =0, 71.

(a) Breuer et al. (2000). (b) Presente trabalho.

Fonte: Autoria proépria.

Quantitativamente os resultados também podem ser comparados ao se avaliar o
comprimento adimensional da bolha de recirculagao (X, /D) formada a jusante do cilindro.
Dessa forma, uma simulagao é realizada para a condi¢cao de Re = 40, desprezando-se os
efeitos térmicos, e o comprimento de recirculagao adimensional é avaliado e comparado
com os apresentados por Sen et al. (2011), Dhiman et al. (2006) e Paliwal et al. (2003).

Os resultados sao apresentados na tabela 9.

Nota-se da figura 30 e da tabela 9 que os resultados numéricos fornecidos pelo
algoritmo computacional implementado, encontram-se em concordancia com os valores
apontados pela literatura. De modo que, pode-se inferir que para a faixa de Reynolds

abaixo de Re.; 0 c6digo encontra-se validado.
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Tabela 9 — Comparacao do comprimento de recirculagao adimensional para Re = 40.

Sen et al. (2011) Dhiman et al. (2006) Paliwal et al. (2003) Presente estudo

X
ﬁ 2,735 2,822 2,700 2,590

Deseja-se agora avaliar a dindmica do escoamento apds a formacao de esteiras
de Von Karman, logo uma simulagdo ¢ conduzida para a condi¢ao de Re = 100, onde o
fendmeno de emissao de vortices pode ser observado. Para avaliar quantitativamente a
solucdo numeérica do escoamento, o niimero de Strouhal é calculado a partir das oscilagoes
presentes na componente vertical de velocidade, capturadas em um ponto do dominio
localizado na linha de simetria axial do canal e a uma distancia L, = 22,5D a direita do

cilindro, conforme representado na figura 31.

Figura 31 — Representacao esquematica da posi¢ao da sonda no interior do dominio.

Posicdo da sonda

Fonte: Autoria prépria.

A dindmica do escoamento é avaliada a partir do calculo do coeficiente de arrasto
médio (Cp) e do seu valor médio quadrdtico (RMS), do valor RMS do coeficiente de
sustentacgao e do niimero de Strouhal. Os valores obtidos sao comparados com os resultados
apresentados por Ma et al. (2018), Sen et al. (2011), Sharma e Eswaran (2004) e Franke
et al. (1990). Os resultados sao apresentados através da tabela comparativa 10, onde se

observa bastante coeréncia entre os resultados.

Tabela 10 — Comparacao dos adimensionais dindmicos para Re = 100.

Estudo Cp  (Cp)rms (Cr)rums St
Ma et al. (2018) 1,5701  0,0059 0,1969 0,1450
Sen et al. (2011) 1,5287  0,0055 0,1928 0,1452
Sharma e Eswaran (2004) 1,4936 0,0054  0,1922 0,1488
Franke et al. (1990) 1,6100 ———  0,2700 0,1540

Presente trabalho 1,5696  0,0057 0,2011  0,1549
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Para a validagao da metodologia aplicada ao transporte de energia térmica, duas
simulagoes sdo conduzidas para os seguintes regimes de escoamento: Re = 1 e Re = 45,
ambos com Pr = 1. O nimero de Nusselt local é avaliado ao longo de todas as faces
do cilindro, e os resultados sao comparados com os propostos por Dhiman et al. (2006)

através da figura 32 a seguir.

Figura 32 — Ntimero de Nusselt local ao longo das faces do cilindro para diferentes nimeros
de Reynolds e Pr =0, 71.

(a) Re = 1. (b) Re = 45.
4.0 B € Dhiman et al. (2006) 14 — Dhiman et al. (2006)
---- Presente trabalho 12 -----  Presente trabalho
3.5 c
3.0 10
S 2.5 23 8
2.0 6 b
|~
1.5 . 4
1.0 ,
05 0 T N e - )
A B C D A A B C D A
Distancia ao longo do cilindro Distancia ao longo do cilindro

Fonte: Autoria prépria.

Observa-se da figura 32, que os resultados numéricos advindos do algoritmo com-
putacional implementado, estdo satisfatoriamente condizentes com os apresentados pela
literatura. De modo que, pode-se inferir que o codigo computacional estd validado também

em relacao ao transporte de energia térmica.

Validado o algoritmo computacional desenvolvido, deseja-se analisar a influéncia do
numero de Reynolds na dindmica e no transporte de energia térmica do escoamento sobre
um cilindro quadrado. Para tanto, cinco simulagoes foram conduzidas para os seguintes
numeros de Reynolds: 100, 150, 200, 300 e 400, todos com Pr = 0,71. A tabela 11 a seguir

apresenta os adimensionais dinamicos e térmicos que caracterizam o escoamento.

Tabela 11 — Comparacao dos adimensionais dinamicos e térmicos para diferentes valores
do niimero de Reynolds e Pr =0, 71.

Reynolds Cp  (Cp)rvs (Cr)rms St Nu
100 1,5696  0,0057 0,2011 0,1549 4,2264
150 1,5199 0,0165 0,3008 0,1662 5,1420
200 1,5316  0,0324 0,4445 0,1646 5,9775
300 1,6570 00,1113 0,9793 0,1341 7,4657
400 1,7644  0,2765 1,1196  0,0854 8,8919
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Da tabela 11, observa-se uma pequena crise no coeficiente de arrasto para o intervalo
do niimero de Reynolds de 100 a 200, conforme representado pela figura 33a a seguir.
Nota-se também, que para o mesmo intervalo de Reynolds, existe a tendéncia de um ponto

de maximo para o nimero de Strouhal (figura 33b).

Figura 33 — Coeficiente de arrasto e nimero de Strouhal em fun¢ao do nimero de Reynolds.

(a) Coeficiente de Arrasto. (b) Ntmero de Strouhal.
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Fonte: Autoria proépria.

A figura 34 a seguir, apresenta a variagdo temporal dos coeficientes de arrasto e
de sustentagao, para os cinco niimeros de Reynolds simulados. Observa-se que, a medida
que o nimero de Reynolds aumenta, frequéncias harmonicas sao adicionadas ao sinal, até
que este sofra transicao para um regime de escoamento instavel, como pode ser observado

para a condicao de Re = 400.

Figura 34 — Coeficiente de arrasto (a esquerda) e sustentagao (a direita) para diversos
valores do niimero de Reynolds.
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Figura 34 — Coeficiente de arrasto (a esquerda) e sustentacao (a direita) para diversos
valores do niimero de Reynolds (continuagao).
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Fonte: Autoria propria.

Da figura 34 observa-se que o incremento no nimero de Reynolds ocasiona maiores
amplitudes de oscilagoes no coeficiente de sustentagao, fato este evidenciado através do
valor de (Cp)rus da tabela 11. Tal fendmeno, deve-se a formagao de maiores gradientes
de velocidades para maiores valores de Reynolds, estes gradientes de velocidade induzem a
formacao de gradientes de pressao que geram maiores variagoes das forcas de sustentacao

e consequentemente as oscilagoes no coeficiente de sustentagao.

Na figura 35 observa-se o perfil do nimero de Nusselt local ao longo das faces do
cilindro em funcao do nimero de Reynolds. Maiores niimeros de Reynolds implicam em um
aumento do niimero de Nusselt local, como era esperado, uma vez que o nimero de Nusselt
pode ser compreendido como uma medida quantitativa da capacidade de transferéncia

de energia térmica por convecgao. Dessa forma, quanto maior a proporcao dos efeitos
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inerciais no escoamento, maior sera a eficiéncia do transporte advectivo de energia. Os
valores médios do nimero de Nusselt sobre o cilindro sdo apresentados na tabela 11, onde

é possivel evidenciar o fato de que o Nusselt aumenta com o Reynolds.

Figura 35 — Ntumero de Nusselt local nas faces do quadrado para diferentes ntimeros de
Reynolds e Pr =0, 71.
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Fonte: Autoria prépria.

As figuras 36 e 37 a seguir, apresentam, respectivamente, os campos de vorticidade
e de temperatura para as simulagoes conduzidas com Reynolds 100, 200 e 400 e um niimero

de Prandtl igual a 0,71 para um tempo adimensional de 418.

Observa-se da figura 36, o campo de vorticidade, variavel que quantifica a intensidade
de rotacdo das particulas de fluido contidas em um volume de controle. E ainda possivel
observar, a jusante do cilindro, a formacao de esteiras de Von Karmam, caracterizadas por
uma emissao regular de vortices, onde maiores valores de vorticidade estao relacionados a

maiores valores de Reynolds.

Da figura 37, nota-se que o aumento do numero de Reynolds impacta substancial-
mente sobre os efeitos advectivos do transporte de energia térmica, de forma similar a que é
observada no transporte de quantidade de movimento linear. O aumento na proporc¢ao dos
efeitos inerciais é evidenciado pela maior concentragao de energia térmica nas estruturas
formadas a jusante do obstaculo. Para nimeros de Reynolds mais elevados, a energia
é transportada por particulas que passam pela periferia do cilindro e ficam confinadas
nos vortices formados a jusante do mesmo. Nessas condi¢des os fendmenos de transporte
difusivos de energia nao sao eficientes para transportar a energia dos vortices para as

regioes adjacentes do escoamento, mantendo estes a uma temperatura mais elevada.
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Figura 36 — Campo de vorticidade para diferentes valores de Reynolds com Pr = 0,71 e
em 7 = 418.

(a) Re = 100.
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Fonte: Autoria propria.
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Figura 37 — Campo de temperatura para diferentes valores de Reynolds com Pr = 0,71 e
em 7 = 418.
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Fonte: Autoria propria.



83

6 CONCLUSAO

No presente trabalho é apresentada a modelagem fisica e mateméatica de escoamentos
para fluidos arbitrarios, onde é contemplada a dinamica e o transporte de energia térmica
no escoamento. Tal modelagem é particularizada para o caso de fluidos newtonianos
com propriedades constantes em escoamentos incompressiveis, simplificacoes estas, que
possibilitam a modelagem numérica-computacional abordada no presente estudo. Onde é
empregada a metodologia do passo fracionado (método de projegao), para o acoplamento

pressao-velocidade na solucao da equacao do balanco de quantidade de movimento linear.

Rotinas computacionais sao desenvolvidas e implementadas em linguagem de
programacao FORTRAN 90, onde as equagoes sao discretizadas pelo método de diferengas
finitas e resolvidas em um dominio bidimensional euleriano fixo. Simulac¢oes sao conduzidas
junto ao método das solugoes manufaturadas, a fim de verificar a ordem de convergéncia
do método numérico utilizado, além de validar o codigo computacional desenvolvido e

analisar a influéncia de parametros adimensionais nas caracteristicas do escoamento.

A partir dos resultados numéricos obtidos, observa-se que o codigo desenvolvido
apresenta segunda ordem de convergéncia para as componentes de velocidade e para o
campo de pressao, isto é, uma reducao de duas vezes no comprimento dos elementos da
malha resulta em uma redugao de quatro vezes no erro numérico. Nota-se também, nos
casos de validacao, bastante coeréncia entre os resultados obtidos e os apresentados pela
literatura. Onde a validagao do modelo permite a implementagao ferramentas numérica-
computacionais mais complexas, com o intuito de caracterizar problemas mais realisticos e

com uma maior gama de aplicagoes.

Em trabalhos futuros, a modelagem pode ser estendida para escoamentos sobre
geometrias nao-cartesianas, fazendo-se necessaria a implementacao de rotinadas de inter-
polacdo das propriedades do escoamento sobre as células do dominio computacional. E
interessante ainda, a extensao do cédigo desenvolvido para trabalhar com escoamentos
tridimensionais, uma vez que as modelagens matematica e numérica-computacional apre-
sentadas sao robustas o suficientes para abranger a terceira dimensao espacial. E por fim,
seria interessante que o codigo fosse paralelizado, afim de se obter resultados com um

menor custo computacional.
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